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Abstract:

Tato zpráva popisuje teoretické i praktické vlastnosti numerických metod pro nepodḿıněnou optimalizaci.
Studuj́ı se metody pro obecné i speciálńı optimalizačńı úlohy mezi které paťŕı minimalizace součtu čtverc̊u,
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12.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
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12.6 Metody založené na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu . . . . . . . . . 473
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18.3 Metody aktivńıch omezeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 601
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1 Úvod do problematiky numerické optimalizace

V tomto textu jsou studovány základńı metody pro nepodmı́něnou minimalizaci včetně jejich konver-
genčńıch vlastnost́ı. Po stručném úvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody spádových
směr̊u a jejich nejtypičtěǰśı realizace (metody sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou).
Kapitola 3 je věnována metodám s lokálně omezeným krokem vhodným zejména ke globálně konvergentńı
realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u. V kapitole 4
jsou popsány speciálńı metody pro rozsáhlé a strukturované optimalizačńı úlohy. Kapitola 5 je věnována
metodám pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. V kapitole 6 jsou popsány speciálńı metody pro rozsáhlé
a strukturované soustavy nelineárńıch rovnic. Věty a lemata jsou v této práci téměř vždy dokazovány.
Tvrzeńı z př́ıbuzných obor̊u, která lze nalézt v běžných učebńıch textech (např́ıklad v [T1] – [T11], jsou
uváděny bez d̊ukazu.

1.1 Základńı pojmy

Budeme použ́ıvat označeńı x ∈ Rn pro vektor dimenze n, F (x) pro funkci F : DF → R a

g(x) = ∇F (x) =


∂F (x)

∂x1
...

∂F (x)

∂xn

 , G(x) = ∇2F (x) =


∂2F (x)

∂x21
, . . . ,

∂2F (x)

∂x1∂xn
...

...
...

∂2F (x)

∂xn∂x1
, . . . ,

∂2F (x)

∂x2n

 .

Zde F (x) je účelová funkce definovaná na množině DF ⊂ Rn, g(x) je jej́ı gradient a G(x) je jej́ı Hessova
matice (matice druhých parciálńıch derivaćı). Symboly λ(G(x)) a λ(G(x)) budeme označovat nejmenš́ı a
největš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x).

Poznámka 1. Poznamenejme, že∇F (x) je sloupcový vektor. Tento vektor neńı vhodný pro zápis pravidla
řetězeńı při derivováńı složené funkce. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá řádkový vektor ∂F (x)/∂x = (∇F (x))T ,
takže např́ıklad

(∇F (x))T =
∂F (x)

∂x
=
∂F̃ (y(x))

∂y

∂y(x)

∂x
, pokud F (x) = F̃ (y(x)).

Záviśı-li účelová funkce na v́ıce vektorech, např́ıklad na vektorech x a y, budeme použ́ıvat označeńı
∇xF (x, y) = (∂F (x, y)/∂x)T , ∇yF (x, y) = (∂F (x, y)/∂y)T . Ve stejném duchu budeme použ́ıvat označeńı
∇2

xxF (x, y) = ∂2F (x, y)/∂x2, ∇2
xyF (x, y) = (∂2F (x, y)/∂x∂y)T , ∇2

yyF (x, y) = ∂2F (x, y)/∂y2, pro části
Hessovy matice funkce F (x, y).

Většinou budeme předpokládat, že funkce F : DF → R je dvakrát spojitě diferencovatelná na nějaké
otevřené množině D ⊂ DF . V tomto př́ıpadě budeme psát F ∈ C2 nebo F ∈ C2 : D → R. Spojitost
druhých parciálńıch derivaćı implikuje symetrii matice G(x). Poznamenejme, že v mnoha př́ıpadech stač́ı
mı́sto spojitosti druhých parciálńıch derivaćı předpokládat lipschitzovskost prvńıch parciálńıch derivaćı.
Lipschitzovskost a konvexita jsou pojmy, které se prob́ıraj́ı v základńıch kurzech matematické analýzy.
Protože tyto pojmy maj́ı v teorii optimalizačńıch metod kĺıčový význam uvedeme zde základńı definice,
které budeme často použ́ıvat.

Definice 1. Řekneme, že množina C ∈ Rn je konvexńı, jestlǐze

λ1x1 + λ2x2 ∈ C,

pokud x1 ∈ C, x2 ∈ C, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, a λ1 + λ2 = 1.
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Definice 2. Řekneme, že funkce F : DF → R je konvexńı na konvexńı množině C ⊂ DF ⊂ Rn, jestlǐze

F (λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1F (x1) + λ2F (x2),

pokud x1 ∈ C, x2 ∈ C, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, a λ1 + λ2 = 1. Řekneme, že funkce F : DF → R je ryze konvexńı
na konvexńı množině C ⊂ DF ⊂ Rn, jestlǐze

F (λ1x1 + λ2x2) < λ1F (x1) + λ2F (x2),

pokud x1 ̸= x2, λ1 > 0, λ2 > 0, a λ1 + λ2 = 1. Řekneme, že funkce F : DF → R je konkávńı (ryze
konkávńı) na konvexńı množině C ⊂ DF ⊂ Rn, je-li funkce −F konvexńı (ryze konvexńı) na C.

Definice 3. Řekneme, že funkce F : DF → R je lipschitzovská na konvexńı množině C ⊂ DF ⊂ Rn,
jestlǐze existuje konstanta L > 0 taková, že

|F (x2)− F (x1)| ≤ L∥x2 − x1∥,

pokud x1 ∈ C a x2 ∈ C (v př́ıpadě zobrazeńı použ́ıváme mı́sto absolutńı hodnoty normu).

Vlastnosti konvexńıch a lipschitzovských funkćı jsou studovány v kapitole 15. Zde pouze připomeneme, že
dvakrát spojitě diferencovatelná funkce F ∈ C2 : DF → R je konvexńı na konvexńı množině C ⊂ DF , je-li
jej́ı Hessova matice pozitivně semidefinitńı na C, a ryze konvexńı na C, je-li jej́ı Hessova matice pozitivně
definitńı na C.

Při vyšetřováńı konvergence optimalizačńıch metod budeme použ́ıvat tyto předpoklady.

Předpoklad F1. Funkce F : DF → R je zdola omezená, takže existuje konstanta F taková, že

F (x) ≥ F ∀x ∈ DF . (1)

Poznámka 2. Předpoklad F1 je vcelku logický. Hledáme-li lokálńı minimum, je žádoućı, aby funkce F
byla zdola omezená. Přesto je někdy tento předpoklad omezuj́ıćı. Uvažujme funkci F : R→ R definovanou
vztahem F (x) = x3−3x. Tato funkce má lokálńı minimum v bodě x = 1, ale F (x) → −∞, pokud x→ −∞.
Nicméně optimalizačńı metoda může nálézt lokálńı minimum x = 1, odstartujeme-li ji z vhodného bodu
x1 > −1. Podobné vlastnosti má celá řada pokutových funkćı použ́ıvaných k hledáńı vázaných extrémů.

Předpoklad F2. Množina
DF (F ) = {x ∈ DF : F (x) ≤ F} (2)

je kompaktńı pro vhodnou hodnotu F ∈ R.

Poznámka 3. Předpoklad F2 je opět logický. Je-li funkce F : DF ⊂ R → R zdola omezená a klesaj́ıćı,
jako např́ıklad funkce F (x) = exp(−x), může optimalizačńı metoda generovat divergentńı posloupnost
xi → ∞ takovou, že g(xi) → 0, takže i přes neschopnost nalézt lokálńı minimum je tato metoda globálně
konvergentńı (podle definice 16). Abychom vysvětlili, co rozumı́me vhodnou hodnotou F ∈ R, uvažujme
funkci F : R→ R definovanou vztahem F (x) = − cos(x)/(1+x2). Tato funkce nabývá minima F (x∗) = −1
v bodě x∗ = 0 a F (x) → 0, pokud |x| → ∞. Zvoĺıme-li F = −1/2, je množina DF (F ) kompaktńı (je
obsažená v množině {x ∈ Rn : |x| ≤ π/2}). Zvoĺıme-li F = 1/2, plat́ı DF = Rn, takže DF neńı kompaktńı.
Jak uvid́ıme později, pokládáme obvykle F = F (x1), kde x1 je počátečńı bod posloupnosti xi, i ∈ N ,
generované optimalizačńı metodou.

V daľśım výkladu budeme většinou předpokládat, že funkce F je spojitě diferencovatelná na otevřené
konvexńı množině D ⊂ DF , která obsahuje všechny body posloupnosti xi, i ∈ N . Pokud nebude řečeno
jinak, budeme předpokládat, že DF (F ) ⊂ D ⊂ DF . Někdy, zejména při vyšetřováńı lokálńı konvergence,
budeme předpokládat, že D = B(x∗, ε), kde

B(x∗, ε) = {x ∈ Rn : ∥x− x∗∥ < ε}, (3)
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ε > 0 a bod x∗ je hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N . Konvexita množiny D je d̊uležitá proto, že při
vyšetřováńı optimalizačńı metody generuj́ıćı posloupnost xi, i ∈ N , potřebujeme, aby zvolené předpoklady
platily na úsečce spojuj́ıćı dva po sobě jdoućı body xi a xi+1. Uvažujme funkci F : R\{0} → R definovanou
vztahem F (x) = x2 + x−2. Tato funkce má lokálńı minima v bodech x = ±1 a neńı definovaná v bodě
x = 0 (plat́ı F (x) → ∞ pro ∥x∥ → 0). Odstartujeme-li optimalizačńı metodu v bodě x1 < −1, může se
stát že x2 > 0 a funkce F neńı definovaná na úsečce spojuj́ıćı body x1 a x2.

Předpoklad F3. Funkce F ∈ C1 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená konvexńı množina, má lipschitzovské
prvńı derivace na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

∥g(x2)− g(x1)∥ ≤ G∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (4)

Předpoklad F4. Funkce F ∈ C2 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená konvexńı množina, má omezené
druhé derivace na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

|dTG(x)d| ≤ G∥d∥2 ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (5)

Podmı́nka (5) je ekvivalentńı podmı́nce ∥G(x)∥ ≤ G ∀x ∈ D.

Poznámka 4. Předpoklad F4 je silněǰśı než F3 (z F4 plyne F3). Jelikož se s nerovnost́ı (5) pracuje
pohodlněji než s nerovnost́ı (4), budeme často předpokládat F4 mı́sto F3, zejména v př́ıpadech kdy
použ́ıváme předpoklad F5.

Předpoklad F5. Funkce F ∈ C2 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená konvexńı množina, je stejnoměrně
silně konvexńı na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

dTG(x)d ≥ G∥d∥2 ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (6)

Předpoklad F6. Funkce F ∈ C2 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená konvexńı množina, má lipschitzovské
druhé derivace na D, takže existuje konstanta L > 0 taková, že

∥G(x2)−G(x1)∥ ≤ L∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (7)

Poznámka 5. Jsou-li splněny předpoklady F5 a F6, plat́ı

∥G−1(x2)−G−1(x1)∥ ≤ L

G2 ∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (8)

Označ́ıme-li G1 = G(x1) a G2 = G(x2), můžeme podle (6) psát

1

G
∥G2 −G1∥ ≥ ∥G−1/2

2 (G2 −G1)G
−1/2
2 ∥ = ∥I −G

−1/2
2 G1G

−1/2
2 ∥,

∥G−1
2 −G−1

1 ∥ = ∥G−1/2
1 (G

1/2
1 G−1

2 G
1/2
1 − I)G

−1/2
1 ∥ ≤ 1

G
∥G1/2

1 G−1
2 G

1/2
1 − I∥.

Matice G
−1/2
2 G1G

−1/2
2 a G

1/2
1 G−1

2 G
1/2
1 maj́ı stejná vlastńı č́ısla, nebot’ z G

−1/2
2 G1G

−1/2
2 x = λx, kde x ̸= 0,

plyne G
1/2
1 G−1

2 G
1/2
1 y = λy, kde y = G

1/2
1 G

−1/2
2 x ̸= 0. Odtud plyne, že normy na pravých stranách

uvedených nerovnost́ı jsou stejné, takže

∥G−1
2 −G−1

1 ∥ ≤ 1

G2 ∥G2 −G1∥,

což spolu s (7) dává (8).
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Poznámka 6. Předpoklady F3–F6 lze též aplikovat na vektorová zobrazeńı tvaru f = [f1, . . . , fm]T ,
kde fk : Dfk ⊂ Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné funkce. Pak řekneme, že zobrazeńı
f : Df → Rm, kde Df = Df1 ∩· · ·∩Dfm , splňuje některý z předpoklad̊u F3–F6, splňuje-li tento předpoklad
každá z funkćı fk, 1 ≤ k ≤ m.

Studujeme-li chováńı iteračńıho procesu v okoĺı lokálńıho minima x∗ ∈ Rn, použ́ıváme v (4)–(7)
množinu D = B(x∗, ε), kde ε > 0. V tomto př́ıpadě můžeme předpoklady F3–F6 nahradit slabš́ımi
předpoklady F3*–F6* (hvězdička znač́ı, že se omezujeme na okoĺı bodu x∗). V předpokladech F3* a
F6* nevyžadujeme lipschitzovskost gradientu a Hessovy matice v B(x∗, ε). Stač́ı předpokládat klidnost
gradientu a Hessovy matice v okoĺı bodu x∗.

Definice 4. Řekneme, že funkce F : DF → R je klidná v okoĺı bodu x∗, jestlǐze existuj́ı č́ısla L > 0 a
ε > 0 taková, že

|F (x)− F (x∗)| ≤ L∥x− x∗∥,

pokud x ∈ B(x∗, ε) (v př́ıpadě zobrazeńı použ́ıváme mı́sto absolutńı hodnoty normu).

Předpoklad F3*. Funkce F : DF → R je spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a jej́ı gradient je
klidný v okoĺı bodu x∗, takže existuj́ı č́ısla G > 0 a ε > 0 taková, že

∥g(x)− g(x∗)∥ ≤ G∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (9)

Předpoklad F4*. Funkce F : DF → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn. Pak pro
libovolnou konstantu G > ∥G(x∗)∥ existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

|dTG(x)d| ≤ G∥d∥2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (10)

Předpoklad F5*. Funkce F : DF → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a matice
G(x∗) je pozitivně definitńı. Pak pro libovolnou konstantu 0 < G < λ(G(x∗)) existuje č́ıslo ε > 0 takové,
že

dTG(x)d ≥ G∥d∥2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (11)

Předpoklad F6*. Funkce F : DF → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a jej́ı
Hessova marice je klidná v okoĺı bodu x∗, takže existuj́ı č́ısla L a ε > 0 taková, že

∥G(x)−G(x∗)∥ ≤ L∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (12)

Poznámka 7. Jestliže xi → x∗, existuje k danému č́ıslu ε > 0 index k ∈ N takový, že xi ∈ B(x∗, ε),
pokud i ≥ k, takže lze mı́sto předpoklad̊u F3*–F6* použ́ıvat předpoklady F3–F6 s D = B(x∗, ε) a uvažovat
pouze podposloupnost xi, i ≥ k. Abychom nemuseli stále ověřovat, zda pro daný index i ∈ N již plat́ı
xi ∈ B(x∗, ε), budeme často předpokládat, že jsou splněny předpoklady F3–F6 s DF (F ) ⊂ D ⊂ DF a
uvažovat celou posloupnost xi, i ∈ N . T́ım se formálně zjednoduš́ı a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u, aniž by
došlo k újmě na obecnosti.

V konvergenčńıch d̊ukazech budeme často použ́ıvat věty o středńı hodnotě známé z úvodńıch kurz̊u
matematické analýzy. Symbolem [x, x+d] označ́ıme úsečku spojuj́ıćı body x ∈ Rn a x+d ∈ Rn a symbolem
(x, x+ d) jej́ı vnitřek.

8



Tvrzeńı 1. Necht’ F ∈ C1 : D → R a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dT g(x̃),

kde x̃ ∈ (x, x+ d) (takže x̃ = x+ λ̃d, kde 0 < λ̃ < 1).

Použijeme-li tvrzeńı 1 a předpoklad F3, dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≤ dT g(x) +G∥d∥2. (13)

Tvrzeńı 2. Necht’ F ∈ C2 : D → R, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dT g(x) +
1

2
dTG(x̃)d,

kde x̃ ∈ (x, x+ d) (takže x̃ = x+ λ̃d, kde 0 < λ̃ < 1).

Použijeme-li tvrzeńı 2 a předpoklad F4, dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≤ dT g(x) +
1

2
G∥d∥2. (14)

Použijeme-li tvrzeńı 2 a předpoklad F5, dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≥ dT g(x) +
1

2
G∥d∥2. (15)

Tvrzeńı 3. Necht’ F ∈ C2 : D → R, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

g(x+ d) = g(x) +

∫ 1

0

G(x+ λd)ddλ.

Použijeme-li předpoklad F3 nebo tvrzeńı 3 a předpoklad F4, dostaneme

∥g(x+ d)− g(x)∥ ≤ G∥d∥, (16)

dT (g(x+ d)− g(x)) ≤ G∥d∥2. (17)

Použijeme-li tvrzeńı 3 a předpoklad F5, dostaneme

∥g(x+ d)− g(x)∥ ≥ G∥d∥, (18)

dT (g(x+ d)− g(x)) ≥ G∥d∥2. (19)

Důkaz posledńıch dvou nerovnost́ı:

dT (g(x+ d)− g(x)) =

∫ 1

0

dTG(x+ λd)ddλ ≥
∫ 1

0

G∥d∥2dλ = G∥d∥2,

G∥d∥2 ≤ dT (g(x+ d)− g(x)) ≤ ∥d∥∥g(x+ d)− g(x)∥.
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Poznámka 8. Tvrzeńı 3, které je větou o středńı hodnotě integrálńıho počtu, vycháźı z toho, že Hessova
matice je primitivńım zobrazeńım ke gradientu. Analogie tvrzeńı 1 pro obecná zobrazeńı neplat́ı. Označ́ıme-
li však Gi(x), 1 ≤ i ≤ n, řádky Hessovy matice G(x), můžeme psát

g(x+ d) = g(x) +

 G1(x+ λ̃1d)
...

Gn(x+ λ̃nd)

 d,
kde 0 ≤ λ̃i ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n (tato č́ısla jsou obecně r̊uzná). Uvedené vyjádřeńı však neńı tak praktické (pro
stanoveńı odhad̊u (16)–(19) jako věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu. Poznamenejme, že existuje
ještě jiné vyjádřeńı pro př́ır̊ustek gradientu, uvedené v odd́ılu 15.5 (věta 365), které má tvar

g(x+ d)− g(x) ∈

conv
∪

0≤λ≤1

G(x+ λd)

 d.

Uvedeme nyńı dva d̊uležité d̊usledky vět o středńı hodnotě, které budeme často použ́ıvat při odvozováńı
podmı́nek optimality a při vyšetřováńı vlastnost́ı metod spádových směr̊u.

Věta 1. Necht’ F ∈ C1 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená množina. Necht’ x ∈ D a s ∈ Rn je vektor
takový, že sT g(x) < 0. Pak existuje č́ıslo α > 0 takové, že x + αs ∈ D a F (x + αs) < F (x), pokud
0 < α ≤ α.

Důkaz Jelikož F ∈ C1 na otevřené množině D, existuje č́ıslo α > 0, takové, že x+αs ∈ D a sT g(x+αs) ≤
sT g(x)/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze spojitosti gradientu g(x+αs) a ze spojitosti skalárńıho součinu).
Necht’ 0 < α ≤ α. Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 1) existuje č́ıslo 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α takové, že

F (x+ αs) = F (x) + αsT g(x+ α̃s) ≤ F (x) +
1

2
αsT g(x) < F (x).

2

Věta 2. Necht’ F ∈ C2 : D → R, kde D ⊂ DF je otevřená množina. Necht’ x ∈ D a s ∈ Rn je vektor takový,
že sT g(x) = 0. Jestlǐze sTG(x)s > 0, existuje č́ıslo α > 0 takové, že x + αs ∈ D a F (x + αs) > F (x),
pokud 0 < α ≤ α. Jestlǐze sTG(x)s < 0, existuje č́ıslo α > 0 takové, že x+ αs ∈ D a F (x+ αs) < F (x),
pokud 0 < α ≤ α.

Důkaz Necht’ sT g(x) = 0 a sTG(x)s > 0. Jelikož F ∈ C2 na otevřené množině D, existuje č́ıslo α > 0,
takové, že x + αs ∈ D a sTG(x + αs)s ≥ sTG(x)s/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze spojitosti Hessovy
matice G(x + αs) a ze spojitosti skalárńıho součinu). Necht’ 0 < α ≤ α. Podle věty o středńı hodnotě
(tvrzeńı 2) existuje č́ıslo 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α takové, že

F (x+ αs) = F (x) + αsT g(x) +
1

2
α2sTG(x+ α̃s)s ≥ F (x) +

1

4
α2sTG(x)s > F (x)

(nebot’ sT g(x) = 0). Druhá část tvrzeńı (pro sTG(x)s < 0) se dokazuje analogicky (nebo se použije prvńı
část tvrzeńı na funkci −F ). 2

1.2 Podḿınky optimality

Definice 5. Řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : DF → R, existuje-li č́ıslo ε > 0
takové, že

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ B(x∗, ε).
Jestlǐze nav́ıc F (x∗) < F (x) pokud x∗ ̸= x, řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je ostrým lokálńım minimem funkce
F . Jestlǐze lze ε > 0 zvolit tak, že B(x∗, ε) jǐz neobsahuje žádné jiné lokalńı minimum funkce F , řekneme,
že bod x∗ ∈ Rn je izolovaným lokálńım minimem funkce F .
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Poznámka 9. Pojem ostrého lokálńıho minima neńı totožný s pojmem izolovaného lokálńıho minima.
Uvažujme funkci F : R→ R zadanou předpisem

F (x) = 0, x = 0,

F (x) = x4(2 + cos(1/x)), x ̸= 0.

Tato funkce je spojitě diferencovatelná v R, má ostré lokálńı minimum v bodě x = 0 a plat́ı

F ′(x) = 0, x = 0,

F ′(x) = 4x3(2 + cos(1/x)) + x2 sin(1/x), x ̸= 0.

Ostatńı extrémy tedy vyhovuj́ı rovnici 4x(2 + cos(1/x)) + sin(1/x) = 0 (věta 3). Zvolme libovolně č́ıslo
0 < ε < 1/(4π). Pak funkce sin(1/x) nabývá v intervalu [ε/2, ε] alespoň dvakrát všech hodnot z intervalu
(−1, 1) a jelikož pro 0 < x < 1/(4π) plat́ı 0 < 4x ≤ 4x(2 + cos(1/x)) ≤ 12x ≤ 3/π < 1, má funkce
F ′(x) ma intervalu [ε/2, ε] alespoň dva kořeny (odpov́ıdaj́ıćı minimu a maximu funkce F (x)). Jelikož č́ıslo
0 < ε < 1/(4π) můžeme volit libovolě malé, nemá funkce F v bodě x = 0 izolované lokálńı minimum. Je
zřejmé, že každé izolované lokálńı minimum je také ostrým lokálńım minimem.

Věta 3. (Nutné podmı́nky) Necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : DF → R a necht’ F ∈ C1

(spojitě diferencovatelná) na B(x∗, ε). Pak plat́ı

g(x∗) = 0.

Jestlǐze nav́ıc F ∈ C2 (dvakrát spojitě diferencovatelná) na B(x∗, ε), pak plat́ı

G(x∗) ≽ 0

(matice G(x∗) je pozitivně semidefinitńı).

Důkaz (a) Necht’ F ∈ C1 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že g∗ = g(x∗) ̸= 0 a položme s = −g∗ Jelikož
F ∈ C1 na B(x∗, ε) a sT g∗ < 0, existuje podle věty 1 č́ıslo α > 0 takové, že x∗ + αs ∈ B(x∗, ε) a
F (x+ αs) < F (x), pokud 0 < α ≤ α, což je ve sporu s definićı 5.

(b) Necht’ nav́ıc F ∈ C2 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že g(x∗) = 0, ale matice G(x∗) neńı pozitivně
semidefinitńı. Pak existuje vektor s ∈ Rn takový, že sT g∗ = 0 a sTG(x∗)s < 0 a podle věty 2 existuje
č́ıslo α > 0 takové, že x∗ + αs ∈ B(x∗, ε) a F (x + αs) < F (x), pokud 0 < α ≤ α, což je opět ve sporu s
definićı 5. 2

Poznámka 10. Nutná podmı́nka prvńıho řádu g(x∗) = 0 udává, že lokálńı minimum diferencovatelné
funkce je jej́ım stacionárńım bodem. Tuto podmı́nku splňuj́ı i lokálńı maxima a řada daľśıch bod̊u. Patř́ı
mezi ně sedlové body, které se vyznačuj́ı t́ım, že funkce φ(α) = F (x∗ + αd) má v bodě α = 0 pro
některé směrové vektory lokálńı minimum a pro jiné lokálńı maximum. Jako př́ıklad lze uvést funkci
F (x1, x2) = x21 − x22, pro kterou je bod x∗ = 0 stacionárńım bodem a pro kterou plat́ı φ(α) = α2(d21 − d22).
Funkce φ(α) má v bodě α = 0 lokálńı minimum, pokud d21−d22 > 0, a lokálńı maximum, pokud d21−d22 < 0.
Hessova matice funkce F (x) má v bodě x∗ = 0 jedno kladné a jedno záporné vlastńı č́ıslo. Daľśım př́ıpadem
jsou inflexńı body. Uvažujme funkci F (x1, x2) = x31 + x32, pro kterou je bod x∗ = 0 stacionárńım bodem a
pro kterou plat́ı φ(α) = α3(d31 + d32). Funkce φ(α) je pro d31 + d32 > 0 rostoućı a pro d31 + d32 < 0 klesaj́ıćı
a bod α = 0 je jej́ım inflexńım bodem. Hessova matice funkce F (x) má v bodě x∗ = 0 dvě nulová vlastńı
č́ısla.

Věta 4. (Postačuj́ıćı podmı́nky) Necht’ F ∈ C2 na B(x∗, ε) a necht’ plat́ı

g(x∗) = 0

a
G(x∗) ≻ 0

(matice G(x∗) je pozitivně definitńı). Pak bod x∗ ∈ Rn je izolovaným lokálńım minimem funkce F : DF →
R.
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Důkaz Jelikož matice G(x∗) je pozitivně definitńı, plat́ı λ∗ > 0, kde λ∗ je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice
G(x∗). Necht’ s ∈ Rn a s ̸= 0. Z extremálńıch vlastnost́ı vlastńıch č́ısel plyne, že sTG(x∗)s ≥ λ∗sT s > 0.
Jelikož F ∈ C2 na B(x∗, ε), existuje podle věty 2 č́ıslo α > 0 takové, že x∗ + αs ∈ B(x∗, ε) a F (x+ αs) >
F (x), pokud 0 < α ≤ α, takže bod x∗ je ostrým lokálńım minimem funkce F . Ze spojitosti Hessovy matice
plyne existence č́ısla α > 0 takového, že sTG(x∗ + αs)s ≥ λ∗sT s/2 pro 0 < α ≤ α. Pak pro 0 < α ≤ α
plat́ı

sT g(x∗ + αs) = sT
∫ 1

0

G(x∗ + λαs)αsdλ ≥ α

2
λ∗sT s > 0,

takže g(x∗ + αs) ̸= 0 a bod x∗ je izolovaným lokálńım minimem funkce F . 2

Poznámka 11. Jsou-li splněny předpoklady věty 4 (postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu) má funkce
F ∈ C2 : DF → R omezené druhé derivace a je ryze konvexńı v okoĺı bodu x∗ (plat́ı předpoklady F3* a
F4*).

Př́ıklad 1. Uvažujme funkci F : R2 → R tvaru

F (x) =
1

4
(x21 + x22 − 1)2.

Derivováńım této funkce dostaneme

g(x) =

[
x1(x

2
1 + x22 − 1)

x2(x
2
1 + x22 − 1)

]
, G(x) =

[
x21 + x22 − 1 + 2x21, 2x1x2

2x1x2, x21 + x22 − 1 + 2x22

]
.

Z rovnice g(x) = 0 zjist́ıme, že stacionárńımi body jsou počátek souřadnic x = [0, 0]T a body lež́ıćı na
jednotkové kružnici x21 + x22 = 1. V počátku souřadnic plat́ı G(0) = diag(−1,−1), takže Hessova matice je
negativně definitńı a daný bod je izolovaným lokálńım maximem. V bodech na jednotkové kružnici plat́ı

G(x) = 2

[
x21, x1x2
x1x2, x22

]
.

Tato matice má nezáporné diagonálńı prvky a nulový determinant, takže je pozitivně semidefinitńı, ale
neńı pozitivně definitńı (je singulárńı). Stacionárńı body na jednotkové kružnici tedy mohou být neostrá
lokálńı minima. Abychom se o tom přesvědčili, všimneme si, že funkce F je rotačně symetrická a můžeme
ji vyjádřit v polárńıch souřadnićıch ve tvaru F (x) = φ(r) = (1/4)(r2 − 1)2, kde r2 = x21 + x22. Pro funkci
φ(r) plat́ı φ′(r) = r(r2 − 1) a φ′′(r) = 3r2 − 1, takže má ostré lokálńı maximum v bodě r = 0 a ostrá
lokálńı minima v bodech r = ±1, což ukazuje, že body na jednotkové kružnici jsou neostrá lokálńı minima
funkce F .

Při vyšetřováńı metod pro nepodmı́něnou minimalizaci budeme někdy potřebovat nutné podmı́nky
prvńıho řádu pro vázané extrémy. Uvedeme proto bez d̊ukazu jednoduchou variantu těchto podmı́nek.

Tvrzeńı 4. Necht’ funkce F : Rn → R a ci : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné. Necht’

vektory {∇ci(x) : ci(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m} jsou lineárně nezávislé v bodě x ∈ Rn, který je lokálńım minimem
funkce F na množině zadané omezeńımi ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E (kde I ∪ E = {1, . . . ,m} a
I ∩ E = ∅). Pak existuje vektor Lagrangeových multiplikátor̊u λ ∈ Rm takový, že plat́ı

∇F (x) +
m∑
i=1

λi∇ci(x) = 0,

ci(x) = 0, i ∈ E,

ci(x) ≤ 0, λi ≥ 0, λici(x) = 0, i ∈ I.

Jsou-li funkce F , ci, i ∈ I, konvexńı, funkce ci, i ∈ E, lineárńı a jsou-li splněny uvedené nutné podmı́nky
prvńıho řádu, je bod x ∈ Rn globálńım minimem funkce F na množině zadané omezeńımi ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E.

Podmı́nky pro vázané extrémy jsou podrobně studovány v druhé části práce.
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1.3 Základńı pojmy z teorie konvergence

Nyńı se budeme zabývat asymptotickými vlastnostmi konvergentńıch posloupnost́ı, tedy jejich chováńım v
okoĺı limitńıho bodu a jejich asymptotickou rychlost́ı konvergence. V duchu poznámky 7 budeme předpo-
kládat, že jsou splněny předpoklady F4 a F5 s DF (F ) ⊂ D ⊂ DF .

Definice 6. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u. Jestlǐze pro libovolné ε > 0 existuje index k ∈ N
takový, že xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k, řekneme, že posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N konverguje k bodu x∗ ∈ Rn a
ṕı̌seme xi → x∗. Použiváme značeńı Fi = F (xi), gi = g(xi), Gi = G(xi).

Poznámka 12. Při studiu asymptotického chováńı konvergentńıch posloupnost́ı budeme často použ́ıvat
symboly o(ξi) aO(ξi), kde ξi, i ∈ N , je nějaká omezená posloupnost kladných č́ısel. Necht’ ui, vi, i ∈ N , jsou
dvě posloupnosti (č́ısel, vektor̊u nebo matic) a k ≥ 0. Jestliže ∥ui∥/∥vi∥k → 0, budeme psát ui = o(∥vi∥k).
Jestliže existuje konstanta C > 0 taková, že ∥ui∥ ≤ C∥vi∥k ∀i ∈ N , budeme psát ui = O(∥vi∥k). Mı́sto
o(∥vi∥0) a O(∥vi∥0) budeme psát o(1) a O(1). Pokud současně plat́ı ui = O(∥vi∥) a vi = O(∥ui∥), čili
pokud existuj́ı konstanty 0 < c ≤ c <∞ takové, že

c∥vi∥ ≤ ∥ui∥ ≤ c∥vi∥ ∀i ∈ N,

budeme psát ui ∼ vi nebo ∥ui∥ ∼ ∥vi∥. Pro práci se symboly o(ξi) a O(ξi) plat́ı jednoduchá pravidla.
Nejčastěji použijeme toho, že pro libovolný exponent r ∈ R plat́ı (1 + o(ξi))

r = 1 + o(ξi) a (1 +O(ξi))
r =

1 + O(ξi), pokud o(ξi) → 0 a O(ξi) → 0 (k d̊ukazu těchto vztah̊u lze použ́ıt binomickou větu nebo
rozvoj v mocninnou řadu). Poznamenejme ještě, že jednotlivé veličiny o(ξi) a O(ξi) nemuśıme rozlǐsovat,
takže lze např́ıklad psát uivi = o(ξi)o(ξi) = o(ξi)

2 = o(ξ2i ), pokud ui = o(ξi) a vi = o(ξi), nebo uivi =
(1 +O(ξi))(1 +O(ξi)) = (1 +O(ξi))

2 = (1 +O(ξi)), pokud ui = (1 +O(ξi)) a vi = (1 +O(ξi)).

Věta 5. Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R. Označme ei = xi − x∗, i ∈ N , a G∗ = G(x∗). Pak plat́ı

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi Gidi + o(∥di∥2),

g(xi + di)− g(xi) = Gidi + o(∥di∥)

a

F (xi)− F (x∗) =
1

2
eTi G

∗ei + o(∥ei∥2),

g(xi) = G∗ei + o(∥ei∥)

a

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G

∗di + o(∥di∥2),

g(xi + di)− g(xi) = G∗di + o(∥di∥).

Důkaz Použijeme-li tvrzeńı 2 o středńı hodnotě, dostaneme

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G(xi + λ̃di)di

= dTi gi +
1

2
dTi Gidi +

1

2
dTi (G(xi + λ̃di)−Gi)di,

kde 0 ≤ λ̃ ≤ 1 a
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|dTi (G(xi + λ̃di)−Gi)di| ≤ ∥G(xi + λ̃di)−Gi∥∥di∥2.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne ∥G(xi + λ̃di) − G(xi)∥ ≤ ∥G(xi + λ̃di) − G∗∥ + ∥G(xi) − G∗∥ → 0,
nebot’ xi → x∗ a di → 0 (takže xi + λ̃di → x∗). Použijeme-li tvrzeńı 3 o středńı hodnotě, dostaneme

g(xi + di)− g(xi) =

∫ 1

0

G(xi + λdi)didλ

= Gidi +

∫ 1

0

(G(xi + λdi)−Gi)didλ,

kde

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(xi + λdi)−Gi)didλ

∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

∥G(xi + λdi)−Gi∥∥di∥dλ

≤ max
0≤λ≤1

∥G(xi + λdi)−Gi∥∥di∥.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne opět max0≤λ≤1 ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ → 0. T́ım jsme dokázali prvńı
dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuj́ı úplně stejně. Provede se záměna xi mı́sto xi + di, x

∗ mı́sto xi,
ei = xi − x∗ mı́sto di = xi + di − xi a přihlédne se k tomu, že g(x∗) = 0. Posledńı dva vztahy plynou z
toho, že Gidi = G∗di + (Gi −G∗)di, kde ∥(Gi −G∗)∥ → 0 pokud xi → x∗. 2

Je-li nav́ıc splněn předpoklad F6, kde D = B(x∗, ε) a ε > 0, dostaneme silněǰśı odhady.

Věta 6. Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje předpokladu F6. Označme ei = xi −x∗, i ∈ N ,
a G∗ = G(x∗). Pak plat́ı

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi Gidi +O(∥di∥3),

g(xi + di)− g(xi) = Gidi +O(∥di∥2)

a

F (xi)− F (x∗) =
1

2
eTi G

∗ei +O(∥ei∥3),

g(xi) = G∗ei +O(∥ei∥2)

a

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G

∗di + ∥di∥2O(∥ei∥),

g(xi + di)− g(xi) = G∗di + ∥di∥O(∥ei∥).

Důkaz Důkaz této věty je prakticky stejný jako d̊ukaz věty 5. Vztahy typu ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ → 0 se
nahrad́ı odhady typu ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ ≤ L∥λdi∥. 2

Definice 7. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i < 1.
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Věta 7. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně právě tehdy, když existuj́ı
index k ∈ N a č́ısla Mk > 0 a 0 < q < 1, tak že

∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥

∀i ≥ k.

Důkaz (a) Necht’ ∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥ ∀i ≥ k, kde q < 1. Pak plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ lim
i→∞

(Mk∥xk − x∗∥)1/i lim
i→∞

(qi−k)1/i = lim
i→∞

q1−k/i = q < 1.

(b) Označme q̃ = lim supi→∞ ∥xi−x∗∥1/i < 1. Pak pro libovolné č́ıslo q takové že q̃ < q < 1 existuje index
k ∈ N takový, že plat́ı

∥xi − x∗∥1/i ≤ q

∀i ≥ k, neboli
∥xi − x∗∥ ≤ qi

∀i ≥ k. Zvolme

Mk =
qk

∥xk − x∗∥
.

Pak plat́ı

∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥.

2

Poznámka 13. Výraz použitý v definici 7 nezáviśı na posunu index̊u. Pro libovolné č́ıslo k ∈ N plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = lim sup
i→∞

∥xi+k − x∗∥1/i.

Definice 8. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ R-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = 0.

Definice 9. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

< 1.

Poznámka 14. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně právě tehdy, když
existuje index k ∈ N a konstanta 0 < q < 1 tak, že

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ q ∀i ≥ k.

Definice 10. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.
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Věta 8. Necht’ xi → x∗ Q-lineárně (Q-superlineárně). Pak xi → x∗ R-lineárně (R-superlineárně).

Důkaz R-lineárńı konvergence plyne z Q-lineárńı konvergence bezprostředně (stač́ı položit Mk = 1 ve
větě 7). Necht’ 0 < ε < 1 je libovolné (malé) č́ıslo. Z Q-superlineárńı konvergence plyne existence indexu
k ∈ N takového, že

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ ε ∀i ≥ k,

takže

∥xi − x∗∥ ≤ εi−k∥xk − x∗∥ ∀i ≥ k,

neboli

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ lim
i→∞

(∥xk − x∗∥)1/i lim
i→∞

(ε1−k/i) = ε.

Protože č́ıslo ε je libovolné, muśı platit

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = 0.

2

Poznámka 15. Q-lineárńı (Q-superlineárńı) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti ∥xi − x∗∥,
i ∈ N (poč́ınaje vhodným indexem k ∈ N).

Definice 11. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze
existuje č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
i→∞

∥xi+m − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.

Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze existuj́ı
č́ısla l ∈ N , m ∈ N taková, že

lim
k→∞

∥x(k+1)m+l − x∗∥
∥xkm+l − x∗∥

= 0.

Poznámka 16. Je zřejmé, že m-kroková Q-superlineárńı konvergence implikuje cyklickou m-krokovou
Q-superlineárńı konvergenci. V daľśıch úvahách budeme často předpokládat, že l = 1 (jestliže l > 1
můžeme členy posloupnosti přeč́ıslovat tak, že i nahrad́ıme i− l + 1).

Ukážeme nyńı, že cyklická m-kroková Q-superlineárńı konvergence implikuje R-superlineárńı konver-
genci.

Lemma 1. Necht’ ξi, i ∈ N , je posloupnost nezáporných č́ısel. Pak jestlǐze ξi → 0, plat́ı

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ξi = 0.

Důkaz Jelikož ξi → 0, existuje pro libovolné č́ıslo ε > 0 index l(ε) ∈ N takový, že ξi < ε ∀i ≥ l(ε). Necht’
k > l(ε). Pak

1

k

k∑
i=1

ξi =
1

k

l(ε)∑
i=1

ξi +
1

k

k∑
i=l(ε)+1

ξi <
1

k
S(ε) +

k − l(ε)

k
ε,
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kde S(ε) =
∑l(ε)

i=1 ξi a l(ε) jsou (konečná) č́ısla, která záviśı pouze na zvoleném ε > 0. Plat́ı tedy

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ξi ≤ lim
k→∞

1

k
S(ε) + lim

k→∞

k − l(ε)

k
ε = ε.

Jelikož č́ıslo ε bylo zvoleno libovolně, je t́ım lemma dokázáno. 2

Lemma 2. Necht’ ξi, 1 ≤ i ≤ m, jsou nezáporná č́ısla. Pak plat́ı

(
m∏
i=1

ξi

) 1

m
≤ 1

m

m∑
i=1

ξi. (20)

Důkaz Jelikož logaritmická funkce je konkávńı (definice 2), plat́ı

log

(
m∏
i=1

ξi

) 1

m
=

1

m

m∑
i=1

log ξi =

m∑
i=1

1

m
log ξi ≤ log

m∑
i=1

1

m
ξi = log

(
1

m

m∑
i=1

ξi

)

a jelikož logaritmická funkce je rostoućı, dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 9. Necht’ xi → x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně a necht’ existuje konstanta C > 0 taková, že
∥ei+1∥ ≤ C∥ei∥ ∀i ∈ N . Pak xi → x∗ R-superlineárně.

Důkaz Předpokládejme pro jednoduchost, že l = 1 (poznámka 16) a označme i = km+ l, kde 1 ≤ l ≤ m.
Abychom dokázali, že limi→∞ ∥ei∥1/i = 0, stač́ı dokázat, že pro libovolné celé č́ıslo 1 ≤ l ≤ m plat́ı
limk→∞ ∥ekm+l∥1/(km+l) = 0. Označme C = ∥e1∥max1≤l≤m Cl−1. Pak

∥ekm+l∥ = ∥e1∥

 k∏
j=1

∥ejm+1∥
∥e(j−1)m+1∥

 ∥ekm+l∥
∥ekm+1∥

≤ C

1

k

k∑
j=1

∥ejm+1∥
∥e(j−1)m+1∥

k

= C(o(1))k

(použ́ıváme nerovnost (20) a tvrzeńı lemmatu 1, podle kterého plat́ı 1
k

∑k
j=1 o(1) = o(1)). Můžeme tedy

psát

lim
k→∞

∥ekm+l∥
1

km+l ≤ lim
k→∞

C
1

km+l (o(1))
k

km+l = lim
k→∞

(o(1))
1

m+l/k = 0.

2

Poznámka 17. Předpoklady věty 9 jsou splněny pro cyklicky přerušovanou metodu sdružených gradient̊u
s asymptoticky přesným výběrem délky kroku (věta 32).

Definice 12. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) kvadraticky, jestlǐze existuje
index k ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

∥xi+1 − x∗∥ ≤Mk∥xi − x∗∥2 ∀i ≥ k.

Definice 13. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) m-krokově kvadraticky, jestlǐze
existuje index k ∈ N , č́ıslo m ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

∥xi+m − x∗∥ ≤Mk∥xi − x∗∥2 ∀i ≥ k.
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V d̊ukazech globálńı konvergence budeme často použ́ıvat následuj́ıćı nerovnost.

Lemma 3. Necht’ ui ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m. Pak plat́ı∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ui

∥∥∥∥∥
2

≤ m
m∑
i=1

∥ui∥2. (21)

Důkaz Použijeme-li Schwarzovu nerovnost a nerovnost (20), můžeme psát∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ui

∥∥∥∥∥
2

=
m∑
i=1

m∑
j=1

uTi uj ≤
m∑
i=1

m∑
j=1

∥ui∥∥uj∥ =
m∑
i=1

m∑
j=1

(
∥ui∥2∥uj∥2

) 1
2

≤ 1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

(∥ui∥2 + ∥uj∥2) =
1

2

m m∑
i=1

∥ui∥2 +m

m∑
j=1

∥uj∥2
 = m

m∑
i=1

∥ui∥2.

2

1.4 Základńı optimalizačńı metody

Základńı optimalizačńı metoda je iteračńı proces, jehož výsledkem je posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , taková,
že

xi+1 = xi + αisi, (22)

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje pomoćı hodnot xj , Fj , gj , Gj , 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0 se
určuje na základě chováńı funkce F : Rn → R v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 14. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda konverguje lokálně k bodu x∗ ∈ Rn, existuje-li
č́ıslo δ > 0 takové, že ∥x1 − x∗∥ ≤ δ implikuje x→ x∗.

Při vyšetřováńı lokálńı konvergence se často použ́ıvá proncip omezeného znehodnoceńı.

Definice 15. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost určená základńı optimalizačńı metodou (22) a ξi, i ∈ N , je
posloupnost veličin (č́ısel, vektor̊u, matic nebo podobných objekt̊u). Existuje-li č́ıslo c > 0 takové, že

∥ξi+1∥ ≤ ∥ξi∥+ c∥di∥, i ∈ N,

kde di = αisi = xi+1 − xi, řekneme, že posloupnost ξi, i ∈ N , splňuje princip omezeného znehodnoceńı.
Existuj́ı-li č́ısla c1 > 0 a c2 > 0 taková, že

∥ξi+1∥ ≤ c1∥ξi∥+ c2∥di∥, i ∈ N,

řekneme, že posloupnost ξi, i ∈ N , splňuje slabý princip omezeného znehodnoceńı.

Definice 16. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je globálně konvergentńı, jestlǐze pro libovolný
počátečńı vektor x1 ∈ Rn bud’ existuje index i ∈ N takový, že g(xi) = 0, nebo plat́ı

lim inf
i→∞

∥g(xi)∥ = 0. (23)

Poznámka 18. Neńı-li základńı optimalizačńı metoda globálně konvergentńı, existuje č́ıslo ε > 0 takové,
že ∥g(xi)∥ ≥ ε ∀i ∈ N (stač́ı zvolit ε < lim infi→∞ ∥g(xi)∥). Proto budeme tvrzeńı (23) dokazovat tak, že
přivedeme do sporu předpoklad, že ∥g(xi)∥ ≥ ε ∀i ∈ N .
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Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı optimalizačńı metody patř́ı metoda největš́ıho spádu a Newtonova
metoda. Metoda největš́ıho spádu je definována vztahy

si = −g(xi),

αi = argmin
α≥0

F (xi + αsi).

Výhody:

(1) Metoda největš́ıho spádu je globálně konvergentńı.

(2) Metoda největš́ıho spádu použ́ıvá pouze vektory dimenze n. Vyžaduje tedy O(n) pamět’ových mı́st
a O(n) operaćı na iteraci.

Nevýhody:

(3) Metoda největš́ıho spádu vyžaduje přesný výběr délky kroku.

(4) Metoda největš́ıho spádu je pouze R-lineárně konvergentńı s asymptotickou rychlost́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ κ(G(x∗))− 1

κ(G(x∗)) + 1
.

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realistický (neńı nadhodnocený). Jestliže κ(G(x∗)) = 103,
potřebujeme ke sńıžeńı chyby ∥x − x∗∥ o 4 řády zhruba 4600 iteraćı a jestliže κ(G(x∗)) = 106,
potřebujeme ke sńıžeńı chyby ∥x− x∗∥ o 8 řád̊u zhruba 9200000 iteraćı.

Newtonova metoda je definována vztahy

si = −G−1(xi)g(xi),

αi = 1.

Výhody:

(1) Newtonova metoda je Q – kvadraticky konvergentńı. Pokud tato metoda konverguje, stač́ı k nalezeńı
lokálńıho minima pouze několik iteraćı.

(2) Newtonova metoda použ́ıvá jednoduchý výběr délky kroku.

Nevýhody:

(3) Newtonova je lokálně konvergentńı, ale neńı globálně konvergentńı. Pokud x1 je daleko od x∗, nemuśı
tato metoda konvergovat.

(4) Newtonova metoda použ́ıvá matici řádu n a je třeba řešit soustavu n lineárńıch rovnic. Vyžaduje
tedy O(n2) pamět’ových mı́st a O(n3) operaćı na iteraci.

(5) Je třeba poč́ıtat druhé derivace.

Aby se odstranily nevýhody těchto jednoduchých metod, byly vyvinuty d̊umyslněǰśı a tud́ıž i složitěǰśı
metody. Můžeme je zhruba rozdělit na metody spádových směr̊u a metody s lokálně omezeným krokem.
Metody spádových směr̊u byly vyvinuty z metody největš́ıho spádu. Předně byl odstraněn požadavek
přesného výběru délky kroku, který byl nahražen slabš́ımi (Wolfeho) podmı́nkami. Dále byla použit́ım
principu sdružených směr̊u podstatně urychlena konvergence. Výsledkem tohoto vývoje jsou metody
sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou.

Metody s lokálně omezeným krokem byly vyvinuty z Newtonovy metody tak, aby byla zaručena jejich
globálńı konvergence i v př́ıpadě, že Hessova matice neńı pozitivně definitńı. Dále byl sńıžen počet ope-
raćı, t́ım že neńı třeba hledat optimálńı lokálně omezený krok, stač́ı pouze nepřesné iteračńı přibĺıžeńı.
Výsledkem jsou modifikace nepřesné Newtonovy metody s lokálně omezeným krokem a hybridńı metody
pro minimalizaci součtu čtverc̊u.
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1.5 Testováńı optimalizačńıch metod

Numerické testováńı a porovnáváńı optimalizačńıch metod je nezbytné k potvrzeńı jejich účinnosti a vhod-
nosti jejich použit́ı pro zvolenou tř́ıdu optimalizačńıch úloh. Nejznáměǰśı sb́ırkou testovaćıch úloh je testo-
vaćı prostřed́ı CUTE [15], které obsahuje stovky úloh r̊uzných typ̊u. Každá úloha je popsána posloupnost́ı
př́ıkaz̊u speciálńıho vstupńıho jazyka v souboru typu SIF (standard input format) v adresáři SIF soubor̊u.
Prostřed́ı CUTE je opatřeno preprocesorem, který z každého SIF souboru vygeneruje procedury realizuj́ıćı
funkce popisuj́ıćı optimalizačńı úlohu. Některé optimalizačńı systémy, např́ıklad systém UFO [133], ob-
sahuj́ı rozhrańı, které dovoluje př́ımo využ́ıvat prostřed́ı CUTE. Nevýhodou prostřed́ı CUTE je skutečnost,
že nelze generovat procedury použ́ıvaj́ıćı v́ıce testovaćıch funkćı v jednom běhu výpočtu (každou testovaćı
úlohu je třeba použ́ıt zvlášt’).

Kromě prostřed́ı CUTE existuje celá řada specializovaných sb́ırek testovaćıch úloh. V této práci jsou
uváděny výsledky źıskané pomoćı systému UFO [133], který lze nalézt na www.cs.cas.cz/luksan/ufo. V
následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny některé sb́ırky testovaćıch úloh pro minimalizaci bez omezeńı, které jsou
součást́ı systému UFO. Sb́ırky TEST11, TEST14, TEST15, TEST18, TEST25, TEST28 jsou dostupné na
�www.cs.cas.cz/luksan/test.

Sb́ırka Typ úlohy počet úloh citace
TEST01 Obecná hustá 15 –
TEST11 Obecná hustá 58 [129]
TEST12 Obecná hustá 73 [4]
TEST14 Obecná ř́ıdká 22 [135]
TEST15 Ř́ıdký součet čtverc̊u 24 [135]
TEST18 Ř́ıdká soustava rovnic 44 [135]
TEST24 Hustý součet čtverc̊u 80 –
TEST25 Obecná ř́ıdká 82 [128]
TEST26 Ř́ıdký součet čtverc̊u 60 –
TEST28 Obecná hustá 92 [138]
TEST37 Hustá soustava rovnic 64 –

úlohu považujeme za ř́ıdkou, je-li zadána ř́ıdká struktura Hessovy nebo Jacobiovy matice. Husté úlohy
ve sb́ırkách uvedených v tabulce jso většinou také ř́ıdké, ale neńı zadána ř́ıdká struktura Hessovy nebo
Jacobiovy matice.

Pro porovnáńı optimalizačńıch metod je výhodné použ́ıvat výkonnostńı profily, které berou v úvahu
výsledky odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým úlohám. Výkonnostńı profil ρm(τ) je definován vztahem

ρm(τ) =
počet úloh kde log2(τp,m) ≤ τ

celkový počet úloh
,

kde 0 ≤ τ ≤ τ a τp,m je pod́ıl zvolené hodnoty (počtu vyč́ısleńı hodnoty funkce nebo času výpočtu) potřebné
k řešeńı úlohy p metodou m k nejmenš́ı hodnotě potřebné k řešeńı úlohy p. Pod́ıl τp,m je nekonečný (nebo
velmi veliký) pokud metoda m nedokáže vyřešit úlohu p. Hodnota ρm(τ) pro τ = 0 udává relativńı počet
testovaćıch úloh, pro které je metoda m nejúspěšněǰśı (hodnota zvolené veličiny je minimálńı) a hodnota
ρm(τ) pro τ = ∞ udává relativńı počet testovaćıch úloh které metoda m dokáže vyřešit. z výkonnostńıch
profil̊u lze určit účinnost a robustnost dané metody: č́ım výše lež́ı odpov́ıdaj́ıćı křivka, t́ım je daná metoda
efektivněǰśı.
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2 Metody spádových směr̊u

Metody spádových směr̊u jsou nejjednodušš́ı tř́ıdou optimalizačńıch metod, která vznikla zobecněńım
metody největš́ıho spádu. Směrový vektor si vystupuj́ıćı v (22) se vyb́ırá tak, aby platilo F (xi + αsi) <
F (xi) pro 0 < α < α̃i, kde α̃i > 0. Jestliže F ∈ C1, je tato podmı́nka splněna pokud sTi g(xi) < 0.

2.1 Základńı vlastnosti metod spádových směr̊u

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že si ̸= 0 a gi ̸= 0 ∀i ∈ N a označ́ıme

cos θi = − sTi gi
∥si∥∥gi∥

(24)

směrové kośıny úhl̊u, které sv́ıraj́ı směrové vektory si, i ∈ N , se záporně vzatými gradienty. Kĺıčový
význam pro konstrukci metod spádových směr̊u má pojem spádovosti směrových vektor̊u.

Definice 17. Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi > 0 ∀i ∈ N. (S1a)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou stejnoměrně spádové, jestlǐze existuje konstanta
0 < ε0 ≤ 1 taková, že plat́ı

cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N. (S1b)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou dostatečně spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi ≥ 1/Ci ∀i ∈ N (S1c)

a č́ısla Ci, i ∈ N , vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C∥di∥,

kde di = xi+1 − xi = αisi a kde C1 ≥ 1 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty.

Poznámka 19. Metoda největš́ıho spádu je metodou stejnoměně spádových směr̊u, nebot’ si = −gi, takže
sTi gi = −∥gi∥2 = −∥si∥∥gi∥ a (S1b) plat́ı pro ε0 = 1.

Poznámka 20. Definice dostatečné spádovosti se může zdát dosti umělá. Nicméně je tato vlastnost často
velmi užitečná (věta 230). Podmı́nka dostatečné spádovosti je jedńım z princip̊u omezeného znehodnoceńı
(definice 15), které se použ́ıvaj́ı v konvergenčńıch d̊ukazech. Poznamenejme, že z rekurentńıch nerovnost́ı
pro č́ısla Ci, i ∈ N , plyne vztah

Ci ≤ C1 +
i−1∑
j=1

C∥dj∥ ≤ C1 +
i∑

j=1

C∥dj∥. (25)

Jsou-li směrové vektory stejnoměrně spádové, jsou též dostatečně spádové (stač́ı položit C1 = 1/ε0 a
C = 0). Za určitých předpoklad̊u plat́ı i obrácená implikace (věta 16).

Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se často určuj́ı řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi.

Věta 10. Necht’ Bisi = −gi, kde Bi, i ∈ N , je posloupnost symetrických pozitivně definitńıch matic. Pak
plat́ı

cos2 θi ≥
1

κi
∀i ∈ N, (26)

kde κi je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice Bi.
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Důkaz Podle předpokladu plat́ı

−gi = Bisi

a

−si = B−1
i gi,

takže

−sTi gi = sTi Bisi ≥ λi∥si∥2

a

−sTi gi = gTi B
−1
i gi ≥

1

λi
∥gi∥2,

kde λi a λi je nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice Bi. Vynásob́ıme-li obě tyto nerovnosti, dostaneme

(−sTi gi)2 ≥ λi
λi

∥si∥2∥gi∥2 =
1

κi
∥si∥2∥gi∥2,

takže cos2 θi ≥ 1/κi. 2

Poznámka 21. Podle věty 70 (vztah (255)) plat́ı odhad (26), určuje-li se směrový vektor si metodou
sdružených gradient̊u aplikovanou na soustavu lineárńıch rovnic Bisi = −gi. Přitom soustavu lineárńıch
rovnic neńı nutné řešit přesně, odhad plat́ı v každém iteračńım kroku metody sdružených gradient̊u.

Poznámka 22. Plat́ı-li odhad (26), lze podmı́nky kladené na cos2 θi nahradit stejnými podmı́nkami, ve
kterých mı́sto cos2 θi vystupuje 1/κi. Např́ıklad podmı́nku (S1c) lze nahradit podmı́nkou κi ≤ C2

i , i ∈ N ,
kde C1 ≥ 1 a Ci+1 ≤ Ci + C∥di∥, i ∈ N .

Daľśı významnou součást́ı metod spádových směr̊u je výběr délky kroku, na který je třeba klást řadu
omezeńı. Ukážeme na př́ıkladech jaké problémy mohou nastat, pokud neklademe na délky kroku žádná
omezeńı.

Př́ıklad 2. Uvažujme kvadratickou funkci F : R → R danou vzorcem F (x) = x2 a iteračńı proces (22),
kde x1 = 2 a si = (−1)i, αi = 2 + 3/2i, i ∈ N . Indukčńım postupem se můžeme přesvědčit, že

xi = (−1)i−1 2
i−1 + 1

2i−1
,

F (xi+1)− F (xi) =

(
2i + 1

2i

)2

−
(
2i−1 + 1

2i−1

)2

≤ 2

(
2i + 1

2i
− 2i−1 + 1

2i−1

)
= − 1

2i−1
→ 0,

αis
T
i g(xi) = −2

2i−1 + 1

2i−1

(
2 +

3

2i

)
→ −4.

Posloupnost F (xi), i ∈ N , je klesaj́ıćı, směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové (dokonce stejnoměrně), ale
posloupnost xi, i ∈ N , má dva hromadné body 1, −1, které nejsou stacionárńımi body funkce F (t́ım je
bod x∗ = 0, který je zároveň globálńım minimem). Pot́ıž je v tom, že kroky jsou přılǐs dlouhé a skutečný
pokles F (xi+1)− F (xi) je malý ve srovnáńı s předpovězeným poklesem αis

T
i g(xi).

22



Př́ıklad 3. Uvažujme kvadratickou funkci F : R → R danou vzorcem F (x) = x2 a iteračńı proces (22),
kde x1 = 2 a si = −1, αi = 1/2i, i ∈ N . Pak

xi = 2−
i−1∑
j=1

1

2j
= 2−

(
1− 1

2i−1

)
=

2i−1 + 1

2i−1
→ 1,

sTi g(xi+1)

sTi g(xi)
=

2i + 1

2i + 2
→ 1.

Posloupnost F (xi), i ∈ N , je klesaj́ıćı, směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové (dokonce stejnoměrně), ale
posloupnost xi, i ∈ N , má hromadný bod 1, který neńı stacionárńım bodem funkce F . Pot́ıž je v tom, že
kroky jsou přılǐs krátké a směrová derivace se dostatečně nezvětš́ı.

Abychom vyloučili tyto př́ıpady, je třeba klást na délky kroku αi > 0, i ∈ N , daľśı dodatečné podmı́nky.

Definice 18. Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje Armijovu podmı́nku, jestlǐze existuje č́ıslo
0 < ε1 < 1 (nezávislé na indexu i ∈ N) takové, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi. (S2a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje Wolfeho podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla 0 < ε1 < ε2 < 1
a ε3 ≥ 0 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2a) a

ε2s
T
i gi ≤ sTi gi+1 ≤ ε3|sTi gi|. (S3a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje Goldsteinovu podmı́nku, existuj́ı-li č́ısla 0 < ε1 < ε2 < 1
(nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2a) a

Fi+1 − Fi ≥ ε2αis
T
i gi. (S3b)

Poznámka 23. Při vyšetřováńı globálńı konvergence vystač́ıme s nerovnostmi 0 < ε1 < ε2 < 1. Pro
zaručeńı superlineárńı konvergence (věta 20) je třeba, aby platilo 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě
podmı́nky (S3b) nav́ıc 1/2 < ε2 < 1).

Poznámka 24. Existuj́ı r̊uzné varianty Wolfeho podmı́nky:

(a) Slabá Wolfeho podmı́nka, kdy ε3 = ∞, takže druhá nerovnost v (S3a) odpadne.

(b) Zobecměná Wolfeho podmı́nka, kdy 0 ≤ ε3 <∞.

(c) Silná Wolfeho podmı́nka, kdy ε3 = ε2.

(d) Přesný výběr délky kroku, kdy ε3 = ε2 = 0, takže sTi gi+1 = 0. Obvykle se přesným výběrem délky
kroku rozumı́ nalezeńı lokálńıho minima funkce F (xi + αsi) s nejmenš́ı hodnotou parametru α.

Poznámka 25. Armijova podmı́nka (S2a) je součást́ı zbylých dvou podmı́nek. Samotatně ji lze použ́ıt
v Armijově výběru délky kroku. V tomto př́ıpadě je αi > 0 prvńım členem vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2a) v
posloupnosti αj

i , j ∈ N , takové, že α1
i ≥ α∥gi∥/∥si∥, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N,

kde α > 0 a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .

Podmı́nky (S1)–(S3) tvoř́ı základ definice metod spádových směr̊u.
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Definice 19. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou spádových
směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou spádové (podmı́nka (S1a)) a délky kroku αi > 0,
i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, aby byla splněna zobecněná Wolfeho podmı́nka, nebo Goldsteinova podmı́nka, nebo
se použije Armij̊uv výběr délky kroku. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N ,
je metodou stejnoměrně spádových směr̊u, je-li metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1b). Řekneme, že
základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou dostatečně spádových směr̊u, je-li
metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1c).

Poznámka 26. Při realizaci metod sdružených gradient̊u odvozených z metody největš́ıho spádu se
použ́ıvá silná Wolfeho podmı́nka s 0 < ε1 < ε2 < 1/2 a ε3 = ε2. Při realizaci metod s proměnnou
metrikou odvozených z Newtonovy metody (kde αi → 1 pro i → ∞) se použ́ıvá slabá Wolfeho podmı́nka
s 0 < ε1 < 1/2, ε1 < ε2 < 1 a ε3 = ∞. Při realizaci metod založených na numerickém výpočtu gradient̊u
se použ́ıvá Goldsteinova podmı́nka s 0 < ε1 < 1/2 < ε2 < 1 (obvykle ε2 = 1− ε1). Při realizaci metod pro
nehladké úlohy se použ́ıvá Armij̊uv výběr délky kroku s 0 < ε1 < 1/2.

Lemma 4. (Konzistence) Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3 a směrový vektor
si ∈ Rn vyhovuje podmı́nce (S1a). Pak zobecněná Wolfeho podmı́nka, Goldsteinova podmı́nka i Armij̊uv
výběr délky kroku jsou konzistentńı v tom smyslu, že existuje délka kroku αi > 0, která daný požadavek
splňuje.

Důkaz (a) Necht’ 0 < ε1 < ε2 < 1 a necht’ α̃i ≥ 0 je největš́ı č́ıslo takové, že

F (xi + αsi)− Fi ≤ ε1αs
T
i gi, 0 ≤ α ≤ α̃. (27)

Jelikož sTi gi < 0, plat́ı α̃i > 0 (věta 1). Podle předpokladu F1 plat́ı F (xi + α̃isi) ≥ F , což spolu s (27)
dává α̃i ≤ (F − Fi)/(ε1s

T
i gi), takže č́ıslo α̃i je konečné. Ukážeme nejprve, že

F (xi + α̃isi)− Fi = ε1α̃is
T
i gi > ε2α̃is

T
i gi, (28)

sTi g(xi + α̃isi) ≥ ε1s
T
i gi > ε2s

T
i gi (29)

(nebot’ sTi gi < 0), takže délka kroku αi = α̃i splňuje slabou Wolfeho podmı́nku i Goldsteinovu podmı́nku
Slabá Wolfeho podmı́nka i Goldsteinova podmı́nka jsou tedy konzistentńı. Rovnost (28) plyne ze spojitosti
funkce F : D → R, nerovnost (29) dokážeme sporem. Předpokládejme, že

sTi g(xi + α̃isi) = εsTi gi < ε1s
T
i gi (30)

pro nějaké č́ıslo ε > ε1. Jelikož množina D je otevřená, existuje č́ıslo δ > 0 takové, že xi +αsi ∈ D, pokud
(α− α̃i)∥si∥ < δ. Pro takové α > α̃i podle (13), (28) a (30) plat́ı

F (xi + αsi)− Fi ≤ F (xi + α̃isi)− Fi + sTi g(xi + α̃isi)(α− α̃i) +G∥si∥2(α− α̃i)
2

= ε1α̃is
T
i gi + ε(α− α̃i)s

T
i gi +G∥si∥2(α− α̃i)

2

= ε1αs
T
i gi − (ε1 − ε)(α− α̃i)s

T
i gi +G∥si∥2(α− α̃i)

2.

Necht’ 0 < λ < 1 je libovolné č́ıslo takové, že λ(ε1 − ε)sTi gi/(G∥si∥) < δ. Pak pro

α = α̃i + λ
(ε1 − ε)sTi gi

G∥si∥2
> α̃i

plat́ı xi + αsi ∈ D a

F (xi + αsi)− Fi ≤ ε1αs
T
i gi − λ(1− λ)

(ε− ε1)
2(sTi gi)

2

G∥si∥2
< ε1αs

T
i gi,

což je spor, nebot’ α̃i je největš́ı č́ıslo splňuj́ıćı podmı́nku (27).
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(b) Necht’ ε3 ≥ 0. Jestliže sTi g(xi + α̃isi) ≤ ε3|sTi gi|, splňuje délka kroku α = α̃i zobecněnou Wolfeho
podmı́nku. Jestliže sTi g(xi + α̃isi) > ε3|sTi gi|, pak z nerovnosti sTi gi < 0 a ze spojité diferencovatelnosti
funkce F plyne existence č́ısla 0 < αi < α̃i takového, že s

T
i g(xi+αisi) = ε3|sTi gi|. Tato délka kroku splňuje

podmı́nku (S3a) a podle (27) i podmı́nku (S2a), takže zobecněná Wolfeho podmı́nka je konzistentńı.

(c) Jelikož 0 < α̃i <∞, 0 < α1
i <∞ a 0 < β < β < 1, existuje č́ıslo j ∈ N takové, že pro αi = αj

i plat́ı

0 < βj−1α1
i ≤ αi ≤ β

j−1
α1
i ≤ α̃i,

což dokazuje konzistenci Armijova výběru délky kroku. 2

V definici 17 zálež́ı pouze na velikosti směrového kośınu cos θi, nikoli na velikosti normy ∥si∥. Z
teoretických d̊uvod̊u je však vhodné, aby tato norma nebyla př́ılǐs malá nebo př́ılǐs velká ve srovnáńı s
normou gradientu.

Definice 20. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je metodou gradientńıho
typu, existuj́ı-li č́ısla 0 < s ≤ s taková, že

s∥gi∥ ≤ ∥si∥ ≤ s∥gi∥, ∀i ∈ N (31)

Je-li metoda spádových směr̊u metodou gradientńıho typu, můžeme pod́ıl ∥gi∥/∥si∥, vystupuj́ıćı v
definici Armijova výběru délky kroku (a také ve vzorćıch použitých v daľśıch odd́ılech) vynechat a volit
α1
i = 1.

Poznámka 27. Jsou-li splněny předpoklady věty 10 (plat́ı-li Bisi = −gi) a existuj́ı-li č́ısla 0 < B ≤ B
taková, že B ≤ λ(Bi) ≤ λ(Bi) ≤ B, i ∈ N , je výsledná optimalizačńı metoda metodou stejnoměrně
spádových směr̊u gradientńıho typu (plat́ı (31) s s = 1/B, s = 1/B a (S12b) s ε20 = B/B).

2.2 Globálńı konvergence

Nyńı budeme studovat globálńı konvergenci metod spádových směr̊u. Nejprve dokážeme pomocnou větu,
která zd̊uvodňuje použit́ı podmı́nek (S2)–(S3).

Lemma 5. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3, směrový vektor si ∈ Rn vyhovuje
podmı́nce (S1a) a délka kroku αi > 0 je určena Armijovým výběrem nebo tak, že splňuje podmı́nku (S2a)
a některou z podmı́nek (S3a), (S3b). Pak existuje konstanta ε4 > 0 taková, že pro libovolný index i ∈ N
plat́ı

αi ≥ − ε4s
T
i gi

G∥si∥2
=
ε4 cos θi∥gi∥

G∥si∥
(32)

a

Fi+1 − Fi ≤ −ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4

G
cos2 θi∥gi∥2. (33)

Důkaz Nerovnost (33) plyne bezprostředně z nerovnosti (32), nebot’ podle (S2a) plat́ı

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi ≤ −ε1ε4(s

T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4 cos

2 θi

G
∥gi∥2.

Zbývá tedy dokázat nerovnost (32).

(a) Předpokládejme nejprve, že 0 < αi ≤ α̃i, kde α̃i > 0 je hodnota použitá v d̊ukazu lemmatu 4. Pak
x+ αsi ∈ D pro 0 < α ≤ αi, takže lze použ́ıt předpoklad F3. Plat́ı-li (S3a), můžeme podle (17) psát
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ε2s
T
i gi ≤ sTi g(xi + αisi) ≤ sTi gi + αiG∥si∥2,

neboli

αi ≥
(ε2 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε2) cos θi∥gi∥
G∥si∥

,

takže plat́ı (32) s ε4 = 1− ε2 > 0. Plat́ı-li (S3b), můžeme s použit́ım odhadu (13) psát

ε2αis
T
i gi ≤ Fi+1 − Fi ≤ αis

T
i gi + α2

iG∥si∥2,

neboli

αi ≥
(ε2 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε2) cos θi∥gi∥
G∥si∥

,

takže plat́ı (32) s ε4 = 1− ε2 > 0.

(b) Necht’ αi ≥ α̃i. Protože hodnota α̃i > 0 splňuje podmı́nku (S3b) s ε2 = ε1 (d̊ukaz lemmatu 4), plat́ı

αi ≥ α̃i ≥
(ε1 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε1) cos θi∥gi∥
G∥si∥

.

takže plat́ı (32) s ε4 = 1− ε1 > 0.

(c) Použ́ıváme-li Armij̊uv výběr délky kroku, pak bud’ αi = α1
i , takže plat́ı (32) s ε4 = αG > 0, nebo

αi/β ≥ α̃i takže plat́ı (32) s ε4 = β(1− ε1) > 0. 2

Poznámka 28. Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 5, plat́ı

∞∑
i=1

(sTi gi)
2

∥si∥2
<∞. (34)

To plyne bezprostředně z (33), nebot’

F1 − F ≥
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∞∑
i=1

ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2

a výraz na levé straně je konečný (podrobněǰśı argumentaci lze nalézt v d̊ukazu věty 11).

Poznámka 29. V některých př́ıpadech, např́ıklad u metod sdružených gradient̊u, lze mı́sto nerovnosti
(S1b) dokázat nerovnost

−sTi gi ≥ s∥gi∥2, ∀i ∈ N, (35)

kde s > 0. Pak podle (34) plat́ı
∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
<∞. (36)

Jestliže nav́ıc
∥si∥ ≤ s∥gi∥, ∀i ∈ N, (37)

kde s ≥ s, je uvažovaná metoda metodou stejnoměrně spádových směr̊u gradientńıho typu (plat́ı (31) a
(S1b) s ε0 = s/s).
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Poznámka 30. Podmı́nka (35) sama o sobě nezaručuje globálńı konvergenci metody spádových směr̊u.
Metoda je však globálně konvergentńı, plat́ı-li (35) a nav́ıc (37) (poznámka 29) nebo

∞∑
i=1

1

∥si∥2
= ∞. (38)

Jestliže totiž ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N (poznámka 18), pak podle (38) plat́ı

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥

∞∑
i=1

ε4

∥si∥2
= ∞,

což je ve sporu s (36). Rovnost (38) je splněna např́ıklad tehdy, když ∥si∥2 ≤ c i, i ∈ N , pro nějakou
konstantu c > 0.

Věta 11. (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak metoda
spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi = ∞ (39)

je globálně konvergentńı.

Důkaz Použijeme-li (33), můžeme psát

Fi+1 = F1 +

i∑
j=1

(Fj+1 − Fj) ≤ F1 −
ε1ε4

G

i∑
j=1

cos2 θj∥gj∥2.

Podle (33) je posloupnost Fi, i ∈ N klesaj́ıćı a podle předpokladu F1 je zdola omezená. Existuje tedy
limita

F ≤ lim
i→∞

Fi ≤ F1 − (ε1ε4/G)

∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2,

takže

∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 ≤ (F1 − F )G

ε1ε4
<∞.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N .
Plat́ı tedy

ε2
∞∑
i=1

cos2 θi ≤
∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 <∞,

což je ve sporu s předpokladem věty. 2

Poznámka 31. Pro metodu stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı (S1b), takže

ε20

∞∑
i=1

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 <∞,

což dává ∥gi∥ → 0 pro i → ∞. Speciálně metoda největš́ıho spádu, která generuje stejnoměrně spádové
směry, je globálně konvergentńı a plat́ı ∥gi∥ → 0 pro i→ ∞.
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Poznámka 32. Podle věty 10 a věty 11 je metoda spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı směrové vektory si ∈ Rn,
i ∈ N , určené řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi globálně konvergentńı, plat́ı-li

∞∑
i=1

1

κi
= ∞, (40)

kde κi jsou spektrálńı č́ısla podmı́něnosti matic Bi. Jestliže existuje č́ıslo κ > 0 takové že κi ≤ κ ∀i ∈ N ,
je tato metoda metodou stejnoměně spádových směr̊u (s ε20 = 1/κ) a plat́ı ∥gi∥ → 0 pro i→ ∞.

Poznámka 33. Podmı́nka 39 je splněna např́ıklad tehdy, existuje-li konstanta 0 < c ≤ 1 taková, že plat́ı
bud’

i∑
j=1

cos2 θj ≥ c i, i ∈ N,

nebo
cos2 θi ≥

c

i
, i ∈ N.

Označ́ıme-li κi = 1/cos2θi, je posledńı nerovnost splněna např́ıklad tehdy, existuje-li konstanta κ > 0
taková, že κi ≤ κ i, i ∈ N . Zvoĺıme-li κ ≥ κ1, je tato podmı́nka splněna, pokud κi+1 − κi ≤ κ, i ∈ N .

Poznámka 34. Větu 11 lze použ́ıt ke globalizaci metod spádových směr̊u pomoćı restartováńı. Restar-
továńım rozumı́me přerušeńı a nové spuštěńı iteračńıho procesu tak, aby v iterač́ım kroku po restartu
byla splněna podmı́nka (S1b) (pokládáme např́ıklad si = −gi). Restartováńı se provád́ı bud’ tehdy, je-li
porušena podmı́nka (S1b), pak dostaneme stejnoměrnou metodu spádových směr̊u, nebo cyklicky v kroćıch
s indexy i = mk + 1, kde m ≥ n a k ∈ N . Při cyklickém restartováńı plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi ≥
∞∑
k=1

cos2 θmk+1 ≥
∞∑
k=1

ε20 = ∞,

takže jsou splňeny předpoklady věty 11 a metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı.

Ukážeme, že metoda dostatečně spádových směr̊u je globálně konvergentńı

Lemma 6. Necht’ 0 ≤ zi < 1, i ∈ N , přičemž
∑∞

i=1 zi <∞. Pak plat́ı

0 <
∞∏
i=1

(1− zi) ≤
∞∏
i=1

(1 + zi) <∞ (41)

Důkaz Z Taylorova rozvoje funkce exp(zi) podle mocnin proměnné zi plyne nerovnost 1 + zi ≤ exp(zi).
Plat́ı tedy

∞∏
i=1

(1 + zi) ≤ exp

( ∞∑
i=1

zi

)
<∞, (42)

což dokazuje pravou nerovnost v (41). Jelikož z
∑∞

i=1 zi < ∞ plyne zi → 0, existuje index k ∈ N takový,
že zi < 1/2 a tedy zi/(1− zi) ≤ 2zi < 1 ∀i ≥ k. Můžeme tedy psát

1∏∞
i=1(1− zi)

=
∞∏
i=1

(
1 +

zi
1− zi

)
≤

k−1∏
i=1

(
1 +

zi
1− zi

)
+ exp

( ∞∑
i=k

zi
1− zi

)

≤
k−1∏
i=1

(
1 +

zi
1− zi

)
+ 2 exp

( ∞∑
i=k

zi

)
<∞,

což dokazuje levou nerovnost v (41). 2
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Věta 12. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak metoda dostatečně spádových
směr̊u je globálně konvergentńı.

Důkaz Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že
∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Použijeme-li předpoklad F1, nerovnost (S2a) a vztahy (24), (25), dostaneme (podobně
jako v d̊ukazu věty 11)

F1 − F ≥
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥ −ε1
∞∑
i=1

dTi gi = ε1

∞∑
i=1

cos θi∥di∥∥gi∥

≥ εε1

∞∑
i=1

cos θi∥di∥ ≥ εε1

C

∞∑
i=1

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

∆
=
εε1

C

∞∑
i=1

zi,

takže součet na pravé straně je konečný. Můžeme tedy použ́ıt levou nerovnost v (41), s jej́ıž pomoćı
dostaneme

∞∏
i=1

(
1− C∥di∥

C1 +
∑i

j=1 C∥dj∥

)
=

∞∏
i=1

(1− zi) > 0.

Existuje tedy č́ıslo 0 < C < 1 takové že

C ≤
k∏

i=1

(
1− C∥di∥

C1 +
∑i

j=1 C∥dj∥

)
=

k∏
i=1

C1 +
∑i−1

j=1 C∥dj∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

=
C1

C1 +
∑k

j=1 C∥dj∥

∀k ∈ N , neboli

Ck ≤ C1 +

k∑
j=1

C∥dj∥ ≤ C1

C
,

což spolu s předpoklady věty dává cos θk ≥ 1/Ck ≥ ε0 ∀k ∈ N , kde ε0 = C/C1. To je však spor, nebot’
stejnoměrná metoda spádových směr̊u je podle poznámky 31 globálně konvergentńı. 2

Ukážeme ještě jeden zp̊usob, jak lze konstruovat globálně konvergentńı metody pomoćı korekćı směro-
vých vektor̊u, který je obvykle šetrněǰśı než zp̊usob uvedený v poznámce 34.

Věta 13. Uvažujme metodu spádových směr̊u, která použ́ıvá směrové vektory

si = −Higi − σγi ∥Higi∥ gi,

kde Hi, i ∈ N , jsou pozitivně semidefinitńı matice takové, že Higi ̸= 0, kde γi = min(1, 1/∥gi∥) a kde
σ > 0 je č́ıslo, které nezáviśı na indexu i ∈ N . Splňuje-li funkce F ∈ C1 : D → R předpoklady F1 a F3, je
tato metoda globálně konvergentńı.

Důkaz Necht’ si = −Higi − σγi ∥Higi∥ gi, kde Higi ̸= 0 a gTi Higi ≥ 0. Pak plat́ı

sTi si = ∥Higi∥2 + 2σγig
T
i Higi∥Higi∥+ σ2γ2i ∥Higi∥2∥gi∥2

≤ (1 + 2σγi∥gi∥+ σ2γ2i ∥gi∥2)∥Higi∥2 = (1 + σγi∥gi∥)2∥Higi∥2

a

−sTi gi = gTi Higi + σγi∥Higi∥∥gi∥2 ≥ σγi∥Higi∥∥gi∥2.

Můžeme tedy psát
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−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σγi∥Higi∥∥gi∥2

(1 + σγi∥gi∥)∥Higi∥∥gi∥
=

σγi∥gi∥
1 + σγi∥gi∥

.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta 0 < ε < 1 taková, že
∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Pro γi = 1/∥gi∥ plat́ı

−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σ

1 + σ
≥ σε

1 + σε

a pro γi = 1 plat́ı
−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σ∥gi∥
1 + σ∥gi∥

≥ σε

1 + σε
,

nebot’ funkce t/(1 + t) je pro t > 0 rostoućı. Směrové vektory si, i ∈ N , jsou tedy stejnoměrně spádové,
což podle poznámky 31 implikuje ∥gi∥ → 0. To je však ve sporu s předpokladem, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . 2

Poznámka 35. Metody s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ı směrové vektory si = −Higi, i ∈ N , kde Hi,
i ∈ N , jsou pozitivně definitńı matice. Věta 101 tvrd́ı, že metody s proměnnou metrikou jsou globálné
konvergentńı, splňuje-li funkce F ∈ C2 : Rn → R předpoklady F1, F4, F5. Bez požadavku stejnoměrné
konvexity (předpoklad F5) tato věta neplat́ı. Věta 13 dává návod, jak lze metody s proměnnou metrikou
korigovat tak, aby byly globálně konvergentńı i tehdy, jsou-li splněny pouze předpoklady F1 a F3 (jiný
zp̊usob korekce metod s proměnnou metrikou je uveden v poznámce 176). Poznamenejme, že č́ıslo σ > 0
voĺıme obvykle velmi malé, např́ıklad σ = 10−12.

Je-li metoda spádových směru globálně konvergentńı (definice 16), nemuśı ještě platit xi → x∗. Splňuje-
li funkce F : DF → R předpoklad F2 nemůže posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , divergovat, může však mı́t v́ıce
hromadných bod̊u. Ukážeme nyńı, že vyhovuje-li nějaký hromadný bod x∗ ∈ Rn posloupnosti, generované
metodou stejnoměrně spádových směr̊u, postačuj́ıćım podmı́nkám pro lokálńı minimum (věta 4), pak plat́ı
xi → x∗.

Věta 14. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F2 a necht’ x∗ ∈ D je hromadným
bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , generované metodou stejnoměrně spádových směr̊u. Pak, vyhovuje-li
bod x∗ ∈ Rn předpoklad̊um věty 4, plat́ı xi → x∗.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ D vyhovuje předpoklad̊um věty 4, plat́ı g(x∗) = 0 a 0 < λ(G(x∗)) ≤ λ(G(x∗)),
kde λ(G(x∗)) a λ(G(x∗)) je nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗). Necht’

0 < G < λ(G(x∗)) ≤ λ(G(x∗)) < G.

Ze spojitosti Hessovy matice G(x) v okoĺı bodu x∗ ∈ D plyne existence č́ısla ε takového, že

G∥d∥2 ≤ dTG(x)d ≤ G∥d∥2 ∀d ∈ Rn,

pokud x ∈ B(x∗, ε), takže podle (14)–(16) a (15)–(18) plat́ı

F − F ∗ ≤ 1

2
G∥x− x∗∥2, (43)

F − F ∗ ≥ 1

2
G∥x− x∗∥2, (44)

∥g∥ ≤ G∥x− x∗∥, (45)

∥g∥ ≥ G∥x− x∗∥, (46)

pokud x ∈ B(x∗, ε). Protože Fi → F ∗, existuje index l ∈ N takový, že
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Fi − F ∗ <
G

2
ε2

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)−2

(47)

∀i ≥ l. Protože bod x∗ ∈ Rn je hromadným bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , existuje index k ≥ l
takový, že xk ∈ B(x∗, ε), takže podle (43) a (46) plat́ı

Fk − F ∗ ≤ 1

2
G∥xk − x∗∥2 ≤ G

2G2 ∥gk∥
2,

což spolu s Fk+1 ≥ F ∗ a (S2b) dává

αk ≤ F ∗ − Fk

ε1sTk gk
≤ Fk − F ∗

ε0ε1∥sk∥∥gk∥
≤ G

2ε0ε1G
2

∥gk∥
∥sk∥

(48)

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s (45), dostaneme

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ αk∥sk∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ G

2ε0ε1G
2 ∥gk∥ ≤

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)
∥xk − x∗∥ (49)

a podle (44) a (47) plat́ı

∥xk − x∗∥ ≤
√

2

G
(Fk − F ∗) < ε

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)−1

,

což po dosazeńı do (49) dává xk+1 ∈ B(x∗, ε). Postupujeme-li takto dále, dostaneme xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k
a tud́ıž i

∥xi − x∗∥ ≤
√

2

G
(Fi − F ∗)

∀i ≥ k, což spolu s Fi → F ∗ dává xi → x∗. 2

Poznámka 36. Věta 14 vyžaduje stejnoměrnou spádovost směrových vektor̊u. Abychom dostali podobný
výsledek v obecném př́ıpadě (kdy neplat́ı (S1b), takže nemůžeme použ́ıt nerovnost (48)), je třeba, aby
délky kroku αi, i ∈ N , splňovaly dodatečnou podmı́nku αi ≤ α∥gi∥/∥si∥. Tato podmı́nka neńı př́ılǐs
omezuj́ıćı. Splňuje ji Armij̊uv výběr délky kroku a také ostatńı pravidla lze upravit tak aby platila (stač́ı
položit αi = α∥gi∥/∥si∥, kdykoliv hodnota αi vycháźı větš́ı). Splňuj́ı-li délky kroku tuto dodatečnou
podmı́nku, plat́ı obecněǰśı věta, která nevyžaduje, aby funkce F byla dvakrát spojitě diferencovatelná.

Věta 15. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R, která splňuje předpoklady F1–F3, má na D konečný počet
stacionárńıch bod̊u. Necht’ bod x∗ ∈ D je hromadným bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , generované
metodou stejnoměrně spádových směr̊u takovou, že αi ≤ α∥gi∥/∥si∥ ∀i ∈ N . Pak plat́ı xi → x∗.

Důkaz Jelikož hromadné body posloupnosti generované metodou stejnoměrně spádových směr̊u jsou podle
poznámky 31 stacionárńımi body funkce F , je jich konečný počet. Předpokládejme, že posloupnost xi ∈
Rn, i ∈ N , má m > 1 hromadných bod̊u x∗k, 1 ≤ k ≤ m, a označme ε = min1≤k<l≤m ∥x∗l − x∗k∥. Podle
definice hromadných bod̊u existuj́ı podposloupnosti xik , ik ∈ Kk, 1 ≤ k ≤ m, přičemž K1 ∪ · · · ∪Km = N ,
takové, že xik → x∗k. Existuje tedy index i1 ∈ N takový, že pokud i ≥ i1, plat́ı ∥xi − x∗k∥ < ε/3
pro nějaký index 1 ≤ k ≤ m. Jelikož gi → 0, existuje index i2 ∈ N takový, že pokud i ≥ i2, plat́ı
∥gi∥ < ε/(3α). Vzhledem k tomu, že nejmenš́ı vzdálenost mezi jednotlivými hromadnými body je ε,
nemůže pro všechny indexy i ≥ max(i1, i2) platit ∥xi − x∗k∥ < ε/3 pro tentýž hromadný bod x∗k. Existuje
tedy index i ≥ max(i1, i2) takový, že ∥xi − x∗k∥ < ε/3 a ∥xi+1 − x∗l ∥ < ε/3, kde k ̸= l Pak ale plat́ı

∥x∗l − x∗k∥ ≤ ∥x∗l − xi+1∥+ ∥xi+1 − xi∥+ ∥x∗k − xi∥ = ∥xi+1 − x∗l ∥+ αi∥si∥+ ∥xi − x∗k∥ <
2

3
ε+ α∥gi∥ < ε,
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což je ve sporu s předpokladem, že min1≤k<l≤m ∥x∗l − x∗k∥ = ε. Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , tedy může
mı́t pouze jeden hromadný bod x∗ ∈ Rn a plat́ı xi → x∗. 2

V daľśı části tohoto odd́ılu budeme předpokládat, že xi → x∗ a že bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (věta 4), takže existuje č́ıslo ε > 0, pro které plat́ı (5) a (6) s D = B(x∗, ε).
Abychom nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı xi ∈ B(x∗, ε), nahrad́ıme předpoklady
věty 4 silněǰśımi předpoklady F4 a F5. T́ım se formálně zjednoduš́ı a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž
by došlo k újmě na obecnosti. Nejprve ukážeme, že metoda dostatečně spádových směr̊u je za těchto
předpoklad̊u metodou stejmoměrně spádových směr̊u.

Věta 16. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u. Necht’ xi → x∗,
kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak
jsou-li směrové vektory dostatečně spádové, jsou též stejnoměrně spádové.

Důkaz Použijeme-li (S2a), definici č́ısla cos θi a definici dostatečné spádovosti (nerovnost z poznámky 20),
můžeme (podobně jako v d̊ukazu věty 12) psát

Fi − Fi+1

∥gi∥
≥ ε1 cos θi∥di∥ ≥ ε1

C

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

∀i ∈ N . Z druhé strany nerovnosti (43) a (46) implikuj́ı, že

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤ 1

G

√
G

2

(Fi − F ∗)− (Fi+1 − F ∗)√
Fi − F ∗ ≤

√
2G

G

(√
Fi − F ∗ −

√
Fi+1 − F ∗

)
(nebot’ pro libovolná č́ısla a ≥ b > 0 plat́ı (a− b)/

√
a = (

√
a−

√
b)(

√
a+

√
b)/

√
a ≤ 2(

√
a−

√
b)), což po

dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

ε1

C

∞∑
i=1

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

≤
∞∑
i=1

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

√
2G

G

√
F1 − F ∗,

takže součet na levé straně je konečný. Postupujeme-li stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 12, dokážeme
že existuje č́ıslo 0 < C < 1 takové, že cos θk ≥ 1/Ck ≥ ε0 ∀k ∈ N , kde ε0 = C/C1 > 0. 2

Jsou li splněny předpoklady věty 16, je metoda stejnoměrně spádových směr̊u (a tud́ıž i metoda
dostatečně spádových směr̊u) lineárně konvergentńı. Vyplývá to z následuj́ıćı věty, která je poněkud
obecněǰśı, nebot’ použ́ıvá slabš́ı podmı́nku uvedenou v poznámce 33.

Věta 17. (Lineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových
směr̊u takovou, že

i∑
j=1

cos2θj ≥ c i ∀i ∈ N,

kde 0 < c ≤ 1. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která
vyhovuje přdpoklad̊um F4 a F5. Pak plat́ı

∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤

√
G

G
qi,

kde q =
√

1− cε1ε4G/G (ε4 je č́ıslo z lemmatu 5).

Důkaz Podle (15) plat́ı F ∗ − F ≥ gT (x∗ − x), což po úpravě dává F − F ∗ ≤ gT (x− x∗) ≤ ∥g∥∥x− x∗∥ a
použijeme-li (46), dostaneme
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∥g∥2 ≥ G(F − F ∗). (50)

Podle (33) tedy plat́ı

Fi+1 − F ∗ ≤ Fi − F ∗ − cos2 θiε1ε4

G
∥gi∥2 ≤

(
1− cos2 θiε1ε4G

G

)
(Fi − F ∗)

=

(
1− cos2 θi

c

)
(Fi − F ∗) (51)

∀i ∈ N , kde c = G/(ε1ε4G). Použijeme-li tuto nerovnost několikrát po sobě, dostaneme

Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤
i∏

j=1

(
1− cos2 θj

c

)
≤

1− 1

i

i∑
j=1

cos2 θj
c

i

≤
(
1− c

c

)i
(použ́ıváme lemma 2), což s použit́ım (43) a (44) dává

∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤

√
G

G

√
Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤

√
G

G
qi,

kde q =
√

1− c/c =
√

1− cε1ε4G/G. 2

Poznámka 37. Z monotonie posloupnosti Fi, i ∈ N , a z nerovnost́ı (43), (44) plynou vztahy

∥ei+1∥ ≤

√
G

G
∥ei∥,

∥di∥ = ∥ei+1 − ei∥ ≤ ∥ei∥+ ∥ei+1∥ ≤

1 +

√
G

G

 ∥ei∥,

neboli ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥).

Poznámka 38. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 17. Pak plat́ı

∞∑
i=1

∥ei∥ =
∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ ≤

√
G

G
∥x1 − x∗∥

∞∑
i=1

qi−1 =

√
G

G
∥x1 − x∗∥ 1

1− q
<∞

a také

∞∑
i=1

∥xi+1 − xi∥ ≤
∞∑
i=1

(∥ei+1∥+ ∥ei∥) ≤ 2
∞∑
i=1

∥ei∥ <∞.

V některých př́ıpadech, např́ıklad u metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy (odd́ıl 10.5),
neńı možné nalézt rozumné předpoklady pro globálńı konvergenci. Lze však zaručit lokálńı konvergenci,
což znamená, že zvoĺıme-li počátečńı bod x1 dostatečné bĺızko k bodu x∗, plat́ı xi → x∗.

Věta 18. (Lokálńı konvergence) Necht’ bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 (postačuj́ıćım podmı́nkám
pro lokálńı minimum). Uvažujme metodu spádových směr̊u (definice 19) takovou, že cos2θi ≥ 1/κi, kde
κ1 ≤ κ a κi+1 ≤ κi(1 + O(∥ei∥). Pak existuje č́ıslo δ > 0 takové, že pokud ∥e1∥ < δ, plat́ı xi → x∗ a∑∞

i=1 ∥ei∥ <∞.
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Důkaz Protože bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že jsou splněny
předpoklady F4* a F5* a tedy i předpoklady F4 a F5 s D = B(x∗, ε) (poznámka 7).

(a) Předpokládejme, že xi ∈ B(x∗, ε), i ∈ N . Ze vztahu κi+1 ≤ κi(1 + O(∥ei∥)) a z nerovnosti (44) plyne
existence konstanty C > 0 takové, že

κi+1 ≤ κi(1 + C∥ei∥) ≤ κi

(
1 + C

√
2

G

√
Fi − F ∗

)
,

takže podle (42) plat́ı

κi ≤ κ1

i−1∏
j=1

(
1 + C

√
2

G

√
Fj − F ∗

)
≤ κ exp

C√ 2

G

i−1∑
j=1

√
Fj − F ∗

 . (52)

Použijeme-li (51), můžeme pro i ∈ N psát

√
Fi+1 − F ∗ ≤

√
1− 1

κi c

√
Fi − F ∗ ≤

(
1− 1

2κi c

)√
Fi − F ∗

(kde κi c > 1), nebot’ pro libovolné č́ıslo 0 ≤ a ≤ 1 plat́ı
√
1− a ≤ 1 − a/2. Ukážeme, že bod x1 lze volit

tak, aby platilo κi ≤ 2κ ∀i ∈ N . Předpokládejme, že κj ≤ 2κ pro 1 ≤ j ≤ i − 1 (podle předpokladu to
plat́ı pro i = 2). Pak lze psát

i−1∑
j=1

√
Fj − F ∗ ≤

√
F1 − F ∗

i−1∑
j=1

(
1− 1

4κ c

)j−1

≤
√
F1 − F ∗

∞∑
j=1

(
1− 1

4κ c

)j−1

= 4κ c
√
F1 − F ∗.

Dosad́ıme-li tento vztah do (52), dostaneme

κi ≤ κ exp

C√ 2

G

i−1∑
j=1

√
Fj − F ∗

 ≤ κ exp

(
C

√
2

G
4κ c

√
F1 − F ∗

)
,

takže √
F1 − F ∗ ≤ 1

8κ cC

√
G

2
⇒ 4κ cC

√
2

G

√
F1 − F ∗ ≤ 1

2
⇒ κi ≤ 2κ (53)

(nebot’ exp(1/2) < 2). T́ım jsme provedli indukčńı krok a dokázali, že volba počátečńıho bodu, pro který
plat́ı prvńı nerovnost v (53), implikuje nerovnosti κi ≤ 2κ, i ∈ N .

(b) Potřebujeme ještě, aby platilo xi ∈ B(x∗, ε) (neboli ∥ei∥ < ε) ∀i ∈ N . Jelikož posloupnost Fi − F ∗,
i ∈ N je nerostoućı, lze to podle (44) zajistit volbou

√
F1 − F ∗ <

√
G/2 ε. Zvoĺıme-li

δ =

√
2

G
min

(
1

8κ cC

√
G

2
,

√
G

2
ε

)
=

√
G

G
min

(
1

8κ cC
, ε

)
(54)

a x1 ∈ B(x∗, δ), plat́ı xi ∈ B(x∗, ε) a podle (a) též κi ≤ 2κ ∀i ∈ N , takže uvažovaná metoda je podle
věty 10 metodou stejnoměrně spádových směr̊u, podle věty 14 plat́ı xi → x∗ a podle věty 17 je rychlost
konvergence alespoň lineárńı (plat́ı

∑∞
i=1 ∥ei∥ <∞). 2

Poznámka 39. Podmı́nku κi+1 ≤ κi(1 + O(∥ei∥)), i ∈ N , vystupuj́ıćı ve větě 18, lze nahradit existenćı
č́ısel κ > 0 a C > 0 takových, že plat́ı (52).

Poznámka 40. Význam věty 18 spoč́ıvá v tom že metodu, která je lokálně konvergentńı ale neńı globálně
konvergentńı, lze upravit (např́ıklad pomoćı restart̊u) tak, aby byla zaručena globálńı konvergence. Věta 18
pak ř́ıká, že dostaneme-li se do bĺızkosti minima, daľśı restarty již nejsou nutné.
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2.3 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı se budeme zabývat asymptotickým chováńım metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 12.

Definice 21. Řekneme, že výběr délky kroku je asymptoticky přesný, jestlǐze

lim
i→∞

sTi gi+1

sTi gi
= 0.

Lemma 7. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak plat́ı

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 + o(1))

a

Fi+1 − Fi = −1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)).

Důkaz Podle věty 5 plat́ı
gi = G∗ei + o(∥ei∥),

což s použit́ım předpoklad̊u F4 a F5 dává gi ∼ ei, takže podle poznámky 37 plat́ı ∥di∥ = O(∥ei∥) = O(∥gi∥).
Dále z (S1b) plyne dTi gi ∼ ∥di∥∥gi∥. Použijeme-li tyto vztahy a větu 5, můžeme psát

sTi gi+1

sTi gi
=
dTi gi+1

dTi gi
= 1 +

dTi G
∗di + o(∥di∥2)
dTi gi

= 1 + αi
sTi G

∗si
sTi gi

+ o(1),

(nebot’ ∥di∥2/dTi gi ∼ ∥di∥2/∥di∥∥gi∥ = O(1)), takže z sTi gi+1/s
T
i gi = o(1) plyne

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 + o(1)).

Podle věty 5 plat́ı

Fi+1 − Fi = αis
T
i gi +

1

2
α2
i s

T
i G

∗si + o(∥di∥2) = αis
T
i gi +

1

2
α2
i s

T
i G

∗si + o(∥ei∥2).

Dosad́ıme-li do tohoto vyjádřeńı vztah pro asympticky přesný výběr délky kroku, dostaneme

Fi+1 − Fi = − (sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)) +
1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)) + o(∥ei∥2) = −1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)),

nebot’ podle předpoklad̊u F4 a F5 plat́ı dTi G
∗di ∼ ∥di∥2 a tud́ıž

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

=
(dTi gi)

2

dTi G
∗di

∼ ∥di∥2∥gi∥2

∥di∥2
∼ ∥ei∥2

(připomeňme že (1 + o(1))2 = 1 + o(1)). 2

Poznámka 41. Asymptoticky přesný výběr délky kroku dostaneme, vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı
kvadratické nebo kubické interpolace (věta 24).
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Lemma 8. Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı matice. Vyhovuj́ı-li vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

podmı́nce
(uT v)2

uTuvT v
≤ ε2, (55)

kde 0 ≤ ε ≤ 1, plat́ı

(uTBv)2

uTBuvTBv
≤
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

, (56)

kde κ(B) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice B.

Důkaz Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (55). Bez újmy na obecnosti budeme
předpokládat, že ∥u∥ = 1, ∥v∥ = 1 a budeme použ́ıvat označeńı V = [u, v]. Necht’ vektor w je lineárńı
kombinaćı vektor̊u u a v, přičemž ∥w∥ = 1 a uTw = 0. Pak existuj́ı č́ısla α a β taková, že

v = αu+ βw

a přihlédneme-li k tomu, že ∥u∥ = 1 a ∥w∥ = 1, plat́ı uT v = α a vT v = α2 + β2. Z nerovnosti (55) pak
plyne

α2 ≤ ε2

a předpoklad ∥v∥ = 1 dává
α2 + β2 = 1.

Položme W = [u,w]. Pak zřejmě plat́ı V =WM , kde

M =

[
1, α
0, β

]
.

Jelikož V TBV =MTWTBWM , můžeme psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ).

Jelikož vektor w byl zvolen tak, aby platilo WTW = I, dostaneme

xTWTBWx

xTx
=
xTWTBWx

xTWTWx
=
yTBy

yT y
,

kde y =Wx, takže nutně λ(WTBW ) = λ(B), λ(WTBW ) = λ(B) a

κ(WTBW ) =
λ(WTBW )

λ(WTBW )
=
λ(B)

λ(B)
= κ(B).

Jelikož α2 + β2 = 1, plat́ı

MTM =

[
1, α
α, 1

]
,

takže λ(MTM) = 1− |α| a λ(MTM) = 1 + |α|, což spolu s α2 ≤ ε2 dává

κ(MTM) =
λ(MTM)

λ(MTM)
=

1 + |α|
1− |α|

≤ 1 + ε

1− ε
.

Můžeme tedy psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ) ≤ κ(B)
1 + ε

1− ε
.

Necht’ λ a λ jsou vlastńı č́ısla matice V TBV seřazená podle velikosti. Pak plat́ı

det(V TBV ) = λλ = λ2κ(V TBV ).
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Z nerovnosti
(√

uTBu−
√
vTBv

)2
≥ 0 plyne, že

√
uTBuvTBv ≤ 1

2
(uTBu+ vTBv) =

1

2
Tr(V TBV ) =

1

2
(λ+ λ) =

1

2
λ(1 + κ(V TBV )).

Můžeme tedy psát

(uTBv)2

uTBuvTBv
= 1− det(V TBV )

uTBuvTBv
≤ 1− 4κ(V TBV )

(1 + κ(V TBV ))2

=

(
κ(V TBV )− 1

κ(V TBV ) + 1

)2

≤

κ(B)
1 + ε

1− ε
− 1

κ(B)
1 + ε

1− ε
+ 1


2

=

(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

(funkce (t− 1)/(t+ 1) je pro kladná t rostoućı). 2

Důsledek 1. Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 8 s ε = 0 (takže u a v jsou ortogonálńı), plat́ı

(uTBv)2

uTBuvTBv
≤
(
κ(B)− 1

κ(B) + 1

)2

,

Tato nerovnost se nazývá Wielandtovou nerovnost́ı.

Lemma 9. Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı matice. Vyhovuj́ı-li vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

podmı́nce
(uT v)2

uTuvT v
≥ 1− ε2, (57)

kde 0 ≤ ε ≤ 1, plat́ı
(uT v)2

uTBuvTB−1v
≥ 4κ(B)(1− ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε)2
, (58)

kde κ(B) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice B.

Důkaz Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (57). Položme w = BHv, kde

H = B−1 − u(uTBu)−1uT .

Pak plat́ı
uTw = uTB(B−1 − u(uTBu)−1uT )v = uT v − uTBu(uTBu)−1uT v = 0,

takže vektory u a w jsou ortogonálńı. Zvolme v Rn ortonormálńı bázi vi, 1 ≤ i ≤ n, tak, aby platilo
v1 = u/∥u∥ a v2 = w/∥w∥. Pak lze psát

v =

n∑
i=1

(vTi v)vi

a

vT v =
n∑

i=1

(vTi v)
2 ≥ (vT1 v)

2 + (vT2 v)
2 =

(uT v)2

uTu
+

(wT v)2

wTw
,

neboli
(wT v)2

wTw
≤ vT v − (uT v)2

uTu
=
uTuvT v − (uT v)2

uTu
,

takže
(wT v)2

wTwvT v
≤ 1− (uT v)2

uTuvT v
≤ ε2,
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a použijeme-li lemma 8, dostaneme

(wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v
≤
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

(protože κ(B−1) = κ(B)). Z druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalitě
uTw = 0) plat́ı

wTB−1w = wTB−1BHv = wTHv = wTB−1v − wTuuT v

uTBu

= wTB−1v = vTHBB−1v = vTHv

a

vTHv = vTB−1v − (uT v)2

uTBu
,

takže

(uT v)2

uTBuvTB−1v
= 1− vTHv

vTB−1v
= 1− (vTHv)2

vTHvvTB−1v
= 1− (wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v

≥ 1−
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

=
4κ(B)(1− ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε)2
.

2

Důsledek 2. Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 9 s ε = 0 (takže u a v jsou lineárně závislé), plat́ı

(uT v)2

uTBuvTB−1v
≥ 4κ(B)

(κ(B) + 1)2
.

Tato nerovnost se nazývá Kantorovičovou nerovnost́ı.

Věta 19. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ κ(G∗)− 1 + (κ(G∗) + 1)
√
1− ε20

κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√
1− ε20

. (59)

Důkaz Podle věty 5 plat́ı

Fi − F ∗ =
1

2
eTi G

∗ei + o(∥ei∥2),

gi = G∗ei + o(∥ei∥),

takže s použit́ım předpoklad’ru F4, F5 a toho, že ∥gi∥ ∼ ∥ei∥ dostaneme

ei = (G∗)−1gi(1 + o(1)),

Fi − F ∗ =
1

2
gTi (G

∗)−1gi(1 + o(1)).

Použijeme-li lemma 7 můžeme psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1 +
Fi+1 − Fi

Fi − F ∗ = 1− (sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
(1 + o(1)).
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Podle (S1b) plat́ı (sTi gi)
2 ≥ ε20∥si∥2∥gi∥2 takže s použit́ım lemmatu 9 dostaneme

(sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
≥ 4κ(G∗)ε20

(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√

1− ε20)
2
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤

(
(κ(G∗)− 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1− ε20

(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√
1− ε20

)2

(1 + o(1))
∆
= q̂2(1 + o(1)).

K libovolnému č́ıslu q, q̂ < q < 1, tedy existuje index k ∈ N takový, že (Fi+1 − F ∗)/(Fi − F ∗) ≤ q2 pro
i ≥ k. Můžeme tedy postupovat stejně jako v d̊ukazu věty 16, takže

Fi − F ∗

Fk − F ∗ ≤ q2(i−k) ⇒ ∥xi − x∗∥
∥xk − x∗∥

≤

√
G

G
qi−k

a podle věty 7 plat́ı
lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ q.

Jelikož to plat́ı pro libovolné č́ıslo q, q̂ < q < 1, dokázali jsme tvrzeńı věty. 2

Poznámka 42. Pro metodu největš́ıho spádu je ε0 = 1, takže

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ κ(G∗)− 1

κ(G∗) + 1
. (60)

Poznámka 43. Použ́ıváme-li směrové vektory si = −Higi, plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ lim sup
i→∞

κ(Ri)− 1

κ(Ri) + 1
,

kde Ri = (G∗)−1/2Bi(G
∗)−1/2, nebot’ matice Ri maj́ı stejná vlastńı č́ısla jako matice R̃i = B

1/2
i (G∗)−1B

1/2
i

a polož́ıme-li zi = B
1/2
i si = −B−1/2

i gi, můžeme stejně jako v d̊ukazu věty 19 psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1− (sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
(1 + o(1))

= 1− (zTi zi)
2

zTi R̃
−1
i zizTi R̃izi

(1 + o(1))

a použit́ım lemmatu 9 dostaneme

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤

(
κ(R̃i)− 1

κ(R̃i) + 1

)2

(1 + o(1)) =

(
κ(Ri)− 1

κ(Ri) + 1

)2

(1 + o(1)).

Poznámka 44. Metoda největš́ıho spádu použ́ıvá směrový vektor si = −gi, i ∈ N , takže plat́ı (S1b),
přičemž můžeme volit ε0 = 1. Z toho je vidět, že metoda největš́ıho spádu má výborné vlastnosti z hlediska
teorie vyložené v odd́ılech 2.2 a 2.3. Je globálně konvergentńı, přičemž asymptotická rychlost konvergence
uvedená ve větě 19 je optimálńı (plat́ı ε0 = 1). Přesto je tato metoda neúčinná. Je to zp̊usobeno t́ım, že
nejsou splněny podmı́nky pro v́ıcekrokovou kvadratickou konvergenci (metoda největš́ıho spádu obvykle
nenajde minimum kvadratické funkce po konečném počtu krok̊u), ani podmı́nky pro superlineárńı konver-
genci (posloupnost gi, i ∈ N , obvykle nekonverguje k vlastńımu vektoru matice G∗, takže neplat́ı (62)).
Přitom odhad (60) je realistický, jak je ukázáno v následuj́ıćım př́ıkladu.
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Př́ıklad 4. Uvažujeme kvadratickou funkci F (x) = (1/2)xTGx, kde x ∈ R2 a G je pozitivně definitńı
matice. Nech λ, λ jsou vlastńı č́ısla matice G př́ıslušná ortonormálńım vlastńım vektor̊um v, v a nech
κ = κ(G) = λ/λ. Zvolme počátečńı bod x1 ∈ R2 tak, že x1 = c1(v + ν1v), kde ν

2
1κ

2 = 1. Pak plat́ı

g1 = Gx1 = c1λ(v + ν1v),

takže

α1 =
gT1 g1
gT1 Gg1

=
c21λ

2(1 + ν21κ
2)

c21λ
3(1 + ν21κ

3)
=

2

λ(κ+ 1)
.

Tato hodnota realizuje (pro kvadratickou funkci) přesný výběr délky kroku, takže

x2 = x1 − α1g1 = c1(v + ν1v)−
2c1
κ+ 1

(v + ν1κv) = c1
κ− 1

κ+ 1
(v − ν1v) = c2(v + ν2v),

kde c2 = c1(κ− 1)/(κ+ 1) a ν2 = −ν1. Plat́ı tedy

∥e2∥
∥e1∥

=
∥x2∥
∥x1∥

=
c2
√
1 + ν22

c1
√
1 + ν21

=
κ− 1

κ+ 1
.

Jelikož ν22κ
2 = ν21κ

2 = 1, můžeme pokračovat dále, takže nakonec dostaneme

∥ei+1∥
∥ei∥

=
κ− 1

κ+ 1
, ∀i ∈ N.

Pokud κ ≫ 1, je rychlost konvergence velmi pomalá (např́ıklad při κ = 1000 se chyba sńıž́ı o čtyři řády
zhruba po 4600 iteračńıch kroćıch). V každém iteračńım kroku plat́ı

gi = Gxi = ciλ(v + νiκv)

a

αi =
2

λ(κ+ 1)
,

takže

∥di∥ = αi∥gi∥ =
2

λ(κ+ 1)
ciλ
√
1 + ν22κ

2 =
2
√
2

κ+ 1
ci.

Z posledńıho výrazu je patrné, že při κ ≫ 1 se délka kroku neúměrně zkracuje faktorem κ+ 1. Tento jev
se projev́ı i při minimalizaci obecné nekvadratické funkce v oblastech, kde κ(G(x)) ≫ 1, např́ıklad v okoĺı
dna strmého údoĺı.

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u, které určuj́ı směrový vektor
přibližným řešeńım soustavy rovnic Bisi = −gi. Budeme použ́ıvat označeńı

ωi =
Bisi + gi

∥gi∥
, ϑi =

(Bi −Gi)si
∥si∥

(61)

a budeme předpokládat, že konstanty ε1 a ε2 v podmı́nkách (S2)–(S3) vyhovuj́ı nerovnostem uvedeným v
poznámce 23, tedy že plat́ı 0 < ε1 < 1/2, ε1 < ε2 < 1 a v př́ıpadě podmı́nky (S3b) též 1/2 < ε2 < 1.

Věta 20. (Superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou
spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ D je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R splňuj́ıćım
postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro lokálńı minimum (matice G∗ = G(x∗) je pozitivně definitńı). Necht’
ωi → 0, ϑi → 0, neboli

lim
i→∞

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

= 0, lim
i→∞

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

= 0, (62)

a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2)–(S3). Pak existuje index k ∈ N takový,
že αi = 1 ∀i ≥ k, a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.
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Důkaz (a) Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

1

G
∥gi∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1

G
∥gi∥ (63)

pro i ≥ k1. Použijeme-li označeńı (61), můžeme psát

Gisi = (Bisi + gi)− (Bi −Gi)si − gi = ωi∥gi∥ − ϑi∥si∥ − gi, (64)

takže

(λ(Gi) + ∥ϑi∥)∥si∥ ≥ (1− ∥ωi∥)∥gi∥,
(λ(Gi)− ∥ϑi∥)∥si∥ ≤ (1 + ∥ωi∥)∥gi∥.

neboli
1− ∥ωi∥

λ(Gi) + ∥ϑi∥
∥gi∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1 + ∥ωi∥

λ(Gi)− ∥ϑi∥
∥gi∥. (65)

Jelikož ∥ϑi∥ → 0, ∥ωi∥ → 0 (podle (62)) a λ(Gi) → λ(G∗) > G, λ(Gi) → λ(G∗) < G, existuje index
k1 ∈ N takový, že pro i ≥ k1 plat́ı

1

G
≤ 1− ∥ωi∥
λ(Gi) + ∥ϑi∥

,
1 + ∥ωi∥

λ(Gi)− ∥ϑi∥
≤ 1

G
,

což spolu s (65) dává (63).

(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že −sTi gi ≥ (G/G)∥si∥∥gi∥ pro i ≥ k2. Z definice vektor̊u
ωi, ϑi (vztah (61)) a z (63) plyne, že

−sTi gi = sTi (Gisi + (Bi −Gi)si − (Bisi + gi)) ≥ (λ(Gi)− ∥ϑi∥)∥si∥2 − ∥ωi∥∥si∥∥gi∥

≥ 1

G

(
λ(Gi)− ∥ϑi∥ −G∥ωi∥

)
∥si∥∥gi∥

a jelikož ∥ωi∥ → 0, ∥ϑi∥ → 0 (podle (62)) a λ(Gi) → λ(G∗) > G, existuje index k2 ≥ k1 takový, že
−sTi gi ≥ (G/G)∥si∥∥gi∥ pro i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že pro i ≥ k hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nkám (S2)–(S3).
Označme

ηi =
sTi gi + sTi Gisi

sTi gi
. (66)

Použijeme-li (b), dostaneme

|ηi| =
|sTi gi + sTi Gisi|

|sTi gi|
≤ G∥si∥∥gi +Gisi∥

G∥si∥∥gi∥
≤ G

G

(
∥gi +Bisi∥

∥gi∥
+

∥(Bi −Gi)si∥
∥gi∥

)
pro i ≥ k1, takže podle (62) a (a) plat́ı |ηi| → 0. Nyńı použijeme větu 5, podle které

F (xi + si)− F (xi) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi + o(∥si∥2),

sTi g(xi + si) = sTi gi + sTi Gisi + o(∥si∥2).

Můžeme tedy psát

lim
i→∞

F (xi + si)− F (xi)

sTi gi
=

1

2
+ lim

i→∞
(
1

2
ηi + o(1)) =

1

2
,

lim
i→∞

sTi g(xi + si)

sTi gi
= lim

i→∞
(ηi + o(1)) = 0,
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nebot’ |sTi gi| ∼ ∥si∥2 podle (a) a (b). Protože 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě podmı́nky (S3b) též
1/2 < ε2 < 1), existuje index k ≥ k2 takový, že (S2) a (S3) (s αi = 1) plat́ı pro i ≥ k.

(d) Podle (c) pro i ≥ k plat́ı di = si, neboli gi+1 = g(xi + si), a podle věty 5 lze psát

g(xi + si) = gi +Gisi + o(∥si∥).

Použijeme-li (45), (46) a (63), dostaneme

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ G

G

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ G

G

(
∥g(xi + si)− gi −Gisi∥

∥gi∥
+

∥Gisi −Bisi∥
∥gi∥

+
∥Bisi + gi∥

∥gi∥

)
≤ G

G

(
o(∥si∥)
G∥si∥

+
∥(Bi −Gi)si∥

G∥si∥
+

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

)
,

takže podle (62) plat́ı

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.

2

Podmı́nky (62) splňuje přesná Newtonova metoda, kdy ϑi = 0 a ωi = 0, i ∈ N . Pro nepřesnou
Newtonovu metodu, kdy ϑi = 0 a ωi ̸= 0, je třeba zajistit, aby platilo ωi → 0. V př́ıpadě diferenčńı
verze Newtonovy metody obvykle neplat́ı ϑi → 0, ale tato hodnota bývá velmi malá. Nejsou tedy splněny
podmı́nky pro superlineárńı konvergenci, nicméně metoda konverguje velmi rychle lineárně. Abychom
mohli studovat konvergenčńı vlastnosti metod, pro které neplat́ı (62), ale veličiny ϑi a ωi jsou dostatečně
malé, ukážeme, že tyto metody lze považovat za nepřesné Newtonovy metody, kdy ∥Gisi + gi∥/∥gi∥ ≤ ω′,
přičemž ω′ < 1. Abychom zjednodušili argumentaci, budeme ve smyslu poznámky 7 předpokládat, že
funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5 s D = Rn.

Věta 21. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗,
kde x∗ ∈ D je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Necht’
∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ ≤ ϑ, i ∈ N , kde ω < 1 a ϑ < (1− ω)G/2. Pak pro i ∈ N plat́ı

∥Gisi + gi∥
∥gi∥

≤ ω′ < 1, kde ω′ =
ωG+ ϑ

G− ϑ
. (67)

Důkaz Jelikož Bisi = (Bisi + gi)− gi, můžeme psát ∥Bisi∥ ≤ (1 + ∥ωi∥)∥gi∥, takže dostaneme

(1 + ∥ωi∥)∥gi∥ ≥ ∥Bisi∥ ≥ ∥Gisi∥ − ∥(Bi −Gi)si∥ ≥ (G− ∥ϑi∥)∥si∥ > 0, (68)

nebot’ podle předpokladu plat́ı ∥ϑi∥ ≤ ϑ < G(1− ω)/2 < G. Označme ω′
i = (Gisi + gi)/∥gi∥. Ze vztahu

∥Gisi + gi∥ ≤ ∥Bisi + gi∥+ ∥(Bi −Gi)si∥

dostaneme ∥ω′
i∥ ≤ ∥ωi∥+ ∥ϑi∥∥si∥/∥gi∥, což spolu s (68) dává

∥ω′
i∥ ≤ ∥ωi∥+

1 + ∥ωi∥
G− ∥ϑi∥

∥ϑi∥ =
∥ωi∥G+ ∥ϑi∥
G− ∥ϑi∥

≤ ωG+ ϑ

G− ϑ
= ω′,

nebot’ ∥ωi∥ ≤ ω < 1 a ∥ϑi∥ ≤ ϑ. Jelikož ϑ < (1− ω)G/2, plat́ı

ω′ =
ωG+ ϑ

G− ϑ
<
ω + (1− ω)/2

1− (1− ω)/2
=
ω + 1

1 + ω
= 1

. 2
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Věta 22. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗,
kde x∗ ∈ D je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R splňuj́ıćım postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu
pro lokálńı minimum (matice G∗ = G(x∗) je pozitivně definitńı). Necht’ pro i ∈ N plat́ı

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

≤ ω,
∥(Bi −Gi)si∥

∥si∥
≤ ϑ, (69)

kde

ω ≤ 1

1 + κ+ κ/η
<

1

1 + κ
< 1, ϑ ≤ 1− (1 + κ+ κ/η)ω

2 + κ+ κ/η
G <

1− (1 + κ)ω

2 + κ
G <

1− ω

2
G, (70)

přičemž 0 < η < min(1 − 2ε1, ε2) < 1 a κ = G/G ≥ 1, a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje
podmı́nkám (S2)–(S3). Pak existuje index k ∈ N takový, že αi = 1, i ≥ k, a posloupnost xi, i ∈ N ,
konverguje lineárně k bodu x∗ ∈ Rn s asymptotickou rychlost́ı alespoň ω′ = (ωG+ ϑ)/(G− ϑ).

Důkaz Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Jelikož λ(Gi) → λ(G∗) > G a λ(Gi) → λ(G∗) < G, existuje
index k1 ∈ N takový, že G ≤ λ(Gi) ≤ λ(Gi) ≤ G ∀i ≥ k1. Jelikož podle předpokladu (70) plat́ı ω < 1 a
ϑ < (1− ω)G/2, můžeme použ́ıvat vztah (67).

(a) Ukážeme, že pro i ≥ k1 plat́ı

1− ω′

G
∥gi∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1 + ω′

G
∥gi∥, (71)

kde 0 ≤ ω′ < 1 je č́ıslo definované v (67). Zřejmě Gisi = (Gisi + gi)− gi. Použijeme-li (67), můžeme psát

G∥si∥ ≥ ∥Gisi∥ ≥ ∥gi∥ − ∥Gisi + gi∥ ≥ (1− ω′)∥gi∥,

G∥si∥ ≤ ∥Gisi∥ ≤ ∥gi∥+ ∥Gisi + gi∥ ≤ (1 + ω′)∥gi∥.

Spoj́ıme-li obě tyto nerovnosti, dostaneme po úpravě (71).

(b) Ukážeme, že pro i ≥ k1 plat́ı cos θi > 0. Použijeme-li (71), dostaneme

−sTi gi = sTi Gisi − sTi (Gisi + gi) ≥ G∥si∥2 − ω′∥si∥∥gi∥ ≥
(
G
1− ω′

G
− ω′

)
∥si∥∥gi∥

≥ 1

κ
(1− (1 + κ)ω′)∥si∥∥gi∥, (72)

takže cos θi > 0, pokud ω′ < 1/(1 + κ). Použijeme-li definici č́ısla ω′ (vzorec (67)), můžeme nerovnost
ω′ < 1/(1 + κ) zapsat ve tvaru

ωG+ ϑ

G− ϑ
<

1

1 + κ
⇔ (2 + κ)ϑ < G(1− (1 + κ)ω),

což plat́ı právě tehdy, když

ω <
1

1 + κ
, ϑ <

1− (1 + κ)ω

2 + κ
G.

Tyto nerovnosti plynou z předpokladu (70).

(c) Necht’ ηi, i ∈ N , jsou veličiny určené vzorcem (66). Budeme hledat postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby
platilo ∥ηi∥ ≤ η, i ∈ N . Podle (67) plat́ı

∥ηi∥ =
|sTi gi + sTi Gisi|

|sTi gi|
≤ κω′ ∥si∥∥gi∥

(1− (1 + κ)ω′) ∥si∥∥gi∥
=

κω′

1− (1 + κ)ω′ ,
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takže nerovnost ∥ηi∥ < η je splněna tehdy, když

κω′

1− (1 + κ)ω′ ≤ η ⇔ (κ+ η(1 + κ))ω′ ≤ η,

neboli

ω′ ≤ η

κ+ (1 + κ)η
=

1

(1 + κ) + κ/η
.

Použijeme-li (67), dostaneme

ωG+ ϑ

G− ϑ
≤ η

κ+ (1 + κ)η
⇔ ϑ(κ+ η(2 + κ)) ≤ G(η − ω(κ+ η(1 + κ))).

Tato podmı́nka je splněna právě tehdy, když

ω ≤ 1

1 + κ+ κ/η
, ϑ ≤ 1− (1 + κ+ κ/η)ω

2 + κ+ κ/η
G,

což jsou nerovnosti použité v předpokladu (70). Podobně jako v části (c) d̊ukazu věty 20, můžeme psát

lim
i→∞

F (xi + si)− F (xi)

sTi gi
=

1

2
+ lim

i→∞
(
1

2
ηi + o(1)) ≥ 1

2
(1− η),

lim
i→∞

sTi g(xi + si)

sTi gi
= lim

i→∞
(ηi + o(1)) ≤ η,

a jelikož η < min(1− 2ε1, ε2), existuje index k2 ≥ k1 takový, že (S2) a (S3) (s αi = 1) plat́ı pro i ≥ k2.

(d) Podle (c) pro i ≥ k2 plat́ı di = si, neboli gi+1 = g(xi + si), a podle věty 5 lze psát g(xi + si) =
gi +Gisi + o(∥si∥). Použijeme-li (45), (46) a (71), dostaneme

lim
i→∞

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ lim
i→∞

(
∥g(xi + si)− gi −Gisi∥

∥gi∥
+

∥Gisi + gi∥
∥gi∥

)
≤ lim

i→∞

(
2 o(∥si∥)
G∥si∥

+
∥Gisi + gi∥

∥gi∥

)
= lim

i→∞

∥Gisi + gi∥
∥gi∥

≤ ω′

(nebot’ 1+ω′ < 2). K libovolnému č́ıslu q, ω′ < q < 1, tedy existuje index k ≥ k2 takový, že ∥gi+1∥/∥gi∥ ≤ q
pro i ≥ k. Můžeme tedy postupovat stejně jako v d̊ukazu věty 16, takže

∥gi∥
∥gk∥

≤ qi−k ⇒ ∥xi − x∗∥
∥xk − x∗∥

≤ G

G
qi−k

a podle věty 7 plat́ı
lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥ 1
i ≤ q.

Jelikož to plat́ı pro libovolné č́ıslo q, ω′ < q < 1, konverguje posloupnost xi, i ∈ N , lineárně k bodu
x∗ ∈ Rn s asymptotickou rychlost́ı alespoň ω′. 2

Poznámka 45. Teoretický význam věty 22 spoč́ıvá v tom, že dává odhad asymptotické rychlosti konver-
gence pro zadané horńı meze 0 ≤ ω < 1 a 0 ≤ ϑ < (1− ω)G/2. Praktický význam nerovnost́ı (70), které
zajǐsťuj́ı, aby platilo αi = 1 pro i ≥ k2, je však malý, nebot’ tyto nerovnosti jsou značně nadhodnocené (v
jejich odvozeńı bereme vždy ten nejhorš́ı př́ıpad). To znamená, že odhad ω′ obvykle plat́ı i pro mnohem
větš́ı hodnoty ω a ϑ. O matićıch Bi, i ∈ N , nepředpokládáme nic jiného, než že plat́ı (69), takže věta 22
je vhodná zejména k vyšetřováńı diferenčńıch verźı Newtonovy metody, kdy umı́me nalézt hodnotu ϑ pro
kterou plat́ı ∥Bi −Gi∥ ≤ ϑ, i ∈ N (věta ??).
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2.4 Výběr délky kroku

Nyńı se budeme zabývat implementaćı metod spádových směr̊u, jejichž iteračńı krok má tvar xi+1 =
xi + αisi. Poṕı̌seme nejprve algoritmus pro výběr délky kroku αi > 0, který použ́ıvá slabou Wolfeho
podmı́nku (pro ostatńı podmı́nky je třeba tento algoritmus mı́rně modifikovat).

Algoritmus 1. Data 0 < β1 < β2 < 1 < γ1 < γ2.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı délku kroku α > 0. Polož́ıme α := 0.

Krok 2 Polož́ıme α := α a α := α. Jsou-li splněny podmı́nky (S2a) a (S3a) s ε3 = ∞, ukonč́ıme výpočet
s αi = α. Neńı-li splněna podmı́nka (S2a), přejdeme na krok 4.

Krok 3 Urč́ıme hodnotu α pomoćı extrapolace (poznámka 47) tak, aby γ1α ≤ α ≤ γ2α a přejdeme na
krok 2.

Krok 4 Urč́ıme hodnotu α pomoćı interpolace (poznámka 47) tak, aby β1(α−α) ≤ (α−α) ≤ β2(α−α).

Krok 5 Jsou-li splněny podmı́nky (S2a) a (S3a) s ε3 = ∞, ukonč́ıme výpočet s αi = α. Neńı-li splněna
podmı́nka (S2a), polož́ıme α := α, v opačném př́ıpadě polož́ıme α := α. Přejdeme na krok 4.

Poznámka 46. Algoritmus 1 je vnitřńım cyklem iteračńıch metod spádových směr̊u, takže veličiny gene-
rované t́ımto algoritmem by měly mı́t dva indexy (vněǰśı a vnitřńı). Abychom zjednodušili symboliku,
budeme vněǰśı index vynechávat. Budeme tedy psát αj ≤ αj ≤ αj , j ∈ N , kde α1 je počátečńı délka

kroku. Použijeme též označeńı φ(α) = F (x+ αs) a φ′(α) = sT g(x+ αs).

Věta 23. Jsou-li splněny předpoklady F1 a F3 najde algoritmus 1 délku kroku vyhovuj́ıćı podmı́nkám (S2a)
a (S3a) s ε3 = ∞ po konečném počtu krok̊u.

Důkaz (a) V prvńı fázi algoritmu plat́ı φ(αj)− φ(0) ≤ ε1αjφ
′(0), takže z předpokladu F1 (podobně jako

v d̊ukazu lemmatu 4) plyne

αj ≤
F − φ(0)

ε1φ′(0)
. (73)

Jelikož pro j > 1 plat́ı αj ≥ γj−2
1 α1 a γ1 > 1, dostaneme po konečném počtu extrapolaćı č́ıslo které je

větš́ı než uvedená mez. Prvńı fáze algoritmu tedy obsahuje konečný počet krok̊u.

(b) Ve druhé fázi algoritmu plat́ı φ(αj)−φ(0) ≤ ε1αjφ
′(0) a φ′(αj) < ε2φ

′(0). Označme α̃j > αj největš́ı
č́ıslo takové, že

φ(α)− φ(0) ≤ ε1αφ
′(0) ∀αj ≤ α ≤ α̃j .

Pak podobně jako v d̊ukazu lemmatu 4 plat́ı φ(α̃j) − φ(0) = ε1α̃jφ
′(0) a φ′(α̃j) ≥ ε1φ

′(0). Použijeme-li
tyto nerovnosti a předpoklad F3, dostaneme

ε1φ
′(0) ≤ φ′(α̃j) ≤ φ′(αj) + (α̃j − αj)G∥s∥2 < ε2φ

′(0) + (α̃j − αj)G∥s∥2,

neboli

α̃j − αj >
ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0).

Jelikož φ(αj)− φ(0) > ε1αjφ
′(0), muśı platit αj > α̃j , neboli

αj − αj >
ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0). (74)

Ve druhé fázi algoritmu, upravujeme interval tak, že αj+1 − αj+1 ≤ max(1 − β1, β2)(αj − αj). Jelikož

max(1 − β1, β2) < 1, dostaneme po konečném počtu krok̊u interval menš́ı než (ε1 − ε2)/(G∥s∥2)φ′(0).
Druhá fáze algoritmu tedy obsahuje konečný počet krok̊u. 2

Je-li splněna podmı́nka (S1b) (stejnoměrná spádovost) a vyhovuje-li funkce F předpoklad̊um F4 a
F5, můžeme předchoźı tvrzeńı podstatně ześılit (budeme to potřebovat pro d̊ukaz asymptotické přesnosti
výběru délky kroku).
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Lemma 10. Uvažujme algoritmus 1 s počátečńı délkou kroku δ1∥g∥/∥s∥ ≤ α1 ≤ δ2∥g∥/∥s∥, kde konstanty
δ1 a δ2 nezáviśı na vněǰśım indexu. Necht’ je splněna podmı́nka (S1b) a necht’ funkce F ∈ C2 : D → R
vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak existuj́ı konstanty c1 a c2 nezávislé na vněǰśım indexu takové, že

c1∥g∥/∥s∥ ≤ αj − αj ≤ αj ≤ c2∥g∥/∥s∥

∀j ∈ N . V tomto př́ıpadě existuje č́ıslo k ∈ N nezávislé na vněǰśım indexu takové, že počet krok̊u algo-
ritmu 1 nepřekroč́ı k.

Důkaz V prvńım kroku algoritmu plat́ı αj = 0 a αj = α1, takže lze položit c1 = δ1 a c2 = δ2. V daľśıch
kroćıch algoritmu (pro j > 1) použijeme nerovnosti uvedené v d̊ukazu věty 23.
(a) V prvńı fázi algoritmu využijeme toho, že podle předpokladu F5 můžeme F nahradit F ∗ v (73), což s
použit́ım nerovnosti (50) a nerovnosti (S1b) (zapsané ve tvaru −φ′(0) ≥ ε0∥s∥∥g∥) dává

αj − αj ≤ αj ≤ γ2αj ≤ γ2
F ∗ − F

ε1φ′(0)
≤ − γ2∥g∥2

ε1Gφ′(0)
≤ γ2
ε0ε1G

∥g∥
∥s∥

.

S druhé strany v́ıme že αj ≥ γj−2
1 α1 a αj − αj ≥ (γ1 − 1)αj . Plat́ı tedy

αj ≥ αj − αj ≥ (γ1 − 1)γj−2
1 α1 ≥ (γ1 − 1)δ1∥g∥/∥s∥.

Můžeme tedy položit c1 = δ1 min(1, γ1 − 1) a c2 = γ2/(ε0ε1G). Jelikož αj ≥ γj−1
1 α1 ≥ γj−1

1 δ1∥g∥/∥s∥ a
γ1 > 1, existuje index k1 ∈ N takový, že αj ≥ c2∥g∥/∥s∥ ∀j ≥ k1, takže prvńı fáze skonč́ı po nejvýše k1
kroćıch.
(b) Ve druhé fázi algoritmu se již αj nezvětšuje, takže s použit́ım (74) a (a) můžeme psát

ε0
ε2 − ε1

G

∥g∥
∥s∥

≤ ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0) ≤ αj − αj ≤ αj ≤ max

(
γ2

ε0ε1G
, δ2

)
∥g∥
∥s∥

.

Můžeme tedy položit c1 = ε0(ε2 − ε1)/G a c2 = max(γ2/(ε0ε1G), δ2). Označme j2 index kroku, ve kterém
zač́ıná druhá fáze algoritmu. Jelikož pro j ≥ j2 plat́ı

αj − αj ≤ max(1− β1, β2)
j−j2(αj2 − αj2

) ≤ max(1− β1, β2)
j−j2c2∥g∥/∥s∥

a max(1−β1, β2) < 1, existuje č́ıslo k2 ∈ N takové, že αj −αj ≤ c1∥g∥/∥s∥ ∀j ≥ j2 + k2, takže druhá fáze
skonč́ı po nejvýše k2 kroćıch.
(c) Podle (a) a (b) existuje č́ıslo k ≤ k1+k2 nezávislé na vněǰśım indexu takové, že počet krok̊u algoritmu 1
nepřekroč́ı k. 2

Poznámka 47. Hodnotu α použitou v algoritmu 1 můžeme určit pomoćı kvadratické nebo kubické ex-
trapolace či interpolace. Označme

A =
φ(α)− φ(α)

(α− α)φ′(α)
,

B =
φ′(α)

φ′(α)
.

Kvadratická interpolace (dvě hodnoty):

α− α =
α− α

2(1−A)
. (75)

Kvadratická interpolace (dvě derivace):

α− α =
α− α

1−B
. (76)
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Kubická interpolace:

α− α =
α− α

D +
√
D2 − 3C

, (77)

kde
C = (B − 1)− 2(A− 1),

D = (B − 1)− 3(A− 1).

Věta 24. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 10. Pak je-li délka kroku v algoritmu 1 spočtena podle
(75) nebo (76) nebo (77), je výběr délky kroku asymptoticky přesný.

Důkaz V d̊ukazu budeme použ́ıvat symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 12.
Jelikož podle předpoklad̊u F4 a F5 plat́ı sTi G

∗si ∼ ∥si∥2 a z (S1b) plyne sTi gi ∼ ∥si∥∥gi∥, dostaneme
α∗
i ∼ ∥gi∥/∥si∥, kde

α∗
i = − sTi gi

sTi G
∗si

.

Podle lemmatu 10 plat́ı αi ∼ ∥gi∥/∥si∥ a αi − αi ∼ ∥gi∥/∥si∥, takže také α∗
i − αi = O(∥gi∥/∥si∥) a

(α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Označme di = αisi, di = αisi a ei+1 = xi + di − x∗, ei+1 = xi + di − x∗. Pak

použit́ım nerovnosti αi < αi = O(∥gi∥/∥si∥), vztahu ∥gi∥ ∼ ∥ei∥, předpoklad̊u F4, F5 a věty 5 dostaneme
di = O(∥gi∥) = O(∥ei∥), di = O(∥gi∥) = O(∥ei∥) a ei+1 = O(∥ei∥), ei+1 = O(∥ei∥). Použijeme-li větu 5
dostaneme úpravou výraz̊u A, B uvedených v poznámce 47

A =
F (xi + αisi)− F (xi + αisi)

(αi − αi)s
T
i g(xi + αisi)

=
(αi − αi)s

T
i gi +

1
2 (α

2
i − α2

i )s
T
i G

∗si + o(∥ei∥2)
(αi − αi)(s

T
i gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)

=
sTi gi +

1
2 (αi + αi)s

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
=

1− (αi + αi)/(2α
∗
i ) + o(1)

1− αi/α
∗
i + o(1)

,

B =
sTi g(xi + αisi)

sTi g(xi + αisi)
=
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
=

1− αi/α
∗
i + o(1)

1− αi/α
∗
i + o(1)

,

takže

1−A = 1− 1− (αi + αi)/(2α
∗
i )

1− αi/α
∗
i

+ o(1) =
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),

1−B = 1− 1− αi/α
∗
i

1− αi/α
∗
i

+ o(1) =
αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),

(předpokládáme, že α∗
i ̸= αi, nebot’ pro αi neplat́ı (S3a), zat́ımco sTi g(xi + α∗

i si)/s
T
i gi → 0). Nyńı se

omeźıme na vzorec (77) (d̊ukaz pro (75) a (76) je mnohem jednodušš́ı a přenecháme ho čtenáři). Použijeme-
li právě źıskané vztahy, dostaneme

C = 2(1−A)− (1−B) =
αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) = o(1)

D = 3(1−A)− (1−B) =
3

2

αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) =
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),
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nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Plat́ı tedy

D +
√
D2 − 3C =

1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +

√
1

4

(
αi − αi

α∗
i − αi

)2

(1 + o(1))2 + o(1)

=
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

√
(1 + o(1))2 +

(
α∗
i − αi

αi − αi

)2

o(1)

=
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),

nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Dosad́ıme-li tento výraz do (77), dostaneme

αi = αi +
αi − αi

D +
√
D2 − 3C

= αi +
α∗
i − αi

αi − αi

αi − αi

1 + o(1)

= αi + (α∗
i − αi)(1 + o(1)) = α∗

i (1 + o(1)),

nebot’ αi/α
∗
i = O(1). 2

Poznámka 48. Je-li kromě předpoklad̊u F4 a F5 splněn i předpoklad F6, můžeme mı́sto věty 5 použ́ıt
větu 6 a tud́ıž mı́sto o(1) psát O(∥ei∥). Dostaneme tak kvalitněǰśı odhady

sTi gi+1

sTi gi
= O(∥ei∥)

a

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 +O(∥ei∥)).

Poznámka 49. Počátečńı výběr délky kroku. Pokud si ∼ gi, což je př́ıpad většiny efektivńıch metod,
je výhodné volit α0 ∼ 1. Pro superlineárně konvergentńı metody voĺıme α0 = 1. U metod sdružených
gradient̊u voĺıme α0 = min(1, 2(Fi − Fi−1)/s

T
i gi, 2(F − Fi)/s

T
i gi) (v prvńım iteračńım kroku pokládáme

α0 = min(1, 2(F − Fi)/s
T
i gi).

2.5 Nemonotonńı metody spádových směr̊u

Zat́ım jsme se zabývali pouze metodami, kde posloupnost Fi, i ∈ N , byla nerostoućı. Někdy je výhodné
(zejména ve spojeńı s Newtonovou metodou) použ́ıvat nemonotonńı metody spádových směr̊u, kdy posloup-
nost Fi, i ∈ N , neńı nerostoućı. V definici nemonotonńıch metod spádových směr̊u se mı́sto hodnot Fi,
i ∈ N , použ́ıvaj́ı č́ısla F i ≥ Fi, i ∈ N , jejichž výběr je určen konkrétńı metodou. Poznamenejme, že pro
tato č́ısla plat́ı F i ≤ F , ∀i ∈ N (kde F = F1), takže opět xi ∈ DF (F ) ⊂ D ∀i ∈ N

Definice 22. Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı Armijovu podmı́nku, jestlǐze
existuje č́ıslo 0 < ε1 < 1 (nezávislé na indexu i ∈ N) takové, že

Fi+1 − F i ≤ ε1αis
T
i gi. (S2b)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı Wolfeho podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla
0 < ε1 < ε2 < 1 a ε3 ≥ 0 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2b) a

ε2s
T
i gi ≤ sTi gi+1 ≤ ε3|sTi gi|. (S3a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı Goldsteinovu podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla
0 < ε1 < ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2b) a

Fi+1 − Fi ≥ ε2αis
T
i gi. (S3b)
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Poznámka 50. Nemonotonńı Armijova podmı́nka (S2b) je součást́ı zbylých dvou nemonotonńı podmı́nek.
Samotatně ji lze použ́ıt v nemonotonńım Armijově výběru délky kroku. V tomto př́ıpadě je αi > 0 prvńım
členem vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2b) v posloupnosti αj

i , j ∈ N , takové, že α∥gi∥/∥si∥ ≤ α1
i ≤ α∥gi∥/∥si∥, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N,

kde 0 < α ≤ α a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .

Definice 23. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je nemonotonńı metodou
spádových směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S1a) a délky kroku αi > 0,
i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S2b) a některou z podmı́nek (S3a), (S3b). Řekneme, že základńı optimalizačńı
metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je nemonotonńı metodou stejnoměrně spádových směr̊u, je-li nemonotonńı
metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1b).

Poznámka 51. Pro každou nemonotonńı metodou spádových směr̊u plat́ı rovnice (32), nebot’ podmı́nky
(S3a), (S3b) jsou stejné jako v př́ıpadě monotonńıch metod spádových směr̊u. Rovnici (33) je třeba nahradit
vztahem

Fi+1 − F i ≤ −ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4

G
cos2 θi∥gi∥2. (78)

Nejprve vyšetř́ıme jednoduchou nemonotonńı metodu spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

F i = max{Fj : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i}, (79)

kde č́ıslo m udává počet funkčńıch hodnot použitých k určeńı F i.

Věta 25. (Globálńı konvergence metody (79)) Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3.
Pak nemonotonńı metoda stejnoměrně spádových směr̊u definovaná vztahem (79) je globálně konvergentńı.

Důkaz (a) Z (S2b) a (79) vyplývá, že posloupnost F i, i ∈ N , je nerostoućı. Plat́ı totiž

F i+1 = max{Fj+1 : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i} ≤ max(F i, Fi+1) ≤ max(F i, F i − ε1αis
T
i gi) = F i.

Použijeme-li nav́ıc (S1b) a (78) vid́ıme, že pro libovolné indexy k ∈ N a 1 ≤ j ≤ m plat́ı

Fkm+j ≤ F km+j−1 −
ε1ε4(s

T
km+j−1gkm+j−1)

2

G∥skm+j−1∥2
≤ F km − ε0ε1ε4

G
∥gkm+j−1∥2

a s použit́ım (79) dostaneme

F km+m = max
1≤j≤m

Fkm+j ≤ F km − ε0ε1ε4

G
min

1≤j≤m
∥gkm+j−1∥2,

čili
F (k+1)m − F km ≤ −ε0ε1ε4

G
∥gj(k)∥2.

kde ∥gj(k)∥ = min1≤j≤m ∥gkm+j−1∥.

(b) Podle (a) plat́ı

ε0ε1ε4

G

∞∑
k=1

∥gj(k)∥2 ≤
∞∑
k=1

(F km − F (k+1)m) = Fm − lim
k→∞

F (k+1)m ≤ Fm − F <∞,

takže limk→∞ ∥gj(k)∥ = 0 a tedy lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

49



Nyńı vyšetř́ıme nemonotonńı metodu spádových směr̊u, kde se č́ısla F i, i ∈ N , určuj́ı rekurentně tak,
že n1 = 1, F 1 = F1 a

ni+1 = λni + 1, F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
(80)

pro i ∈ N , kde 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 52. Pokud λ = 0, plat́ı ni = 1 a F i = Fi pro i ∈ N . Pokud λ = 1, plat́ı ni = i a

F i =
1

i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N . V obecném př́ıpadě plat́ı 1 ≤ ni ≤ i a

Fi+1 ≤ F i+1 ≤ F i ≤
1

i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N , nebot’ z (S2b) plyne Fi+1 ≤ F i, což spolu s (80) dává

Fi+1 =
λni + 1

ni+1
Fi+1 ≤ λniF i + Fi+1

ni+1
= F i+1,

F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
≤ λni + 1

ni+1
F i = F i.

Jelikož funkce

ni+1(λ) = λni + 1,

F i+1(λ) =
λniF i + Fi+1

λni + 1

(kde Fi+1 ≤ F i) jsou pro i ∈ N neklesaj́ıćı, dostaneme Fi+1 ≤ F i+1(1) = (1/i)
∑i

j=1 Fj .

Věta 26. (Globálńı konvergence metody (80)) Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3.
Pak nemonotonńı metoda spádových směr̊u definovaná rekurentńımi vztahy (80) je globálně konvergentńı,
pokud

∞∑
i=1

cos2 θi
i

= ∞.

Důkaz Podle (78) plat́ı

Fi+1 ≤ F i −
ε1ε4 cos

2 θi

G
∥gi∥2,

což spolu s (80) dává

F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
≤ λni + 1

ni+1
F i −

ε1ε4 cos
2 θi

ni+1G
∥gi∥2 = F i −

ε1ε4 cos
2 θi

ni+1G
∥gi∥2.

Jelikož podle předpokladu F1 a poznámky 52 plat́ı F i+1 ≥ Fi+1 ≥ F , můžeme psát

ε1ε4

G

∞∑
i=1

cos2 θi
ni+1

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

(F i − F i+1) ≤ F 1 − F .

Dostaneme tedy

1

2

∞∑
i=1

cos2 θi
i

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

cos2 θi
ni+1

∥gi∥2 ≤ (F 1 − F )G

ε1ε4
<∞,

nebot’ podle poznámky 52 plat́ı ni+1 ≤ i + 1 ≤ 2i. Z posledńı nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeńı
postupem uvedeným v d̊ukazu věty 11. 2
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Poznámka 53. Podmı́nka použitá ve větě 26 je mnohem silněǰśı než podmı́nka vystupuj́ıćı ve větě 11.
Je však splněna pro nemonotonńı metody stejnoměrně spádových směr̊u, kdy cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N . Jestliže
kromě cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N plat́ı též 0 ≤ λ < 1, dá se dokázat, že limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Poznámka 54. Realizace nemonotonńıch metod spádových směr̊u se př́ılǐs nelǐśı od realizace standardńıch
metod spádových směr̊u. Stač́ı poč́ıtat hodnoty F i, i ∈ N , a v algoritmu 1 nahradit podmı́nku (S2a)
podmı́nkou (S2b).

Poznámka 55. jsou-li splněny podmı́nky pro superlineárńı konvergenci (62) a pokládáme-li αi = 1,
kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2b) a (S3), jsou nemonotonńı metody spádových směr̊u
superlineárně konvergentńı. Plyne to z části (c) d̊ukazu věty 20 a z toho, že slabš́ı podmı́nky (S2b) a (S3)
jsou splněny pokud plat́ı (S2a) a (S3). Proto se nemonotonńı metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ı zejména
ve spojeńı s Newtonovou metodou.

2.6 Využit́ı směr̊u se zápornou ǩrivost́ı

Newtonovu metodu nemůžeme bez daľśıch úprav realizovat jako metodu spádových směr̊u, nebot’ matice Gi

nemuśı být pozitivně definitńı, takže směrový vektor si = −G−1
i gi nemuśı být spádový. Metody spádových

směr̊u hledaj́ı nižš́ı hodnotu minimalizované funkce na polopř́ımce xi(α) = xi + αsi. Nahrad́ıme-li tuto
polopř́ımku vhodnou křivkou xi(α) zač́ınaj́ıćı v bodě xi, můžeme dosáhnout toho, že F (xi(αi)) < F (xi),
pro nějakou hodnotu αi > 0. Ke konstrukci této křivky se použ́ıváj́ı směry se zápornou křivost́ı.

Definice 24. Dvojici vektor̊u (si, zi) ∈ Rn × Rn nazveme spádovým párem pro funkci F ∈ C2 : D → R v
bodě xi, jestlǐze

si = 0, pokud gi = 0,

gTi si < 0, pokud gi ̸= 0 a Gi ≽ 0,

gTi si ≤ 0, pokud gi ̸= 0 a Gi ̸≽ 0,

zi = 0, pokud Gi ≽ 0,

gTi zi ≤ 0 a zTi Gizi < 0, pokud Gi ̸≽ 0

(spádový pár je nulový, je-li bod xi lokálńım minimem funkce F ). Vektor si se nazývá spádovým směrem
a vektor zi je směrem se zápornou křivost́ı pro funkci F v bodě xi.

Definice 25. Spádový pár (si, zi) ∈ Rn ×Rn nazveme přijatelným spádovým párem, jestlǐze existuj́ı č́ısla
0 < ε0 ≤ 1, 0 < s ≤ s taková, že pro i ∈ N plat́ı

−gTi si ≥ ε0∥gi∥∥si∥, s∥gi∥ ≤ ∥si∥ ≤ s∥gi∥, (81)

a č́ısla 0 < δ0 ≤ 1, 0 < z ≤ z taková, že pro Gi ̸≽ 0 plat́ı

zTi Gizi ≤ δ0λ(Gi)∥zi∥2, z ≤ ∥zi∥ ≤ z. (82)

Poznámka 56. Mı́sto podmı́nky (81) se často použ́ıvá podmı́nka

−gTi si ≥ s∥gi∥2, ∥si∥ ≤ s∥gi∥. (83)

Tato podmı́nka implikuje (81), nebot’ je-li splněna plat́ı

−gTi si ≥ s∥gi∥2 ≥ s

s
∥gi∥∥si∥

∆
= ε0∥gi∥∥si∥

a protože ∥gi∥∥si∥ ≥ −gTi si ≥ s∥gi∥2, můžeme psát ∥si∥ ≥ s∥gi∥.

51



Poznámka 57. Z (81) plyne, že gi = 0 a si = 0, pokud gTi si = 0 a také gi → 0 a si → 0, pokud gTi si → 0.
Je li splněn předpoklad F2, jsou normy vektor̊u gi a si shora omezené. Z (82) plyne, že min(0, λ(Gi)) = 0,
pokud zTi Gizi = 0, a také min(0, λ(Gi)) → 0, pokud zTi Gizi → 0, přičemž normy vektor̊u zi jsou shora
omezené.

Máme li spádový pár (si, zi), můžeme definovat spádovou křivku

xi(α) = xi + di(α), di(α) = φ1(α)si + φ2(α)zi, (84)

kde φ1(α), φ2(α) jsou neklesaj́ıćı funkce definované pro α ≥ 0 takové, že φ1(0) = φ2(0) = 0. Délka kroku
αi > 0 se voĺı tak, aby byla splněna zobecněná Goldsteinova podmı́nka

ε2Q̃i(αi) ≤ F̃i(αi)− F̃i(0) ≤ ε1Q̃i(αi), (85)

kde F̃i(α) = F (xi(α)) = F (xi + φ1(α)si + φ2(α)zi) a

Q̃i(α) = F̃ ′
i (0)α+

1

2
min(0, F̃ ′′

i (0))α
2. (86)

Lemma 11. Necht’ dvojice vektor̊u (si, zi) je spádovým párem (v bodě xi) pro funkci F ∈ C2 : D → R
splňuj́ıćı předpoklad F1 a necht’ 0 < ε1 < ε2 < 1. Pak, plat́ı-li bud’ F̃ ′

i (0) < 0 nebo F̃ ′
i (0) = 0 a F̃ ′′

i (0) < 0,
existuje č́ıslo αi > 0 splňuj́ıćı zobecněnou Goldsteinovu podmı́nku (85).

Důkaz Pokud F̃ ′
i (0) < 0, plat́ı Q̃i(α) = F̃ ′

i (0)α + o(α) a použijeme-li jeden člen Taylorova rozvoje,
dostaneme F̃i(α)− F̃i(0) = F̃ ′

i (0)α+ o(α), takže

F̃i(α)− F̃i(0)

Q̃i(α)
=
F̃ ′
i (0)α(1 + o(1))

F̃ ′
i (0)α(1 + o(1))

= 1 + o(1).

Pokud F̃ ′
i (0) = 0 a F̃ ′′

i (0) < 0, plat́ı Q̃i(α) = (1/2)F̃ ′′
i (0)α

2 a použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje,
dostaneme F̃i(α)− F̃i(0) = (1/2)F̃ ′′

i (0)α
2 + o(α2), takže

F̃i(α)− F̃i(0)

Q̃i(α)
=
F̃ ′′
i (0)α

2(1 + o(1))

F̃ ′′
i (0)α

2
= 1 + o(1).

V obou př́ıpadech tedy plat́ı (F̃i(α)−F̃i(0))/Q̃i(α) → 1, pokud α→ 0. Existuje tedy č́ıslo α̃i > 0 takové, že
F̃i(αi)− F̃i(0) < ε1Q̃i(αi), pokud α < α̃i. Jsou-li splněny podmı́nky lemmatu, je výraz Q̃i(α) záporný pro
libovolnou hodnotu α > 0 a plat́ı Q̃i(α) → −∞, pokud α→ ∞. Pokud by platilo F̃i(α)− F̃i(0) < ε1Q̃i(α)
∀α > 0, dostali bychom F̃i(α) → −∞ pro α→ ∞, což je ve sporu s předpokladem F1. Jelikož funkce F̃ (α)
je spojitá, existuje délka kroku αi ≥ α̃i taková, že F̃i(αi) − F̃i(0) = ε1Q̃i(αi). Tato délka kroku splňuje
zobecněnou Goldsteinovu podmı́nku (85). 2

Jelikož F̃i(α) = F (xi(α)) = F (xi + φ1(α)si + φ2(α)zi), plat́ı

F̃ ′
i (0) = gTi (φ

′
1(0)si + φ′

2(0)zi),

F̃ ′′
i (0) = gTi (φ

′′
1(0)si + φ′′

2(0)zi) + (φ′
1(0)si + φ′

2(0)zi)
TGi(φ

′
1(0)si + φ′

2(0)zi).

Je-li xi sedlovým bodem funkce F , plat́ı gi = 0 a Gi ̸≽ 0, takže zTi Gizi < 0 (definice 24). Podmı́nky
lemmatu 11 jsou v tomto př́ıpadě splněny, pokud φ′

1(0) = 0. Pak ale v libovolném bodě xi plat́ı

F̃ ′
i (0) = φ′

2(0)g
T
i zi,

F̃ ′′
i (0) = gTi (φ

′′
1(0)si + φ′′

2(0)zi) + (φ′
2(0))

2zTi Gizi.

Jestliže gi ̸= 0 a Gi ≽ 0, je podle definice 24 gTi si < 0, gTi zi ≤ 0 a zTi Gizi = 0, takže podmı́nky lemmatu 11
jsou splňeny, pokud φ′

2(0) > 0 φ′′
1(0) > 0 a φ′′

2(0) ≥ 0. Nejjednodušš́ı křivkou tohoto typu je křivka

xi(α) = xi + di(α), di(α) = α2si + αzi, (87)
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pro kterou plat́ı φ′
1(0) = 0, φ′′

1(0) = 1, φ′
2(0) = 1, φ′′

2(0) = 0. Křivku (87) lze s výhodou použ́ıt v okoĺı
sedlového bodu. Pokud Gi ≽ 0, plat́ı zi = 0, takže F̃ ′(0) = 0, což znevýhodňuje použit́ı této křivky v
oblasti, kde je funkce F konvexńı. V př́ıpadě, že Gi ≽ 0, je výhodněǰśı volit křivku

xi(α) = xi + di(α), di(α) = αsi + α2zi. (88)

Velmi praktickým zp̊usobem použit́ı směr̊u se zápornou křivost́ı, kdy neńı nutné definovat spádovou křivku,
je volba mezi dvěma spádovými polopř́ımkami. V tomto př́ıpadě pokládáme xi(α) = xi + di(α), přičemž

di(α) = αsi, pokud gTi zi +
1

2
zTi Gizi > c

gTi si
∥si∥

, (89)

di(α) = αzi, pokud gTi zi +
1

2
zTi Gizi ≤ c

gTi si
∥si∥

, (90)

kde c > 0 je vhodná konstanta. Označ́ıme-li N1 = {i ∈ N : di(α) = αsi} a N2 = {i ∈ N : di(α) = αzi},
můžeme v daľśıch úvahách formálně pokládat zi = 0, pokud i ∈ N1, a si = 0, pokud i ∈ N2.

K určeńı délky kroku αi > 0 pro spádové křivky (87), (88) a polopř́ımky (89), (90) se použ́ıvá zobecněná
Goldsteinova podmı́nka s funkćı

Qi(di(α)) = gTi di(α) +
1

2
min(0, dTi (α)Gidi(α)). (91)

Definice 26. Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje zobecněnou Goldsteinovu podmı́nku s funkćı
(91), existuj́ı-li č́ısla 0 < ε1 < ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že

ε2Qi(di(αi)) ≤ F (xi + di(αi))− F (xi) ≤ ε1Qi(di(αi)) (92)

Definice 27. Optimalizačńı metodu, jej́ı̌z iteračńı krok má tvar xi+1 = xi + di(αi), kde vektor di(α) je
určen podle (87) nebo (88) nebo (89)–(90), přičemž dvojice vektor̊u (si, zi) je spádovým párem pro funkci
F ∈ C2 : D → R v bodě xi, a kde délka kroku αi > 0 se vyb́ırá tak, aby byla splněna zobecněná Goldsteinova
podmı́nka (92), nazveme metodou spádových pár̊u. Jsou-li spádové páry přijatelné, nazveme tuto metodu
metodou přijatelných spádových pár̊u.

V daľśım výkladu se omeźıme na metodou spádových pár̊u, kde vektor di(α) je určen podle (89)–(90).
Budeme přitom použ́ıvat výsledky uvedemé v práci [84]

Lemma 12. Necht’ dvojice vektor̊u (si, zi) je spádovým párem (v bodě xi) pro funkci F ∈ C2 : D → R
splňuj́ıćı předpoklad F1 a necht’ vektor di(α) je určen podle (89)–(90). Pak pro libovolná č́ısla 0 < ε1 <
ε2 < 1 existuje délka kroku αi > 0 splňuj́ıćı zobecněnou Goldsteinovu podmı́nku (92).

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1, takže di(α) = αsi, kde g
T
i si < 0. Pak

Qi(di(α)) = αgTi si +
1

2
α2 min

(
0, sTi Gisi

)
= αgTi si + o(α)

a použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje, dostaneme

F (xi + di(α))− F (xi) = αgTi si + o(α)

Plat́ı tedy

lim
α→0

F (xi + di(α))− F (xi)

Qi(di(α))
= 1. (93)

(b) Necht’ i ∈ N2, takže di(α) = αzi, kde z
T
i Gizi < 0. Pak

Qi(di(α)) = αgTi zi +
1

2
α2 min

(
0, zTi Gizi

)
= αgT zi +

1

2
α2zTi Gizi
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a použijeme-li tři členy Taylorova rozvoje, dostaneme

F (xi + di(α))− F (xi) = αgT zi +
1

2
α2zTi Gizi + o(α2).

Plat́ı tedy opět (93).

(c) Použijeme-li stejnou argumentaci jako v d̊ukazu lemmatu 11, zjist́ıme, že existuje délka kroku αi > 0
splňuj́ıćı zobecněou Goldsteinovu podmı́nku (92).

2

Věta 27. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou přijatelných spádových pár̊u (89)–
(90). aplikovanou na funkce funkci F ∈ C2 : D → R splňuj́ıćı předpoklady F1, F2, F4 a F6. Pak plat́ı

lim
i→∞

∥g(xi)∥ = 0, lim
i→∞

min(0, λ(Gi)) = 0.

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že ∥gi∥
N1→ 0. Předpokládejme naopak, že existuj́ı č́ıslo ε > 0 a nekonečná

množina N ′
1 ⊂ N1 tak, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N ′

1. Použijeme-li (91) a (92), dostaneme

F (xi + di(αi))− F (xi) ≤ ε1αig
T
i si

a podle předpokladu F1 plat́ı, že F (xi + di(αi)) − F (xi) → 0, takže nutně αi|gTi si|
N ′

1→ 0. Jelikož (81)

implikuje nerovnost |gTi si| ≥ ε0∥gi∥∥si∥ ≥ sε0ε
2, muśı platit αi

N ′
1→ 0. Použijeme-li větu o středńı hodnotě

pro di(α) = αsi spolu s předpokladem F4, dostaneme

F (xi + di(αi))− F (xi) = αig
T
i (si + θdi(αi))si ≤ αig

T
i si + αi∥si∥G∥θαisi∥,

kde 0 ≤ θ ≤ 1, takže podle (92) plat́ı

ε2 ≥ F (xi + di(αi))− F (xi)

Qi(di(αi))
≥ 1 +

αi∥si∥G∥θαisi∥
αigTi si

≥ 1− αiGs

ε0

(nebot’ Qi(di(αi)) ≤ αig
T
i si), což je ve sporu s t́ım, že αi

N ′
1→ 0.

(b) Dokážeme nyńı, že ∥gi∥
N2→ 0. Předpokládejme naopak, že existuj́ı č́ıslo ε > 0 a nekonečná množina

N ′
2 ⊂ N2 tak, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N ′

2. Použijeme-li (91) a (92), dostaneme

F (xi + di(αi))− F (xi) ≤ ε1

(
αig

T
i zi +

1

2
α2
i z

T
i Gizi

)
a podle předpokladu F1 plat́ı, že F (xi+di(αi))−F (xi) → 0, takže bud’αi

N ′
2→ 0 nebo gTi zi+(1/2)zTi Gizi

N ′
2→ 0

(oba dva členy gTi zi a (1/2)zTi Gizi jsou nekladné). Podle (81) a (90) pro i ∈ N2 plat́ı∣∣∣∣gTi zi + 1

2
zTi Gizi

∣∣∣∣ ≥ c
|gTi si|
∥si∥

≥ c ε0∥gi∥ ≥ c ε0ε,

takže nutně αi
N ′

2→ 0. Použijeme-li větu o středńı hodnotě pro di(α) = αzi spolu s předpokladem F6,
dostaneme

F (xi + di(α))− F (xi) = αgTi zi +
1

2
α2zTi G(xi + θdi(αi))zi ≤ αgTi zi +

1

2
α2zTi Gizi +

1

2
α2∥zi∥2L∥θαzi∥,

kde 0 ≤ θ ≤ 1, takže podle (92) a (90) plat́ı

ε2 ≥ F (xi + di(αi))− F (xi)

Qi(di(αi))
≥ 1 +

1
2α

2
i ∥zi∥2L∥θαizi∥

αigTi zi +
1
2α

2
i z

T
i Gizi

≥ 1 +
α3
i ∥zi∥3L

2α2
i (g

T
i zi +

1
2z

T
i Gizi)

≥ 1− αiLz
3

2c ε0ε
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(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že αi ≤ 1, takže α2
i ≤ αi), což je ve sporu s t́ım, že αi

N ′
2→ 0.

(c) Necht’ bod x∗ je hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N (podle předpokladu F2 takový bod existuje).

Ukážeme, že G(x∗) ≽ 0. Necht’ xi
N ′

→ x∗, kde N ′ ⊂ N , a necht’ G(x∗) ̸≽ 0, takže λ∗ = λ(G(x∗)) < 0. Pak

λi
∆
= λ(Gi)

N ′

→ λ∗ < 0 a podle (a) a (b) plat́ı gi
N ′

→ 0. Existuje tedy index k ∈ N ′ takový, že λi ≤ λ∗/2 a
c∥gi∥ ≤ −δ0λ∗/4, pokud i ∈ N ′ a i ≥ k, takže podle (82) plat́ı

c
gTi si
∥si∥

≥ −c∥gi∥ ≥ δ0λ
∗/4 ≥ δ0λi/2 ≥ (1/2)zTi Gizi ≥ gTi zi + (1/2)zTi Gizi,

neboli i ∈ N2, pokud i ∈ N ′ a i ≥ k. Tak jako v (b) pro i ∈ N ′ ∩N2 plat́ı

ε2 ≥ F (xi + di(αi))− F (xi)

Qi(di(αi))
≥ 1 +

α3
i ∥zi∥3L

2α2
i (g

T
i zi +

1
2z

T
i Gizi)

≥ 1− αiLz
3

|zTi Gizi|
,

neboli

αi ≥
(1− ε2)|zTi Gizi|

Lz3
,

což spolu s (91) a (92) dává

F (xi+1)− F (xi) ≤ ε1
1

2
α2
i z

T
i Gizi ≤

ε1(1− ε2)
2(zTi Gizi)

3

2L
2
z6

≤ ε1(1− ε2)
2(δ0λ

∗)3z6

16L
2
z6

∆
= −∆.

Jelikož F (xi)
N ′

→ F (x∗), existuje index k′ ∈ N ′, k′ ≥ k takový, že F (xi) − F (x∗) ≤ ∆/2, pokud i ∈ N ′ a
i ≥ k′. Pak plat́ı

F (xi+1)− F (x∗) = F (xi+1)− F (xi) + F (xi)− F (x∗) ≤ −∆+
∆

2
= −∆

2
< 0,

pokud i ∈ N ′ a i ≥ k′, takže bod x∗ neńı hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N . 2

2.7 Maticové rozklady pro symetrické indefinitńı matice

Spádové páry lze určit pomoćı rozklad̊u symetrických indefinitńıch matic. Tyto rozklady lze źıskat vhodnou
modifikaćı Choleského rozkladu.

Definice 28. Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı matice. Choleského rozkladem matice B rozumı́me
vyjádřeńı

B = RTR,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice.

Choleského rozklad lze odvodit induktivně metodou vroubeńı.

Věta 28. Necht’ Bk−1 = RT
k−1Rk−1 a

Bk =

[
Bk−1, bk
bTk , βk

]
, Rk =

[
Rk−1, rk
0, ρk

]
,

kde matice Bk je pozitivně definitńı. Pak Bk = RT
kRk právě tehdy, když

RT
k−1rk = bk, ρ2k = βk − rTk rk > 0. (94)

Nové prvky matice R (prvky vektoru rk a č́ıslo ρk) jsou shora omezeny č́ıslem
√
βk.
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Důkaz Plat́ı

RT
kRk =

[
RT

k−1, 0
rTk , ρk

] [
Rk−1, rk
0, ρk

]
=

[
RT

k−1Rk−1, RT
k−1rk

rTk Rk−1, rTk rk + ρ2k

]
,

takže RT
kRk = Bk právě tehdy, plat́ı-li (94). Zbývá dokázat, že βk − rTk rk > 0. Z (94) plyne, že

βk − rTk rk = βk − bTkB
−1
k−1bk. Lze snadno dokázat (např́ıklad vynásobeńım matic Bk a B−1

k nebo blokovou
eliminaćı), že

B−1
k =

[
Bk−1, bk
bTk , βk

]−1

=


B−1

k−1 +
B−1

k−1bkb
T
kB

−1
k−1

βk − bTkB
−1
k−1bk

,
B−1

k−1bk

βk − bTkB
−1
k−1bk

bTkB
−1
k−1

βk − bTkB
−1
k−1bk

,
1

βk − bTkB
−1
k−1bk

 . (95)

Jelikož matice B−1
k je (stejně jako matice Bk) pozitivně definitńı, muśı být jej́ı posledńı diagonálńı prvek

kladný, takže βk − rTk rk > 0. Zbytek tvrzeńı plyne bezprostředně z (94). 2

Poznámka 58. Choleského rozklad pozitivně definitńı matice je stabilńı v tom smyslu, že i když ma-
tice Rk−1 může mı́t malé prvky na hlavńı diagonále, jsou prvky matice Rk shora omezené odmocninou z
maximálńıho diagonálńıho prvku matice Bk, takže neńı nutné provádět permutace řádk̊u a sloupc̊u.

Poznámka 59. Vztahy uvedené ve větě 28 lze použ́ıt rekurentně tak, že polož́ıme R1 = [B11] a pro
1 < k ≤ n pokládáme

Rk =

[
Rk−1, rk
0, ρk

]
,

kde RT
k−1rk = bk = ZT

k−1Bek a ρ2k = βk − rTk rk = eTkBek − rTk rk (ek je k-tý sloupec jednotkové matice
řádu n a matice Zk−1 = [e1, . . . , ek−1] obsahuje prvńıch k − 1 sloupc̊u jednotkové matice řádu n).

Poṕı̌seme nyńı postup, který je pro praktické použit́ı výhodněǰśı než zp̊usob popsaný v poznámce 59.
Předně, tak jako v d̊ukazu věty 28, lze pro j > k psát[

BT
k−1, bj
bTk , βj

]
=

[
RT

k−1, 0
rTk , ρk

] [
Rk−1, rj
0, ρj

]
=

[
RT

k−1Rk−1, RT
k−1rj

rTk Rk−1, rTk rj + ρkρj

]
,

takže
RT

k−1rj = ZT
k−1Bej ,

ρkρj = βj − rTk rj = eTkBej − eTkBZk−1(R
T
k−1Rk−1)

−1ZT
k−1Bej

= eTk (B −BZk−1(Z
T
k−1BZk−1)

−1ZT
k−1B)ej = eTk B̄kej ,

kde
B̄k = B −BZk−1(Z

T
k−1BZk−1)

−1ZT
k−1B. (96)

Prvky k-tého řádku matice Rk lze tedy spoč́ıtat podle vzorc̊u ρ2k = eTk B̄kek a

ρj =
eTk B̄kej
ρk

, k < j ≤ n (97)

Zřejmě ZT
k−1B̄k = B̄kZk−1 = 0, takže matice B̄k má prvńıch k − 1 řádk̊u a k − 1 sloupc̊u nulových. Stač́ı

tedy poč́ıtat a ukládat pouze jej́ı prvky s indexy větš́ımi než n− k+1. Tyto prvky lze určovat rekurentně
podle následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 13. Plat́ı B̄1 = B a

B̄k = B̄k−1 −
B̄k−1eke

T
k B̄k−1

eTk B̄k−1ek

pro 1 < k ≤ n.
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Důkaz Označme Ck = (ZT
k BZk)

−1. Pak podle (95) plat́ı

Ck =

 Ck−1 +
Ck−1Z

T
k−1Beke

T
kBZk−1Ck−1

eTk B̄k−1ek
,

Ck−1Z
T
k−1Bek

eTk B̄k−1ek
eTkBZk−1Ck−1

eTk B̄k−1ek
,

1

eTk B̄k−1ek


a jelikož Zk = [Zk−1, ek], můžeme psát

B̄k = B −BZkCkZ
T
k B

= B −BZk−1

(
Ck−1 −

Ck−1Z
T
k−1Beke

T
kBZk−1Ck−1

eTk B̄k−1ek

)
ZT
k−1B

+
BZk−1Ck−1Z

T
k−1Beke

T
kB

eTk B̄k−1ek
+
Beke

T
kBZk−1Ck−1Z

T
k−1B

eTk B̄k−1ek
− Beke

T
kB

eTk B̄k−1ek

= B̄k−1 −
(B −BZk−1Ck−1Z

T
k−1B)eke

T
k (B −BZk−1Ck−1Z

T
k−1B)

eTk B̄k−1ek

= B̄k−1 −
B̄k−1eke

T
k B̄k−1

eTk B̄k−1ek
.

2

Dosavadńı úvahy tvoř́ı základ následuj́ıćıho algoritmu.

Algoritmus 2.

Krok 1 Polož́ıme B̄ := B a k := 1.

Krok 2 Jestliže k > n, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Necht’ ρ2k := B̄kk. Polož́ıme Rkk := ρk a vypočteme hodnoty Rkj := B̄kj/ρk, k + 1 ≤ j ≤ n,
a B̄ij := B̄ij − B̄ikRkj , k+1 ≤ i ≤ n, k+1 ≤ j ≤ n. Polož́ıme k := k+1 a přejdeme na krok 2.

Poznámka 60. Mı́sto rozkladu B = RTR se často použ́ıvá ekvivalentńı rozklad B = LDLT , kde D je
pozitivně definitńı diagonálńı matice a L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále.
Plat́ı R = D1/2LT a L = RTD−1/2, kde matice D1/2 obsahuje diagonálńı prvky matice R. Algoritmus
rozkladu B = LDLT se lǐśı od algoritmu 2 pouze t́ım, že se v kroku 3 pokládá Dkk := ρ2k, Lik := B̄ik/ρ

2
k,

k + 1 ≤ i ≤ n, a B̄ij := B̄ij − LikB̄kj , k + 1 ≤ i ≤ n, k + 1 ≤ j ≤ n.

Neńı-li matice B pozitivně definitńı, neńı zaručeno, že βk − rTk rk > 0 v (94) a Choleského rozklad
nelze použ́ıt. Přičteme-li k matici B pozitivně semidefinitńı diagonálńı matici E tak, aby matice B + E
byla pozitivně definitńı, lze na tuto matici aplikovat Choleského rozklad. Proces, který automaticky určuje
vhodnou matici E a provád́ı Choleského rozklad matice B+E se nazývá Gillovým-Murrayovým rozkladem
matice B (je popsán v práci [78]).

Definice 29. Necht’ B je symetrická matice. Gill̊uv-Murraẙuv rozklad matice B má tvar

B + E = RTR,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a E je pozitivně semidefinitńı diagonálńı matice (je-li matice
B pozitivně definitńı, lze položit E = 0).

Označme Ek−1 matici, která má prvńıch k− 1 diagonálńıch prvk̊u stejných jako matice E a ostatńı prvky
jsou nulové (obsahuje tedy již spočtené prvky matice E). Gill̊uv-Murraẙuv rozklad se lǐśı od Choleského
rozkladu pouze t́ım, že ρ2k = eTk B̄kek + Ekk, kde nyńı

B̄k = B + Ek−1 − (B + Ek−1)Zk−1(Z
T
k−1(B + Ek−1)Zk−1)

−1ZT
k (B + Ek−1)
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(takže, jako v d̊ukazu věty 28, plat́ı eTk B̄kek = Bkk − eTkR
TRek) a Ekk je k-tý diagonálńı prvek matice E.

Tento prvek určujeme tak, že pokládáme

ρ2k = max(|eTk B̄kek|, γ2k/β2, δ2),

kde
γk = max

k+1≤j≤n
|eTk B̄kej |.

Pak
Ekk = ρ2k − eTkBkek = ρ2k −Bkk + eTkR

TRek.

Parametry β a δ vyb́ıráme tak, aby platilo β2 > |Bkk|, 1 ≤ k ≤ n, a δ2 ≥ 0 (obvykle δ2 ≈ εM , kde εM je
relativńı přesnost zobrazeńı č́ısla v poč́ıtači). Pokud δ2 = 0, může se stát, že ρk = 0. V tom př́ıpadě však
plat́ı eTk B̄kZk−1 = 0, takže lze položit eTkRZk−1 = 0 (k-tý řádek matice R je nulový).

Algoritmus 3. Data δ ≥ 0.

Krok 1 Polož́ıme B̄ := B. Zvoĺıme č́ıslo β2 > |B̄kk|, 1 ≤ k ≤ n, a polož́ıme k := 1.

Krok 2 Jestliže k > n, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Urč́ıme č́ıslo γk = maxk+1≤j≤n |B̄kj |. Necht’ ρ2k := max(|B̄kk|, γ2k/β2, δ2). Polož́ıme Rkk := ρk
a vypočteme hodnoty Rkj := B̄kj/ρk, k + 1 ≤ j ≤ n (pokud ρk = 0, polož́ıme Rkj := 0,
k + 1 ≤ j ≤ n) a B̄ij := B̄ij − B̄kiRkj , k + 1 ≤ i ≤ n, k + 1 ≤ j ≤ n. Polož́ıme k := k + 1 a
přejdeme na krok 2.

Spádový směr s ∈ Rn lze určit řešeńım soustavy rovnic RTRs+ g = 0, nebot’ matice RTR je pozitivně
definitńı. Ukážeme nyńı, jak lze Gill̊uv-Murraẙuv rozklad použ́ıt k určeńı směru se zápornou křivost́ı.

Věta 29. Necht’ B + E = RTR je Gill̊uv-Murraẙuv rozklad s parametry β > |Bkk|, 1 ≤ k ≤ n, a δ = 0.
Necht’

eTl B̄lel = min
1≤k≤n

eTk B̄kek

a necht’ z ∈ Rn je vektor určený řešeńım rovnice Rz = el (el je l-tý sloupec jednotkové matice). Neńı-li
matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

zTBz =
eTl B̄lel
ρ2l

< 0.

Důkaz Z rovnice Rz = el plyne, že zl = 1/ρl. Plat́ı tedy

zTBz = zT (B + E)z − zTEz ≤ zTRTRz − z2l Ell =

= eTl el − Ell/ρ
2
l =

ρ2l − Ell

ρ2l
=
eTl B̄lel
ρ2l

.

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, muśı existovat index 1 ≤ k ≤ n takový, že Ekk ̸= 0, neboli
ρ2k ̸= eTk B̄kek. Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’ ρ2k = |eTk B̄kek| ̸= eTk B̄kek, takže e

T
k B̄kek < 0 a tedy

eTl B̄lel < 0, nebo ρ2k = γ2k/β
2. Ve druhém př́ıpadě muśı existovat index k + 1 ≤ j ≤ n takový, že

γk = |eTk B̄kej |, takže

|Rkj | =
|eTk B̄kej |

ρk
=

γk
γk/β

= β,

což dává
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eTk B̄kek = ρ2k − Ekk = Bkk − eTkR
TRek ≤ Bkk − β2 ≤ |Bkk| − β2 < 0.

2

Nevýhodou Gillova-Murrayova rozkladu je skutečnost, že se měńı matice B, takže nelze źıskat řešeńı
p̊uvodńı soustavy rovnic, což je potřeba např́ıklad při výpočtu optimálńıho lokálně omezeného kroku
(odd́ıl 6.2). Také źıskaný spádový pár neńı přijatelný (neplat́ı (81)). Výhodněǰśı vlastnosti má Bunch̊uv-
Parlettúv rozklad, popsaný v práci [21].

Definice 30. Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad matice B má tvar

PBPT = LDLT ,

kde P je permutačńı matice a

L =


I, 0, . . . , 0
L21, I, . . . , 0
...

...
...

...
Lm1, Lm2, . . . , I

 , D =


D11, 0, . . . , 0
0, D22, . . . , 0
...

...
...

...
0, 0, . . . , Dmm

 .
Tedy L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovými bloky na diagonále a D je blokově diagonálńı matice
(bloky maj́ı rozměr 1× 1 nebo 2× 2).

Výhodou Bunchova-Parlettova rozkladu je skutečnost, že se rozkládá př́ımo matice B k ńıž se nepřič́ıtá
žádná korekčńı matice E. Nevýhodou je nutnost permutaćı, bez nichž již neńı možné zajistit, aby absolutńı
hodnoty nově vznikaj́ıćıch prvk̊u byly shora omezené.

Předpokládejme nejprve, že předem známe permutace i velikosti jednotlivých blok̊u. Pak lze rozklad
provést podle vzorc̊u uvedených v poznámce 60. Tedy B̄(1) = PBPT a

Dkk = B̄
(k)
kk

Lik = B̄
(k)
ik D

−1
kk , k + 1 ≤ i ≤ m, (98)

B̄k+1
ij = B̄

(k)
ij − LikB̄

(k)
kj , k + 1 ≤ i ≤ m, k + 1 ≤ j ≤ m,

kde horńı index udává pořadové č́ıslo kroku a dolńı indexy odpov́ıdaj́ı jednotlivým blok̊um velikosti 1× 1
nebo 2× 2 (matice B̄(k) má podobný význam jako matice B̄k v (96)).

Permutace i velikosti jednotlivých blok̊u se vyb́ıraj́ı tak aby docházelo k co nejmenš́ımu nár̊ustu abso-
lutńıch hodnot nově vznikaj́ıćıch prvk̊u. Zp̊usob, jakým se to provád́ı budeme demonstrovat v př́ıpadě, že
k = 1, přičemž horńı index (1) budeme vynechávat a horńı index (2) nahrad́ıme symbolem +. Označme

α =
β

γ
, β = max

i
|B̄ii|, γ = max

i,j
|B̄ij |. (99)

Dolńı indexy jsou nyńı indexy prvk̊u matice B̄, nikoliv jej́ıch blok̊u (rozděleńı na bloky ještě neznáme).

Lemma 14. Necht’ |B̄kl| = γ. Pak plat́ı

|B̄kkB̄ll − B̄2
kl| ≥ γ2 − β2.

Důkaz Zřejmě γ2 ≥ β2, takže γ2 − β2 ≥ 0. Jelikož podle předpokladu a podle (99) plat́ı |B̄kl| = γ,
|B̄kk| ≤ β, |B̄ll| ≤ β, dostaneme nerovnost uvedenou v lemmatu. 2
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Lemma 15. Necht’ |B̄kk| = β. Eliminujeme-li blok 1× 1 obsahuj́ıćı prvek B̄kk, plat́ı

γ+

γ
≤ 1 +

1

α

Důkaz Použijeme-li (98), dostaneme

|B̄+
ij | = |B̄ij − B̄ikB̄

−1
kk B̄kj | ≤ γ +

γ2

β
= γ

(
1 +

1

α

)
pro i ̸= k, j ̸= k, nebot’ |B̄kk| = β.

2

Lemma 16. Necht’ |B̄kl| = γ > β. Eliminujeme-li blok 2× 2 obsahuj́ıćı prvky B̄kk, B̄kl, B̄lk, B̄ll, plat́ı

γ+

γ
≤ 1 +

2

1− α

Důkaz Použijeme-li (98) a Cramerovo pravidlo, dostaneme

Lik =
B̄ikB̄ll − B̄ilB̄lk

B̄kkB̄ll − (B̄kl)2
, Lil =

B̄ilB̄kk − B̄ikB̄kl

B̄kkB̄ll − (B̄kl)2
(100)

a
B̄+

ij = B̄ij − LikB̄kj − LilB̄lj

pro i ̸= k, i ̸= l, j ̸= k, j ̸= l. Podle lemmatu 14 plat́ı

|B̄kkB̄ll − (B̄kl)
2| ≥ γ2 − β2 > 0,

takže

|Lik| ≤
γβ + γ2

γ2 − β2
=

α+ 1

1− α2
=

1

1− α
, |Lil| ≤

γβ + γ2

γ2 − β2
=

1 + α

1− α2
=

1

1− α

a

|B̄+
ij | ≤ γ + γ(|Lik|+ |Lil|) ≤ γ

(
1 +

2

1− α

)
.

2

Označme

φ1(α) = 1 +
1

α
, φ2(α) = 1 +

2

1− α
.

Protože eliminace bloku 2× 2 odpov́ıdá dvěma eliminaćım blok̊u 1× 1, budeme blok 2× 2 vyb́ırat tehdy,
když φ2(α) < φ2

1(α). Funkce φ2
1(α) je klesaj́ıćı na intervalu 0 < α ≤ 1, funkce φ2(α) je rostoućı na

intervalu 0 ≤ α < 1 a rovnice φ2(α) = φ2
1(α), neboli

4α2 − α− 1 = 0,

má řešeńı α∗ = (1 +
√
17)/8. Pokud α < α∗, použijeme blok 2 × 2. V opačném př́ıpadě použijeme blok

1× 1.
Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.
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Algoritmus 4. Data α∗ = (1 +
√
17)/8.

Krok 1 Polož́ıme B̄ := B a k := 1.

Krok 2 Jestliže k > n, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme č́ısla βk = maxk≤i≤n |B̄ii|, γk = maxk≤i,j≤n |B̄ij | a polož́ıme αk = βk/γk. Pokud
αk < α∗, přejdeme na krok 5. V opačném př́ıpadě přejdeme na krok 4.

Krok 4 Necht’ i je index takový, že |B̄ii| = βk. Uprav́ıme matici B̄ a nově vytvářenou matici L tak, že
vyměńıme sloupec a řádek s indexem i za sloupec a řádek s indexem k. Polož́ıme Dkk := B̄kk,
Lik := B̄ik/Dkk, k + 1 ≤ i ≤ n, a B̄ij := B̄ij − LikB̄kj , k + 1 ≤ i ≤ n, k + 1 ≤ j ≤ n. Polož́ıme
k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Krok 5 Necht’ i, j, jsou indexy takové, že |B̄ij | = γk. Uprav́ıme matici B̄ a nově vytvářenou matici L
tak, že vyměńıme sloupce a řádky s indexy i, j za sloupce a řádky s indexy k, l = k+1. Polož́ıme
Dkk := B̄kk, Dkl := B̄kl, Dlk := B̄lk, Dll := B̄ll, vypočteme matice Lik, Lil, k + 1 ≤ i ≤ n,
podle (100) a polož́ıme B̄ij := B̄ij − LikB̄kj − LilB̄lj , k + 1 ≤ i ≤ n, k + 1 ≤ j ≤ n. Polož́ıme
k := k + 2 a přejdeme na krok 2.

Známe-li Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad matice B, lze řešeńı s ∈ Rn soustavy rovnic Bs + g = 0 źıskat
pomoćı řešeńı Ps soustavy rovnic LDLT (Ps) + Pg = 0 tak, že polož́ıme s = PT (Ps). Změńıme-li matici
D tak, aby byla pozitivně definitńı (např́ıklad tak, že jej́ı diagonálńı prvky nahrad́ıme maximy z jejich
absulutńıch hodnot a č́ısla δ > 0 a ostatńı prvky nahrad́ıme nulami), dostaneme řešeńım źıskané soustavy
rovnic spádový směr s ∈ Rn. Ukážeme nyńı, jak lze Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad použ́ıt k určeńı směru se
zápornou křivost́ı.

Věta 30. Necht’ LDLT = PBPT je Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad. Necht’ vi = 0, pokud λ(Dii) ≥ 0, a
necht’ vi je normalizovaný vlastńı vektor př́ıslušný λ(Dii), pokud λ(Dii) < 0. Necht’ LTPz = v, kde
vT = [v1, . . . , vm]. Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

zTBz =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) < 0.

Důkaz Z rovnice LTPz = v dostaneme

zTBz = zTPTLDLTPz = vTDv =
m∑
i=1

vTi Diivi =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii).

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, existuje alespoň jeden blok Dkk matice D, který neńı pozitivně
semidefinitńı, takže λ(Dkk) < 0. Plat́ı tedy

zTBz =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) ≤ λ(Dkk) < 0.

2

Zbývá ukázat, jak se poč́ıtaj́ı vlastńı č́ısla λ(Dii) a vlastńı vektory vi, 1 ≤ i ≤ m. Jestliže Dii = [ai] (blok
1× 1), plat́ı λ(Dii) = ai a vi = [0], pokud ai ≥ 0, nebo vi = [1], pokud ai < 0. Necht’

Dii =

[
ai, bi
bi, ci

]
(blok 2× 2). Pak plat́ı vi ∥ wi, kde

λ(Dii) =
1

2

(
ci + ai −

√
(ci − ai)2 + 4b2i

)
,

wi =
1

2

[
2bi

ci − ai −
√
(ci − ai)2 + 4b2i

]
,
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takže vi = 0, pokud ai ≥ 0, ci ≥ 0, aici − b2i ≥ 0, nebo vi = wi/∥wi∥, v opačném př́ıpadě. Můžeme
se o tom přesvědčit řešeńım charakteristické rovnice det(Dii − λI) = 0 a následným řešeńım rovnice
Diiwi = λ(Dii)wi, kde za prvńı prvek vektoru wi voĺıme č́ıslo bi.

Kromě rozklad̊u indefinitńıch matic lze k určeńı spádových pár̊u použ́ıt i některé iteračńı metody, jak
je ukázáno v odd́ılu 6.7.

2.8 Metody sdružených směr̊u

Ukazuje se, že je účelné navrhovat metody spádových směr̊u tak, aby nalezly minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce po konečném počtu krok̊u (obvykle po n kroćıch, kde n je počet proměnných). Takové
metody obvykle konverguj́ı n-krokově Q-superlineárně a podle věty 9 též R-superlineárě. Tuto podmı́nku
splňuj́ı metody založené na sdruženosti směrových vektor̊u.

Definice 31. Necht’ G ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitńı matice. Jestlǐze sTj Gsi = 0, 1 ≤ j < i ≤ n,
řekneme, že vektory si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, jsou vzájemně sdružené vzhledem k matici G (nebo vzájemně
G–ortogonálńı).

Lemma 17. Nenulové vzájemně G–ortogonálńı vektory jsou lineárně nezávislé.

Důkaz Necht’ vektory si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ k, kde 1 ≤ k ≤ n, jsou vzájemně G–ortogonálńı a necht’

k∑
j=1

αjsj = 0.

Pak podle definice 31 pro libovolný index 1 ≤ i ≤ k plat́ı

αis
T
i Gsi = sTi G

k∑
j=1

αjsj = 0

a jelikož si ̸= 0 a G ≻ 0, dostaneme αi = 0. 2

Lemma 18. Necht’ si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, jsou nenulové vzájemně G–ortogonálńı vektory. Pak G−1 = H,
kde

H =

n∑
j=1

sjs
T
j

sTj Gsj
.

Důkaz Podle definice 31 pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n plat́ı

HGsi =
n∑

j=1

sTj Gsi

sTj Gsj
sj = si.

Jelikož vektory si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, jsou podle lemmatu 17 lineárně nezávislé, dostaneme HG = I, neboli
G−1 = H. 2

Nyńı ukážeme, jak lze použ́ıt nenulové vzájemně G-ortogonálńı spádové směry si, 1 ≤ i ≤ n, k nalezeńı
minima kvadratické funkce

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗) (101)

s pozitivně definitńı matićı G.

Věta 31. (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u
s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0, i ∈ N) aplikovaná na ryze konvexńı kvadratickou funkci
(101). Pak, jsou-li vektory si, 1 ≤ i ≤ n, vzájemně G-ortogonálńı, existuje index m ≤ n takový, že
gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.
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Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (neńı-li tato podmı́nka splněna, plat́ı gm+1 = 0 a xm+1 = x∗

pro nějaký index m < n). Dokážeme indukćı, že pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n plat́ı

sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i. (102)

Necht’ pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı sTj gi = 0, 1 ≤ j < i (indukčńı předpoklad). Pak můžeme psát

sTj gi+1 = sTj gi+s
T
j yi = 0 pro 1 ≤ j < i (nebot’ podle indukčńıho předpokladu plat́ı sTj gi = 0 a použijeme-li

G-ortogonalitu směrových vektor̊u, dostaneme sTj yi = sTj (gi+1 − gi) = αis
T
j Gsi = 0). Pro přesný výběr

délky kroku plat́ı sTi gi+1 = 0, takže sTj gi+1 = 0 pro 1 ≤ j ≤ i, č́ımž je indukčńı krok dokončen. Směrové
vektory si, 1 ≤ i ≤ n, jsou podle (S1a) nenulové a podle lemmatu 17 lineárně nezávislé, takže z (102)
plyne gn+1 = 0 a jelikož pro kvadratickou funkci (101) plat́ı gn+1 = g(xn+1) = G(xn+1 − x∗), dostaneme
xn+1 = x∗. 2

Nyńı ukážeme, jak lze použ́ıt sdruženost směrových vektor̊u v př́ıpadě, že minimalizovaná funkce neńı
kvadratická. Zavedeme proto pojem cyklických (nebo cyklicky přerušovaných) metod sdružených směru.
Jelikož budeme vyšetřovat asymptotickou rychlost konvergence, budeme předpokládat, že posloupnost xi,
i ∈ N , konverguje k bodu x∗ ∈ Rn (takže ∥ei∥ → 0, kde ei = xi − x∗) a označ́ıme

M = {l ∈ N : l = nk + l, k ≥ 0},

kde l ∈ N (tak jako v poznámce 16 budeme často předpokládat, že l = 1).

Definice 32. Řekneme, že metoda spádových směr̊u je cyklickou metodou sdružených směr̊u, jestlǐze

sTj yi = yTj si = o(∥el∥2) ∀l ≤ j < i < l + n, l ∈M,

což znamená že

lim
l
M→∞

sTj yi

∥el∥2
= lim

l
M→∞

yTj si

∥el∥2
= 0, ∀l ≤ j < i < l + n.

Poznámka 61. V daľśıch úvahách se omeźıme na metody, které (a) jsou metodami stejnoměrně spádových
směr̊u (definice 17), (b) jsou metodami gradientńıho typu (definice 20), (c) jsou cyklickými metodami
sdružených směr̊u (definice 32), (d) výběr délky kroku je asymptoticky přesný (definice 21), (e) aplikujeme-
li tyto metody (odstartované z bodu xl, l ∈M) na ryze konvexńı kvadratickou funkci (101) a použ́ıváme-li
přesný výběr délky kroku, jsou směrové vektory si, l ≤ i < l + n− 1, G-ortogonálńı.

Poznámka 62. Při vyšetřováńı asymptotické rychlosti konvergence budeme porovnávat dva iteračńı pro-
cesy źıskané stejnou cyklickou metodou sdružených směr̊u, základńı iteračńı proces

xi+1 = xi + αisi, i ∈ N,

s asymptoticky přesným výběrem délky kroku, použitý pro minimalizaci funkce F (x), a referenčńı iteračńı
proces

x̄i+1 = x̄i + ᾱis̄i, i ∈ N,

s přesným výběrem délky kroku, použitý pro minimalizaci kvadratické funkce

Q(x) = F (x∗) +
1

2
(x− x∗)TG∗(x− x∗), (103)

která má v bodě x∗ stejnou hodnotu, gradient a Hessovu matici jako funkce F . Veličiny spjaté se základńım
iteračńım procesem budeme označovat prostými symboly xi, gi, αi, si, ei = xi−x∗, di = xi+1−xi = αisi,
yi = gi+1 − gi a veličiny spjaté s referenčńım itaračńım procesem budeme označovat symboly s pruhem
x̄i, ḡi, ᾱi, s̄i, ēi = x̄i − x∗, d̄i = x̄i+1 − x̄i = αis̄i, ȳi = ḡi+1 − gi. Referenčńı proces budeme cyklicky
restartovat v bodech xl ∈ Rn, l ∈ M , tak, že x̄l = xl, ēl = el. Dále budeme předpokládat, že směrové
vektory jsou vyb́ırány takovým zp̊usobem, že pro l ∈M a l ≤ i < l + n plat́ı

s̄i = si(1 + o(1)) (104)

(v odd́ılu 3.3 je ukázáno, že tuto podmı́nku splňuj́ı metody sdružených gradient̊u).

63



Lemma 19. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklickou metodou sdružených směr̊u, která
vyhovuje podmı́nkám uvedeným v poznámce 61. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F : Rn → R vyhovuj́ıćı předpoklad̊um F4 a F5. Necht’ x̄i ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná referenčńım
iteračńım procesem uvedeným v poznámce 62, pro který plat́ı (104). Necht’ ei ∼ el pro l ∈M a l ≤ i < l+n.
Pak ei − ēi = o(∥el∥) pro l ∈M a l ≤ i ≤ l + n.

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Dokážeme nav́ıc, že pro l ∈M a l ≤ i < l + n plat́ı

ēi = ei(1 + o(1)), ḡi = gi(1 + o(1)), ᾱi = αi(1 + o(1)). (105)

Na začátku cyklu je ēl = el, takže ēl = el(1+o(1)) a el− ēl = o(∥el∥). Podle věty 5 plat́ı ḡl = gl+o(∥el∥) =
gl(1 + o(1)) a použijeme-li (105) a lemma 7, můžeme psát

ᾱl = − s̄Tl ḡl
s̄Ti G

∗s̄i
= − sTl gl(1 + o(1))2

sTl G
∗sl(1 + o(1))2

= αl(1 + o(1)),

nebot’ hodnota ᾱl = −s̄Tl ḡl/s̄Tl G∗s̄l realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z
asymptotické přesnosti výběru délky kroku plyne −sTl gl/sTl G∗sl = αl(1 + o(1)). Předpokládejme nyńı, že
ei − ēi = o(∥el∥) a (105) plat́ı pro l ≤ i < l + n− 1 (indukčńı předpoklad).

(a) Z předpokladu (b) uvedeného v poznámce 61 plyne si ∼ gi a předpoklady F4, F5 spolu s větou 5
implikuj́ı gi ∼ ei, což spolu s ei ∼ el dává si ∼ gi ∼ ei ∼ el. Podobně dostaneme si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el.
Použijeme-li předpoklady F4, F5 a lemma 7, můžeme psát αi ∼ 1. Podle indukčńıch předpoklad̊u a (104)
plat́ı

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = ei+1(1 + o(1)).

Podobně dostaneme

ḡi+1 = ḡi + ᾱiG
∗s̄i = gi(1 + o(1)) + αiG

∗si(1 + o(1))2 = (gi + αiG
∗si)(1 + o(1)) = gi+1(1 + o(1)),

nebot’ podle věty 5 lze psát gi+1 = gi + αiG
∗si + αisio(1) a jak jsme ukázali plat́ı αisi ∼ el ∼ gi+1.

(b) Použijeme-li (105) a lemma 7, můžeme psát

ᾱi+1 = −
s̄Ti+1ḡi+1

s̄Ti+1G
∗s̄i+1

= −
sTi+1gi+1(1 + o(1))2

sTi+1G
∗si+1(1 + o(1))2

= −
sTi+1gi+1

sTi+1G
∗si+1

(1 + o(1)) = αi+1(1 + o(1)),

nebot’ ᾱi+1 = −s̄Ti+1ḡi+1/s̄
T
i+1G

∗s̄i+1 realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z
asymptotické přesnosti výběru délky kroku plyne −sTi+1gi+1/s

T
i+1G

∗si+1 = αi+1(1 + o(1)).

(c) Necht’ l ≤ i < l + n. Pak podle indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = (ei + αisi)(1 + o(1)) = ei+1 + o(∥el∥),

nebot’ ∥ei∥ ∼ ∥el∥, αi ∼ 1 a si ∼ gi ∼ ei ∼ el. Všimněme si, že k d̊ukazu vztahu el+n − ēl+n = o(∥el∥)
nepotřebujeme, aby platilo ∥el+n∥ ∼ ∥el∥. 2

Poznámka 63. Tvrzeńı lemmatu 19 plat́ı, pokud ∥ei∥ ∼ ∥el∥ pro l ≤ i < l+n. Jestliže ∥ei∥ ∼ ∥el∥ pouze
pro l ≤ i < l +m, kde m < n, můžeme psát ei − ēi = o(∥el∥) pro l ≤ i ≤ l +m (plyne to z induktivńı
povahy d̊ukazu).

Věta 32. (n-kroková superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklickou
metodou sdružených směr̊u vyhovuj́ıćı podmı́nkám uvedeným v poznámce 61, pro kterou plat́ı (104). Necht’
xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuj́ıćı předpoklad̊um F4 a F5.
Pak plat́ı

lim
l
M→∞

∥xl+n − x∗∥
∥xl − x∗∥

= 0.
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Důkaz Uvažujme, tak jako v lemmatu 19, dva iteračńı procesy (základńı a referenčńı). Ukážeme, že
el+n = o(∥el∥), l ∈M . Mohou nastat dva př́ıpady:

(a) Necht’ pro nějaké přirozené č́ıslo 1 ≤ m < n neplat́ı el+m ∼ el, l ∈M . Protože podle poznámky 37 plat́ı
el+m = O(∥el∥), muśı být splněna podmı́nka el+m = o(∥el∥). Jelikož el+n = O(∥el+m∥) (poznámka 37),
můžeme psát el+n = O(∥el+m∥) = o(∥el∥), l ∈M .

(b) Podle podmı́nky (e) uvedené v poznámce 61 a podle věty 31 existuje přirozené č́ıslo 1 ≤ m ≤ n takové,
že ēl+m = 0, l ∈M . Použijeme-li tvrzeńı lemmatu 19 (které podle poznámky 63 plat́ı pro l ≤ i ≤ l +m),
dostaneme

∥el+m∥ ≤ ∥ēl+m∥+ ∥el+m − ēl+m∥ = o(∥el∥).
Jelikož el+n = O(∥el+m∥) (poznámka 37), plat́ı ∥el+n∥ = O(∥el+m∥) = o(∥el∥), l ∈M . 2

Poznámka 64. Podle věty 9 a poznámky 17 je cyklická metoda sdružených směr̊u vyhovuj́ıćı předpoklad̊um
věty 32 R-superlineárně konvergentńı.

Větu 32 lze použ́ıt pro r̊uzné tř́ıdy cyklických metod sdružených směr̊u, které vyhovuj́ı jej́ım předpo-
klad̊um. V odd́ılu 3.3 (věta 47) je ukázáno, že těmto předpoklad̊um vyhovuj́ı cyklicky přerušované metody
sdružených gradient̊u. Větu 32 by bylo možné aplikovat i na cyklicky přerušované metody s proměnnou
metrikou. To však neńı nutné, nebot’ metody s proměnnou metrikou jsou Q-superlineárně konvergentńı i
bez přerušováńı iteračńıho procesu (věta 103).

Věta 31 neplat́ı, nepouž́ıváme-li přesný výběr délky kroku. V tomto př́ıpadě je možné metody sdružených
směr̊u korigovat použit́ım následuj́ıćı věty.

Věta 33. Necht’ x̄i+1 = x̄i + ᾱis̄i, xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , jsou dva iteračńı procesy aplikované na
kvadratickou funkci (101), které vycházej́ı ze stejného bodu x̄1 = x1 a ve kterých se použ́ıvaj́ı stejné nenulové
G-ortogonálńı směrové vektory s̄i = si, 1 ≤ i ≤ n, přičemž č́ısla ᾱi se určuj́ı pomoćı přesného výběru délky
kroku a αi ̸= 0. Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

x̄i+1 = xi+1 −
i∑

j=1

dTj gj+1

yTj dj
dj , d̄i = di −

dTi gi+1

yTi di
di = −d

T
i gi
yTi di

di, (106)

ḡi+1 = gi+1 −
i∑

j=1

dTj gj+1

yTj dj
yj , ȳi = yi −

dTi gi+1

yTi di
yi = −d

T
i gi
yTi di

yi. (107)

Důkaz Jelikož směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, jsou nenulové a αi ̸= 0, plat́ı di = αisi ̸= 0 takže yTi di =
dTi Gdi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n, a jmenovatele v dokazovaných vztaźıch jsou nenulové. Jelikož pro kvadratickou
funkci (101) plat́ı yi = Gdi, 1 ≤ i ≤ n, a matice G je pozitivně definitńı, jsou rovnosti (106) ekvivalentńı
rovnostem (107). Stač́ı tedy dokázat rovnosti (107). Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pro
nějaký index i ≤ n plat́ı

ḡi = gi −
i−1∑
j=1

dTj gj+1

yTj dj
yj

(plat́ı to zcela jistě pro i = 1, nebot’ x̄1 = x1 a tedy i ḡ1 = g1). Protože s̄i = si a di ̸= 0, existuje č́ıslo λi
takové, že d̄i − di = λidi a tedy ȳi − yi = λiyi. Použijeme-li indukčńı předpoklad, dostaneme

ḡi+1 = ḡi + ȳi = gi −
i−1∑
j=1

dTj gj+1

yTj dj
yj + yi + (ȳi − yi) = gi+1 −

i−1∑
j=1

dTj gj+1

yTj dj
yj + λiyi. (108)

Jelikož parametr ᾱi určujeme pomoćı přesného výběru délky kroku, muśı platit7 s̄Ti ḡi+1 = 0, což spolu s
s̄i = si a (108) dává

s̄Ti ḡi+1 = sTi gi+1 −
i−1∑
j=1

dTj gj+1

yTj dj
sTi yj + λis

T
i yi = sTi gi+1 + λis

T
i yi = 0,
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nebot’ z G-ortogonality směrových vektor̊u plyne sTi yj = sTi Gdj = αjs
T
i Gsj = 0, 1 ≤ j ≤ i− 1. Plat́ı tedy

λi = −s
T
i gi+1

sTi yi
= −d

T
i gi+1

yTi di
,

nebot’ di = αisi a αi ̸= 0. Dosad́ıme-li tuto hodnotu do (108), dostaneme prvńı rovnost v (107). Ze vztahu
ȳi − yi = λiyi pak plyne druhá rovnost v (107). 2

Větu 33 můžeme využ́ıt dvoj́ım zp̊usobem. Jelikož většina metod sdružených směr̊u generuje G-orto-
gonálńı směrové vektory pomoćı vektor̊u gi+1, di a yi, můžeme tyto vektory nahradit vektory ḡi+1, d̄i a
ȳi určenými podle vzorc̊u (106) a (107). Pak G-ortogonalita směrových vektor̊u nezáviśı na výběru délky
kroku. V př́ıpadě metod s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy, popsané v odd́ılu 4.1, neńı nutné
nahražovat vektory d a y. Z vyjádřeńı (288) a (308) plyne, že matice H+ a B+ se nezměńı, vynásob́ıme-
li vektory d a y stejným č́ıslem a tedy také nahrad́ıme-li je vektory d̄ a ȳ. Matice H+ a B+ určené
metodou s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy jsou tedy invariantńı v̊uči korekćım (106) a (107).
Podobnou vlastnost má metoda sdružených gradient̊u Hestenese a Stiefela, popsaná v odd́ılu 3.1, kde
vektor (yTi gi+1/y

T
i si)si = (yTi gi+1/y

T
i di)di, přič́ıtaný k záporně vzatému gradientu, se nezměńı, použijeme-

li mı́sto vektor̊u d a y vektory d̄ a ȳ. V těchto př́ıpadech neńı nutné korigovat vektory d a y, je však nutné
korigovat vektor gi+1, pokud chceme splnit předpoklady věty 33. Máme-li k disposici metodu sdružených
směr̊u, která generuje G-ortogonálńı směrové vektory nezávisle na výběru délky kroku, např́ıklad metodu s
proměnnou metrikou z Davidonovy tř́ıdy vyšetřované v odd́ılu 4.9, stač́ı použ́ıt korekčńı krok tvaru (106).
V tomto př́ıpadě pokládáme xn+2 = xn+1 + αn+1sn+1, kde αn+1 = 1 a sn+1 = x̄n+1 − xn+1. Vektor sn+1

lze určit rekurentńım postupem tak, že sn+1 = vn+1, kde

v1 = 0 a vi+1 = vi −
dTi gi+1

yTi di
di pro 1 ≤ i ≤ n.

Poznamenejme, že tyto korekce maj́ı sṕı̌se teoretický význam, nebot’ v př́ıpadech kdy minimalizovaná
funkce neńı kvadratická, nezlepšuj́ı efektivitu metod sdružených směr̊u.

Věta 31 zaručuje, že metody sdružených směr̊u s přesným výběrem délky kroku naleznou minimum
ryze konvexńı kvadratické funkce po konečném počtu krok̊u. Metody sdružených směr̊u lze však zobecnit
tak, že naleznou minimum složitěǰśıch funkćı po konečném počtu krok̊u. Takovými funkcemi jsou např́ıklad
zobecněné kvadratické funkce.

Definice 33. Zobecněnou kvadratickou funkćı nazveme funkci F : Rn → R určenou vzorcem

F (x) = φ(Q(x)), (109)

kde Q : Rn → R je kvadratická funkce s pozitivně definitńı matićı G̃, tvaru

Q(x) = Q(x∗) +
1

2
(x− x∗)T G̃(x− x∗), (110)

a φ : R→ R je spojitá funkce diferencovatelná pro Q > Q(x∗) taková, že

Q > Q(x∗) ⇒ ∂φ(Q)

∂Q
> 0. (111)

Zobecněná kvadratická funkce (109) má podobné vlastnosti jako kvadratická funkce Q(x).

Věta 34. Bod x∗ ∈ Rn je globálńım minimem zobecněné kvadratické funkce (109).

Důkaz. Jelikož G̃ > 0, je bod x∗ ∈ R globálńım minimem kvadratické funkce (110), takže Q(x) ≥ Q(x∗),
∀x ∈ Rn. Označme Q∗ = Q(x∗) a F ∗ = F (x∗). Jestliže Q = Q∗, pak podle (109) je také F = F ∗. Jestliže
Q > Q∗ můžeme použ́ıt větu o středńı hodnotě, takže

F − F ∗ =
∂φ (Q∗ + λ(Q−Q∗))

∂Q
(Q−Q∗),
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kde 0 < λ < 1. Jelikož Q > Q∗ = 0 a 0 < λ < 1, je také Q∗ + λ(Q − Q∗) > Q∗ = 0 takže podle (111)
plat́ı ∂φ(Q∗ + λ(Q − Q∗))/∂Q > 0, což spolu s Q − Q∗ > 0 dává F − F ∗ > O. Dokázali jsme tedy, že
F (x) ≥ F (x∗), ∀x ∈ Rn, takže bod x∗ ∈ Rn je globálńım minimem zobecněné kvadratické funkce (109).

2

Při vyšetřováńı metod sdružených směr̊u, které naleznou minimum zobecněné kvadratické funkce (109)
po konečném počtu krok̊u, budeme použ́ıvat označeńı

σ(x) =
∂φ(Q(x))

∂Q
, (112)

takže σ(x) > 0, pokud x ̸= x∗. Derivujeme-li vztah (109) pro x ̸= x∗, dostaneme

g(x) = σ(x)g̃(x), g̃(x) = G̃(x− x∗). (113)

Známe-li hodnotu σ(x), můžeme z gradientu g(x) zobecněné kvadratické funkce F (x) určit gradient g̃(x)
kvadratické funkce Q(x). Nav́ıc z sT g(x) = 0 plyne sT g̃(x) = 0, takže přesný výběr délky kroku realizovaný
pomoćı zobecněné kvadratické funkce F (x) dává stejný výsledek jako přesný výběr délky kroku realizovaný
pomoćı kvadratické funkce Q(x). Z těchto úvah plyne, že nahrad́ıme-li ve vzorćıch použ́ıvaných v odd́ılech
3.1 a 4.1 vektor g(x) vektorem g̃ = g(x)/σ(x), dostaneme metody sdružených směr̊u, které naleznou
minimum kvadratické funkce Q(x) po konečném počtu krok̊u. Podle věty 25 je minimum kvadratické
funkce Q(x) totožné s minimem zobecněné kvadratické funkce F (x). Dostaneme tedy metody sdružených
směr̊u, které naleznou minimum zobecněné kvadratické funkce F (x) po konečném počtu krok̊u.

Hlavńım problémem při realizaci metod sdružených směr̊u pro zobecněné kvadratické funkce je určit
hodnotu σ(x). Dř́ıve než přejdeme k obecnému př́ıpadu, vyšetř́ıme dva speciálńı typy zobecněných kvad-
ratických funkćı, pro které je možné určit pod́ıl hodnot σ+ a σ pomoćı hodnot a gradient̊u funkce (109) v
bodech x+ a x. Budeme přitom použ́ıvat označeńı b+ = (x+ − x)T g+, b = (x+ − x)T g a

A =
F+ − F

b
, B =

b+
b
. (114)

Věta 35. Necht’ Q, Q+ a g̃, g̃+ jsou hodnoty a gradienty kvadratické funkce (110) v bodech x ∈ Rn,
x+ ∈ Rn. Pak plat́ı

2(Q+ −Q) = (x+ − x)T g̃+ + (x+ − x)T g̃. (115)

Důkaz. Podle (110) plat́ı

Q = Q∗ +
1

2
(x− x∗)T g̃, Q+ = Q∗ +

1

2
(x+ − x∗)T g̃+,

nebot’ g̃ = G̃(x− x∗) a g̃+ = G̃(x+ − x∗). Můžeme tedy psát

2(Q+ −Q) = (x+ − x∗)T g̃+ − (x− x∗)T g̃

= (x+ − x)T g̃+ + (x− x∗)T G̃(x+ − x∗)− (x− x+)
T g̃ − (x+ − x∗)T G̃(x− x∗)

= (x+ − x)T g̃+ + (x+ − x)T g̃.

2

Nejprve budeme předpokládat, že

F (x) = F (x∗) + a1Q(x) + a2Q
2(x), (116)

kde a1 ≥ 0 a a2 > 0.

Věta 36. Uvažujme zobecněnou kvadratickou funkci tvaru (116), kde a1 ≥ 0 a a2 > 0. Pak pod́ıl t = σ+/σ
je kořenem kvadratické rovnice

t2 − (4A−B − 1)t+B = 0. (117)
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Důkaz. Derivujeme-li vztah (116), dostaneme g(x) = (a1 + 2a2Q(x))g̃(x), takže podle (113) plat́ı

σ(x) = a1 + 2a2Q(x), (118)

což s použit́ım (116) dává

σ2(x) = a21 + 4a1a2Q(x) + 4a22Q
2(x) = a21 + 4a2(a1Q(x) + a2Q

2(x)) = a21 + 4a2(F (x)− F (x∗)),

takže

σ2
+ − σ2 = 4a2(F+ − F ) ⇒ a2 =

σ2
+ − σ2

4(F+ − F )
. (119)

Podle (118) můžeme psát

Q(x) =
σ(x)− a1

2a2
,

takže s použit́ım (115) dostaneme

2

(
σ+ − a1
2a2

− σ − a1
2a2

)
=
b+
σ+

+
b

σ
⇒ σ+ − σ

a2
=
b+
σ+

+
b

σ
.

Dosad́ıme-li do této rovnice vyjádřeńı (119), můžeme psát

4(F+ − F )

σ+ + σ
=
b+
σ+

+
b

σ
,

neboli

4(F+ − F ) =

(
1 +

σ

σ+

)(
b+ +

σ+
σ
b
)
,

což po dosazeńı t = σ+/σ a po úpravě využ́ıvaj́ıćı vztahy (114) dává (117). 2

Při rozboru rovnice (117) se omeźıme pouze na př́ıpad, kdy plat́ı b < 0 ≤ b+ a F+ < F , takže A > 0
a B ≤ 0 (tyto podmı́nky lze obvykle splnit při výběru délky kroku). Pak obdrž́ıme

(4A−B − 1)2 − 4B ≥ 0,

takže rovnice (117) má reálné kořeny. Rovnice (117) má právě jeden kladný kořen, pokud plat́ı B < 0,
nebo B = 0 a 4A−B − 1 > 0.

Dále budeme předpokládat, že
F (x) = F (x∗) + a1Q

p(x), (120)

kde a1 > 0 a p > 1.

Věta 37. Uvažujme zobecněnou kvadratickou funkci tvaru (120), kde a1 > 0 a p > 1. Označme q =
p/(p− 1). Pak pod́ıl t = σ+/σ je kořenem nelineárńı rovnice

tq+1 + (B − 2Ap)tq − (1− 2Ap)t−B = 0. (121)

Důkaz. Derivujeme-li vztah (120), dostaneme

g(x) = a1pQ
p−1(x)g̃(x),

takže podle (113) plat́ı
σ(x) = a1pQ

p−1(x). (122)

Hodnotu Q(x) můžeme určit řešeńım rovnice (120). Plat́ı

Q(x) =

(
F (x)− F (x∗)

a1

)1/p

.
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Dosad́ıme-li tento vztah do (122), dostaneme

σ(x) = a1p

(
F (x)− F (x∗)

a1

)(p−1)/p

,

takže (σ+
σ

)q
=
F+ − F (x∗)

F − F (x∗)
. (123)

Porovnáme-li vztahy (120) a (122), můžeme psát

Q(x) =
p (F (x)− F (x∗))

σ(x)
,

což spolu s (115) dává

2p

(
F+ − F (x∗)

σ+
− F − F (x∗)

σ

)
=
b+
σ+

+
b

σ
,

neboli

2p

(
F+ − F (x∗)

F − F (x∗)
− σ+

σ

)
=

1

F − F (x∗)

(
b+ + b

σ+
σ

)
. (124)

Ale
F+ − F (x∗)

F − F (x∗)
= 1 +

F+ − F

F − F (x∗)
, ⇒ F+ − F

F − F (x∗)
=
F+ − F (x∗)

F − F (x∗)
− 1.

Dosad́ıme-li tento vztah spolu s (123) do (124), dostanemee

2p(F+ − F )
((σ+

σ

)q
− σ+

σ

)
=
((σ+

σ

)q
− 1
)(

b+ + b
σ+
σ

)
,

což po dosazeńı t = σ+/σ a po úpravě využ́ıvaj́ıćı vztahy (114) dává (121). 2

Rovnice (121) má triviálńı řešeńı t = 1. Nás zaj́ımá pouze netriviálńı řešeńı t ̸= 1. Omeźıme se opět na
př́ıpad, kdy plat́ı b < 0 ≤ b+ a F+ < F , takže A > 0 a B ≤ 0. Označme ψ(t) levou stranu rovnice (121).
Pak plat́ı ψ′(1) = (1+B − 2A)q, kde q > 1, nebot’ p > 1. Předpokládejme, že bud’ B < 0, nebo 2Ap > 1.
Pak pro dostatečně malé i dostatečně velké hodnoty parametru t plat́ı ψ(t) > 0. Mohou tedy nastat tyto
př́ıpady:

(a) Jestliže 2A−B − 1 < 0, má rovnice (121) netriviálńı řešeńı 0 < t < 1.

(b) Jestliže 2A−B − 1 = 0, neńı zaručena existence netriviálńıho řešeńı.

(c) Jestliže 2A−B − 1 > 0, má rovnice (121) netriviálńı řešeńı t > 1.

Rovnici (121) muśıme řešit numericky (např́ıklad metodou p̊uleńı intervalu).

V obecném př́ıpadě, kdy neznáme tvar funkce φ : R → R v (109), nemůžeme použ́ıt lemma 35, nebot’
neznáme explicitńı vyjádřeńı pro hodnotu kvadratické funkce Q : Rn → R. V tomto př́ıpadě nestač́ı
k určeńı pod́ılu hodnot σ+ a σ pouze hodnoty a gradienty funkce F : Rn → R v bodech x+ a x. Plat́ı
však tato věta.

Věta 38. Uvažujme zobecněnou kvadratickou funkci definovanou vztahem (109). Necht’ x− = x + α−s
a x+ = x+ α+s jsou dva r̊uzné body takové, že gradienty g− a g+ jsou lineárně nezávislé. Pak plat́ı

σ

σ−
=

∥g+∥2gT g− − gT−g+g
T g+

∥g+∥2 − (gT−g+)
2

α+ − α−

α+
, (125)

σ

σ+
=

∥g−∥2gT g+ − gT−g+g
T g−

∥g+∥2 − (gT−g+)
2

α− − α+

α−
. (126)
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Důkaz. Použijeme-li vzorec (113), můžeme psát g = σg̃ a

g− = σ−g̃− = σ−(g̃ + α−G̃s) , g+ = σ+g̃+ = σ+(g̃ + α+G̃s) .

Plat́ı tedy
g−
σ−

− g

σ
= α−G̃s ,

g+
σ+

− g

σ
= α+G̃s ,

takže (
g−
σ−

− g

σ

)
α+ =

(
g+
σ+

− g

σ

)
α− . (127)

Vynásob́ıme-li tuto rovnost skalárně vektory g− a g+, dostaneme soustavu rovnic

∥g−∥2
α+

σ−
− (g−)

T g+
α−

σ+
=

α+ − α−

σ
(g−)

T g ,

−(g+)
T g−

α+

σ−
+ ∥g+∥2

α−

σ+
=

α− − α+

σ
(g+)

T g ,

která má řešeńı (125)–(126). Determinant této soustavy je nenulový, nebot’ vektory g− a g+ jsou lineárně
nezávislé. 2

Poznámka 65. Rovnice (127) ukazuje, že pro zobecněnou kvadratickou funkci jsou gradienty g, g− a g+,
určené v bodech x, x− a x+ lež́ıćıch na př́ımce, lineárně závislé. Podmı́nka

det
(
[g, g−, g+]

T [g, g−, g+]
)
≈ 0

může sloužit k ověřeńı vhodnosti zobecněné kvadratické funkce jako modelu pro obecnou nelineárńı funkci.
Vzorce (125)–(126) můžeme použ́ıt pouze tehdy, plat́ı-li σ/σ− > 0 a σ/σ+ > 0.

Pro zobecněnou kvadratickou funkci můžeme snadno realizovat přesný výběr délky kroku.

Věta 39. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 38, přičemž sT g−/σ− ̸= sT g/σ ̸= 0. Pak podmı́nka
sT g+ = 0 je splněna právě tehdy, když

α+

α−
=

1

1− σ

σ−

sT g−
sT g

. (128)

Důkaz. Vynásob́ıme-li rovnici (127) skalárně vektorem s, dostaneme(
sT g−
σ−

− sT g

σ

)
α+ =

(
sT g+
σ+

− sT g

σ

)
α−,

takže podmı́nka sT g+ = 0 je splněna právě tehdy, plat́ı-li (128). 2

Metody sdružených směr̊u pro zobecněné kvadratické funkce jsou účinné, je-li minimalizovaná funkce
zobecněnou kvadratickou funkćı. Pro obecné minimalizované funkce se tato výhoda obvykle neprojev́ı
a vzhledem k tomu, že rovnice (125)–(126) obsahuj́ı několik skalárńıch součin̊u, je výhodněǰśı použ́ıvat
standardńı metody sdružených směr̊u. Totéž plat́ı i pro daľśı metody sdružených směr̊u, které umožňuj́ı
nalézd minimum ještě složitěǰśıch funkćı po konečném počtu krok̊u. Např́ıklad v práci [45], je popsána
metoda, která nalezne minimum konické funkce po konečném počtu krok̊u a v práci [115] metoda, která
nalezne minimum zobecněné konické funkce po konečném počtu krok̊u.
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3 Metody sdružených gradient̊u

Metody sdružených gradient̊u jsou nejjednodušš́ımi metodami spádových směr̊u založenými na principu
konjugovanosti. Princip konjugovanosti, použitý také u metod s proměnnou metrikou, má za následek
podstatné urychleńı konvergence oproti metodě největš́ıho spádu. Prvńı lineárńı metodu sdružených gra-
dient̊u pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se symetrickou pozitivně definitńı matićı (neboli pro minimal-
izaci ryze konvexńı kvadratické funkce) popsali Hestenes a Stiefel v práci [96]. Prvńı nelineárńı metodu
sdružených gradient̊u publikovali Fletcher a Reeves v práci [67]. Nelineárńı metoda sdružemých gradi-
ent̊u se od lineárńı metody lǐśı t́ım, že se mı́sto přesného výběru délky kroku, definovaného vzorcem v
němž se vyskytuje Hessova matice, použ́ıvá nepřesný výběr délky kroku, založený na splněńı některé z
Wolfeho podmı́nek (poznámka 24), a t́ım, že se gradienty minimalizované funkce vyč́ısluj́ı, mı́sto toho,
aby se poč́ıtaly rekurentně. Nepřesný výběr délky kroky zp̊usobuje, že se porušuje sdruženost směrových
vektor̊u, což otv́ırá možnosti pro r̊uzné modifikace základńıch vzorc̊u.

3.1 Základńı metody sdružených gradient̊u

Definice 34. Řekneme, že metoda spádových směr̊u (definice 19) je metodou sdružených gradient̊u, jestlǐze

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi pro i ∈ N, (129)

kde parametr βi se vyb́ırá tak, aby směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, byly sdružené (nebo G–ortogonálńı,
podmı́nka (133)), aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexńı kvadratickou funkci (101) a použ́ıváme-li
přesný výběr délky kroku.

Označme di = xi+1 − xi = αisi a yi = gi+1 − gi. Pak pro kvadratickou funkci (101) plat́ı yi = Gdi a
podmı́nku G–ortogonality vektor̊u si, si+1 lze zapsat ve tvaru αis

T
i Gsi+1 = yTi si+1 = 0 (předpokládáme,

že αi ̸= 0). Odtud prostřednictv́ım (129) dostaneme rovnici βiy
T
i si − yTi gi+1 = 0, neboli

βi =
yTi gi+1

yTi si
. (130)

Ukážeme, že tato volba již zaručuje vzájemnou G–ortogonalitu směrových vektor̊u si, 1 ≤ i ≤ n, a nalezeńı
minima ryze konvexńı kvadratické funkce (101) po konečném počtu krok̊u (je-li výběr délky kroku přesný).

Věta 40. (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou sdružených gradi-
ent̊u (129) a (130) s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0, i ∈ N) aplikovaná na ryze konvexńı
kvadratickou funkci (101). Pak existuje index m ≤ n takový, že gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (neńı-li tato podmı́nka splněna, plat́ı gm+1 = 0 a xm+1 = x∗

pro nějaký index m < n). Dokážeme indukćı, že pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n je si ̸= 0, αi > 0, přičemž
plat́ı

sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, (131)

gTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, (132)

sTj Gsi = 0, 1 ≤ j < i, (133)

sTj yi = yTj si = 0 1 ≤ j < i. (134)

Rovnosti (133) a (134) jsou ekvivalentńı, nebot’ pro kvadratickou funkci (101) plat́ı

yi = gi+1 − gi = G(xi+1 − xi) = Gdi = αiGsi

a αi > 0 podle předpokladu. Z (132) plyne, že nenulové gradienty gi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vzájemně ortogonálńı,
tud́ıž lineárně nezávislé, takže nutně gn+1 = 0 a xn+1 = x∗. Pro i = 1 je sT1 g1 = −gT1 g1 < 0, takže s1 ̸= 0
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a α1 > 0. Necht’ pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı sj ̸= 0, αj > 0, pro 1 ≤ j ≤ i, a sTj gi = 0, gTj gi = 0,

sTj Gsi = sTj yi = yTj si = 0, pro 1 ≤ j < i (indukčńı předpoklad).

(a) Zřejmě sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = 0 pro 1 ≤ j < i (nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i

plat́ı sTj gi = 0 a sTj yi = 0). Z přesného výběru délky kroku plyne, že sTi gi+1 = 0. Plat́ı tedy sTj gi+1 = 0
pro 1 ≤ j ≤ i.

(b) Použijeme-li (129), dostaneme

g1 = −s1,
gj = −sj + βj−1sj−1, 1 < j ≤ i,

takže podle (a) plat́ı

gT1 gi+1 = −sT1 gi+1 = 0,

gTj gi+1 = −sTj gi+1 + βj−1s
T
j−1gi+1 = 0, 1 < j ≤ i.

(c) Použijeme-li (129) a (a) dostaneme

sTi+1gi+1 = −gTi+1gi+1 + βis
T
i gi+1 = −gTi+1gi+1 < 0,

takže si+1 ̸= 0 a αi+1 > 0. Z (129) a (b) plyne, že

yTj si+1 = −yTj gi+1 + βiy
T
j si = −yTj gi+1 = −(gj+1 − gj)

T gi+1 = 0

pro 1 ≤ j < i (nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i plat́ı yTj si = 0). Dále podle (129) a
(130) plat́ı

yTi si+1 = −yTi gi+1 +
yTi gi+1

yTi si
yTi si = 0,

takže yTj si+1 = 0 (a tedy také sTj yi+1 = 0 a sTj Gsi+1 = 0) pro 1 ≤ j ≤ i. T́ım je indukčńı krok dokončen
2

Poznámka 66. Z rovnost́ı sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, vyplývá, že bod xi+1 realizuje minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce (101) na podprostoru generovaném vektory sj , 1 ≤ j ≤ i.

Poznámka 67. Použ́ıváme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si, takže

(yi − di)
T gi+1 = yTi gi+1 − αis

T
i gi+1 = yTi gi+1,

a podle (129) můžeme psát

yTi si = gTi+1si − gTi si = −gTi si = gTi gi − βi−1g
T
i si−1 = gTi gi

(jelikož předpokládáme, že gTi si < 0, ṕı̌seme obvykle |gTi si| mı́sto −gTi si). Je-li nav́ıc minimalizovaná
funkce kvadratická, plat́ı (132), takže

yTi gi+1 = gTi+1gi+1 − gTi gi+1 = gTi+1gi+1.

Odtud plyne, že ve vzorci (130) můžeme použ́ıt tři r̊uzné jmenovatele a tři r̊uzné čitatele, aniž bychom
porušili platnost věty 40. Dostaneme tak devět základńıch metod sdružených gradient̊u.

βHS
i =

yTi gi+1

yTi si
, βPR

i =
yTi gi+1

gTi gi
, βLS

i =
yTi gi+1

|gTi si|
(135)

(HS – Hestenes a Stiefel [96], PR – Polak, Ribiére [161] a Polyak [163], LS – Liu a Storey [110]),

βDY
i =

gTi+1gi+1

yTi si
, βFR

i =
gTi+1gi+1

gTi gi
, βCD

i =
gTi+1gi+1

|gTi si|
(136)
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(DY – Dai a Yuan [41], FR – Fletcher a Reeves [67], CD – conjugate descent [63]),

βHP
i =

(yi − di)
T gi+1

yTi si
, βPP

i =
(yi − di)

T gi+1

gTi gi
, βLP

i =
(yi − di)

T gi+1

|gTi si|
(137)

(Perryho verze metod HS, PR, LS [160], jejichž d̊umyslněǰśı odvozeńı je uvedeno v odd́ılu 3.4). Tyto
metody můžeme rozdělit do tř́ı skupin podle použitého čitatele. Metody prvńı skupiny (HS, PR, LS)
jsou výhodněǰśı pro praktické použit́ı, ale nejsou bez nutných úprav globálně konvergentńı. Metody druhé
skupiny (DY, FR, CD) jsou za určitých předpoklad̊u (kladených na výběr délky kroku) globálně konver-
gentńı, ale h̊uře zachovávaj́ı sdruženost směrových vektor̊u v př́ıpadě, že nepouž́ıváme přesný výběr délky
kroku a minimalizovaná funkce neńı kvadratická. Metody třet́ı skupiny (HP, PP, LP) maj́ı podobné vlast-
nosti jako metody prvńı skupiny. Metody patř́ıćı do téže skupiny se svými vlastnostmi př́ılǐs nelǐśı až na to,
že jmenovatel gTi gi neńı obecně souměřitelný s ostatńımi jmenovateli, což čińı pot́ıže v d̊ukazech globálńı
konvergence. Poznamenejme, že je-li splněna slabá Wolfeho podmı́nka, jsou hodnoty (136) kladné.

Poznámka 68. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice. Položme x̃ = H−1/2x a F̃ (x̃) = F (x),
takže g̃(x̃) = H1/2g(x) a G̃(x̃) = H1/2G(x)H1/2. Aplikujeme-li metodu sdružených gradient̊u na funkci
F̃ (x̃) a vrát́ıme-li se k p̊uvodńım proměnným, dostaneme

s1 = −Hg1 a si+1 = −Hgi+1 + βisi pro i ∈ N,

kde

βPHS
i =

yTi Hgi+1

yTi si
, βPPR

i =
yTi Hgi+1

gTi Hgi
, βPLS

i =
yTi Hgi+1

|gTi si|
,

βPDY
i =

gTi+1Hgi+1

yTi si
, βPFR

i =
gTi+1Hgi+1

gTi Hgi
, βPCD

i =
gTi+1Hgi+1

|gTi si|
,

βPHP
i =

(Hyi − di)
T gi+1

yTi si
, βPPP

i =
(Hyi − di)

T gi+1

gTi Hgi
, βPLP

i =
(Hyi − di)

T gi+1

|gTi si|
,

Metody, které použ́ıvaj́ı tyto vzorce se nazývaj́ı předpodmı́něnými metodami sdružených gradient̊u. Pro
tyto metody plat́ı všechny věty, které jsme zat́ım dokázali (splňuje-li funkce F (x) předpoklady F1–F3,
př́ıpadně F4–F6, splňuje tyto předpoklady i funkce F̃ (x̃)). Je však třeba psát g̃ = H1/2g mı́sto g a
s̃ = H−1/2s mı́sto s, takže vzorce (131), (133), (134) z̊ustanou beze změny, ale pro 1 < i ≤ n mı́sto (132)
plat́ı

gTj Hgi+1 = 0, 1 ≤ j < i.

Poznámka 69. Podobný postup lze použ́ıt k odvozeńı škálovaných metod sdružených gradient̊u. Nahrad́ıme-
li v předchoźıch vzorćıch matici H matićı γiI, dostaneme

s1 = −g1 a si+1 = −γi(gi+1 − βisi) pro i ∈ N,

kde

βSHS
i =

yTi gi+1

yTi si
, βSPR

i =
yTi gi+1

γi−1gTi gi
, βSLS

i =
yTi gi+1

|gTi si|
,

βSDY
i =

gTi+1gi+1

yTi si
, βSFR

i =
gTi+1gi+1

γi−1gTi gi
, βSCD

i =
gTi+1gi+1

|gTi si|
,

βSHP
i =

pTi gi+1

yTi si
, βSPP

i =
pTi gi+1

γi−1gTi gi
, βSLP

i =
pTi gi+1

|gTi si|
.

kde pi = yi − di/γi. Vzorce ve jmenovateĺıch plynou z toho, že v př́ıpadě přesného výběry délky kroku
plat́ı

yTi si = gTi+1si − gTi si = −gTi si = γi−1g
T
i (gi − βi−1g

T
i si−1) = γi−1g

T
i gi.
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Poznámka 70. Abychom dokázali globálńı konvergenci škálovaných metod sdružených gradient̊u, předpo-
kládáme existenci č́ısel 0 < γ ≤ γ takových, že γ ≤ γi ≤ γ. Obvykle tato č́ısla zvoĺıme předem a
pokud hodnota škálovaćıho parametru uvedené nerovnosti nesplňuje, pokládáme γi = 1. Pro škálováńı se
nejčastěji použ́ıvaj́ı hodnoty

γi =
yTi di
yTi yi

, γi =
dTi di
yTi di

, γi =

√
dTi di
yTi yi

,

(poznámka 161). Takto škálované metody se nazývaj́ı spektrálńımi metodami sdružených gradient̊u [10].
Jelikož yi = g(xi+1)− g(xi) a di = xi+1 − xi, plat́ı yi = G̃idi a di = G̃−1

i yi, kde

G̃i =

∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ. (138)

Jsou-li splněny předpoklady F4 a F5, můžeme psát

G∥yi∥2 ≤ yTi di ≤ G∥yi∥2,
1

G
∥di∥2 ≤ yTi di ≤

1

G
∥di∥2,

takže spektrálńı škálovaćı parametry vyhovuj́ı nerovnostem G ≤ γi ≤ G.

3.2 Globálńı konvergence základńıch metod sdružených gradient̊u

Při vyšetřováńı globálńı konvergence metod sdružených gradient̊u lze mı́sto podmı́nky (39) použ́ıt podmı́nku
(38) (neboli

∑∞
i=1 1/∥si∥2 = ∞). Plat́ı tato obecná věta [36].

Věta 41. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak metoda sdružených gradient̊u
(129), která generuje směrové vektory splňuj́ıćı podmı́nku (S1a) a použ́ıvá délky kroku splňuj́ıćı zobecněnou
Wolfeho podmı́nku je globálně konvergentńı, plat́ı-li (38).

Důkaz Vztah (129) můžeme zapsat ve tvaru si+1 + gi+1 = βisi, což po umocněńı dává

∥si+1∥2 + 2gTi+1si+1 + ∥gi+1∥2 = β2
i ∥si∥2

a jelikož podle (S1a) plat́ı gTi+1si+1 < 0, dostaneme

∥si+1∥2 ≥ β2
i ∥si∥2 − ∥gi+1∥2. (139)

Použijeme-li znovu (129) můžeme psát

gTi+1si+1 − βig
T
i+1si = −∥gi+1∥2,

což spolu s (S2a), kde ε3 ≥ ε2, dává

|gTi+1si+1|+ ε3|βi||gTi si| ≥ ∥gi+1∥2

a po umocněńı dostaneme

∥gi+1∥4 ≤ (gTi+1si+1)
2 + 2ε3|βi||gTi+1si+1||gTi si|+ ε23β

2
i (g

T
i si)

2

≤ (gTi+1si+1)
2 + β2

i (g
T
i si)

2 + ε23(g
T
i+1si+1)

2 + ε23β
2
i (g

T
i si)

2,

nebot’ pro libovolná dvě reálná č́ısla a a b plat́ı a2 + b2 ≥ 2ab. Posledńı nerovnost převedeme na tvar

(gTi+1si+1)
2 + β2

i (g
T
i si)

2 ≥ 1

1 + ε23
∥gi+1∥4,
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což spolu s (139) dává

(gTi+1si+1)
2

∥si+1∥2
+

(gTi si)
2

∥si∥2
=

1

∥si+1∥2

(
(gTi+1si+1)

2 +
∥si+1∥2

∥si∥2
(gTi si)

2

)
≥ 1

∥si+1∥2

(
(gTi+1si+1)

2 + β2
i (g

T
i si)

2 − (gTi si)
2

∥si∥2
∥gi+1∥2

)
≥ 1

∥si+1∥2

(
1

1 + ε23
∥gi+1∥4 −

(gTi si)
2

∥si∥2
∥gi+1∥2

)
=

∥gi+1∥2

∥si+1∥2

(
1

1 + ε23
∥gi+1∥2 −

(gTi si)
2

∥si∥2

)
.

Předpokládejme, že plat́ı (38) a neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥gi∥ ≥ ε,
i ∈ N , a předchoźı nerovnost lze zapsat ve tvaru

(gTi+1si+1)
2

∥si+1∥2
+

(gTi si)
2

∥si∥2
≥ ε2

∥si+1∥2

(
ε2

1 + ε23
− (gTi si)

2

∥si∥2

)
.

Protože podle (34) plat́ı (gTi si)
2/∥si∥2 → 0, existuje index k ∈ N takový, že (gTi si)

2/∥si∥2 ≤ ε2/(2 + 2ε23)
což spolu s předchoźı nerovnost́ı a (34) dává

ε4

2(1 + ε23)

∞∑
i=k

1

∥si+1∥2
<∞.

To je však ve sporu s předpokladem (38). 2

Poznámka 71. Věta 41 je velmi obecná, ale vyžaduje platnost podmı́nky (S1a), kterou metody sdružených
gradient̊u obecně nesplňuj́ı. Vztah (S1a) se obvykle dokazuje tak, že se dokáže silněǰśı nerovnost (35). Pak,
d̊ukaz toho, že (38) implikuje globálńı konvergenci je triviálńı (poznámka 30). Plat́ı-li nav́ıc (37), plyne
globálńı konvergence z poznámky 29 a neńı třeba použ́ıvat větu 41.

Použit́ı věty 41 pro konkrétńı metody sdružených gradient̊u neńı zcela př́ımočaré a je třeba vyšetřovat
jednotlivé př́ıpady samostatně. Jak již bylo poznamenáno (poznámka 67), jsou metody (136) za určitých
předpoklad̊u (kladených na výběr délky kroku) globálně konvergentńı bez jakýchkoliv úprav. Nejprve
dokážeme globálńı konvergenci metody DY. Větu zformulujeme tak, aby zahrnovala poněkud širš́ı tř́ıdu
metod sdružených gradient̊u.

Věta 42. (Globálńı konvergence metody DY [41]). Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a
F3. Pak metoda sdružených gradient̊u (129) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku je
globálně konvergentńı, pokud

βi = λiβ
DY
i = λi

gTi+1gi+1

yTi si
, −1− ε2

1 + ε2
≤ λi ≤ 1, i ∈ N. (140)

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že

|βi| ≤
gTi+1si+1

gTi si
(141)

∀i ∈ N . Použijeme-li (129) a vztah yi = gi+1 − gi, můžeme psát

gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 + βig
T
i+1si

=
−gTi+1gi+1(gi+1 − gi)

T si + λig
T
i+1gi+1g

T
i+1si

yTi si

= −(1− λi)
gTi+1gi+1g

T
i+1si

yTi si
+
gTi+1gi+1g

T
i si

yTi si
,
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což s použit́ım (S3a), kde ε3 = ∞, dává

gTi+1si+1

gTi si
= |λi|

gTi+1gi+1

yTi si
+ (1− |λi|)

gTi+1gi+1

yTi si
− (1− λi)

gTi+1gi+1

yTi si

gTi+1si

gTi si

≥ |βi|+
(
1− |λi| − (1− λi)ε2

gTi si
gTi si

)
gTi+1gi+1

yTi si
≥ |βi|,

nebot’ yTi si > 0 a pro −(1 − ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1 plat́ı (1 − |λi| − (1 − λi)ε2) ≥ 0. Z (141) plyne
indukćı, že směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové (pokud gradienty gi, i ∈ N , jsou nenulové). Plat́ı totiž
gT1 s1 = −gT1 g1 < 0 a předpokládáme-li, že gTi si < 0, dává (141) gTi+1si+1 ≤ |βi|gTi si < 0, pokud βi ̸= 0.
Jestliže βi = 0, dostaneme podle (129) gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 < 0.

(b) Zaṕı̌seme-li (129) ve tvaru si+1+gi+1 = βisi, dostaneme umocněńım, převedeńım dvou člen̊u na pravou
stranu a použit́ım nerovnosti (141) vztah

∥si+1∥2 = β2
i ∥si∥2 − 2gTi+1si+1 − ∥gi+1∥2 ≤

(
gTi+1si+1

gTi si

)2

∥si∥2 − 2gTi+1si+1 − ∥gi+1∥2,

neboli

∥si+1∥2

(gTi+1si+1)2
=

∥si∥2

(gTi si)
2
− 2

gTi+1si+1
− ∥gi+1∥2

(gTi+1si+1)2

=
∥si∥2

(gTi si)
2
−
(

1

∥gi+1∥
+

∥gi+1∥
gTi+1si+1

)2

+
1

∥gi+1∥2

≤ ∥si∥2

(gTi si)
2
+

1

∥gi+1∥2
.

Protože ∥s1∥2/(gT1 s1)2 = 1/∥g1∥2, dává předchoźı nerovnost

∥si∥2

(gTi si)
2
≤

i∑
j=1

1

∥gj∥2
∀i ∈ N.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε
∀i ∈ N , takže

∥si∥2

(gTi si)
2
≤ i

ε2
∀i ∈ N,

neboli

∞∑
i=1

(gTi si)
2

∥si∥2
≥

∞∑
i=1

ε2

i
= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı. To je však ve sporu s nerovnost́ı (34) uvedenou v poznámce 28. 2

Nyńı se budeme zabývat d̊ukazem globálńı konvergence metody FR. Opět budeme vyšetřovat poněkud
širš́ı tř́ıdu metod sdružených gradient̊u.

Věta 43. (Globálńı konvergence metody FR [2]). Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a
F3. Pak metoda sdružených gradient̊u (129) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku je
globálně konvergentńı, pokud

βi = λiβ
FR
i = λi

∥gi+1∥2

∥gi∥2
, |λi| ≤ 1, i ∈ N. (142)
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Důkaz (a) (Al-Baali) Dokážeme indukćı nerovnost

0 < 1− ε2
1− ε2

≤ − gTi si
∥gi∥2

≤ 1 +
ε2

1− ε2
. (143)

Pro i = 1 nerovnost plat́ı, nebot’ s1 = −g1 a tedy −gT1 s1/∥g1∥2 = 1. Předpokládejme, že nerovnost plat́ı
pro nějaký index i ∈ N . Zaṕı̌seme-li (129) ve tvaru si+1 + gi+1 = βisi, můžeme psát

gTi+1si+1

∥gi+1∥2
+ 1 = βi

gTi+1si

∥gi+1∥2
= λi

gTi+1si

∥gi∥2
.

Podle (S3a) plat́ı |gTi+1si| ≤ −ε2gTi si a z indukčńıho předpokladu (pravá část nerovnosti) plyne−gTi si/∥gi∥2 ≤
1 + ε2/(1− ε2). Použijeme-li tyto vztahy spolu s předchoźı rovnost́ı, dostaneme∣∣∣∣gTi+1si+1

∥gi+1∥2
+ 1

∣∣∣∣ ≤ −ε2|λi|
gTi si
∥gi∥2

≤ −ε2
gTi si
∥gi∥2

≤ ε2

(
1 +

ε2
1− ε2

)
=

ε2
1− ε2

(prvńı nerovnost plyne z (S3a), druhá z toho, že |λi| ≤ 1 a třet́ı z indukčńıho předpokladu). T́ım je indukčńı
krok dokončen (stač́ı odstranit absolutńı hodnotu). Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı 1 − ε2/(1 − ε2) > 0,
pokud 0 < ε2 < 1/2, takže směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové a plat́ı (35) s s = (1 − 2ε2)/(1− ε2),
což podle poznámky 29 implikuje nerovnost (36).

(b) Použijeme-li levou část podmı́nky (S3a) a levou část nerovnosti (143), dostaneme

|sTi gi+1| ≤ −ε2sTi gi ≤ ε2

(
1 +

ε2
1− ε2

)
∥gi∥2 =

ε2
1− ε2

∥gi∥2.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s (129), můžeme psát

∥si+1∥2 ≤ ∥gi+1∥2 + 2|βi||sTi gi+1|+ β2
i ∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
|βi|∥gi∥2 + β2

i ∥si∥2

= ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
|λi|∥gi+1∥2 + λ2i

∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
∥gi+1∥2 +

∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2

=
1 + ε2
1− ε2

∥gi+1∥2 +
∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2,

nebot’ |λi| ≤ 1. Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + ε2

1− ε2

1

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ 1 + ε2

1− ε2

i+ 1

ε2

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ (1 + ε2)/(1− ε2)). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ 1− ε2

1 + ε2
ε2

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (36) uvedenou v poznámce 29. 2
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Poznámka 72. Věta 43 vyžaduje silněǰśı předpoklady než věta 42. Je třeba, aby byla splněna silná
Wolfeho podmı́nka a aby nav́ıc platilo ε2 < 1/2. Samotnou nerovnost (143) však můžeme zobecnit tak, že
ji lze použ́ıt i za poněkud slabš́ıch předpoklad̊u. Jestliže |λi| ≤ ε2/ε2, kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2, postupem
použitým v části (a) d̊ukazu věty 43 dostaneme

0 < 1− ε2
1− ε2

≤ − gTi si
∥gi∥2

≤ 1 +
ε2

1− ε2
. (144)

Pokud ε2 ≈ 1/10 (což je doporučená hodnota) a ε2 ≈ 1/2, plat́ı tato nerovnost i pro |λi| ≈ 5 (λi je
koeficient v (142)). V d̊ukazu globálńı konvergence však nerovnost |λi| ≤ ε2/ε2 použ́ıt nelze. Chceme-li
připustit hodnoty |λi| > 1, je třeba pro i ∈ N spolu s |λi| ≤ ε2/ε2 splnit podmı́nku

∥gi∥2
i−1∑
j=1

i−1∏
k=j

λ2k ≤ c i

pro nějakou hodnotu c > 0 [35].

V předpokladech věty 43 můžeme silnou Wolfeho podmı́nku nahradit zobecněnou Wolfeho podmı́nkou
s 0 ≤ ε3 < 1/2. Pro metodu FR to nemá žádný praktický význam. Zobecněná Wolfeho podmı́nka s ε3 = 0
je však podstatná pro d̊ukaz globálńı konvergence metody CD.

Věta 44. (Globálńı konvergence metody CD [40]). Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3.
Pak metoda sdružených gradient̊u (129) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım zobecněnou Wolfeho podmı́nku s
ε3 = 0, je globálně konvergentńı, pokud

βi = λiβ
CD
i = λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
, 0 ≤ λi ≤ 1, i ∈ N. (145)

Důkaz (a) Použijeme-li (129), (145) a (S3a) s ε3 = 0 (takže gTi+1si ≤ 0), dostaneme

−gTi+1si+1 = gTi+1gi+1 − λi
gTi+1gi+1

|gTi si|
gTi+1si ≥ gTi+1gi+1, (146)

takže směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové a plat́ı (35) s s = 1, což podle poznámky 29 implikuje
nerovnost (36).

(b) Použijeme-li vztahy (130), (145) a podmı́nku 0 ≤ λi ≤ 1, dostaneme

∥si+1∥2 =

(
−gi+1 + λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)T (
−gi+1 + λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)
= ∥gi+1∥2 − 2λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
gTi+1si + λ2i

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 + 2ε2∥gi+1∥2 +
∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2

a protože podle (146) plat́ı |gTi si| ≥ ∥gi∥2, dostaneme

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + 2ε2

∥gi+1∥2
+

∥si∥2

∥gi∥4
. (147)

Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.
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Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + 2ε2

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ 1 + 2ε2

ε2
(i+ 1)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ 1 + 2ε2). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ ε2

1 + 2ε2

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (36) uvedenou v poznámce 29. 2

Poznámka 73. Podmı́nka ε3 = 0 v (S3a) je nutná. Pro libovolnou hodnotu ε3 > 0 lze nalézt funkci
F : Rn → R a počátečńı bod x1 ∈ Rn tak, že metoda CD nekonverguje [40]. Pot́ıž spoč́ıvá v tom, že
metoda CD s gTi+1si > 0 sice splňuje nerovnost (35) s s = 1− ε2, ale druhý člen na pravé straně nerovnosti
(147) je třeba vynásobit koeficientem 1/(1 − ε2) > 1. Posloupnost ∥si∥2/∥gi∥4 pak pro ∥gi∥ ≥ ε roste
rychleji než geometrická posloupnost s koeficientem větš́ım než jedna, takže plat́ı (36).

Poznámka 74. Jak již bylo zmı́něno v poznámce 67, dávaj́ı metody (135) a (137) lepš́ı praktické výsledky
než metody (136). Vlastnosti metod (135) a (137) lze zlepšit t́ım, že vylouč́ıme záporné hodnoty, takže
dostaneme

βHS+
i = max(0, βHS

i ), βPR+
i = max(0, βPR

i ), βLS+
i = max(0, βLS

i ). (148)

βHP+
i = max(0, βHP

i ), βPP+
i = max(0, βPP

i ), βLP+
i = max(0, βLP

i ). (149)

Teoretické d̊uvody pro vyloučeńı záporných hodnot jsou vysvětleny v odd́ılu 3.5. Metody (135) a (137) lze
též kombinovat s metodami (136) tak, že je použijeme pouze tehdy splňuj́ı-li předpoklady vět o globálńı
konvergenci, tedy

−1− ε2
1 + ε2

≤ βHS
i

βDY
i

≤ 1, −1 ≤ βPR
i

βFR
i

≤ 1, 0 ≤ βLS
i

βCD
i

≤ 1,

−1− ε2
1 + ε2

≤ βHP
i

βDY
i

≤ 1, −1 ≤ βPP
i

βFR
i

≤ 1, 0 ≤ βLP
i

βCD
i

≤ 1

(je-li splněna slabá Wolfeho podmı́nka, jsou hodnoty (136) kladné). Nejsou-li tyto nerovnosti splněny
použijeme odpov́ıdaj́ıćı metodu z (136), tedy βDY

i , βFR
i , βCD

i . Také lze položit

βHSC+
i = max(0,min(βHS

i , βDY
i )), βHPC+

i = max(0,min(βHP
i , βDY

i )),

βPRC+
i = max(0,min(βPR

i , βFR
i )), βPPC+

i = max(0,min(βPP
i , βFR

i )), (150)

βLSC+
i = max(0,min(βLS

i , βCD
i )), βLPC+

i = max(0,min(βLP
i , βCD

i )).

Z předchoźıch vět je zřejmé, že kombinované metody jsou globálně konvergentńı za stejných předpoklad̊u
jako metody DY, FR, CD.

Poznámka 75. Globálńı konvergenci metod (135) a (137) lze zajistit pomoćı přerušováńı iteračńıho
procesu. Pokud neńı splněna podmı́nka −gTi+1si+1 ≥ ε0∥gi+1∥∥si+1∥, kde ε0 > 0, pokládáme si+1 = −gi+1

(což odpov́ıdá hodnotě βi = 0). Podle poznámky 34 jsou takto upravené metody globálně konvergentńı.
Praktické zkušenosti ukazuj́ı, že zvoĺıme li č́ıslo ε0 dostatečně malé, docháźı k přerušováńı iteračńıho
procesu pouze výjimečně a takto upravené metody jsou velmi efektivńı.
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3.3 Asymptotická rychlost konvergence

Metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku najde minimum kvadratické funkce po
nejvýše n kroćıch (věta 40). Neplat́ı to však jestliže (a) výběr délky kroku neńı přesný, (b) funkce
neńı kvadratická, (c) Hessova matice je špatně podmı́něná a projevuj́ı se zaokrouhlovaćı chyby. Pak
je třeba pokračovat ve výpočtu. Aby byly i nadále splněny předpoklady věty 40, je třeba iteračńı proces
přerušit (položit sn+1 = −gn+1). Přerušováńı iteračńıho procesu je též nutné pro vyšetřováńı asymp-
totické rychlosti konvergence. V daľśıch úvahách se budeme zabývat cyklicky přerušovanými metodami
sdružených gradient̊u, pro které jsou splněny předpoklady věty 32.

Definice 35. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je cyklicky přerušovanou metodou sdružených
gradient̊u, jestlǐze plat́ı si = −gi pro i ∈ M a si = −gi + βi−1si−1 pro i ̸∈ M , kde parametr βi je určen
některým ze vzorc̊u (135)–(137) a M = {l ∈ N : l = nk + l, k ≥ 0} a l ∈ N .

Nejprve ukážeme, že cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u, kde parametr βi se vyb́ırá
tak, aby byla splněna nerovnost (144), je metodou stejnoměrně spádových směr̊u gradientńıho typu.

Věta 45. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených
gradient̊u s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku, přičemž plat́ı

|βi| ≤
ε2
ε2

∥gi+1∥2

∥gi∥2
, (151)

kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F : D → R vyhovuj́ıćı
předpoklad̊um F4 a F5. Pak jsou směrové vektory si, i ∈ N , stejnoměrně spádové a plat́ı si ∼ gi.

Důkaz Připomeňme, že je-li splněna podmı́nka (151), plat́ı podle poznámky 72 nerovnost (144).
(a) Zřejmě ∥ei∥ = O(∥ei−1∥) (poznámka 37) a ∥gi−1∥ ∼ ∥ei−1∥ (věta 5), takže ∥gi∥ = O(∥gi−1∥). Existuje
tedy konstanta c > 0 taková, že

∥gi∥
∥gi−1∥

≤ c
ε2
ε2

∀i ̸∈M.

Necht’ i ̸∈M . Pak podle (151) plat́ı

∥si∥ ≤ ∥gi∥+ |βi−1|∥si−1∥ ≤ ∥gi∥+
ε2
ε2

∥gi∥2

∥gi−1∥2
∥si−1∥,

takže
∥si∥
∥gi∥

≤ 1 +
ε2
ε2

∥gi∥
∥gi−1∥

∥si−1∥
∥gi−1∥

≤ 1 + c
∥si−1∥
∥gi−1∥

.

Necht’ k = sup{j ∈ M, j ≤ i}. Protože sk = −gk, plat́ı ∥sk∥/∥gk∥ = 1, takže rekurentńım použit́ım
posledńı nerovnosti dostaneme

∥si∥
∥gi∥

≤
i−k∑
j=0

cj ≤
n∑

j=0

cj
∆
= c.

(b) Použijeme-li nerovnost (144) (pravou část) dostaneme

− sTi gi
∥gi∥2

≥ 1− ε2
1− ε2

=
1− 2ε2
1− ε2

,

což spolu s (a) dává

− sTi gi
∥si∥∥gi∥

= − sTi gi
∥gi∥2

∥gi∥
∥si∥

≥ −1

c

sTi gi
∥gi∥2

≥ 1

c

1− 2ε2
1− ε2

=
c

c
,

kde c = (1− 2ε2)/(1− ε2) > 0, takže −sTi gi ≥ ε0∥si∥/∥gi∥, kde ε0 = c/c > 0.
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(c) Použit́ım nerovnosti (144) a Schwarzovy nerovnosti dostaneme

∥si∥∥gi∥ ≥ −sTi gi ≥
1− 2ε2
1− ε2

∥gi∥2,

což dává ∥si∥ ≥ c∥gi∥. Jelikož z (a) plyne ∥si∥ ≤ c∥gi∥, plat́ı si ∼ gi. 2

Nyńı budeme vyšetřovat cyklicky přerušované metody sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným
výběrem délky kroku takové, že

βi =
gTi+1gi+1

gTi gi
(1 + o(1)) (152)

(pokud βi ̸= 0). Z (152) plyne existence indexu l ∈M takového, že nerovnost (151) plat́ı pro i ≥ l. Protože
vyšetřujeme asymptotické chováńı iteračńıho procesu, budeme pro jednoduchost předpokládat, že l = 1 (v
opačném př́ıpadě lze posunout indexy, aniž by se změnilo asymptotické chováńı uvažované posloupnosti).
Pak jsou splněny předpoklady věty 45 a uvažovaná metoda je metodou stejnoměrně spádových směr̊u
gradientńıho typu.

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že ei ̸= 0 a gi ̸= 0, i ∈ N , nebot’ v opačném př́ıpadě iteračńı
proces konč́ı ve stacionárńım bodě. Dále budeme předpokládat, že

∥ei∥ ∼ ∥el∥ ∀l ≤ i < l + n, l ∈M.

Pokud pro nějaký index l ≤ i < l + n neplat́ı ∥ei∥ ∼ ∥el∥, pak nutně ∥ei∥ = o(∥el∥) (jelikož podle
poznámky 37 je ∥ei∥ = O(∥el∥)), takže rychlost konvergence je vyšš́ı než lineárńı (tato úvaha je precizována
v d̊ukazu věty 32).

Věta 46. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených
gradient̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku, pro kterou plat́ı (152). Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuj́ıćı předpoklad̊um F4 a F5. Necht’ ∥ei∥ ∼ ∥el∥ pro
l ∈M a l ≤ i < l + n. Pak jsou splněny podmı́nky (a)-(e) uvedené v poznámce 61.

Důkaz Podle předpokladu plat́ı ei ̸= 0, gi ̸= 0 a ei ∼ el pro l ∈M a l ≤ i < l+ n a z předpoklad̊u F4, F5
a věty 5 plyne, že gi ∼ ei pro l ∈M a l ≤ i < l + n. Důkaz provedeme indukćı. Ukážeme, že pro l ∈M a
l ≤ i < l + n plat́ı

si ∼ gi, αi ∼ 1, βi ∼ 1, (153)

−sTi gi = gTi gi(1 + o(1)) (154)

(ze vztah̊u (153) a (154) plyne platnost podmı́nek (a) a (b) uvedených v poznámce 61), a že pro l ∈M a
l ≤ j < i < l + n plat́ı

sTj gi = o(∥el∥2), (155)

gTj gi = o(∥el∥2), (156)

sTj G
∗si = o(∥el∥2), (157)

sTj yi = yTj si = o(∥el∥2), (158)

(z (158) plyne platnost podmı́nky (c) uvedené v poznámce 61, podmı́nka (d) je předpokladem dokazované
věty a podmı́nka (e) plyne z věty 40). Na začátku cyklu plat́ı sl = −gl ∼ gl a−sTl gl = gTl gl = gTl gl(1+o(1)).
Z předpoklad̊u F4, F5 a lemmatu 7 plyne, že αl ∼ 1. Dále neńı co dokazovat. Necht’ (153)–(158) plat́ı pro
l ≤ i < l + n− 1 (indukčńı předpoklad).

(a) Důkaz vztahu (155). Podle (155) a (158) plat́ı

sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = o(∥el∥2)

pro l ≤ j < i. Z definice 21 a z (154) plyne, že

sTi gi+1 = sTi gio(1) = o(∥gi∥2) = o(∥ei∥2) = o(∥el∥2).
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Plat́ı tedy sTj gi+1 = o(∥el∥2) pro l ≤ j ≤ i.

(b) Důkaz vztahu (156). Zřejmě

gl = −sl,
gj = −sj + βj−1sj−1 ∀l < j ≤ i,

takže podle (a) a (152) plat́ı

gTl gi+1 = −sTl gi+1 = o(∥el∥2),
gTj gi+1 = −sTj gi+1 + βj−1s

T
j−1gi+1 = o(∥el∥2) ∀l < j ≤ i.

(c) Důkaz vztah̊u (153). Z relaćı gi+1 ∼ ei+1 ∼ el a gi ∼ ei ∼ el plyne gi+1 ∼ gi, takže podle (152) plat́ı
βi ∼ 1. Z definice 21 a z (153)–(154) pak dostaneme

sTi+1si+1 = (−gi+1 + βisi)
T (−gi+1 + βisi) = gTi+1gi+1 − 2βig

T
i+1si + β2

i s
T
i si

∼ gTi+1gi+1 + gTi gio(1) + gTi gi ∼ gTi+1gi+1

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi). Z předpoklad̊u F4, F5 a lemmatu 7 plyne, že αi+1 ∼ ∥gi+1∥/∥si+1∥, což
spolu s si+1 ∼ gi+1 dává αi+1 ∼ 1.

(d) Důkaz vztahu (154). Z definice 21 a vztah̊u (153), (154) plyne, že

−gTi+1si+1 = gTi+1gi+1 − βig
T
i+1si = gTi+1gi+1 + gTi sio(1) = gTi+1gi+1 + o(∥gi∥2) = gTi+1gi+1(1 + o(1))

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi).

(e) Důkaz vztah̊u (157) a (158). Použijeme-li (153), (158) a (b), dostaneme

yTj si+1 = βiy
T
j si − yTj gi+1 = o(∥el∥2) + (gj − gj+1)

T gi+1 = o(∥el∥2)

pro 1 ≤ j < i a podle (135) plat́ı

yTi si+1 = −yTi gi+1 +
yTi gi+1

yTi si
yTi si = 0,

což dohromady dává yTj si+1 = o(∥el∥2) pro 1 ≤ j ≤ i. Použijeme-li větu 5, můžeme pro 1 ≤ j ≤ i psát

yj = gj+1 − gj = G∗dj + o(∥dj∥) = αjG
∗sj + αjo(∥sj∥) = αjG

∗sj + o(∥el∥),

takže

sTj G
∗si+1 =

1

αj
yTj si+1 +

∥si+1∥
αj

o(∥el∥) = o(∥el∥2),

nebot’ podle (153) plat́ı αj ∼ 1 a podle (d) je si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el. Použijeme-li znovu větu 5,
dostaneme

yi+1 = gi+2 − gi+1 = G∗di+1 + o(∥di+1∥) = αi+1G
∗si+1 + αi+1o(∥si+1∥) = αi+1G

∗si+1 + o(∥el∥),

takže
sTj yi+1 = αi+1s

T
j G

∗si+1 + ∥sj∥o(∥el∥) = o(∥el∥2),

nebot’ podle (153) plat́ı sj ∼ gj ∼ ej ∼ el a podle (d) je αi+1 ∼ 1. 2

Poznámka 76. Podmı́nka (152) je zcela jistě splněna pro metodu FR. Plat́ı však i pro jiné metody
sdružených gradient̊u. Dokážeme jej́ı platnost pro metodu HS. Protože gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme podle
části (b) předchoźıho d̊ukazu psát

yTi gi+1 = gTi+1gi+1 − gTi gi+1 = gTi+1gi+1 + o(∥el∥2) = gTi+1gi+1 + o(∥gi+1∥2) = gTi+1gi+1(1 + o(1)).
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Z definice 21 a z (154) plyne, že yTi si = −gTi si(1 + o(1)) = gTi gi(1 + o(1)). Po dosazeńı dostaneme

βi =
yTi gi+1

yTi si
=
gTi+1gi+1

gTi gi

(1 + o(1))

(1 + o(1))
=
gTi+1gi+1

gTi gi
(1 + o(1)).

Lemma 20. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 46. Necht’ x̄i ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná
referenčńım iteračńım procesem uvedeným v poznámce 62. Pak ei− ēi = o(∥el∥) pro l ∈M a l ≤ i ≤ l+n.

Důkaz Dokážeme indukćı, že pro l ∈M a 1 ≤ i < l + n plat́ı (104), (105) a

β̄i = βi(1 + o(1)), (159)

takže dokazované tvrzeńı plyne bezprostředně z lemmatu 19. Na začátku cyklu plat́ı ēl = el, ḡl = gl,
s̄l = sl, takže jako v d̊ukazu lemmatu 19 lze psát ēl = el(1 + o(1)), ḡl = gl(1 + o(1)), s̄l = gl(1 + o(1)) a
ᾱl = αl(1+o(1)). Předpokládejme, že (104), (105) a (159) plat́ı pro l ≤ i < l+n−1 (indukčńı předpoklad).

(a) Jelikož podle věty 46 plat́ı αi ∼ 1, si ∼ gi ∼ ei ∼ el a si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme stejným
postupem jako v částech (a) a (b) d̊ukazu lemmatu 19 dokázat, že plat́ı (105).

(b) Podle (a) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ȳi = ḡi+1 − ḡi = gi+1(1 + o(1))− gi(1 + o(1)) = yi + o(∥el∥) = yi(1 + o(1)),

nebot’ z předpoklad̊u F4 a F5 plyne

yi =

∫ 1

0

G(xi + tdi)didt ∼ di = αisi ∼ el.

Můžeme tedy psát

β̄i =
ȳTi ḡi+1

s̄Ti ȳi
=
yTi gi+1(1 + o(1))2

sTi yi(1 + o(1))2
=
yTi gi+1

sTi yi
(1 + o(1)) = βi(1 + o(1)).

(c) Podle (b) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

s̄i+1 = −ḡi+1 + β̄is̄i = −gi+1(1 + o(1)) + βisi(1 + o(1))2

= −gi+1 + βisi + o(∥el∥) = si+1(1 + o(1)).

2

Věta 47. (n-kroková superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky
přerušovanou metodou sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku. Necht’ xi → x∗,
kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuj́ıćı předpoklad̊um F4 a F5. Pak plat́ı

lim
l
M→∞

∥xl+n − x∗∥
∥xl − x∗∥

= 0.

Důkaz Tvrzeńı věty 47 je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 20 a věty 32. 2

Poznámka 77. Podle věty 9 a poznámky 17 je cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı.

Nyńı se budeme věnovat odhadu asymptotické rychlosti konvergence metody sdružených gradient̊u ve
vnitřńıch kroćıch každého cyklu.
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Lemma 21. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
P 2
i (λk), (160)

kde Pi(λ) je libovolný polynom stupně i takový, že Pi(0) = 1, a λk, 1 ≤ k ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice G
seřazená vzestupně.

Důkaz (a) Dokážeme indukćı, že pro 1 ≤ j ≤ i plat́ı gj ∈ Kj a sj ∈ Kj , kde

Kj = span{g1, Gg1, . . . , Gj−1g1}
je Krylov̊uv podprostor stupně j generovaný matićı G a vektorem g1. Pro j = 1 je to zřejmé. Necht’ tedy
gj−1 ∈ Kj−1 a sj−1 ∈ Kj−1. Protože pro každou kvadratickou funkci xj = xj−1 + αj−1sj−1 implikuje
gj = gj−1 + αj−1Gsj−1 a protože podle indukčńıho předpokladu plat́ı

gj−1 ∈ Kj−1, Gsj−1 ∈ span(Gg1, G
2g1, . . . , G

j−1g1) ⊂ Kj ,

dostaneme gj ∈ Kj . Podle (129) lze psát sj = −gj + βj−1sj−1. Protože podle indukčńıho předpokladu
plat́ı sj−1 ∈ Kj−1 ⊂ Kj a jak jsme právě dokázali gj ∈ Kj , dostaneme sj ∈ Kj

(b) Podle (a) plat́ı

xi+1 − x∗ = x1 − x∗ +
i∑

j=1

αjsj = x1 − x∗ + p∗i−1(G)g1

= x1 − x∗ + p∗i−1(G)G(x1 − x∗) = (I +Gp∗i−1(G))(x1 − x∗),

kde p∗i−1(λ) je nějaký polynom stupně i− 1 proměnné λ a výraz p∗i−1(G) dostaneme dosazeńım matice G
za λ (matice p∗i−1(G) a G komutuj́ı). Označme P ∗

i (λ) = 1 + λp∗i−1(λ), takže P
∗
i (λ) je polynom stupně i

proměnné λ takový, že P ∗
i (0) = 1. Jelikož podle poznámky 40 bod xi+1 = x1 + P ∗

i (G)(x1 − x∗) realizuje
minimum ryze konvexńı kvadratické funkce Q na Ki, plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗) =
1

2
(xi+1 − x∗)TG(xi+1 − x∗) =

1

2
(x1 − x∗)TP ∗

i (G)GP
∗
i (G)(x1 − x∗)

≤ 1

2
(x1 − x∗)TPi(G)GPi(G)(x1 − x∗)

pro libovolný polynom Pi stupně i takový, že Pi(0) = 1. Necht’ λk a vk 1 ≤ k ≤ n jsou (nezáporná) vlastńı
č́ısla a (ortonormálńı) vlastńı vektory matice G a necht’

x1 − x∗ =
n∑

k=1

γkvk.

Pak

Q(x1)−Q(x∗) =
1

2
(x1 − x∗)TG(x1 − x∗) =

1

2

(
n∑

k=1

γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

γkvk

)
=

1

2

n∑
k=1

γ2kλk

a

Q(xi+1)−Q(x∗) ≤ 1

2
(x1 − x∗)TPi(G)GPi(G)(x1 − x∗)

=
1

2

(
n∑

k=1

Pi(λk)γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

Pi(λk)γkvk

)

=
1

2

n∑
k=1

P 2
i (λk)γ

2
kλk ≤ 1

2
max

1≤k≤n
P 2
i (λk)

n∑
k=1

γ2kλk.
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Po vyděleńı dostaneme (160). 2

Věta 48. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤
(
λm+1−i − λ1
λm+1−i + λ1

)2

, (161)

kde λk, 1 ≤ k ≤ m, jsou r̊uzná vlastńı č́ısla matice G seřazená vzestupně.

Důkaz Podle lemmatu 21 plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
P 2
i (λk)

pro libovolný polynom Pi(λ) stupně nanejvýš i takový, že Pi(0) = 1. Zvoĺıme polynom Pi(λ) tak, aby
měl kořeny λ′m+1−i = (λ1 + λm+1−i)/2 a λm+1−j , 1 ≤ j ≤ i− 1. Tento polynom stupně i má i kladných
reálných kořen̊u, takže jeho kořeny a stacionárńı body se stř́ıdaj́ı. Jelikož Pi(0) = 1, Pi(λ

′
m+1−i) = 0

a λ′m+1−i > 0, je tento polynom klesaj́ıćı a konvexńı až do svého prvńıho minima a pak roste až do
následuj́ıćıho kořenu λm+2−i > λm+1−i. Lze tedy usoudit, že Pi(λ) lež́ı v intervalu 0 ≤ λ ≤ λ′m+1−i pod a
v intervalu λ′m+1−i ≤ λ ≤ λm+2−i nad př́ımkou spojuj́ıćı body [0, 1]T a [λ′m+1−i, 0]

T . Z toho d̊uvodu pro
λ1 ≤ λ ≤ λm+1−i plat́ı

|Pi(λ)| ≤
∣∣∣∣1− λ

λ′m+1−i

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 2λ

λ1 + λm+1−i

∣∣∣∣ . (162)

Výraz na pravé straně (162) nabývá v intervalu λ1 ≤ λ ≤ λm+1−i maxima |λm+1−i − λ1|/|λm+1−i + λ1|
(pro λ = λ1 a λ = λm+1−i). Plat́ı tedy

max
1≤k≤m

P 2
i (λk) = max

1≤k≤m+1−i
P 2
i (λk) ≤ max

λ1≤λ≤λm+1−i

P 2
i (λ)

≤ max
λ1≤λ≤λm+1−i

(
1− 2λ

λ1 + λm+1−i

)2

=

(
λm+1−i − λ1
λm+1−i + λ1

)2

,

což spolu s (160) dává (161). 2

Důsledek 3. Metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku nalezne minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce po nejvýše m kroćıch, kde m je počet r̊uzných vlastńıch č́ısel matice G.

Důkaz Polož́ıme-li v (161) i = m, dostaneme Q(xm+1)−Q(x∗) ≤ 0. jelikož Q(xm+1)−Q(x∗) ≥ 0, muśı
platit Q(xm+1) = Q(x∗), což pro ryze konvexńı kvadratickou funkci znamená, že xm+1 = x∗. 2

Věta 49. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ 4

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)2i

. (163)

Důkaz Podle lemmatu 21 plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
(Pi(λk))

2

pro libovolný polynom Pi(λ) stupně nanejvýš i takový, že Pi(0) = 1. Zvoĺıme polynom Pi(λ) tak, aby
minimalizoval hodnotu

max
λ1≤λ≤λn

|Pi(λ)|.
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Tuto vlastnost má Čebyšev̊uv polynom transformovaný na interval λ1 ≤ λ ≤ λn a normovaný tak, aby
nabýval hodnoty 1 pro λ = 0, tedy polynom

Pi(λ) =
Ti

(
λn+λ1−2λ

λn−λ1

)
Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

) ,

kde Ti(ξ) je klasický Čebyšev̊uv polynom, pro který plat́ı |Ti(ξ)| ≤ 1, pokud |ξ| ≤ 1, a

Ti(ξ) =
1

2
((ξ +

√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i),

pokud |ξ| ≥ 1. Jelikož pro λ1 ≤ λ ≤ λ2 plat́ı |(λn + λ1 − 2λ)/(λn − λ1)| ≤ 1, můžeme psát

max
λ1≤λ≤λn

|Pi(λ)| ≤
1

Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

) .
Zbývá tedy vyč́ıslit hodnotu na pravé straně posledńı nerovnosti. Označme ξ = (λn + λ1)/(λn − λ1).
Zřejmě |ξ| ≥ 1, takže

Ti(ξ) =
1

2
((ξ +

√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i) ≥ 1

2
(ξ +

√
ξ2 − 1)i

=
1

2

1

2i
(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2i,

nebot’
(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2 = 2(ξ +

√
ξ2 − 1).

Dosad́ıme-li ξ = (λn + λ1)/(λn − λ1), dostaneme

Ti

(
λn + λ1
λn − λ1

)
≥ 1

2

(√
λn

λn − λ1
+

√
λ1

λn − λ1

)2i

=
1

2

(
(
√
λn +

√
λ1)

2

λn − λ1

)i

=
1

2

(√
λn +

√
λ1√

λn −
√
λ1

)i

.

Plat́ı tedy

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤

(
max

1≤k≤n
|Pi(λk)|

)2

≤

 1

Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

)
2

≤ 4

(√
λn −

√
λ1√

λn +
√
λ1

)2i

= 4

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)2i

.

2

Poznámka 78. Použijeme-li odhad (163) spolu s (43) a (44), dostaneme

∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤ 2
√
κ(G)

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)i

pro 1 ≤ i ≤ n.

Poznámka 79. Větu 49 lze snadno zobecnit tak, aby platila pro předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u. Podle poznámky 68 stač́ı použ́ıt κ(H1/2GH1/2) mı́sto κ(G). Pokud H ≈ G−1, může být
κ(H1/2GH1/2) mnohem menš́ı než κ(G), a konvergence se velmi urychĺı.
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Věta 50. (Asymptotický odhad) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 46. Pak pro l ∈ M a l ≤ i < l + n
plat́ı

∥xi − x∗∥
∥xl − x∗∥

≤ 2
√
κ(G∗)

(√
κ(G∗)− 1√
κ(G∗) + 1

)i−l

+ o(1),

takže posloupnost xi, l ≤ i < l+n, konverguje k bodu x∗ ∈ Rn (alespoň) lineárně s asymptotickou rychlost́ı

q =

√
κ(G∗)− 1√
κ(G∗) + 1

.

Důkaz Zvolme l ∈ M tak, aby pro i ≥ l docházelo k přerušováńı iteračńıho procesu vždy po n kroćıch.
Necht’ M = 2

√
κ(G∗) a q je kvocient uvedený ve větě 50. Pak podle poznámky 78 pro l ≤ i ≤ l + n plat́ı

∥x̄i − x∗∥ ≤Mqi−l∥x̄l − x∗∥ =Mqi−l∥xl − x∗∥.

Použijeme-li lemma ??, můžeme pro l ≤ i ≤ l + n psát

∥xi − x̄i∥ = o(∥xl − x∗∥) = ∥xl − x∗∥o(1).

Plat́ı tedy
∥xi − x∗∥
∥xl − x∗∥

≤ ∥x̄i − x∗∥
∥xl − x∗∥

+
∥xi − x̄i∥
∥xl − x∗∥

≤Mqi−l + o(1).

2

Poznámka 80. Věta 50 se týká pouze vnitřńıch iteraćı každého cyklu. Celkově je cyklicky přerušovaná
metoda sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı
(poznámka 77).

Poznámka 81. Odhad (
√
κ − 1)/(

√
κ + 1) je mnohem př́ıznivěǰśı než odhad (κ − 1)/(κ + 1) platný pro

metodu největš́ıho spádu jak ukazuje tato tabulka, ve které je uveden počet iteraćı potřebný k dosažeńı
požadované přesnosti ε.

Problém SD CG
κ = 102, ε = 10−4 460 46
κ = 104, ε = 10−6 69077 690
κ = 106, ε = 10−8 9210340 9210

3.4 Spádové metody sdružených gradient̊u

Abychom zlepšili účinnost metod sdružených gradient̊u můžeme vztah (129) r̊uzně upravovat. Obvykle se
to provád́ı tak, že se přidávaj́ı výrazy úměrné sTi gi+1, které v př́ıpadě přesného výběru délky kroku vymiźı
a tvrzeńı věty 40 z̊ustane zachováno. Snaž́ıme se přitom, aby byla splněna podmı́nka (35).

Definice 36. Metodu sdružených gredient̊u, která generuje směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ıćı
podmı́nku (35), neboli

−sTi gi ≥ s∥gi∥2, i ∈ N, (164)

kde s > 0, nazveme spádovou metodou sdružených gradient̊u. Je-li nav́ıc splněna podmı́nka ∥si∥ ≤ s∥gi∥
(takže podle poznámky 29 plat́ı (S1b) s ε0 = s/s), řekneme že jde o stejnoměrně spádovou metodu
sdružených gredient̊u.
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Jednou z možnost́ı jak splnit podmı́nku (164) je nahradit vektor si v (129) jeho pr̊umětem do orto-
gonálńıho doplňku podprostoru generovaného gradientem gi+1, tedy položit s1 = −g1 a

si+1 = −gi+1 + βiPi+1si, Pi+1 =

(
I −

gi+1g
T
i+1

gTi+1gi+1

)
, i ∈ N. (165)

Pak plat́ı
gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1, (166)

nebot’ gTi+1Pi+1 = 0. Dostaneme tak metodu popsanou v [210].

Věta 51. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −
(
1 + βi

gTi+1si

gTi+1gi+1

)
gi+1 + βisi pro i ∈ N, (167)

kde βi je některá z hodnot (135)–(137). Pak pro tuto metodu plat́ı tvrzeńı věty 40 a je splněna rovnost
(166).

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si = 0. Vztah (167) tedy přejde na (129) a
vlastnost kvadratického ukončeńı z̊ustane zachována. Vztah (167) je pouze jiným vyjádřeńım vztahu
(165), takže plat́ı (166). 2

Dosad́ıme-li hodnotu βCD
i do (167), dostaneme si+1 = −ϑCD

i gi+1 + βCD
i si, kde ϑ

CD
i = yTi si/|gTi si|

a βCD
i = gTi+1gi+1/|gTi si|. Podobným zp̊usobem lze modifikovat i metodu FR, když ve jmenovateli obou

vztah̊u nahrad́ıme výraz |gTi si| skalárńım součinem gTi gi. Tyto modifikace, uvedené v [211], dovoluj́ı značně
oslabit podmı́nky pro globálńı konvergenci metod FR a CD.

Věta 52. Uvažujme modifikované metody DY, FR, CD dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N, (168)

kde hodnoty βDY
i , βFR

i , βCD
i jsou určeny podle (136) a

ϑDY
i =

yTi si
yTi si

= 1, ϑFR
i =

yTi si
gTi gi

, ϑCD
i =

yTi si
|gTi si|

. (169)

Pak pro tyto modifikované metody plat́ı tvrzeńı věty 40. Splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1 a F3 a
použ́ıváme-li při výběru délky kroku zobecněnou Wolfeho podmı́nku, jsou tyto metody globálně konvergentńı
(v př́ıpadě modifikované metody DY stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku).

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı yTi si = −gTi si = gTi gi (poznámka 67), což spolu s
(169) dává ϑDY

i = ϑFR
i = ϑCD

i = 1. Vztah (168) tedy přejde na (129) a vlastnost kvadratického ukončeńı
z̊ustane zachována. Nyńı dokážeme globálńı konvergenci.

(a) Jelikož ϑDY
i = 1, metoda DY se použit́ım (168) nezměńı, takže globálńı konvergence plyne z věty 42.

(b) Pro modifikovanou metodu FR plat́ı

gTi+1si+1 = −yTi si
gTi+1gi+1

gTi gi
+
gTi+1gi+1

gTi gi
gTi+1si =

gTi+1gi+1

gTi gi
gTi si < 0.

Jelikož gT1 s1 = −gT1 g1, postupným dosazováńım do předchoźıho vztahu (indukćı) dostaneme rovnost (166).
Modifikovaná metoda FR je tedy totožná s modifikovanou metodou CD a pro obě tyto metody je splněna
rovnost (166).

(c) Uvažujme modifikovanou metodu CD. Jelikož je splněna rovnost (166), jsou směrové vektory si, i ∈ N ,
spádové a plat́ı (164) s s = 1, což podle poznámky 29 implikuje nerovnost (36). Protože při výběru délky
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kroku použ́ıváme zobecněnou Wolfeho podmı́nku (kde bez újmy na obecnosti předpokládáme, že ε3 ≥ ε2),
plat́ı

0 < yTi si = gTi+1si − gTi si ≤ ε3|gTi si| − gTi si = (1 + ε3)|gTi si|, (170)

neboli ϑi ≤ 1 + ε3. Použijeme-li tento odhad spolu se vztahy (166), (168), (169), můžeme psát

∥si+1∥2 =

(
−ϑigi+1 +

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)T (
−ϑigi+1 +

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)
= ϑ2i ∥gi+1∥2 − 2ϑi

∥gi+1∥2

|gTi si|
gTi+1si +

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2

≤ (1 + ε3)
2∥gi+1∥2 + 2ε2(1 + ε3)∥gi+1∥2 +

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2,

neboli
∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

∥gi+1∥2
+

∥si∥2

∥gi∥4
.

Předpokládejme, že neplat́ı
lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

ε2
(i+ 1)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ ε2

(1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (36) uvedenou v poznámce 29. 2

Poznámka 82. Z věty 52 plyne, že modifikace (168) dovoluje značně oslabit podmı́nky pro globálńı
konvergenci metod FR a CD. Stač́ı, vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı zobecněné Wolfeho podmı́nky, kde
ε3 ≥ 0 je libovolně velké, ale konečné č́ıslo. Tato podmı́nka se př́ılǐs nelǐśı od slabé Wolfeho podmı́nky, kde
ε3 = ∞.

Vztah (168) lze také použ́ıt ke zlepšeńı konjugovanosti směrových vektor̊u v metodách PR a LS.

Věta 53. Uvažujme modifikované metody HS, PR, LS dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N,

kde hodnoty βHS
i , βPR

i , βLS
i jsou určeny podle (135) a

ϑHS
i =

yTi si
yTi si

= 1, ϑPR
i =

yTi si
gTi gi

, ϑLS
i =

yTi si
|gTi si|

. (171)

Pak pro tyto modifikované metody plat́ı tvrzeńı věty 40 a nav́ıc

yTi si+1 = 0 pro i ∈ N. (172)
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Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 52 plat́ı ϑHS
i = ϑPR

i = ϑLS
i = 1, použ́ıváme-li přesný výběr déky kroku.

Vztah (168) tedy přejde na (129) a vlastnost kvadratického ukončeńı z̊ustane zachována. Metoda HS, pro
kterou plat́ı (172), se nezměńı. V př́ıpadě metod PR a LS dostaneme

yTi si+1 = −y
T
i si
gTi gi

yTi gi+1 +
yTi gi+1

gTi gi
yTi si = 0,

yTi si+1 = − yTi si
|gTi si|

yTi gi+1 +
yTi gi+1

|gTi si|
yTi si = 0.

2

Použit́ım vzorc̊u (168) a (171) nelze zajistit spádovost směrových vektor̊u modifikovaných metod HS,
PR, LS. To umožňuje obecný vztah (167), źıskaný použit́ım symetrické projekčńı matice. Můžeme však
použ́ıt i nesymetrickou projekčńı matici, tedy položit s1 = −g1 a

si+1 = −gi+1 + βiP̃i+1si, P̃i+1 =

(
I −

pig
T
i+1

gTi+1pi

)
, i ∈ N, (173)

kde pi je libovolný vektor takový, že gTi+1pi ̸= 0. Pak plat́ı (166), nebot’ gTi+1P̃i+1 = 0.

Věta 54. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi − ζipi pro i ∈ N, (174)

kde βi je některá z hodnot (135)–(137), gTi+1pi ̸= 0 a

ζi = βi
gTi+1si

gTi+1pi
. (175)

Pak pro tuto metodu plat́ı tvrzeńı věty 40 a je splněna rovnost (166).

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si = 0, takže ζi = 0 podle (175). Vztah (174)
tedy přejde na (129) a vlastnost kvadratického ukončeńı z̊ustane zachována. Vztah (174) s parametrem
(175) je pouze jiným vyjádřeńım vztahu (173), takže plat́ı (166). 2

Zbývá ukázat, jak se voĺı vektor pi. Volby pi = di a pi = gi jsou nevhodné, nebot’ v př́ıpadě přesného
výběru déky kroku plat́ı gTi+1di = 0 a podle věty 40 se snaž́ıme o to, aby platilo gTi+1gi = 0. Volba
pi = gi+1 byla použita v (165). Pokud použ́ıváme parametry (135) a (136), je výhodné volit pi = yi [212].
Pro metody HS, PR, LS pak dosazeńım (135) do (175) dostaneme

ζHS
i =

gTi+1si

yTi si
, ζPR

i =
gTi+1si

gTi gi
, ζLS

i =
gTi+1si

|gTi si|
. (176)

Použijeme-li parametry (137) a polož́ıme-li pi = yi − di, dostaneme stejné metody, jako když použijeme
parametry (135) a polož́ıme pi = yi.

Daľśı spádové metody sdružených gradient̊u lze źıskat použit́ım následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 22. Necht’ s+ = −ϑg+ + βs, kde 0 < ϑ ≤ ϑ ≤ ϑ a

β = gT+z −
λ

ϑ
zT zgT+s, (177)

kde z ∈ Rn je libovolný nenulový vektor a 1/4 < λ ≤ λ ≤ λ. Pak plat́ı

−gT+s+ ≥ s∥g+∥2, s = ϑ

(
1− 1

4λ

)
> 0. (178)
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Důkaz Podle předpokladu plat́ı

−gT+s+ = ϑgT+g+ − βgT+s = ϑgT+g+ − gT+zg
T
+s+

λ

ϑ
zT z(gT+s)

2. (179)

Dosad́ıme-li do vztahu

|uT v| ≤ ∥u∥∥v∥ ≤ 1

2

(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
(180)

(prvńı část plyne ze Schwarzovy nerovnosti a druhá z nerovnosti (20)) vektory

u =

√
ϑ

2λ
g+, v =

√
2λ

ϑ
(gT+s)z,

dostaneme

|gT+s gT+z| ≤
1

2

(
ϑ

2λ
gT+g+ +

2λ

ϑ
zT z(gT+s)

2

)
,

což po dosazeńı do (179) dává

−gT+s+ ≥ ϑgT+g+ − ϑ

4λ
gT+g+ − λ

ϑ
zT z(gT+s)

2 +
λ

ϑ
zT z(gT+s)

2 = ϑ

(
1− 1

4λ

)
∥g+∥2 ≥ s∥g+∥2.

Jelikož ϑ > 0 a λ > 1/4, plat́ı s = ϑ(1− 1/(4λ)) > 0. 2

Poznámka 83. Nahrad́ıme-li ve vzorci s+ = −ϑg+ + βs hodnotu (177) hodnotou β = −(λ/ϑ)zT zgT+s,
dostaneme

−gT+s+ = ϑgT+g+ +
λ

ϑ
zT z(gT+s)

2 ≥ ϑgT+g+,

takže odpov́ıdaj́ıćı metoda sdružených gradient̊u je spádová bez ohledu na velikost parametru λ > 0. Z
tohoto d̊uvodu je někdy výhodněǰśı použ́ıvat mı́sto (177) hodnotu β = max(0, gT+z)− (λ/ϑ)zT zgT+s.

Poznámka 84. Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku (takže gT+s = 0), druhý člen v (177) odpadne.
Proto je výhodné volit vektor z tak, aby prvńı člen odpov́ıdal některé základńı metodě sdružených gradient̊u
(pak plat́ı tvrzeńı věty 40). Necht’ ϑ = 1. Dosad́ıme-li do (177) po řadě z = y/yT s, z = y/gT g, z = y/|gT s|,
dostaneme spádové modifikace metod (135), pro které

βHSD = βHS − λ
yT ygT+s

(yT s)2
, βPRD = βPR − λ

yT ygT+s

(gT g)2
, βLSD = βLS − λ

yT ygT+s

(gT s)2
. (181)

Dosad́ıme-li do (177) po řadě z = g+/y
T s, z = g+/g

T g, z = g+/|gT s|, dostaneme spádové modifikace
metod (136), pro které

βDYD = βDY − λ
gT+g+g

T
+s

(yT s)2
, βFRD = βFR − λ

gT+g+g
T
+s

(gT g)2
, βCDD = βCD − λ

gT+g+g
T
+s

(gT s)2
. (182)

Dosad́ıme-li do (177) po řadě z = (y − d)/yT s, z = (y − d)/gT g, z = (y − d)/|gT s|, dostaneme spádové
modifikace metod (137), pro které

βHPD = βHP − λ
pT pgT+s

(yT s)2
, βPPD = βPP − λ

pT pgT+s

(gT g)2
, βLPD = βLP − λ

pT pgT+s

(gT s)2
, (183)

kde p = y − d. Voĺıme-li parametr ϑ podle (169), dostaneme podobným zp̊usobem

βHSD = βHS − λ
yT ygT+s

(yT s)2
, βPRD = βPR − λ

yT ygT+s

yT sgT g
, βLSD = βLS − λ

yT ygT+s

yT s|gT s|
, (184)
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βDYD = βDY − λ
gT+g+g

T
+s

(yT s)2
, βFRD = βFR − λ

gT+g+g
T
+s

yT sgT g
, βCDD = βCD − λ

gT+g+g
T
+s

yT s|gT s|
, (185)

βHPD = βHP − λ
pT pgT+s

(yT s)2
, βPPD = βPP − λ

pT pgT+s

yT sgT g
, βLPD = βLP − λ

pT pgT+s

yT s|gT s|
. (186)

Splňuj́ı-li parametry ϑ > 0 a λ > 0 předpoklady lemmatu 22, jsou všechny uvedené metody spádové
(definice 36).

Poznámka 85. Ve vzorćıch (181)–(185) se vyskytuje parametr λ > 1/4. Ukazuje se, že je vhodné volit
jeho hodnotu v intervalu 1/2 ≤ λ ≤ 2 (raději v jeho dolńı části, např́ıklad λ = 1/2). Polož́ıme-li λ = 2,
odpov́ıdá prvńı vzorec v (181) metodě Hagera a Zhanga [93].

βHZ
i =

yTi gi+1

yTi si
− 2

yTi yis
T
i gi+1

(yTi si)
2

. (187)

Základńı metody sdružených gradient̊u lze také kombinovat tak, že voĺıme

βi =
λ1i g

T
i+1yi + λ2i g

T
i+1gi+1

µ1
i y

T
i si + µ2

i g
T
i gi − µ3

i g
T
i si

=
gTi+1(gi+1 − λ1i gi)

µ1
i y

T
i si + µ2

i g
T
i gi − µ3

i g
T
i si

=
gTi+1ỹi

µ1
i y

T
i si + µ2

i g
T
i gi − µ3

i g
T
i si

, (188)

kde λ1i , λ
2
i , µ

1
i , µ

2
i , µ

3
i jsou nezáporná č́ısla taková, že λ1i +λ

2
i = 1, µ1

i +µ
2
i +µ

3
i = 1, a kde ỹi = gi+1−λ1i gi.

Metody tohoto typu nejsou citlivé na výběr parametr̊u µ1
i , µ

2
i , µ

3
i . Proto se omeźıme pouze na jmenovatele,

které se vyskytuj́ı ve vzorćıch (135)–(136). Pak lze výsledné metody chápat jako konvexńı kombinace
odpov́ıdaj́ıćıch si metod z (135)–(136). Polož́ıme-li λ1i = 1, dostaneme metody (135). Polož́ıme-li λ1i = 0,
dostaneme metody (136).

Poznámka 86. Jednou z možnost́ı je volba λ1i = min(1, ∥gi+1∥/∥gi∥), která vede k modifikaćım

βHSW
i =

gTi+1ỹi

yTi si
, βPRW

i =
gTi+1ỹi

gTi gi
, βLSW

i =
gTi+1ỹi

|gTi si|
, (189)

kde ỹi = gi+1−min(1, ∥gi+1∥/∥gi∥)gi. Také se použ́ıvá volba λ1i = ∥gi+1∥/∥gi∥ (pro kterou obecně neplat́ı
λ1i ≤ 1), která vede k modifikaćım

βHSW
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

yTi si
,

βPRW
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

gTi gi
, (190)

βLSW
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

|gTi si|

(W - Wei, Yao a Liu [202]).

Věta 55. Hodnoty určené vzorci (190) vyhovuj́ı nerovnostem 0 ≤ βHSW
i ≤ 2βDY

i , 0 ≤ βPRW
i ≤ 2βFR

i ,
0 ≤ βLSW

i ≤ 2βCD
i . Předpokládejme, že je splněna silná Wolfeho podmı́nka. Jestlǐze ε2 < 1/2, je metoda

LSW spádová (plat́ı (164) s s > 0). Jestlǐze ε2 < 1/3, je metoda HSW spádová. Jestlǐze ε2 < 1/4, je
metoda PRW spádová.

Důkaz (a) Jelikož

∥gi+1∥2 −
∥gi+1∥
∥gi∥

gTi+1gi = ∥gi+1∥2
(
1−

gTi+1gi

∥gi+1∥∥gi∥

)
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a podle Schwarzovy nerovnosti plat́ı |gTi+1gi| ≤ ∥gi+1∥∥gi∥, můžeme psát

0 ≤ ∥gi+1∥2 −
∥gi+1∥
∥gi∥

gTi+1gi ≤ 2∥gi+1∥2, (191)

odkud plynou nerovnosti 0 ≤ βHSW
i ≤ 2βDY

i , 0 ≤ βPRW
i ≤ 2βFR

i , 0 ≤ βLSW
i ≤ 2βCD

i .

(b) Použijeme-li (129), (136) a (a) (pro metody LSW a CD) spolu s (S3a), dostaneme

gTi+1si+1 ≤ −∥gi+1∥2 + 2
∥gi+1∥2

|gTi si|
|gTi+1si| ≤ −(1− 2ε2)∥gi+1∥2,

a jelikož ε2 < 1/2, plat́ı (164) s s = (1− 2ε2) > 0.

(c) Použijeme-li (129), (136) a (a) (pro metody HSW a DY) spolu s nerovnost́ı

yTi si = gTi+1si − gTi si ≥ (ε2 − 1)gTi si = (1− ε2)|gTi si|

(která plyne z (S3a)), dostaneme

gTi+1si+1 ≤ −∥gi+1∥2 + 2
∥gi+1∥2

yTi si
|gTi+1si| ≤ −∥gi+1∥2 +

2∥gi+1∥2|gTi+1si|
(1− ε2)|gTi si|

≤ −
(
1− 2ε2

1− ε2

)
∥gi+1∥2,

a jelikož ε2 < 1/3, plat́ı (164) s s = (1− 2ε2/(1− ε2)) = (1− 3ε2)/(1− ε2) > 0

(d) Použijeme-li (136) a (a) (pro metody PRW a FR), dostaneme

|βPRW
i | ≤ 2βFR

i =
ε̃2
ε2

∥gi+1∥2

∥gi∥2
.

kde 0 < ε2 < 2ε2 = ε̃2 < 1/2 (nebot’ ε2 < 1/4), takže podle poznámky 72 plat́ı nerovnost (144), neboli
sTi+1gi+1 ≤ −s∥gi+1∥, kde s = (1− 2ε̃2)/(1− ε̃2) = (1− 4ε2)/(1− 2ε2) > 0. 2

Poznámka 87. Jelikož min(1, ∥gi+1∥/∥gi∥) ≤ ∥gi+1∥/∥gi∥, plat́ı věta 56 i pro metody s parametry (189).

Konvergenčńı vlastnosti metod HSW, PRW, LSW lze zlepšit úpravou jmenovatel̊u v (190). Dostaneme
tak metody HSH, PRH, LSH, studované v [100], jejichž parametry jsou určeny vztahy

βHSH
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

yTi si + µi max(0, gTi+1si)
,

βPRH
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

gTi gi + µi max(0, gTi+1si)
, (192)

βLSH
i =

∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥
∥gi∥ gTi+1gi

|gTi si|+ µi max(0, gTi+1si)
,

kde µi > 0 je volný parametr (H - Huang a Lin [100]). Ve jmenovateĺıch můžeme výraz max(0, gTi+1si)
nahradit absolutńı hodnotou |gTi+1si|. Teoretické vlastnosti metody se t́ım nezměńı [100]. Numerické testy
ukazuj́ı, že p̊uvodńı vzorce (192) jsou výhodněǰśı.

Věta 56. Hodnoty určené vzorci (192) vyhovuj́ı nerovnostem 0 ≤ βHSH
i ≤ 2βDY

i , 0 ≤ βPRH
i ≤ 2βFR

i ,
0 ≤ βLSH

i ≤ 2βCD
i . Jestlǐze µi ≥ µ > 2, i ∈ N , plat́ı (164) s s = (1− 2/µ) > 0.
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Důkaz (a) Nerovnosti pro parametry βHSH
i , βPRH

i , βLSH
i , plynou z věty 56, nebot’ porovnáńım (192) s

(190) dostaneme 0 ≤ βHSH
i ≤ βHSW

i , 0 ≤ βPRH
i ≤ βPRW

i , 0 ≤ βLSH
i ≤ βLSW

i .

(b) Označme βi ≥ 0 libovolnou z hodnot (192). Pak plat́ı

gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 + βi g
T
i+1si.

Pokud gTi+1si ≤ 0, je druhý člen v této rovnosti, záporný, takže gTi+1si+1 ≤ −gTi+1gi+1 ≤ −(1−2/µ) gTi+1gi+1.
V opačném př́ıpadě použit́ım (191) a (192) dostaneme

βi ≤
∥gi+1∥2 − ∥gi+1∥

∥gi∥ gTi+1gi

µigTi+1si
≤ 2∥gi+1∥2

µigTi+1si
,

takže

gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 + βig
T
i+1si ≤ −

(
1− 2

µi

)
gTi+1gi+1 ≤ −

(
1− 2

µ

)
gTi+1gi+1.

2

Jak již bylo zmı́něno, můžeme do vzorce (129) přidat členy, které vymiźı, pokud sTi gi+1 = 0. Jednou
z možnost́ı je použ́ıt vztah si+1 = −Hi+1gi+1, kde Hi+1 je matice, která vznikne z jednotkové matice
pomoćı aktulizace BFGS (vzorec (290) uvedený v odd́ılu 4.1). V tomto př́ıpadě plat́ı

Hi+1 = γi

(
I +

(
yTi yi
yTi di

+
ρi
γi

)
1

yTi di
did

T
i − 1

yTi di
(yid

T
i + diy

T
i )

)
, (193)

kde di = xi+1 − xi = αisi a yi = gi+1 − gi, takže

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γi
(
gi+1 +

(
yTi yi
yTi di

+
ρi
γi

)
dTi gi+1

yTi di
di −

dTi gi+1

yTi di
yi −

yTi gi+1

yTi di
di

)
. (194)

Pokud sTi gi+1 = 0, dostaneme

si+1 = −γi
(
gi+1 −

yTi gi+1

yTi si
si

)
,

což je směrový vektor škálované metody Hestenese a Stiefela (poznámka 69). Matice Hi+1 je pozitivně
definitńı, takže směrový vektor si+1 je spádový i když sTi gi+1 ̸= 0. Tato myšlenka tvoř́ı podklad pro
metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı a bude dále rozv́ıjena v odd́ılu 9.1.

Předpokládejme nyńı, že γi = 1 a ρi = 1. Vynecháme-li ve vzorci (194) všechny členy obsahuj́ıćı výraz
dTi gi+1, dostaneme metodu HS. Můžeme však postupovat také tak, že vynecháme pouze některé členy.
Vynecháme-li v (194) člen úměrný yi a prvńı člen úměrný di, dostaneme Perryho modifikaci metody HS s
parametrem

βHP
i =

(yi − di)
T gi+1

yTi si
.

Tuto metodu můžeme zobecnit t́ım, že využijeme i ostatńı jmenovatele. Dostaneme tak metody HP, PP,
LP s parametry uvedenými v (137).

Matice (193) splňuje kvazinewtonovskou podmı́nku Hi+1yi = ρidi, takže plat́ı

−yTi si+1 = yTi Hi+1gi+1 = ρid
T
i gi+1,

zat́ımco pro metodu HS je splněna podmı́nka −yTi si+1 = 0. Nab́ıźı se tedy myšlenka, upravit metodu HS
co nejjednodušš́ım zp̊usobem tak, aby platilo −yTi si+1 = ρid

T
i gi+1, kde ρi > 0. Použijeme-li vztah (129),

dostaneme −yTi si+1 = yTi gi+1 − βiy
T
i si, takže −yTi si+1 = ρid

T
i gi+1 plat́ı pro

βDL
i =

yTi gi+1 − ρid
T
i gi+1

yTi si
= βHS

i − ρi
dTi gi+1

yTi si
(195)

(DL – Dai a Liao [38]). Poznamenejme, že pokud polož́ıme ρi = λyTi yi/y
T
i di dostaneme metodu HSD

uvedenou v (181).
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Poznámka 88. Vzorec (195) se velmi podobá prvńımu vzorci v (181) (oba vzorce dávaj́ı stejnou hodnotu,
pokud ρ = λyT y/yT d). Proto se nab́ıźı zobecněńı vycházej́ıćı ze zbylých vzorc̊u v (181). Dostaneme tak
metody

βHSL = βHS − ρ
gT+d

yT s
, βPRL = βPR − ρ

gT+d

gT g
, βLSL = βLS − ρ

gT+d

|gT s|
(196)

(zřejmě βHSL = βDL). Dosad́ıme-li do βHSL, βPRL, βLSL hodnoty ρ = λyT y/yT d, ρ = λyT y/gT g,
ρ = λyT y/|gT s|, dostaneme metody HSD, PRD, LSD. Metody HSL, PRL, LSL jsou tedy spádové, pokud
ρ ≥ λyT y/yT d, ρ ≥ λyT y/gT g, ρ ≥ λyT y/|gT s|, kde λ > 1/4.

Poznámka 89. Parametr ρi > 0 lze vyb́ırat r̊uzným zp̊usobem. Tak jako v odd́ılu 4.4 můžeme použ́ıt
r̊uzné modely minimalizované funkce (vzorce (405), (406), (408)) nebo inverzńı škálováńı, kdy

ρi = λi
yTi yi
yTi di

, ρi = λi
yTi di
dTi di

, ρi = λi

√
yTi yi
dTi di

, (197)

Dai a Liao použ́ıvaj́ı konstantńı hodnotu ρi = 0.1. Numerické testy ukazuj́ı, že použ́ıváme-li konstantńı
hodnotu, je výhodněǰśı pokládat ρi = 1, což odpov́ıdá standardńı kvazinewtonovské podmı́nceHi+1yi = di.

Poznámka 90. Pokud γi = 1 a ρi = 1 můžeme vzorec (194) zapsat ve tvaru

si+1 = −gi+1 +

(
yTi gi+1

yTi di
− yTi yid

T
i gi+1

(yTi di)
2

)
di −

dTi gi+1

yTi di
(di − yi)

= −gi+1 + βHSD
i si − ζHS

i (di − yi). (198)

Dostáváme tak metodu, která se od metody HSD s λ = 1 lǐśı pouze přidáńım daľśıho členu. Tento člen se
od posledńıho členu v (174) (kde βi = βHS

i a ζi = ζHS
i ) lǐśı t́ım, že vektor yi je nahražen vektorem di − yi.

Metoda, která použ́ıvá směrové vektory (198) je ekvivalentńı jednokrokové metodě BFGS s omezenou
pamět́ı a je tedy globálně konvergentńı (věta 178). Vzorec (198) můžeme zobecnit t́ım že využijeme i
ostatńı jmenovatele. Dostaneme tak metody tvaru

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi − ζi(di − yi) pro i ∈ N, (199)

kde za βi a ζi dosazujeme postupně βHSD
i , βPRD

i , βLSD
i z (181) a ζHS

i , ζPR
i , ζLS

i z (176).

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že γi = 1 a obecně ρi ̸= 1 (př́ıpad ρi = 1. nevylučujeme) Za
těchto předpoklad̊u lze vzorec (194) zapsat ve tvaru

si+1 = −gi+1 +

(
yTi gi+1

yTi di
−
(
yTi yi
yTi di

+ ρi

)
dTi gi+1

yTi di

)
di +

dTi gi+1

yTi di
yi. (200)

Motivováni t́ımto postupem, budeme vyšetřovat metodu, která použ́ıvá vzorce

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βKD
i si + ζKD

i yi, (201)

kde

βKD
i =

yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αiρi

)
sTi gi+1

yTi si
, ζKD

i = µi
sTi gi+1

yTi si
(202)

(KD - Kou a Dai [105]), přičemž 0 < ρ ≤ ρi ≤ ρ a 0 ≤ µi ≤ 1, i ∈ N (v (200) plat́ı µi = 1, i ∈ N).

Lemma 23. Necht’ s+ = −g+ + βs+ ζz, přičemž

β = gT+z − (λ+ 1) zT z gT+s, ζ = µ gT+s, (203)

kde z ∈ Rn je libovolný nenulový vektor a 0 ≤ λ ≤ λ ≤ λ, 0 ≤ µ ≤ µ ≤ 1. Pak, pokud λ > 0 nebo µ < 1,
plat́ı

−gT+s+ ≥ s∥g+∥2, s = 1− (1 + µ)2

4(1 + λ)
> 0. (204)
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Důkaz Podle předpokladu plat́ı

−gT+s+ = gT+g+ − β gT+s− ζgT+z = gT+g+ − gT+z g
T
+s+ (λ+ 1) zT z (gT+s)

2 − µ gT+s g
T
+z

= gT+g+ + (λ+ 1) zT z (gT+s)
2 − (1 + µ) gT+s g

T
+z. (205)

Dosad́ıme-li do vztahu (180) vektory

u =
1 + µ√
2(1 + λ)

g+, v =
√
2(1 + λ) gT+s z,

dostaneme

|(1 + µ)gT+s g
T
+z| ≤

1

2

(
(1 + µ)2

2(1 + λ)
gT+g+ + 2(1 + λ)zT z(gT+s)

2

)
,

což po dosazeńı do (205) dává

−gT+s+ ≥ gT+g+ + (1 + λ) zT z (gT+s)
2 − (1 + µ)2

4(1 + λ)
gT+g+ − (1 + λ) zT z (gT+s)

2

=

(
1− (1 + µ)2

4(1 + λ)

)
∥g+∥2 ≥ s∥g+∥2.

Pokud λ > 0 nebo µ < 1, plat́ı s = 1− (1 + µ)2/(4 + 4λ) > 0. 2

Věta 57. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (201)–(202), kde 0 ≤ ρ ≤ ρi ≤ ρ a
0 ≤ µi ≤ µ ≤ 1. Pak pro tuto metodu plat́ı tvrzeńı věty 40 a je-li µ < 1 je tato metoda spádová (plat́ı
(164)). Splňuje-li funkce F : D → R předpoklad F4 je tato metoda spádová i tehdy, když ρ > 0 a µ = 1.

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si = 0, takže βKD
i = βHS

i a ζKD
i = 0.

Metoda (201)–(202) je tedy ekvivalentńı metodě HS a vlastnost kvadratického ukončeńı z̊ustane zachována.
Polož́ıme-li

ρi = λi
yTi yi
yTi di

, αiρi = λi
yTi yi
yTi si

, zi =
yi
yTi si

,

lze (202) zapsat ve tvaru (203) a pokud µ < 1, je podle lemmatu 23 splněna nerovnost (204) s s > 0.
Splňuje-li funkce F : D → R předpoklad F4, můžeme užit́ım (211) psát

λ = ρ
yTi di
yTi yi

≥
ρ

G
> 0,

takže podle lemmatu 23 plat́ı (204) s s > 0. 2

Rekurentńı vztah (201) obsahuje tři členy. Proto je účelné hledat dvoučlenný vztah, který by co nejlépe
aproximoval (201). Necht’ βi = βKD

i a ζi = ζKD
i . Položme βDK

i = βi + δi a hledejme δi tak, aby vektor
(βi + δi)si byl so nejbĺıže k βisi + ζiyi. To nastane tehdy, je-li výraz ∥δisi − ζiyi∥2 minimálńı. Jelikož

∥δisi − ζiyi∥2 = δ2i ∥si∥2 − 2δiζis
T
i yi + ζ2i ∥yi∥2,

źıskáme derivováńım rovnici 2δi∥si∥2 − 2ζis
T
i yi = 0, takže podle (202), kde µi = 1, plat́ı

δi = ζi
sTi yi
sTi si

= ζKD
i

sTi yi
sTi si

=
sTi gi+1

sTi si
.

Dostaneme tak rekurentńı vztah

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βDK
i si, (206)

kde

βDK
i =

yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αiρi

)
sTi gi+1

yTi si
+
sTi gi+1

sTi si
(207)

(DK - Dai a Kou [37]), přičemž 0 < ρ ≤ ρi ≤ ρ.
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Věta 58. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (206)–(207), kde ρi > 0 je některá
z hodnot (197). Pak pro tuto metodu plat́ı tvrzeńı věty 40 a pokud λi ≥ 1, je tato metoda spádová
(použ́ıváme-li prvńı hodnotu z (197), stač́ı aby byla splněna nerovnost λi ≥ λ, kde λ > 1/4).

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si = 0, takže βDK
i = βHS

i . Metoda (206)–(207)

je tedy ekvivalentńı metodě HS a vlastnost kvadratického ukončeńı z̊ustane zachována. Označme ρ
(1)
i ,

ρ
(2)
i , ρ

(3)
i hodnoty uvedené v (197).

(a) Jestliže ρi = ρ
(1)
i , pak podle (206)–(207) a lemmatu 22, plat́ı

−gi+1si+1 = gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αiρ
(1)
i

)
sTi gi+1

yTi si
+
sTi gi+1

sTi si

)
gTi+1si

= gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
− λi

yTi yis
T
i gi+1

(yTi si)
2

)
sTi g

T
i+1 +

sTi siy
T
i yi − (yTi si)

2

yTi sis
T
i si

(sTi g
T
i+1)

2

yTi si

≥ gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
− yTi yis

T
i gi+1

(yTi si)
2

)
sTi gi+1 ≥

(
1− 1

4

)
gTi+1gi+1.

(b) Jestliže ρi = ρ
(2)
i , pak podle (206)–(207) a lemmatu 22, plat́ı

−gi+1si+1 = gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αiρ
(2)
i

)
sTi gi+1

yTi si
+
sTi gi+1

sTi si

)
gTi+1si

= gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
− yTi yis

T
i gi+1

(yTi si)
2

)
sTi g

T
i+1 + (λi − 1)

(sTi gi+1)
2

sTi si

≥ gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
− yTi yis

T
i gi+1

(yTi si)
2

)
sTi gi+1 ≥

(
1− 1

4

)
gTi+1gi+1.

(c) Jelikož ρ
(3)
i =

√
ρ
(1)
i ρ

(2)
i , jsou splněny nerovnosti min(ρ

(1)
i , ρ

(2)
i ) ≤ ρ

(3)
i ≤ max(ρ

(1)
i , ρ

(2)
i ), takže pro

ρi = ρ
(3)
i podle (a) a (b) plat́ı

−gi+1si+1 = gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αiρ
(3)
i

)
sTi gi+1

sTi si
+
sTi gi+1

sTi si

)
gTi+1si

≥ gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
−
(
yTi yi
yTi si

+ αi min(ρ
(1)
i , ρ

(2)
i )

)
sTi gi+1

yTi si
+
dTi gi+1

dTi si

)
gTi+1si

≥ gTi+1gi+1 −
(
yTi gi+1

yTi si
− yTi yis

T
i gi+1

(yTi si)
2

)
sTi gi+1 ≥

(
1− 1

4

)
gTi+1gi+1.

2

3.5 Globálńı konvergence spádových metod sdružených gradient̊u

Při vyšetřováńı globálńı konvergence spádových metod sdružených gradient̊u budeme předpokládat, že
směrové vektory lze vyjádřit ve tvaru

s1 = −g1 a si+1 = s
(1)
i+1 + β

(2)
i si pro i ∈ N. (208)

Nejprve budeme dokazovat globálńı konvergenci v př́ıpadě že minimalizovaná funkce je stejnoměrně silně
konvexńı (plat́ı předpoklad F5).

Lemma 24. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u (definice 36), pro kterou plat́ı (208), kde

∥s(1)i+1∥ ≤ C1∥gi+1∥ |β(2)
i | ≤ C2

∥gi+1∥
∥si∥

, i ∈ N (209)
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(konstanty C1 > 0 a C2 > 0 nezávisej́ı na indexu i ∈ N). Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady
F1 a F3 a vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı slabé Wolfeho podmı́nky, je tato metoda stejnoměrně spádová a
tud́ı̌z globálně konvergentńı.

Důkaz Použijeme-li vztah (208) a nerovnosti (209), dostaneme

∥si+1∥ ≤ ∥s(1)i+1∥+ |β(2)
i |∥si∥ ≤ C1∥gi+1∥+ C2

∥gi+1∥
∥si∥

∥si∥ = s∥gi+1∥,

kde s = C1+C2. Protože je splněna podmı́nka (164), je podle poznámky 29 uvažovaná metoda stejnoměrně
spádová (plat́ı (S1b) s ε0 = s/s), takže podle poznámky 31 dostaneme ∥gi∥ → 0. 2

Lemma 24 použijeme k vyšetřováńı globálńı konvergence spádových metod sdružených gradient̊u odvoze-
ných ze základńıch metod definovaných vztahy (135), (136), (137). Metody DY, FR, CD h̊uře zachovávaj́ı
sdruženost směrových vektor̊u a ortogonalitu gradient̊u. Proto budeme hodnoty (136) použ́ıvat pouze
tehdy, když

|gTi+1gi| ≤ ηgTi+1gi+1, (210)

kde 0 < η < 1 (v opačném př́ıpadě polož́ıme βi = 0). V tomto př́ıpadě budeme psát (136)+(210) mı́sto
(136). Pokud použijeme zobecněnou Wolfeho podmı́nku, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že
ε3 ≥ ε2.

Lemma 25. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u použ́ıvaj́ıćı při výběru délky kroku zobecněnou
Wolfeho podmı́nku takovou, že plat́ı (166). Označme βi některou z hodnot (135), (136)+(210), (137).
Pak splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5, existuje konstanta C2 > 0 taková, že plat́ı
|βi| ≤ C2∥gi+1∥/∥si∥. V př́ıpadě hodnot βHS

i , βDY
i , βHP

i stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku. Podmı́nku
(166) potřebujeme pouze tehdy, použ́ıváme-li hodnoty βPR

i , βFR
i , βPP

i . V ostatńıch př́ıpadech stač́ı je-li
splněna podmı́nka (164).

Důkaz Jelikož yi = G̃idi, kde G̃i je matice určená vzorcem (138), můžeme s použit́ım předpoklad̊u F4 a
F5 psát

∥yi∥ = ∥G̃idi∥ ≤ G∥di∥, yTi di = dTi G̃idi ≥ G∥di∥2. (211)

(a) Použijeme-li Schwarzovu nerovnost a prvńı nerovnost v (211), dostaneme

|yTi gi+1| ≤ ∥yi∥∥gi+1∥ ≤ G∥di∥∥gi+1∥,
|(yi − di)

T gi+1| ≤ ∥yi∥∥gi+1∥+ ∥di∥∥gi+1∥ ≤ (G+ 1)∥di∥∥gi+1∥.

Plat́ı-li (210), můžeme psát |yTi gi+1| = |(gi+1 − gi)
T gi+1| ≥ gTi+1gi+1 − |gTi gi+1| ≥ (1− η)gTi+1gi+1, takže

gTi+1gi+1 ≤ 1

1− η
|yTi gi+1| ≤

G

1− η
∥di∥∥gi+1∥. (212)

(b) Podle druhé nerovnosti v (211) plat́ı

yTi si =
1

αi
yTi di ≥

1

αi
G∥di∥2 = G∥di∥∥si∥.

Vzhledem k tomu, že je splňena nerovnost (S3a), kde ε3 ≥ ε2, můžeme tak jako v (170) psát

(1 + ε3)|gTi si| ≥ |gTi+1si|+ |gTi si| ≥ yTi si

a je-li splňěna podmı́nka (166) plat́ı gTi gi = |gTi si|.

(c) Použijeme-li nerovnosti uvedené v (a) a (b), vid́ıme, že pro libovolnou hodnotu βi, určenou podle
vzorc̊u (135), (136)+(210), (137), plat́ı

|βi| ≤ C2
∥gi+1∥
∥si∥

, C2 =
(1 + ε3)(G+ 1)

(1− η)G
. (213)
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V př́ıpadě metod HS, DY, HP odpadne faktor 1+ε3 (stač́ı slabá Wolfeho podmı́nka). V př́ıpadě parametr̊u
(135) a (137) odpadne faktor 1/(1−η) (nepouž́ıváme nerovnost (210)). Podmı́nka (166) implikuje rovnost
gTi gi = |gTi si|. Použ́ıváme-li ve vzorćıch (135)–(137) jmenovatele yTi di nebo |gTi si|, stač́ı když je splněna
podmı́nka (164). 2

Věta 59. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (167), kde βi je některá z hodnot
(135), (136)+(210), (137). Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5 a použ́ıváme-li
při výběru délky kroku zobecněnou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda stejnoměrně spádová a tedy globálně
konvergentńı. Pokud βi = βHS

i , βi = βDY
i , βi = βHP

i , stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku.

Důkaz Položme

s
(1)
i+1 = −

(
1 + βi

gTi+1si

gTi+1gi+1

)
gi+1, β

(2)
i = βi,

kde βi je některá z hodnot (135), (136)+(210), (137). Podle lemmatu 25 plat́ı |βi| ≤ C2∥gi+1∥/∥si∥, takže

∥s(1)i+1∥ ≤
(
1 + C2

∥gi+1∥
∥si∥

∥gi+1∥∥si∥
∥gi+1∥2

)
∥gi+1∥ = C1∥gi+1∥,

kde C1 = 1 + C2. Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 24, takže uvažovaná metoda je stejnoměrně
spádová a tud́ıž globálně konvergentńı. 2

Věta 60. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (174), kde βi je některá z hodnot
(135), (136)+(210) a ζi je hodnota určená vztahem (175) s pi = yi. Pak, splňuje-li funkce F : D → R
předpoklady F1, F4, F5 a použ́ıváme-li při výběru délky kroku zobecněnou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda
stejnoměrně spádová a tedy globálně konvergentńı. Pokud βi = βHS

i , βi = βDY
i , βi = βHP

i , stač́ı použ́ıt
slabou Wolfeha podmı́nku.

Důkaz (a) Položme

s
(1)
i+1 = −gi+1 − ζiyi, β

(2)
i = βi,

kde βi je některá z hodnot (135) a ζi je hodnota určená podle vzorce (175) s pi = yi, takže plat́ı (176).
Ukážeme, že hodnoty (176) splňuj́ı nerovnost |ζi| ≤ C∥gi+1∥/∥di∥. Použijeme-li nerovnost |gTi+1si| ≤
∥gi+1∥∥si∥ spolu s nerovnostmi uvedenými v části (b) d̊ukazu lemmatu 25, vid́ıme, že pro libovolnou
hodnotu ζi, určenou podle vzorc̊u (176), plat́ı

|ζi| ≤ C
∥gi+1∥
∥di∥

, C =
1 + ε3
G

.

(b) Necht’ βi je některá z hodnot (136)+(210) a ζi je hodnota určená podle vzorce (175) s pi = yi. Podle
(212) plat́ı gTi+1gi+1/|gTi+1yi| ≤ 1/(1− η), takže s použit́ım (136), (175) s pi = yi a (176) dostaneme

|ζDY
i | ≤ |ζHS

i |
1− η

, |ζFR
i | ≤ |ζPR

i |
1− η

, |ζCD
i | ≤ |ζLS

i |
1− η

, (214)

což podle (a) dává

|ζi| ≤ C
∥gi+1∥
∥di∥

, C =
1 + ε3

(1− η)G
.

(c) Použijeme-li (a), (b) a prvńı nerovnost v (211), můžeme psát

∥s(1)i+1∥ ≤ ∥gi+1∥+ |ζi|∥yi∥ ≤ ∥gi+1∥+ C
∥gi+1∥
∥di∥

∥yi∥ ≤ (1 + CG)∥gi+1∥ = C1∥gi+1∥,

kde C1 = 1 + CG. Jelikož podle lemmatu 25 plat́ı (213), jsou splněny předpoklady lemmatu 24, takže
uvažovaná metoda je stejnoměrně spádová a tud́ıž globálně konvergentńı. 2
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Lemma 26. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u použ́ıvaj́ıćı při výběru délky kroku zobecně-
nou Wolfeho podmı́nku. Označme βi některou z hodnot (181), (182)+(210), (183), (184), (185)+(210),
(186) (kromě hodnot βPRD

i , βFRD
i , βPPD

i ), kde 0 ≤ λi ≤ λ. Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady
F1, F4, F5, existuje konstanta C > 0 taková, že plat́ı |βi| ≤ C∥gi+1∥/∥si∥. V př́ıpadě hodnot βHSD

i ,
βDYD
i , βHPD

i stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku.

Důkaz (a) Použijeme-li druhou nerovnost v (211), můžeme psát

yTi yi = ∥yi∥2 ≤ G
2∥di∥2,

pTi pi = ∥yi − di∥2 ≤ (G+ 1)2∥di∥2.

Plat́ı-li (210), můžeme podle (212) psát ∥gi+1∥ ≤ G∥di∥/(1− η), takže

gTi+1gi+1 ≤ G
2

(1− η)2
∥di∥2

(b) Použijeme-li nerovnosti uvedené v části (b) d̊ukazu lemmatu 25, dostaneme

(yTi si)
2 ≥ G2∥di∥2∥si∥2,

yTi si|gTi si| ≥
1

1 + ε3
(yTi si)

2 ≥ 1

1 + ε3
G2∥di∥2∥si∥2.

(gTi si)
2 ≥ 1

(1 + ε3)2
(yTi si)

2 ≥ 1

(1 + ε3)2
G2∥di∥2∥si∥2

(c) Uvažované hodnoty parametru βi obsahuj́ı dva členy. Prvńı člen nabývá hodnot (135), (136)+(210),
(137) a jeho absolutńı hodnota splňuje podle lemmatu 25 nerovnost (213). Použijeme-li (a), (b) a nerovnost
|gTi+1si| ≤ ∥gi+1∥∥si∥, můžeme podobným zp̊usobem omezit druhý člen výrazem λC2

2∥gi+1∥/∥si∥, kde C2

je konstanta použitá ve vzorci (213). Sečteme-li nerovnosti pro oba členy, dostaneme

|βi| ≤ C
∥gi+1∥
∥si∥

, C = C2 + λC2
2 , C2 =

(1 + ε3)(G+ 1)

(1− η)G
. (215)

V př́ıpadě metod HSD, DYD, HPD odpadne faktor 1 + ε3 (stač́ı slabá Wolfeho podmı́nka). V př́ıpadě
parametr̊u (181), (183), (184), (186) odpadne faktor 1/(1− η) (nepouž́ıváme nerovnost (210)). 2

V lemmatu 26 neuvažujeme hodnoty βPRD
i , βFRD

i a βPPD
i . Je to proto, že absolutńı hodnotu pod́ılu

|gTi si|/gTi gi nelze shora ohraničit, nebot’ nemáme k disposici nerovnost opačnou k (164) (např́ıklad rovnost
(166)).

Věta 61. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (168), kde:

(a) βi je některá z hodnot (181), (182)+(210), (183) (kromě hodnot βPRD
i , βFRD

i , βPPD
i ), kde

1/4 < λ ≤ λ ≤ λ a ϑi = 1.

(b) βi je některá z hodnot (184), (185)+(210), (186) (kromě hodnot βPRD
i , βFRD

i , βPPD
i ), kde

1/4 < λ ≤ λ ≤ λ a ϑi je odpov́ıdaj́ıćı hodnota určená podle (171).

Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5 a použ́ıváme-li při výběru délky kroku zobecněnou
Wolfeho podmı́nku, je tato metoda stejnoměrně spádová a tedy globálně konvergentńı. Pokud βi = βHSD

i ,
βi = βDYD

i , βi = βHPD
i , stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −ϑigi+1, β

(2)
i = βi,

kde βi je některá z hodnot uvedených v dokazovaném tvrzeńı. Podle lemmatu 22 je splněna nerovnost
(178), takže uvažovaná metode je spádová.
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(a) Jelikož ϑi = 1, můžeme psát ∥s(1)i+1∥ = ∥gi+1∥ a podle lemmatu 26 plat́ı |β(2)
i | ≤ C∥gi+1∥/∥si∥. Jsou

tedy splněny předpoklady lemmatu 24, takže uvažovaná metoda je stejnoměrně spádová a tud́ıž globálně
konvergentńı.

(b) Zřejmě ϑHS
i = 1. Stač́ı tedy vyšetřit př́ıpad, kdy ϑi = ϑLS

i . Je-li splněna zobecněná Wolfeho podmı́nka,
můžeme tak jako v (170) psát

(1− ε2)|gTi si| ≤ |gTi si| − |gTi+1si| ≤ yTi si ≤ |gTi si|+ |gTi+1si| ≤ (1 + ε3)|gTi si|

(předpokládáme, že ε3 ≥ ε2) a pokud ϑi = yTi si/|gTi si|, plat́ı 0 < (1 − ε2) ≤ ϑi ≤ (1 + ε3), takže

∥s(1)i+1∥ = ϑi∥gi+1∥ ≤ (1 + ε3)∥gi+1∥. Jelikož plat́ı i (215), jsou splněny předpoklady lemmatu 24, takže
uvažovaná metoda je stejnoměrně spádová a tud́ıž globálně konvergentńı. 2

Věta 62. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (201)–(202), kde 0 < ρ ≤ ρi ≤ ρ a
0 ≤ µi ≤ µ ≤ 1. Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5 a použ́ıváme-li při výběru délky
kroku slabou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda stejnoměrně spádová a tedy globálně konvergentńı.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −gi+1 − ζKD

i yi, β
(2)
i = βKD

i ,

kde βKD
i a ζKD

i jsou hodnoty určené podle vzorce (202). Druhý vzorec v (202) se lǐśı od prvńıho vzorce
v (176) pouze t́ım, že parametr ζi je vynásoben č́ıslem µi ≤ 1. Existuje tedy konstanta C1 > 0 taková, že

∥s(1)i+1∥ ≤ C1∥gi+1∥. Položme αiρi = λiy
T
i yi/y

T
i si. Pak prvńı vzorec v (202) se od prvńıho vzorce v (181)

lǐśı pouze t́ım, že hodnota λi > 0 je nahražena hodnotou λi + 1 > 1. Podle lemmatu 26 tedy existuje

konstanta C > 0 taková, že |β(2)
i | ≤ C∥gi+1∥/∥si∥. Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 24, takže

uvažovaná metoda je stejnoměrně spádová a tud́ıž globálně konvergentńı. 2

Věta 63. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (206)–(207), kde ρi > 0 je některá z
hodnot (197) s λi ≥ 1. Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5 a použ́ıváme-li při výběru
délky kroku slabou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda stejnoměrně spádová a tedy globálně konvergentńı.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −gi+1, β

(2)
i = βDK

i ,

kde βDK
i je hodnota určená podle vzorce (207). Tato hodnota se od hodnoty βKD

i lǐśı t́ım, že obsahuje
nový člen, pro který plat́ı ∣∣∣∣sTi gi+1

sTi si

∣∣∣∣ ≤ ∥si∥∥gi+1∥
∥si∥2

=
∥gi+1∥
∥si∥

.

Použijeme-li odhad |βKD
i | ≤ C∥gi+1∥/∥si∥, źıskaný v d̊ukazy věty 62, dostaneme

|β(2)
i | ≤ |βKD

i |+ ∥gi+1∥
∥si∥

≤ (C + 1)
∥gi+1∥
∥si∥

.

Jelikož ∥s(1)i+1∥ = ∥gi+1∥, jsou splněny předpoklady lemmatu 24, takže uvažovaná metoda je stejnoměrně
spádová a tud́ıž globálně konvergentńı. 2

Poznámka 91. Věty, které jsme zat́ım dokázali vyžaduj́ı, aby byl splněn předpoklad F5 (existence kon-
stanty G > 0), takže je lze použ́ıt pouze pro konvexńı funkce. Z d̊ukazu těchto vět je zřejmé, že předpoklad
F5 slouž́ı pouze k tomu, aby byla splněna druhá nerovnost v (211). Jednou z možnost́ı jak tento předpoklad
obej́ıt, je zvolit malé č́ıslo τ > 0 a položit βi = 0, pokud yTi di < τ∥di∥2. Daľśı možnost́ı, použitelnou v
př́ıpadě, kdy vzorec pro βi obsahuje ve jmenovateli výraz yTi si, je nahradit vektor yi = gi+1 − gi vektorem
ỹi = yi + τidi, kde τi = max(0, τ − yTi di/d

T
i di). Je-li splněna slabá Wolfeho podmı́nka, plat́ı yTi di > 0,

takže τ − yTi di/d
T
i di ≤ τi ≤ τ a

ỹTi di = yTi di + τi∥di∥2 ≥ yTi di
dTi di

∥di∥2 +
(
τ − yTi di

dTi di

)
∥di∥2 = τ∥di∥2.
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Jelikož ỹi = (G̃i + τiI)di, můžeme psát

∥ỹi∥ ≤ ∥G̃i + τiI∥∥di∥ ≤ (G+ τ)∥di∥.

Vektory ỹi = yi + τidi, i ∈ N , tedy splňuj́ı nerovnosti (211) a použijeme-li je v metodách HS, HSD, HSL,
HP, HPD, HPL, KD a DK, plat́ı všechna dokázaná tvrzeńı i pro nekonvexńı funkce (v d̊ukazech mı́sto G
a G použ́ıváme τ a G + τ). Mı́sto konstanty τ můžeme použ́ıt proměnnou hodnotu τ i = τ min(1, ∥gi∥),
kde τ > 0. Protože d̊ukaz globálńı konvergence provád́ıme sporem a předpokládáme, že ∥gi∥ > ε, plat́ı
v tomto př́ıpadě τ i ≥ τ , kde τ = τ min(1, ε). Poznamenejme, že použit́ım vektoru ỹi sice zaruč́ıme
globálńı konvergenci některých metod sdružených gradient̊u i pro nekonvexńı funkce, poruš́ıme t́ım však
předpoklady věty 40, č́ımž př́ıjdeme o vlastnost kvadratického ukončeńı. Nicméně, zvoĺıme-li č́ıslo τ
dostatečně malé, změna vektoru yi se téměř nikdy neprojev́ı. Tato praktická zkušenost ukazuje, že globálńı
konvergence bývá porušena pouze výjimečně a lze ji zaručit i jednodušš́ım zp̊usobem než změnou vektoru
yi, např́ıklad podle poznámky 34.

Nyńı opust́ıme předpoklad F5 a budeme se snažit upravit spádové metody sdružených gradient̊u tak,
aby byly globálně konvergentńı za slabš́ıch předpoklad̊u F1, F2, F3. Pro tento účel je kĺıčové následuj́ıćı
tvrzeńı, jehož d̊ukaz je modifikaćı d̊ukaz̊u podobných tvrzeńı uvedených v [75] a [93].

Lemma 27. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u se směrovými vektory (208) a výběrem
délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Předpokládejme že funkce F : D → R splňuje podmı́nky
F1, F2 (kde F ≥ F (xi), i ∈ N), F3 a že gi ≥ ε, i ∈ N , kde č́ıslo ε > 0 nezáviśı na indexu i ∈ N . Pak
existuj́ı-li konstanty C1 > 0, C2 > 0 takové, že

∥s(1)i+1∥ ≤ C1, 0 < β
(2)
i ≤ C2∥di∥, i ∈ N, (216)

plat́ı
∞∑
i=1

1

∥si∥2
= ∞. (217)

Důkaz (a) Ukážeme, že plat́ı

∞∑
i=1

∥ui+1 − ui∥2 <∞, ui =
si
∥si∥

=
di
∥di∥

, i ∈ N. (218)

Označme

wi+1 =
s
(1)
i+1

∥si+1∥
, δi =

∥si∥
∥si+1∥

β
(2)
i ≥ 0. (219)

Pak použit́ım (208) dostaneme

ui+1 =
si+1

∥si+1∥
= wi+1 + δiui. (220)

Jelikož ∥ui+1∥ = ∥ui∥ = 1, můžeme psát

∥ui+1 − δiui∥2 = 1− 2δiu
T
i+1ui + δ2i , ∥δiui+1 − ui∥ = δ2i − 2δiu

T
i+1ui + 1,

takže podle (220) plat́ı
∥wi+1∥ = ∥ui+1 − δiui∥ = ∥δiui+1 − ui∥,

což spolu s (219) a nerovnost́ı ∥s(1)i+1∥ ≤ C1, dává

∥ui+1 − ui∥ ≤ (1 + δi)∥ui+1 − ui∥ = ∥(1 + δi)ui+1 − (1 + δi)ui∥

≤ ∥ui+1 − δiui∥+ ∥δiui+1 − ui∥ = 2∥wi+1∥ ≤ 2C1
1

∥si+1∥
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a použijeme-li nerovnost (36), která plat́ı pro libovolnou spádovou metodu sdružených gradient̊u s výběrem
délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku, dostaneme

∞∑
i=1

∥ui+1 − ui∥2 ≤ 4C2
1

∞∑
i=1

1

∥si+1∥2
≤ 4C2

1

∞∑
i=1

1

∥si∥2
≤ 4C2

1

ε4

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
<∞

(b) OznačmeD diametr množiny DF (F ), která je podle předpokladu F2 omezená. Ukážeme, že ke každému
č́ıslu m ∈ N existuje index i ∈ N takový, že

i+m−1∑
j=i

∥dj∥ ≤ 2D, (221)

pokud i ≥ i. Necht’ m ∈ N . Zřejmě

xi+m − xi =

i+m−1∑
j=i

(xj+1 − xj) =

i+m−1∑
j=i

dj =

i+m−1∑
j=i

∥dj∥uj =
i+m−1∑
j=i

∥dj∥ui +
i+m−1∑
j=i

∥dj∥(uj − ui),

takže

i+m−1∑
j=i

∥dj∥ =
i+m−1∑
j=i

∥dj∥∥ui∥ ≤ ∥xi+m − xi∥+
i+m−1∑
j=i

∥dj∥∥uj − ui∥ ≤ D +
i+m−1∑
j=i

∥dj∥∥uj − ui∥. (222)

Podle (a) existuje index i ∈ N takový, že

∞∑
i=i

∥ui+1 − ui∥2 ≤ 1

4m
, (223)

takže pro i ≥ i a i ≤ j < i+m použit́ım nerovnosti (21) dostaneme

∥uj − ui∥ ≤
j−1∑
k=i

∥uk+1 − uk∥ ≤
√
j − i

(
j−1∑
k=i

∥uk+1 − uk∥2
)1/2

≤
√
m

(
1

4m

)1/2

=
1

2
,

což po dosazeńı do (222) dává (221).

(c) Předpokládejme nyńı, že m ≥ 2
√
2C2D a i je index, pro který plat́ı (223). Použijeme-li (208), (216) a

nerovnost (21), můžeme pro i ∈ N psát

∥si+1∥2 ≤ (∥s(1)i+1∥+ β
(2)
i ∥si∥)2 ≤ 2∥s(1)i+1∥

2 + 2(β
(2)
i )2∥si∥2 ≤ 2C2

1 + 2C2
2∥di∥2∥si∥2 = c0 + ci∥si∥2,

kde c0 = 2C2
1 a ci = 2C2

2∥di∥2, takže pro l > i indukćı dostaneme

∥sl∥2 ≤ c0 + cl−1∥sl−1∥2 ≤ c0 + cl−1(c0 + cl−2∥sl−2∥2) ≤ · · · ≤ c0

 l∑
i=i

l−1∏
j=i

cj

+ ∥si∥2
l−1∏
j=i

cj . (224)

Použijeme-li nerovnost (20), vztah (221) a nerovnost m ≥ 2
√
2C2D, můžeme pro i ≥ i psát

i+m−1∏
j=i

cj =

i+m−1∏
j=i

2C2
2∥dj∥2 =

i+m−1∏
j=i

√
2C2∥dj∥

2

≤

 1

m

i+m−1∑
j=i

√
2C2∥dj∥

2m

≤

(
2
√
2C2D

m

)2m

≤ 1.
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Necht’ i + (k′ − 1)m ≤ i < i + k′m, kde 1 ≤ k′ ≤ k. Pak opakovaným použit́ım předchoźı nerovnosti pro
l = i+ km dostaneme

l−1∏
j=i

cj =

i+k′m−1∏
j=i

cj

i+km−1∏
j=i+k′m

cj ≤
i+k′m−1∏

j=i

cj =

i+k′m−1∏
j=i

2C2
2∥dj∥2 ≤

i+k′m−1∏
j=i

2C2
2D

2 ≤ (2C2
2D

2)m

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že 2C2
2D

2 ≥ 1), což po dosazeńı do (224) dává

∥sl∥2 ≤ 2C2
1 (l − i+ 1)(2C2

2D
2)m + (2C2

2D
2)m∥si∥2

∆
= K2(l − i+ 1) +K1 ≤ (K1 +K2)l.

Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

1

∥si∥2
≥

∞∑
k=1

1

∥si+km∥2
≥

∞∑
k=1

1

(K1 +K2)(i+ km)
≥ 1

(K1 +K2)(i+m)

∞∑
k=1

1

k
= ∞.

2

Poznámka 92. Lemma 27 je velmi užitečným prostředkem pro dokazováńı globálńı konvergence spádových
metod sdružených gradient̊u. Důkaz se provád́ı sporem. Ukáže se, že z předpokladu ∥gi∥ ≥ ε, i ∈ N , plynou
nerovnosti (216). Pak podle lemmatu 27 plat́ı (217), což pokud ∥gi∥ ≥ ε, i ∈ N , je ve sporu s nerovnost́ı
(36).

Lemma 28. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u použ́ıvaj́ıćı při výběru délky kroku slabou
Wolfeho podmı́nku, předpokládejme že funkce F : D → R splňuje podmı́nky F1, F2, F3 a označme βi
některou z hodnot (135), (136)+(210)), (137). Pak, pokud gi ≥ ε, i ∈ N , existuje konstanta C2 > 0
taková, že |βi| ≤ C2∥di∥, i ∈ N .

Důkaz Podle předpoklad̊u F2, F3 existuj́ı č́ısla g > 0 a G > 0 taková že, ∥gi+1∥ ≤ g, ∥gi∥ ≤ g a
∥yi∥ = ∥g(xi + di)− g(xi)∥ ≤ G∥di∥.

(a) Použijeme-li uvedené nerovnosti a nerovnost (212), dostaneme

|yTi gi+1| ≤ ∥yi∥∥gi+1∥ ≤ gG∥di∥

gTi+1gi+1 ≤ 1

1− η
|yTi gi+1| ≤

gG

1− η
∥di∥

|(yi − di)
T gi+1| ≤ ∥yi∥∥gi+1∥+ ∥di∥∥gi+1∥ ≤ g(G+ 1)∥di∥.

(b) Podle předpokladu plat́ı ∥gi∥ ≥ ε, takže

gTi gi ≥ ε2

a použijeme-li (164), dostaneme
|gTi si| = −gTi si ≥ s gTi gi ≥ s ε2.

Jelikož použ́ıváme slabou Wolfeho podmı́nku, můžeme psát

yTi si = gTi+1si − gTi si ≥ (ε2 − 1)gTi si = (1− ε2)|gTi si| ≥ (1− ε2)s ε
2.

(c) Použijeme-li nerovnosti uvedené v (a) a (b), vid́ıme, že pro libovolnou hodnotu βi, určenou podle
vzorc̊u (135), (136)+(210), (137), plat́ı

|βi| ≤ C2∥di∥, C2 =
g(G+ 1)

(1− η)(1− ε2)s ε2
. (225)

V př́ıpadě parametr̊u (135) a (137) odpadne faktor 1/(1− η). 2
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Právě dokázaná tvrzeńı nevyžaduj́ı, aby byl splněn předpoklad F5. Jistou komplikaćı je však požadavek

nezápornosti č́ısla β
(2)
i . Necht’

βi = β+
i + β−

i , β+
i = max(0, βi), β−

i = min(0, βi).

Pak lze položit β
(2)
i = β+

i a člen β−
i si zahrnout do vektoru s

(1)
i+1. Jelikož chceme, aby platilo ∥s(1)i+1∥ ≤ C1,

je třeba, aby existovala konstanta C > 0 taková, že |β−
i | ≤ C/∥si∥ (pokud ∥gi∥ ≥ ε). To lze zajistit tak,

že mı́sto βi použijeme hodnotu

β′
i = max(βi, βi), 0 ≤ −βi ≤

C

∥si∥
, (226)

Nejjednodušš́ım zp̊usobem je zvolit βi = 0, takže (podobně jako v (148)) β′
i = β+

i = max(0, βi). V práci
[93] se použ́ıvá hodnota

βi = − 1

∥si∥min(γ, ∥gi∥)
. (227)

kde γ je vhodná konstanta (pak C = 1/min(γ, ε)). V daľśım výkladu budeme pro jednoduchost předpoklá-
dat, že βi = 0, takže β′

i = β+
i = max(0, βi). Tento předpoklad, vhodný pro praktické výpočty, nikterak

nesnižuje obecnost následuj́ıćıch úvah, nebot’ volba (226) neporuš́ı platnost předpoklad̊u lemmatu 27.

Věta 64. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (167), kde βi = β+
i je některá z hodnot

(136)+(210), (148), (149). Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F2, F3 a použ́ıváme-li při
výběru délky kroku zobecněnou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda globálně konvergentńı.

Důkaz Položme

s
(1)
i+1 = −

(
1 + β+

i

gTi+1si

gTi+1gi+1

)
gi+1, β

(2)
i = β+

i ,

kde β+
i je některá z hodnot (136)+(210), (148), (149) a předpokládejme, že gi ≥ ε, i ∈ N . Použijeme-li

vztahy (S3a), (166) a předpoklady F2, F3, dostaneme

|gTi+1si| ≤ ε3|gTi si| = ε3g
T
i gi ≤ ε3g

2 (228)

Podle lemmatu 28 plat́ı |β+
i | ≤ |βi| ≤ C2∥di∥, což spolu s (228) dává

∥s(1)i+1∥ ≤
(
1 + |β+

i |
|gTi+1si|
gTi+1gi+1

)
∥gi+1∥ ≤

(
1 + C2D

ε3g
2

ε2

)
g

∆
= C1.

Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 24, takže plat́ı (217), což je podle poznámky 92 ve sporu s
nerovnost́ı (36). 2

Věta 65. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem (174), kde βi = β+
i je některá z hodnot

(136)+(210), (148) a ζi je hodnota určená vztahem (175) s pi = yi, přičemž ζi = 0, pokud β+
i = 0. Pak,

splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F2, F3 a použ́ıváme-li při výběru délky kroku zobecněnou
Wolfeho podmı́nku, je tato metoda globálně konvergentńı.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −gi+1 − ζiyi, β

(2)
i = β+

i

a předpokládejme, že gi ≥ ε, i ∈ N .

(a) Necht’ β+
i je některá z hodnot (148) a ζi je hodnota určená podle vzorce (175) s pi = yi, přičemž ζi = 0,

pokud β+
i = 0. Pak, pokud ζi ̸= 0, plat́ı (176), Nerovnost (228) spolu s nerovnostmi uvedenými v části

(b) d̊ukazu lemmatu 28 implikuj́ı, že pro libovolnou hodnotu ζi, určenou podle vzorc̊u (176), plat́ı

|ζi| ≤
ε3g

2

(1− ε2)s ε2
. (229)
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(b) Necht’ β+
i je některá z hodnot (136)+(210), a ζi je hodnota určená podle vzorce (175) s pi = yi, přičemž

ζi = 0, pokud β+
i = 0. Pak, pokud ζi ̸= 0, použit́ım nerovnost́ı (214) a (229) dostaneme

|ζi| ≤ C, C =
ε3g

2

(1− η)(1− ε2)s ε2
.

(c) Použijeme-li (a) a (b), můžeme psát

∥s(1)i+1∥ ≤ ∥gi+1∥+ |ζi|∥yi∥ ≤ ∥gi+1∥+ C∥gi+1 − gi∥ ≤ (1 + 2C)g
∆
= C1.

Jelikož podle lemmatu 28 plat́ı |β+
i | ≤ |βi| ≤ C2∥di∥, jsou splněny předpoklady lemmatu 24, takže plat́ı

(217), což je podle poznámky 92 ve sporu s nerovnost́ı (36). 2

Lemma 29. Uvažujme spádovou metodu sdružených gradient̊u použ́ıvaj́ıćı při výběru délky kroku slabou
Wolfeho podmı́nku, předpokládejme že funkce F : D → R splňuje podmı́nky F1, F2, F3 a označme βi
některou z hodnot (181), (182)+(210), (183), (184), (185)+(210), (186) (kromě hodnot βPRD

i , βFRD
i ,

βPPD
i ), kde 0 ≤ λi ≤ λ. Pak, pokud gi ≥ ε, i ∈ N , existuje konstanta C > 0 taková, že |βi| ≤ C∥di∥,
i ∈ N .

Důkaz (a) Použijeme-li nerovnosti ∥gi+1∥ ≤ g, ∥gi∥ ≤ g, ∥yi∥ = ∥g(xi + di) − g(xi)∥ ≤ G∥di∥, ∥di∥ ≤ D
a nerovnost (212), dostaneme

∥yi∥2 = ∥gi+1 − gi∥∥yi∥ ≤ 2gG∥di∥,

gTi+1gi+1 ≤ gG

1− η
∥di∥,

∥yi − di∥2 = ∥gi+1 − gi − di∥∥yi − di∥ ≤ (2g +D)(G+ 1)∥di∥

(b) Použijeme-li (S3a), můžeme psát

gTi+1si ≥ ε2g
T
i si = −ε2yTi si + ε2g

T
i+1si,

neboli (1− ε2)g
T
i+1si ≥ −ε2yTi si, což po úpravě dává

gi+1si ≥ − ε2
1− ε2

yTi si.

Jelikož gTi si < 0, můžeme psát gTi+1si = yTi si + gTi si ≤ yTi si, což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává∣∣∣∣gTi+1si

yTi si

∣∣∣∣ ≤ max

(
ε2

1− ε2
, 1

)
.

Podle (S3a) nav́ıc plat́ı |gTi+1si/g
T
i si| ≤ ε3.

(c) Uvažované hodnoty parametru βi obsahuj́ı dva členy. Prvńı člen nabývá hodnot (135), (136)+(210),
(137) a jeho absolutńı hodnota splňuje podle lemmatu 25 nerovnost (225). Druhý člen je λ násobkem
součinu dvou zlomk̊u. Prvńı zlomek lze podle (a) a podle části (b) d̊ukazu lemmatu 28 omezit výrazem
Ca∥di∥, kde

Ca =
(2g +D)(G+ 1)

(1− η)(1− ε2)s ε2
.

Druhý zlomek lze podle (b) omezit konstantou

Cb = max

(
ε2

1− ε2
, 1, ε3

)
.

Plat́ı tedy

|βi| ≤ C∥di∥, C = C2 + λCaCb, C2 =
g(G+ 1)

(1− η)(1− ε2)s ε2
. (230)
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2

V lemmatu 29 neuvažujeme hodnoty βPRD
i , βFRD

i a βPPD
i . Je to proto, že absolutńı hodnotu pod́ılu

|gTi si|/gTi gi nelze shora ohraničit, nebot’ nemáme k disposici nerovnost opačnou k (164) (např́ıklad rovnost
(166)).

Věta 66. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem si+1 = ϑigi+1+β
+
i si, β

+
i = max(0, βi),

kde:

(a) βi je některá z hodnot (181), (182)+(210), (183) (kromě hodnot βPRD
i , βFRD

i , βPPD
i ), kde

1/4 < λ ≤ λ ≤ λ a ϑi = 1.

(b) βi je některá z hodnot (184), (185)+(210), (186) (kromě hodnot βPRD
i , βFRD

i , βPPD
i ), kde

1/4 < λ ≤ λ ≤ λ a ϑi je odpov́ıdaj́ıćı hodnota určená podle (171), přičemž ϑi = 1, pokud β+
i = 0.

Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F2, F3 a použ́ıváme-li při výběru délky kroku zobecněnou
Wolfeho podmı́nku, je tato metoda globálně konvergentńı. Pokud βi = βHSD

i , βi = βDYD
i , βi = βHPD

i ,
stač́ı použ́ıt slabou Wolfeho podmı́nku.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −ϑigi+1, β

(2)
i = β+

i ,

kde β+
i = max(0, βi) a βi je některá z hodnot uvedených v dokazovaném tvrzeńı, a předpokládejme, že

gi ≥ ε, i ∈ N . Podle lemmatu 22 je splněna nerovnost (178), takže uvažovaná metode je spádová.

(a) Jelikož ϑi = 1, můžeme psát ∥s(1)i+1∥ = ∥gi+1∥ a podle lemmatu 29 plat́ı |β(2)
i | ≤ C∥di∥. Jsou tedy

splněny předpoklady lemmatu 27, takže uvažovaná metoda je globálně konvergentńı.

(b) Zřejmě ϑHS
i = 1. Stač́ı tedy vyšetřit př́ıpad, kdy ϑi = ϑLS

i . Použijeme-li stejný postup jako v části

(b) d̊ukazu věty 61, dostaneme 0 < (1− ε2) ≤ ϑi ≤ (1 + ε3), takže ∥s(1)i+1∥ = ϑi∥gi+1∥ ≤ (1 + ε3)g. Jelikož
plat́ı i (230), jsou splněny předpoklady lemmatu 27, takže uvažovaná metoda je globálně konvergentńı. 2

Věta 67. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 +max(0, βKD
i ) si − ζKD

i yi,

kde 0 < ρ ≤ ρi ≤ ρ a 0 ≤ µi ≤ µ ≤ 1. Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F2, F3 a
použ́ıváme-li při výběru délky kroku slabou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda globálně konvergentńı.

Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −gi+1 − ζKD

i yi, β
(2)
i = max(0, βKD

i ),

kde βKD
i a ζKD

i jsou hodnoty určené podle vzorce (202), a předpokládejme, že gi ≥ ε, i ∈ N . Druhý
vzorec v (202) se lǐśı od prvńıho vzorce v (176) pouze t́ım, že parametr ζi je vynásoben č́ıslem µi ≤ 1.

Podle (229) tedy existuje konstanta C1 > 0 taková, že ∥s(1)i+1∥ ≤ C1. Položme αiρi = λiy
T
i yi/y

T
i si. Pak

prvńı vzorec v (202) se od prvńıho vzorce v (181) lǐśı pouze t́ım, že hodnota λi > 0 je nahražena hodnotou

λi +1 > 1. Podle lemmatu 29 tedy existuje konstanta C > 0 taková, že |β(2)
i | ≤ C∥di∥. Jsou tedy splněny

předpoklady lemmatu 27, takže uvažovaná metoda je globálně konvergentńı. 2

Věta 68. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u danou předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 +max(0, βDK
i ) di,

kde ρi > 0 je některá z hodnot (197) s λi ≥ 1. Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5
a použ́ıváme-li při výběru délky kroku slabou Wolfeho podmı́nku, je tato metoda globálně konvergentńı.
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Důkaz Položme
s
(1)
i+1 = −gi+1, β

(2)
i = max(0, βDK

i ),

kde βDK
i je hodnota určená podle vzorce (207), a předpokládejme, že gi ≥ ε, i ∈ N . Hodnota βDK

i se od
hodnoty βKD

i lǐśı t́ım, že obsahuje nový člen, pro který plat́ı∣∣∣∣sTi gi+1

sTi si

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dTi gi+1

yTi si

∣∣∣∣ yTi didTi di
≤ g∥di∥

yTi si
G ≤ gG

(1− ε2)s ε2
∥di∥

∆
= C3∥di∥

(použ́ıvame nerovnosti z části (b) d̊ukazu lemmatu 28). Použijeme-li odhad |βKD
i | ≤ C∥di∥, źıskaný v

d̊ukazu věty 67, dostaneme

|β(2)
i | ≤ |βKD

i |+
∣∣∣∣sTi gi+1

sTi si

∣∣∣∣ ≤ (C + C3)∥di∥.

Jelikož ∥s(1)i+1∥ = ∥gi+1∥ ≤ g, jsou splněny předpoklady lemmatu 27, takže uvažovaná metoda je globálně
konvergentńı. 2

3.6 Implementace metod sdružených gradient̊u

Existuje řada daľśıch modifikaćı základńıch metod sdružených gradient̊u, z nichž některé se jen nepatrně
lǐśı od modifikaćı uvedených v odd́ılu 3.4 a jiné, ač teoreticky podložené, nejsou efektivńı pro praktické
výpočty. Jedna z poměrně účinných úprav, založená na myšlenkách podobných těm, které vedou na (192),
použ́ıvá parametry

βHSY
i =

∥gi+1∥2 − |gTi+1gi|
yTi si + µi max(0, gTi+1si)

,

βPRY
i =

∥gi+1∥2 − |gTi+1gi|
gTi gi + µi max(0, gTi+1si)

, (231)

βLSY
i =

∥gi+1∥2 − |gTi+1gi|
|gTi si|+ µi max(0, gTi+1si)

(Y – Yu, Zhao, Wei [208]). Použit́ı absolutńı hodnoty v čitateĺıch je podstatné. Odstrańıme-li absolutńı
hodnotu, dostaneme metody (135) s upravenými jmenovateli, které jsou méně účinné než metody (135) s
p̊uvodńımi jmenovateli.

Daľśı metody sdružených gradient̊u lze źıskat použit́ım zobecněných kvazinewtonovských podmı́nek.
Zobecněné kvazinewtonovské podmı́nky jsou podrobně studovány v odd́ılu 4.8. Zde uvedeme pouze
základńı myšlenky. Ukážeme, jak lze zobecnit metodu DL, která byla odvozena pomoćı standardńı
kvazinewtonovské podmı́nky Hi+1yi = di.

Poznámka 93. Jednou z možnost́ı je použ́ıt kvazinewtonovskou podmı́nku Hi+1ỹi = di, kde ỹi = yi+τidi.
Pak

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + β̃DL
i si pro i ∈ N,

kde

β̃DL
i =

ỹTi gi+1 − dTi gi+1

ỹTi si
= β̃HS

i − dTi gi+1

ỹiT si
(232)

Abychom dostali vhodné korekce, můžeme (tak jako v poznámce 186) použ́ıt některou z hodnot

τi =
2(Fi − Fi+1) + dTi gi+1 + dTi gi

∥di∥2
, (233)

τi =
6(Fi − Fi+1) + 3(dTi gi+1 + dTi gi)

∥di∥2
. (234)

Poznamenejme, že jmenovatel dTi ỹi v (232) je kladný, pokud τi > −dTi yi/dTi di, takže je výhodné parametr
τi zvětšit (např́ıklad položit τi = 0), neńı-li tato nerovnost splněna.
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Poznámka 94. Daľśı možnost́ı je použ́ıt v́ıcekrokovou kvazinewtonovskou podmı́nku Hi+1ŷi = d̂i, kde
ŷi = yi + λiyi−1, d̂i = di + λidi−1 a λi = 1/(τi(τi + 2)) (poznámka 187). Pak

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + β̂DL
i si pro i ∈ N,

kde

β̂DL
i =

ŷTi gi+1 − d̂Ti gi+1

ŷTi si
= β̂HS

i − d̂Ti gi+1

ŷiT si
. (235)

Parametr τi lze volit např́ıklad podle vzorce τi = ∥di−1∥/∥di∥.

Poznámka 95. Účinnost metod sdružených gradient̊u lze zvýšit vhodným přerušováńım iteračńıho pro-
cesu. Přerušováńı se provád́ı tak, že se po výpočtu směrového vektoru testuje splněńı předepsané podmı́nky.
Neńı-li tato podmı́nka splněna, nahrad́ı se vypočtený směrový vektor záporně vzatým gradientem (což
odpov́ıdá volbě βi = 0). Velmi vhodné je použ́ıt podmı́nku stejnoměrné spádovosti (S1b) a iteračńı proces
přerušit, pokud neplat́ı

−gTi+1si+1 ≥ ε0∥gi+1∥∥si+1∥, (236)

kde ε0 > 0 je nějaké malé č́ıslo (např́ıklad ε0 = 10−8). V poznámce 75 je uvedeno, že takto up-
ravená metoda sdružených gradient̊u je globálně konvergentńı, aniž by k přerušeńı docházelo př́ılǐs často.
Použ́ıváme-li parametry (136), (182), (185), je výhodné testovat ortogonalitu gradient̊u. V tomto př́ıpadě
se iteračńı proces přeruš́ı, pokud neplat́ı

|gTi gi+1| ≤ η2∥gi+1∥∥gi∥. (237)

kde hodnota η2 záviśı na zvolené Wolfeho podmı́nce. Také je možné testovat sdruženost směrových vektor̊u.
V tomto př́ıpadě se iteračńı proces přeruš́ı, pokud neplat́ı

|yTi si+1| ≤ η1∥si+1∥∥yi∥, (238)

kde hodnota η1 záviśı na zvolené Wolfeho podmı́nce. Je-li počet proměnných dostatečně velký, vyplat́ı
se v př́ıpadě parametr̊u (136), (182), (185) iteračńı proces přerušovat vždy po n kroćıch, poč́ıtaných od
posledńıho přerušeńı (pak jsou splněny předpoklady věty 32).

Poznámka 96. Metody sdružených gradient̊u jsou velmi citlivé na výběr délky kroku. Použit́ı slabé
Wolfeho podmı́nky se standardńımi parametry ε1 = 0.0001, ε2 = 0.9 a ε3 = ∞ je neefektivńı. Mnohem
výhodněǰśı je použ́ıvat silnou Wolfeho podmı́nku s parametry ε1 = 0.0001 a ε3 = ε2 = 0.1. Kromě toho
velmi zálež́ı na volbě počátečńı délky kroku α1

i . Je výhodné pokládat

α1
i = min(1, 2(Fi − Fi−1)/s

T
i gi, 2(F − Fi)/s

T
i gi),

kde F je dolńı odhad pro minimálńı hodnotu funkce F . Daľśı hodnoty αj
i , j > 1, se určuj́ı pomoćı ku-

bické extrapolace nebo interpolace. Metody sdružených gradient̊u negeneruj́ı tak kvalitńı směrové vektory
jako Newtonova metoda nebo metody s proměnnou metrikou a zaokrouhlovaćı chyby zp̊usobuj́ı, že je
někdy obt́ıžné źıskat řešeńı s požadovanou přesnost́ı. Proto je třeba výběr délky kroku upravit použit́ım
složitěǰśıch zastavovaćıch kriteríı než jsou Wolfeho podmı́nky. Velmi efektivńı proceduru pro výběr délky
kroku, která je součást́ı programu CG–DESCENT, vyvinuli Hager a Zhang [94]. Tato procedura byla
použita při testováńı metod sdružených gradientú v odd́ılu 3.7.

Algoritmus metody sdružených gradient̊u lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 5. Data ε0 = 10−8, ε1 = 10−4, ε2 = 10−1, η1 = 0.05, η2 = 0.5, ε > 0.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme F1 := F (x1), g1 := g(x1) a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě urč́ıme směrový vektor pomoćı zvolené
metody sdružených gradient̊u a rozhodneme o přerušeńı iteračńıho procesu podle pokyn̊u uve-
dených v poznámce 95. Rozhodneme-li se pro škálováńı, urč́ıme škálovaćı koeficient γi > 0
podle poznámky 69 (obvykle se škálováńı neprovád́ı, takže γi = 1). Pokud γi ̸= 1 vynásob́ıme
směrový vektor si č́ıslem γi.
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Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi tak aby byla splněna silná Wolfeho podmı́nka. Polož́ıme xi+1 := xi+αisi,
vypočteme Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1).

Krok 4 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

3.7 Numerické porovnáńı metod sdružených gradient̊u

V tomto odd́ılu uvedeme výsledky numerických test̊u, jejichž ćılem je ukázat účinnost jednotlivých metod
sdružených gradient̊u. Vybrali jsme pouze modifikace, které se jevily nejúčinněǰśı. Ostatńı metody byly
také testovány, ale výsledky těchto test̊u nejsou uvedeny ve výsledných tabulkách.

K testováńı metod sdružených gradient̊u bylo použito 73 testovaćıch úloh s 10000 proměnnými (TEST12
z odd́ılu 1.5), které jsou uvedeny v [4] a lze je stáhnout z camo.ici.ro/neculai/ansoft.htm). Výsledky
test̊u jsou prezentovány v prvńı tabulce, která obsahuje celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV,
gradient̊u NFG, jakož i celkový čas výpočtu. K výběru délky kroku byla použita procedura převzatá z
programu CG-DESCENT.

K označeńı jednotlivých metod sdružených gradient̊u byly zvoleny řetězce znak̊u, kde M znač́ı typ
metody (za M se dosazuje HS, PR, LS, DY, FR, CD, HP, PP, LP) a kde význam ostatńıch znak̊u je
uveden v následuj́ıćım seznamu

M - Základńı metody (129), (135), (136), (137).
MS - Spádové metody použ́ıvaj́ıćı vzorec (167).
M I - Modifikovanné metody použ́ıvaj́ıćı vzorce (168), (169), (171).
MT - Spádové metody použ́ıvaj́ıćı vzorce (174), (175), (176).
MD - Spádové metody použ́ıvaj́ıćı vzorce (129), (181), (182), (183).
MD I - Modifikované spádové metody použ́ıvaj́ıćı vzorce (168), (169), (171),(184), (185), (186).
ML - Metody typu Dai-Liao použ́ıvaj́ıćı vzorce (129), (196).
MM - Modifikovanné metody použ́ıvaj́ıćı vzorce (129), (192)

Znaménko + znač́ı, že se hodnota βi nahražuje č́ıslem max(0, βi).
Testovaćı úlohy z [4] jsou sice rozsáhlé, ale méně obt́ıžné. Proto jsme použili daľśı sadu 73 testovaćıch

funkćı o 1000 proměnných (TEST25 z odd́ılu 1.5), které jsou uvedeny v [128] (9 úloh ze sb́ırky TEST25
bylo vynecháno, protože je některá z testovaných metod nevyřešila). Výsledky nových test̊u jsou uvedeny
v druhé tabulce, jej́ıž obsah má podobný význam jako obsah předchoźı tabulky. V druhé tabulce nejsou
uvedeny metody DY, FR, CD a jejich modifikace, nebot’ nedokázaly nalézt řešeńı všech 73 problémů.
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Metody typu HS Metody typu PR Metody typu LS
Metoda NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas

M 73500 - 146562 - 82875 45.5 97522 - 153458 - 94111 52.5 90844 - 182707 - 98993 59.2
M+ 64776 - 130153 - 70449 42.2 99012 - 199048 - 105904 52.2 109072 - 217871 - 122362 59.1
MS+ 64267 - 127877 - 69952 39.4 81135 - 162484 - 85922 46.9 98472 - 197386 - 104029 54.6
M I+ 64776 - 130153 - 70449 42.2 59242 - 118194 - 64077 37.5 92908 - 185231 - 97328 49.8
MT+ 54197 - 109310 - 60435 38.2 78887 - 154099 - 98045 48.4 60850 - 122040 - 65886 38.4
MD+ 63923 - 128143 - 69497 42.0 93105 - 187343 - 99545 51.3 70265 - 140260 - 74808 41.7
MD I+ 63923 - 128143 - 69497 42.0 71623 - 140667 - 91332 46.0 83138 - 161521 - 101357 49.0
ML+ 65197 - 130629 - 71040 42.2 76842 - 148778 - 97018 46.3 77947 - 156497 - 83805 46.3
MM 62598 - 124900 - 67430 39.0 63481 - 126236 - 68753 38.6 63597 - 126651 - 68208 37.7

Metody typu DY Metody typu FR Metody typu CD
Metoda NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas

M 72624 - 145100 - 78735 47.1 81152 - 162513 - 85939 48.0 87805 - 176088 - 92754 63.7
MS 85372 - 161985 - 105303 57.9 84886 - 170639 - 89805 68.1 69839 - 140434 - 74992 42.2
M I 72624 - 145100 - 78735 47.1 70155 - 141153 - 75368 49.1 83105 - 166870 - 88196 49.6
MT 85249 - 169741 - 95273 51.1 84001 - 175873 - 97099 63.8 88634 - 184105 - 102816 76.1
MD+ 84267 - 170722 - 90918 52.5 82341 - 164020 - 88737 61.3 75449 - 151144 - 80078 46.6
MD I+ 84267 - 170722 - 90918 52.5 81187 - 164149 - 87045 66.3 80027 - 161857 - 86512 55.1

Metody typu HP Metody typu PP Metody typu LP
Metoda NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas

M 94217 - 189553 - 105896 99.9 98579 - 195634 - 112126 52.3 89764 - 168900 - 115584 55.3
M+ 75175 - 150631 - 81148 46.9 65729 - 132372 - 72109 40.6 85626 - 164338 - 106336 48.9
MS+ 63356 - 126299 - 67971 39.6 65561 - 131168 - 70887 41.6 84874 - 170016 - 90408 50.0
M I+ 75175 - 150631 - 81148 47.0 66181 - 133055 - 76592 43.6 68377 - 136899 - 73861 43.8
MT+ 53245 - 107591 - 59446 39.3 77128 - 155885 - 84388 54.2 73569 - 147557 - 78856 44.7
MD+ 67298 - 134304 - 72828 43.8 68450 - 138780 - 76567 44.3 68501 - 138216 - 75175 43.7
MD I+ 67298 - 134304 - 72828 43.8 71206 - 143152 - 80100 47.7 69167 - 138243 - 75678 44.9

Tabulka 1: TEST12 – 73 úloh

Metody typu HS Metody typu PR Metody typu LS
Metoda NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas

M 180415 - 356820 - 189289 44.3 192559 - 378024 - 205888 48.9 183373 - 358893 - 198523 47.6
M+ 177404 - 350275 - 187121 44.3 193256 - 380830 - 205681 47.6 168082 - 332005 - 178585 37.8
MS+ 172989 - 341748 - 181636 44.2 176074 - 347721 - 185784 44.5 178542 - 350962 - 189409 46.0
M I+ 177404 - 350275 - 187121 44.4 188245 - 369774 - 202312 48.3 177415 - 350384 - 187819 45.9
MT+ 169096 - 333431 - 176767 38.7 166449 - 328628 - 175692 35.0 171611 - 335298 - 184615 38.6
MD+ 184723 - 363463 - 195516 47.8 196565 - 386410 - 209068 49.1 179928 - 355002 - 189560 44.9
MD I+ 184723 - 363463 - 195516 47.8 180829 - 356770 - 190564 45.4 182770 - 359600 - 194898 47.4
ML+ 180151 - 356348 - 189308 44.5 169269 - 335000 - 179524 37.2 177867 - 351356 - 189243 45.0
MM 172571 - 338998 - 183992 45.3 187137 - 369122 - 201579 47.4 186313 - 367725 - 198195 45.5

Metody typu HP Metody typu PP Metody typu LP
Metoda NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas NIT - NFV - NFG čas

M 177550 - 350250 - 188436 45.2 181377 - 357178 - 194646 46.9 190279 - 374119 - 203658 47.5
M+ 170130 - 336539 - 178231 43.5 170629 - 336368 - 182559 37.7 198182 - 387620 - 213258 50.0
MS+ 181742 - 358446 - 191016 45.5 181792 - 358098 - 191930 47.5 179386 - 353043 - 190938 45.8
M I+ 170130 - 336539 - 178231 43.5 171369 - 338888 - 180437 44.1 177134 - 350693 - 184418 44.0
MT+ 169960 - 336307 - 178765 39.5 166228 - 328024 - 176246 35.4 171784 - 335591 - 185189 38.4
MD+ 187718 - 370074 - 198195 47.3 184662 - 367014 - 195265 45.8 187866 - 371548 - 197882 46.0
MD I+ 187718 - 370074 - 198195 47.3 188003 - 369635 - 202390 48.8 190851 - 374267 - 203765 50.3

Tabulka 2: TEST25 – 73 úloh
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Z údaj̊u uvedených v těchto tabulkách lze vyvodit několik závěr̊u:

• Metody typu HS se zdaj́ı být poněkud účinněǰśı než metody typu PR a LS. Metody typu DY, FR a
CD se svou výkonnost́ı př́ılǐs nelǐśı, což plat́ı i pro metody typu HP, PP a LP.

• Metody typu HS se zdaj́ı být poněkud účinněǰśı než metody HP. Metody PR a PP se svou výkonnost́ı
př́ılǐs nelǐśı, což plat́ı i pro metody typu LS a LP.

• Metody typu DY, FR a CD dávaj́ı horš́ı výsledky než ostatńı metody. Testy uvedené v prvńı
tabulce vyžadovaly častěǰśı přerušováńı iteračńıho procesu, zejména kv̊uli ztrátě konjugovanosti.
Tyto metody nevyřešily tři probémy ze sb́ırky použité k sestaveńı druhé tabulky (proto nejsou v této
tabulce obsaženy).

• Modifikace M+ dává většinou lepš́ı výsledky než základńı metoda (s výjimkou PR a LS). Ještě lepš́ı
výsledky dává modifikace MS+ (opět s výjimkou PR a LS) a zejména modifikace MT+, která se zdá
být nejefektivněǰśı.

• Modifikace MS a MT nejsou vhodné pro metody DY, FR, a CD. Pro tyto metody se vypláćı použ́ıvat
modifikaci MI.

• Pro velmi rozsáhlé úlohy jsou metody sdružených gradient̊u poměrně spolehlivé a účinné.

3.8 Předpodḿıněná metoda sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Podle vět 40 a 49 je metoda sdružených gradient̊u zvláště vhodná k hledáńı minima ryze konvexńı kvadra-
tické funkce nebo, což je totéž, pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se symetrickou pozitivně definitńı
matićı. Nyńı budeme uvažovat kvadratickou funkci

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs, (239)

která se použ́ıvá k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u (i v metodách s lokálně
omezeným krokem popsaných v páté kapitole). V poznámce 68 jsme ukázali, že metodu sdružených
gradient̊u lze předpodmı́nit tak, že se mı́sto kvadratické funkce Q(s) minimalizuje kvadratická funkce

Q̃(s̃) = g̃T s̃+
1

2
s̃T B̃s̃, (240)

kde s̃ = C1/2s, g̃ = C−1/2g a B̃ = C−1/2BC−1/2 (v poznámce 68 bylo použito označeńı H = C−1). Matice
C se vyb́ırá tak, aby soustava lineárńıch rovnic B̃s̃ = −g̃, definuj́ıćı minimum kvadratické funkce Q̃(s̃),
byla co nejlépe podmı́něná. Pokud C ≈ B, plat́ı B̃ ≈ I a κ(B̃) ≈ 1, což podle věty 49 zaručuje rychlou
konvergenci metody.

Definice 37. Necht’ B ∈ Rn×n, C ∈ Rn×n jsou symetrické pozitivně definitńı matice a g ∈ Rn. Pak
iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a

qi = Bpi, αi = −pTi gi/pTi qi,
si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gTi+1C
−1gi+1/g

T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u (s předpodmiňovačem C) pro
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Bs = −g.

Poznámka 97. Některé vlastnosti nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u jsou ukázány v d̊ukazu
věty 40 (vztahy (131)–(133)). Analogické vztahy pro předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u
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dostaneme formálně tak, že mı́sto s, g, p, q a B dosazujeme s̃ = C1/2s, g̃ = C−1/2g, p̃ = C1/2p, q̃ = C−1/2q
a B̃ = C−1/2BC−1/2. Plat́ı

pTj gi = 0, (241)

gTj C
−1gi = 0, (242)

pTj Bpi = 0 (243)

pro 1 ≤ j < i ≤ m, kde m je index takový, že pTi Bpi > 0 pro 1 ≤ i ≤ m. Tento postup budeme použ́ıvat
i nadále. Nejprve zformulujeme a dokážeme tvrzeńı pro C = I a pak jako d̊usledek uvedeme tvrzeńı pro
C ̸= I.

Poznámka 98. Z definice 37 plyne, že

gi = Bsi + g, kde si =
i−1∑
j=1

αjpj , (244)

což spolu s (241) dává

sTi (Bsi + g) = sTi gi =

i−1∑
j=1

αjp
T
j gi = 0. (245)

Poznámka 99. Použijeme-li vztah (241), dostaneme gTi C
−1gi = (βipi−1 − pi) = −pTi gi, takže

αi =
gTi C

−1gi
pTi Bpi

. (246)

Tuto hodnotu budeme použ́ıvat při vyšetřováńı vlastnost́ı předpodmı́něných metod sdružených gradient̊u.
Pro praktické použit́ı je však výhodněǰśı hodnota uvedená v defimici 37, která je méně citlivá na vliv
zaokrouhlovaćıch chyb. Hodnota αi realizuje přesný výběr délky kroku, nebot’ z definice 37 a vztahu (241)
plyne

pTi gi+1 = pTi gi + αip
T
i qi = pTi gi −

pTi gi
pTi qi

pTi qi = 0.

Jelikož podle definice 37 a vztahu (241) plat́ı

−pTi gi = −pTi

g + i−1∑
j=1

αjBpj

 = −pTi g,

můžeme psát

αi = − pTi gi
pTi Bpi

= − pTi g

pTi Bpi
. (247)

Nejprve dokážeme monotonnost změny některých d̊uležitých skalárńıch veličin (vzorec (251) je uveden
v práci [39]). Budeme přitom použ́ıvat označeńı si(α) = si + αpi pro 0 ≤ α ≤ αi, takže si+1 = si(αi).

Věta 69. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plat́ı-li gTj gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, m̊užeme pro 0 < α < αi psát

Q(si+1) < Q(si(α)) < Q(si), (248)

gT si+1 < gT si(α) < gT si, (249)

∥si+1∥ > ∥si(α)∥ > ∥si∥, (250)

gT si+1

∥g∥∥si+1∥
>

gT si(α)

∥g∥∥si(α)∥
>

gT si
∥g∥∥si∥

. (251)
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Důkaz (a) Plat́ı

Q(si(α)) = gT (si + αpi) +
1

2
(si + αpi)

TB(si + αpi)

= Q(si) + α(g +Bsi)
T pi +

1

2
α2pTi Bpi

= Q(si)− αgTi gi +
1

2
α2pTi Bpi,

nebot’ g + Bsi = gi podle (244) a gTi pi = −gTi gi + βi−1g
T
i pi−1 = −gTi gi podle (241). Jelikož pTi Bpi > 0,

je kvadratická funkce Q(si(α)) ryze konvexńı. Jej́ı derivace Q′(si(α)) = −gTi gi + αpTi Bpi je záporná pro
0 ≤ α < αi a nulová pro α = αi, takže funkce Q(si(α)) klesá pro 0 ≤ α < αi a nabývá svého minima pro
α = αi. Pro α = αi podle (246) s C = I plat́ı

Q(si+1) = Q(si)− αig
T
i gi +

1

2
α2
i p

T
i Bpi = Q(si)−

(gTi gi)
2

pTi Bpi
+

1

2

(gTi gi)
2

pTi Bpi

= Q(si)−
1

2

(gTi gi)
2

pTi Bpi
.

(b) Jelikož z (241)–(242) plyne

gTj pi = −gTj gi + βi−1g
T
j pi−1 =

i−1∏
k=j

βk

 gTj pj = − gTi gi
gTj gj

gTj (gj − βj−1pj−1) = −gTi gi

pro 1 ≤ j < i a jelikož g = g1, můžeme psát

gT si(α) = gT si + αgT pi = gT si − αgTi gi.

Tato lineárńı funkce klesá pro α ≥ 0.

(c) Použijeme-li vztah (244), dostaneme

si(α)
T si(α) = (si + αpi)

T (si + αpi) = sTi si + α2pTi pi + 2αsTi pi

= sTi si + α2pTi pi + 2α
i−1∑
j=1

αjp
T
j pi

= sTi si + α2pTi pi + 2αgTi gi

i−1∑
j=1

pTj pj

pTj Bpj
,

nebot’ pro 1 ≤ j < i plat́ı αj = gTj gj/p
T
j Bpj a

pTj pi = pTj (−gi + βi−1pi−1) = βi−1p
T
j pi−1 =

i−1∏
k=j

βk

 pTj pj =
gTi gi
gTj gj

pTj pj .

Tato kvadratická funkce roste pro α ≥ 0.

(d) Pro 1 ≤ j ≤ i můžeme psát

pj
∥gj∥2

= − gj
∥gj∥2

+
pj−1

∥gj−1∥2
= −

j∑
k=1

gk
∥gk∥2

,
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takže

−si(α) = −
i−1∑
j=1

αjpj − αpi =

i−1∑
j=1

αj∥gj∥2
(

j∑
k=1

gk
∥gk∥2

)
+ α∥gi∥2

(
i∑

k=1

gk
∥gk∥2

)

= α1∥g1∥2
(

g1
∥g1∥2

)
+ α2∥g2∥2

(
g1

∥g1∥2
+

g2
∥g2∥2

)
+ · · ·+ α∥gi∥2

(
g1

∥g1∥2
+

g2
∥g2∥2

+ · · ·+ gi
∥gi∥2

)

=

i∑
j=1

i−1∑
k=j

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2
 gj

∥gj∥2
.

Použijeme-li (242) s C = I, dostaneme

sTi (α)si(α) =
i∑

j=1

i−1∑
k=j

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2
2

1

∥gj∥2

a

−gT si(α) =
i−1∑
k=1

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2,

takže

sTi (α)si(α)

(gT si(α))2
=

i∑
j=1

(∑i−1
k=j αk∥gk∥2 + α∥gi∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2 + α∥gi∥2

)2
1

∥gj∥2
.

Nyńı použijeme toho, že racionálńı funkce φ(t) = (a + t)/(b + t) je pro a < b rostoućı (můžeme se o tom
přesvědčit derivováńım). Pro 0 < α < αi tedy plat́ı∑i

k=j αk∥gk∥2∑i
k=1 αk∥gk∥2

>

∑i−1
k=j αk∥gk∥2 + α∥gi∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2 + α∥gi∥2

>

∑i−1
k=j αk∥gk∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2

,

což po dosazeńı dává
sTi+1si+1

(gT si+1)2
>
si(α)

T si(α)

(gT si(α))2
>

sTi si
(gT si)2

Bezprostředńım použit́ım této nerovnosti dostaneme (251). 2

Důsledek 4. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C
na kvadratickou funkci Q(s) a plat́ı-li gTj C

−1gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, m̊užeme pro 0 < α < αi

psát
Q(si+1) < Q(si(α)) < Q(si),

gT si+1 < gT si(α) < gT si,

∥si+1∥C > ∥si(α)∥C > ∥si∥C , (252)

gT si+1

∥g∥D∥si+1∥C
>

gT si(α)

∥g∥D∥si(α)∥C
>

gT si
∥g∥D∥si∥C

, (253)

kde ∥s∥2C = sTCs a ∥g∥2D = gTC−1g (norma ∥.∥D je duálńı k normě ∥.∥C).

Důkaz Stač́ı použ́ıt substituce uvedené v poznámce 97. 2
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Věta 70. Jsou-li splněny předpoklady věty 69, plat́ı

−Q(si+1) ≥
1

2

∥g∥2

∥B∥
, −gT si+1 ≥ ∥g∥2

∥B∥
, ∥si+1∥ ≥ ∥g∥

∥B∥
. (254)

Je-li nav́ıc matice B pozitivně definitńı, plat́ı

∥si+1∥ ≤ 1

λ(B)
∥g∥, − gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1√

κ(B)
. (255)

Důkaz (a) Protože

s2 = s1 + α1p1 =
gT1 g1
pT1 Bp1

p1 = − gT g

gTBg
g,

plat́ı

−Q(s2) =
(gT g)2

gTBg
− 1

2

(gT g)2gTBg

(gTBg)2
=

1

2

(gT g)2

gTBg
≥ 1

2

∥g∥2

∥B∥
,

−gT s2 =
(gT g)2

gTBg
≥ ∥g∥2

∥B∥
, ∥s2∥ =

gT g

gTBg
∥g∥ ≥ ∥g∥

∥B∥
,

takže podle (248)–(250) dostaneme (254).

(b) Je-li matice B pozitivně definitńı, plat́ı pTj Bpj > 0, kdykoliv ∥gj∥ > 0, nebot’ z (241) plyne

pTj pj = (−gj + βj−1pj−1)
T (−gj + βj−1pj−1) = gTj gj + β2

j−1p
T
j−1pj−1 ≥ gTj gj ,

neboli ∥pj∥ ≥ ∥gj∥. Podle věty 40 existuje index m ≤ n takový, že ∥gj∥ > 0 pro 1 ≤ j ≤ m a gm+1 = 0.
Podle (250)–(251) můžeme pro i ≤ m psát

∥si+1∥ ≤ ∥sm+1∥,
gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≤ gT sm+1

∥g∥∥sm+1∥
. (256)

Jelikož gm+1 = g + Bsm+1 = 0, je vektor sm+1 řešeńım soustavy rovnic g + Bs = 0, takže lze psát
∥g∥ = ∥Bsm+1∥ ≥ λ(B)∥sm+1∥, a podle věty 10 plat́ı

− gT sm+1

∥g∥∥sm+1∥
≥ 1√

κ(B)
.

Po dosazeńı těchto vztah̊u do (256) dostaneme (255). 2

Důsledek 5. Jsou-li splněny předpoklady d̊usledku 4, plat́ı

−Q(si+1) ≥
1

2

∥g∥2

κ(C)∥B∥
, −gT si+1 ≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
, ∥si+1∥ ≥ ∥g∥

κ(C)∥B∥
. (257)

Je-li nav́ıc matice B pozitivně definitńı, plat́ı

∥si+1∥ ≤
√
κ(C)

λ(B)
∥g∥, − gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1

κ(C)
√
κ(B)

. (258)

Důkaz (a) Podobně jako v d̊ukazu věty 70 dostaneme

−Q(s2) = −Q̃(s̃2) =
1

2

(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ 1

2

∥g̃∥2

∥B̃∥
≥ 1

2

gTC−1g

∥C−1∥∥B∥
≥ 1

2

∥g∥2

κ(C)∥B∥
,
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−gT s2 = −g̃T s̃2 =
(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
,

∥s2∥ ≥ 1√
∥C∥

∥s̃2∥ ≥ 1√
∥C∥

∥g̃∥
∥B̃∥

≥ 1

κ(C)

∥g∥
∥B∥

,

což spolu s (248)–(250) dává (257).

(b) Jelikož pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı

λ(C)∥si+1∥2 ≤ sTi+1Csi+1 ≤ λ(C)∥si+1∥2,
1

λ(C)
∥g∥2 ≤ gTC−1g ≤ 1

λ(C)
∥g∥2

a tedy
1

κ(C)
∥g∥2∥si+1∥2 ≤ gTC−1gsTi+1Csi+1 ≤ κ(C)∥g∥2∥si+1∥2,

můžeme podle (252)–(253) psát

∥si+1∥2 ≤ 1

λ(C)
sTi+1Csi+1 ≤ 1

λ(C)
sTm+1Csm+1 ≤ κ(C)∥sm+1∥2

a
(gT si+1)

2

∥g∥2∥si+1∥2
≥ 1

κ(C)

(gT si+1)
2

gTC−1gsTi+1Csi+1
≥ 1

κ(C)

(gT sm+1)
2

gTC−1gsTm+1Csm+1
≥ 1

κ2(C)

(gT sm+1)
2

∥g∥2∥sm+1∥2
.

Protože vektor sm+1 je řešeńım soustavy rovnic g + Bs = 0, můžeme pokračovat stejným zp̊usobem jako
v d̊ukazu věty 70. 2

Poznámka 100. Je-li matice C vybrána tak, že κ(B̃) ≤ κ(B) (což je účelem předpodmı́něńı), můžeme
nerovnost (258) nahradit nerovnost́ı

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1√

κ(B)κ(C)
,

nebot’ podle věty 70 plat́ı

(gT si+1)
2

∥g∥2∥si+1∥2
≥ 1

κ(C)

(gT si+1)
2

gTC−1gsTi+1Csi+1
=

1

κ(C)

(g̃T s̃i+1)
2

g̃T g̃s̃Ti+1s̃i+1

≥ 1

κ(C)

(g̃T s̃i+1)
2

g̃T g̃s̃Tm+1s̃m+1
≥ 1

κ(C)κ(B̃)
≥ 1

κ(C)κ(B)

Zat́ım jsme se zabývali př́ıpadem, kdy pTj Bpj > 0, 1 ≤ j ≤ i. Nyńı vyšetř́ıme př́ıpad, kdy pTj Bpj > 0,

1 ≤ j ≤ i− 1 a pTi Bpi ≤ 0.

Věta 71. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plat́ı-li gTj gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i− 1 a gTi gi > 0, pTi Bpi ≤ 0 m̊užeme pro α > 0 psát

Q(si(α)) < Q(si), (259)

gT si(α) < gT si, (260)

∥si(α)∥ > ∥si∥, (261)

gT si(α)

∥g∥∥si(α)∥
>

gT si
∥g∥∥si∥

. (262)
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Důkaz Podobně jako v části (a) d̊ukazu věty 69 plat́ı

Q(si(α)) = Q(si)− αgTi gi +
1

2
α2pTi Bpi ≤ Q(si)− αgTi gi

nebot’ pTi Bpi ≤ 0. Lineárńı funkce na pravé straně této nerovnosti klesá pro α ≥ 0. Zbytek d̊ukazu je
totožný s částmi (b)–(d) d̊ukazu věty 69, nebot’ se v těchto částech nepouž́ıvá výraz pTi Bpi. 2

Věta 71 má velký význam při vyšetřováńı nepřesných metod s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.3),
nebot’ ukazuje, že funkce Q(si+αpi) klesá a norma ∥si+αpi∥ roste se vzr̊ustaj́ıćı hodnotou parametru α i
v př́ıpadě, že pTi Bpi < 0 (pokud pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i− 1). Hodnota funkce Q(si + αpi) se tedy sńıž́ı,
zvětš́ıme-li hodnotu parametru α > 0 tak, aby platilo ∥si + αpi∥ = ∆. Ve větě 71 je podstatné, že α > 0.
V daľśım kroku metody sdružených gradient̊u bychom totiž dostali αi = gTi C

−1gi/p
T
i Bpi < 0.

Použ́ıváme-li metodu sdružených gradient̊u pro výpočet směrového vektoru v metodách spádových
směr̊u, je třeba výpočet ukončit pokud neplat́ı pTi Bpi ≥ c pTi pi, kde c je vhodně zvolená malá hodnota
(v opačném př́ıpadě bychom mohli dostat nevhodný směrový vektor, např́ıklad takový, který by nebyl
spádový). Jelikož podmı́nka pTi Bpi ≥ c pTi pi nemuśı být splněna pro všechny indexy 1 ≤ i ≤ m, nemůžeme
použ́ıt nerovnosti (258). Plat́ı však tato věta [180].

Věta 72. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C na
kvadratickou funkci Q(s) a jsou-li splněny nerovnosti pTj Bpj ≥ c pTj pj pro 1 ≤ j ≤ i, plat́ı (257) a

∥si+1∥ ≤ n

c
∥g∥, − gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ c

nκ(C)∥B∥
. (263)

DůkazNerovnosti (257) plynou bezprostředně z d̊usledku 5, nebot’ k jejich odvozeńı neńı třeba předpokládat
pozitivńı definitnost matice B. Použijeme-li (247), dostaneme

si+1 =
i∑

j=1

αjpj = −
i∑

j=1

pTj g

pTj Bpj
pj = −

i∑
j=1

pjp
T
j

pTj Bpj
g,

takže

∥si+1∥ ≤
i∑

j=1

∥pjpTj ∥
pTj Bpj

∥g∥ =

i∑
j=1

pTj pj

pTj Bpj
∥g∥ ≤ n

c
∥g∥.

Spoj́ıme-li tuto nerovnost s druhou nerovnost́ı v (257), dostaneme

− gT si+1

∥si+1∥∥g∥
≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
c

n∥g∥2
=

c

nκ(C)∥B∥
.

2

Poznámka 101. Je-li matice B pozitivně definitńı, můžeme položit c = λ(B), takže dostaneme

∥si+1∥ ≤ n

λ(B)
∥g∥, − gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1

nκ(B)κ(C)
.

Pokud n <
√
κ(C), dává prvńı nerovnost lepš́ı odhad než odpov́ıdaj́ıćı nerovnost v (258). Druhá nerovnost

však dává vždy horš́ı odhad než odpov́ıdaj́ıćı nerovnost v (258).

Algoritmus předpodmı́něné metody sdružených gradient̊u pro výpočet směrových vektor̊u v metodách
spádových směr̊u lze popsat zhruba takto:
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Algoritmus 6. Data C ≻ 0, c > 0, 0 < ω < 1, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s := 0, r := −g, v := C−1r, σ := rT v, σ := σ, p := r a k := 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ := σ, vypočteme vektor q := Bp a č́ıslo τ := pT q. Jestliže τ ≥ c pT p, přejdeme na
krok 3. Pokud k = 1, polož́ıme s := −g. Ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α := ρ/τ . Polož́ıme s := s+ αp, r := r − αq, v := C−1r a σ := rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ
nebo k ≥ m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Výpočet skonč́ı bud’ v kroku 2 (matice B neńı pozitivně definitńı) nebo v kroku 3 (je nalezeno řešeńı s
požadovanou přesnost́ı nebo byl překročen povolený počet iteraćı.

Poznámka 102. Plat́ı-li ∥B∥ ≤ B a κ(C) ≤ κ, kde B a κ jsou konstanty společné všem iteračńım krok̊um
metody spádových směr̊u, pak směrový vektor s, vypočtený algoritmem 6, splňuje podle věty 72 podmı́nku

− gT s

∥g∥∥s∥
≥ c

nκB

∆
= ε0,

takže je stejnoměrně spádový a odpov́ıdaj́ıćı metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı. Algorit-
mus 6 lze tedy použ́ıt k realizaci globálně konvergentńı modifikované Newtonovy metody spádových směr̊u.

Metodu sdružených gradient̊u můžeme použ́ıt k určeńı spádového směru a směru se zápornou křivost́ı
v metodách spádových pár̊u popsaných v odd́ılu 2.6. V tomto př́ıpadě metodu sdružených gradient̊u
přeruš́ıme až tehdy, když |pTi Bpi| < c pTi pi. Pak polož́ıme

s = +
∑
j∈I+

αjpj =
∑
j∈I+

gTj C
−1gj

|pTj Bpj |
pj , I+ = {j : 1 ≤ j < i, pTj Bpj > 0}, (264)

z = −
∑
j∈I−

αjpj =
∑
j∈I−

gTj C
−1gj

|pTj Bpj |
pj , I− = {j : 1 ≤ j < i, pTj Bpj < 0}, (265)

přičemž s = 0, pokud I+ = ∅, a z = 0, pokud I− = ∅. Jestliže |pT1 Bp1| < c pT1 p1 (takže I+ ∪ I− = ∅),
pokládáme s = −g a z = 0.

Lemma 30. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C
na kvadratickou funkci (239) a jsou-li vektory s a z určeny podle (264) a (265), kde I+ ∪ I− ̸= ∅, plat́ı

−gT (s+ z) ≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
, ∥s+ z∥ ≤ n

c
∥g∥. (266)

Důkaz (a) Podobně jako v části (b) d̊ukazu věty 69 dostaneme

−gT (s+ z) = −
i∑

j=1

|αj |gT pj =
i∑

j=1

|αj |gTj C−1gj ,

takže jako v části (a) d̊ukazu d̊usledku 5 plat́ı

−gT (s+ z) ≥ |α1|gT1 C−1g1 =
(gTC−1g)2

gTC−1BC−1g
=

(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
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(b) Podobně jako v d̊ukazu věty 72 dostaneme

s+ z =

i∑
j=1

|αj |pj = −
i∑

j=1

pTj g

|pTj Bpj |
pj = −

i∑
j=1

pjp
T
j

|pTj Bpj |
g,

takže

∥s+ z∥ ≤
i∑

j=1

∥pjpTj ∥
|pTj Bpj |

∥g∥ =
i∑

j=1

pTj pj

|pTj Bpj |
∥g∥ ≤ n

c
∥g∥.

2

Věta 73. Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C na
kvadratickou funkci (239) a jsou-li vektory s a z určeny podle (264) a (265), kde I+ ∪ I− ̸= ∅, plat́ı

−gT s ≥ 3

4

∥g∥2

κ(C)∥B∥
, ∥s∥ ≤ n

c
∥g∥, pokud I+ ̸= ∅ a Q(s) ≤ Q(z), (267)

a

−gT z ≥ 1

4

∥g∥2

κ(C)∥B∥
, ∥z∥ ≤ n

c
∥g∥, pokud I− ̸= ∅ a Q(z) ≤ Q(s). (268)

Pokud z ̸= 0, m̊užeme psát
zTBz

zT z
≤ 1

4

c2

n2κ(C)∥B∥2
λ(B). (269)

Důkaz (a) Použijeme-li (264) spolu se (243) a (247), dostaneme

Q(s) = gT

∑
j∈I+

αjpj

+
1

2

∑
j∈I+

αjpj

T

B

∑
j∈I+

αjpj


= gT

∑
j∈I+

αjpj

+
1

2

∑
j∈I+

α2
jp

T
j Bpj

 =

∑
j∈I+

αjg
T pj

− 1

2

∑
j∈I+

αjg
T pj

 =
1

2
gT s

a podobně z (265) plyne

Q(z) =

∑
j∈I−

|αj |gT pj

+
1

2

∑
j∈I−

|αj |gT pj

 =
3

2
gT z.

Pokud Q(s) ≤ Q(z), plat́ı gT s ≤ 3gT z, neboli 4gT s ≤ 3gT (s + z), což spolu s prvńı nerovnost́ı v (266)
dává prvńı nerovnost v (267). Pokud Q(z) ≤ Q(s), plat́ı 3gT z ≤ gT s, neboli 4gT z ≤ gT (s+ z), což spolu
s prvńı nerovnost́ı v (266) dává prvńı nerovnost v (268).

(b) Druhé nerovnosti v (267) a (268) jsou bezprostředńım d̊usledkem druhé nerovnosti v (266) (plyne to
z části (b) d̊ukazu lemmatu 30).

(c) Použijeme-li (268), dostaneme

zT z ≤ n2

c2
∥g∥2 a zTBz = gT z ≤ −1

4

∥g∥2

κ(C)∥B∥

(vztah zTBz = gT z je odvozen v části (a)). Plat́ı tedy

zTBz

zT z
≤ −1

4

c2∥B∥
n2κ(C)∥B∥2
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a jelikož −∥B∥ ≤ λ(B) < 0, dostaneme (269). 2

Algoritmus předpodmı́něné metody sdružených gradient̊u pro výpočet spádových směr̊u a směr̊u se
zápornou křivost́ı v metodách spádových pár̊u lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 7. Data C ≻ 0, c > 0, 0 < ω < 1, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s := 0, z := 0, r := −g, v := C−1r, σ := rT v, σ := σ, p := r a k := 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ := σ, vypočteme vektor q := Bp a č́ıslo τ := pT q. Jestliže |τ | ≥ c pT p, přejdeme na
krok 3. Pokud k = 1, polož́ıme s := −g. Ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α := ρ/τ . Jestliže α > 0, polož́ıme s := s+ αp. Jestliže α < 0, polož́ıme z := z − αp.
Polož́ıme r := r − αq, v := C−1r a σ := rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ nebo k ≥ m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Poznámka 103. Plat́ı-li ∥B∥ ≤ B a κ(C) ≤ κ, kde B a κ jsou konstanty společné všem iteračńım krok̊um
metody spádových směr̊u, pak dvojice vektor̊u (s, z) ∈ Rn ×Rn, vypočtená algoritmem 7, kde B = G(x),
je přijatelným spádovým párem pro funkci F ∈ C2 : D → R v bodě x, přičemž plat́ı (81) a (82), kde

s =
3

4κB
, s =

n

c
, ε0 =

3c

4nκB

z =
1

4κB
, z =

n

c
, δ0 =

c2

4n2κB
2 .

Poznámka 104. Chceme-li použ́ıt metodu sdružených gradient̊u k určeńı spádového směrového vektoru,
máme tyto tři možnosti: vektor s źıskaný algoritmem 6, vektor s źıskaný algoritmem 7 a vektor s + z
źıskaný algoritmem 7. Numerické testy ukazuj́ı, že nejvýhodněǰśı volbou je vektor s źıskaný algoritmem 6.
Tento směrový vektor je přinejmenš́ım stejně dobrý jako ostatńı dva, ale jeho výpočet spotřebuje méně
iteraćı metody sdružených gradient̊u.

Poznámka 105. Určujeme-li spádový pár metodou sdružených gradient̊u, můžeme podmı́nky (89)–(90)
nahradit podmı́nkami

di(α) = αsi, pokud Qi(zi) > Qi(si), (270)

di(α) = αzi, pokud Qi(zi) ≤ Qi(si). (271)

V d̊ukazu věty 73 je ukázáno, že Qi(si) = (1/2)gTi si, takže Qi(zi) ≤ Qi(si) implikuje

Qi(zi) ≤
1

2
gTi si ≤

s

2

gTi si
∥si∥

.

Tuto nerovnost můžeme použ́ıt v částech (b) a (c) d̊ukazu věty 27 (kde polož́ıme c = s/2).
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4 Metody s proměnnou metrikou

Metody s proměnnou metrikou patř́ı mezi nejefektivněǰśı metody pro řešeńı optimalizač́ıch úloh menš́ıho
rozměru (do 250 proměnných) s hustou Hessovou matićı. Tyto metody jsou založeny na aktualizaci matic
aproximuj́ıćıch Hessovu matici nebo jej́ı inverzi. Aktualizace maj́ı hodnost nanejvýš 2 a vyb́ıraj́ı se tak,
aby byla splněna standardńı nebo zobecněná kvazinewtonovská podmı́nka, přičemž je kladen d̊uraz na to
aby metoda nalezla minimum ryze konvexńı kvadratické funkce po konečném počtu krok̊u.

Prvńı metodu s proměnnou metrikou (metodu DFP) popsal Davidon ve své (prakticky nedostupné)
práci z roku 1959, která v tehdeǰśı době nebyla přijata k časopisecké publikaci. Teprve později, po vydáńı
článku [66], se metody s proměnnou metrikou dostaly do popřed́ı zájmu a v roce 1991 (32 let po napsáńı
výzkumné zprávy) vyšel p̊uvodńı Davidon̊uv text v prvńım č́ısle časopisu SIAM Journal on Optimization
[46]. Brzy se ukázalo, že existuje jednoparametrická tř́ıda metod s proměnnou metrikou (Broydenova tř́ıda
[16]), která obsahuje metody účiněǰśı než je metoda DFP, a pro daľśı zvýšeńı účinnosti byly metody s
proměnnou metrikou r̊uzně modifikovány (škálováńı [156] a korekce [8]).

V odd́ılech 4.1–4.8 se budeme zabývat základńımi metodami s proměnnou metrikou, patř́ıćımi do
Broydenovy tř́ıdy, a jejich modifikacemi. V odd́ılu 4.9 budeme vyšetřovat Davidonovu tř́ıdu metod s
proměnnou metrikou.

4.1 Základńı vlastnosti metod s proměnnou metrikou

Definice 38. Řekneme, že metoda spádových směr̊u (definice 19) je metodou s proměnnou metrikou,
jestlǐze

si = −Higi, (272)

kde Hi, i ∈ N , jsou symetrické pozitivně definitńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i ), (273)

kde Ui ∈ Rn×2, Mi ∈ R2×2 a γi > 0, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Hi+1yi = ρidi, (274)

kde yi = gi+1 − gi, di = xi+1 − xi = αisi a ρi > 0.

Poznámka 106. Matice Hi+1 se źıskává z matice Hi aktualizaćı jej́ıž hodnost je nanejvýš 2. Nejefek-
tivněǰśı metody s proměnnou metrikou patř́ı do Broydenovy tř́ıdy, která je charakterizovaná výběrem
Ui = [di,Hiyi]. Podmı́nka (274) se nazývá (zobecněnou) kvazinewtonovskou podmı́nkou (předpokládáme,
že di ̸= 0 a yi ̸= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě nemá podmı́nka (274) smysl). Původńı metody s proměnnou
metrikou byly navrženy s hodnotami γi = 1 a ρi = 1 (bez škálováńı a korekce). Jelikož efektivńı škálováńı
a vhodná korekce zlepšuj́ı účinnost metod s proměnnou metrikou, budeme vyšetřovat obecný př́ıpad, kdy
γi > 0 a ρi > 0. Škálováńı s γi ̸= 1 bylo poprvé použito v práci [156] a korekce s ρi ̸= 1 v práci [7].

Vývoj metod s proměnnou metrikou byl motivován t́ım, že tyto metody, realizované jako metody
spádových směr̊u s přesným výběrem délky kroku, najdou minimum kvadratické funkce po konečném
počtu krok̊u.

Věta 74. (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou
metrikou z Broydenovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0, i ∈ N) aplikovaná na ryze
konvexńı kvadratickou funkci (101). Pak existuje index m ≤ n takový, že gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (neńı-li tato podmı́nka splněna, plat́ı gm+1 = 0 a xm+1 = x∗

pro nějaký index m < n). Dokážeme indukćı, že pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n je si ̸= 0, αi > 0, přičemž

Hi+1yj = λjidj , 1 ≤ j ≤ i, (275)

sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, (276)

sTj Gsi = 0, 1 ≤ j < i, (277)

sTj yi = yTj si = 0, 1 ≤ j < i, (278)
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kde λji > 0, 1 ≤ j ≤ i (viz (279)). Rovnosti (277) a (278) jsou ekvivalentńı, nebot’ pro kvadratickou funkci
(101) plat́ı yi = gi+1 − gi = G(xi+1 − xi) = Gdi = αiGsi a αi > 0. Z (272) a (277) plyne, že vektory si,
1 ≤ i ≤ n, jsou nenulové a vzájemně sdružené (G-ortogonálńı), tud́ıž lineárně nezávislé, takže podle (276)
nutně gn+1 = 0 a xn+1 = x∗. Pro i = 1 je sT1 g1 = −gT1 H1g1 < 0 (matice H1 je pozitivně definitńı), takže
s1 ̸= 0 a α1 > 0. Necht’ pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı sj ̸= 0, αj > 0, pro 1 ≤ j ≤ i, a Hiyj = λjidj ,
sTj gi = 0, sTj Gsi = sTj yi = yTj si = 0, pro 1 ≤ j < i (indukčńı předpoklad).

(a) Použijeme-li (273), dostaneme

Hi+1yj = γi(Hiyj + UT
i MiU

T
i yj) = γiHiyj = γiλ

j
idj

∆
= λji+1dj ,

pro 1 ≤ j < i, nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i plat́ı Hiyj = λjidj a

UT
i yj = [di,Hiyi]

T yj = αi[s
T
i yj , λ

j
iy

T
i sj ] = 0.

Dále podle (274) plat́ı Hi+1yi = ρidi
∆
= λii+1di, takže Hi+1yj = λji+1di, 1 ≤ j ≤ i.

(b) Zřejmě sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = 0 pro 1 ≤ j < i (nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i

plat́ı sTj gi = 0 a sTj yi = 0). Z přesného výběru délky kroku plyne, že sTi gi+1 = 0. Plat́ı tedy sTj gi+1 = 0
pro 1 ≤ j ≤ i.

(c) Podle (272) je gTi+1si+1 = −gTi+1Hi+1gi+1 < 0 takže si+1 ̸= 0 a αi+1 > 0. Použijeme-li (272) spolu s
(a), (b), dostaneme

yTj si+1 = −yTj Hi+1gi+1 = −λji+1d
T
j gi+1 = −λji+1αjs

T
j gi+1 = 0

pro 1 ≤ j ≤ i. 2

Poznámka 107. Z části (a) d̊ukazu věty 74 plyne, že pro 1 ≤ j < i ≤ n plat́ı

λji =

i−1∏
k=j

γk

 ρj
γj
. (279)

Důsledek 6. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 74. Pak pro 1 ≤ i < n tvoř́ı vektory si a si+1 bázi v
L(Ui) a pro 1 ≤ i < j ≤ n plat́ı

Higj =

(
i−1∏
k=1

γk

)
H1gj . (280)

Důkaz (a) Necht’ 1 ≤ i < n a v je libovolný vektor takový, že vTUi = vT [di,Hiyi] = 0 (takže v lež́ı v
ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ui)). Pak v

T si = vT di/αi = 0 a podle (272) a (273) plat́ı

vT si+1 = −vTHi+1gi+1 = −γivT (Higi +Hiyi) = γiv
T (si −Hiyi) = 0,

takže vektory si a si+1 lež́ı v L(Ui), a jelikož podle (277) jsou tyto vektory lineárně nezávislé, tvoř́ı bázi
v L(Ui).

(b) Pro i = 1 je rovnost (280) zřejmá. Necht’ 1 < i < j ≤ n. Podle (276) plat́ı sTk gj = 0 a sTk+1gj = 0

∀1 ≤ k < i < j, což podle (a) dává UT
k gj = 0 ∀1 ≤ k < i < j. Několikanásobným použit́ım (273) pak

dostaneme

Higj = γi−1Hi−1gj = · · · =

(
i−1∏
k=1

γk

)
H1gj .

2

Ukážeme nyńı, že jsou-li splněny předpoklady věty 74, generuj́ı všechny metody s proměnnou metrikou
z Broydenovy tř́ıdy stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N .
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Věta 75. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 74. Pak všechny metody s proměnnou metrikou z Broyde-
novy tř́ıdy generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N .

Důkaz Protože, v př́ıpadě ryze konvexńı kvadratické funkce, přesný výběr délky kroku určuje posloupnost
bod̊u xi, i ∈ N , jednoznačně, nezávisle na velikosti směrových vektor̊u si, i ∈ N , stač́ı dokázat že př́ıslušné
směrové vektory jsou rovnoběžné. Uvažujme iteračńı procesy xi+1 = xi − αiHigi a x̄i+1 = x̄i − ᾱiH̄iḡi,
kde x̄1 = x1 a H̄1 = H1, určené dvěma metodami s proměnnou metrikou (lǐśıćımi se výběrem parametr̊u
γi, ρi a matic Mi v (273) a (274)). Důkaz provedeme indukćı. Budeme předpokládat, že pro nějaký index
1 ≤ i < n plat́ı s̄j∥sj a L(Ūj) = L(Uj) ∀1 ≤ j ≤ i (a tud́ıž také d̄j = dj a ȳj = yj ∀1 ≤ j ≤ i, nebot’ přesný
výběr délky kroku je jednoznačný). Plat́ı to zcela jistě pro i = 1, nebot’ ḡ1 = g1 a H̄1 = H1, takže s̄1 = s1,
d̄1 = d1, ȳ1 = ȳ1 H̄1y1 = H1y1 a Ū1 = U1.

(a) Podle d̊usledku 6 lež́ı vektor si+1 v L(Ui) a podle (278) plat́ı s
T
i+1yi = 0. Jelikož yi nelež́ı v ortogonálńım

doplňku podprostoru L(Ui) (nebot’ plat́ı d
T
i yi > 0) a L(Ui) má dimenzi 2, je směr vektoru si+1 jednoznačně

určen podprostorem L(Ui) a vektorem yi. Stejné úvahy plat́ı pro vektor s̄i+1. Jelikož L(Ūi) = L(Ui) a
ȳi = yi, muśı platit s̄i+1∥si+1 a tedy d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1.

(b) Necht’ 1 ≤ j < i + 1. Použijeme-li vztahy (275) a (278), dostaneme yTj Hi+1yi+1 = λjiαjs
T
j yi+1 = 0 a

podobně ȳTj H̄i+1ȳi+1 = 0, což spolu s ȳj = yj a ȳi+1 = yi+1 dává yTj H̄i+1yi+1 = 0. Plat́ı tedy

yTj
(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 = 0, 1 ≤ j < i+ 1 (281)

pro libovolné č́ıslo λi > 0. Necht’ i+ 1 < j ≤ n. Použijeme-li (280), můžeme psát

Hi+1yj =

(
i∏

k=1

γk

)
H1yj

∆
= ωiH1yj .

Protože H̄1 = H1, L(Ūj) = L(Uj) a ȳj = yj , 1 ≤ j ≤ i, plat́ı také

H̄i+1yj = H̄i+1ȳj =

(
i∏

k=1

γ̄k

)
H̄1ȳj

∆
= ω̄iH̄1ȳj = ω̄iH1yj ,

což spolu s předchoźı rovnost́ı dává

yTj
(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 = 0, i+ 1 < j ≤ n (282)

pro λi = ω̄i/ωi. Vektory yj , 1 ≤ j ≤ n jsou lineárně nezávislé a podle (278) plat́ı yTj si+1 = 0 pro
1 ≤ j < i + 1 a i + 1 < j ≤ n. Porovnáme-li tyto rovnosti s rovnostmi (281) a (282), vid́ıme, že vektory
si+1 a

(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 jsou rovnoběžné, takže vektor H̄i+1ȳi+1 = H̄i+1yi+1 je lineárńı kombinaćı

vektor̊u si+1 a Hi+1yi+1, což spolu s s̄i+1∥si+1 dává L(Ūi+1) = L(Ui+1). 2

Důsledek 7. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 74. Pak metody s proměnnou metrikou z Broydenovy
tř́ıdy generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jako metoda sdružených gradient̊u předpodmı́něná matićı
H1.

Důkaz Protože podle věty 75 generuj́ı všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy stejnou
posloupnost bod̊u, stač́ı si vybrat jednu z těchto metod. Zde poněkud předběhneme výklad a vybereme
metodu BFGS (vzorec (290)). Pak pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n plat́ı

Hi+1 = γi

(
Hi +

(
yTi Hiyi
yTi di

+
ρi
γi

)
1

yTi di
did

T
i − 1

yTi di

(
Hiyid

T
i + diy

T
i Hi

))
.

Jelikož předpokládáme přesný výběr délky kroku, plat́ı dTi gi+1 = 0, takže s použit́ım předchoźıho vztahu
a vzorce (280) dostaneme

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γi
(
Higi+1 −

yTi Higi+1

yTi di
di

)
= −

(
i∏

k=1

γk

)(
H1gi+1 −

yTi H1gi+1

yTi di
di

)
,
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takže směrový vektor si+1 je rovnoběžný se směrovým vektorem metody sdružených gradient̊u předpodmı́-
něné matićı H1 (poznámka 68). Protože, v př́ıpadě ryze konvexńı kvadratické funkce, přesný výběr délky
kroku určuje posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jednoznačně, nezávisle na velikosti směrových vektor̊u si, i ∈ N ,
generuje metoda BFGS (a tud́ıž všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy) stejnou
posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jako metoda sdružených gradient̊u předpodmı́něná matićı H1 2

Pro ryze konvexńı kvadratickou funkci je nejvýhodněǰśı volit parametry γi a ρi tak, že γi = 1 a ρi = 1,
i ∈ N .

Věta 76. (Aproximace Hessovy matice). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 74 s γi = 1 a ρi = 1, i ∈ N .
Pak plat́ı Hn+1 = G−1.

Důkaz Jestliže γi = 1 a ρi = 1, i ∈ N , plat́ı podle (279) λji = 1, 1 ≤ j < i ≤ n+ 1. Můžeme tedy psát

Hn+1yj = dj , 1 ≤ j ≤ n,

a jelikož vektory dj = αjsj , 1 ≤ j ≤ n (a tedy i yj = Gdj , 1 ≤ j ≤ n) jsou podle (277) lineárně nezávislé,
muśı platit Hn+1 = G−1. 2

V předchoźıch větách jsme využ́ıvali toho, že minimalizovaná funkce je kvadratická. Překvapivě se
dá dokázat, jak je uvedeno v práci [53], že všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s
přesným výběrem délky kroku, generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , i když minimalizovaná funkce
neńı kvadratická.

Věta 77. Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splnǔje předpoklady (F4) a (F5). Necht’ xi+1 = xi − αiHigi a
x̄i+1 = x̄i − ᾱiH̄iḡi, jsou iteračńı procesy aplikované na funkci F , určené dvěma metodami s proměnnou
metrikou z Broydenovy tř́ıdy s jednoznačně určeným přesným výběrem délky kroku, které vycházej́ı ze
stejného bodu x̄1 = x1 a v kterých použ́ıváme stejnou počátečńı matici H̄1 = H1. Necht’ sTi gi ̸= 0, s̄Ti ḡi ̸= 0
a γ̄i = γi, ρ̄i = ρi ∀i ∈ N . Pak plat́ı x̄i = xi, s̄i∥si a L(Ūi) = L(Ui) ∀i ∈ N .

Důkaz Větu dokážeme indukćı. Podle předpokladu plat́ı x̄1 = x1, ḡ1 = g1 a H̄1 = H1, což podle (272)
dává s̄1 = s1. Protože délka kroku je určena jednoznačně, plat́ı x̄2 = x2 a ḡ2 = g2, takže d̄1 = d1 a
ȳ1 = y1. Jelikož H̄1 = H1, plat́ı H̄1ȳ1 = H1y1, což spolu s d̄1 = d1 dává L(Ū1) = L(U1). Můžeme tedy
předpokládat, že pro nějaký index i < n plat́ı x̄i = xi, s̄i∥si, L(Ūi) = L(Ui) a H̄iv = Hiv pro každý vektor
v z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui). Zřejmě si ̸= 0, αi ̸= 0 a s̄i ̸= 0, ᾱi ̸= 0, nebot’ s̄Ti ḡi ̸= 0 a
sTi gi ̸= 0. Protože délka kroku je určena jednoznačně, plat́ı x̄i+1 = xi+1 a ḡi+1 = gi+1, takže d̄i = di a
ȳi = yi.

(a) Úplně stejně jako v části (a) d̊ukazu d̊usledku 6 se ukáže, že vektor si+1 lež́ı v L(Ui). Nav́ıc podle
(273) a (274) plat́ı sTi+1yi = 0. Vektor yi nelež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ui), nebot’ d

T
i yi =

αis
T
i (gi+1 − gi) = −αis

T
i gi ̸= 0. Vektor si+1 je tedy, stejně jako v části (a) d̊ukazu věty 75, jednoznačně

určen podprostorem L(Ui) a vektorem yi. Stejné úvahy plat́ı pro vektor s̄i+1. Jelikož L(Ūi) = L(Ui) a
ȳi = yi, muśı platit s̄i+1∥si+1 a tedy d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1.

(b) Necht’ v je libovolný vektor z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1) (takže plat́ı dTi+1v = 0 a
yTi+1Hi+1v = 0). Jelikož si+1 ̸= 0 a αi+1 ̸= 0 (plyne to z nerovnosti sTi+1gi+1 ̸= 0), plat́ı nutně sTi+1v = 0.
Vektor si+1 lež́ı podle (a) v podprostoru L(Ui) a je kolmý k vektoru yi, takže s

T
i+1v = 0 plat́ı pouze tehdy,

jestliže v = w + λyi, kde w lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ui). Použijeme-li vztahy (273) a
(274), dostaneme

Hi+1v = Hi+1w + λHi+1yi = γiHiw + λρidi = γ̄iH̄iw + λρ̄id̄i = H̄i+1w + λH̄i+1ȳi = H̄i+1v, (283)

nebot’ γ̄i = γi, ρ̄i = ρi, d̄i = di, ȳi = yi a H̄iw = Hiw pro libovolný vektor w z ortogonálńıho doplňku
podprostoru L(Ui) (indukčńı předpoklad). Dokázali jsme tedy, že H̄i+1v = Hi+1v pro libovolný vektor v
z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1).

(c) Necht’ v je libovolný vektor z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1). Jelikož podle (a) plat́ı
d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1 a z (b) plyne H̄i+1v = Hi+1v, můžeme psát d̄i+1v = 0 a ȳi+1H̄i+1v = 0, takže v
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lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ūi+1). Je tedy splněna inkluze L(Ūi+1) ⊂ L(Ui+1) a protože
použité úvahy nezáviśı na pořad́ı použitých metod, plat́ı L(Ūi+1) = L(Ui+1). 2

Nyńı se budeme zabývat vyšetřováńım aktualizaćı tvaru (273). Pro zjednodušeńı budeme index i
vynechávat a index i+1 nahrad́ıme symbolem +. Nejprve uvedeme několik pomocných tvrzeńı týkaj́ıćıch
se těchto aktualizaćı.

Lemma 31. Necht’ U ∈ Rn×m, V ∈ Rn×m. Pak:

(a) Matice UV T má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice V TU .

(b) Plat́ı TrUV T = TrV TU .

(c) Matice I + UV T má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I + V TU .

(d) Plat́ı det(I + UV T ) = det(I + V TU).

(e) Je-li matice I + UV T regulárńı, plat́ı (I + UV T )−1 = I − U(I + V TU)−1V T .

Důkaz (a) Necht’ UV Tx = λx, x ̸= 0 a λ ̸= 0. Pak nutně V Tx ̸= 0 a můžeme psát V TUV Tx = λV Tx,
neboli V TUy = λy, kde y = V Tx ̸= 0. Necht’ naopak V TUy = λy, y ̸= 0 a λ ̸= 0. Pak nutně Uy ̸= 0 a
můžeme psát UV TUy = λUy, neboli UV Tx = λx, kde x = Uy ̸= 0.

(b) Stopa matice je rovna součtu jej́ıch vlastńıch č́ısel. Tvrzeńı (b) tedy plyne z (a).

(c) Zřejmě (I +UV T )x = λx právě tehdy, když UV Tx = (λ− 1)x, a (I + V TU)y = λy právě tehdy, když
V TUy = (λ− 1)y. Tvrzeńı (c) tedy plyne z (a).

(d) Determinant matice je roven součinu jej́ıch vlastńıch č́ısel. Tvrzeńı (d) tedy plyne z (c).

(e) Je-li matice I + UV T regulárńı, je podle (c) i matice (I + V TU) regulárńı a plat́ı

(I + UV T )(I − U(I + V TU)−1V T ) = I + UV T − U(I + V TU)(I + V TU)−1V T = I.

2

Lemma 31 má několik d̊uležitých d̊usledk̊u.

Důsledek 8. (Woodbury) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 31 a necht’ H ∈ Rn×n je regulárńı
matice. Pak

det(H + UV T ) = detH det(I + V TH−1U)

a je-li matice H + UV T regulárńı, plat́ı

(H + UV T )−1 = H−1 −H−1U(I + V TH−1U)−1V TH−1.

Důkaz Plat́ı H + UV T = H(I +H−1UV T ), takže můžeme použ́ıt (d) a (e) z lemmatu 31 (matice U se
nahrad́ı matićı H−1U). 2

Poznámka 108. (Sherman-Morrison) Maj́ı-li matice U a V pouze jeden sloupec (takže U = u a V = v,
kde u a v jsou vektory), můžeme předchoźı vztahy zapsat ve tvaru

det(H + uvT ) = detH det(1 + vTH−1u)

a

(H + uvT )−1 = H−1 − H−1uvTH−1

1 + vTH−1u
.

Důsledek 9. Necht’ U ∈ Rn×m a M ∈ Rm×m je symetrická matice. Pak:
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(a) Matice UMUT má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice MUTU (nebo jako matice UTUM).

(b) Plat́ı TrUMUT = TrMUTU = TrUTUM .

(c) Matice I + UMUT má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I +MUTU (nebo jako matice
I + UTUM).

(d) Plat́ı det(I + UMUT ) = det(I + MUTU) = det(I + UTUM). Je-li matice M regulárńı, plat́ı
det(I + UMUT ) = detM det(M−1 + UTU).

(e) Jsou-li matice M a I + UMUT regulárńı, plat́ı (I + UMUT )−1 = I − U(M−1 + UTU)−1UT .

Důkaz Stač́ı v lemmatu 31 použ́ıt UM mı́sto V (nebo UM mı́sto U a U mı́sto V ). Tvrzeńı (d) a (e) jsou
jednodušš́ı verźı d̊usledku 12. 2

Důsledek 10. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 31. Pak plat́ı

∥UV T ∥2F = Tr(V UTUV T ) = Tr(UTUV TV ).

Jestlǐze U = [u1, u2], V = [v1, v2], dostaneme

∥UV T ∥2F = ∥u1vT1 + u2v
T
2 ∥2F = uT1 u1v

T
1 v1 + 2uT1 u2v

T
1 v2 + uT2 u2v

T
2 v2.

Důkaz (a) Frobeniova norma matice A je definovaná vztahem ∥A∥2F = Tr ATA, takže ∥UV T ∥2F =
Tr(V UTUV T ). Podle d̊usledku 9 (b) plat́ı Tr(V UTUV T = Tr(UTUV TV , takže ∥UV T ∥2F = Tr(UTUV TV ).

(b) Dosad́ıme-li U = [u1, u2], V = [v1, v2], dostaneme

∥u1vT1 + u2v
T
2 ∥2F = ∥UV T ∥2F = Tr(UTUV TV ) = Tr

[
uT1 u1 uT1 u2
uT2 u1 uT2 u2

][
vT1 v1 vT1 v2
vT2 v1 vT2 v2

]
= uT1 u1v

T
1 v1 + 2uT1 u2v

T
1 v2 + uT2 u2v

T
2 v2.

2

Poznámka 109. Druhý vzorec uvedený v d̊usledku 10 můžeme zobecnit pomoćı binomické věty. Např́ıklad
pro tři dvojice vektorú plat́ı

∥u1vT1 + u2v
T
2 + u3v

T
3 ∥2F = uT1 u1v

T
1 v1 + uT2 u2v

T
2 v2 + uT3 u3v

T
3 v3 + 2uT1 u2v

T
1 v2 + 2uT1 u3v

T
1 v3 + 2uT2 u3v

T
2 v3.

Poznámka 110. Dosad́ıme-li do vzorce (d) v d̊usledku 9 matice U = [u, v] a M = diag(ε1, ε2), kde č́ısla
ε1 a ε2 (znaménka) nabývaj́ı hodnot 1 nebo −1, dostaneme

det(I + ε1uu
T + ε2vv

T ) = (1 + ε1u
Tu)(1 + ε2v

T v)− ε1ε2(u
T v)2.

Dosad́ıme-li do téhož vzorce matice U = [u, v] a M = ε1e1e
T
2 + ε2e2e

T
1 , kde e1 = [1, 0]T a e2 = [0, 1]T ,

dostaneme
det(I + ε1uv

T + ε2vu
T ) = (1 + ε1v

Tu)(1 + ε2u
T v)− ε1ε2u

TuvT v,

takže např́ıklad

det(I + uvT + vuT ) = (1 + vTu)2 − uTuvT v.

det(I + uvT − vuT ) = 1− (vTu)2 + uTuvT v,

det(I − uvT − vuT ) = (1− vTu)2 − uTuvT v.
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Důsledek 11. Necht’ u ∈ Rn, v ∈ Rn, vTu ̸= 0 a

P = I − u vT

vTu
,

Pak P 2 = P , (I − P )2 = I − P , P (I − P ) = 0 a

∥P∥ = ∥I − P∥ =
∥u∥∥v∥
|vTu|

.

Důkaz (a) Předpokládejme nejprve, že vTu = 1. Pak P 2 = (I−uvT )2 = I−2uvT+uvTuvT = I−uvT = P ,

(I−P )2 = I−2P +P 2 = I−P a P (I−P ) = P −P = 0. Pro libovolnou matici A plat́ı ∥A∥ =
√
λ(AAT ),

kde λ(AAT ) je největš́ı vlast́ı č́ıslo (pozitivně semidefinitńı) matice AAT . Zřejmě

PPT = (I − uvT )(I − vuT ) = I − uvT − vuT + vT vuuT = I + [u, v]

[
vT v −1
−1 0

][
uT

vT

]
.

Podle d̊usledku 9 má tato matice stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice

I +

[
vT v −1
−1 0

][
uTu 1
1 vT v

]
=

[
uTuvT v 0
−uTu 0

]
,

jej́ıž vlastńı č́ısla jsou řešeńım charakteristické rovnice

det

[
λ− uTuvT v 0

uTu λ

]
= λ2 − λuTuvT v = 0.

Tato kvadratická rovnice má dva kořeny 0 a uTuvT v ≥ (vTu)2 = 1, takže ∥P∥ =
√
uTuvT v = ∥u∥∥v∥.

Jelikož matice (I − P )(I − P )T = uvT vuT má podle lemmatu 31 stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice[
uTuvT v

]
, plat́ı ∥I − P∥ =

√
uTuvT v = ∥u∥∥v∥.

(b) Pokud vTu ̸= 1, lze předchoźı postup aplikovat na matici P = uṽT , kde ṽ = v/vTu. 2

Důsledek 12. Necht’ jsou splněny předpoklady d̊usledku 9 a necht’ H ∈ Rn×n je regulárńı symetrická
matice. Pak

det(H + UMUT ) = detH det(I +MUTH−1U) = detH det(I + UTH−1UM)

a je-li matice M regulárńı, plat́ı

det(H + UMUT ) = detH detM det(M−1 + UTH−1U).

Jsou-li matice M a H + UMUT regulárńı, plat́ı

(H + UMUT )−1 = H−1 −H−1U(M−1 + UTH−1U)−1UTH−1.

Důkaz Označme V = H−1UM . Jelikož H+UMUT = (I+UMUTH−1)H = (I+UV T )H, můžene podle
lemmatu 31 psát

det(H + UMUT ) = detH det(I + UV T ) = detH det(I + V TU)

= detH det(I +MUTH−1U)

(H + UMUT )−1 = H−1(I + UV T )−1 = H−1(I − U(I + V TU)−1V T )

= H−1 −H−1U(I +MUTH−1U)−1MUTH−1.
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Je-li matice M regulárńı, můžeme ji vytknout před závorku (takže matice M−1 se po inverzi dostane za
závorku). 2

Nyńı se vrát́ıme k vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy použ́ıvaj́ıćıch aktu-
alizaci H+ = γ(H + UMUT ), kde U = [d,Hy]. Budeme předpokládat, že H je symetrická pozitivně
definitńı matice a vektory d, y jsou nenulové (stač́ı předpokládat, že y ̸= 0, nebot’ z y = g+ − g ̸= 0 plyne
d = x+ − x ̸= 0).

Věta 78. Necht’ H+ = γ(H + UMUT ), kde H je symetrická pozitivně definitńı matice a U = [d,Hy],
d ̸= 0, y ̸= 0. Pak rovnost H+y = ρd plat́ı právě tehdy, když

M =


1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
, −η

b

−η
b
,

η − 1

a

 , (284)

kde η je volný parametr a kde

a = yTHy, b = yT d, c = dTH−1d.

Důkaz Označme m1, m2, m3 prvky matice M . Plat́ı-li (274), můžeme podle (273) psát

1

γ
H+y = Hy + [d,Hy]

[
m1, m2

m2, m3

] [
b
a

]
= Hy + (m1b+m2a)d+ (m2b+m3a)Hy =

ρ

γ
d,

takže nutně

m1b+m2a = ρ/γ,

m2b+m3a = −1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m2 = −η/b a zbylé prvky m1,m3 urč́ıme řešeńım uvedených
rovnic, takže

m1 =
1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
, m2 = −η

b
, m3 =

η − 1

a
. (285)

T́ım dostaneme matici M uvedenou ve větě 78. Z druhé strany, vynásob́ıme-li (273), kde matice M je
dána vztahem (284), vektorem y, dostaneme (274). 2

Poznámka 111. Při vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou budeme často použ́ıvat označeńı

δ =
ρ

γ

(
η
c

b
+ (1− η)

b

a

)
, (286)

µ =
1

ab

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
. (287)

Př́ımým výpočtem se snadno přesvědč́ıme, že µ = − detM , kde M je matice určená vztahem (284). Podle
poznámky 118 plat́ı det((1/γ)H+) = det(H + UMUT ) = δ detH.

Poznámka 112. Č́ıslo c = dTH−1d se v matici M nevyskytuje, často se však použ́ıvá k určeńı hodnot
parametr̊u γ a η (je to popsáno v odd́ılu 4.4). Realizujeme-li metody s proměnnou metrikou jako metody
spádových směr̊u, plat́ı s = −Hg, takže d = αs = −αHg. Můžeme tedy položit c = −αdT g a neńı třeba
řešit soustavu rovnic s matićı H.
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Poznámka 113. Z pozitivńı definitnosti matice H a z nenulovosti vektor̊u d a y plyne, že a > 0 a c > 0.
Vyb́ıráme-li délku kroku podle (S3b), plat́ı

b = yT d = α(g+ − g)T s ≥ α(ε2 − 1)gT s > 0.

Můžeme proto předpokládat, že a > 0, b > 0, c > 0. Z pozitivńı definitnosti matice H a ze Schwarzovy
nerovnosti plyne, že ac− b2 ≥ 0. Jsou-li vektory d a Hy lineárně nezávislé, plat́ı ac− b2 > 0.

Poznámka 114. V daľśım textu budeme často předpokládat, že vektory d a Hy jsou lineárně nezávislé,
neboli ac − b2 > 0. Jsou-li vektory d a Hy lineárně závislé, má matice UMUT hodnost 1 a všechny
aktualizace z Broydenovy tř́ıdy jsou ekvivalentńı. Jestliže Hy = λd, kde λ ̸= 0, plat́ı a = λb a vztah (288)
lze zapsat ve tvaru

1

γ
H+ = H +

1

b

(
ρ

γ
− a

b

)
ddT .

Zvoĺıme-li ρ/γ = a/b, lze kvazinewtonovskou podmı́nku H+y = ρd splnit prostým vynásobeńım matice H
č́ıslem γ = ρ b/a.

Poznámka 115. Vztah H+ = γ(H + UMUT ) můžeme roznásobit. Pak plat́ı

1

γ
H+ = H +

ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T +

η

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
(288)

(Broydenova tř́ıda). Nejznáměǰśı členy Broydenovy tř́ıdy dostaneme, polož́ıme-li η = ηDFP = 0 (metoda
Davidona [46], Fletchera a Powella [66]), takže

1

γ
HDFP

+ = H +
ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T , (289)

nebo η = ηBFGS = 1 (metoda Broydena [18], Fletchera [62], Goldfarba [80] a Shanno [173]), takže

1

γ
HBFGS

+ = H +

(
ρ

γ
+
a

b

)
1

b
ddT − 1

b

(
HydT + d(Hy)T

)
, (290)

nebo η = ηR1 = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda hodnosti 1 [17]), takže

1

γ
HR1

+ = H +
1

(ρ/γ)b− a

(
ρ

γ
d−Hy

)(
ρ

γ
d−Hy

)T

, (291)

nebo η = ηH = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b) (Hoshinova metoda [98]), takže

1

γ
HH

+ = H +
2ρ

γb
ddT − 1

(ρ/γ)b+ a

(
ρ

γ
d+Hy

)(
ρ

γ
d+Hy

)T

. (292)

Z těchto čtyř konkrétńıch metod jsou bez daľśıch úprav prakticky použitelné pouze metoda BFGS a
Hoshinova metoda. Metoda DFP vyžaduje přesný výběr délky kroku nebo d̊usledné škálováńı, jinak
konverguje velmi pomalu. Metoda hodnosti 1 obecně nesplňuje podmı́nku pro pozitivńı definitnost matice
H+ (zd̊uvodněńı je uvedeno v poznámce 120), takže může doj́ıt ke ztrátě globálńı konvergence vlivem
porušeńı podmı́nky spádovosti (S1a).

Poznámka 116. Pro konstrukci metod s omezenou pamět́ı, popsaných v odd́ılu 9.1, je užitečný pseudo-
součinový tvar

1

γ
H+ =

(
I −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
yT
)
H

(
I −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
yT
)T

+
ρ

γb
ddT (293)
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který lze použ́ıt pouze tehdy, když η ≥ 0. Tento vzorec se velmi zjednoduš́ı pro metodu BFGS, kdy η = 1
(vzorec (294) nebo (295) pro η = 1). Plat́ı také

1

γ
H+ =

(
I − 1

b
dyT

)(
H +

η − 1

a
Hy(Hy)T

)(
I − 1

b
ydT

)
+

ρ

γb
ddT . (294)

Vzorec (288) lze zapsat ve tvaru

1

γ
H+ =

1

γ
HDFP

+ +
η

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
=

1

γ
HBFGS

+ +
η − 1

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
=

(
I − 1

b
dyT

)
H

(
I − 1

b
ydT

)
+

ρ

γb
ddT +

η − 1

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
, (295)

kde prvńı část posledńıho řádku je pseudosoučinový tvar pro metodu BFGS. Plat́ı také

1

γ
H+ = H − µ

m3
ddT +m3

(
m2

m3
d+Hy

)(
m2

m3
d+Hy

)T

= H +
µa

1− η
ddT − 1− η

a

(
ηa

(1− η)b
d+Hy

)(
ηa

(1− η)b
d+Hy

)T

, (296)

nebo

1

γ
H+ = H +m1

(
d+

m2

m1
Hy

)(
d+

m2

m1
Hy

)T

− µ

m1
Hy(Hy)T

= H +
1

(ρ/γ)b+ ηa

((
η
a

b
+
ρ

γ

)
d− ηHy

)((
η
a

b
+
ρ

γ

)
d− ηHy

)T

− µb2

(ρ/γ)b+ ηa
Hy(Hy)T . (297)

kde m1, m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (285). Prvńı vzorec je zobecněńım vztahu pro metodu DFP
(použ́ıvá se pro η < 1) a druhý vzorec je zobecněńım vztahu pro metodu BFGS (použ́ıvá se pro η > 0).
Tyto dvoučlenné vzorce jsou vhodné pro praktické použit́ı, nebot’ vyžaduj́ı zhruba 2n2 aritmetických
opperaćı, zat́ımco tř́ıčlenný vztah (288) vyžaduje zhruba 3n2 aritmetických operaćı. Pomoćı vzorce (297)
lze aktualizaci metody BFGS vyjádřit ve tvaru

1

γ
HBFGS

+ = H +
1

(ρ/γ)b+ a

((
ρ

γ
+
a

b

)
d−Hy

)((
ρ

γ
+
a

b

)
d−Hy

)T

− 1

(ρ/γ)b+ a
Hy(Hy)T , (298)

Teoretický význam má též vzorec

1

γ
HBFGS

+ = H +
1

b

(
d

(
ρ

γ
d−Hy

)T

+

(
ρ

γ
d−Hy

)
dT

)
−
(
ρ

γ
− a

b

)
1

b
ddT , (299)

který lze źıskat variačńım odvozeńım (poznámka 146). Aktualizaci metody DFP lze vyjádřit v součinovém
tvaru

1

γ
HDFP

+ =

(
I − 1

a

(
Hy ±

√
ρa

γb
d

)
yT
)
H

(
I − 1

a

(
Hy ±

√
ρa

γb
d

)
yT
)T

. (300)

O správnosti všech těchto vztah̊u se můžeme přesvědčit jejich roznásobeńım a porovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch
si člen̊u.
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Poznámka 117. Označme

B(H, d, y, η, ρ/γ) = H +
ρ

γ

ddT

yT d
− Hy(Hy)T

yTHy
+

η

yTHy

(
yTHy

yT d
d−Hy

)(
yTHy

yT d
d−Hy

)T

obecnou aktualizaci z Broydenovy tř́ıdy (výraz na pravé straně rovnosti (288)). Snadno se přesvědč́ıme,
že plat́ı

H+ = γB(H, d, y, η, ρ/γ) = B(γH, d, y, η, ρ).

Škálovat lze tedy tak, že vynásob́ıme matici H č́ıslem γ a pak použijeme aktualizaci (288) s γ = 1. Tato
skutečnost dává intuitivńı návod na volbu škálovaćıho parametru. Č́ıslo γ určujeme tak, aby vektor γHy
co nejlépe aproximoval vektor ρd. Vynásob́ıme-li rozd́ıl γHy − ρd skalárně vektorem y, dostaneme nulu,
pokud ρ/γ = a/b. Vynásob́ıme-li tento rozd́ıl skalárně vektorem Bd, dostaneme nulu, pokud ρ/γ = b/c.
Vhodný je též geometrický pr̊uměr ρ/γ =

√
a/c. Podrobněji je výběr parametr̊u γ a ρ popsán v odd́ılu 4.4.

Lemma 32. Necht’ H je symetrická pozitivně definit́ı matice, a > 0, b > 0, c > 0 a necht’ H+ je ma-
tice źıskaná pomoćı aktualizace (288), kde γ > 0 a ρ > 0. Pak matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2 má n − 2
jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou řešeńım kvadratické rovnice.

λ2 − σλ+ δ = 0,

kde

σ =
1

b2
(η(ac− b2) + b2) +

ρ

γ

c

b
=
ρ

γ

c

b
+

(
1− η

η∗

)
, (301)

δ =
ρ

γ

1

ab
(η(ac− b2) + b2) =

ρ

γ

b

a

(
1− η

η∗

)
, (302)

přičemž

η∗ = − b2

ac− b2
< 0 (303)

je kritická hodnota parametru η (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit 1/η∗ = 0 a η∗ = −∞).

Důkaz Podle (273) plat́ı
1

γ
H−1/2H+H

−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2. (304)

Tato matice má n − 2 jednotkových vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch n − 2 vlastńım vektor̊um kolmým k
H−1/2U . Zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou podle d̊usledku 9 vlastńımi č́ısly matice I +MUTH−1U , takže pro
ně muśı platit det((1− λ)I +MUTH−1U) = 0. Použijeme-li vyjádřeńı (284) a přihlédneme-li k tomu, že

UTH−1U =

[
c, b
b, a

]
, (305)

můžeme psát

det((1− λ)I +MUTH−1U) = det

([
1− λ, 0
0, 1− λ

]
+M

[
c, b
b, a

])

= det

 η
ac− b2

b2
+
ρc

γb
+ 1− λ,

ρ

γ

−η ac− b2

ab
− b

a
, −λ

 = 0,

což po úpravě dává λ2 − σλ+ δ = 0 s koeficienty uvedenými v lemmatu 32. 2
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Poznámka 118. Poznamenejme, že δ se jako součin vlastńıch č́ısel matice I+MUTH−1U podle d̊usledku 9
rovná determinantu matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2. Plat́ı tedy det((1/γ)H+) =
δ detH, což lze zapsat ve tvaru.

det

(
1

γ
H+

)
=
ρ

γ

b

a

(
1− η

η∗

)
detH (306)

(pokud ac− b2 = 0, můžeme položit 1/η∗ = 0).

Věta 79. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 32. Pak matice H+ je pozitivně definitńı právě tehdy,
je-li splněna nerovnost η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗ (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit η∗ = −∞).

Důkaz Je třeba naj́ıt podmı́nku pro to, aby rovnice λ2 − σλ + δ s koeficienty uvedenými v lemmatu 32
měla kladné kořeny. Označme λ1 a λ2 tyto kořeny. Pak λ1 + λ2 = σ a λ1λ2 = δ takže λ1 > 0 a λ2 > 0
právě tehdy. když σ > 0 a δ > 0. Z definice č́ısel σ a δ plyne, že

σ =
γ

ρ

a

b
δ +

ρ

γ

c

b
. (307)

Jelikož předpokládáme, že a > 0, b > 0, c > 0, γ > 0, ρ > 0, plat́ı σ > 0 kdykoliv δ > 0. Z δ > 0
dostaneme podmı́nku η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗. 2

Poznámka 119. Ve větě 79 předpokládáme, že b > 0. Pokud b = 0, neńı matice H+ definována. Pokud
b < 0 a δ > 0, plyne z d̊ukazu věty 79, že σ < 0, takže matice H+ neńı pozitivně definitńı. Podmı́nka b > 0
je tedy pro pozitivńı definitnost nutná. Naštěst́ı lze tuto podmı́nku snadno zajistit (poznámka 113).

Poznámka 120. Z věty 79 plyne, že matice H+ je pozitivně definitńı, pokud η ≥ 0 (nebot’ η∗ < 0). To
znamená, že metoda DFP, metoda BFGS i Hoshinova metoda generuj́ı pozitivně definitńı matice. Metoda
hodnosti 1 tuto vlastnost nemá, nebot’ př́ımým dosazeńım hodnoty η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) do výrazu pro
δ zjist́ıme, že plat́ı δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a), takže δ > 0 pouze tehdy, když bud’ 0 < ρ/γ < b/c, takže
η∗ < η < 0, nebo a/b < ρ/γ, takže 1 < η (ze Schwarzovy nerovnosti plyne, že b/c ≤ a/b).

V některých aplikaćıch, např́ıklad při použit́ı metod s lokálně omezeným krokem nebo při minimalizaci
s nelineárńımi omezeńımi, je velmi d̊uležitý inverzńı tvar rekurentńıho vztahu (288).

Věta 80. (Aktualizace matice B = H−1). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 32. Necht’ B = H−1

a B+ = H−1
+ . Pak plat́ı

γB+ = B +
γ

ρb
yyT − 1

c
Bd(Bd)T +

β

c

(c
b
y −Bd

)(c
b
y −Bd

)T
, (308)

kde
βη(ac− b2) + (β + η)b2 = b2. (309)

Důkaz Inverźı vztahu (1/γ)H+ = H + UMUT podle d̊usledku 12 dostaneme

γB+ = B −BU(M−1 + UTBU)−1UTB
∆
= B +BUKUTB,

kde K ∈ R2×2. Jelikož podle (274) plat́ı H+y = ρd, muśı platit B+d = (1/ρ)y neboli

γB+d = Bd+ [Bd, y]

[
k1, k2
k2, k3

] [
c
b

]
= Bd+ (k1c+ k2b)Bd+ (k2c+ k3b)y =

γ

ρ
y,

takže nutně
k1c+ k2b = −1,
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k2c+ k3b = γ/ρ.

Zvoĺıme k2 = −β/b a zbylé prvky k1, k3 urč́ıme řešeńım uvedených rovnic. T́ım dostaneme

K =


β − 1

c
, −β

b

−β
b
,

1

b

(
β
c

b
+
γ

ρ

)
 ,

což po dasazeńı do γB+ = B +BUKUTB dává (308). Vztah (309), svazuj́ıćı β s η lze źıskat např́ıklad z
rovnosti

K = −(M−1 + UTBU)−1.

Jednodušš́ı zp̊usob je uveden v poznámce 124. 2

Poznámka 121. Jelikož Bs = −g (poznámka 112), lze ve vztahu (308) nahradit vektor Bd vektorem
−αg, takže odpadne maticové násobeńı.

Poznámka 122. (Dualita) Vztah (308) dostaneme ze vztahu (288) záměnou γ → 1/γ, ρ → 1/ρ, a → c,
c → a, d → y, y → d, H → B, η → β. Metody DFP a BFGS jsou navzájem duálńı. Metodu DFP
dostaneme pro β = βDFP = 1, takže

γBDFP
+ = B +

(
γ

ρ
+
c

b

)
1

b
yyT − 1

b

(
BdyT + y(Bd)T

)
. (310)

Metodu BFGS dostaneme pro β = βBFGS = 0, takže

γBBFGS
+ = B +

γ

ρb
yyT − 1

c
Bd(Bd)T . (311)

Metoda hodnosti 1 je samoduálńı, dostaneme ji pro β = βR1 = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b), takže

γBR1
+ = B +

1

(γ/ρ)b− c

(
γ

ρ
y −Bd

)(
γ

ρ
y −Bd

)T

. (312)

Hoshinova metoda je také samoduálńı, dostaneme ji pro β = βH = (γ/ρ)/(γ/ρ+ c/b), takže

γBH
+ = B +

2γ

ρb
yyT − 1

(γ/ρ)b+ c

(
γ

ρ
y +Bd

)(
γ

ρ
y +Bd

)T

. (313)

Poznámka 123. Použijeme-li dualitu (poznámka 122), můžeme vzorec (308) zapsat ve tvaru

B+ =
1

γ
B(B, y, d, β, γ/ρ) = B(B/γ, y, d, β, 1/ρ),

kde B(B, y, d, γ/ρ), je zobrazeńı (Broydenova tř́ıda metod s proměnnou metrikou) definované v poznámce 123.
Škálovat lze tedy tak, že vynásob́ıme matici B č́ıslem 1/γ a pak použijeme aktualizaci (308) s 1/γ = 1.

Poznámka 124. Z duality lze snadno určit vztah mezi β a η. Plat́ı totiž

det(γB+) =
γ

ρ

b

c

(
1− β

β∗

)
detB, (314)

kde

β∗ = η∗ = − b2

ac− b2
< 0, (315)
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což spolu s výrazem (306) pro detH+ a s identitami detB detH = 1, detB+ detH+ = 1 dává

b2

ac

(
1− β

β∗

)(
1− η

η∗

)
= 1. (316)

Po dosazeńı, roznásobeńı a úpravě tohoto vztahu dostaneme rovnost (309). Z rovnosti (309) plynou
převodńı vztahy

η =
b2(1− β)

β(ac− b2) + b2
=
β∗(β − 1)

β − β∗ , (317)

β =
b2(1− η)

η(ac− b2) + b2
=
η∗(η − 1)

η − η∗
. (318)

Z vyjádřeńı (314) vyplývá, že matice B+ je pozitivně definitńı právě tehdy, když β > β∗.

Poznámka 125. Ze vztahu (316) plyne, že pro η ≥ η∗ plat́ı β ≥ β∗ a tud́ıž 1− η/η∗ ≥ 0 a 1− β/β∗ ≥ 0.
Jestliže v tomto intervalu η roste pak β klesá a naopak, takže hodnoty η = η∗ a η = ∞ jsou duálńı k
hodnotám β = ∞ a β = β∗.

Poznámka 126. Z úvahy použité v poznámce 124 plyne, že při přechodu od vztahu (288) ke vztahu (308)
provád́ıme záměnu δ → 1/δ. Z d̊ukazu věty 80 v́ıme, že −K−1 = M−1 + UTBU = M−1(I +MUTBU),
což podle lemmatu 32 dává det(K−1) = δ det(M−1) (nebot’ K ∈ R2×2, takže det(−K−1) = detK−1).
Odtud plyne, že při přechodu od vztahu (288) ke vztahu (308) provád́ıme záměnu µ → µ/δ. Z duality
plyne, že

1

δ
=

γ

ρ

(
β
a

b
+ (1− β)

b

c

)
, (319)

µ

δ
=

1

bc

(
β
c

b
+ (1− β)

γ

ρ

)
. (320)

Jelikož vlastńı č́ısla matice γB−1/2B+B
−1/2 jsou převrácenými hodnotami vlastńıch č́ısel matice (304),

jsou to bud’ jednotky nebo řešeńı kvadratické rovnice

λ2 − σ

δ
λ+

1

δ
= 0.

Z duality plyne, že
1

δ
=
γ

ρ

1

bc
(β(ac− b2) + b2) =

γ

ρ

b

c

(
1− β

β∗

)
, (321)

σ

δ
=

1

b2
(β(ac− b2) + b2) +

γ

ρ

a

b
=
γ

ρ

a

b
+

(
1− β

β∗

)
. (322)

Poznámka 127. V tomto odd́ılu jsme se zabývali metodami s proměnnou metrikou tvaru (273), splnuj́ıćımi
kvazinewtonovskou podmı́nku (274). Ukážeme, že nelze obecně zkonstruovat symetrickou aktualizaci tvaru
(273) splňuj́ıćı současně dvě kvazinewtonovské podmı́nky. Omeźıme se přitom na př́ıpad, kdy γi = 1,
ρi = 1, i ∈ N . Předpokládejme, že H+y = d a H+y− = d−, takže y

T
−H+y = yT−d a yTH+y− = yT d−. Je-li

matice H+ symetrická, dostaneme yT−d = yT d−, což plat́ı, je-li minimalizovaná funkce kvadratická (kdy
y = Gd a y− = Gd−), nikoliv však obecně.

Poznámka 128. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny hodnoty parametr̊u nejznáměǰśıch metod s proměnnou
metrikou z Broydenovu tř́ıdy (OC je metoda definovaná vzorcem (384)).
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DFP BFGS R1 H OC

η 0 1
ρb

ρb− γa

ρb

ρb+ γa

b

γ

ρc− γb

ac− b2

m1
ρ

γb

1

b

(
a

b
+
ρ

γ

)
ρ

γ

ρ

ρb− γa

2a

b2
− ρ

γ

ρ

ρb+ γa

a

γb

(
ρc− γb

ac− b2
+
ρ

a

)
m2 0 −1

b
− ρ

ρb− γa
− ρ

ρb+ γa
− ρc− γb

γ(ac− b2)

m3 −1

a
0

γ

ρ

ρ

ρb− γa
−γ
ρ

ρ

ρb+ γa

c

γa

ρb− γa

ac− b2

µ
ρ

γab

1

b2
0

2

b2
ρb

ρb+ γa

1

b2

(
ρ2c

γ2a
− (ρc− γb)2

γ2(ac− b2)

)
δ

ρb

γa

ρc

γb

ρ

γ

ρc− γb

ρb− γa

ρ

γ

ρc+ γb

ρb+ γa

ρ2c

γ2a

σ 1 +
ρc

γb

ac

b2
+
ρc

γb

a

b

ρc− γb

ρb− γa
+
ρc

γb

a

b

ρc+ γb

ρb+ γa
+
ρc

γb
2
ρc

γb

β 1 0
γb

γb− ρc

γb

γb+ ρc

b

ρ

γa− ρb

ac− b2

k1
1

b

(
c

b
+
γ

ρ

)
γ

ρb

γ

ρ

γ

γb− ρc

2c

b2
− γ

ρ

γ

γb+ ρc

c

ρb

(
γa− ρb

ac− b2
+
γ

c

)
k2 −1

b
0 − γ

γb− ρc
− γ

γb+ ρc
− γa− ρb

ρ(ac− b2)

k3 0 −1

c

ρ

γ

γ

γb− ρc
−ρ
γ

γ

γb+ ρc

a

ρc

γb− ρc

ac− b2

µ

δ

1

b2
γ

ρbc
0

2

b2
γb

γb+ ρc

1

b2

(
γ2a

ρ2c
− (γa− ρb)2

ρ2(ac− b2)

)
1

δ

γa

ρb

γb

ρc

γ

ρ

γa− ρb

γb− ρc

γ

ρ

γa+ ρb

γb+ ρc

γ2a

ρ2c
σ

δ

ac

b2
+
γa

ρb
1 +

γa

ρb

c

b

γa− ρb

γb− ρc
+
γa

ρb

c

b

γa+ ρb

γb+ ρc
+
γa

ρb
2
γa

ρb

4.2 Součinový tvar metod s proměnnou metrikou

Zat́ım jsme předpokládali, že aktualizovaná matice H je vždy pozitivně definitńı. V některých d̊uležitých
př́ıpadech je však tato matice pozitivně semidefinitńı a má hodnost m < n. Pak je výhodné předpokládat,
že H = SST a H+ = S+S

T
+, kde matice S ∈ Rn×m a S+ ∈ Rn×m maj́ı plnou hodnost, a matice S+ se

určuje pomoćı aktualizace
1
√
γ
S+ = S + pq̃T , (323)

kde p ∈ Rn a q̃ ∈ Rm. Tento součinový tvar metod s proměnnou metrikou se použ́ıvá zejména při
minimalizaci na lineárńı varietě rovnoběžné s podprostorem L(S) dimenze m < n (odd́ıl 18.1), nebo při
realizaci posunutých metod s omezenou pamět́ı, kdy H = ζI + SST a m ≪ n (odd́ıl 9.6). Použ́ıváme-li
k minimalizaci na lineárńı varietě metody spádových směr̊u, plat́ı s = −Hg = −SST g, takže s ∈ L(S) (v
př́ıpadě posunutých metod s omezenou pamět́ı však tento předpoklad neplat́ı). Pokud s ∈ L(S), budeme
předpokládat, že

d = Sd̃ ̸= 0, p = Sp̃ ̸= 0

(d ̸= 0 plyne z toho, že Hg = 0 pouze tehdy, je-li bod x stacionárńım bodem na lineárńı varietě rovnoběžné
s podprostorem L(S) a p ̸= 0 je záležitost volby tohoto vektoru). Dále budeme předpokládat, že

ỹ = ST y ̸= 0, q̃ = ST q ̸= 0
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(ỹ ̸= 0 plyne z toho, že nerovnost b = yT d = yTSd̃ = ỹT d̃ > 0 lze zajistit vhodným výběrem délky kroku
a q̃ ̸= 0 je záležitost volby tohoto vektoru).

Poznámka 129. Pokud H = SST , poč́ıtáme směrový vektor s = −Hg podle vzorc̊u

s = Ss̃, s̃ = −ST g.

Pak d̃ = αs̃ a ỹ = ST y.

Poznámka 130. Pokud p ∈ L(S) (jako u metod pro minimalizaci na lineárńı varietě), lze vzorec (323)
zapsat dvoj́ım zp̊usobem, bud’

1
√
γ
S+ = S(I + p̃q̃T ), (324)

nebo
1
√
γ
S+ = (I + pqT )S. (325)

Pokud ale p ̸∈ L(S) (jako u posunutých metod s proměnnou metrikou), jsou tyto matice r̊uzné.

V př́ıpadě, že m < n, je pozitivně semidefinitńı matice H singulárńı (má hodnost m < n). Z tohoto
d̊uvodu nelze použ́ıt inverzńı matici H−1. Mı́sto toho se použ́ıvá pseudoinverzńı matice H†

Definice 39. Necht’M je libovolná matice. Pak matici M† stejného typu jako MT nazveme pseudoinverźı
matice M , jsou-li matice MM† a M†M symetrické a plat́ı-li

MM†M =M, M†MM† =M†.

Věta 81. Ke každé matici existuje jej́ı pseudoinverze a je určena jednoznačně.

Důkaz (a) (Existence) Necht’ matice M ∈ Rn×m má hodnost k ≤ min(n,m). Je zřemé, že tuto matici lze
vyjádřit ve tvaru M = UV T , kde matice U ∈ Rn×k a V ∈ Rm×k maj́ı plnou hodnost (hodnost součinu
matic nepřevýš́ı hodnost žádného činitele). Ukážeme, že M† = V (V TV )−1(UTU)−1UT . Symetrie matic
M†M a MM† je zřejmá. Dále plat́ı

MM†M = UV TV (V TV )−1(UTU)−1UTUV T = UV T =M,

M†MM† = V (V TV )−1(UTU)−1UTUV TV (V TV )−1(UTU)−1UT = V (V TV )−1(UTU)−1UT =M†.

(b) (Jednoznačnost) Necht’ M†
1 , M

†
2 jsou dvě matice takové, že

MM†
1 = (MM†

1 )
T , MM †

2 = (MM†
2 )

T ,

M†
1M = (M†

1M)T , M †
2M = (M†

2M)T ,

MM†
1M =M, MM†

2M =M,

M†
1MM†

1 =M†
1 , M †

2MM†
2 =M†

2 .

Nejdř́ıve ukážeme, že MM†
1 =MM†

2 . Plat́ı

MM†
1 = (M†

1 )
TMT = (M†

1 )
TMT (M†

2 )
TMT =MM†

1 (M
†
2 )

TMT =MM†
1MM†

2 =MM†
2

Úplně stejně se dokáže, že M†
1M =M†

2M . Použijeme-li tyto vztahy, dostaneme

M†
1 =M†

1MM†
1 =M†

1MM†
2 =M†

2MM†
2 =M†

2

. 2
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Poznámka 131. Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, plnou hodnost, lze podle definice 39 snadno ověřit, že

S† = (STS)−1ST , S†S = I (326)

(SST )† = (S†)TS† = S(STS)−2ST , (STS)−1 = S†(S†)T . (327)

Z (326) plyne, že má-li matice S plnou hodnost, má i matice S† plnou hodnost.

Poznámka 132. Necht’ M je symetrická pozitivně semidefinitńı matice. Pak existuj́ı matice M1/2 a
(M†)1/2 takové, že M1/2M1/2 = M a (M†)1/2(M†)1/2 = M†. Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, plnou
hodnost, lze podle definice 39 snadno ověřit, že

(SST )1/2 = S(STS)−1/2ST , ((SST )†)1/2 = S(STS)−3/2ST . (328)

Věta 82. Necht’ matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost a necht’ U ∈ Rn×k, V ∈ Rm×k, k ≤ m, jsou
matice takové, že S + UV T má plnou hodnost. Pak plat́ı

(S + UV T )† = S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†. (329)

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že matice I + V TS†U je regulárńı. Předpokládejme naopak, že pro nějaký
vektor x ̸= 0 plat́ı (I + V TS†U)x = 0. Pak nutně y = S†Ux ̸= 0. Muśı tedy platit

S†U(I + V TS†U)x = (S†SS†U + S†UV TS†U)x = S†(S + UV T )y = 0,

kde y ̸= 0, což je ve sporu s předpokladem, že matice S (a tud́ıž i S†) a S + UV T maj́ı plnou hodnost.

(b) Jelikož S + UV T má plnou hodnost, má i (S + UV T )† plnou hodnost a podle (326) je tato matice
určena vztahem (S + UV T )†(S + UV T ) = I. Protože

(S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†)(S + UV T ) = I + S†U(I + V TS†U)(I + V TS†U)−1V T

−S†U(I + V TS†U)−1V T − S†UV TS†U(I + V TS†U)−1V T = I,

plat́ı (S + UV T )† = S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†. 2

Věta 83. Necht’ H je pozitivně semidefinitńı matice a U = HV , kde V ∈ Rn×2. Pak, jsou-li matice M a
M−1 + V THV regulárńı, plat́ı

(H + UMUT )† = B −BU(M−1 + UTBU)−1UTB, B = H†. (330)

Důkaz Jelikož U = HV , můžeme vzorec (330) zapsat ve tvaru

(H +HVMV TH)† = B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB.

Plat́ı (
B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB

) (
H +HVMV TH

)
= BH −BHV (M−1 + V THV )−1V THBH +BHVMV TH

− BHV (M−1 + V THV )−1V THVMV TH = BH,

takže matice (H + UMUT )†(H + UMUT ) = BH je symetrická. Úplně stejným zp̊usobem se dokáže, že
matice (H + UMUT )(H + UMUT )† = HB je symetrická. Nakonec dostaneme

(H + UMUT )(H + UMUT )†(H + UMUT ) = (H +HVMV TH)BH

= H +HVMV TH = H + UMUT ,

(H + UMUT )†(H + UMUT )(H + UMUT )† = BH(B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB

= B −BH(M−1 + V THV )−1V THB

= (H + UMUT )†.

2
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Poznámka 133. Podmı́nka U = [d,Hy] = HV je splněna, pokud s = −Hg. Pak d = −αHg, takže
V = [−αg, y].

Poznámka 134. Použijeme-li pseudoinverzńı matice S† a B = H†, můžeme psát

ỹ = ST y = S†Hy, q̃ = ST q = S†Hq, (331)

d̃ = S†d = STBd, p̃ = S†p = STBp, (332)

Hy = Sỹ, Hq = Sq̃, (333)

Bd = (S†)T d̃, Bp = (S†)T p̃, (334)

nebot’ podle (326) a (327) plat́ı S†H = S†SST = ST a STB = ST (S†)TS† = S†. Při odvozováńı
součinového tvaru metod s proměnnou metrikou budeme použ́ıvat č́ısla

a = yTSST y = ỹT ỹ, b = yT d = ỹT d̃, c = dT (SST )†d = d̃T d̃. (335)

Nejprve je třeba zobecnit lemma 32.

Lemma 33. Necht’ H = SST , kde matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost. Necht’ (1/γ)H+ =
H + UMU , kde U = SŨ = S[d̃, ỹ] a M ∈ R2×2. Pak matice (1/γ)(H†)1/2H+(H

†)1/2 má n−m nulových
vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vektor̊um kolmým ke sloupc̊um matice S, m−2 jednotkových vlastńıch
č́ısel a dvě vlastńı č́ısla, která jsou vlastńımi č́ısly matice I+MUTH†U . Tato dvě vlastńı č́ısla jsou řešeńım
kvadratické rovnice.

λ2 − σλ+ δ = 0,

kde

σ =
1

b2
(η(ac− b2) + b2) +

ρ

γ

c

b
, δ =

ρ

γ

1

ab
(η(ac− b2) + b2).

Důkaz Použijeme-li vztahy uvedené v poznámkách 131 a 132, můžeme psát

(1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 = (H†)1/2H(H†)1/2 + (H†)1/2UMUT (H†)1/2

= S(STS)−3/2STSSTS(STS)−3/2ST + (H†)1/2UMUT (H†)1/2

= S(STS)−1ST + S(STS)−3/2STUMUTS(STS)−3/2ST

Je zřejmé, že (1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2v = 0, pro každý vektor v takový, že ST v = 0. Takových lineárně

nezávislých vektor̊u je n−m. Zbylá vlastńı č́ısla matice (1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 tedy odpov́ıdaj́ı vlastńım

vektor̊um tvaru v = Sṽ. Pro tyto vektory plat́ı

S(STS)−1ST v = S(STS)−1STSṽ = Sṽ = v,

takže odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla jsou o jedničku větš́ı než vlastńı č́ısla matice (H†)1/2UMUT (H†)1/2. Podle
d̊usledku 9 jsou to tedy jedničky nebo vlastńı č́ısla matice I +MUTH†U . Jelikož

UTH†U = ŨTSTS(STS)−2STSŨ = ŨT Ũ =

[
c, b
b, a

]
,

můžeme postupovat stejně jako v d̊ukazu lemmatu 32 a źıskat tak vztahy pro dvě zbylá vlastńı č́ısla matice
(1/γ)(H†)1/2H+(H

†)1/2. 2

Ukážeme, jak muśı vypadat aktualizace (323), aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

S+S
T
+y = ρd. (336)
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Lemma 34. Uvažujme aktualizaci (323), s nenulovým vektorem q̃ zvoleným tak, že

D2 ∆
=
(
q̃T ỹ

)2
+

(
ρ

γ
b− a

)
q̃T q̃ > 0, (337)

kde ỹ = ST y (pokud (ρ/γ)b > a, lze volit q̃ libovolně a pokud (ρ/γ)b = a, stač́ı aby platilo q̃T ỹ ̸= 0). Pak
kvazinewtonovská podmı́nka (336) je splněna právě tehdy, když

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

q̃T (ỹ + τ q̃)
=

(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

D
.

Čı́slo τ = pT y se vypočte z rovnosti q̃T ỹ + τ q̃T q̃ = D (pokud (ρ/γ)b = a a q̃T ỹ ̸= 0, lze volit τ = 0).

Důkaz Použit́ım vztahu (323) dostaneme

1

γ
S+S

T
+ = (S + pq̃T )(ST + q̃pT ) = SST + pq̃TST + Sq̃pT + pq̃T q̃pT ,

takže kvazinewtonovskou podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

Sỹ + pq̃T ỹ + Sq̃pT y + pq̃T q̃pT y =
ρ

γ
d,

kde ỹ = ST y. Označ́ıme-li τ = pT y, můžeme tuto rovnost zapsat ve tvaru

S(ỹ + τ q̃) + pq̃T (ỹ + τ q̃) =
ρ

γ
d,

odkud dostaneme vztah pro p. Dosad́ıme-li tento vztah do rovnosti τ = pT y, můžeme psát

τ2q̃T q̃ + 2τ q̃T ỹ =
ρ

γ
b− a.

Z druhé strany umocněńım výrazu D = q̃T ỹ + τ q̃T q̃, dostaneme

τ2(q̃T q̃)2 + 2τ q̃T ỹq̃T q̃ + (q̃T ỹ)2 = D2,

což porovnáńım dává

D2 = (q̃T ỹ)2 +

(
ρ

γ
b− a

)
q̃T q̃.

Tento výraz muśı být kladný, což poněkud omezuje volbu vektoru q̃. Poznamenejme, že pro q̃ = ỹ a
(ρ/γ)b > 0 je tento výraz kladný, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı q̃T ỹ = q̃T q̃ a a = ỹT ỹ = q̃T q̃, takže
D2 = (ρ/γ)b q̃T q̃ > 0. 2

Nyńı se budeme zabývat součinovým tvarem metod z Broydenovy tř́ıdy, kdy U = [d,Hy]. Jelikož
předpokládáme, že s = Ss̃, a podle (333) plat́ı Hy = Sỹ, můžeme psát

U = SŨ ⇒ S†U = S†SŨ = Ũ, (338)

kde Ũ = [d̃, ỹ] (použ́ıváme vzorec (326)). Abychom dostali rekurentńı vztah S+S
T
+ = γ(SST +UMUT ), je

třeba aby vektor q̃ v (323) byl lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice Ũ . Je zaj́ımavé, že v součinovém tvaru
lze realizovat pouze metody s proměnnou metrikou, pro které plat́ı δ ≥ 0 a µ ≥ 0.

Lemma 35. Necht’ U = SŨ = S[d̃, ỹ]. Uvažujme aktualizaci (323) (splňuj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku
(336)), kde q̃ = Ũ q̂ a kde vektor q̂ ∈ R2 je zvolen tak, aby byla splněna nerovvnost (337). Pak existuje
symetrická matice M ∈ R2×2 taková, že pro matici H+ = S+S

T
+ plat́ı H+ = γ(H + UMUT ), přičemž

δ = det(I +MUTH†U) ≥ 0 a µ = − detM ≥ 0.
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Důkaz Jestliže q̃ = Ũ q̂ a D2 > 0, pak podle lemmatu 34 plat́ı

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

D
=

(ρ/γ)d− SST y + τUq̂

D

∆
= Up̂,

kde p̂ ∈ R2 Dosad́ıme-li tato vyjádřeńı do vztahu (323), můžeme psát

1

γ
S+S

T
+ = (S + pq̃T )(S + pq̃T )T = SST + Up̂q̂TUT + Uq̂p̂TUT + Up̂q̃T q̃p̂TUT = SST + UMUT ,

kde

M = p̂q̂T + q̂p̂T + p̂q̃T q̃p̂T = [p̂, q̂]

[
q̃T q̃, 1
1, 0

] [
p̂T

q̂T

]
.

Použijeme-li větu o násobeńı determinant̊u, dostaneme

detM = −(det[p̂, q̂])2 ≤ 0.

Podle lemmatu 33 se č́ıslo δ rovná součinu vlastńıch č́ısel matice

(1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 = S(STS)−3/2STS(I + p̃q̃T )(I + q̃p̃T )STS(STS)−3/2ST

odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vektor̊um z L(S) (použ́ıváme vztahy (324) a (328)). Tento součin je podle lem-
matu 31 (c) roven determinantu matice

(I + q̃p̃T )(STS)−1/2STS(STS)−1/2(I + p̃q̃T ) = (I + q̃p̃T )(I + p̃q̃T ),

takže plat́ı
δ = det(I + p̃q̃T ) det(I + q̃p̃T ) = (1 + q̃T p̃)2 ≥ 0. (339)

2

Poznámka 135. Podle lemmatu 35 existuje součinový tvar pouze pro ty metody z Broydenovy tř́ıdy, pro
které δ ≥ 0 a µ ≥ 0. Ve větě 85 a d̊usledku 13 ukážeme, že tyto nutné podmı́nky jsou i podmı́nkami
postačuj́ıćımi.

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektor q̃ = Ũ q̂, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy. Jak
vyplývá z d̊ukazu lemmatu 34, je vektor p určen vektorem q̃ (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Nav́ıc výsledná
aktualizace nezáviśı na normě vektoru q̃, nebot’ z (323) plyne, že vynásob́ıme-li vektor q̃ nějakým č́ıslem,
stač́ı t́ımto č́ıslem vydělit vektor p. Proto budeme hledat vektor q̃ ve tvaru q̃ = ϑỹ − d̃ (takže lze volit
q̃ = ỹ, pokud ϑ = ∞).

Věta 84. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 35 a necht’ q̃ = ϑỹ − d̃. Pak aktualizace (323) je
ekvivalentńı aktualizaci (288), pokud

ρ

γ

(ϑb− c)2

D2
=

1

ab
(η(ac− b2) + b2), (340)

kde
D2 =

ρ

γ
b(ϑ2a− 2ϑb+ c)− (ac− b2). (341)

Jestlǐze η = 0, pak bud’ ϑ = ∞, takže lze volit q̃ = ỹ nebo ϑ = (γ/ρ+ c/b)/2. V ostatńıch př́ıpadech plat́ı

ϑ = −m3

m2
±

√(
γ

ρ
+
m3

m2

)(
c

b
+
m3

m2

)
,
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kde m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (285), což lze zapsat ve tvaru

ϑ =
b

η

(
η − 1

a
± γ

ρ

√
δµ

)
,

kde δ a µ jsou č́ısla určená vztahy (286) a (287.)

Důkaz Podle lemmatu 34 plat́ı

1 + q̃T p̃ = 1 + qT p = 1 +
(ρ/γ)qT d− q̃T (ỹ − τ q̃)

q̃T (ỹ − τ q̃)
=
ρ

γ

qT d

D
=
ρ

γ

q̃T d̃

D
=
ρ

γ

ϑb− c

D
.

Použijeme-li tuto rovnost spolu se vztahy (302) a (339), dostaneme

ρ2

γ2
(ϑb− c)2

D2
= (1 + q̃T p̃)2 = δ =

ρ

γ

1

ab
(η(ac− b2) + b2).

což po úpravě dává (340). Jelikož q̃T ỹ = ϑa − b a q̃T q̃ = ϑ2a − 2ϑb + c, dostaneme po dosazeńı těchto
vztah̊u do (337) a po úpravě výraz (341). Vynásob́ıme-li rovnost (340) č́ıslem aD2 můžeme psát

ρ

γ
a(ϑb− c)2 − bD2 =

η

b
D2(ac− b2).

Dosad́ıme-li (341) do levé strany této rovnosti, sdruž́ıme-li odpov́ıdaj́ıćı si členy a vyděĺıme-li vzniklou
rovnici č́ıslem ac− b2, dostaneme (

ρ

γ
c+ b

)
− 2ϑ

ρ

γ
b =

η

b
D2. (342)

Pokud η = 0, má tato rovnice řešeńı ϑ = (γ/ρ + c/b)/2. Rovnice (340) má v tomto př́ıpadě daľśı řešeńı
ϑ = ∞, neboli q̃ = ỹ, o čemž se můžeme přesvědčit, polož́ıme-li η = 0 a ponecháme-li v (340)–(341) pouze
členy obsahuj́ıćı ϑ2. Pokud η ̸= 0, dosazeńım (341) do (342) a daľśımi úpravami dostaneme

b

[(
ρc

γb
+ 1

)
− 2ϑ

ρ

γ

]
= η b

[(
ρc

γb
+ 1

)
− 2ϑ

ρ

γ

]
− η a

(
ϑ2
ρ

γ
− c

b

)
.

Převedeme-li všechny členy na pravou stranu, vyděĺıme-li vzniklou rovnici č́ıslem ηaρ/γ a použijeme-li
vztah (η − 1)b/(ηa) = −m3/m2, který plyne z (285), můžeme psát

(η − 1)b

ηa

[(
c

b
+
γ

ρ

)
− 2ϑ

]
+ ϑ2 − γc

ρb
= ϑ2 + 2ϑ

m3

m2
−
(
m3

m2

(
γ

ρ
+
c

b

)
+
γc

ρb

)
= 0.

Tato kvadratická rovnice má řešeńı

ϑ = −m3

m2
±

√(
m3

m2

)2

+
m3

m2

(
γ

ρ
+
c

b

)
+
γc

ρb
= −m3

m2
±

√(
γ

ρ
+
m3

m2

)(
c

b
+
m3

m2

)
.

Posledńı dokazovaný vztah plyne z toho, že

c

b
+
m3

m2
=
ηac+ (1− η)b2

ηab
=
η(ac− b2) + b2

ηab
=
γδ

ρη

a
γ

ρ
+
m3

m2
=

1

η

(
η
γ

ρ
+ (1− η)

b

a

)
=

γb

ρaη

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
=
γb2

ρη
µ.

2
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Poznámka 136. Věta 84 udává zp̊usob, jak lze k dané metodě s proměnnou metrikou (charakterizované
parametrem η) nalézt součinový tvar (323). K dané hodnotě η najdeme podle věty 84 hodnotu ϑ určuj́ıćı
vektor q̂ a č́ıslo D2 (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Pak podle lemmatu 34 urč́ıme vektor p (existuj́ı opět dvě
řešeńı).

(a) Pro metodu DFP plat́ı η = 0, takže lze volit ϑ = ∞, neboli q̃ = ỹ.

(b) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže m3 = 0, což dává ϑ = ±
√
γc/(ρb).

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ−a/b), takže µ = 0 am3/m2 = −γ/ρ, což dává ϑ = γ/ρ.
Metodu hodnosti 1 můžeme vyjádřit v součinovém tvaru pouze tehdy, když bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c, nebo
a/b ≤ ρ/γ (poznámka 120).

Použit́ı věty 84 neńı př́ılǐs vhodné pro explicitńı vyjádřeńı součinového tvaru. Jinou možnost udává
následuj́ıćı věta, uvedená v práci [44], kde symboly

√
δ a

√
µ označuj́ı libovolné hodnoty (kladné i záporné)

takové, že (
√
δ)2 = δ a (

√
µ)2 = µ.

Věta 85. Necht’ a > 0, b > 0, c > 0 a ac − b2 > 0. Uvažujme aktualizaci (288), kde H = SST , ρ > 0,
γ > 0. Necht’ δ ≥ 0, µ ≥ 0 a bud’ δ > 0 nebo µ > 0. Necht’ d = Sd̃ a ỹ = ST y. Pak plat́ı H+ = ST

+S+, kde

1
√
γ
S+ = S + Up̂q̂T ŨT , (343)

přičemž

p̂q̂T =
1

λ

[ ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ

]
√
δ − b

√
µ

−γ
ρ

√
δ + c

√
µ

T

(344)

a

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+

(
b− γ

ρ
a

)√
δ +

(
ac− b2

)√
µ. (345)

Důkaz (a) Z d̊ukazu lemmatu 35 v́ıme, že

(p̂1q̂2 − q̂1p̂2)
2 = (det[p̂, q̂])2 = − detM = µ.

Použijeme-li tento výsledek můžeme psát

p̂q̂T − q̂p̂T =

[
0, p̂1q̂2 − q̂1p̂2
q̂1p̂2 − p̂1q̂2, 0

]
=

[
0, +

√
µ

−√
µ, 0

]
.

(b) Předpokládejme nejprve, že δ > 0. Použijeme-li vztah (343), dostaneme

1

γ
S+S

T
+ = S(I + Ũ p̂q̂T ŨT )(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ST .

Z d̊ukazu lemmatu 35 v́ıme, že

det(I + Ũ p̂q̂T ŨT ) =
√
δ,

takže podle lemmatu 31 (e) plat́ı

(I + Ũ p̂q̂T ŨT )−1 = I − 1√
δ
Ũ p̂q̂T ŨT

a podmı́nku S+S
T
+y = ρd můžeme zapsat ve tvaru
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(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ỹ =
ρ

γ

(
I − 1√

δ
Ũ p̂q̂T ŨT

)
d̃.

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva matićı ŨT a přihlédneme-li k tomu, že

ŨT Ũ =

[
d̃T d̃, d̃T ỹ

ỹT d̃, ỹT ỹ

]
=

[
c, b
b, a

]
,

dostaneme [
b
a

]
+

[
c, b
b, a

]
q̂p̂T

[
b
a

]
=
ρ

γ

([
c
b

]
− 1√

δ

[
c, b
b, a

]
p̂q̂T

[
c
b

])
,

což po úpravě dává

q̂p̂T
[
b
a

]
+ p̂q̂T

1√
δ

ρ

γ

[
c
b

]
=

1

ac− b2

[
a, −b
−b, c

](
ρ

γ

[
c
b

]
−
[
b
a

])
=

[ ρ

γ
−1

]
.

Použijeme-li nyńı (a), dostaneme

p̂q̂T
([

b
a

]
+

1√
δ

ρ

γ

[
c
b

])
=

[ ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ

]
.

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že vektor p̂ ∈ R2 je skalárńım násobkem vektoru na pravé straně posledńı
rovnosti. Jelikož skalárńı násobek můžeme zvolit libovolně, polož́ıme

p̂ =

[ ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ

]
.

Pak pro vektor q̂ ∈ R2 dostaneme rovnici

q̂1

(
b+

1√
δ

ρ

γ
c

)
+ q̂2

(
a+

1√
δ

ρ

γ
b

)
= 1

a z (a) plyne

q̂1 (1 + b
√
µ) + q̂2

(
ρ

γ
+ a

√
µ

)
=

√
µ.

Řešeńım těchto dvou rovnic je vektor

q̂ =
1

λ

[ √
δ − b

√
µ

−γ
ρ

√
δ + c

√
µ

]
,

kde

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+

(
b− γ

ρ
a

)√
δ + (ac− b2)

√
µ.

Jelikož ac−b2 > 0, je alespoň jeden z výraz̊u (ρ/γ)c−b a b−(γ/ρ)a nenulový, a protože δ > 0, lze vhodnou
volbou znamének

√
δ a

√
µ doćılit toho, že λ ̸= 0 (vzorec (344) má tedy smysl).

(c) Necht’ δ = 0 (takže η = η∗) a µ > 0. Jelikož podle poznámky 111 jsou δ(η) a µ(η) lineárńımi funkcemi
parametru η, existuje č́ıslo η > η∗ takové, že δ(η) > 0 a µ(η) > 0, pokud η∗ < η ≤ η). Pro tyto
hodnoty parametru η lze použ́ıt postup uvedený v (b), jehož výsledkem je vzorec (344), kde δ(η) > 0 a
µ(η) > 0. Provedeme-li limitńı přechod η → η∗ dostaneme vzorec (344), kde δ = 0 a µ > 0. Jelikož podle
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předpokladu plat́ı ac− b2 > 0, můžeme vhodnou volbou znaménka
√
µ doćılit toho, že λ ̸= 0, takže tento

vzorec má smysl.

(d) Pokud δ = 0 a µ = 0, muśı podle poznámky 111 platit η(ac− b2)+ b2 = 0 a η(a− (ρ/γ)b)+(ρ/γ)b = 0,
což je možné jedině tehdy, když (ρ/γ)c− b = 0. Pak ale λ = 0, takže vzorec (344) nemá smysl (plat́ı q̂ = 0
a λ = 0). 2

Obě předchoźı věty obsahuj́ı poměrně komplikované výrazy. Tyto výrazy se velmi zjednoduš́ı pro
základńı metody (289), (290), (291). Výsledné vzorce, které nyńı odvod́ıme, lze nalézt také v [14].

Důsledek 13. Pro metodu DFP plat́ı η = 0, čili δ = ρb/(γa) a µ = ρ/(γab), takže

1
√
γ
SDFP
+ = S − 1

a

(
SST y ±

√
ρa

γb
d

)
ỹT . (346)

Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, čili δ = ρc/(γb) a µ = 1/b2, takže

1
√
γ
SBFGS
+ = S − 1

b
d

(
ỹ ±

√
ρb

γc
d̃

)T

. (347)

Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b), čili δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a) a µ = 0, takže

1
√
γ
SR1
+ = S +

√
δ − 1

(ρ/γ)2c− 2(ρ/γ)b+ a

(
ρ

γ
d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

. (348)

V těchto vzorćıch je d = Sd̃ a SST y = Sỹ. Jmenovatel v posledńım vzorci je vždy nenulový (i když δ = 0).

Důkaz K odvozeńı těchto vztah̊u můžeme použ́ıt bud’ větu 84 nebo větu 85. Použit́ı věty 84 je vhodné pro
metodu DFP, nebot’ pro ϑ = 0 se potřebné výrazy velmi zjednoduš́ı. Pro metodu BFGS muśıme použ́ıt trik
spoč́ıvaj́ıćı v tom, že kvazinewtonovská podmı́nka je v tomto př́ıpadě splněna, pokud τ = −1. Použit́ım
této hodnoty lze obej́ıt výpočet č́ısla D2 a jeho odmocniny. Zde použijeme větu 85. Př́ımé dosazeńı do
(343) neńı triviálńı a vyžaduje speciálńı volbu znaménka

√
µ, jinak nedostaneme jednoduchá vyjádřeńı.

(a) Pro metodu DFP lze dosazeńım zjistit, že δ = ρb/(γa) a µ = ρ/(γab). Znaménko
√
µ budeme volit

tak, aby platilo
√
δ = b

√
µ. Pak

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γa

ρb

(
ρ

γ
c− b

)√
δ =

(
ρ

γ
c− b

) √
δ + 1√
δ

,

p̂ =

 a

b

(
ρb

γa
+
√
δ

)
−1−

√
δ

 =

 a

b

√
δ
(√

δ + 1
)

−
(√

δ + 1
)  , λq̂ =

1

a

 0
γa

ρb

(
ρ

γ
c− b

)√
δ

 =
1

a

 0(
ρ

γ
c− b

)
1√
δ

 .
Po vykráceńı dostaneme

p̂q̂T =
1

a

[ a

b

√
δ

−1

] [
0
1

]T
= −1

a

 ±
√
ρa

γb
1

[ 0
1

]T
,

což po dosazeńı do (344) dává (346).
(b) Pro metodu BFGS lze dosazeńım zjistit, že δ = ρc/(γb) a µ = 1/b2. Znaménko

√
µ budeme volit tak,

aby platilo
√
µ = −1/b. Pak
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λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ − 1

b
(ac− b2) =

c

b

(
ρ

γ
b− a

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ

=

(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

(
ρc

γb
+

√
δ

)
=

(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

√
δ
(√

δ + 1
)
,

p̂ =
1

b

[ ρ

γ
b− a

0

]
, λq̂ =

 √
δ + 1

−γ
ρ

(√
δ +

ρc

γb

)  =

[ √
δ + 1

−γ
ρ

√
δ
(√

δ + 1
) ]

.

Po vykráceńı dostaneme

p̂q̂T =
1

b

[
1
0

] ρ

γ

1√
δ

−1

T

= −1

b

[
1
0

] ±

√
ρb

γc

1


T

,

což po dosazeńı do (344) dává (347).
(c) Pro metodu hodnosti 1 lze dosazeńım zjistit, že

δ =
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

a µ = 0, takže

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ =

γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

+
√
δ

)
=
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ
(√

δ + 1
)
,

p̂ =

[ ρ

γ
−1

]
, λq̂ =

√
δ

[
1

−γ
ρ

]
=
γ

ρ

√
δ

[ ρ

γ
−1

]
.

Po vykráceńı dostaneme

p̂q̂T =

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
ρ

γ
b− a

)
(
√
δ + 1)

=

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
√
δ − 1)

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

− 1

) =

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
√
δ − 1)

(
ρ

γ

)2

c− 2

(
ρ

γ

)
b+ a

,

což po dosazeńı do (344) dává (348). Jmenovatel v posledńım vzorci je kvadratický výraz v ρ/γ. Jeho
diskriminant b2 − ac je podle předpokladu záporný, takže jmenovatel nemůže být nikdy nulový. Aby byl
čitatel nulový, muselo by platit δ = 1, což po dosazeńı a po úpravě dává (ρ/γ)2c− 2(ρ/γ)b+ a = 0. Tato
rovnost, jak jsme právě dokázali, nemůže nastat. Jelikož ac− b2 > 0, je alespoň jeden z výraz̊u (ρ/γ)c− b
a (ρ/γ)b−a nenulový. Pokud δ = 0, je (ρ/γ)c−b = 0 a tedy (ρ/γ)b−a ̸= 0, což zajǐst’uje existenci metody
hodnosti 1 (konečnost hodnoty parametru η) v př́ıpadě, že δ = 0. 2

Poznámka 137. Ve větě 85 jsme předpokládali, že bud’ δ > 0 nebo µ > 0, nebot’ v opačném př́ıpadě neńı
matice p̂q̂T vystupuj́ıćı v (343) definovaná. I v tomto př́ıpadě je však možné vyjádřit aktualizaci (288) v
součinovém tvaru. Hodnota µ = 0 odpov́ıdá metodě hodnosti 1, pro kterou (po vykráceńı výrazem

√
δ

umožněným spojitou závislost́ı δ na η) plat́ı (348). Pokud ac− b2 > 0, nemůže být jmenovatel ani čitatel
v (348) nulový.
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Poznámka 138. Vzorec (348) lze upravit tak, aby se v něm neodeč́ıtala bĺızká č́ısla. Dosad́ıme-li do (348)
výraz pro δ a rozš́ı̌ŕıme-li zlomek č́ıslem

√
δ + 1, vykrát́ı se nový čitatel s p̊uvodńım jmenovatelem a po

úpravách dostaneme

1
√
γ
SR1
+ = S +

1

ρ

γ
b− a±

√
ρ

γ

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ
c− b

) (ργ d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

.

V součinovém tvaru lze vyjádřit také vztah (308). Z praktických d̊uvod̊u se inverzńı součinový vztah
použ́ıvá pouze v př́ıpadě, že matice B je regulárńı, tedy v př́ıpadě, že m ≥ n (potřebujeme řešit soustavu
Bs+ g = 0).

Poznámka 139. Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≥ n, plnou hodnost, lze použit́ım definice 39 snadno ověřit,
že

S† = ST (SST )−1, (SST )−1 = (S†)TS†.

Polož́ıme-li A = S† ∈ Rm×n, plat́ı

B = H−1 = (SST )−1 = (S†)TS† = ATA

a použijeme-li (338) dostaneme

AU = Ũ ⇒ AT Ũ = ATAU = BU. (349)

Předpokládejme, že B = ATA a B+ = AT
+A+, kde matice A ∈ Rm×n a A+ ∈ Rm×n maj́ı plnou

hodnost a m ≥ n. To nastává např́ıklad tehdy, když F (x) = (1/2)fT (x)f(x) (minimalizace součtu
čtverc̊u), a matice A aproximuje Jacobiovu matici zobrazeńı f : Rn → Rm.

Věta 86. Necht’ a > 0, b > 0, c > 0 a ac − b2 > 0. Uvažujme aktualizaci (308), kde B = ATA, ρ > 0,
γ > 0. Necht’ δ ≥ 0, µ ≥ 0 a bud’ δ > 0 nebo µ > 0. Necht’ d̃ = Ad a ỹ = A(ATA)−1y (takže y = AT ỹ).
Pak plat́ı B+ = AT

+A+, kde
√
γA+ = A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T , (350)

přičemž p̂ a q̂ jsou vektory vystupuj́ıćı ve větě 85. Vektory d̃ = Ad a ỹ = A(ATA)−1y vyhvouj́ı vztah̊um
Sd̃ = d a ỹ = ST y, takže č́ısla a, b, c lze určovat podle vzorc̊u (335).

Důkaz Podle (325) plat́ı
1

γ
S+S

T
+ = (I + pqT )SST (I + qpT ),

což s použit́ım lemmatu 31 (e), vztahu (339) a rovnosti qT p = q̃T p̃ dává

γAT
+A+ = (I + qpT )−1ATA(I + pqT )−1 =

(
I − 1√

δ
qpT

)
ATA

(
I − 1√

δ
pqT

)
.

Můžeme tedy psát
√
γA+ = A

(
I − 1√

δ
pqT

)
= A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T ,

nebot’ podle (349) plat́ı Ap = AUp̂ a q = Aq̃ = AT Ũ q̂ = BUq̂. Zřejmě

Sd̃ = SAd = SS†d = SST (SST )−1d = d,

ỹ = A(ATA)−1y = ST (SST )−1SST y = ST y,

takže a = ỹT ỹ, b = ỹT d̃, c = d̃T d̃. 2
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Poznámka 140. Použijeme-li matice p̂T q̂ źıskané v d̊ukazu d̊usledku 13, zjist́ıme, že pro metodu DFP
plat́ı

√
γADFP

+ = A− 1

b

(
d̃±

√
γb

ρa
ỹ

)
yT , (351)

pro metodu BFGS plat́ı

√
γABFGS

+ = A− 1

c
d̃

(
ATAd±

√
γc

ρb
y

)T

(352)

a pro metodu hodnosti 1 plat́ı

√
γAR1

+ = A+
1/

√
δ − 1

(γ/ρ)2a− 2(γ/ρ)b+ c

(
γ

ρ
ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

, (353)

kde 1/δ = (γ/ρ)((γ/ρ)a− b)/((γ/ρ)b− c). Vzorec (353) lze upravit na tvar

√
γAR1

+ = A+
1

γ

ρ
b− c±

√
γ

ρ

(
γ

ρ
b− c

)(
γ

ρ
a− b

) (γρ ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

.

Ve všech těchto vzorćıch je y = AT ỹ a ATAd = AT d̃ (nebot’ d̃ = Ad). Poznamenejme, že pro minimalizaci
součtu čtverc̊u má praktický význam pouze metoda BFGS, která použ́ıvá jediný redukovaný vektor d̃ = Ad.
Ostatńı metody potřebuj́ı nav́ıc vektor ỹ = A(ATA)−1y, takže je nutné invertovat matici ATA.

Součinový tvar H = SST , kde S ∈ Rn×m a m ≤ n, lze modifikovat tak, že se mı́sto matice S použ́ıvá
matice Z, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(S).

Věta 87. Necht’ H = SST , kde matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost, a Z ∈ Rn×m je matice jej́ı̌z
sloupce tvoř́ı bázi v L(S). Pak plat́ı H = Z(ZTBZ)−1ZT , kde B = H†.

Důkaz Jelikož sloupce matice Z tvoř́ı bázi v L(S), existuje čtvercová regulárńı matice M taková, že
S = ZM . Plat́ı tedy

SST = ZMMTZT .

Použit́ım definice 39 se snadno ověř́ı, že S† = M−1Z† (nebot’ Z†Z = I podle (326)). Protože podle (327)
plat́ı (SST )† = (S†)TS†, můžeme psát

ZT (SST )†Z = ZT (S†)TS†Z = ZT (M−1Z†)TM−1Z†Z = (MMT )−1, (354)

takže
Z(ZTBZ)−1ZT = Z(ZT (SST )†Z)−1ZT = ZMMTZ = SST = H

. 2

Poznámka 141. V předchoźı větě nejsou kladeny žádné požadavky na výběr matice Z, takže lze položit
Z = S. V tomto př́ıpadě M = I, takže podle (354) plat́ı STBS = ST (SST )†S = I (sloupce matice S jsou
B-ortogonálńı). Odtud plyne, že H = S(STBS)−1ST = SST .

Poznámka 142. V daľśım textu budeme použ́ıvat redukované matice B̃ = ZTBZ a H̃ = B̃−1. Směrový
vektor s = −Hg se vypočte podle vzorc̊u

s = Zs̃, s̃ = −H̃g̃, g̃ = ZT g

(vektor s̃ lze také źıskat řešeńım soustavy rovnic B̃s̃ = −g̃). Pak d̃ = αs̃ a ỹ = ZT y. Poznamenejme, že
v těchto vzorćıch se použ́ıvá pouze redukovaná matice H̃ (nebo B̃) a matice Z jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi v
L(S).
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Lemma 36. Matice B̃ a H̃ jsou pozitivně definitńı.

Důkaz Podle (354) plat́ı B̃ = (MMT )−1, kde M je čtvercová regulárńı matice, takže matice MMT je
pozitivné definitńı. Odtud plyne pozitivńı definitnost matic B̃ a H̃. 2

Nyńı budeme předpokládat, že matice Z má ortonormálńı sloupce, takže ZTZ = I. Použit́ım definice 39
snadno ověř́ıme, že v tomto př́ıpadě plat́ı Z† = ZT .

Lemma 37. Necht’ ZTZ = I a H̃ = B̃−1 = (ZTBZ)−1, kde B = H† = (SST )†. Pak plat́ı H̃ = ZTHZ a
B = ZB̃ZT .

Důkaz Podle (354) plat́ı B̃ = (MMT )−1, takže H̃ = B̃−1 =MMT . Pokud ZTZ = I, můžeme psát

ZTHZ = ZTSSTZ = ZT (ZMMTZT )Z =MMT = H̃.

Jelikož ZTZ = I, plat́ı Z† = ZT , takže podobně jako v d̊ukazu věty 87 lze psát S† =M−1Z† =M−1ZT .
Plat́ı tedy

B = (SST )† = (S†)TS† = (M−1ZT )TM−1ZT = Z(MMT )−1ZT = ZB̃ZT .

2

Použ́ıváme-li vyjádřeńı H = ZH̃ZT , matice Z se neměńı. Mı́sto toho se aktualizuje matice H̃ ∈ Rm×m.

Věta 88. Nectt’ H = ZH̃ZT , M ∈ R2×2 a

1

γ
H̃+ = H̃ + ŨMŨ, Ũ = [d̃, H̃ỹ].

Pak pro matici H+ = ZH̃+Z
T plat́ı

1

γ
H+ = H + UMU, U = [d,Hy].

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

1

γ
H+ =

1

γ
ZH̃+Z

T = ZH̃ZT + ZŨMŨZT .

Ale ZH̃ZT = H a ZŨ = [Zd̃, ZH̃ZT y] = [d,Hy] = U . Plat́ı tedy (1/γ)H+ = H + UMU . 2

Poznámka 143. Metody s proměnnou metrikou, které použ́ıvaj́ı redukované matice H̃ nebo B̃ a re-
dukované gradienty g̃ se nazývaj́ı metodami redukovaných gradient̊u. Tyto metody použ́ıvaj́ı v prvńım
iteračńım kroku libovolnou pozitivně definitńı matici H̃ nebo B̃, např́ıklad jednotkovou matici, která se v
daľśıch iteračńıch kroćıch aktualizuje podle vzorc̊u

1

γ
H̃+ = H̃ +

ρ

γb
d̃d̃T − 1

a
H̃ỹ(H̃ỹ)T +

η

a

(a
b
d̃− H̃ỹ

)(a
b
d̃− H̃ỹ

)T
,

nebo

γB̃+ = B̃ +
γ

ρb
ỹỹT − 1

c
B̃d̃(B̃d̃)T +

β

c

(c
b
ỹ − B̃d̃

)(c
b
ỹ − B̃d̃

)T
,

kde podle lemmatu 37 plat́ı

a = yTHy = yTZH̃ZT y = ỹT H̃ỹ,

b = yT d = yTZd̃ = ỹT d̃,

c = dTBd = dTZT (ZB̃ZT )Zd̃ = d̃T B̃d̃.
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Poznámka 144. V předchoźım výkladu jsme narazili na jistá omezeńı, která muśı splňovat některé
významné metody z Broydenovy tř́ıdy. Proto se definuj́ı r̊uzné části této tř́ıdy.

(a) Semidefinitńı metody, kdy η ≥ η∗ a β ≥ β∗.

(b) Rozložitelné metody, kdy δ ≥ 0 (takže η ≥ η∗ a β ≥ β∗) a µ ≥ 0. Dosazeńım za µ se snadno
přesvědč́ıme, že pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je každá semidefinitńı metoda rozložitelná. Označme ηR1

hodnotu odpov́ıdaj́ıćı metodě hodnosti 1. Pokud 0 < ρ/γ ≤ b/c, jsou rozložitelné ty metody pro něž
η ≥ ηR1, kde η∗ < ηR1 < 0. Pokud a/b ≤ ρ/γ, jsou rozložitelné ty metody pro něž η∗ ≤ η ≤ ηR1,
kde ηR1 > 1.

(c) Perfektńı metody, kdy η ≥ 0 a β∗ ≤ β ≤ 1.

(d) Omezené metody, kdy 0 ≤ η ≤ 1 a 0 ≤ β ≤ 1. Tyto metody jsou též rozložitelné a perfektńı.

Metody DFP, BFGS a Hoshinova metoda jsou omezené. Metoda hodnosti 1 je semidefinitńı pouze tehdy,
když bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c nebo a/b ≤ ρ/γ. V tomto př́ıpadě je tato metoda rozložitelná a jestliže a/b ≤ ρ/γ
i perfektńı. Metoda hodnosti 1 neńı nikdy omezená.

Poznámka 145. Metody, které nejsou perfektńı, jsou obvykle málo efektivńı. Proto je účelné metodu
hodnosti 1 kombinovat s metodou BFGS tak, že pokládáme η = ηR1+, kde

ηR1+ = ηR1, a/b < ρ/γ, (355)

ηR1+ = 1, a/b ≥ ρ/γ. (356)

Numerické experimenty ukazuj́ı, že zhruba čtvrtina iteračńıch krok̊u této modifikované metody použ́ıvá
hodnotu η = ηR1. Ve zbylých iteraćıch se použ́ıvá hodnota η = ηBFGS = 1.

4.3 Variačńı odvozeńı metod s proměnnou metrikou

Velmi zaj́ımavý zp̊usob jak lze źıskat metody s proměnnou metrikou spoč́ıvá v použit́ı minimalizačńıho
principu [80], [87]. V tomto př́ıpadě hledáme minimum maticové funkce ψ : Rn×n → R na množině symet-
rických matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku. O funkci ψ(X) předpokládáme, že je symetrická
(plat́ı ψ(XT ) = ψ(X)) a ryze konvexńı. V tomto př́ıpadě je stacionárńı bod Lagrangeovy funkce jediným
řešeńım dané úlohy.

Lemma 38. Necht’ ψ(X) je symetrická ryze konvexńı maticová funkce. Pak matice X∗ ∈ Rn×n mini-
malizuje funkci ψ(X) na množině symetrických matic řádu n splňuj́ıćıch podmı́nku Xp = q právě tehdy
existuje-li vektor Lagrangeových multiplikátor̊u u ∈ Rn takový, že

∂ψ(X∗)

∂X
= upT + puT . (357)

Zde ∂ψ(X)/∂X označuje matici, která má prvky ∂ψ(X)/∂xkl, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n (xkl jsou prvky
matice X).

Důkaz Lagrangeova funkce uvažované úlohy má tvar

L(X,u, V ) = ψ(X) + 2
n∑

i=1

ui

qi − n∑
j=1

xijpj

+
n∑

i=1

n∑
j=1

vij(xij − xji)

(posledńı člen zajǐst’uje symetrii matice X). Podmı́nky optimality maj́ı tvar

∂L(X,u, V )

∂xkl
=

∂ψ(X)

∂xkl
− 2ukpl + vkl − vlk = 0,

∂L(X,u, V )

∂xlk
=

∂ψ(X)

∂xlk
− 2ulpk + vlk − vkl = 0,
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kde k, l je libovolná dvojice index̊u. Sečteme-li obě rovnosti a použijeme-li symetrii funkce ψ(X), dostaneme

2
∂ψ(X)

∂xkl
− 2ukpl − 2ulpk = 0,

což maticově zapsáno dává (357), a jelikož funkce ψ(X) je ryze konvexńı, dostaneme tvrzeńı lematu. 2

Pro variačńı odvozeńı metod s proměnou metrikou se nejčastěji použ́ıvá Frobeniova norma matice. V
tomto př́ıpadě má funkce ψ(x) tvar ψ(x) = (1/2)∥X∥2F = (1/2)TrXTX.

Lemma 39. Funkce ψ(X) = (1/2)∥X∥2F je symetrická a ryze konvexńı na Rn×n.

Důkaz Symetrie je zřejmá. Necht’ X1 ∈ Rn×n, X2 ∈ Rn×n, X1 ̸= X2 a X = λ1X1 + λ2X2, kde λ1 > 0,
λ2 > 0 a λ1 + λ2 = 1. Pak plat́ı

∥X∥2F =
n∑

i=1

n∑
j=1

(eTi Xej)
2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

(λ1e
T
i X1ej + λ2e

T
i X2ej)

2

<

n∑
i=1

n∑
j=1

(λ1(e
T
i X1ej)

2 + λ2(e
T
i X2ej)

2) = λ1∥X1∥2F + λ1∥X2∥2F ,

nebot’ druhá mocnina je ryze konvexńı (plat́ı d2(x2)/dx2 = 2 > 0). 2

Lemma 40. Symetrická matice X∗ má minimálńı Frobeniovu normu na množině symetrických matic řádu
n splňuj́ıćıch podmı́nku Xp = q právě tehdy, když

X∗ =
1

pT p
(pqT + qpT )− qT p

(pT p)2
ppT . (358)

Důkaz Jelikož pro funkci

ψ(x) =
1

2
∥X∥2F =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

x2ij

lze psát ∂ψ(X)/∂X = X, muśı podle lemmatu 38 platit X∗ = upT +puT . Z podmı́nky X∗p = q dostaneme
upT p+ puT p = q, neboli

u =
1

pT p
(q − uT pp),

takže

uT p =
1

pT p
(qT p− uT ppT p),

neboli 2uT p = qT p/pT p, což dává

u =
1

pT p

(
q − 1

2

qT p

pT p
p

)
.

Dosad́ıme-li tento vektor do vztahu X∗ = upT + puT a uváž́ıme-li konvexitu funkce ψ(X), dostaneme
tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 89. Necht’ W je symetrická pozitivně definit́ı matice. Pak symetrická matice H+ minimalizuje
Frobeniovu normu ∥W−1/2((1/γ)H̃ −H)W−1/2∥F na množině symetrických matic H̃ řádu n splňuj́ıćıch
kvazinewtonovskou podmı́nku (

1

γ
H̃ −H

)
y =

ρ

γ
d−Hy

právě tehdy, když
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1

γ
H+ = H +

Wy((ρ/γ)d−Hy)T + ((ρ/γ)d−Hy)(Wy)T

yTWy
− ((ρ/γ)d−Hy)T y

yTWy

Wy(Wy)T

yTWy
. (359)

Důkaz Položme X = W−1/2((1/γ)H̃ − H)W−1/2 a w = (ρ/γ)d − Hy. Jelikož kvazinewtonovskou
podmı́nku lze zapsat ve tvaru

W−1/2

(
1

γ
H̃ −H

)
W−1/2W 1/2y =W−1/2w,

neboli Xp = q, kde p =W 1/2y a q =W−1/2w, můžeme použ́ıt lemma 40, podle kterého

X∗ =
1

pT p
(pqT + qpT )− qT p

(pT p)2
ppT

=
1

yTWy
(W 1/2ywTW−1/2 +W−1/2wyTW 1/2)− wT y

(yTWy)2
W 1/2yyTW 1/2.

Jelikož X∗ =W−1/2((1/γ)H+−H)W−1/2, plat́ı W 1/2X∗W 1/2 = (1/γ)H+−H, odkud plyne tvrzeńı věty.
2

Poznámka 146. Zvoĺıme-li matici W tak, aby platilo Wy = d, přejde vzorec (359) na vztah (299).
Metoda BFGS tedy minimalizuje Frobeniovu normu ∥W−1/2((1/γ)H+ −H)W−1/2∥F , pokud Wy = d.

Je zřejmé, že metoda źıskaná aktualizaćı (359) patř́ı do Broydenovy tř́ıdy právě tehdy, je-li vektor Wy
lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy. Protože aktualizace (359) nezáviśı na normě vektoru Wy, budeme
předpokládat, že Wy = ϑd−Hy (takže lze volit Wy = d, pokud ϑ = ∞).

Věta 90. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 89 a necht’ Wy = ϑd − Hy. Pak aktualizace (359) je
ekvivalentńı aktualizaci (288), pokud

η =
b(ϑ2b− (ρ/γ)a)

(ϑb− a)2
. (360)

Jestlǐze η = 1, pak bud’ ϑ = ∞, takže lze volit Wy = d, nebo ϑ = (a/b + ρ/γ)/2. V ostatńıch př́ıpadech
plat́ı

ϑ =
a

η − 1

(η
b
±√

µ
)
,

kde µ je hodnota určená vztahem (287).

Důkaz Položme Wy = ϑd−Hy a označme w = (ρ/γ)d−Hy. Pak lze psát

1

γ
H+ = H +

WywT + w(Wy)T

yTWy
− wT y

yTWy

Wy(Wy)T

yTWy
, (361)

přičemž yTWy = ϑb− a a wT y = (ρ/γ)b− a. Nyńı porovnáme členy s matićı Hy(Hy)T v (288) a v (363)
(v (288) je u této matice koeficient m3 = (η−1)/a). Každý z výraz̊uWywT , w(Wy)T , Wy(Wy)T přisṕıvá
jednou matićı Hy(Hy)T , takže podle (363) plat́ı

2

ϑb− a
− (ρ/γ)b− a

(ϑb− a)2
=
η − 1

a
,

neboli

η =
2a(ϑb− a)− a((ρ/γ)b− a) + (ϑb− a)2

(ϑb− a)2
=
b(ϑ2b− (ρ/γ)a)

(ϑb− a)2
.
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Pokud η = 1 můžeme volit ϑ = ∞, neboli Wy = d, nebo

ϑ2b2 − ρ

γ
ab = (ϑb− a)2 ⇒ ϑ =

1

2

(
a

b
+
ρ

γ

)
.

V obecném př́ıpadě lze psát

η(ϑ2b2 − 2ϑab+ a2) = ϑ2b2 − ρ

γ
ab,

což po vyděleńı č́ıslem ab2 dává

η − 1

a
ϑ2 − 2

η

b
ϑ+

1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
= m3ϑ

2 + 2m2ϑ+m1 = 0,

kde m1, m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (285). Tato kvadratická rovnice má řešeńı

ϑ =
−m2 ±

√
m2

2 −m1m3

m3
=

−m2 ±
√
µ

m3
=

a

η − 1

(η
b
±√

µ
)
.

2

Poznámka 147. Věta 90 udává zp̊usob, jak lze k dané metodě s proměnnou metrikou (charakterizované
parametrem η) nalézt aktualizaci tvaru (359). K dané hodnotě η najdeme podle věty 90 hodnotu ϑ určuj́ıćı
vektor Wy (existuj́ı obvykle dvě řešeńı).

(a) Pro metodu DFP plat́ı η = 0 a µ = ρ/(γab), takže ϑ = −
√
ρa/(γb) (voĺıme zápornou hodnotu, aby

byla splněna nerovnost yTWy > 0).

(b) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže lze volit ϑ = ∞, neboli Wy = d.

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) a µ = 0, takže ϑ = ρ/γ.

Poznámka 148. Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice B. Necht’W je symetrická pozitivně
definit́ı matice. Pak symetrická matice B+ minimalizuje Frobeniovu normu ∥W−1/2(γB̃−B)W−1/2∥F na
množině symetrických matic B̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku(

γB̃ −B
)
d =

γ

ρ
y −Bd

právě tehdy, když

γB+ = B +
Wd((γ/ρ)y −Bd)T + ((γ/ρ)y −Bd)(Wd)T

dTWd
− ((γ/ρ)y −Bd)T d

dTWd

Wd(Wd)T

dTWd
. (362)

Poznámka 149. Zvoĺıme-li matici W tak, aby platilo Wd = y, přejde vzorec (362) na vztah duálńı k
(299). Metoda DFP tedy minimalizuje Frobeniovu normu ∥W−1/2(γB+ −BH)W−1/2∥F , pokud Wd = y.

Poznámka 150. Zvoĺıme-li matici W tak že Wd = ϑy−Bd, je aktualizace (362) ekvivalentńı aktualizaci
(308), pokud

β =
b(ϑ2b− (γ/ρ)c)

(ϑb− c)2
.

Jestliže β = 1, pak bud’ ϑ = ∞, takže lze volit Wd = y, nebo ϑ = (c/b + γ/ρ)/2. V ostatńıch př́ıpadech
plat́ı

ϑ =
c

β − 1

(
β

b
±
√
µ

δ

)
,

kde µ/δ je hodnota určená vztahem (320)).
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(a) Pro metodu DFP plat́ı β = 1, takže lze volit ϑ = ∞, neboli Wd = y.

(b) Pro metodu BFGS plat́ı β = 0 a µ/δ = γ/(ρbc), takže ϑ = −
√
γc/(ρb) (voĺıme zápornou hodnotu,

aby byla splněna nerovnost dTWd > 0).

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı β = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b) a µ/δ = 0, takže ϑ = γ/ρ.

Poznamenejme, že aktualizaci (362) použ́ıvaj́ı strukturované metody s proměnnou metrikou pro minima-
lizaci součtu čtverc̊u (vzorec (692)).

Poznámka 151. Zvoĺıme-li W = I, dostaneme metodu, která nepatř́ı do Broydenovy tř́ıdy a která se
nazývá Powellovou symetrizaćı Broydenovy metody. Plat́ı

γBPSB
+ = B +

d((γ/ρ)y −Bd)T + ((γ/ρ)y −Bd)dT

dT d
− ((γ/ρ)y −Bd)T d

dT d

ddT

dT d
.

Metoda PSB nezaručuje pozitivńı definitnost matice B+, takže nemuśı globálně konvergovat. Přesto je
této, obecně velmi neefektivńı, metodě věnována velká publicita, která souviśı s jej́ı př́ıbuznost́ı s některými
metodami pro ř́ıdké úlohy (věta 229).

Kromě Frobeniovy normy lze použ́ıt i jiná minimalizačńı kriteria. Velmi se osvědčila funkce ψ(X) =
TrX− ln detX definovaná na množině symetrických pozitivně definitńıch matic. Necht’ λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou
vlastńı č́ısla symetrické pozitivně definitńı matice X. Pak plat́ı

TrX − ln detX =
n∑

i=1

λi +
n∑

i=1

lnλ−1
i ,

takže minimalizaćı této funkce lze zajistit, že vlastńı č́ısla matice X nebudou ani př́ılǐs málá ani př́ılǐs
veliká. Je d̊uležité, že použit́ı této funkce vede na aktualizaci s nejvýše dvěma korekčńımi členy [64].

Lemma 41. Funkce ψ(X) = TrX − ln detX je symetrická a ryze konvexńı na množině symetrických
pozitivně definitńıch matic.

Důkaz (a) Symetrie je zřejmá, plyne z rovnost́ı Tr(XT ) = TrX a det(XT ) = detX.

(b) Ukážeme nejprve, že funkce ln detX je ryze konkávńı na množině symetrických pozitivně definitńıch
matic. Necht’X1 ≻ 0, X2 ≻ 0, X1 ̸= X2 a X = λ1X1+λ2X2, kde λ1 > 0, λ2 > 0 a λ1+λ2 = 1. Pak matice

X a X
−1/2
2 X1X

−1/2
2 jsou pozitivně definitńı a existuje regulárńı čtvercová matice W (jej́ımiž sloupci jsou

ortonormálńı vlastńı vektory matice X
−1/2
2 X1X

−1/2
2 ) taková, že WTX

−1/2
2 X1X

−1/2
2 W = D a WTW = I,

kde D = diag(δ1, . . . , δn) je pozitivně definitńı diagonálńı matice. Pak, polož́ıme-li V = X
−1/2
2 W , plat́ı

V TX1V = D, V TX2V = I a

V TXV = λ1V
TX1V + λ2V

TX2V = λ1D + λ2I,

kde D ̸= I (nebot’ X1 ̸= X2). Zřejmě

ln detX1 + 2 ln detV = ln det(V TX1V ) = ln detD =

n∑
i=1

ln δi,

ln detX2 + 2 ln detV = ln det(V TX2V ) = ln det I = 0,

a jelikož funkce logaritmus je ryze konkávńı, můžeme psát

ln detX + 2 ln detV = ln det(V TXV ) = ln det(λ1D + λ2I) =
n∑

i=1

ln(λ1δi + λ2)

>
n∑

i=1

(λ1 ln δi + λ2 ln 1) = λ1 ln detD + λ2 ln det I

= λ1 ln det(V
TX1V ) + λ2 det(V

TX2V )

= λ1 ln detX1 + λ2 ln detX2 + 2 ln detV,
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což dává ln det(λ1X1 + λ2X2) = ln detX > λ1 ln detX1 + λ2 ln detX2.

(c) Jelikož funkce TrX je lineárńı (a tud́ıž konvexńı) a funkce ln detX je ryze konkávńı, je funkce ψ(X) =
TrX − ln detX ryze konvexńı. 2

Lemma 42. Necht’ ψ(X) = TrX − ln detX. Pak, pokud detX > 0, plat́ı

∂ψ(X)

∂X
= I − (X−1)T .

Důkaz (a) Vztah ∂ TrX/∂X = I, je zřejmý.

(b) Dokážeme nejprve, že ∂ ln detX/∂X = (X−1)T . Použijeme-li Sherman̊uv-Morrison̊uv vzorec, uvedený
v poznámce 108, dostaneme

∂ detX

∂xkl
= lim

t→0

det(X + teke
T
l )− detX

t
= detX lim

t→0

1 + teTl X
−1ek − 1

t
= detX eTl X

−1ek,

takže
∂ ln detX

∂xkl
=

1

detX

∂ detX

∂xkl
= eTl X

−1ek, (363)

neboli ∂ ln detX/∂X = (X−1)T .

(c) Spoj́ıme-li oba výsledky dohromady, dostaneme ∂ψ(X)/∂X = I − (X−1)T . 2

Lemma 43. Symetrická matice X∗ minimalizuje funkci ψ(X) = TrX− ln detX na množině symetrických
pozitivně definitńıch matic řádu n splňuj́ıćıch podmı́nku Xp = q právě tehdy, když

(X∗)−1 = I − 1

qT p
(pqT + qpT ) +

1

pT q
ppT +

qT q

(pT q)2
ppT . (364)

Důkaz Jelikož podle lemmatu 42 lze psát ∂ψ(X)/∂X = I−(X−1)T a matice X∗ je symetrická, muśı podle
lemmatu 38 platit (X∗)−1 = I − upT − puT . Z podmı́nky (X∗)−1q = p dostaneme p = q − upT q − puT q,
neboli

u =
1

pT q
(q − p− uT qp),

takže

uT q =
1

pT q
(qT q − pT q − uT qpT q),

neboli 2uT q = qT q/pT q − 1, což dává

u =
1

pT q

(
q − p− 1

2

(
qT q

pT q
− 1

)
p

)
=

1

pT q

(
q − 1

2

(
qT q

pT q
+ 1

)
p

)
.

Dosad́ıme-li tento vektor do vztahu (X∗)−1 = I−upT−puT a uváž́ıme-li konvexitu funkce ψ(X), dostaneme
tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 91. Symetrická matice H+ = B−1
+ minimalizuje funkci ψ((1/γ)H−1/2H̃H−1/2) na množině symet-

rických matic H̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku H̃y = ρd právě tehdy, když

γB+ = B − 1

b
(y(Bd)T +BdyT ) +

1

b

(
γ

ρ
+
c

b

)
yyT ,

kde B = H−1 a a = yTHy, b = yT d, c = dTBd.
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Důkaz Položme X = (1/γ)H−1/2H̃H−1/2. Jelikož kvazinewtonovskou podmı́nku lze zapsat ve tvaru

1

γ
H−1/2H̃H−1/2H1/2y =

ρ

γ
H−1/2d,

neboli Xp = q, kde p = H1/2y a q = (ρ/γ)H−1/2d, můžeme použ́ıt lemma 43, podle kterého

(X∗)−1 = I − 1

qT p
(pqT + qpT ) +

1

pT q
ppT +

qT q

(pT q)2
ppT

= I − γ

ρb

(
ρ

γ
H1/2ydTH−1/2 +

ρ

γ
H−1/2dyTH1/2

)
+
γ

ρb
H1/2yyTH1/2 +

(
γ

ρb

)2
ρ2c

γ2
H1/2yyTH1/2

= I − 1

b
(H1/2ydTH−1/2 +H−1/2dyTH1/2) +

1

b

(
γ

ρ
+
c

b

)
H1/2yyTH1/2.

Jelikož (X∗)−1 = γB−1/2B+B
−1/2, plat́ı B1/2(X∗)−1B1/2 = γB+, odkud plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 152. Podle věty 91 minimalizuje metoda DFP funkci ψ(X) = TrX − ln detX, pokud
X = (1/γ)H−1/2H̃H−1/2 a H̃y = ρd.

Poznámka 153. Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice H. Symetrická matice B+ = H−1
+

minimalizuje funkci γB−1/2B̃B−1/2 na množině symetrických matic B̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou
podmı́nku B̃d = (1/ρ)y právě tehdy, když

γH+ = H − 1

b
(d(Hy)T +HydT ) +

1

b

(
ρ

γ
+
a

b

)
ddT ,

kde H = B−1 a a = yTHy, b = yT d, c = dTBd.

Poznámka 154. Podle poznámlky 153 minimalizuje metoda BFGS funkci ψ(X) = TrX− ln detX, pokud
X = γB−1/2B̃B−1/2 a B̃d = (1/ρ)y.

Minimalizačńı postup lze použ́ıt i k odvozeńı součinového tvaru metod s proměnnou metrikou. V
tomto př́ıpadě dostaneme vyjádřeńı, které je obecněǰśı než (343) a které obsahuje i aktualizace hodnosti 2.
Abychom mohli použ́ıt variačńı princip, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

1
√
γ
ST
+y = z̃,

1
√
γ
S+z̃ =

ρ

γ
d, z̃T z̃ =

ρ

γ
b, (365)

kde z̃ ∈ Rm je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch
dvou rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z̃.

Věta 92. Necht’ T je symetrická pozitivně definitńı matice. Pak Frobeniova norma ∥T−1/2(S+/
√
γ−S)∥F

je minimálńı na množině všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku (365) právě tehdy, plat́ı-li

1
√
γ
S+ = S − Ty

yTTy
ỹT +

(
ρ

γ
d− z + yT z

Ty

yTTy

)
z̃T

z̃T z̃
, z̃T z̃ =

ρ

γ
b. (366)

kde ỹ = ST y a z = Sz̃.

Důkaz Označme X = S+/
√
γ. Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1

2

∥∥∥T−1/2 (X − S)
∥∥∥2
F
+ ũT

(
XT y − z̃

)
+ vT

(
Xz̃ − ρ

γ
d

)
=

m∑
i=1

[
1

2
(xi − si)

T
T−1 (xi − si) + ũiy

Txi + z̃iv
Txi

]
− ũT z̃ − ρ

γ
vT d,
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kde S = [s1, . . . sm] a X = [x1, . . . xm]. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂xi
= T−1 (xi − si) + ũiy + z̃iv.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(xi − si) + ũiy + z̃iv = 0, 1 ≤ i ≤ m,
neboli

X − S = −TyũT − Tvz̃T .

Použit́ım prvńı podmı́nky z (365) dostaneme

XT y = ST y − yTTyũ− vTTyz̃ = z̃ ⇒ ũ =
1

yTTy

(
ST y − (1 + vTTy)z̃

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

X − S = − Ty

yTTy
ỹT + wz̃T ,

kde w ∈ Rn je zat́ım neznámý vektor (jednoznačně určený vektorem v). Užit́ım druhé podmı́nky z (365)
dostaneme

Xz̃ = Sz̃ − yTSz̃
Ty

yTTy
+ z̃T z̃w =

ρ

γ
d ⇒ w =

1

z̃T z̃

(
ρ

γ
d− z + yT z

Ty

yTTy

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti (s využit́ım vztahu X = S+/
√
γ) dává (366). Postačitelnost plyne

z konvexity Frobeniovy normy. 2

Poznámka 155. Zvoĺıme-li matici T tak, aby platilo Ty = (ρ/γ)d − z, výraz (366) se velmi zjednoduš́ı.
Po dosazeńı a úpravě dostaneme

1
√
γ
S+ = S − (ρ/γ)d− z

(ρ/γ)b− yT z
(ỹ − z̃)

T
(367)

Polož́ıme-li z̃ = ±
√
ρb/(γc) d̃, dostaneme metodu BFGS (vzorec (347)).

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektory Ty a z̃, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy. Za
t́ımto účelem budeme předpokládat, že Ty = Hv, kde v ∈ Rn. V tomto př́ıpadě plat́ı yTHv = yTTy ̸= 0
(nebot’ matice T je pozitivně definitńı) a vzorec (366) lze zapsat ve tvaru

1
√
γ
S+ = S − Hv

yTHv
yTS +

(
ρ

γ
d− z + yT z

Hv

yTHv

)
z̃T

z̃T z̃
. (368)

Věta 93. Necht’ H+ je symetrická matice určená podle (288), kde H = SST , d = −αHg, a > 0, b > 0,
c > 0 a η ≥ 0 (takže δ > 0). Necht’ B = H† = S(STS)−1ST a S+ je matice určená podle (366) nebo
(368), kde

Ty = Hv =

√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy, z̃ =

ρ

γ

b√
δ
STBTy =

ρ

γ

b√
δ
STBHv (369)

a kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ (δ je č́ıslo

definované vzorcem (286)). Pak plat́ı H+ = S+S
T
+.

Důkaz (a) Položme z̃ = ϑSTBHv, kde hodnota ϑ se vyb́ırá tak, aby platilo z̃T z̃ = (ρ/γ)b (vztah (365)).
Jelikož z̃T z̃ = ϑ2vTHv (nebot’ podle definice 39 plat́ı HBHBH = H), je tato hodnota dána výrazem

ϑ2 =
ρ

γ

b

vTHv
. (370)
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Speciálńı volbu z̃ = ϑSTBHv použ́ıváme proto, že se t́ım velmi zjednoduš́ı aktualizace (368), nebot’ v
tomto př́ıpadě plat́ı z = Sz̃ = ϑHv, takže

yT z
Hv

yTHv
− z = ϑ

yTHv

yTHv
Hv − ϑHv = 0. (371)

(b) Jelikož norma vektoru Hv neovlivńı tvar aktualizace (368), budeme předpokládat, že yTHv = 1.
Polož́ıme-li

Hv =
α1

b
d+

α2

a
Hy (372)

(což lze, nebot’ d = −αHg), pak z yTHv = 1 plyne α1 + α2 = 1. Dále plat́ı

vTHv = vTHBHv =
α2
1

b2
c+ 2

α1α2

ab
b+

α2
2

a2
a =

α2
1(ac− b2) + b2

ab2

(použ́ıváme vztah α1 + α2 = 1). Dosad́ıme-li tento výsledek do (370), dostaneme

ϑ2 =
ρ

γ

b

vTHv
=
ρ

γ

ab3

α2
1(ac− b2) + b2

(373)

(c) Nyńı využijeme toho, že vektory z̃ a Hv, uvedené v (a) a (b), umožňuj́ı zapsat aktualizaci (368) ve
velmi jednoduchém tvaru

1
√
γ
S+ = S −HvyTS +

ϑ

b
dvTHBS (374)

(použ́ıváme rovnost (371), posledńı rovnost v (365) a vztah yTHv = 1). Polož́ıme-liH = SST ,H+ = S+S
T
+

a použijeme-li vzorec (374), dostaneme po roznásobeńı

1

γ
H+ = H − (HvyTH +HyvTH) +

ϑ

b
(dvTH +HvdT ) + aHvvTH − ϑ

b
(dvTH +HvdT ) +

ϑ2

b2
vTHvddT

= H − (HvyTH +HyvTH) + aHvvTH +
ϑ2

b2
vTHvddT . (375)

Jelikož vektor Hv je lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy, můžeme tuto aktualizaci vyjádřit ve tvaru
(1/γ)H+ = H + UMUT , kde použité matice maj́ı stejný význam jako ve větě 78. K určeńı parametru η
stač́ı porovnat koeficienty u HyyTH v obou vyjádřeńıch. Podle věty 78 se tento koeficient rovná (η− 1)/a
a dosazeńım vektoru Hv = (α1/b)d + (α2/a)Hy do (375) dostaneme hodnotu α2

2/a − 2α2/a. Muśı tedy
platit

α2
2

a
− 2

α2

a
=
η − 1

a
,

neboli α2
1 = (1− α2)

2 = α2
2 − 2α2 + 1 = η. Dosad́ıme-li č́ısla α1 =

√
η a α2 = 1− α1 = 1−√

η do (372),
dostaneme prvńı rovnost v (369). Použijeme-li vztahy α2

1 = η a (302), můžeme vzorec (373) zapsat ve
tvaru

ϑ2 =
ρ

γ

ab3

η(ac− b2) + b2
=

(
ρ

γ

)2
b2

δ
⇒ ϑ =

ρ

γ

b√
δ
.

Dosad́ıme-li źıskanou hodnotu do vztahu z̃ = ϑSBHv, dostaneme druhou rovnost v (369). 2

Důsledek 14. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 93 a necht’

1
√
γ
S+ = S −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
ỹT +

ρ

γ

1√
δ
d

(√
η

b
d̃+

1−√
η

a
ỹ

)T

(376)

kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ. Pak plat́ı

H+ = S+S
T
+.
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Důkaz Dokazovaný vztah dostaneme prostým dosazeńım vektoru Hv a č́ısla ϑ, uvedených ve větě 93 a
jej́ım d̊ukazu, do vzorce (374) a použit́ım vztah̊u (331)–(332). 2

Poznámka 156. Věta 93 použ́ıvá jiné předpoklady než věta 85, nerovnost µ ≥ 0 je nahražena nerovnost́ı
η ≥ 0 (pak také δ ≥ 0). Vztah (376) lze tedy použ́ıt pro každou perfektńı metodu z Broydenovy tř́ıdy. Na
druhé straně matice (1/

√
γ)S+ − S v (376) má obecně hodnost 2, takže (376) vyžaduje v́ıce numerických

operaćı než (343). Pro metody DFP a BFGS dávaj́ı oba vzorce stejné výsledky, dosazeńı do (376) je však
nesrovnatelně jednodušš́ı. Dosad́ıme-li do (376) η = 0 a δ = ρb/(γa), dostaneme

1
√
γ
SDFP
+ = S − 1

a
SST yỹT ± 1

a

√
ρa

γb
dỹT = S − 1

a

(
SST y ±

√
ρa

γb
d

)
ỹT ,

což je vztah (346). Dosad́ıme-li do (376) η = 1 a δ = ρc/(γb), dostaneme

1
√
γ
SBFGS
+ = S − 1

b
dỹT ± 1

b

√
ρb

γc
dd̃T = S − 1

b
d

(
ỹ ±

√
ρb

γc
d̃

)T

,

což je vztah (347). Je také zaj́ımavé porovnat vzorec (376) s pseudosoučinovým vzorcem (293) uvedeným
v poznámce 116.

Poznámka 157. Variačńım postupem použitým v d̊ukazu věty 92 lze odvodit i rekurentńı vztahy pro aktu-
alizaci matice A = S†, které jsou zobecněńım vztah̊u uvedených v poznámce 140. V tomto př́ıpadě minima-
lizujeme Frobeniovu normu ∥T−1/2(

√
γA+−A)T ∥F na množině všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou

podmı́nku
√
γA+d = z̃,

√
γAT

+z̃ =
γ

ρ
y, z̃T z̃ =

γ

ρ
b, (377)

kde z̃ ∈ Rm je volitelný vektor (parametr). Provedeme-li v d̊ukazu věty 92 záměnu S+ → AT
+, S → AT ,

d→ y, y → d, γ → 1/γ, ρ→ 1/ρ, dokážeme vztah

√
γAT

+ = AT − Td

dTTd
d̃T +

(
γ

ρ
y − z + dT z

Td

dTTd

)
z̃T

z̃T z̃
, z̃T z̃ =

γ

ρ
b, (378)

kde d̃ = Ad a z = AT z̃. Zvoĺıme-li matici T tak, aby platilo Td = (γ/ρ)y − z, dostaneme po úpravě

√
γAT

+ = AT − (γ/ρ)y − z

(γ/ρ)b− dT z

(
d̃− z̃

)T
(379)

což je duálńı analogie vzorce (367). Polož́ıme-li Td = z, plat́ı (dT z/dTTd)Td = (dT z/dT z)z = z a výraz
(378) se zjednoduš́ı na

√
γAT

+ = AT − zd̃T

dT z
+
γ

ρ

yz̃T

z̃T z̃
. (380)

Stejnými úvahami jako v d̊ukazu d̊usledku 14 se odvod́ı vztah

√
γA+ = A− d̃

(√
β

b
y +

1−
√
β

c
ATAd

)T

+
γ

ρ

√
δ

(√
β

b
ỹ +

1−
√
β

c
d̃

)
yT , (381)

kde d̃ = Ad a ỹ = A(ATA)−1y, který je duálńı analogíı vztahu (376) (δ je č́ıslo definované vzorcem (319)).

Aktualizace založené na splněńı kvazinewtonovské podmı́nky (377) se použ́ıvaj́ı zejména tehdy je-li
minimalizovaná funkce součtem čtverc̊u tvaru (667) a matice A aproximuje jej́ı Jacobiou matici J(x). V
tomto př́ıpadě je obvykle m ≥ n a matice ATA je regulárńı. Tento př́ıstup má význam zejména tehdy,
nahražujeme-li normálńı soustavu rovnic Bs = ATAs = −JT f = −g lineárńı úlohou nejmenš́ıch čtverc̊u
As ≈ f . Tyto dva zp̊usoby jsou ekvivalentńı pouze tehdy, plat́ı-li AT f = JT f = g, což aktualizace
(378)–(381) nezaručuj́ı. Aktualizace, která rovnost AT f = JT f = g zaručuje je popsána v odd́ılu 8.2.
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4.4 Výběr parametr̊u (škálováńı a korekce)

Zat́ım jsme se zabývali r̊uznými vyjádřeńımi a základńımi vlastnostmi metod s proměnnou metrikou.
Nyńı je třeba ukázat, jak se voĺı pod́ıl ρ/γ a parametr η. Vhodná volba pod́ılu ρ/γ může mı́t vliv na
asymptotickou rychlost konvergence diskutovanou v poznámce 43. Úvahy tohoto typu se poprvé objevily
v práci [156], odkud pocháźı následuj́ıćı věta.

Věta 94. Necht’ G̃ je matice taková, že G̃d = y, tedy např́ıklad

G̃ =

∫ 1

0

G(x+ λd)dλ. (382)

Označme R = G̃−1/2BG̃−1/2 a R′
+ = G̃−1/2B+G̃

−1/2. Pak jestlǐze 0 ≤ β ≤ 1 a b/a ≤ γ/ρ ≤ c/b, plat́ı
κ(R′

+) ≤ κ(R).

Důkaz Označme z = G̃1/2d, takže y = G̃1/2z. Vynásob́ıme-li (308) zleva i zprava matićı G̃−1/2, můžeme
psát

γR′
+ = R+

γ

ρb
zzT − 1

c
Rz(Rz)T +

β

c

(c
b
z −Rz

)(c
b
z −Rz

)T
, (383)

kde b = zT z a c = zTRz. Transformaćı kvazinewtonovské podmı́nky dostaneme R′
+z = (1/ρ)z, takže

matice R′
+ má vlastńı č́ıslo 1/ρ př́ıslušné vlastńımu vektoru z. Vlastńı vektory v ∈ Rn př́ıslušné vlastńım

č́ısl̊um λ ̸= 1/ρ matice R′
+ můžeme volit tak, aby platilo vT z = 0 a vT v = 1. Potom z (383) plyne, že

λ = vTR′
+v =

1

γ
vTRv +

1

γ

β − 1

c
(vTRz)2 ≤ 1

γ
vTRv ≤ 1

γ
∥R∥

(nebot’ β − 1 ≤ 0). Můžeme tedy psát ∥R′
+∥ ≤ max(1/ρ, ∥R∥/γ). Protože c = zTRz a b = zT z, plat́ı

c/b = zTRz/zT z ≤ ∥R∥, takže pro γ/ρ ≤ c/b dostaneme 1/ρ ≤ ∥R∥/γ. Plat́ı tedy ∥R′
+∥ ≤ ∥R∥/γ. Nyńı

můžeme použ́ıt dualitu (poznámka 122) a provést stejnou úvahu pro matici (R′
+)

−1 (v tomto př́ıpadě se
použ́ıvá nerovnost ρ/γ ≤ a/b). Dostaneme tak ∥(R′

+)
−1∥ ≤ γ∥R−1∥. Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme

dokazované tvrzeńı 2

Poznámka 158. Pokud γ = 1, ρ = 1 a 0 ≤ β ≤ 1, lze postupem použitým v d̊ukazu věty 94 ukázat, že
plat́ı

∥R′
+∥ ≤ max(1, ∥R∥), ∥(R′

+)
−1∥ ≤ max(1, ∥R−1∥),

a označ́ıme-li κ̃ = max(1, ∥R∥)max(1, ∥R−1∥), κ̃′+ = max(1, ∥R′
+∥)max(1, ∥(R′

+)
−1∥), dostaneme κ̃′+ ≤ κ̃.

Podle věty 94 je vhodné volit pod́ıl ρ/γ tak, aby byla splněna nerovnost b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b. V tomto
př́ıpadě plat́ı µ ≥ 0 pro libovolnou hodnotu parametru η (poznámka 144). Metoda hodnosti 1 však
vyžaduje, aby 0 < ρ/γ < b/c nebo a/b < ρ/γ (poznámka 120), nebot’ jinak neńı matice H+ pozitivně
definitńı. Interval 0 < ρ/γ < b/c je nevhodný, nebot’ v tomto př́ıpadě ηR1 < 0. Zbývá tedy interval
a/b < ρ/γ. Pak ηR1 > 1 a metoda hodnosti 1 patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou. Bližš́ı
podrobnosti týkaj́ıćı se volby pod́ılu ρ/γ jsou uvedeny v poznámce 161.

K volbě parametru η lze použ́ıt r̊uzné minimalizačńı principy. Nejv́ıce se ujal princip spoč́ıvaj́ıćı v
minimalizaci č́ısla podmı́něnosti matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2, použitý v pracech [44] a [157].

Lemma 44. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 32 a necht’ vektory d a Hy jsou lineárně nezávislé
(takže ac− b2 > 0). Pak pro η > η∗ plat́ı:

(a) Kořeny λ(η) ≤ λ(η) kvadratické rovnice λ2 − σλ+ δ = 0 jsou rostoućımi funkcemi parametru η.

(b) Podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η) je splněna právě tehdy, když µ ≥ 0.

(c) Pod́ıl λ(η)/λ(η) nabývá svého minima právě tehdy, když

η = ηOC =
bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2
> η∗. (384)
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Důkaz (a) Podle lemmatu 32 jsou č́ısla λ(η) a λ(η) vlastńımi č́ısly matice

1

γ
H−1/2H+H

−1/2 = H−1/2HDFP
+ H−1/2 +

η

a
H−1/2

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
H−1/2 ∆

=W + ηwwT

(použili jsme prvńı rovnost v (295)). Necht’ η2 > η1. Je-li v1 ∈ Rn, ∥v1∥ = 1, vlastńım vektorem matice
W + η1ww

T př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η1), plat́ı

λ(η1) = vT1 (W + η1ww
T )v1 < vT1 (W + η2ww

T )v1 ≤ λ(η2).

Je-li v2 ∈ Rn, ∥v2∥ = 1, vlastńım vektorem matice W + η2ww
T př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η2), plat́ı

λ(η2) = vT2 (W + η2ww
T )v2 > vT2 (W + η1ww

T )v2 ≥ λ(η1).

(b) Podle (273) plat́ı
(1/γ)H−1/2H+H

−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2,

takže podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η) je splněna právě tehdy, lež́ı-li nula mezi nejmenš́ım a největš́ım
vlastńım č́ıslem matice H−1/2UMUTH−1/2, což nastává právě tehdy, plat́ı-li detM = −µ ≤ 0.

(c) Poznamenejme, že diskriminant kvadratické rovnice λ2 − σλ+ δ = 0 je kladný, nebot’ s použit́ım (307)
dostaneme

σ2 − 4δ =

(
γa

ρb
δ +

ρc

γb

)2

− 4δ =

(
γa

ρb
δ − ρc

γb

)2

+ 4
ac− b2

b2
δ > 0

(podle předpokladu plat́ı ac− b2 > 0 a η > η∗ ⇒ δ > 0). Kořeny kvadratické rovnice λ2 − σλ+ δ = 0 lze
zapsat ve tvaru

λ =
σ

2
−
√(σ

2

)2
− δ, λ =

σ

2
+

√(σ
2

)2
− δ.

Použijeme-li substituci

ω =
σ

2
√
δ
,

dostaneme po rozš́ı̌reńı zlomku

λ

λ
=
ω +

√
ω2 − 1

ω −
√
ω2 − 1

=
(
ω +

√
ω2 − 1

)2
,

takže pod́ıl λ/λ je minimálńı, je-li č́ıslo ω minimálńı. Minimum tohoto č́ısla najdeme řešeńım rovnice

ω′ =
2σ′δ − σδ′

4δ
√
δ

= 0,

neboli 2σ′δ − σδ′ = 0 (nebot’ δ > 0). Použijeme-li výrazy uvedené v lemmatu 32, dostaneme

2σ′δ − σδ′ =
ρ

γ

ac− b2

ab3
(
η(ac− b2) + b2

)
−
(
ρ

γ

)2
ac− b2

ab3
bc

=
ρ

γ

(ac− b2)2

ab3

(
η − bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2

)
,

odkud plyne dokazované tvrzeńı. 2

Věta 95. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 44. Označme κ(η) spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice
(1/γ)H−1/2H+H

−1/2. Pak:
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(a) Pokud 0 < ρ/γ < b/c, je κ(η) minimálńı právě tehdy, když η = max(ηR1, ηOC).

(b) Pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je κ(η) minimálńı právě tehdy, když η = ηOC .

(c) Pokud a/b < ρ/γ, je κ(η) minimálńı právě tehdy, když η = min(ηR1, ηOC).

Důkaz Podle Lemmatu 32 plat́ı

κ(η) =
max(1, λ(η))

min(1, λ(η))
. (385)

Jestliže µ ≥ 0, podle (b) lemmatu 44 plat́ı 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η), takže podle (c) lemmatu 44 je κ(η)
minimálńı, pokud η = ηOC . Jestliže µ < 0, lze podle (a) lemmatu 44 oba kořeny rovnice λ2 + σλ+ δ = 0
současně zvětšit nebo zmenšit změnou parametru η. Pod́ıl (385) je pak minimálńı, pokud λ(η) = 1 nebo
λ(η) = 1, neboli µ = 0, což odpov́ıdá metodě hodnosti 1. Zbytek tvrzeńı pak plyne z poznámky 120 a
poznámky 144. 2

Poznámka 159. Hodnota (384) je samoduálńı. Dosad́ıme-li ji do (309), dostaneme

β = βOC =
ab(γ/ρ− b/a)

ac− b2
> β∗. (386)

Označme κ(β) spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice γB−1/2B+B
−1/2. Pak:

(a) Pokud 0 < γ/ρ < b/a, je κ(β) minimálńı právě tehdy, když β = max(βR1, βOC).

(b) Pokud b/a ≤ γ/ρ ≤ c/b, je κ(β) minimálńı právě tehdy, když β = βOC .

(c) Pokud c/b < γ/ρ, je κ(β) minimálńı právě tehdy, když β = min(βR1, βOC).

Poznámka 160. Polož́ıme-li δ = 1, dostaneme použit́ım (302) hodnotu

η = ηOD =
ab(γ/ρ− b/a)

ac− b2
> η∗, (387)

která je shodná s výrazem vystupuj́ıćım ve vzorci (386). Tato hodnota je samoduálńı. Dosad́ıme-li ji do
(309), dostaneme

β = βOD =
bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2
> β∗, (388)

což je zase výraz vystupuj́ıćı ve vzorci (384).

Poznámka 161. Větu 95 lze použ́ıt k volbě parametru η. Jestliže b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je vhodné použ́ıt
hodnotu η = ηOC . Mnohem praktičtěǰśı aplikaćı věty 95 je však určeńı vhodného pod́ılu ρ/γ pro danou
hodnotu parametru η. V tomto př́ıpadě z η = ηOC plyne

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
b

c

(
1− η

η∗

)
. (389)

Řešeńım rovnice 2σ′δ − σδ′ = 0, kde tentokrát derivujeme podle pod́ılu ρ/γ, se lze přesvědčit, že tato
hodnota minimalizuje pod́ıl λ/λ pro zadanou hodnotu parametru η. Vyšetř́ıme nyńı některé konkrétńı
metody. Budeme přitom použ́ıvat vzorce z tabulky uvedené na konci odd́ılu 4.1

(1) Pro metodu DFP plat́ı η = 0, takže je vhodné volit ρ/γ = b/c. Pro tuto hodnotu dostaneme
δ = b2/(ac) > 0.

(2) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže je vhodné volit ρ/γ = a/b. Pro tuto hodnotu dostaneme
δ = ac/b2 ≥ 1.
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(3) Pro Hoshinovu metodu plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b), takže je vhodné volit

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=

(ρ/γ)(ac− b2) + b2(ρ/γ + a/b)

(ρ/γ + a/b)bc
=
a

b

ρ/γ + b/c

ρ/γ + a/b
,

což je (po vynásobeńı jmenovatelem ρ/γ + a/b) kvadratická rovnice, která má kladný kořen ρ/γ =√
a/c. Pro tuto hodnotu dostaneme

η =

√
a/c√

a/c+ a/b
=

b

b+
√
ac

δ =
√
a/c

√
a/c (c/b) + 1√
a/c+ a/b

=
a/b+

√
a/c√

a/c+ a/b
= 1

(4) Pro metodu R1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b), takže je vhodné volit

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=

(ρ/γ)(ac− b2) + b2(ρ/γ − a/b)

(ρ/γ − a/b)bc
=
a

b

ρ/γ − b/c

ρ/γ − a/b
,

což je (po vynásobeńı jmenovatelem ρ/γ − a/b) kvadratická rovnice, která má dva kladné kořeny

ρ

γ
=
a

b
(1 + λ) , λ = ±

√
1− b2/(ac).

Pro tyto hodnoty dostaneme

η =
(a/b)(1 + λ)

(a/b)(1 + λ)− a/b
=

1 + λ

λ
= 1 +

1

λ
= 1± 1√

1− b2/(ac)
.

Menš́ı z těchto hodnot je záporná a tud́ıž nevhodná. Dosad́ıme-li źıskané hodnoty ρ/γ a η do (286),
dostaneme

δ =
1 + λ

b2

(
1 + λ

λ
(ac− b2) + b2

)
= (1 + λ)

ac(1 + λ)− b2

λ b2
≥ (1− |λ|)

(
ac

b2
− ac− b2

|λ| b2

)
=

√
ac−

√
ac− b2√
ac

(
ac

b2
−

√
ac
√
ac− b2

b2

)
=

(
√
ac−

√
ac− b2)2

b2
≥ b2

4ac
> 0,

nebot’ |λ| =
√

1− b2/(ac), 0 ≤ |λ| < 1, ac − b2 ≥ 0, b > 0 a
√
ac− b2 ≤

√
ac − b2/(2

√
ac). Metodu

hodnosti 1 nelze škálovat pomoćı standardńıch hodnot ρ/γ. Polož́ıme-li ρ/γ = a/b, dostaneme η = ∞
a δ = ∞. Polož́ıme-li ρ/γ = b/c, dostaneme η = η∗ a δ = 0. Polož́ıme-li ρ/γ =

√
a/c, dostaneme

η =

√
a/c√

a/c− a/b
=

b

b−
√
ac

< 0,

δ =
√
a/c

√
a/c (c/b)− 1√
a/c− a/b

=
a/b−

√
a/c√

a/c− a/b
= −1 < 0.

(5) Pro metodu OC podle vzorce (384) plat́ı η = bc(ρ/γ − b/c)/(ac− b2), což dává

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
bc(ρ/γ − b/c) + b2

bc
=
ρ

γ
− b

c
+
b

c
=
ρ

γ
,

takže metoda OC je optimálńı pro jakýkoliv pod́ıl ρ/γ splňuj́ıćı podmı́nku b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b. Lze
tedy použ́ıt standardńı hodnoty ρ/γ = a/b, ρ/γ = b/c a ρ/γ =

√
a/c (pak dostaneme metody BFGS,

DFP a Hoshinovu metodu). Zřejmě δ = (ρ/γ)2c/a > 0.
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(6) Pro metodu OD podle vzorce (387) plat́ı η = ab(γ/ρ− b/a)/(ac− b2), takže je vhodné volit

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
ab(γ/ρ− b/a) + b2

bc
=
a

c

γ

ρ
,

což je kvadratická rovnice, která má kladný kořen ρ/γ =
√
a/c. Pro tuto hodnotu plat́ı

η =
ab(
√
c/a− b/a)

ac− b2
=

b(
√
ac− b)

(
√
ac− b)(

√
ac+ b)

=
b

b+
√
ac
.

Optimálně škálovaná metoda OD je tedy totožná s optimálně škálovanou Hoshinovou metodou. Obě
použ́ıvaj́ı stejný pod́ıl ρ/γ =

√
a/c a plat́ı pro ně δ = 1.

(7) Pro metodu VD podle vzorce (398) plat́ı η = ((ρ/γ)bc+b2)/((ρ/γ)bc+b2−ac), takže je vhodné volit

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=

((ρ/γ)bc+ b2)(ac− b2) + b2((ρ/γ)bc+ b2 − ac)

((ρ/γ)bc+ b2 − ac) bc
=

(ρ/γ)ac

(ρ/γ)bc+ b2 − ac
,

což je (po vynásobeńı jmenovatelem (ρ/γ)bc+ b2 − ac a vyděleńı členem ρ/γ) lineárńı rovnice, která
má řešeńı ρ/γ = (2ac− b2)/(bc). Pro tuto hodnotu dostaneme

η =
(2ac− b2) + b2

(2ac− b2) + b2 − ac
= 2

δ =
ρ

γ

η(ac− b2) + b2

ab
=

2ac− b2

bc

2ac− b2

ab
=

(2ac− b2)2

ab2c
≥ ac

b2
≥ 1.

(8) Pro metodu VL podle vzorce (402) plat́ı η = (λac − b2)/(ac − b2), kde λ =
√
c/a, takže je vhodné

volit
ρ

γ
=
λac− b2 + b2

bc
= λ

a

b
=

√
ac

b2
.

V tomto př́ıpadě plat́ı

δ =
ρ

γ

η(ac− b2) + b2

ab
=
ρ

γ

λac− b2 + b2

ab
= λ

ρ

γ

a

b
=
ac

b2
≥ 1.

Pokud η > 1, což nastává u metod (7)–(8), plat́ı podle věty 95 ρ/γ > a/b. Použit́ı této hodnoty však
neńı vhodné, nebot’ v tomto př́ıpadě nejsou splněny předpoklady věty 94. Lepš́ı praktické výsledky dává
hodnota ρ/γ = a/b (nejbližš́ı možná hodnota z intervalu b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). Poznamenejme, že pro metodu
s η > 1 a s optimálńı volbou pod́ılu ρ/γ plat́ı µ ≥ 0 právě tehdy, když η2 − 2η + η∗ ≤ 0 (přesvědč́ıme se o
tom dosazeńım optimálńı hodnoty pod́ılu ρ/γ do výrazu pro µ).

Poznámka 162. Jak je ukázáno v předchoźı posnámce, lze větu 95 použ́ıt k źıskáńı některých daľśıch
metod s proměnnou metrikou. Dosad́ıme-li optimálńı hodnotu pod́ılu ρ/γ do vztahu určuj́ıćıho parametr
η, dostaneme výraz, který již neobsahuje tento pod́ıl a definuje (pro neoptimálńı hodnotu ρ/γ) novou
metodu z Broydenovy tř́ıdy.

(a) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ =
√
a/c do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ+a/b) (Hoshinova metoda), dostaneme

η = ηOS =
b

b+
√
ac
. (390)

Tato metoda, uvedená v [157], patř́ı mezi omezené metody s proměnnou metrikou.
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(b) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ = (a/b)(1 +
√

1− b2/(ac) do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda
hodnosti 1), dostaneme

η = ηRS = 1 +
1√

1− b2/(ac)
. (391)

Tato metoda, uvedená v [117], patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou, metrikou ale neńı omezená
(plat́ı η > 1).

(c) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ = (2ac− b2)/(bc) do vztahu η = ((ρ/γ)bc+ b2)/((ρ/γ)bc+ b2−ac) (metoda
VD), dostaneme

η = ηV S = 2. (392)

Tato metoda, uvedená v [118], patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou, ale neńı omezená
(plat́ı η > 1).

Existuj́ı daľśı minimalizačńı postupy, kterými lze źıskat hodnotu parametru η a škálovaćı pod́ıl ρ/γ.
Jeden z nich je založen na minimalizaci normy ∥H1/2(γB+ −B)H1/2∥F = ∥γH1/2B+H

1/2 − I∥F . Jelikož
matice H1/2B+H

1/2 a B
1/2
+ HB

1/2
+ maj́ı stejná vlastńı č́ısla, plat́ı

∥H1/2(γB+ −B)H1/2∥F = ∥γH1/2B+H
1/2 − I∥F = ∥γB1/2

+ HB
1/2
+ − I∥F

= ∥B1/2
+ (H+ − γH)B

1/2
+ ∥F ≈ ∥G̃1/2(H+ − γH)G̃1/2∥F ,

což zd̊uvodňuje použit́ı zvolené normy.

Lemma 45. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 32. Pak plat́ı

∥H1/2(γB+ −B)H1/2∥2F =

(
γa

ρb

)2

− 2
γb

ρc
+ 1 +

(ac
b2

− 1
)2(

β2 + 2β
γb

ρc

)
(393)

Důkaz Použijeme-li (308), dostaneme

H1/2(γB+−B)H1/2 =
γ

ρb
H1/2y(H1/2y)T− 1

c
B1/2d(B1/2d)T+

β

c

(c
b
H1/2y −B1/2d

)(c
b
H1/2y −B1/2d

)T
.

Podle d̊usledku 10 a poznámky 109 plat́ı

∥H1/2(γB+ −B)H1/2∥2F =

(
γ

ρb

)2

a2 +
1

c2
c2 +

β2

c2

(
c2

b2
a− 2

c

b
b+ c

)2

− 2
γ

ρb

1

c
b2 + 2(γ/ρb)

β

c

(
c/b

a
− b

)2

− 2
1

c

β

c

(c
b
b− c

)2
=

(
γa

ρb

)2

+ 1 + β2
(ac
b2

− 1
)2

− 2
γb

ρc
+ 2β

γb

ρc

(ac
b2

− 1
)2
,

což dává (393). 2

Věta 96. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 44. Pak norma ∥H1/2(γB+−B)H1/2∥F nabývá svého
minima, pokud

β = − b2

2ac− b2
⇒ η = 2, (394)

γ

ρ
=

bc

2ac− b2
⇒ ρ

γ
=

2ac− b2

bc
. (395)
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Důkaz Výraz (393) je poměrně komplikovaný. Abychom zjednodušili zápis zavedeme označeńı â = a/b,
ĉ = c/b a γ̂ = γ/ρ. Dále označ́ıme ∆(β, γ̂) = ∥H1/2(γB+ − B)H1/2∥F . Pak lze rovnost (393) zapsat ve
tvaru

∆2(β, γ̂) = (γ̂â)2 − 2
γ̂

ĉ
+ 1 + (âĉ− 1)2

(
β2 + 2β

γ̂

ĉ

)
.

Derivováńım dostaneme

∂∆2(β, γ̂)

∂β
= 2(âĉ− 1)2

(
β +

γ̂

ĉ

)
, (396)

∂∆2(β, γ̂)

∂γ̂
= 2â2γ̂ − 2

ĉ

(
1− β(âĉ− 1)2

)
, (397)

takže nutné podmı́nky pro extrém (věta 3) maj́ı tvar

β = − γ̂
ĉ
, γ̂ =

1

â2ĉ

(
1− β(âĉ− 1)2

)
=

1

â2ĉ

(
1 +

γ̂

ĉ
(âĉ− 1)2

)
.

Posledńı rovnost lze zapsat ve tvaru

γ̂

(
1− (âĉ− 1)2

â2ĉ2

)
=

1

â2ĉ
⇒ γ̂

2âĉ− 1

â2ĉ2
=

1

â2ĉ
,

což po úpravě dává

γ̂ =
ĉ

2âĉ− 1
, β = − γ̂

ĉ
= − 1

2âĉ− 1
.

Dosad́ıme-li za â, ĉ a γ̂ př́ıslušné pod́ıly, dostaneme levé vztahy v (394) a (395). Levý vztah v (394)
dostaneme též dosazeńım η = 2 do (318), což potvrzuje správnost pravého vztahu v (394). Abychom
ukázali, že nalezený stacionárńı bod je lokálńım minimem funkce ∆2(β, γ̂) a tedy i funkce ∆(β, γ̂),
vypočteme prvky Hessovy matice a jej́ı determinant. Plat́ı

∂2∆2(β, γ̂)

∂β2
= 2(âĉ− 1)2 > 0,

∂2∆2(β, γ̂)

∂β∂γ̂
=

2

ĉ
(âĉ− 1)2 > 0,

∂2∆2(β, γ̂)

∂γ2
= 2â2 > 0,

∂2∆2(β, γ̂)

∂β2

∂2∆2(β, γ̂)

∂γ̂2
−
(
∂2∆2(β, γ̂)

∂β∂γ̂

)2

= 4â2(âĉ− 1)2 − 4

ĉ2
(âĉ− 1)4 = 4

(âĉ− 1)2

ĉ2
(2âĉ− 1) > 0,

nebot’ podle předpokladu plat́ı â > 0, ĉ > 0 a âĉ− 1 > 0. Hessova matice je tedy pozitivně definitńı, takže
nalezený stacionárńı bod je izolovaným lokálńım minimem. 2

Poznámka 163. Je-li zadán pod́ıl γ/ρ, je funkce ∆2(β, γ̂) minimálńı, pokud

β = βV D = −γb
ρc

⇒ η = ηV D =
(ρ/γ)bc+ b2

(ρ/γ)bc+ b2 − ac
, (398)

přičemž β > β∗, pokud γ/ρ < bc/(ac−b2) (vztah pro η plyne z (317)). Např́ıklad pro γ/ρ = b/a dostaneme
β = −b2/(ac), čemuž odpov́ıdá η = (ac + b2)/b2. Je-li zadán parametr β, je funkce ∆2(β, γ̂) minimálńı,
pokud

γ

ρ
=
b4 − β(ac− b2)2

a2bc
,

přičemž γ/ρ > 0, pokud β < b2/(ac − b2). Např́ıklad pro β = 0 dostaneme γ/ρ = b3/(a2c), neboli
ρ/γ = a2c/b3.

Poznámka 164. Ze vztah̊u (389) a (395) plyne, že pro hodnotu η = ηV S = 2 pod́ıl ρ/γ = (2ac− b2)/(bc)
minimalizuje nejen č́ıslo podmı́něnosti matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2 ale i normu ∥H1/2(γB+ −B)H1/2∥F .
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Daľśı postup je založen na použit́ı nerovnosti mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem

1

n
Tr(X) =

1

n

n∑
i=1

λi ≥

(
n∏

i=1

λi

)1/n

= (det(X))
1/n

(lemma 2), která plat́ı pro libovolnou symetrickou pozitivně definitńı matici X s vlastńımi č́ısly λi > 0,
1 ≤ i ≤ n. Protože rovnost nastává pouze tehdy, maj́ı-li všechna vlastńı č́ısla stejnou hodnotu, je účelné
minimalizovat funkci

Tr(γB−1/2B+B
−1/2)

n(det(γB−1/2B+B−1/2))1/n
=
n− 2 + σ/δ

n (1/δ)1/n
, (399)

kde σ a δ jsou č́ısla určená podle vzorc̊u (301) a (302).

Věta 97. Hodnota β minimalizuje funkci (399) právě tehdy, plat́ı-li

β = β∗ 1− (γ/ρ)(a/b)

n− 1

Důkaz Protože plat́ı(
n− 2 + σ/δ

n (1/δ)1/n

)′

=
(σ/δ)′n(1/δ)1/n − (1/δ)1/n(1/δ)−1(1/δ)′(n− 2 + σ/δ)

n2(1/δ)2/n
,

je tato derivace nulová právě tehdy, když n(σ/δ)′(1/δ) − (1/δ)′(n − 2 + σ/δ) = 0. Použijeme-li hodnoty
(321) a (322), dostaneme

n

(
1− β

β∗

)
= n− 2 +

γa

ρb
+ 1− β

β∗

(nebot’ (1/δ)′ = (γ/ρ)(b/c)(σ/δ)′), takže

1− β

β∗ =
n− 2 + (γ/ρ)(a/b)

n− 1
= 1 +

(γ/ρ)(a/b)− 1

n− 1
, (400)

odkud plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 165. Hodnota β uvedená ve větě 97 je obvykle velmi malá v absolutńı hodnotě a př́ıslušná
metoda se tedy chová jako metoda BFGS a často j́ı i předč́ı. Odpov́ıdaj́ıćı hodnotu η pak urč́ıme ze vztah̊u
(316) a (400) (je však vhodné nahradit tuto hodnotu nulou, vyjde-li záporná).

Odvod́ıme ještě jednu hodnotu parametru β, která definuje velmi efektivńı metodu, překonávaj́ıćı
všechny zat́ım popsané metody s proměnnou metrikou (podle výsledk̊u test̊u uvedených v odd́ılu 4.10).
Použijeme přitom funkci ψ(X) = TrX − ln detX. Kdybychom zvolili X = γB−1/2B+B

−1/2, dostali
bychom metodu BFGS (poznámka 154). Volba X = γB+ je nevhodná nebot’ źıskaná matice může být
př́ılǐs vzdálená od B. Použijeme tedy matici X = γG−1/2B+G

−1/2, kde G je nějaká aproximace Hessovy
matice minimalizované funkce. Tato myšlenka byla použita v práci [22].

Lemma 46. Hodnota β minimalizuje funkci ψ(γG−1/2B+G
−1/2) právě tehdy když

β = β∗ +
c

vTG−1v
,

kde v = (c/b)y −Bd.

Důkaz Použijeme-li (308), můžeme psát

γG−1/2B+G
−1/2 = B̃ +

γ

ρ

1

b
ỹỹT − 1

c
B̃d̃(B̃d̃)T +

β

c
ṽṽT ,
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kde B̃ = G−1/2BG−1/2, d̃ = G1/2d, ỹ = G−1/2y a ṽ = G−1/2v, což spolu s (314) dává

Tr(γG−1/2B+G
−1/2) = C1 +

β

c
ṽT ṽ = C1 +

β

c
vTG−1v,

ln det(γG−1/2B+G
−1/2) = C2 + ln

(
1− β

β∗

)
,

kde C1 a C2 jsou nějaké konstanty. Podmı́nka pro extrém funkce ψ(γG−1/2B+G
−1/2) má tedy tvar

ψ′(γG−1/2B+G
−1/2) =

1

c
vTG−1v +

1

β∗ − β
= 0,

což dává tvzeńı lemmatu. 2

Jelikož neznáme inverzi Hessovy matice, muśıme použ́ıt nějakou jej́ı aproximaci. Jednou z možnost́ı je
položit G−1 = λH, kde λ je zat́ım nespecifikovaný parametr [119].

Lemma 47. Zvoĺıme-li G−1 = λH, dostaneme

β = βV L =
b2

ac− b2

(
1

λ
− 1

)
, (401)

η = ηV L =
λac− b2

ac− b2
(402)

Důkaz Zvoĺıme-li G−1 = λH, můžeme psát

vTG−1v

c
=
λ

c
((c/b)y −Bd)TH((c/b)y −Bd) =

λ

c

(
c2

b2
a− 2

c

b
b+ c

)
= λ

ac− b2

b2
. (403)

Použijeme-li lemma 46 a vzorec (403), dostaneme β∗−β = β∗/λ, neboli 1−β/β∗ = 1/λ, což spolu s (315)
a (317) dává (401) a (402). 2

Poznámka 166. Dobré výsledky dostaneme, polož́ıme-li λ =
√
c/a. Poněkud horš́ı výsledky dávaj́ı volby

λ = b/a a λ = c/b. Hodnota (402) je definována pokud ac− b2 > 0, v opačném př́ıpadě pokládáme η = 1.
Pokud je hodnota (402) záporná, pokládáme η = 0.

Zat́ım jsme popsali, jak lze volit parametr η a pod́ıl ρ/γ. Nyńı ukážeme jak se určuj́ı parame-
try ρ a γ. Parametr ρ slouž́ı ke korekci kvadratického modelu minimalizované funkce, který odpov́ıdá
kvazinewtonovské podmı́nce B+d = y. V této podmı́nce vystupuj́ı pouze gradienty g+ a g. Korekce
kvadratického modelu je založena na dodatečném použit́ı funkčńıch hodnot F+ a F . Postupuje se tak, že
se pomoćı funkčńıch hodnot a gradient̊u urč́ı aproximace č́ısla dTB+d a z modifikované kvazinewtonovské
podmı́nky B+d = (1/ρ)y (která byla zavedena v práci [99]) se vypočte hodnota

ρ =
dT y

dTB+d
. (404)

Hodnota (404) se použ́ıvá pouze tehdy, když ρ ≤ ρ ≤ ρ (obvykle ρ = 0.01 a ρ = 100). V opačném př́ıpadě

se voĺı hodnota ρ = 1. Při výpočtu č́ısla dTB+d se použ́ıvaj́ı výrazy

A =
F+ − F

dT g
, B =

dT g+
dT g

.

Pro metody spádových směr̊u splňuj́ıćı slabou Wolfeho podmı́nku plat́ı dT g < 0, F+ − F ≤ ε1d
T g, a

dT g+ ≥ ε2d
T g, takže A ≥ ε1 > 0, B ≤ ε2 < 1 a B − 1 < 0.
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Poznámka 167. Použijeme-li větu o středńı hodnotě (tvrzeńı 2) ve zpětném směru, dostaneme

F = F+ − dT g+ +
1

2
dTG+d+ o(∥d∥2).

Zanedbáme-li člen o(∥d∥2) a aproximujeme-li dTG+d pomoćı dTB+d, můžeme psát

dTB+d = 2(F − F+ + dT g+),

což po dosazeńı do (404) dává

ρ =
dT y

dTB+d
=

dT y

2(F − F+ + dT g+)
=

B − 1

2(B −A)
. (405)

Poznámka 168. K přesněǰśımu odhadu č́ısla dTB+d můžeme použ́ıt v́ıce člen̊u Taylorova rozvoje. Plat́ı

F = F+ − dT g+ +
1

2
dTG+d−

1

6
dT (T+d)d+ o(∥d∥3),

dT g = dT g+ − dTG+d+
1

2
dT (T+d)d+ o(∥d∥3),

kde

dT (T+d)d =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

∂3F (x+)

∂xi∂xj∂xk
didjdk.

Zanedbáme-li člen o(∥d∥3) a aproximujeme-li dTG+d pomoćı dTB+d, dostaneme po úpravě

6(F − F+ + dT g+) = 3dTB+d− dT (T+d)d,

2(dT g − dT g+) = −2dTB+d+ dT (T+d)d,

což po sečteńı dává
dTB+d = 6(F − F+) + 4dT g+ + 2dT g,

takže s použit́ım (404) dostaneme

ρ =
dT y

dTB+d
=

dT y

6(F − F+) + 4dT g+ + 2dT g
=

B − 1

4B − 6A+ 2
=

B − 1

4(B − 1)− 6(A− 1)
. (406)

Existuj́ı daľśı zp̊usoby, jak lze určit hodnotu parametru ρ. Označme φ(α) = F (x+ αs). Pak plat́ı

dTB+d =
1

ρ
dT y =

α

ρ
(φ′(α)− φ′(0))

a použijeme-li aproximaci φ′′(α) = sTB+s = dTB+d/α
2, můžeme psát

ρ =
φ′(α)− φ′(0)

αφ′′(α)
. (407)

Zvoĺıme-li vhodný tvar funkce φ(α) a spočteme-li φ′(0), φ′(α), φ′′(α), můžeme podle předchoźıho vzorce
určit odpov́ıdaj́ıćı hodnotu parametru ρ. Pro metody spádových směr̊u splňuj́ıćı slabou Wolfeho podmı́nku
plat́ı φ′(0) < 0, φ(α)− φ(0) ≤ ε1αφ

′(0) a φ′(α) ≥ ε2φ
′(0).
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Poznámka 169. Jednou z možnost́ı, uvedenou v práci [8], je použit́ı kubického modelu

φ(α) = aα3 + bα2 + cα+ d,

jehož čtyři koeficienty a, b, c, d lze určit pomoćı hodnot φ(0), φ(α) a derivaćı φ′(0), φ′(α). Pak dosazeńım
φ′(0), φ′(α) a φ′′(α) = 6aα+2b do (407) dostaneme vzorec (406), stejný jako v př́ıpadě použit́ı čtyř člen̊u
zpětného Taylorova rozvoje.

Poznámka 170. Velmi se osvědčilo použit́ı homogenńıho modelu

φ(α) = aαr + bα+ c,

kde a, b, c jsou neznáme koeficienty a r > 1 je neznámý exponent.

Věta 98. Uvažujme homogenńı model φ(α) = aαr + bα+ c, a ̸= 1, kde délka kroku α je źıskána metodou
spádových směr̊u spňuj́ıćı slabou Wolfeho podmı́nku. Pak plat́ı

ρ =
A− 1

B −A
, (408)

kde

A =
φ(α)− φ(0)

αφ′(0)
=
F+ − F

dT g
,

B =
φ′(α)

φ′(0)
=
dT g+
dT g

.

Pro hodnotu (408) plat́ı ρ > 0 právě tehdy, odpov́ıdá-li tato hodnota homogenńımu modelu s r > 1.

Důkaz Zřejmě

φ′(α) = arαr−1 + b,

φ′′(α) = ar(r − 1)αr−2

a protože a ̸= 0 a b = φ′(0) < 0, můžeme psát

B − 1 =
φ′(α)

φ′(0)
− 1 =

arαr−1 + b

b
− 1 =

arαr−1

b
,

A− 1 =
φ(α)− φ(0)

αφ′(0)
− 1 =

aαr + bα

αb
− 1 =

aαr−1

b
,

odkud plyne

r =
B − 1

A− 1
.

Dále plat́ı

αφ′′(α)

φ′(0)
=

ar(r − 1)αr−1

b
= (B − 1)(r − 1)

= (B − 1)

(
B − 1

A− 1
− 1

)
= (B − 1)

B −A

A− 1
,

což po dosazeńı do (407) dává

ρ =
φ′(α)− φ′(0)

φ′(0)

φ′(0)

αφ′′(α)
= (B − 1)

A− 1

(B − 1)(B −A)
=

A− 1

B −A
.
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Nyńı je třeba ukázat že ρ > 0 plat́ı právě tehdy když r > 1. Jelikož délka kroku α je źıskána metodou
spádových směr̊u spňuj́ıćı slabou Wolfeho podmı́nku, plat́ı φ′(α) ≥ ε2φ

′(0), takže B ≤ ε2 < 1 a B−1 < 0.
Předpokládejme nejprve, že r = (B − 1)/(A − 1) > 1, takže nutně A − 1 < 0. Můžeme tedy psát
B − 1 < A − 1, neboli B − A < 0, což dává ρ > 0. Předpokládejme nyńı, že r = (B − 1)/(A − 1) < 1.
Pokud A − 1 > 0 (takže r < 0), dostaneme B − 1 < A − 1, neboli B − A < 0, což dává ρ < 0. Pokud
A− 1 < 0 (takže 0 < r < 1), dostaneme B− 1 > A− 1, neboli B−A > 0, což dává ρ < 0. Poznamenejme,
že pro r = 1 plat́ı B − A = 0, takže hodnota ρ neńı definována. Podobně pro ρ = 0 plat́ı A − 1 = 0 a
hodnota r neńı definována. 2

Parametr γ slouž́ı ke škálováńı matice H, nebot’ aktualizace (288) s γ ̸= 1 je ekvivalentńı aktualizaci
(288) s γ = 1 aplikované na matici γH. Důvod pro škálováńı poskytuje věta 94 a následuj́ıćı věta.

Věta 99. Necht’ F̃ (x̃) = F (T−1x), kde T je regulárńı čtvercová matice. Necht’ x̃i ∈ Rn, i ∈ N , je posloup-
nost generovaná metodou s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s počátečńı matićı H̃1 aplikovanou
na funkci F̃ (x̃) a xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná toutéž metodou s proměnnou metrikou ap-
likovanou na funkci F (x). Pak pokud použ́ıváme stejný výběr délky kroku a pokud H1 = TH̃1T

T , plat́ı
xi = T x̃i (metoda s proměnnou metrikou je invariantńı vzhledem k lineárńı transformaci proměnných).

Důkaz Snadno se dokáže (derivováńım složené funkce F̃ (x̃) = F (T−1x)), že plat́ı g̃(x̃) = TT g(x) a
G̃(x̃) = TTG(x)T . Ukážeme, že Hi = TH̃iT

T , ∀i ∈ N (podle předpokladu to plat́ı pro i = 1). Pak

xi+1 = xi − αiHigi = T (x̃i − αiH̃iT
T gi) = T (x̃i − αiH̃ig̃i) = T x̃i+1.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že H = TH̃TT (plat́ı to v prvńı iteraci). Protože d = T d̃ a
y = (TT )−1ỹ, můžeme psát U = [d,Hy] = [T d̃, T H̃TT (TT )−1ỹ] = T [d̃, H̃ỹ] = T Ũ , takže

1

γ
H+ = H + UMUT = TH̃TT + T ŨMŨTTT =

1

γ
TH̃+T

T .

2

Poznámka 171. Zvoĺıme-li T = G−1/2, plat́ı G̃ = TTGT = I. Odtud plyne, že pro libovolně špatně
podmı́něnou úlohu, můžeme lineárńı transformaćı proměnných doćılit toho, že nová úloha je dobře podmı́ně-
ná a zvoĺıme-li vhodně počátečńı matici H1, konverguje metoda s proměnnou metrikou velmi rychle. Proto
je účelné matici H1 a (jelikož násobeńı skalárem nedokáže dobře vystihnout transformaci TH̃1T

T ) také
matice Hi v daľśıch iteračńıch kroćıch vhodně škálovat. Vzhledem k tomu, že aproximujeme podmı́nku
G̃−1y = ρd, je výhodné volit γ tak aby γHy ≈ ρd, což po vynásobeńı zleva vektorem yT dává ρ/γ = a/b a
po vynásobeńı zleva vektorem H−1dT dává ρ/γ = b/c. Vhodný je také geometrický střed ρ/γ =

√
a/c.

Poznámka 172. Škálováńı provád́ıme tak, že urč́ıme pod́ıl ρ/γ (poznámka 161) a hodnotu parametru
ρ (bud’ hodnotu ρ = 1 nebo některou z hodnot (405), (406), (408)). Pak γ = ρ/(ρ/γ). Z předchoźıho
výkladu by se mohlo zdát, že je výhodné škálovat matici H v každém iteračńım kroku. To však odporuje
předpoklad̊um zaručuj́ıćım superlineárńı rychlost konvergence (poznámka 179). Proto se použ́ıvaj́ı r̊uzné
strategie škálováńı, kdy se hodnota γ ̸= 1 použ́ıvá pouze v některých iteračńıch kroćıch.

(NS) Žádné škálováńı. V každém iteračńım kroku pokládáme γ = 1.

(PS) Počátečńı škálováńı [174]. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) urč́ıme γ tak, aby pod́ıl ρ/γ
splňoval vhodné podmı́nky (např́ıklad b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). V ostatńıch iteračńıch kroćıch pokládáme
γ = 1.

(IS) Intervalové škálováńı [132]. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) postupujeme stejně jako
v př́ıpadě (PS). V ostatńıch iteračńıch kroćıch testujeme zda źıskaná hodnota γ lež́ı v intervalu
0 < γ ≤ γ ≤ γ (kde např́ıklad γ = 1 a γ = 6). Nelež́ı-li hodnota γ v tomto intervalu pokládáme
γ = 1.

(CS) Řı́zené škálováńı [119]. Postupujeme v zásadě stejně jako v př́ıpadě (IS). Hodnotu γ = 1 však
použ́ıváme mnohem častěji. Necht’ α1 je počátečńı odhad délky kroku (obvykle α1 = 1), necht’

171



F1 = F (x + α1s), g1 = g(x + α1s), λ1 = sT g1/s
T g, a necht’ λ > 0 je vhodná konstanta (např́ıklad

λ = 0.2). Pak hodnotu γ = 1 použijeme nav́ıc v následuj́ıćıch př́ıpadech (γ je p̊uvodńı hodnota
určená podle (IS)):

(a) Jestliže |λ1| ≤ λ a F1 ≤ F .
(b) Jestliže γ > 1 a bud’ F1 > F nebo λ1 < 0.
(c) Jestliže γ < 1 a F1 ≤ F a λ1 > 0.

(AS) Permanentńı škálováńı. V každém iteračńım kroku postupujeme tak jako v prvńım iteračńım kroku
strategie (PS).

Poznámka 173. Pod́ıly a/b, b/c a
√
a/c použ́ıvané při škálováńı lze nahradit spektrálńımi hodnotami

uvedenými v poznámce 89 (kde λi = 1). Účinost takového škálováńı je však nižš́ı. Kromě škálováńı
popsaného v poznámce 172 lze použ́ıt inverzńı škálováńı [26]. V tomto př́ıpadě urč́ıme pod́ıl ρ/γ a polož́ıme
γ = 1, takže ρ = ρ/γ. V tomto př́ıpadě je vhodněǰśı nahradit pod́ıly a/b, b/c a

√
a/c spektrálńımi

hodnotami uvedenými v poznámce 89. Význam inverzńıho spektrálńıho škálováńı lze demonstrovat na
metodě BFGS. Polož́ıme-li v (308) β = 0, γ = 1 a ρ = yT d/yT y, dostaneme

B+ = B +
yT d

yT y

y yT

yT d
− Bd(Bd)T

dTBd
,

což dává

Tr B+ = Tr B +
yT d

yT y

yT y

yT d
− dTB2d

dTBd
≤ Tr B + 1.

takže stopa symetrické pozitivně definitńı matice B, a tedy ani jej́ı spektrálńı norma, nemohou př́ılǐs rychle
nar̊ustat.

4.5 Globálńı konvergence

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı metod spádových směr̊u s proměnnou metrikou, jejichž
iteračńı krok má tvar

xi+1 = xi + αisi, si = −Higi ⇒ Bidi = −αigi (409)

pro i ∈ N , kde Bi = H−1
i , di = xi+1 − xi = αisi a délka kroku αi > 0 se určuje tak, aby byla splněna

Wolfeho podmı́nka (S2a) a (S3a) (takže bi = yTi di > 0). Důkaz globálńı konvergence metod s proměnnou
metrikou vyžaduje, aby minimalizovaná funkce byla stejnoměrně konvexńı (předpoklad F5).

Nejprve dokážeme globálńı konvergenci standardńı metody BFGS, kdy γi = 1, ρi = 1 a βi = 0, i ∈ N ,
takže

Bi+1 = Bi +
yiy

T
i

yTi di
− Bidi(Bidi)

T

dTi Bidi
, (410)

neboť myšlenku tohoto d̊ukazu, publikovanáho v [164], lze použ́ıt k d̊ukazu globálńı konvergence metody
BFGS pro separovatelné úlohy (věta 237).

Věta 100. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou (409) použ́ıvaj́ıćı aktualizaci (410), kde matice B1

je pozitivně definitńı. Splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1, F4, F5, je tato metoda globálně
konvergentńı (definice 16).

Důkaz (a) Jelikož yi = G̃idi (věta 94), kde matice G̃i vyhovuje nerovnostem v předpokladech F4, F5, a
jelikož stopa je lineárńı maticovou funkćı a pro libovolné dva vektory u ∈ Rn, v ∈ Rn plat́ı Tr(uvT ) = vTu,
můžeme psát

Tr Bi+1 = Tr Bi +
dTi G̃

2
i di

dTi G̃idi
− dTi B

2
i di

dTi Bidi
≤ Tr B1 + iG−

i∑
j=1

dTi B
2
i di

dTi Bidi
,
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což dává

Tr Bi+1 ≤ 2iG,
i∑

j=1

dTi B
2
i di

dTi Bidi
≤ 2iG (411)

(pokud voĺıme G tak, aby platilo G ≥ Tr B1), a podle lemmatu 2 též

i∏
j=1

dTi B
2
i di

dTi Bidi
≤ (2G)i (412)

(b) Předpokládejme, že uvažovaná metoda neńı globálně konvergentńı. Pak neńı splněna podmı́nka (39) a
existuje tedy č́ıslo c > 0 takové, že pro libovolný index i ∈ N plat́ı

i∑
j=1

cos2 θj ≤ c

a podle lemmatu 2 též
i∏

j=1

cos2 θj ≤
(c
i

)i
. (413)

Jelikož

cos2 θj =
(gTj dj)

2

∥gj∥2∥dj∥2
=
dTj Bjdj

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj

dTj dj

(nebot’ Bjdj = −αjgj), můžeme podle (412) a (413) psát

i∏
j=1

dTj Bjdj

dTj dj
=

i∏
j=1

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj
cos2 θj ≤ (2G)i

(c
i

)i
=

(
2cG

i

)i

(414)

(c) Pro metodu BFGS podle (314) (kde γi = 1, ρi = 1 a βi = 0) plat́ı

det Bi+1

det Bi
=

yTi di
dTi Bidi

=
dTi G̃idi
dTi Bidi

,

takže s použit́ım vztah̊u (411) a (418) dostaneme

i∏
j=1

dTj G̃jdj

dTj Bjdj
=

i∏
j=1

det Bj+1

det Bj
=

det Bi+1

det B1
≤ 1

det B1

(
Tr Bi+1

n

)n

≤ 1

det B1

(
2iG

n

)n
∆
= c̃ in ≤ ci, (415)

pokud c̃ in ≤ ci, neboli log c̃ + n log i ≤ i log c, ∀i ∈ N . Tato nerovnost je splněna, pokud pro libovolný
index i ∈ N plat́ı log c ≥ (log c̃ + n log i)/i ≥ log c̃ + n log i/i, a jelikož výraz log t/t nabývá maxima 1/e
pro t = e, stač́ı volit log c ≥ log c̃+ n/e. Spoj́ıme-li (414) a (415), dostaneme

i∏
j=1

dTj G̃jdj

dTj dj
=

i∏
j=1

dTj G̃jdj

dTj Bjdj

dTj Bjdj

dTj dj
≤
(
2ccG

i

)i

,

a jelikož podle (F5) plat́ı dTj G̃jdj/d
T
j dj ≥ G, j ∈ N , můžeme psát

Gi ≤
(
2ccG

i

)i

⇒ G ≤ 2ccG

i
∀i ∈ N,

což je však spor, nebot’ pravá strana posledńı nerovnosti konverguje k nule pokud i→ ∞. 2
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Nyńı budeme vyšetřovat obecněǰśı metody s proměnnou metrikou. Omeźıme se přitom na perfektńı
metody z Broydenovy tř́ıdy takové, že matice B1 je pozitivně definitńı a pro i ∈ N plat́ı

0 < γ ≤ γi ≤ γ, 0 < ρ ≤ ρi ≤ ρ, (1− λ)β∗
i ≤ βi ≤ 1− λ, (416)

kde 0 < λ ≤ 1. Nav́ıc budeme předpokládat, že γ = 1, i když lze tento předpoklad nahradit vhodnou
strategíı škálováńı (poznámka 174). Za těchto předpoklad̊u jsou všechny matice Bi, i ∈ N , pozitivně
definitńı. Označ́ıme-li 0 < λ1(Bi) ≤ · · · ≤ λn(Bi) vlastńı č́ısla symetrické pozitivně definitńı matice Bi,
plat́ı

∥Bi∥ = λn(Bi) ≤
n∑

j=1

λj(Bi) = Tr Bi (417)

a použijeme-li lemma 2, dostaneme

det Bi =
n∏

j=1

λj(Bi) ≤

 1

n

n∑
j=1

λj(Bi)

n

=

(
1

n
Tr Bi

)n

. (418)

K d̊ukazu globálńı konvergence použijeme postup uvedený v práci [24].

Lemma 48. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy (308) takovou, že pro i ∈ N
plat́ı (416) (zde nepotřebujeme, aby platilo γ = 1). Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1, F4,
F5. Pak:

(a) Existuje konstanta C taková, že Tr Bi+1 ≤ C
i
.

(b) Existuje konstanta C taková, že

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ci,
i∑

j=1

cj
bj

≥ iC.

Důkaz (a) Vztah (308) můžeme po roznásobeńı zapsat ve tvaru

γiBi+1 = Bi +
γi
ρi

yiy
T
i

yTi di
+ βi

dTi Bidi
yTi di

yiy
T
i

yTi di
− βi
yTi di

(Bidiy
T
i + yi(Bidi)

T ) +
βi − 1

dTi Bidi
Bidi(Bidi)

T . (419)

Využijeme-li toho, že stopa je lineárńı maticovou funkćı a toho, že pro libovolné dva vektory u ∈ Rn,
v ∈ Rn plat́ı Tr(uvT ) = vTu, dostaneme

Tr Bi+1 =
1

γi

(
Tr Bi +

γi
ρi

yTi yi
yTi di

+ βi
yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2βi
yTi Bidi
yTi di

− (1− βi)
(Bidi)

TBidi
dTi Bidi

)
≤ 1

γ

(
Tr Bi +

yTi yi
yTi di

dTi di
yTi di

∥Bi∥+ 2
∥yi∥∥di∥
yTi di

∥Bi∥
)
+

1

ρ

yTi yi
yTi di

(420)

nebot’ βi ≤ 1. Protože yi = G̃idi, kde matice G̃i vyhovuje nerovnostem v předpokladech F4, F5, můžeme
psát

yTi yi
yTi di

=
dTi G̃

2
i di

dTi G̃idi
≤ G,

dTi di
yTi di

=
dTi di

dTi G̃idi
≤ 1

G
,

∥yi∥∥di∥
yTi di

=

√
yTi yi
yTi di

dTi di
yTi di

≤

√
G

G
.
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Dosad́ıme-li tyto nerovnosti spolu s (417) do (420), dostaneme

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi+1 + 1 ≤ 1

γ

1 +
G

G
+ 2

√
G

G

Tr Bi +
G

ρ
+ 1

≤ K(Tr Bi + 1) ≤ K
i
(Tr B1 + 1) ≤ C

i
, (421)

kde

K = max

 1

γ

1 +
G

G
+ 2

√
G

G

 ,
G

ρ
+ 1

 , C = K(Tr B1 + 1).

(b) Použijeme-li vztahy (314) a (416), můžeme psát

det Bi+1

det Bi
=

(
1

γi

)n
γi
ρi

bi
ci

(
1− βi

β∗
i

)
≥
(
1

γ

)n γ

ρ

bi
ci
λ

∆
= K

bi
ci
, (422)

takže

det Bi+1

det B1
≥ Ki

i∏
j=1

bj
cj

a protože det Hi+1 = 1/det Bi+1, plat́ı

det Hi+1 ≤ det H1

Ki

i∏
j=1

cj
bj

≤ det H1 + 1

Ki

i∏
j=1

cj
bj

≤ 1

Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

kde K = K/(detH1 + 1). Použijeme-li (418) a (a), dostaneme

det Bi+1 ≤
(
1

n
Tr Bi+1

)n

≤ (Tr Bi+1)
n ≤ C

in ∆
= Ci,

takže

1

Ci
≤ det Hi+1 ≤ 1

Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

neboli

i∏
j=1

cj
bj

≥
(
K

C

)i
∆
= Ci

a podle lemmatu 2 plat́ı

i∑
j=1

cj
bj

≥ i

 i∏
j=1

cj
bj

1/i

≥ iC.

2

Věta 101. (Globálńı konvergence) Uvažujme metodu s proměnnou metrikou (409) použ́ıvaj́ıćı aktualizaci
z Broydenovy tř́ıdy (308) takovou, že pro i ∈ N plat́ı (416), kde γ = 1. Splňuje-li funkce F : D → R
předpoklady F1, F4, F5, je tato metoda globálně konvergentńı (definice 16).
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Důkaz Použijeme opět vztah (420). Protože yi = G̃idi a Bidi = −αigi, můžeme psát

|yTi Bidi|
yTi di

=
|yTi Bidi|
dTi Bidi

ci
bi

≤ ∥G̃di∥∥αigi∥
−αidTi gi

ci
bi

≤ G

cos θi

ci
bi
, (423)

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi
=

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi

yTi di
dTi Bidi

ci
bi

≥ α2
i ∥gi∥2G∥di∥2

α2
i (d

T
i gi)

2

ci
bi

=
G

cos2 θi

ci
bi
, (424)

nebot’ yTi di ≥ G∥di∥2, což spolu s 1 ≤ γi ≤ γ a βi ≤ 1− λ < 1 dává

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
1

ρ

yTi yi
yTi di

+ βi
yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2βi
yTi Bidi
yTi di

− (1− βi)
1

γ

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi

≤ Tr Bi +
G

ρ
+

(
G+ 2

G

cos θi
− λG

γ cos2 θi

)
ci
bi

= Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi
, (425)

kde

ξi = G+ 2
G

cos θi
− λG

γ cos2 θi
.

Přepokládejme nyńı, že uvažovaná metoda neńı globálně konvergentńı. Pak podle věty 11 plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi <∞,

takže cos θi → 0 a tedy ξi → −∞. Existuje tedy index k ∈ N takový, že ξi < −2G/(ρC) ∀i ≥ k. Abychom
d̊ukaz formálně zjednodušili, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že k = 1 (v opačném př́ıpadě
můžeme indexy posunout). Pak podle (425) a lemmatu 48 (b) plat́ı

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi

≤ Tr B1 + i
G

ρ
− 2

G

ρC

i∑
j=1

cj
bj

≤ Tr B1 − i
G

ρ

∆
= C1 − iC.

Zvoĺıme-li index i tak aby platilo i > C1/C, dostaneme Tr Bi+1 < 0, což je spor, nebot’ stopa symetrické
pozitivně definit́ı matice je kladná. 2

Poznámka 174. Podmı́nka γ = 1 slouž́ı k tomu, abychom mohli použ́ıt odhad Tr Bi+1 ≤ C1 − iC,

nebot’ v opačném př́ıpadě bychom museli konstantu C1 = Tr B1 nahradit č́ıslem Tr B1/γ
i, nebo výrazem

Tr B1/ωi, kde ωi =
∏i

j=1 γj , a nebyla by zaručena omezenost shora. Tento nedostatek lze odstranit
vhodnou škálovaćı strategíı. Polož́ıme-li γi = 1, kdykoliv p̊uvodně zvolená hodnota nevyhovuje nerovnosti
γiωi ≥ ω, kde ω je vhodně zvolená dolńı mez, plat́ı Tr Bi+1 ≤ C1− iC, kde C1 = Tr B1/ω (č́ısla ωi, i ∈ N ,
lze źıskat rekurentńım předpisem ω1 = 1 a ωi+1 = γiωi, i ∈ N).

Poznámka 175. Věta 101 teoreticky zd̊uvodňuje špatné konvergenčńı vlastnosti metody DFP (s nepřes-
ným výběrem délky kroku). Metoda DFP odpov́ıdá volbě βi = 1, i ∈ N , takže neńı splněn předpoklad
(416). Ze vztahu (419) vymiźı posledńı člen a nelze použ́ıt princip d̊ukazu.

Poznámka 176. Věta 101 je nejobecněǰśım tvrzeńım o globálńı konvergenci (nemodifikovaných a nerestar-
tovaných) metod s proměnnou metrikou. Tato věta vyžaduje, aby byl splněn předpoklad F5 (existence
konstanty G > 0), takže ji lze použ́ıt pouze pro konvexńı funkce. Z d̊ukazu věty 101 je zřejmé, že tento
požadavek slouž́ı pouze k tomu, aby platilo yTi di ≥ G∥di∥2. Jednou z možnost́ı jak předpoklad (F5) obej́ıt,
je zvolit malé č́ıslo τ > 0 a matici Bi aktualizovat pouze tehdy, když yTi di ≥ τ∥di∥2. Daľśı možnost́ı je
postupovat jako v poznámce 91 a nahradit v aktualizaci (419) vektor yi = gi+1−gi vektorem ỹi = yi+τidi,
kde τi = max(0, τ − yTi di/d

T
i di). Použ́ıváme-li slabou Wolfeho podmı́nku, plat́ı τ − yTi di/d

T
i di ≤ τi ≤ τ a

ỹTi di = yTi di + τi∥di∥2 ≥ yTi di
dTi di

∥di∥2 +
(
τ − yTi di

dTi di

)
∥di∥2 = τ∥di∥2.
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Jelikož ỹi = (G̃i + τiI)di, můžeme psát

ỹTi ỹi
ỹTi di

=
ỹTi ỹi

ỹTi (G̃i + τiI)−1ỹi
≤ G+ τ .

Pro aktualizace s vektory ỹi = yi + τidi, i ∈ N , jsou tedy splněny všechny nerovnosti vystupuj́ıćı v d̊ukazu
věty 101 (kde mı́sto G a G ṕı̌seme τ a G + τ). Mı́sto konstanty τ můžeme, stejně jako v poznámce 91,
použ́ıt proměnnou hodnotu τ i = τ min(1, ∥gi∥), kde τ > 0. Protože d̊ukaz věty 101 provád́ıme sporem a

předpokládáme, že ∥gi∥ > ε, plat́ı v tomto př́ıpadě τ i ≥ τ min(1, ε)
∆
= τ .

Ukážeme nyńı, že jsou-li splněny předpoklady věty 101, je konvergence (alespoň) lineárńı v tom smyslu,
že plat́ı (428). Použijeme přitom označeńı

R∗
i = G

−1/2
∗ BiG

−1/2
∗ , ui = G

1/2
∗ di. vi = G

−1/2
∗ yi, (426)

kde G∗ = G(x∗), takže vzorec (419), vynásobený zleva i zprava matićı G
−1/2
∗ , lze zapsat ve tvaru

γiR
∗
i+1 = R∗

i +
γi
ρi

viv
T
i

vTi ui
− 1

uTi R
∗
i ui

R∗
i ui(R

∗
i ui)

T +
βi

uTi R
∗
i ui

(
uTi R

∗
i ui

vTi ui
vi −R∗

i ui

)(
uTi R

∗
i ui

vTi ui
vi −R∗

i ui

)T

= R∗
i +

γi
ρi

viv
T
i

vTi ui
+ βi

uTi R
∗
i ui

vTi ui

viv
T
i

vTi ui
− βi
vTi ui

(R∗
i uiv

T
i + vi(R

∗
i ui)

T ) +
βi − 1

uTi R
∗
i ui

R∗
i ui(R

∗
i ui)

T . (427)

Věta 102. (Lineárńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 101. Pak plat́ı xi → x∗ a

∞∑
i=1

∥ei∥ =

∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ <∞. (428)

Důkaz (a) Funkce F : D → R splňuj́ıćı předpoklad F5 je ryze konvexńı na D a má tam tedy jediný
stacionárńı bod x∗, který je jej́ım globálńım minimem. Jelikož posloupnost Fi, i ∈ N , je podle (S2a)
nerostoućı, plat́ı Fi → F ∗, gi → g∗ a xi → x∗.

(b) Zřejmě yi = G̃idi, kde

G̃i =

∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ, (429)

takže

vi = G
−1/2
∗ yi = G

−1/2
∗ G̃idi = G

−1/2
∗ (G∗di + (G̃i −G∗)di) = ui +G

−1/2
∗ (G̃i −G∗)G

−1/2
∗ ui.

Jelikož
uTi G

−1/2
∗ (G̃i −G∗)G

−1/2
∗ ui ≤ ∥G∗∥∥G̃i −G∗∥uTi ui,

a G̃i → G∗, plat́ı u
T
i vi = uTi ui(1 + o(1)). Podobně plat́ı vTi vi = uTi ui(1 + o(1)).

(c) Podle poznámky 12 plat́ı (1+ o(1))(1+ o(1)) = 1+ o(1) a (1+ o(1))/(1+ o(1)) = 1+ o(1). Použijeme-li
prvńı vztah v (427) pro (1− λ)β∗

i ≤ βi ≤ 0, dostaneme

Tr R∗
i+1 ≤ Tr R∗

i +
1

ρ

vTi vi
vTi ui

− 1

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

= Tr R∗
i +

1

ρ
(1 + o(1))− 1

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

≤ Tr R∗
i + C − λ

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

,
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kde C > 0 je nějaká konstanta (která existuje, nebot’ o(1) → 0) a 0 < λ ≤ 1. Podobně, použijeme-li druhý
vztah v (427) pro 0 < βi ≤ 1− λ, můžeme pro dostatečně velké indexy psát

Tr R∗
i+1 ≤ Tr R∗

i +
1

ρ

vTi vi
vTi ui

+ βi
vTi vi
vTi ui

uTi R
∗
i ui

vTi ui
− 2βi

vTi R
∗
i ui

vTi ui
− (1− βi)

1

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

= Tr R∗
i +

1

ρ
(1 + o(1))− βi

uTi R
∗
i ui

uTi ui
(1 + o(1))− (1− βi)

1

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

≤ Tr R∗
i + C − λ

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

,

nebot’ o(1) → 0, takže pro dostatečně velké indexy plat́ı 1 + o(1) > 0 (protože βi > 0, je člen s βi záporný
a lze ho vynechat). V daľśıch úvahách budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že 1+o(1) > 0, i ∈ N
(v opačném př́ıpadě můžeme indexy posunout). Pak lze pro (1− λ)β∗

i ≤ βi ≤ 1− λ psát

Tr R∗
i+1 ≤ Tr R∗

i + C − λ

γ

(R∗
i ui)

TR∗
i ui

uTi R
∗
i ui

≤ Tr R∗
i + C − λ

γ

dTi BiG
−1
∗ Bidi

dTi Bidi

≤ Tr R∗
i + C − λG

γG cos2 θi

ci
bi

≤ Tr R∗
1 + iC − λG

γG

i∑
j=1

1

cos2 θj

cj
bj
,

nebot’ podle (426) plat́ı (R∗
i ui)

TR∗
i ui = dTi BiG

−1
∗ Bidi a použit́ım (424) dostaneme

dTi BiG
−1
∗ Bidi

dTi Bidi
=
dTi BiG

−1
∗ Bidi

(Bidi)TBidi

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi
≥ 1

G

G

cos2θi

ci
bi
.

Protože matice R∗
i+1 je pozitivně definitńı, plat́ı Tr R∗

i+1 ≥ 0, takže

i∑
j=1

1

cos2 θj

cj
bj

≤ γG

λG

(
Tr R∗

1 + iC − Tr R∗
i+1

)
≤ γG

λG
(Tr R∗

1 + C) i
∆
= Li.

Použijeme-li lemma 2, dostaneme

i∏
j=1

1

cos2 θj

cj
bj

≤

1

i

i∑
j=1

1

cos2 θj

cj
bj

i

= Li

a podle (b) lemmatu 48 plat́ı
i∏

j=1

cos2 θj ≥
1

Li

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ci

Li

∆
= ci.

Použijeme-li znovu lemma 2, můžeme psát

i∑
j=1

cos2 θj ≥ i

 i∏
j=1

cos2 θj

1/i

= ic,

takže dokazované tvrzeńı plyne z věty 17 a poznámky 38. 2

Poznámka 177. Ve větě 102 můžeme předpoklad F5 nahradit předpokladem použitým ve větě 14 (hro-
madný bod x∗ ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , vyhovuje postačuj́ıćım podmı́nkám pro lokálńı minimum).

Plat́ı-li (428), je možné s výhodou použ́ıt princip omezeného znehodnoceńı zformulovaný v následuj́ıćım
lemmatu.
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Lemma 49. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u konverguj́ıćıch lineárně k bodu x∗ ∈ Rn (plat́ı
(428)) a necht’ κi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost kladných č́ısel taková, že κi+1 = κi(1 + O(∥ei∥)), kde
ei = xi − x∗ (čili existuje č́ıslo C > 0 takové, že κi+1 ≤ κi(1 + C∥ei∥), i ∈ N). Pak existuje konstanta
C > 0 taková, že κi ≤ κ1 exp(C), i ∈ N .

Důkaz Podle lemmatu 2 pro i ∈ N plat́ı

κi+1 ≤ κ1

i∏
j=1

(1 + C∥ej∥) ≤ κ1

1

i

i∑
j=1

(1 + C∥ej∥)

i

= κ1

1 +
C

i

i∑
j=1

∥ej∥

i

a z (428) plyne existence konstanty C takové, že

i∑
j=1

∥ej∥ ≤
∞∑
j=1

∥ej∥ =
C

C
.

Můžeme tedy pro i ∈ N psát

κi+1 ≤ κ1

(
1 +

C

i

)i

.

V základńım kurzu analýzy se dokazuje, že posloupnost tvořená pravými stranami těchto nerovnost́ı je
rostoućı a má limitu κ1 exp(C) (tato limita se snadno urč́ı pomoćı l’Hospitalova pravidla). Plat́ı tedy
κi ≤ κ1 exp(C), i ∈ N . 2

4.6 Superlineárńı konvergence

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod s proměnnou metrikou. Při výkladu budeme
použ́ıvat výsledky uvedené v práci [90]. Jelikož superlineárńı konvergence vyžaduje, aby v jistém smyslu
platilo Bi → Gi (věta 20), budeme předpokládat, že ρi = γi = 1, i ∈ N , a omeźıme se na metody s
Broydenovy tř́ıdy, pro které plat́ı 0 ≤ βi ≤ 1, i ∈ N (takže budeme předpokládat, že matice Bi, i ∈ N ,
jsou pozitivně definitńı a tud́ıž regulárńı). Při vyšetřováńı superlineárńı konvergence budeme pracovat s
maticemi Ri, i ∈ N , zavedenými ve větě 94. Budeme opět použ́ıvat označeńı

Ri = G̃
−1/2
i BiG̃

−1/2
i , zi = G̃

1/2
i di = G̃

−1/2
i yi (430)

a R′
i+1 = G̃

−1/2
i Bi+1G̃

−1/2
i (splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F4–F6, jsou matice G̃i, i ∈ N ,

pozitivně definitńı a tud́ıž regulárńı), takže vzorec (419) s ρi = γi = 1, vynásobený zleva i zprava matićı

G̃
−1/2
i , lze zapsat ve tvaru

R′
i+1 = Ri +

ziz
T
i

zTi zi
+ βi

zTi Rizi
zTi zi

ziz
T
i

zTi zi
− βi
zTi zi

(Riziz
T
i + zi(Rizi)

T ) +
βi − 1

zTi Rizi
Rizi(Rizi)

T (431)

Je však třeba mı́t na paměti, že Ri+1 = G̃
−1/2
i+1 Bi+1G̃

−1/2
i+1 ̸= R′

i+1.
K d̊ukazu superlineárńı konvergence metod s proměnnou metrikou lze s výhodou použ́ıt Frobeniovu

normu. Froberniova norma maticeM je definovaná vztahem ∥M∥F =
√
Tr(MTM). Z této definice plyne,

že ∥M∥ ≤ ∥M∥F ≤
√
n∥M∥. Využijeme toho, že pro libovolné maticeM1,M2 plat́ı ∥M1∥2F = Tr(MT

1 M1),
∥M2∥2F = Tr(MT

2 M2), takže

∥M1 +M2∥2F = Tr((M1 +M2)
T (M1 +M2)) = ∥M1∥2F + ∥M2∥2F + 2Tr(MT

1 M2). (432)

Dále plat́ı
∥uvT ∥2F = Tr(vuTuvT ) = uTuTr(vvT ) = uTuvT v. (433)

Je-li matice M symetrická, je ∥M∥2F součtem druhých mocnin jej́ıch vlastńıch č́ısel. Z toho plyne, že
symetrické matice, které maj́ı stejná vlastńı č́ısla, maj́ı stejné Frobeniovy normy.
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Lemma 50. Uvažujme aktualizaci

R′
+ = R+

zzT

zT z
+ β

zTRz

zT z

zzT

zT z
− β

(
zzTR

zT z
+
RzzT

zT z

)
+ (β − 1)

RzzTR

zTRz

(vztah (431)). Pak plat́ı

∥R′
+ − I∥2F = ∥R− I∥2F − (1− β)

((
1− zTR2z

zTRz

)2

+ 2

(
zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2
))

− β

((
1− zTRz

zT z

)2

+ 2β

(
zTR2z

zT z
−
(
zTRz

zT z

)2
))

− β(1− β)

((
zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2
)
. (434)

Důkaz Aplikujeme-li pravidla (432) a (433) na vztah

R′
+ − I = R− I +

zzT

zT z
+ β

zTRz

zT z

zzT

zT z
− β

zzTR

zT z
− β

RzzT

zT z
+ (β − 1)

RzzTR

zTRz
,

dostaneme

∥R′
+ − I∥2F = ∥R− I∥2F + 1 + β2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2β2

(
zTRz

zT z

)2

+ (β − 1)2
(
zTR2z

zTRz

)2

+ 2
zTRz

zT z
+ 2β

(
zTRz

zT z

)2

− 4β
zTR2z

zT z
+ 2(β − 1)

zTR3z

zTRz

− 2− 2β
zTRz

zT z
+ 4β

zTRz

zT z
− 2(β − 1)

zTR2z

zTRz
+ 2β

zTRz

zT z

− 4β
zTRz

zT z
+ 2(β − 1)

zTRz

zT z
− 4β2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2β(β − 1)

(
zTRz

zT z

)2

+ 2β2 z
TR2z

zT z
− 4β(β − 1)

zTR2z

zT z

= ∥R− I∥2F − 1 + 2β
zTRz

zT z
− 2β2 z

TR2z

zT z
− 2(β − 1)

zTR2z

zTRz

+ 2(β − 1)
zTR3z

zTRz
+ β2

(
zTRz

zT z

)2

+ (β − 1)2
(
zTR2z

zTRz

)2

.

Stejný výsledek dostaneme roznásobeńım vztahu (434). 2

Důsledek 15. Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 50 s 0 ≤ β ≤ 1, plat́ı ∥R′
+ − I∥F ≤ ∥R− I∥F .

Důkaz Použijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2

=
zTR3zzTRz − (zTR2z)2

(zTRz)2
≥ 0,

zTR2z

zT z
−
(
zTRz

zT z

)2

=
zTR2zzT z − (zTRz)2

(zT z)2
≥ 0,(

zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2

=
(zTR2zzT z)2 − (zTRz)4

(zTRzzT z)2

=
zTR2zzT z + (zTRz)2

zTRzzT z

zTR2zzT z − (zTRz)2

zTRzzT z
≥ 0.
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Všechny závorky ve vztahu (434) jsou tedy nezáporné a jelikož 0 ≤ β ≤ 1, plat́ı ∥R′
+ − I∥2F ≤ ∥R − I∥2F .

2

Poznámka 178. Vynásob́ıme-li vztah (288) (s ρ = γ = 1) zleva i zprava matićı G̃1/2, dostaneme

(R′
+)

−1 = R−1 +
zzT

zT z
+ η

zTR−1z

zT z

zzT

zT z
− η

(
zzTR−1

zT z
+
R−1zzT

zT z

)
+ (η − 1)

R−1zzTR−1

zTR−1z
.

Použijeme-li stejné úvahy jeko v d̊ukazu lemmatu 50, můžeme psát

∥(R′
+)

−1 − I∥2F = ∥R−1 − I∥2F − (1− η)

((
1− zTR−2z

zTR−1z

)2

+ 2

(
zTR−3z

zTR−1z
−
(
zTR−2z

zTR−1z

)2
))

− η

((
1− zTR−1z

zT z

)2

+ 2η

(
zTR−2z

zT z
−
(
zTR−1z

zT z

)2
))

− η(1− η)

((
zTR−2z

zTR−1z

)2

−
(
zTR−1z

zT z

)2
)
. (435)

Pokud 0 ≤ η ≤ 1, plat́ı ∥(R′
+)

−1 − I∥F ≤ ∥R−1 − I∥F .

V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥), kde di, i ∈ N , jsou
vektory použité k aktualizaci matic Bi, i ∈ N . Metody spádových směr̊u tuto podmı́nky vždy splňuj́ı
(poznámka 37).

Lemma 51. Necht’ bod x∗ ∈ Rn je hromadným bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , a necht’ Bi, i ∈ N ,
je posloupnost pozitivně definitńıch matic źıskaná aktualizacemi z Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a
0 ≤ βi ≤ 1, přičemž ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥). Pak, splňuje-li funkce F : D → R předpoklady
F4–F6, plat́ı

∥Ri+1 − I∥F + 1 = (∥Ri − I∥F + 1)(1 +O(∥ei∥)), (436)

∥R−1
i+1 − I∥F + 1 = (∥R−1

i − I∥F + 1)(1 +O(∥ei∥)). (437)

Důkaz Označme
R̃i = B

1/2
i G̃−1

i B
1/2
i , R̃′

i+1 = B
1/2
i+1G̃

−1
i B

1/2
i+1.

Matice R̃i má stejná vlastńı č́ısla jako matice Ri, nebot’ z G̃
−1/2
i BiG̃

−1/2
i x = λx, kde x ̸= 0, plyne

B
1/2
i G̃−1

i B1/2y = λy, kde y = B
1/2
i G̃

−1/2
i x ̸= 0. Plat́ı tedy ∥R̃i∥F = ∥Ri∥F a ∥R̃i − I∥F = ∥Ri − I∥F .

Totéž plat́ı pro matice R̃′
i+1 a R′

i+1. Použijeme-li d̊usledek 15 dostaneme

∥Ri+1 − I∥F = ∥R̃i+1 − I∥F ≤ ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F + ∥R̃′

i+1 − I∥F
= ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F + ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F + ∥Ri − I∥F .

Stač́ı tedy dokázat, že ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F = (∥Ri − I∥F + 1)O(∥ei∥). Použijeme-li vztah (429) a nerovnost

(7), můžeme psát

∥G̃i+1 − G̃i∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

G(xi+1 + λdi+1)dλ−
∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∥G(xi+1 + λdi+1)−G(xi + λdi)∥dλ

≤ L

∫ 1

0

∥ei+1 + λdi+1 − ei − λdi∥dλ

≤ L

(
∥ei+1∥+

1

2
∥di+1∥+ ∥ei∥+

1

2
∥di∥

)
= O(∥ei∥),
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nebot’ ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥) (poznámka 37), a z (8) plyne ∥G̃−1
i+1 − G̃−1

i ∥ = O(∥ei∥). Plat́ı
tedy

∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥ ≤ ∥B1/2

i+1(G̃
−1
i+1 − G̃−1

i )B
1/2
i+1∥ ≤ ∥Bi+1∥∥G̃−1

i+1 − G̃−1
i ∥

= ∥G̃1/2
i G̃

−1/2
i Bi+1G̃

−1/2
i G̃

1/2
i ∥∥G̃−1

i+1 − G̃−1
i ∥ ≤ ∥G̃i∥∥R′

i+1∥∥G̃−1
i+1 − G̃−1

i ∥
≤ G∥R′

i+1∥∥G̃−1
i+1 − G̃−1

i ∥ = ∥R′
i+1∥O(∥ei∥).

Ale
∥R′

i+1∥ = ∥I +R′
i+1 − I∥ ≤ 1 + ∥R′

i+1 − I∥ ≤ 1 + ∥R′
i+1 − I∥F ≤ 1 + ∥Ri − I∥F ,

takže
∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F ≤
√
n∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥ = ∥R′
i+1∥O(∥ei∥) = (∥Ri − I∥F + 1)O(∥ei∥).

Jelikož z 0 ≤ βi ≤ 1 plyne 0 ≤ ηi ≤ 1, lze podle poznámky 178 použ́ıt stejný postup pro posloupnost matic
R−1

i , i ∈ N , č́ımž dostaneme (437). 2

Důsledek 16. Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 51 a plat́ı-li (428), existuj́ı konstanty R a B takové,
že ∥Ri∥ ≤ R, ∥Bi∥ ≤ B, i ∈ N , a konstanty R, B takové, že ∥R−1

i ∥ ≤ 1/R a ∥Hi∥ = ∥B−1
i ∥ ≤ 1/B.

i ∈ N .

Důkaz Jelikož ∥Ri∥F ≤ ∥I∥F + ∥Ri − I∥F ≤
√
n(∥Ri − I∥F + 1) a posloupnost ∥Ri − I∥F + 1, i ∈ N , je

podle (436) a podle lemmatu 49 omezená, je i posloupnost ∥Ri∥ ≤ ∥Ri∥F , i ∈ N , omezená. Jelikož

∥Bi∥ = ∥G̃1/2
i G̃

−1/2
i BiG̃

−1/2
i G̃

1/2
i ∥ ≤ ∥G̃i∥∥Ri∥ ≤ G∥Ri∥,

je i posloupnost ∥Bi∥, i ∈ N , omezená. Podobným zp̊usoben z (437) a z lemmatu 49 plyne, že i posloupnosti
∥R−1

i ∥ a ∥Hi∥ = ∥B−1
i ∥ jsou omezené. 2

Věta 103. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u konverguj́ıćıch lineárně k bodu x∗ ∈ Rn (plat́ı
(428)), kde x∗ je stacionárńım bodem funkce F : D → R splňuj́ıćı předpoklady F4–F6, a necht’ Bi, i ∈ N ,
je posloupnost pozitivně definitńıch matic źıskaná aktualizacemi z Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a
0 ≤ βi ≤ 1, přičemž ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥). Pak plat́ı

lim
i→∞

∥(Bi −Gi)di∥
∥di∥

= 0. (438)

Důkaz Z d̊ukazu lemmatu 51 (prvńı nerovnost) v́ıme, že

∥Ri − I∥F − ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥Ri − I∥F − ∥Ri+1 − I∥F + ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F ,

kde ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F = (∥Ri − I∥F + 1)O(∥ei∥). Jelikož posloupnost ∥Ri − I∥F + 1, i ∈ N , je podle

(436) a podle lemmatu 49 shora omezená, existuje konstanta C > 0 taková, že ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F ≤ C∥ei∥.

Použijeme-li (428), dostaneme

∞∑
i=1

(
∥Ri − I∥F − ∥R′

i+1 − I∥F
)

≤
∞∑
i=1

(∥Ri − I∥F − ∥Ri+1 − I∥F + C∥ei∥)

≤ ∥R1 − I∥F + C

∞∑
i=1

∥ei∥ <∞,

takže plat́ı
lim
i→∞

(
∥Ri − I∥F − ∥R′

i+1 − I∥F
)
= 0.
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a jelikož normy ∥Ri − I∥F a ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥Ri − I∥F jsou omezené, také

lim
i→∞

(
∥Ri − I∥2F − ∥R′

i+1 − I∥2F
)
= 0.

Nyńı použijeme vztah (434). Protože posledńı tři členy na pravé straně tohoto vztahu maj́ı podle
d̊usledku 15 (a jeho d̊ukazu) stejné znaménko, muśı konvergovat k nule, nebot’ jsme právě dokázali, že
jejich součet konverguje k nule. Necht’ N = N1 ∪N2, N1 ∩N2 = ∅ je rozklad množiny N takový, že

lim sup

i
N1→∞

βi < 1, lim inf
i
N2→∞

βi > 0

(např́ıklad N1 = {i ∈ N : 0 ≤ βi ≤ 1/2}, N2 = {i ∈ N : 1/2 < βi ≤ 1}). Z konvergence zmı́něných tř́ı
člen̊u plyne, že

lim
i
N1→∞

zTi R
3
i zi

zTi Rizi
= lim

i
N1→∞

zTi R
2
i zi

zTi Rizi
= 1,

lim
i
N2→∞

zTi R
2
i zi

zTi zi
= lim

i
N2→∞

zTi Rizi
zTi zi

= 1,

neboli

lim
i
N1→∞

∥R1/2
i (Ri − I)zi∥2

∥R1/2
i zi∥2

= lim
i
N1→∞

zTi (R
3
i − 2R2

i +Ri)zi
zTi Rizi

= 0,

lim
i
N2→∞

∥(Ri − I)zi∥2

∥zi∥2
= lim

i
N2→∞

zTi (R
2
i − 2Ri + I)zi
zTi zi

= 0.

Jelikož podle d̊usledku 16 plat́ı ∥Ri∥ ≤ R a ∥R−1
i ∥ ≤ 1/R, i ∈ N , můžeme obě tyto limity nahradit jedinou

limitou

lim
i→∞

∥(Ri − I)zi∥
∥zi∥

= lim
i→∞

∥(G̃−1/2
i BiG̃

−1/2
i − G̃

−1/2
i G̃iG̃

−1/2
i )zi∥

∥G̃1/2
i G̃

−1/2
i zi∥

= lim
i→∞

∥(G̃−1/2
i (Bi − G̃i)di∥
∥G̃1/2

i di∥
= 0.

Protože xi → x∗ implikuje Gi → G∗ a G̃i → G∗, dostaneme použit́ım předpoklad̊u (F4) a (F5) vztah
(438). 2

Věta 103 vyžaduje platnost vztahu (428). Tento vztah neńı př́ımým d̊usledkem aktualizaćı matic Bi,
i ∈ N . Je třeba, aby tyto matice určovaly posloupnost xi, i ∈ N tak, že Bisi = −gi, i ∈ N . Tento
požadavek je obsažen v předpokladech věty 101.

Věta 104. (Superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s
proměnnou metrikou vyhovuj́ıćı předpoklad̊um věty 101. Necht’ jsou nav́ıc splněny předpoklady lemmatu 51
(ρi = 1, γi = 1, βi ≥ 0, i ∈ N) a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2a) a (S3a).
Pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Protože jsou splněny předpoklady věty 101 a tedy i věty 102, plat́ı (428), což spolu s předpoklady
lemmatu 51 implikuje platnost věty 103. Doazované tvrzeńı je pak bezprostředńım d̊usledkem věty 103 a
věty 20. 2

Poznámka 179. Ve větě 104 předpokládáme, že plat́ı βi ≥ 0 (neboli ηi ≤ 1) ∀i ∈ N . Tento předpoklad
nelze př́ılǐs zeslabit. Dá se pouze dokázat, že věta 104 z̊ustane v platnosti, pokud

∞∑
i=1

βi<0

βi
β∗
i

<∞.

Také je nutné, aby platilo ρi = 1 a γi = 1, v opačném př́ıpadě nelze použ́ıt princip d̊ukazu. Podrobněǰśım
rozborem lze ukázat, že pro γi ̸= 1 věta 104 neplat́ı a to zejména proto, že volba αi = 1 nemá při použit́ı
škálováńı žádné výsadńı postaveńı.
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Podle věty 104 jsou omezené metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy, kdy 0 ≤ βi < 1 (nebo
0 ≤ ηi < 1), i ∈ N , superlineárně konvergentńı za předpoklad̊u, které se př́ılǐs nelǐśı od předpoklad̊u
zaručuj́ıćıch globálńı konvergenci (věta 101). Je však třeba, aby platilo Bisi = −gi (nebo si = −Higi),
i ∈ N , takže jsou vyloučeny metody, kdy se soustavy rovnic Bisi = −gi, řeš́ı nepřesně metodou sdružených
gradient̊u, nebo metody s lokálně omezeným krokem. Také je d̊uležité, aby v rovnićıch Bisi = −gi, vy-
stupovaly matice Bi, źıskané aktualizacemi z Broydenovy tř́ıdy, takže jsou vyloučeny metody s proměnnou
metrikou pro separovatelné úlohy (odd́ıl 10.5). Proto dokážeme ještě větu o lokálńı konvergenci metod
s proměnnoiu metrikou, která je použitelná i v uvedených nestandardńıch př́ıpadech. Budeme přitom
použ́ıvat označeńı (426) a (430) a postup uvedený v práci [182] a použitý také v práci [90]. .

Lemma 52. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 51. Pak pro i ∈ N plat́ı

∥R∗
i+1∥ ≤ max(1, ∥R∗

i ∥)(1 +O(∥ei∥)), ∥(R∗
i+1)

−1∥ ≤ max(1, ∥(R∗
i )

−1∥)(1 +O(∥ei∥)),

kde
R̃∗

i = B
1/2
i G−1

∗ B
1/2
i , R̃∗

i+1 = B
1/2
i+1G

−1
∗ B

1/2
i+1.

Důkaz Označ́ıme-li
R̃i = B

1/2
i G̃−1

i B
1/2
i , R̃′

i+1 = B
1/2
i+1G̃

−1
i B

1/2
i+1.

lze podobně jako v d̊ukazu lemmatu 51 psát

∥R∗
i+1 −R′

i+1∥ = ∥R̃∗
i+1 − R̃′

i+1∥ = ∥B1/2
i+1(G

−1
∗ − G̃−1

i+1)B
1/2
i+1∥ ≤ ∥Bi+1∥∥G−1

∗ − G̃−1
i+1∥

= ∥G̃1/2
i+1R

′
i+1G̃

1/2
i+1∥∥G

−1
∗ − G̃−1

i+1∥ ≤ G∥R′
i+1∥∥G−1

∗ − G̃−1
i+1∥ = ∥R′

i+1∥O(∥ei∥),

takže
∥R∗

i+1∥ ≤ ∥R′
i+1∥+ ∥R∗

i+1 −R′
i+1∥ ≤ ∥R′

i+1∥(1 +O(∥ei∥)).

Podobným zp̊usobem dostaneme

∥Ri∥ ≤ ∥R∗
i ∥+ ∥Ri −R∗

i ∥ ≤ ∥R∗
i ∥(1 +O(∥ei∥)),

takže podle poznámky 158 plat́ı

∥R∗
i+1∥ ≤ ∥R′

i+1∥(1 +O(∥ei∥)) ≤ max(1, ∥Ri∥)(1 +O(∥ei∥)) ≤ max(1, ∥R∗
i ∥)(1 +O(∥ei∥)),

což je prvńı dokazovaná nerovnost. Stejný postup můžeme použ́ıt pro posloupnost matic (R∗
i )

−1, i ∈ N ,
č́ımž dostaneme druhou dokazovanou nerovnost. 2

Věta 105. (Lokálńı konvergence) Necht’ bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 (postačuj́ıćım podmı́n-
kám pro lokálńı minimum) a v nějakém okoĺı bodu x∗ plat́ı (7). Uvažujme metodu spádových směr̊u takovou,
že cos2 θi ≤ 1/κ(Bi), kde Bi, i ∈ N , je posloupnost pozitivně definitńıch matic źıskaná aktualizacemi z
Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a 0 ≤ βi ≤ 1. Pak existuje č́ıslo δ > 0 takové, že pokud ∥e1∥ < δ, plat́ı
xi → x∗ a

∑∞
i=1 ∥ei∥ < ∞. Jestlǐze nav́ıc ∥Bisi + gi∥/∥gi∥ → 0 a αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje

podmı́nkám (S2a) a (S3a), pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 a v nějakém okoĺı bodu x∗ plat́ı (7), existuje
č́ıslo ε > 0 takové, že jsou splněny předpoklady F4–F6 s D = B(x∗, ε) (poznámka 7 a poznámka 11). V
B(x∗, ε) jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 51 a tedy i lemmatu 52.

(a) Z prvńı nerovnosti v lemmatu 52 plyne existence konstanty C > 0 takové, že pro i ∈ N plat́ı ∥R∗
i+1∥ ≤

max(1, ∥R∗
i+1∥) ≤ max(1, ∥R∗

i ∥)(1 + (C/2)∥ei∥). Můžeme tedy psát

∥R∗
i ∥ ≤ max(1, ∥R∗

1∥)
i−1∏
j=1

(
1 +

C

2
∥ej∥

)
≤ max(1, ∥R∗

1∥) exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥
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(použ́ıváme prvńı nerovnost v (42)), takže

∥Bi∥ = ∥G1/2
∗ R∗

iG
1/2
∗ ∥ ≤ G∥R∗

i ∥ ≤ Gmax(1, ∥R∗
1∥) exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥

 ∆
= B exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥

 .

Stejným zp̊usobem z druhé nerovnosti v lemmatu 52 dostaneme

∥Hi∥ ≤ H exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥


(konstantu C voĺıme tak velkou, aby byly splněny obě nerovnosti). Spojeńım těchto nerovnost́ı a použit́ım
vztahu (44) dostaneme

κi = κ(Bi) = ∥Bi∥∥Hi∥ ≤ BH exp

C i−1∑
j=1

∥ej∥

 ≤ κ exp

C√ 2

G

i−1∑
j=1

√
Fj − F ∗

 ,

kde κ = BH. Podle poznámky 39 a věty 18 tedy plat́ı xi → x∗ a
∑∞

i=1 ∥ei∥ < ∞, pokud x1 ∈ B(x∗, δ),
kde č́ıslo δ je určeno vztahem (54).

(b) Podle (a) plat́ı (428), takže jsou splněny předpoklady věty 103 a plat́ı (438). Superlineárńı konvergence
je pak bezprostředńım d̊usledkem věty 103 a věty 20. 2

4.7 Aktualizace trojúhelńıkového rozkladu

Použ́ıváme-li inverzńı metody s proměnnou metrikou (308), je třeba určovat směrový vektor řešeńım sous-
tavy rovnic Bs = −g, kde B je symetrická pozitivně definitńı matice. V tomto př́ıpadě je výhodné pracovat
s trojúhelńıkovým rozkladem B = LDLT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı
diagonále a D je pozitivné definitńı diagonálńı matice. Pak řešeńı soustavy rovnic LDLT s = −g vyžaduje
O(n2) operaćı násobeńı a sč́ıtáńı. Ukážeme nyńı, jak lze určit trojúhelńıkový rozklad matice B̄ = B+σzzT

z trojúhelńıkového rozkladu matice B s použit́ım O(n2) operaćı násobeńı a sč́ıtáńı. Použijeme přitom
výsledky uvedené v práci [79].

Věta 106. Necht’ L, L̄ jsou dolńı trojúhelńıkové matice s jednotkami na hlavńı diagonále a D, D̄ jsou
pozitivně definitńı diagonálńı matice, přičemž

L̄D̄L̄T = LDLT + σzzT . (439)

Necht’ li, l̄i, 1 ≤ i ≤ n, jsou sloupce matic L, L̄ a di, d̄i, 1 ≤ i ≤ n, jsou diagonálńı prvky matic D, D̄.
Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

vi = zii,

d̄i = di + σiv
2
i , (440)

l̄i =
di
d̄i
li +

σivi
d̄i

zi (441)

(zii je i-tý prvek vektoru zi), kde σ1 = σ, z1 = z a pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

σi+1 =
di
d̄i
σi, (442)

zi+1 = zi − vili. (443)

Přitom vi, 1 ≤ i ≤ n, jsou prvky vektoru v, který je řešeńım soustavy rovnic Lv = z.
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Důkaz Větu dokážeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index i < n plat́ı

n∑
j=i

d̄j l̄j l̄
T
j =

n∑
j=i

dj lj l
T
j + σiziz

T
i . (444)

Zřejmě σ1 = σ a z1 = z, nebot’ rovnost (439) lze zapsat ve tvaru

n∑
j=1

d̄j l̄j l̄
T
j =

n∑
j=1

dj lj l
T
j + σzzT .

Protože vektory lj , l̄j , i ≤ j ≤ n, maj́ı prvńıch j−1 prvk̊u nulových, má matice (444) prvńıch i−1 sloupc̊u
nulových a jej́ı i-tý sloupec je určen vztahem d̄i l̄i l̄ii = dililii + σizizii, což spolu s lii = 1, l̄ii = 1 dává

d̄i = di + σiz
2
ii, (445)

l̄i =
di
d̄i
li +

σizii
d̄i

zi. (446)

Vztah (446) můžeme ještě upravit. Polož́ıme-li

zi+1 = zi − ziili (447)

a použijeme-li (445)–(447), dostaneme

d̄i l̄i = dili + σiziizi = d̄ili − σiz
2
iili + σiziizi = d̄ili + σiziizi+1,

což dává
l̄i = li +

σizii
d̄i

zi+1. (448)

Ukážeme nyńı, že plat́ı
dilil

T
i − d̄i l̄i l̄

T
i + σiziz

T
i = σi+1zi+1z

T
i+1, (449)

kde č́ıslo σi+1 je určeno vzorcem (442). Použijeme-li vztahy (445)–(448), dostaneme

dilil
T
i − d̄i l̄i l̄

T
i + σiziz

T
i

= dilil
T
i − d̄i(li +

σizii
d̄i

zi+1)(li +
σizii
d̄i

zi+1)
T + σi(zi+1 + ziili)(zi+1 + ziili)

T

= (di − d̄i)lil
T
i − σizii(liz

T
i+1 + zi+1l

T
i )−

σ2
i z

2
ii

d̄i
zi+1z

T
i+1

+ σizi+1z
T
i+1 + σizii(liz

T
i+1 + zi+1l

T
i ) + σiz

2
iilil

T
i

=

(
σi −

σ2
i z

2
ii

d̄i

)
zi+1z

T
i+1 = σi+1zi+1z

T
i+1,

kde

σi+1 = σi −
σ2
i z

2
ii

d̄i
=
d̄i − σiz

2
ii

d̄i
σi =

di
d̄i
σi. (450)

Plat́ı tedy (449), kde č́ıslo σi+1 je určeno vzorcem (442). Porovnáme-li vztahy (444) a (449), źıskáme

n∑
j=i+1

d̄i l̄i l̄
T
i =

n∑
j=i+1

dilil
T
i + σiziz

T
i ,
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č́ımž jsme provedli indukčńı krok. Podle (445) a (446) tedy plat́ı (440) a (441) a vzorce (450) a (447) jsou
totožné se vzorci (442) a (443). Zbývá dokázat, že Lv = z, kde vi = zii, 1 ≤ i ≤ n. To je však velmi
snadné, nebot’ podle (443) pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

zi = z −
i−1∑
j=1

vj lj ,

což pro i-tý prvek vi = zii vektoru v dává stejný vzorec jako zpětný chod Gaussovy eliminačńı metody
pro řešeńı soustavy rovnic Lv = z. 2

Důsledek 17. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 106. Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

vi = zii,

d̄i =
τi+1

τi
di, (451)

l̄i = li +
vi

τi+1di
zi+1, (452)

kde τ1 = 1/σ, z1 = z a pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

τi+1 = τi +
v2i
di
, (453)

zi+1 = zi − vili (454)

(př́ımé rekurence). Necht’ vektor v řešeńım soustavy rovnic Lv = z. Pak pro n ≥ i ≥ 1 plat́ı

d̄i =
τi+1

τi
di, (455)

l̄i = li +
vi

τi+1di
zi+1, (456)

kde τn+1 = 1/σ + vTD−1v, zn+1 = 0 a pro n ≥ i ≥ 1 plat́ı

τi = τi+1 −
v2i
di
, (457)

zi = zi+1 + vili (458)

(zpětné rekurence).

Důkaz Položme τi = 1/σi, 1 ≤ i ≤ n. Pak podle (440) a (442) pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

τi+1 = τi
d̄i
di

= τi
di + σiv

2
i

di
= τi +

v2i
di
,

d̄i =
σi
σi+1

di =
τi+1

τi
di,

takže rekurentńı vztahy (440)–(443) můžeme zapsat ve tvaru (451)–(454) (vzorec (452) plyne ze vzorce
(448)). K odvozeńı zpětných rekurenćı aplikujeme d̊usledek 12, na matici (439). Dostaneme

det B̄ = det(LDLT + σzzT ) = detL(D + σvvT )LT = (1 + σvTD−1v) detB,

kde Lv = z (jelikož trojúhelńıková matice L má jednotky na hlavńı diagonále, plat́ı detL = 1). Použijeme-
li (451), můžeme psát

τn+1

τ1
=

n∏
i=1

τi+1

τi
=

n∏
i=1

d̄i
di

=
det D̄

detD
=

det B̄

detB
= 1 + σvTD−1v,

což dává τn+1 = 1/σ + vTD−1v. Jelikož l̄n = ln = en (posledńı prvek jednotkové matice řádu n), muśı
platit zn+1 = 0. Vztahy (457)–(458) dostaneme obráceńım vztah̊u (453)–(454). 2

187



Poznámka 180. Rekurentńı vztahy (440)–(443) jsou nejpřirozeněǰśı, lze je však použ́ıt pouze tehdy, když
σ > 0. V př́ıpadě, že σ < 0, může vlivem zaokrouhlovaćıch chyb doj́ıt ke ztrátě stability (prvky d̄i mohou
vycházet nulové nebo záporné). Proto se v tomto př́ıpadě použ́ıvaj́ı zpětné rekurence (455)–(458). Př́ımé
rekurence (451)–(454), které lze použ́ıt pro σ > 0, maj́ı tu výhodu, že jsou prakticky stejné jako zpětné
rekurence (455)–(458), což umožňuje implementovat obě rekurence jedńım algoritmem.

4.8 Modifikace a implementace metod s proměnnou metrikou

Nejprve se budeme zabývat úpravami, které umožńı sńıžit počet operaćı v iteračńıch kroćıch metod s
proměnnou metrikou a zvýšit tak jejich účinnost. Jednou z možnost́ı je odstraněńı maticového násobeńı
při výpočtu směrového vektoru

s+ = −H+g+ (459)

(t́ım lze sńıžit počet operaćı zhruba o čtvrtinu). Použijeme-li vztahy (272)–(273) a rovnost d = αs =
−αHg, můžeme psát

s+ = −H+g+ = −γ(H + UMUT )g+ = −γ(Hg +Hy + UMUT g+) =
γ

α
d− γ(Hy + UMUT g+),

takže vektor s+ lze spoč́ıtat pomoćı vektor̊u d, Hy a sloupc̊u matice U (v př́ıpadě metod z Broydenovy
tř́ıdy má matice U sloupce d, Hy). Protože vektor Hy známe z předchoźıho iteračńıho kroku, odpadá
násobeńı matićı H+ ve vztahu (459). Následuj́ıćı věta udává př́ıslušné vzorce.

Věta 107. Necht’ H+ je matice určená vztahem (288), kde d = −αHg, α > 0 je délka kroku a matice H
je pozitivně definitńı. Pak vektor s+ = −H+g+ m̊užeme spoč́ıtat podle vzorce

1

γ
s+ =

γ

ρ

δ

α

(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d =
γ

ρ

δ

α

(a
b
d−Hy

)
+
ρ

γ

(
1

α

c

b
− 1

)
d, (460)

kde δ je č́ıslo definované vztahem (302).

Důkaz Plat́ı

dT g+ = dT (y + g) = dT y − dTH−1s = b− c

α
, (461)

yTHg+ = yTH(y + g) = yTHy − yT s = a− b

α
, (462)

takže po dosazeńı do (288) dostaneme

1

γ
s+ = − 1

γ
H+g+ = −Hy + 1

α
d− ρ

γ

dT g+
b

d+
1

a

(
a− b

α

)
Hy

− η

a

[
a

b

(
b− c

α

)
−
(
a− b

α

)](a
b
d−Hy

)
=

1

α

b

a

(a
b
d−Hy

)
+
η

α

b

a

(
ac− b2

b2

)(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d

=
1

α

b

a

(
1 +

η(ac− b2)

b2

)(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d,

což spolu s (302) a (461) dává (460). 2

Poznámka 181. Pro metodu DFP, kdy η = 0, dostaneme

sDFP
+ =

[
γ

α

(
1 +

ρ

γ

c

b

)
− ρ

]
d− γ

α

b

a
Hy. (463)
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Pro metodu BFGS, kdy η = 1, dostaneme

sBFGS
+ =

[
γ

α

c

b

(
ρ

γ
+
a

b

)
− ρ

]
d− γ

α

ac

b2
Hy. (464)

Poznámka 182. Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, vymiźı v (460) posledńı člen, takže všechny
aktualizace z Broydenovy tř́ıdy aplikované na matici H dávaj́ı rovnoběžné směrové vektory s+. To je v
souladu s tvrzeńım věty 77.

Vzorec (460) lze použ́ıt pouze tehdy, když s = −Hg. Pokud tento předpoklad neplat́ı (např́ıklad u
metod s lokálně omezeným krokem), nemuśı být splněna podmı́nka spádovosti sT+g+ < 0. Odvod́ıme ještě
jeden vzorec, uvedený v práci [199], který má př́ıznivěǰśı vlastnosti.

Věta 108. Označme

p = HV g+, V = I − 1

b
ydT . (465)

Necht’ H+ je matice určená vztahem (288), kde d = −αHg, α > 0 je délka kroku a matice H je pozitivně
definitńı. Pak vektor s+ = −H+g+ m̊užeme spoč́ıtat podle vzorce

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+
b+ ηαyT p

b+ αyT p
V T p =

ρ

γ

dT g+
b

d+ δ
γb

ρc
V T p, (466)

kde αyT p ≥ 0 a δ je č́ıslo určené vztahem (302).

Důkaz (a) Použijeme-li rovnosti (461) a (465), dostaneme

p = HV g+ = H

(
I − 1

b
ydT

)
g+ = Hg +Hy − dT g+

b
Hy

= − 1

α
d+Hy −

(
1− c

αb

)
Hy =

1

α

(c
b
Hy − d

)
, (467)

takže Hy = (αp+ d)b/c a jelikož V T d = 0, plat́ı

V THy = α
b

c
V T p. (468)

(b) Použijeme-li vyjádřeńı (294), můžeme psát

− 1

γ
s+ =

1

γ
H+g+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+ V T

(
H +

η − 1

a
HyyTH

)
V g+

=
ρ

γ

dT g+
b

d+ V T p+
η − 1

a
V THyyT p =

ρ

γ

dT g+
b

d+

(
1 + α

η − 1

a

b

c
yT p

)
V T p.

Ale a = yTHy = yT (αp+ d)b/c = (b+ αyT p)b/c, takže

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+

(
1 +

η − 1

b+ αyT p
αyT p

)
V T p =

ρ

γ

dT g+
b

d+
b+ ηαyT p

b+ αyT p
V T p.

(c) Použijeme-li vztah (467) a nerovnost ac− b2 ≥ 0 (která plyne ze Schwarzovy nerovnosti), dostaneme

αyT p = b

(
ac− b2

b2

)
≥ 0.

Dosad́ıme-li výraz αyT p do (184) a použijeme-li (302), dostaneme

b+ ηαyT p

b+ αyT p
=
b2 + η(ac− b2)

ac
= δ

γb

ρc
.

2
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Poznámka 183. Jelikož V T p = V THV g+, můžeme vzorec (466) zapsat ve tvaru

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+ V T (γBFGSH)V g+,

kde

γBFGS =
b+ ηαyT p

b+ αyT p
= δ

γb

ρc
,

takže libovolná aktualizace z Broydenovy tř́ıdy dává stejný směrový vektor jako aktualizace BFGS škálovaná
koeficientem γBFGS .

Poznámka 184. Neplat́ı-li s = −Hg, můžeme vzorec (466) upravit tak, že mı́sto č́ısla αyT p použijeme
č́ıslo τ = max(αyT p, 0). Pak podle (466) plat́ı

gT+s+ = −ρ (d
T g+)

2

b
− b+ ητ

b+ τ
gT+V

THV g+.

Pokud dT g+ ̸= 0, dostaneme gT+s+ ≤ −ρ(dT g+)2/b < 0. Pokud dT g+ = 0, plat́ı V g+ = g+, takže
gT+s+ = −gT+Hg+(b+ ητ)/(b+ τ) < 0, nebot’ matice H je pozitivně definitńı a τ ≥ 0.

Nyńı poṕı̌seme modifikaci metod s proměnnou metrikou v součinovém tvaru (poznámka 129), která
použ́ıvá ortogonálńı transformace umožňuj́ıćı značně zjednodušit použité aktualizace (tato modifikace je
studována v pracech [175] a [176]). Necht’ H = SST a S̄ = SQT , kde Q je čtvercová ortogonálńı matice
(takže QTQ = QQT = I). Pak

H = SST = SQTQST = S̄S̄T ,

takže matici S+ lze źıskat aktualizacaćı matice S̄. Matici Q voĺıme tak, aby tato aktualizace byla co
nejjednodušš́ı.

Věta 109. Necht’ H = SST , d = Sd̃, ỹ = ST y, a = ỹT ỹ > 0, b = ỹT d̃ > 0, c = d̃T d̃ > 0. Necht’ S̄ = SQT ,
kde Q je ortogonálńı matice taková, že vektor Qd̃ má pouze prvńı prvek nenulový a vektor Qỹ má pouze
prvńı dva prvky nenulové (tuto matici lze źıskat jako součin Givensových rotaćı slouž́ıćıch k vynulováńı
prvk̊u uvedených vektor̊u). Necht’

1
√
γ
S+e1 =

√
ρ

γb
d

1
√
γ
S+e2 =

√
(yT s̄1)2 + η(yT s̄2)2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)
1
√
γ
S+ej = s̄j , 3 ≤ j ≤ n,

kde S+ej je j-tý sloupec matice S+ a s̄j = S̄ej, 1 ≤ j ≤ n. Pak polož́ıme-li H+ = S+S
T
+, plat́ı (288).

Důkaz Jelikož podle předpokladu plat́ı Qd̃ = λe1 a Qỹ = λ1e1+λ2e2, kde λ, λ1, λ2 jsou vhodné koeficienty,
můzeme psát

d = Sd̃ = SQTQd̃ = λs̄1,

S̄T y = QST y = Qỹ = λ1e1 + λ2e2,

takže yT s̄1 = λ1, y
T s̄2 = λ2 a yT s̄j = 0, 3 ≤ j ≤ n. Plat́ı tedy(

I − dyT

yT d

)
s̄1 = 0,(

I − dyT

yT d

)
s̄2 = s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1,(
I − dyT

yT d

)
s̄j = s̄j , 3 ≤ j ≤ n
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a
Hy = S̄S̄T y = λ1s̄1 + λ2s̄2 = yT s̄1 s̄1 + yT s̄2 s̄2,

což po dosazeńı dává

Hy

yTHy
− d

yT d
=

yT s̄1 s̄1 + yT s̄2 s̄2
(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

− s̄1
yT s̄1

=
yT s̄2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2
s̄2 +

yT s̄1
(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

s̄1 −
1

yT s̄1
s̄1

=
yT s̄2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)
.

Nyńı použijeme vztah (295), podle kterého plat́ı

1

γ
H+ =

(
I − dyT

yT d

)
S̄S̄T

(
I − dyT

yT d

)T

+
ρ

γ

ddT

yT d

+ yTHy(η − 1)

(
d

yT d
− Hy

yTHy

)(
d

yT d
− Hy

yTHy

)T

=

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)T

+
n∑

j=3

s̄j s̄
T
j +

ρ

γ

ddT

yT d

+ (η − 1)
(yT s̄2)

2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)T

=
n∑

j=3

s̄j s̄
T
j +

(yT s̄1)
2 + η(yT s̄2)

2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)T

+
ρ

γ

ddT

yT d

=
1

γ

n∑
j=1

S+ej(S+ej)
T =

1

γ
S+S

T
+.

2

Poznámka 185. Z věty 109 plyne, že stač́ı aktualizovat pouze dva sloupce matice S. Většina operaćı se
tedy spotřebovává na výpočet matice S̄. To však jsou ortogonálńı transformace, které jsou velmi stabilńı.
Poznamenejme, že ve vzorci pro (1/γ)S+e2 se vyskytuje odmocnina z výrazu, který je kladný pokud η ≥ 0
(pro metodu BFGS je tento výraz jednotkový).

Daľśı modifikace metod s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ı r̊uzná zobecněńı kvazinewtonowské podmı́nky.
Jednu takovou možnost jsme již popsali v souvislosti s korekćı kvadratického modelu, kdy se kvazinewtonov-
ská podmı́nka H+y = d nahradila podmı́nkou H+y = ρd. Nyńı budeme vyšetřovat metody splňuj́ıćı
zobecněnou kvazinewtonovskou podmı́nku H+ỹ = d (nebo B+d = ỹ), kde ỹ = y + τd. Tento princip lze
použ́ıt k zajǐstěńı globálńı konvergence (poznámka 176) a také ke korekci kvadratického modelu, jak je
ukázáno v práci [209] a v následuj́ıćı poznámce.

Poznámka 186. Necht’ B+d = ỹ, kde ỹ = y + τd. Pak dTB+d = dT ỹ = dT y + τdT d, takže podmı́nka
(404) je splněna právě tehdy, když

τ =

(
1

ρ
− 1

)
dT y

dT d
.

Abychom dostali korekci jako v poznámce 167, stač́ı položit τ∥d∥2 = 2(F − F+) + dT g+ + dT g. Abychom
dostali korekci jako v poznámce 168, stač́ı položit τ∥d∥2 = 6(F −F+)+3(dT g++ dT g) (což je trojnásobek
předchoźı korekce). Také se použ́ıvá středńı hodnota τ∥d∥2 = 4(F −F+)+ 2(dT g+ + dT g) Poznamenejme,
že je třeba aby platilo dT ỹ > 0, což je nutné k tomu aby matice B+ byla pozitivné definitńı. Tato podmı́nka
je splněna pokud τ > −dT y/dT d, což odpov́ıdá hodnotě ρ > 0.
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Kvazinewtonovská podmı́nka H+y = d se odvozuje z vlastnost́ı sečny. Tuto podmı́nku splňuje matice
(382), nikoliv Hessova matice G+. Abychom dostali lepš́ı aproximaci matice G+, je třeba vyj́ıt z vlastnost́ı
tečny [69]. Tato možnost spoč́ıvá v použit́ı gradient̊u minimalizované funkce vypočtených ve v́ıce bodech,
např́ıklad v bodech x−, x, x+, kde x− je vektor z předchoźıho iteračńıho kroku. Těmito body se pomoćı
kvadratické interpolace prolož́ı křivka

x(t) = at2 + bt+ c (469)

taková, že x(t−) = x−, x(t) = x, x(t+) = x+. Podobná křivka se prolož́ı gradienty g−, g, g+. Podle věty
o středńı hodnotě plat́ı

g(x(t+ δ))− g(x(t)) =

∫ 1

0

G((x(t+ λδ)dλ (x(t+ δ))− x(t)),

což po vyděleńı č́ıslem δ a přechodem k limitě dává g′(x(t)) = G(x(t))x′(t), kde čárka označuje derivováńı.
Odtud plyne, že vhodná tečná kvazinewtonovská podmı́nka má tvar

H+g
′(x(t+)) = x′(t+). (470)

Lemma 53. Uvažujme křivku (469), kde vektory a, b, c jsou vybrány tak, že x(t−) = x−, x(t) = x,
x(t+) = x+. Necht’ d = x+ − x a d− = x− x−. Pak plat́ı

τ + 1

τ + 2
(t+ − t)x′(t+) = d− 1

τ(τ + 2)
d− (471)

kde τ = (t− t−)/(t+ − t).

Důkaz Podle (469) plat́ı

d

t+ − t
=
x+ − x

t+ − t
= a(t+ + t) + b,

d−
t− t−

=
x− x−
t− t−

= a(t+ t−) + b.

Odečteńım těchto rovnost́ı dostaneme

d

t+ − t
− d−
t− t−

= a(t+ − t−) = a(t+ − t)(1 + τ). (472)

Jelikož x′(t) = 2at+ b, můžeme psát

x′(t+) = 2at+ + b = a(t+ + t) + b+ a(t+ − t) =
d

t+ − t
+ a(t+ − t),

což spolu s (472) dává

(1 + τ)x′(t+) = (1 + τ)
d

t+ − t
+

(
d

t+ − t
− d−
t− t−

)
= (2 + τ)

d

t+ − t
− d−
t− t−

,

odkud již snadnou úpravou dostaneme (471). 2

Poznámka 187. Použijeme-li stejný interpolačńı polynom pro gradientńı křivku g(t), dostaneme vzorec
(471), kde mı́sto vektor̊u d, d− a x′(t+) vystupuj́ı vektory y, y− a g′(t+). Jelikož rovnost (470) lze vynásobit
libovolným nenulovým č́ıslem, můžeme tečnou kvazinewtonovskou podmı́nku zapsat ve tvaru

H+ (y − λy−) = d− λd−, λ =
1

τ(τ + 2)
. (473)

Jelikož ćıslo τ se zachovává při lineárńıch transformaćıch parametru t, lze volit t+ = 1, t = 0, t− = −τ .
Pak plat́ı (473), kde nyńı τ = −t−.
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Jednotlivé metody použ́ıvaj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku (473) se lǐśı pouze výběrem parametru
τ . Jednou z možnost́ı je volit ekvidistantńı rozložeńı interpolačńıch uzl̊u. Pak τ = 1, což vede na kvazi-
newtonovskou podmı́nku (473), kde λ = 1/3. Tato volba neńı př́ılǐs vhodná, nebot’ nebere v úvahu
délky jednotlivých krok̊u. Výhodněǰśı je volit parametr τ jako pod́ıl norem vektor̊u d− a d. Použit́ı
eukleidovských norem poněkud zlepšuje účinnost metod s proměnnou metrikou s počátečńım škálováńım,
ale lepš́ı výsledky dává hodnota τ = dT−Bd−/d

TBd, kterou lze aproximovat výrazem τ = b−/c, kde
b− = yT−d− a c = dTBd = −αdT g. V literatuře existuje celá řada daľśıch heuristických předpis̊u jak volit
parametr τ , ale ty již účinnost metod s proměnnou metrikou př́ılǐs nezvyšuj́ı. Poznamenejme, že metody
použ́ıvaj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku (473) mohou mı́t problém se zajǐstěńım pozitivńı definitnosti
matice H+, nebot’ nutná podmı́nka (d − λd−)

T (y − λy−) > 0 nemuśı být splněna a jej́ı platnost je třeba
ověřovat. Pokud neńı tato podmı́nka splněna, pokládáme λ = 0.

Závěrem poṕı̌seme základńı algoritmus, kterým se realizuj́ı metody s proměnnou metrikou z Broydenovy
tř́ıdy a jejich modifikace. Nejprve uvedeme několik poznámek k implementaci jednotlivých krok̊u tohoto
algoritmu.

(1) Výběr délky kroku: Metody s proměnnou metrikou nejsou citlivé na výběr délky kroku. Je možné
použ́ıt algoritmus 1 beze změny. Voĺı se počátečńı odhad α = 1 nebo (zejména v počátečńıch
iteraćıch) α = min

(
1, 4(F − Fi)/s

T
i gi
)
.

(2) Korekce (parametr ρ): Metody s proměnnou metrikou nejsou citlivé na volbu korekce, obvykle stač́ı
pokládat ρ = 1. V př́ıpadě, že provád́ıme škálováńı, se vypláćı volit některou z hodnot (405), (406),
(408) upravenou tak, aby platilo ρ ≤ ρ ≤ ρ.

(3) Škálováńı (parametr γ): Vhodné škálováńı značně zvyšuje účinnost metod s proměnnou metrikou,
pokud voĺıme parametr γ tak, aby platilo b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b. Škálováńı v každé iteraci však neńı
účelné, je třeba použ́ıvat nějakou strategii, která omezuje použit́ı hodnoty γ ̸= 1 v těch iteraćıch,
kde je to nevhodné. Nejv́ıce se osvědčilo ř́ızené nebo intervalové škálováńı popsané v poznámce 172.

(4) Výběr konkrétńı metody (parametr η): Praktické zkušenosti ukázuj́ı, že z jednoduchých metod je
nejúčinněǰśı metoda BFGS a že metoda DFP je velmi špatná. Ačkoliv metodu BFGS lze překonat
některými složitěǰśımi metodami, např́ıklad metodou, která použ́ıvá hodnotu η = ηV L+, kde

ηV L+ =
max(0,

√
c/a− b2/(ac))

1− b2/(ac)
, b2/(ac) < 1, (474)

ηV L+ = 1, b2/(ac) ≥ 1 (475)

(poznámka 166), korekce a škálováńı rozd́ıly mezi nimi st́ıraj́ı (s celkovým zlepšeńım účinnosti), takže
lze doporučit korigovanou a škálovanou metodu BFGS.

(5) Volba modifikace. Pokud neškálujeme nebo provád́ıme pouze počátečńı škálováńı, zvyšuj́ı některé
modifikace (např́ıklad modifikace popsaná v poznámce 187) účinnost metod s proměnnou metrikou.
Při použit́ı ř́ızeného škálováńı se tyto rozd́ıly st́ıraj́ı a naopak základńı metody s proměnnou metrikou
dávaj́ı lepš́ı výsledky. Výjimku tvoř́ı modifikace použitá ve větě 107, která šetř́ı numerické operace
a snižuje tak režiji metod s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy, aniž by zhoršovaka jejich
konvergenčńı vlastnocti.

Algoritmus metody s proměnnou metrikou lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 8. Data ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, ε > 0, ρ = 0.01, ρ = 100, γ = 0.7, γ = 6.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme F1 := F (x1), g1 := g(x1). Zvoĺıme počátečńı
symetrickou pozitivně definit́ı matici H1 (obvykle H1 := I) a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme si := −Higi a urč́ıme délku
kroku αi použit́ım algoritmu 1. Polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme Fi+1 := F (xi+1),
gi+1 := g(xi+1).
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Krok 3 Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi. Urč́ıme parametr ρi tak, že polož́ıme ρi = 1
nebo použijeme některou z hodnot (405), (406), (408). Jestliže ρi < ρ nebo ρi > ρ polož́ıme
ρi := 1. Použijeme ř́ızené nebo intervalové škálováńı (poznámka 172) s hodnotou γi takovou, že
bi/ai ≤ γi/ρi ≤ ci/bi a mezemi γ ≤ γ ≤ γ (pro metodu BFGS voĺıme γi/ρi = bi/ai). Zvoĺıme
parametr ηi > 0 a urč́ıme matici Hi+1 podle (288) (pro metodu BFGS voĺıme ηi = 1).

Krok 4 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

4.9 Davidonova ťŕıda metod s proměnnou metrikou

Zat́ım jsme se zabývali metodami s proměnnou metrikou patř́ıćımi do Broydenovy tř́ıdy. Nyńı poṕı̌seme
Davidonovu tř́ıdu metod s proměnnou metrikou studovanou v pracech [44] a [112]. Tato tř́ıda použ́ıvá
směrové vektory si = −Higi, kde Hi, i ∈ N , jsou symetrické pozitivně definitńı matice konstruované podle
rekurentńıho vztahu

Hi+1 = Hi + ŨiM̃iŨ
T
i , (476)

kde Ũi = [ui, di −Hiyi] a M̃i ∈ R2×2, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Hi+1yi = di, (477)

kde yi = gi+1 − gi a di = xi+1 − xi. Vektory ui ∈ Rn, i ∈ N , se konstruuj́ı rekurentně tak, aby platilo

ui+1 ∈ L(Ũi), uTi+1yi = 0 (478)

(vektor ui+1 je tedy lineárńı kombinaćı vektor̊u ui a di −Hiyi a je kolmý na vektor yi). Tuto podmı́nku
splňuje vektor

ui+1 = yTi (di −Hiyi)ui − yTi ui(di −Hiyi) (479)

(který budeme v daľśım výkladu použ́ıvat) a každý jeho násobek.

Věta 110. (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou
metrikou z Davidonovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0 ∀i ∈ N) aplikovaná na ryze
konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗).

Necht’ gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak gn+1 = 0 a xn+1 = x∗.

Důkaz Důkaz této věty je velmi podobný d̊ukazu věty (74). Opět se indukćı pro 1 ≤ i ≤ n dokazuj́ı vztahy
(275)–(278) a nav́ıc vztah

uTi+1yj = 0, 1 ≤ j ≤ i. (480)

Indukčńı předpoklad uTi yj = 0, 1 ≤ j < i, se použ́ıvá v části (a) k d̊ukazu toho, že ŨT
i yj = 0, 1 ≤ j < i.

Indukčńı krok pro (480) je velmi jednoduchý. Jelikož ui+1 ∈ L(Ũi) a Ũ
T
i yj = 0, 1 ≤ j < i, plat́ı uTi+1yj = 0,

1 ≤ j < i. Protože podle (478) plat́ı uTi+1yi = 0, dostaneme uTi+1yj = 0, 1 ≤ j ≤ i. 2

Věta 110 neposkytuje nic nového, co by nesplňovala i jednodušš́ı Broydenova tř́ıda metod s proměnnou
metrikou. Následuj́ıćı věta, uvedená v [166], však ukazuje, že za jistých předpoklad̊u má Davidonova tř́ıda
vlastnost kvadratického ukončeńı i bez přesného výběru délky kroku.

Věta 111. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou metrikou z Davidonovy tř́ıdy
aplikovaná na ryze konvexńı kvadratickou funkci Q(x). Pokud yTi ui ̸= 0 pro 1 ≤ i ≤ n, plat́ı Hn+1 = G−1.
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Důkaz Označme Zi, i ∈ N , podprostor vektor̊u z ∈ Rn splňuj́ıćıch podmı́nky

GHiz = z, uTi z = 0.

Dokážeme indukćı, že dimZn+1 = n, takže GHn+1 = I neboli Hn+1 = G−1. Předpokládejme, že pro
nějaký index 1 < i ≤ n plat́ı dimZi ≥ i − 1, (plat́ı to pro i = 2, nebot’ s použit́ım (476), (477) a (478)
dostaneme GH2y1 = Gd1 = y1 a uT2 y1 = 0, takže y1 ∈ Z2 a tedy dimZ2 ≥ 1). Necht’ z ∈ Zi. Jelikož
GHiz = z, můžeme psát

(di −Hiyi)
T z = (di −HiGdi)

T z = dTi (z −GHiz) = 0,

což spolu s uTi z = 0 dává ŨT
i z = 0. Podle (476) a (478) pak plat́ı GHi+1z = GHiz = z a uTi+1z = 0,

takže z ∈ Zi+1 a tedy Zi ⊂ Zi+1. Dále s použit́ım (477) a (478) dostaneme GHi+1yi = Gdi = yi
a uTi+1yi = 0, takže yi ∈ Zi+1. Jelikož předpokládáme, že uTi yi ̸= 0, nemůže platit yi ∈ Zi, takže
dimZi+1 ≥ dimZi + 1 ≥ i. 2

Poznámka 188. Ve větě 111 předpokládáme, že yTi ui ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pokud yTi ui = 0, plat́ı pro tento
index pouze dimZi+1 ≥ dimZi. Nicméně dimenze podprostoru Zi+1 se nemůže sńıžit a po n kroćıch
splňuj́ıćıch podmı́nku yTi ui ̸= 0 plat́ı Hi+1 = G−1.

Při vyšetřováńı aktualizaćı metod s proměnnou metrikou z Davidonovy tř́ıdy budeme index i vynechávat
a index i+ 1 nahrad́ıme symbolem +. Budeme přitom použ́ıvat označeńı

α̃ = yTu, β̃ = yT (d−Hy) = b− a, (481)

takže vztah (479) zaṕı̌seme ve tvaru
u+ = β̃u− α̃(d−Hy). (482)

Poznamenejme, že č́ısla α̃ a β̃ nemaj́ı nic společného s parametrem délky kroku α a parametrem β ve
vzorci (308). Nejprve budeme vyšetřovat aktualizace z Davidonovy tř́ıdy zapsané ve tvaru použitém v
práci [112].

Věta 112. Necht’ H+ = H + ŨM̃ŨT , kde H je symetrická pozitivně definitńı matice a Ũ = [u, d −Hy],
přičemž yT (d−Hy) ̸= 0. Pak rovnost H+y = d plat́ı právě tehdy, když

M̃ =

 −φβ̃, φα̃

φα̃,
1

β̃
(1− φα̃2)

 , (483)

kde φ = − det M̃ je volný parametr.

Důkaz Označme m̃1, m̃2, m̃3 prvky matice M̃ . Plat́ı-li (477), můžeme podle (476) psát

H+y − d = −(d−Hy) + [u, d−Hy]

[
m̃1, m̃2

m̃2, m̃3

] [
α̃

β̃

]
= −(d−Hy) + (m̃1α̃+ m̃2β̃)u+ (m̃2α̃+ m̃3β̃)(d−Hy) = 0,

takže nutně

m̃1α̃+ m̃2β̃ = 0,

m̃2α̃+ m̃3β̃ = 1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m̃2 = φα̃ a zbylé prvky m̃1, m̃3 urč́ıme řešeńım uvedených rovnic,
takže

m̃1 = −φβ̃, m̃2 = φα̃, m̃3 =
1

β̃
(1− φα̃2). (484)

T́ım dostaneme matici M̃ uvedenou ve větě 112. Z druhé strany, vynásob́ıme-li (476), kde matice M̃ je
dána vztahem (483), vektorem y, dostaneme (477). 2
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Poznámka 189. Vztah H+ = H + ŨM̃ŨT můžeme roznásobit. Pak plat́ı

H+ = H +
1

β̃
(d−Hy)(d−Hy)T − φ

β̃
u+u

T
+, (485)

kde u+ = β̃u− α̃(d−Hy). Zvoĺıme-li φ = 0, dostaneme metodu hodnosti 1 (vzorec (291) s γ = 1 a ρ = 1),
která patř́ı do Davidonovy tř́ıdy. Davidonovu tř́ıdu lze tedy chápat jako zobecněńı metody hodnosti 1.
Podstatné je, že Davidonova tř́ıda obsahuje aktualizace, které zajǐsťuj́ı pozitivńı definitnost matice H+

lépe než metoda R1.

Vyšetř́ıme nyńı, pro které hodnoty parametru φ je matice H+ pozitivně definitńı. Budeme přitom
použ́ıvat označeńı

ŨTH−1Ũ =

[
ã b̃

b̃ c̃

]
, (486)

takže ã = uTH−1u, b̃ = uTH−1(d−Hy), c̃ = (d−Hy)TH−1(d−Hy) = a− 2b+ c. Dále označ́ıme

A = β̃2(ãc̃− b̃2),

B = β̃(β̃ + c̃)(ãc̃− b̃2), (487)

C = (β̃ + c̃)2(ãc̃− b̃2),

D = (β̃b̃− α̃c̃)2,

takže

D = det2(ŨTH−1U) =

(
det

[
α̃+ b̃ β̃ + c̃

b̃ c̃

])2

, (488)

kde U = [d,Hy], a

B =
β̃ + c̃

β̃
A, C =

β̃ + c̃

β̃
B, A− 2B + C = c̃2(ãc̃− b̃2), AC −B2 = 0. (489)

Lemma 54. Necht’ H+ = H + ŨM̃ŨT , kde H je symetrická pozitivně definitńı matice, Ũ = [u, d−Hy] a
M̃ je matice určená vztahem (483), přičemž β̃ ̸= 0 a ãc̃ − b̃2 > 0. Pak matice H−1/2H+H

−l/2 má n − 2
jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylá dvě vlastńı č́ısla λ ≤ λ jsou řešeńım kvadratické rovnice

λ2 − σλ+ δ = 0, (490)

kde

σ =
β̃ + c̃

β̃
− φ

β̃c̃
(A+D) + 1, (491)

δ =
β̃ + c̃

β̃
− φ

β̃c̃
(B +D). (492)

Nav́ıc plat́ı λ′/σ′ ≥ 0, λ
′
/σ′ ≥ 0, kde λ′, λ

′
jsou derivace kořen̊u λ, λ rovnice (490) podle parametru φ a

σ′ je derivace č́ısla (491) podle parametru φ.

Důkaz. (a) Stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu lemmatu 32 se ukáže, že matice

H−1/2H+H
−1/2 = I +H−1/2ŨM̃ŨTH−1/2

má n− 2 jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou řešeńım rovnice

det((1− λ)I + M̃ŨTH−1Ũ) = 0.
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Dosad́ıme-li do této rovnice vyjádřeńı (483) a (486), dostaneme po úpravě

det

 1− φ(β̃ã− α̃b̃)− λ, −φ(β̃b̃− α̃c̃)

φα̃

β̃
(β̃ã− α̃b̃) +

b̃

β̃
,

φα̃

β̃
(β̃b̃− α̃c̃) +

β̃ + c̃

β̃
− λ

 = 0 ,

což dává rovnici (490) s koeficienty

σ =
β̃ + c̃

β̃
− φ

β̃
(α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã) + 1

δ =
β̃ + c̃

β̃
− φ

β̃
(α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã+ β̃(ãc̃− b̃2)).

Stejný výsledek dostaneme, dosad́ıme-li (487) do výraz̊u (491) a (492).

(b) Zbývá dokázat, že λ′/σ′ ≥ 0 a λ
′
/σ′ ≥ 0. Kořeny rovnice (490) lze (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 44)

vyjádřit ve tvaru

λ =
σ

2
−
√(σ

2

)2
− δ, λ =

σ

2
+

√(σ
2

)2
− δ.

Necht’ λ ̸= λ. Derivováńım (490) podle parametru φ dostaneme

2λλ′ − σ′λ− σλ′ + δ′ = 0,

což po úpravě dává

λ′

σ′ =
1

2λ− σ

(
λ− δ′

σ′

)
=

1

2

1 +

σ

2
− δ′

σ′

λ− σ

2

 .

Jelikož pro λ = λ a λ = λ plat́ı |λ − σ/2| =
√
(σ/2)2 − δ, je zřejmé, že λ′/σ′ ≥ 0 a λ

′
/σ′ ≥ 0, pokud je

splněna nerovnost ∣∣∣∣σ2 − δ′

σ′

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣λ− σ

2

∣∣∣ =√(σ
2

)2
− δ,

což po úpravě dává
δ(σ′)2 − σσ′δ′ + (δ′)2 ≤ 0. (493)

Použijeme-li vztahy (491) a (492), můžeme psát

σ = φσ′ +
β̃ + c̃

β̃
+ 1,

δ = φδ′ +
β̃ + c̃

β̃
,

což po dosazeńı do (493) a po úpravě dává(
β̃ + c̃

β̃
σ′ − δ′

)
(σ′ − δ′) ≤ 0.

Podle (491) a (492) můžeme psát σ′ − δ′ = ãc̃ − b̃2 > 0, takže nerovnost (493) je ekvivalentńı nerovnosti
((β̃ + c̃)/β̃)σ′ − δ′ ≤ 0. Použijeme-li (491), (492) a (487), dostaneme

β̃ + c̃

β̃
σ′ − δ′ =

β̃(B +D)

β̃2c̃
− (β̃ + c̃)(A+D)

β̃2c̃
=

=
β̃B − (β̃ + c̃)A− c̃D

β̃2c̃
= −D

β̃2
≤ 0, (494)
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takže plat́ı (493) a tedy i λ′/σ′ ≥ 0 a λ
′
/σ′ ≥ 0. Podle (491), (492) jsou σ, δ a tedy i kořeny rovnice (490)

spojitými funkcemi parametru φ, takže plat́ı λ′/σ′ ≥ 0, λ
′
/σ′ ≥ 0 i když λ = λ. 2

Věta 113. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 54. Pak matice H+ je pozitivně definitńı právě tehdy,
když B +D > 0 a δ > 0.

Důkaz. Stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 79 se ukáže, že matice H+ je pozitivně definitńı právě
tehdy, když σ > 0 a δ > 0.

(a) předpokládejme, že σ > 0 a δ > 0. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě muśı platit B + D > 0. Necht’
B + D = 0. Pak δ > 0 implikuje β̃(β̃ + c̃) > 0 (vzorec (492)), takže podle (487) plat́ı B + D ≥ B =
β̃(β̃ + c̃)(ãc̃− b̃2) > 0, což je ve sporu s předpokladem B +D = 0. Necht’ B +D < 0. Jelikož A+D > 0,
maj́ı derivace σ′ a δ′ opačná znaménka. Předpokládejme, že σ′ > 0 a δ′ < 0, (d̊ukaz pro σ′ < 0 a δ′ > 0 je
úplně stejný). Pak pro dostatečně velké hodnoty parametru φ plat́ı δ < 0, takže

λ =
σ

2
−
√(σ

2

)2
− δ <

σ

2
− σ

2
= 0.

Podle lemmatu 54 však plat́ı λ′ = (λ′/σ′)σ′ ≥ 0, takže λ je neklesaj́ıćı funkćı parametru φ a tedy λ < 0
pro všechny hodnoty parametru φ. Odtud plyne, že matice H+ nemůže být pozitivně definitńı pro žádnou
hodnotu parametru φ.

(b) Nyńı dokážeme, že z B+D > 0 a δ > 0 plyne σ > 0, takže jsou splněny nutné a postačuj́ıćı podmı́nky
pro pozitivńı definitnost matice H+. Jelikož B + D > 0, je podmı́nka σ > 0 ekvivalentńı podmı́nce
σ(B +D) > 0. Použijeme-li vztahy (487) až (492), dostaneme

σ(B +D)− δ(A+D) =
β̃ + c̃

β̃
(B −A) +B +D =

= C −B +B +D = C +D ≥ 0.

Jelikož δ(A+D) > 0, plat́ı také σ(B +D) > 0. 2

Podle věty 113 je matice H+ pozitivně definitńı právě tehdy, když B + D > 0 a δ > 0. Podmı́nka
B + D > 0 nezáviśı na výběru parametru φ ale pouze na hodnotách č́ısel α̃, β̃ a prvk̊u matice (486)
(odpov́ıdá v jistém smyslu podmı́nce b > 0 použité v oddlu 4.1). Jestliže B +D > 0, omezuje podmı́nka
δ > 0 volbu parametru φ. Polož́ıme-li např́ıklad δ = 1 v (492), dostaneme

φ =
c̃2

B +D
. (495)

Daľśı hodnotu parametru φ źıskáme minimalizaćı spektrálńıho č́ısla podmı́něnosti matice H−1/2H+H
−1/2.

Lemma 55. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 54. Necht’ λ ≤ λ jsou kořeny kvadratické rovnice
(490). Pak

a) Podmı́nka λ ≤ 1 ≤ λ je splněna právě tehdy, když φ ≥ 0.

b) Pod́ıl λ/λ nabývá svého minima (v oblasti, kde λ > 0 a λ > 0) právě tehdy, když

φ =
c̃2(D −B)

(A+D)(B +D)
. (496)

Důkaz. (a) Stejným zp̊usobem jako v části (b) d̊ukazu lemmatu 44 se ukáže, že λ ≤ 1 ≤ λ plat́ı právě
tehdy, když det M̃ ≤ 0, což dává φ = − det M̃ ≥ 0.
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[b) Stejným zp̊usobem jako v části (c) d̊ukazu lemmatu 44 se ukáže, že pod́ıl λ/λ nabývá svého minima,
pokud 2σ′δ − σδ′ = 0. Ale

2σ′δ − σδ′ = φσ′δ′ +
β̃ + c̃

β̃
(σ′ − δ′) +

β̃ + c̃

β̃
σ′ − δ′

=
φ

β̃2c̃2
(A+D)(B +D) +

B −D

β̃2
,

takže pod́ıl λ/λ nabývá svého minima plat́ı-li (496). 2

Věta 114. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 54. Pak spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice H−1/2H+H
−1/2

je minimálńı, pokud

φ = max

(
0,

c̃2(D −B)

(A+D)(B +D)

)
. (497)

Důkaz. Podle lemmatu 54 plat́ı

κ(H−1/2H+H
−1/2) =

max(1, λ)

min(1, λ)
, (498)

kde λ ≤ λ jsou kořeny kvadratické rovnice (490). Je-li splněna podmı́nka φ ≥ 0, plat́ı λ ≤ 1 ≤ λ, neboli
max(1, λ)/min(1, λ) = λ/λ. Podle lemmatu 55 je pod́ıl λ/λ minimálńı (v oblasti, kde H+ > 0) právě tehdy,
plat́ı-li (496), takže vyhovuje-li hodnota (496) podmı́nce φ ≥ 0, dává tato hodnota minimum výrazu (498).

V opačném př́ıpad neńı pod́ıl λ2/λ1 ekvivalentńı č́ıslu (498). Jelikož podle lemmatu 54 maj́ı derivace λ′ a λ
′

stejná znaménka, můžeme hodnotu č́ısla (498) dále snižovat a minimálńı hodnotu dostaneme právě tehdy,
plat́ı-li bud’ λ = 1, nebo λ = 1, což implikuje podmı́nku φ = 0. Spoj́ıme-li oba př́ıpady, dostaneme (497).

2

Poznámka 190. Inverźı vztahu H+ = H + ŨM̃ŨT podle d̊usledku 12 dostaneme (tak jako v d̊ukazu
věty 80) B+ = B +BŨK̃ŨTB. Polož́ıme-li v = −Bu a Ṽ = [v, y −Bd], můžeme psát B+ = B + Ṽ K̃Ṽ T .
Dá se snadno ukázat (podobně jako v d̊ukazu věty 112), že tato aktualizace splňuje kvazinewtonovskou
podmı́nku B+d = y, pokud

K̃ =

 −ψδ̃, ψγ̃

ψγ̃,
1

δ̃
(1− ψγ̃2)

 , (499)

kde ψ = − detK = φ/δ je volny̌ parametr a

γ̃ = dT v, δ̃ = dT (y −Bd) = b− c. (500)

Poznamenejme, že č́ısla γ̃ a δ̃ nemaj́ı nic společného se škálovaćım parametrem γ a č́ıslem δ v (492).

Poznámka 191. Vztah B+ = B + Ṽ K̃Ṽ T můžeme roznásobit. Pak plat́ı

B+ = B +
1

δ̃
(y −Bd)(y −Bd)T − ψ

δ̃
v+v

T
+, (501)

kde
v+ = δ̃v − γ̃(y −Bd). (502)

Vztah (501) je duálńı ke vztahu (485) a lze ho z (485) dostat záměnou, d → y, y → d, u → v, H → B,
α̃→ γ̃, β̃ → δ̃, φ→ ψ.

Poznámka 192. Použijeme-li (481) a (500), dostaneme po jednoduchých úpravách

γ̃ = −(α̃+ b̃) δ̃ = −(β̃ + c̃). (503)
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Můžeme tedy psát

A = (δ̃ + c̃)2(ãc̃− b̃2),

B = δ̃(δ̃ + c̃)(ãc̃− b̃2), (504)

C = δ̃2(ãc̃− b̃2),

D = (δ̃b̃− γ̃c̃)2.

Odtud je vidět, že záměna α̃→ γ̃, β̃ → δ̃ ponechá výrazy B a D beze změny ale zp̊usob́ı záměnu A→ C,
C → A. Použijeme-li dualitu a vztah detH+/ detH = detB/ detB+, dostaneme

1

δ
=
δ̃ + c̃

δ̃
− ψ

δ̃c̃
(B +D). (505)

Vektor v+ vystupuj́ıćı v aktualizaci (501) a určený vztahem (502) se nerovná vektoru −B+u+. Plat́ı
však tato věta.

Věta 115. Necht’ v = −Bu a v+ je vektor určený vztahem (502). Pak plat́ı

−B+u+ =
v+
δ
. (506)

Důkaz. Použijeme-li vztahy (501) a (502) spolu s (482), můžeme psát

B+u+ = β̃Bu− α̃B(d−Hy) +
1

δ̃
B(d−Hy)(β̃b̃− α̃c̃)

−ψ
δ̃
(δ̃Bu− γ̃B(d−Hy))(β̃δ̃ã− α̃δ̃b̃− β̃γ̃b̃+ α̃γ̃c̃)

=
β̃

δ̃
(δ̃Bu− γ̃B(d−Hy)) +

ψ

δ̃
(δ̃Bu− γ̃B(d−Hy))(α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã+ β̃(ãc̃− b̃2)).

Ale β̃ = −(δ̃ + c̃) podle (503) a

α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã+ β̃(ãc̃− b̃2) =
B +D

c̃
,

jako v části (a) d̊ukazu lemmatu 54, takže

B+u+ = −(δ̃Bu− γ̃B(d−Hy))

(
δ̃ + c̃

δ̃
− ψ

δ̃c̃
(B +D)

)
,

což spolu s (505) dává (506). 2

Dosad́ıme-li hodnotu (496) nebo hodnotu (497) do vztahu (485), dostaneme pozitivně definitńı matici
H+ (je-li matice H pozitivně definitńı a plat́ı-li B + D > 0). Daľśı vhodné hodnoty parametru φ lze
źıskat přetransformováńım rekurentńıho vztahu (476) na H+ = H + ŪM̄ŪT , kde Ū = PU = P [d,Hy] a
P = Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1 (P je matice projekce do L(Ũ)). Dostaneme tak aktualizace z Davidonovy
tř́ıdy zapsané ve tvaru použitém v práci [44]. V tomto př́ıpadě plat́ı

H + ŪM̄ŪT = H + Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1UM̄UTH−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨT ,

takže H + ŨM̃ŨT = H + ŪM̄ŪT , pokud

M̃ = (ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1UM̄UTH−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1. (507)

Z vyjádřeńı (507) je patrné, že matice M̃ je jednoznačně určena matićı M̄ . Jsou-li matice ŨTH−1Ũ a
ŨTH−1U regulárńı (plat́ı-li ãc̃ − b̃2 > 0 a D > 0), je matice M̄ jednoznačně určena matićı M̃ . Výhoda
transformovaných aktualizaćı spoč́ıvá v tom, že maj́ı podobné vlastnosti jako aktualizace patř́ıćı do Broy-
denovy tř́ıdy.
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Věta 116. Necht’H+ = H+ŪM̄ŪT , kde H je symetrická pozitivně definitńı matice a Ū = PU = P [d,Hy],
kde P = Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1 a Ũ = [u, d−Hy]. Pak H+y = d plat́ı právě tehdy, když

M̄ =


1

b̄

(
η̄
ā

b̄
+ 1
)
, − η̄

b̄

− η̄
b
,

η̄ − 1

ā

 , (508)

kde η̄ je volný parametr a[
c̄ b̄
b̄ ā

]
= (PU)TH−1PU = UTH−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1U, (509)

takže ā = yTPHy, b̄ = yTPd, c̄ = dTH−1Pd) (č́ısla ā, b̄, c̄, která maj́ı podobný význam jako č́ısla a, b, c
v (305), se lǐśı od č́ısel ã, b̃, c̃ v (486)).

Důkaz Jelikož P (d − Hy) = d − Hy a PŪ = Ū (nebot’ d − Hy ∈ L(U) a P 2 = P ), můžeme kvazi-
newtonovskou podmı́nku zapsat ve tvaru

ŪM̄ŪTPT y = Pd− PHy.

Ale

PTH−1P = H−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1

= H−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨTH−1 = H−1P = PTH−1 (510)

takže ŪTPT y = ŪTPTH−1Hy = ŪTPTH−1PHy = ŪTH−1PHy, což po dosazeńı do kvazinewtonovské
podmı́nky dává

[Pd, PHy]

[
m̄1, m̄2,
m̄2, m̄3

] [
b̄
ā

]
= Pd− PHy,

kde [
c̄, b̄
b̄, ā

]
= ŪTH−1Ū = [d,Hy]TPTH−1P [d,Hy] = [d,Hy]TH−1[Pd, PHy].

Porovnáme-li koeficienty u Pd a PHy, dostaneme

m̄1b̄+ m̄2ā = 1,

m̄2b̄+ m̄3ā = −1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m2 = −η̄/b a zbylé prvky m̄1, m̄3 urč́ıme řešeńım uvedených
rovnic. T́ım dostaneme matici M̄ uvedenou ve větě 116. 2

Poznámka 193. Vztah H+ = H + ŪM̄ŪT můžeme roznásobit. Plat́ı

H+ = H +
1

b̄
Pd(Pd)T − 1

ā
PHy(PHy)T +

η̄

ā

( ā
b̄
Pd− PHy

)( ā
b̄
Pd− PHy

)T
. (511)

Pro tuto aktualizaci plat́ı stejné úvahy jako pro aktualizaci (288). Matice H+ je pozitivně definitńı, pokud
η̄ > η̄∗, kde η̄∗ = −b̄2/(āc̄ − b̄2). Pro η̄ = 0 dostaneme analogii metody DFP a pro η̄ = 1 dostaneme
analogii metody BFGS.

Poznámka 194. Aktualizaci (511) můžeme vyjádřit v inverzńım tvaru. Použije se k tomu stejný postup
jako v d̊ukazu věty 80 a rovnost BP = PTB, která plyne z (510). Plat́ı

B+ = B +
1

b̄
PT y(PT y)T − 1

c̄
PTBd(PTBd)T +

β̄

c̄

( c̄
b̄
PT y − PTBd

)( c̄
b
PT y − PTBd

)T
, (512)
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kde
β̄η̄(āc̄− b̄2) + (β̄ + η̄)b̄2 = b̄2.

Pro tuto aktualizaci plat́ı stejné úvahy jako pro aktualizaci (308). Matice B+ je pozitivně definitńı, pokud
b̄ > 0 a β̄ > β̄∗, kde β̄∗ = −b̄2/(āc̄ − b̄2). Pro β̄ = 0 dostaneme analogii metody BFGS a pro β̄ = 1
dostaneme analogii metody DFP.

Poznámka 195. Při realizaci rekurentńıho vztahu (511) matici P obvykle nekonstruujeme. Mı́sto toho
určujeme př́ımo vektory Pd a PHy. Plat́ı

P =
1

ãc̃− b̃2
[u, d−Hy]

[
c̃ −b̃

−b̃ ã

] [
uTH−1

(d−Hy)TH−1

]
,

což spolu s (481) dává

PHy =
β̃ã− α̃b̃

ãc̃− b̃2
(d−Hy)− β̃b̃− α̃c̃

ãc̃− b̃2
u. (513)

Dále plat́ı
Pd = d−Hy + PHy, (514)

nebot’ d−Hy ∈ L(Ũ), takže Pd−PHy = P (d−Hy) = d−Hy. Vztah (513) můžeme použ́ıt pouze tehdy,
když ãc̃ − b̃2 ̸= 0. V opačném př́ıpadě je vektor u rovnoběžný s vektorem d −Hy, takže matice projekce
má tvar

P =
(d−Hy)(d−Hy)TH−1

(d−Hy)TH−1(d−Hy)

a tedy PHy = (β̃/c̃)(d−Hy). Podobným zp̊usobem postupujeme při realizaci rekurentńıho vztahu (512).
Protože PT = H−1Ũ(ŨTH−1Ũ)−1ŨT = Ṽ (Ṽ TB−1Ṽ )−1Ṽ TB−1, můžeme použ́ıt dualitu, jej́ıž pomoćı
dostaneme

PTBd =
δ̃ã− γ̃b̃

ãc̃− b̃2
(y −By)− δ̃b̃− γ̃c̃

ãc̃− b̃2
v (515)

a
PT y = y −Bd+ PTBd. (516)

Jsou-li vektory v a y −Bd lineárně závislé, plat́ı PTBd = (δ̃/c̃)(y −Bd).

Nyńı odvod́ıme vztah mezi parametry φ a η̄ v (485) a (511).

Lemma 56. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 54 a necht’ ā, b̄, c̄ jsou hodnoty definované vztahem
(509). Pak plat́ı

ā =
A+D

c̃(ãc̃− b̃2)
b̄ =

B +D

c̃(ãc̃− b̃2)
c̄ =

C +D

c̃(ãc̃− b̃2)
(517)

a

āc̄− b̄2 =
D

ãc̃− b̃2
. (518)

Důkaz Použijeme-li vztahy (486), (488) a (509), můžeme psát[
c̄ b̄
b̄ ā

]
=

1

ãc̃− b̃2

[
α̃+ b̃ β̃ + c̃

α̃ β̃

] [
c̃ −b̃

−b̃ ã

] [
α̃+ b̃ α̃

β̃ + c̃ β̃

]
=

1

ãc̃− b̃2

[
α̃c̃− β̃b̃ β̃ã− α̃b̃+ ãc̃− b̃2

α̃c̃− β̃b̃ β̃ã− α̃b̃

] [
α̃+ b̃ α̃

β̃ + c̃ β̃

]
,

202



takže

ā =
α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã

ãc̃− b̃2
,

b̄ =
α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã+ β̃(ãc̃− b̃2)

ãc̃− b̃2
,

c̄ =
α̃2c̃− 2α̃β̃b̃+ β̃2ã+ (2β̃ + c̃)(ãc̃− b̃2)

ãc̃− b̃2
.

Stejný výsledek dostaneme (podobně jako v části (a) d̊ukazu lemmatu 54), dosad́ıme-li (487) do výraz̊u
(517). Vztah (518) plyne bezprostředně z (486), (488) a (509). 2

Věta 117. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 54 a B+D ̸= 0. Pak aktualizace (485) je ekvivalentńı
aktualizaci (511) právě tehdy, když

φ =
c̃2D

(A+D)(B +D)

(
1− β̃

η̄

b̄

)
, (519)

kde b̄ je č́ıslo uvedené v (517).

Důkaz Podobně jako v odd́ılu 4.1 lze psát detH+/detH = δ̄ a z (490) plyne, že detH+/detH = δ,
což dohromady dává δ = δ̄. Použijeme-li (492) a (302) (s pruhovanými veličinami) spolu s (517) a (518),
dostaneme

β̃ + c̃

β̃
− φ

β̃c̃
(B +D) = η̄

āc̄− b̄2

āb̄
+
b̄

ā
= η̄

c̃2(ãc̃− b̃2)D

(A+D)(B +D)
+
B +D

A+D
.

Plat́ı tedy

φ
B +D

β̃c̃
=
B

A
− B +D

A+D
− η̄

c̃2(ãc̃− b̃2)D

(A+D)(B +D)

(nebot’ (β̃ + c̃)/β̃ = B/A podle (487)). Použijeme-li znovu (487), dostaneme

B

A
− B +D

A+D
=

(B −A)D

β̃(A+D)
=

c̃D

β̃(A+D)
,

takže

φ =
c̃2

(A+D)(B +D)

(
1− η̄

β̃c̃(ãc̃− b̃2)

B +D

)
,

což po úpravě dává (519). 2

Poznámka 196. Použit́ım duality dostaneme

ψ =
c̃2D

(A+D)(B +D)

(
1− δ̃

β̄

b̄

)
. (520)

Poznámka 197. Polož́ıme-li η̄ = 0 nebo β̄ = 1 (analogie metody DFP), dostaneme

φ =
c̃2D

(A+D)(B +D)
, ψ =

c̃2D

(B +D)2
, δ =

b̄

ā
=
B +D

A+D
.

Polož́ıme-li η̄ = 1 nebo β̄ = 0 (analogie metody BFGS), dostaneme

φ =
c̃2D

(B +D)2
, ψ =

c̃2D

(B +D)(C +D)
, δ =

c̄

b̄
=
C +D

B +D
.

Daľśı hodnoty jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.
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η̄ β̄ φ ψ δ

0 1
c̃2D

(A+D)(B +D)

c̃2D

(B +D)2
B +D

A+D

1 0
c̃2D

(B +D)2
c̃2D

(B +D)(C +D)

C +D

B +D

b̄

b̄+ ā

b̄

b̄+ c̄

2c̃2D

(A+B + 2D)(B +D)

2c̃2D

(B +D)(B + C + 2D)

B + C + 2D

A+B + 2D

b̄

b̄− ā

b̄

b̄− c̄
0 0

β̃ + c̃

β̃

b̄(c̄− b̄)

āc̄− b̄2
b̄(ā− b̄)

āc̄− b̄2
c̃2(D −B)

(A+D)(B +D)

c̃2(D −B)

(B +D)(C +D)

C +D

A+D

b̄(ā− b̄)

āc̄− b̄2
b̄(c̄− b̄)

āc̄− b̄2
c̃2

B +D

c̃2

B +D
1

Poznámka 198. Při výpočtu směrového vektoru s+ můžeme ušetřit aritmetické operace, nahrad́ıme-li
vztah (459) vzorcem obsahuj́ıćım vektor Hy źıskaný při výpočtu matice H+. Podobným zp̊usobem jako v
d̊ukazu věty 107 lze použit́ım (485) snadno ukázat, že plat́ı

s+ = −H+g+ = s−Hy − (d−Hy)T g+

β̃
(d−Hy) + φ

uT+g+

β̃
u+ (521)

Závěrem poṕı̌seme základńı algoritmus, kterým se realizuj́ı metody s proměnnou metrikou z Davidonovy
tř́ıdy. Nejprve uvedeme několik poznámek k implementaci jednotlivých krok̊u tohoto algoritmu.

(1) Základńı kroky algoritmu (výpočet směrového vektoru a výběr délky kroku) jsou stejné jako u algo-
ritmu realizuj́ıćıho metody z Broydenovy tř́ıdy. Vztah (459) můžeme nahradit vzorcem (521).

(2) K aktualizaci (485) potřebujeme hodnotu ã = uTH−1u. Tuto hodnotu lze určit řešeńım soustavy
lineárńıch rovnic, což vyžaduje O(n3) aritmetických operćı. Tomu se lze vyhnout, použ́ıváme-li
vektor Bu, který źıskáváme rekurentně tak, že polož́ıme v = −Bu, vypočteme vektor v+ podle
(502), a polož́ıme B+u+ = −v+/δ (věta 115).

(3) Jednoduché použit́ı vztahu (482) může zp̊usobit exponenciálńı nár̊ust normy vektoru u. Protože
výsledek aktualizace (485) nezáviśı na normě vektoru u, je výhodné tento vektor předem normalizo-
vat. Děláme to tak, že před provedeńım aktualizace spočteme hodnoty ã, c̃, polož́ıme λ =

√
c̃/ã a

vektory u, v vynásobńıme č́ıslem λ. Potom je třeba položit ã = c̃.

(4) Je účelné aktualizaci (485) vhodně škálovat (použ́ıvá se počátečńı nebo ř́ızené škálováńı). Děláme
to tak, že před provedeńım aktualizace spočteme hodnoty a, c podle (78), polož́ıme γ =

√
c/a a

vynásob́ıme matici H a vektor u č́ıslem γ a vektor v = −Bu č́ıslem 1/γ.

Algoritmus metody s proměnnou metrikou z Davidonovy tř́ıdy lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 9. Data ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, ε > 0, γ = 0.7, γ = 6.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme F1 := F (x1), g1 := g(x1). Zvoĺıme počátečńı
symetrickou pozitivně definit́ı matici H1 (obvykle H1 := I) a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme si := −Higi. Použit́ım
algoritmu 1 najdeme novou aproximaci řešeńı xi+1 a polož́ıme Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1).

Krok 3 Polož́ıme di := xi+1 − xi, yi := gi+1 − gi a jestliže i = 1, polož́ıme ui := Hiyi a vi := yi.
Vypočteme vektory Hiyi, Bidi := −(∥di∥/∥si∥)gi a č́ısla ai := yTi Hiyi, bi := yTi di, ci := dTi Bidi.
Rozhodneme-li se v i-té iteraci škálovat, polož́ıme γi :=

√
ci/ai, Hi := γiHi, ui := γiui,

ai := γiai, vi := vi/γi a ci := ci/γi.
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Krok 4 Vypočteme č́ısla ãi := −uTi vi, c̃i := ai−2bi+ci a λi :=
√
c̃i/ãi. Polož́ıme ui := λiui, vi := λivi,

ãi = c̃i a vypočteme č́ısla α̃i := yTi ui, β̃i := bi − ai, γ̃i := dTi vi, δ̃i := bi − ci a b̃i := −(γ̃i + α̃i).
Vypočteme č́ısla Ai, Bi, Ci, Di podle (487). Jestliže Bi +Di ≤ 0, přejdeme na krok 6.

Krok 5 Zvoĺıme hodnotu parametru φi a j́ı odpov́ıdaj́ıćı hodnotu č́ısla δi (pro analogii metody BFGS
voĺıme φi = c̃2iDi/(Bi +Di)

2 a δi = (Ci +Di)/(Bi +Di)). Vypočteme vektory ui+1 := β̃iui −
α̃i(di −Hiyi), vi+1 := δ̃ivi − γ̃i(yi −Bidi) a matici Hi+1 podle (485). Polož́ıme vi+1 := vi+1/δi,
zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Krok 6 Zvoĺıme hodnotu parametru ηi a urč́ıme matici Hi+1 podle (288) (pro metodu BFGS voĺıme
ηi = 1). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

4.10 Numerické porovnáńı metod s proměnnou metrikou

V tomto odd́ılu porovnáme účinnost vybraných metod s proměnnou metrikou a jejich modifikaćı. Použijeme
přitom soubor 91 testovaćıch úloh s 200 proměnnými (TEST28 z odd́ılu 1.5 bez úlohy 45). Nejprve
porovnáme základńı metody z Broydenovy tř́ıdy s r̊uznými škálovaćımi a korekčńımi strategiemi. V ta-
bulce 3 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

DFP - metoda Davidona, Fletchera a Powella (289),

BFGS - metoda Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shanna (290),

H - Hoshinova metoda (292),

R1+ - modifikovaná metoda hodnosti 1 (355)–(356),

OC - optimálně podmı́něná metoda použ́ıvaj́ıćı vzorec (384) zp̊usobem uvedeným ve větě 95,

VS - variačně odvozená metoda (392),

VL+ - variačně odvozená metoda (474)–(475).

Jednotlivé metody jsou realizovány bez škálováńı NS, s počátečńım škálováńım PS a s ř́ızeným škálováńım
CS (poznámka 172), a to bez korekce (ρ = 1) nebo s homogenńı korekćı (408). Pro srovnáńı jsou též
uvedeny výsledky źıskané metodou sdružených gradient̊u CG, což je algoritmus 5, kde použ́ıváme volbu HST+

(vzorce (174), 175), (176)) a proceduru pro výběr délky kroku převzatou z programu CG-DESCENT. Metody
s proměnnou metrikou (kromě metody DFP) byly realizovány jako metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı
slabou Wolfeho podmı́nku s ε1 = 0.0001 a ε2 = 0.9 (metoda DFP v tomto př́ıpadě nespočetla třetinu úloh).
Metody DFP a CG byly realizovány jako metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı silnou Wolfeho podmı́nku s
ε1 = 0.0001 a ε2 = 0.1.
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Bez korekce: ρ = 1 S korekćı: ρ podle (408)
Metoda NIT NFV selháńı čas NIT NFV selháńı čas
DFP/NS 34068 77454 1 6.06 31419 71302 - 5.77
DFP/PS 44642 110644 5 9.61 41036 98867 4 9.87
DFP/CS 25441 58930 - 4.35 24534 57508 - 4.22
BFGS/NS 30177 55759 - 7.27 29857 54502 - 7.53
BFGS/PS 36268 39434 - 5.28 32800 35748 - 4.75
BFGS/CS 19428 22134 - 2.77 19292 22468 - 2.73

H/NS 34562 50457 - 6.77 35624 51457 - 7.00
H/PS 46641 48032 - 6.86 43061 44874 - 6.27
H/CS 22373 24112 - 3.13 22070 23975 - 3.07

R1+/NS 26433 52019 - 6.73 26345 51980 - 7.00
R1+/PS 24665 29378 - 3.38 24337 29265 - 3.22
R1+/CS 20653 23409 - 2.96 24913 28337 - 3.46
OC/NS 29308 45884 - 6.19 30841 47254 - 6.22
OC/PS 34766 36844 - 4.85 32573 34843 - 4.46
OC/CS 20263 22137 - 2.83 21007 23250 - 2.91
VS/NS 26608 54155 - 7.08 28096 55503 - 7.11
VS/PS 29097 33172 - 4.16 28252 32530 - 4.05
VS/CS 19821 22137 - 2.83 18950 23214 - 2.73

VL+/NS 27429 43773 - 6.17 27285 43244 - 6.05
VL+/PS 28835 31293 - 4.02 25951 28195 - 3.66
VL+/CS 18800 20678 - 2.71 17966 19923 - 2.60

CG 157391 315435 3 6.63 –

Tabulka 3: TEST28 – 91 úloh

Tabulka 3 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, počet
selháńı a celkový čas výpočtu. K selháńı došlo, když nestačilo 8000 iteraćı nebo 8000 vyč́ısleńı funkčńı
hodnoty pro vyřešeńı dané úlohy. Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Metoda DFP je velmi neefektivńı, použ́ıváme-li standardńı výběr délky kroku založený na splněńı
slabé Wolfeho podmı́nky.

• Řı́zené škálováńı velmi zvyšuje efektivitu metod s proměnnou metrikou (podobnou vlastnost má i
intervalové škálováńı).

• Metodu hodnosti 1 je třeba nahradit jinou metodou (např́ıklad metodou BFGS) v př́ıpadě, že hodnota
ηR1 nevycháźı kladná (dostaneme tak metodu s parametrem η = ηR1+).

• Efektivita metody BFGS může být překonána vhodnou volbou parametru η (např́ıklad volbou
η = ηV L+).

• Metody s proměnou metrikou jsou pro standardńı (husté) úlohy menš́ıch rozměr̊u (do 250 proměnných)
mnohem efektivněǰśı než metoda CG. To samozřejmě neplat́ı pro rozsáhlé úlohy, pro které je bud’
nemožné nebo nevhodné pracovat s plnými maticemi.

V tabulce 4 jsou uvedeny výsledky źıskané testováńım některých modifikaćı metod s proměnnou
metrikou (jsou použity stejné testovaćı úlohy jako v předchoźım př́ıpadě). Byly testovány tyto metody:

MBFGS - dvoukroková metoda BFGS využ́ıvaj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku (473),

DBFGS - analogie metody BFGS z Davidonovy tř́ıdy (poznámka 197),

BFGS - metoda Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shanna (290) bez korekce (s ρ = 1),

VL+ - variačně odvozená metoda (474), (475) bez korekce (s ρ = 1),
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Tyto metody (kromě metody MBFGS) použ́ıvaj́ı bud’ základńı vztah (459) nebo úsporné vzorce (460) a
(521).

Směrový vektor (459) Směrový vektor (460) a (521)
Metoda NIT NFV selháńı čas NIT NFV selháńı čas

MBFGS/NS 28015 54305 - 7.70 –
MBFGS/PS 28640 32109 - 4.27 –
MBFGS/CS 18248 24279 - 2.73 –
DBFGS/NS 25117 51768 - 7.34 26150 53061 - 6.77
DBFGS/PS 29266 34218 - 4.21 30936 36104 - 3.33
DBFGS/CS 18313 23857 - 2.71 18401 23721 - 2.05
BFGS/NS 30177 55759 - 7.27 30187 55658 - 6.19
BFGS/PS 36268 39434 - 5.28 35206 37620 - 3.83
BFGS/CS 19428 22134 - 2.77 19919 22682 - 2.09
VL+/NS 27429 43773 - 6.17 27020 43996 - 5.07
VL+/PS 28835 31293 - 4.02 28412 30733 - 2.90
VL+/CS 18800 20678 - 2.71 19015 20801 - 1.99

Tabulka 4: TEST28 – 91 úloh

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Modifikované metody MBFGS a DBFGS jsou efektivněǰśı (měřeno počtem vyč́ıslených funkčńıch hodnot)
než standardńı metoda BFGS, použ́ıváme-li je bez škálováńı nebo s počátečńım škálováńım. Ř́ızené
škálováńı zvyšuje efektivitu všech uvedených metod, nejv́ıce se to však projev́ı u standardńıch metod
s proměnnou metrikou, které pak dávaj́ı lepš́ı výsledky.

• Použit́ı úsporných vzorc̊u (460) a (521) nezhoršuje rychlost konvergence metod s proměnnou metrikou,
zvyšuje však jejich efektivitu měřenou dobou výpočtu.

• Metoda VL+ se zdá být opět nejvhodněǰśı.
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5 Metody s lokálně omezeným krokem

Newtonova netoda, realizovaná jako metoda spádových směr̊u, určuje směrový vektor si přesným nebo
nepřesným řešeńım soustavy rovnic Bisi + gi = 0, kde Bi = Gi. Je-li symetrická matice Bi pozitivně
definitńı, je vektor si globálńım minimem kvadratické funkce (524) nebo jeho aproximaćı, čili přesným
nebo nepřesným řešemı́m úlohy

si = argmin
s∈Rn

Qi(s). (522)

Tento př́ıstup nelze použ́ıt, je-li matice Bi indefinitńı (takže funkce Qi(x) neńı zdola omezená a úloha (522)
nemá konečné řešeńı). Abychom źıskali konečné řešeńı, je třeba připojit k úloze (522) dodatečné omezeńı
∥si∥ ≤ ∆i, kde ∆i je poloměr nadkoule, která se nazývá oblast́ı přijatelnosti. Metody s lokálně omezeným
krokem určuj́ı směrový vektor si přesným nebo nepřesným řešemı́m úlohy

si = argmin
∥s∥≤∆i

Qi(s), (523)

splňuj́ıćım podmı́nky (T1), uvedené v definici 40. Výběr délky koku podle (T2) je velmi jednoduchý.
Důležitou součást́ı metod s lokálně omezeným krokem je adaptivńı určováńı poloměru oblasti přijatelnosti
podle pravidel (T3).

5.1 Základńı vlastnosti metod s lokálně omezeným krokem

Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Qi(s) = gTi s+
1

2
sTBis (524)

pro kvadratickou funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl F (xi + s)− F (xi) a označeńı

ωi(s) =
Bis+ gi
∥gi∥

(525)

pro přesnost určeńı směrového vektoru (předpokládáme, že ∥gi∥ ≠ 0, nebot’ v opačném př́ıpadě je bod xi
stacionárńım bodem funkce F ). Dále budeme použ́ıvat označeńı

ρi(s) =
F (xi + s)− F (xi)

Qi(s)
(526)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F .

Definice 40. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou s lokálně
omezeným krokem, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ δ∆i, (T1a)

∥si∥ < δ∆i ⇒ ∥ωi(si)∥ ≤ ωi ≤ ω, (T1b)

−Qi(si) ≥
ν

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
, (T1c)

kde 0 < δ ≤ 1 ≤ δ, 0 < ν ≤ 1 a 0 ≤ ω < 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1, (T2b)

a č́ısla 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ β∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (T3a)
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ρi(si) ≥ ρ ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ min(γ∆i,∆), (T3b)

kde 0 < ρ < 1 a 0 < β ≤ β < 1 < γ, přičemž β δ < 1. Řekneme, že metoda s lokálně omezeným krokem je
striktńı metodou s lokálně omezeným krokem, jsou-li podmı́nky (T2a) a (T2b) nahraženy podmı́nkami

ρi(si) < ρ ⇒ αi = 0, (T2c)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ αi = 1. (T2d)

Poznámka 199. Zvoĺıme-li ω = 0 nebo ω > 0, dostaneme přesné nebo nepřesné metody s lokálně
omezeným krokem. Př́ıpad, kdy δ < 1 < δ, má význam při přibližném výpočtu optimálńıho lokálně
omezeného kroku. V ostatńıch př́ıpadech lze pokládat δ = 1 a δ = 1. Č́ıslo ν neńı vněǰśım parametrem
metody. Jeho existence muśı být zaručena, ale jeho velikost záviśı na zvolené metodě (obvykle ν = 1).
Podmı́nka (T3b) se obvykle realizuje tak, že

ρ ≤ ρi(si) ≤ ρ ⇒ ∆i+1 = ∆i, (T3c)

ρi(si) > ρ, ∥si∥ < δ∆i ⇒ ∆i+1 = ∆i, (T3d)

ρi(si) > ρ, ∥si∥ ≥ δ∆i ⇒ ∆i+1 = min(γ∆i,∆), (T3e)

kde 0 < ρ < ρ < 1 a γ > 1. Č́ıslo ∆ > 0 slouž́ı k omezeńı délky kroku, abychom se nedostali mimo definičńı
obor funkce F (nebo mimo oblast kde tato funkce nabývá rozumných hodnot). Nerovnost na levé straně
(T3b) lze zapsat ve tvaru

F (xi)− F (xi+1) ≥ −ρQi(si). (527)

Poznámka 200. Jelikož z (T2c) plyne (T2a), plat́ı pro striktńı metody s lokálně omezeným krokem stejná
tvrzeńı jako pro obecné metody s lokálně omezeným krokem. Striktńı metody s lokálně omezeným krokem
maj́ı poněkud výhodněǰśı teoretické vlastnosti (plat́ı pro ně věta 119 a věta 121). Co se týče numerické
efektivity, oba typy metod s lokálně omezeným krokem se př́ılǐs nelǐśı. Podmı́nka (T2c) vyžaduje menš́ı
hodnotu parametru ρ (např́ıklad ρ = 0.01) než podmı́nka (T2a) (kde stač́ı ρ = 0.1). Striktńı metody s
lokálně omezeným krokem lze modifikovat tak, že použijeme dva parametry 0 < ρ

1
< ρ

2
< 1, přičemž ρ

1
vystupuje v (T2) a ρ

2
vystupuje v (T3).

Poznámka 201. V podmı́nce (T1c) se někdy použ́ıvá ∥si∥ mı́sto ∆i, což je možné, nebot’ podle (T1a)
plat́ı ∆i ≥ ∥si∥/δ, takže nahrad́ıme-li č́ıslo ν pod́ılem ν/δ, z̊ustane platnost podmı́nky (T1c) zachována.
Nav́ıc ∆i se v podmı́nce (T1c) uplatňuje většinou tehdy, když ∥si∥ ≥ δ∆i (viz d̊ukaz věty 124).

Poznámka 202. Normy v (T1) a (T3) mohou být i jiné než eukleidovské. V tomto př́ıpadě se využ́ıvá
ekvivalence norem. Pro libovolnou vektorovou normu ∥s∥∗ existuj́ı č́ısla ξ a ξ taková, že ξ∥s∥ ≤ ∥s∥∗ ≤ ξ∥s∥
∀s ∈ Rn. Pod́ıl ξ/ξ pak vystupuje v odpov́ıdaj́ıćıch vzorćıch.

Poznámka 203. Při vyšetřováńı metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ∥si∥ < δ∆i},
N2 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ}.

Poznamenejme, že z i ∈ N2 plyne ∆i+1 ≥ ∆i a že i ̸∈ N2 implikuje ∆i+1 ≤ β∆i < ∆i.

Nejprve dokážeme globálńı konvergenci metod s lokálně omezeným krokem.
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Lemma 57. Aplikujeme-li metodu s lokálně omezeným krokem na funkci F : D → R, která splňuje
předpoklad F3, existuje konstanta 0 < c < 1 taková, že

∥si∥ ≥ c
mi

Mi
, (528)

kde
mi = min

1≤j≤i
∥gj∥,

Mi = max
1≤j≤i

∥Bj∥.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Pak podle (T1b) plat́ı

|∥Bisi∥ − ∥gi∥| ≤ ∥Bisi + gi∥ = ∥ωi(si)∥∥gi∥ ≤ ω∥gi∥,

takže bud’ ∥Bisi∥ ≥ ∥gi∥ nebo ∥Bisi∥ < ∥gi∥ a ∥Bisi∥ ≥ (1−ω)∥gi∥. Spojeńım těchto nerovnost́ı dostaneme
∥Bi∥∥si∥ ≥ ∥Bisi∥ ≥ (1− ω)∥gi∥, což dává

∥si∥ ≥ (1− ω)
∥gi∥
∥Bi∥

≥ (1− ω)
mi

Mi
. (529)

(b) Necht’ i ̸∈ N1 a i ̸∈ N2. Pak podle definice množiny N2 a funkce Qi(s) plat́ı

F (xi + si)− F (xi) ≥ ρQi(si) = ρ

(
gTi si +

1

2
sTi Bisi

)
≥ ρ

(
gTi si − ∥Bi∥∥si∥2

)
.

Z druhé strany použit́ım (13) dostaneme

F (xi + si)− F (xi) ≤ gTi si +G∥si∥2,

což dohromady dává
(G+ ρ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ (ρ− 1)gTi si.

Podle (T1c) plat́ı

−ν
2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
≥ Qi(si) ≥ gTi si − ∥Bi∥∥si∥2,

což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

(G+ ρ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ (ρ− 1)gTi si ≥ (ρ− 1)∥Bi∥∥si∥2 −
ν(ρ− 1)

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
,

neboli

(G+ ∥Bi∥)∥si∥2 ≥
ν(1− ρ)

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
,

takže bud’

∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ
∥gi∥
∥Bi∥

≥ δ
mi

Mi
, (530)

nebo

(G+ ∥B1∥)
Mi

∥B1∥
∥si∥2 ≥ (G+Mi)∥si∥2 ≥ (G+ ∥Bi∥)∥si∥2 ≥

ν(1− ρ)

2
∥gi∥∆i ≥

ν(1− ρ)

2δ
∥gi∥∥si∥,

což dává

∥si∥ ≥
ν(1− ρ)∥B1∥
2δ(G+ ∥B1∥)

∥gi∥
Mi

≥
ν(1− ρ)∥B1∥
2δ(G+ ∥B1∥)

mi

Mi
. (531)

210



(c) Necht’ i = 1. Pokud ∥g1∥ = 0, plat́ı zřejmě ∥s1∥ ≥ ∥g1∥/∥B1∥ ≥ m1/M1. Pokud ∥g1∥ ̸= 0, můžeme
psát

∥s1∥ =
∥s1∥∥B1∥

∥g1∥
∥g1∥
∥B1∥

≥ ∥s1∥∥B1∥
∥g1∥

m1

M1
(532)

(d) Necht’ i ̸∈ N1, i ∈ N2 a i ̸= 1. Necht’ k < i je největš́ı index pro který neplat́ı současně k ̸∈ N1, k ∈ N2

a k ̸= 1. Pak podle (T1) a (T3) plat́ı

∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ∆i−1 ≥ · · · ≥ δ∆k+1 ≥ β δ∥sk∥,

takže podle (529)–(532) plat́ı

∥si∥ ≥ β δ∥sk∥ ≥ c
∥gk∥
Mk

≥ c
mk

Mk
≥ c

mi

Mi
,

kde

c = β δmin

(
(1− ω), δ,

ν(1− ρ)∥B1∥
2δ(G+ ∥B1∥)

,
∥s1∥∥B1∥

∥g1∥

)
. (533)

2

Poznámka 204. Z části (d) d̊ukazu lemmatu 57 plyne, že pro libovolný index i ∈ N2 existuje index k ≤ i
takový, že ∥si∥ ≥ c ∥gk∥/Mk, kde 0 < c < 1 je č́ıslo určené vztahem (533).

Lemma 58. (Powell) Necht’ ∆i, i ∈ N , a Mi, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti kladných č́ısel a N2 ⊂ N .
Necht’

∆i ≥
µ

Mi
> 0, i ∈ N, (534)

kde µs > 0,

∆i+1 ≤ γ∆i, i ∈ N2, (535)

∆i+1 ≤ β∆i, i ̸∈ N2, (536)

Mi+1 ≥ Mi, i ∈ N, (537)

kde 0 < β < 1 < γ, a ∑
i∈N2

1

Mi
<∞. (538)

Pak ∑
i∈N

1

Mi
<∞. (539)

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N , necht’ r je přirozené č́ıslo takové, že βr−1γ < 1 (takové č́ıslo existuje nebot’ β < 1
a γ < ∞) a necht’ p(i) je počet index̊u z množiny {1, . . . , i}, které jsou prvky množiny N2 (čili p(i) je
mohutnost množiny {1, . . . , i} ∩N2). Necht’ i ∈ N4, kde

N4 = {i ∈ N : rp(i) < i}.

Pak podle (535) a (536) pro i ∈ N4 plat́ı

∆i ≤ γp(i−1)βi−1−p(i−1)∆1 ≤ γ(i−1)/rβ(r−1)(i−1)/r∆1 ≤
(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1.

Protože podle předpokladu je γβr−1 < 1, můžeme psát

∑
i∈N4

∆i ≤
∑
i∈N4

(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1 ≤
∞∑
i=1

(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1 =
∆1

1−
(
γβ(r−1)

)1/r <∞.
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Použijeme-li nyńı (534), dostaneme ∑
i∈N4

1

Mi
≤ 1

µ

∑
i∈N4

∆i <∞.

(b) Nyńı stač́ı dokázat, že ∑
i∈N5

1

Mi
<∞,

kde N5 = N \N4, takže N5 = {i ∈ N : rp(i) ≥ i}. Označme

N2 = {i1, i2, i3 . . . }, N5 = {k1, k2, k3 . . . }

(předpokládáme uspořádáńı prvk̊u podle velikosti) a sestrojme množinu

N6 = {l1, l2, l3 . . . } = {i1, . . . , i1︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i2, . . . , i2︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i3, . . . , i3︸ ︷︷ ︸
r−krát

, . . . }.

Z konstrukce množiny N5 plyne, že

rp(kj) ≥ kj ≥ j ∀j ∈ N,

takže podle definice množiny N6 dostaneme

lj ≤ lrp(kj) = ip(kj) ≤ kj ∀j ∈ N,

nebot’ ip(kj) je posledńı prvek množiny {1, . . . , kj} ∩N2. Podle (537) tedy plat́ı Mlj ≤Mkj ∀j ∈ N , takže
podle (538) dostaneme

∑
i∈N5

1

Mi
=

∞∑
j=1

1

Mkj

≤
∞∑
j=1

1

Mlj

=
∑
i∈N6

1

Mi
= r

∑
i∈N2

1

Mi
<∞,

což spolu s (a) dává (539). 2

Věta 118. (globálńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem taková, že

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞, (540)

kde Mi, i ∈ N , jsou č́ısla definovaná v lemmatu 57. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a
F3. Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (541)

Důkaz (a) Předpokládejme, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Pak podle (T1a) a (528)
plat́ı

∆i ≥
1

δ
∥si∥ ≥ c ε

δMi

∆
=

µ

Mi
(542)

∀i ∈ N . Použijeme-li (T2b), (T1c) a (542) můžeme psát

Fi − Fi+1 = F (xi)− F (xi + si) ≥ −ρQi(si) ≥
ρ ν ε

2
min

(
∆i,

ε

Mi

)
≥
ρ ν ε2c

2δ

1

Mi
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∀i ∈ N2, takže

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

(Fi − Fi+1) ≥
ρ ν ε2c

2δ

∑
i∈N2

1

Mi
.

Plat́ı tedy ∑
i∈N2

1

Mi
<∞.

(b) Polož́ıme-li β = β δ < 1 a γ = γ > 1, jsou splněny předpoklady lemmatu 58, takže plat́ı (539) což je
ve sporu s předpokladem (540). 2

Poznámka 205. Předpoklady věty 118 jsou splněny např́ıklad tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené, kdy plat́ı

∥Bi∥ ≤ B, i ∈ N.

Důkaz tohoto d́ılč́ıho tvrzeńı je velmi jednoduchý. Stač́ı část (a) d̊ukazu věty 118 pozměnit tak, že

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

(Fi − Fi+1) ≥
ρ ν ε2c

2δ

∑
i∈N2

1

B
.

Je-li množina N2 nekonečná, dojdeme ihned ke sporu. Je-li množina N2 konečná, muśı podle (T3a) platit
∆i → 0, což je ve sporu s (542), nebot’ Mi ≤ B.

Poznámka 206. Předpoklady věty 118 jsou splněny také tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně
omezené, čili tehdy, když plat́ı

∥Bi∥ ≤ Ci, i ∈ N

a č́ısla Ci vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C∥si∥ ≤ C1 + C δ∆ i,

kde C1 > 0 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty (pak též Mi ≤ Ci, i ∈ N). V tomto př́ıpadě lze psát

∞∑
i=1

1

Mi
≥ 1

C1
+

∞∑
i=1

1

Ci+1
≥ 1

C1
+

∞∑
i=1

1

C1 + C δ∆ i
≥ 1

C1
+

1

C1 + C δ∆

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı.

V poznámce 31 jsme ukázali, že pro metody stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı ∥gi∥ → 0. Nyńı
dokážeme, že totéž plat́ı pro striktńı metody s lokálně omezeným krokem, jsou-li matice Bi, i ∈ N ,
stejnoměrně omezené. Tato věta neplat́ı pro obecné metody s lokálně omezeným krokem, nebot’ vyžaduje
platnost podmı́nky (T2c).

Věta 119. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná striktńı metodou s lokálně omezeným krokem
takovou, že ∥Bi∥ ≤ B, i ∈ N . Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak plat́ı

lim
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz V poznámce 205 jsme ukázali, že

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (543)

Předpokládejme nav́ıc, že
lim sup
i→∞

∥gi∥ > ε > 0.
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Za tohoto předpokladu je množina N2 nekonečná a obsahuje nekonečnou podmnožinu N2 ⊂ N2 takovou,
že ∥gi∥ ≥ ε, i ∈ N2 (kdyby N2 byla konečná, existoval by podle (T2c) index k ∈ N takový, že xi = xk
∀i ≥ k, a podle (543) též ∥gi∥ = 0 ∀i ≥ k). Označme

N2 = {k1, k2, k3, . . . }.

Jelikož posloupnost F (xkj ), j ∈ N , je podle (T2) nerostoućı a podle předpokladu F1 zdola omezená, má
tato posloupnost limitu. Existuje tedy index m ∈ N takový, že

F (xkj )− F (xkj+1) < ρ
ν ε2

8δ
2 min

(
1

B
,
1

G

)
, ∀j ≥ m. (544)

Necht’ j ≥ m a lj je nevětš́ı index takový, že kj ≤ lj < kj+1, přičemž pro kj ≤ l ≤ lj plat́ı ∥gl∥ ≥ ε/(2δ)
(takový index existuje, nebot’ pro l = kj ∈ N2 plat́ı ∥gl∥ ≥ ε > ε/(2δ)). Pak lze podle (527) a (T1c) psát

F (xl)− F (xl+1) ≥ −ρQl(sl) ≥
ρ ν

2
∥gl∥min

(
∆l,

∥gl∥
∥Bl∥

)
≥ ρ

ν ε

4δ
2 min

(
∥sl∥,

ε

2B

)
, ∀kj ≤ l ≤ lj ,

což spolu s (544) dává

ρ
ν ε2

8δ
2 min

(
1

B
,
1

G

)
> F (xkj )− F (xkj+1) ≥ F (xkj )− F (xlj+1)

=

lj∑
l=kj

(F (xl)− F (xl+1)) ≥ ρ
ν ε

4δ
2

lj∑
l=kj

min

(
∥sl∥,

ε

2B

)
.

Porovnáme-li obě strany této nerovnosti, vid́ıme, že př́ıpad, kdy ∥sl∥ ≥ ε/(2B) nemůže pro kj ≤ l ≤ lj
nastat (v opačném př́ıpadě by pravá strana nebyla menš́ı než levá). Můžeme tedy psát

lj∑
l=kj

∥sl∥ <
ε

2
min

(
1

B
,
1

G

)
≤ ε

2G
.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnost́ı (16), dostaneme

∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ ≤ G∥xkj − xlj+1∥ ≤ G

lj∑
l=kj

∥sl∥ <
ε

2
.

Jelikož posloupnost N2 je nekonečná a plat́ı (543), muśı existovat index j ≥ m takový, že lj +1 < kj+1 (a
tedy ∥glj+1∥ < ε/2). Pak podle toho co jsme dokázali plat́ı

∥g(xkj )∥ ≤ ∥g(xlj+1)∥+ ∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ <
ε

2
+
ε

2
= ε,

což je ve sporu s předpokladem, že ∥gkj∥ ≥ ε ∀kj ∈ N2. 2

V daľśı části tohoto odd́ılu budeme předpokládat, že xi → x∗ a že bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (věta 4). Abychom nemuseli stále ověřovat, zda pro daný index i ∈ N již plat́ı
xi ∈ B(x∗, ε), nahrad́ıme předpoklady věty 4 silněǰśımi předpoklady (F4) a (F5) s DF (F ) ⊂ D ⊂ DF . T́ım
se formálně zjednoduš́ı a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě na obecnosti.

Poznámka 207. V následuj́ıćıch třech větách budeme potřebovat aby byla splněna podmı́nka

∆i+1 ≤ γ∥si∥ ∀i ∈ N2, (545)

kde γ δ > 1. Tuto podmı́nku splńıme snadno tak, že polož́ıme ∆i+1 = γ∥si∥, pokud v (T3b) vyjde
∆i+1 > γ∥si∥. Jelikož γ δ > 1, může tento př́ıpad nastat pouze tehdy, když i ∈ N1. Můžeme se snadno
přesvědčit, že po této úpravě z̊ustane zachována platnost obou vět o globálńı konvergenci i platnost věty 123
o superlineárńı konvergenci. Pouze věta 127, týkaj́ıćı se Newtonovy metody s kvazioptimálńım lokálně
omezeným krokem, tuto úpravu nepovoluje. Podmı́nku (545) potřebujeme k odvozeńı nerovnosti (546).
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Nejprve ukážeme, že jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně omezené (poznámka 206) a plat́ı-li (F4), (F5)
a (545), jsou tyto matice stejmoměrně omezené. To má význam při vyšetřováńı superlineárńı konvergence
metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy (věta 231)).

Věta 120. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem, pro
kterou plat́ı (545). Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která
vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak, jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně omezené, jsou stejnoměrně
omezené a plat́ı

∞∑
i=1

∥si∥ <∞.

Důkaz (a) Necht’ k ∈ N2 a l ∈ N2 jsou dva indexy takové že j ̸∈ N2 ∀k < j < l. Pak podle (T1), (T3) a
(545) plat́ı

∥sj∥ ≤ δ∆j ≤ β δ∥sj−1∥ ≤ · · · ≤ (β δ)j−k−1∥sk+1∥ ≤ 1

β
(β δ)j−k∆k+1 ≤ γ

β
(β δ)j−k∥sk∥ (546)

pro k < j < l, neboli

l−1∑
j=k

∥sj∥ ≤ γ

β
∥sk∥

l−1∑
j=k

(β δ)j−k ≤ γ

β
∥sk∥

∞∑
j=k

(β δ)j−k =
γ

β(1− β δ)
∥sk∥

∆
= D∥sk∥,

takže pro libovolný index i ∈ N plat́ı

C1 +
i∑

j=1

C∥sj∥ ≤ D(C1 +

j≤i∑
j∈N2

C∥sj∥) (547)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že množina N2 obsahuje index i = 1).

(b) Nyńı můžeme postupovat podobně jako v d̊ukazu věty 16. Použijeme-li (T1) a (T2), dostaneme

Fi − Fi+1

∥gi∥
≥ −ρQi(si)

∥gi∥
≥
ρ ν

2
min

(
∆i,

∥gi∥
Ci

)
≥
ρ ν

2δ
min

(
∥si∥,

∥gi∥
Ci

)
≥
ρ ν

2δ

∥gi∥∥si∥
∥gi∥+ Ci∥si∥

(548)

pro i ∈ N2, nebot’ pro libovolná kladná č́ısla a, b plat́ı min(a, b) ≥ ab/(a+ b). Dále podle (F4) plat́ı

0 ≥ Fi+1 − Fi ≥ sTi gi +
1

2
G∥si∥2 ≥ −∥si∥∥gi∥+

1

2
G∥si∥2,

neboli

∥si∥ ≤ 2

G
∥gi∥ (549)

pro i ∈ N2 (bez újmy na obecnosti budeme předpokladat, že G ≤ C1, takže G ≤ Ci ∀i ∈ N2). Dosad́ıme-li
tento vztah do (548) a použijeme-li (25), dostaneme

Fi − Fi+1

∥gi∥
≥

ρ ν

2δ

G∥gi∥∥si∥
G∥gi∥+ 2Ci∥gi∥

≥
ρ ν G

6δ

∥si∥
Ci

≥
ρ ν G

6δ C

C∥si∥
C1 +

∑i
j=1 C∥sj∥

≥
ρ ν G

6δ C D

C∥si∥
C1 +

∑j≤i
j∈N2

C∥sj∥

pro i ∈ N2. Pak podobně jako v d̊ukazu věty 16 plat́ı

ρ ν G

6δ C D

∑
i∈N2

C∥si∥
C1 +

∑j≤i
j∈N2

C∥sj∥
≤
∑
i∈N2

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

∞∑
i=1

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

√
2G

G

√
F1 − F ∗,
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takže součet na levé straně je konečný, a podobně jako v d̊ukazu věty 12 existuje č́ıslo C takové, že

Ck ≤ C1 +

k∑
j=1

C∥sj∥ ≤ D(C1 +

j≤k∑
j∈N2

C∥sj∥) ≤
DC1

C

pro k ∈ N , takže ∥Bk∥ ≤ Ck ≤ B, kde B = DC1/C. Z toho, že C1 +
∑k

j=1 C∥sj∥ ≤ B pro k ∈ N plyne
nerovnost

∞∑
i=1

∥si∥ <∞.

2

Pro striktńı metody s lokálně omezeným krokem plat́ı silněǰśı tvrzeńı.

Věta 121. (lineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná striktńı metodou s
lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı (545). Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem
funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Pak, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené, plat́ı

∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ <∞. (550)

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že posloupnost xi, i ∈ N2, je lineárně konvergentńı. Důkaz tohoto d́ılč́ıho
tvrzeńı je velmi podobný d̊ukazu věty 17. Necht’ i ∈ N2. Podle poznámky 204 existuje index k ≤ i takový,
že ∥si∥ ≥ c ∥gk∥/Mk. Jelikož posloupnost F (xi), i ∈ N , je nerostoućı, podle (44) a (50) plat́ı

1 ≥ F (xi)− F (x∗)

F (xk)− F (x∗)
≥ G2

2

∥xi − x∗∥2

∥gk∥2
≥ G2

2G
2

∥gi∥2

∥gk∥2
,

takže

∥si∥ ≥ cG√
2GMk

∥gi∥ ≥ cG√
2GMi

∥gi∥. (551)

Jelikož i ∈ N2, plat́ı ρi(si) ≥ ρ, což spolu s (T1c) a (50) dává

Fi − Fi+1 ≥
ρ ν

2
∥gi∥2 min

(
cG√

2 δ GMi

,
1

Mi

)
=

ρ ν cG

2
√
2 δ GMi

∥gi∥2

≥
ρ ν cG2

2
√
2 δ GMi

(Fi − F ∗)
∆
=

c

Mi
(Fi − F ∗), (552)

kde

0 <
c

Mi
=

ρ ν cG2

2
√
2 δ GMi

<
ρν G2

4
√
2 δ G

2 < 1,

nebot’ podle (533) plat́ı

c <
ν(1− ρ)∥B1∥
2δ(G+ ∥B1∥)

≤
ν(1− ρ)Mi

2δ G
<
Mi

2G
.

Necht’ N2 = {k1, k2, k3, . . . }. Použijeme-li vztah (552), dostaneme

Fki+1 − F ∗ ≤ Fki+1 − F ∗ ≤
(
1− c

Mki+1

)
(Fki − F ∗), i ∈ N, (553)

a jelikož Mi ≤ B, i ∈ N , můžeme psát√
Fki+1

− F ∗ ≤ q
√
(Fki

− F ∗) q =

√
1− c

B
,
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což implikuje (podobně jako v d̊ukazu věty 17), že posloupnost xki , i ∈ N , konverguje k bodu x∗ R-lineárně
s kvocientem 0 < q < 1. Podle poznámky 38 tedy plat́ı∑

i∈N2

∥xi − x∗∥ <∞.

(b) Ukážeme, že pokud

∥si∥ ≤
ν(1− ρ)

δ(G+B)
∥gi∥, (554)

plat́ı ρi(si) ≥ ρ, takže i ∈ N2. Podmı́nku ρi(si) ≥ ρ lze podle (527) zapsat ve tvaru

Fi+1 − Fi −Qi(si) ≤ (ρ− 1)Qi(si).

Ale

Fi+1 − Fi −Qi(si) ≤ sTi gi +
1

2
G∥si∥2 − sTi gi +

1

2
B∥si∥2 =

1

2
(G+B)∥si∥2

a podle (T1c) plat́ı

(ρ− 1)Qi(si) ≥ (1− ρ)
ν

2
∥gi∥min

(
∥si∥
δ
,
∥gi∥
B

)
,

takže podmı́nka ρi(si) ≥ ρ je splněna, pokud

1

2
(G+B)∥si∥2 ≤ (1− ρ)

ν

2
∥gi∥min

(
∥si∥
δ
,
∥gi∥
B

)
.

Z (554) plyne, že ∥si∥/δ ≤ ∥si∥ ≤ ∥gi∥/B (nebot’ 0 < ρ < 1, 0 < ν ≤ 1, δ ≥ 1 a G ≥ 0), takže podmı́nka
ρi(si) ≥ ρ je splněna, pokud

1

2
(G+B)∥si∥2 ≤ (1− ρ)ν

2δ
∥gi∥∥si∥.

Tato nerovnost opět plyne z (554).

(c) Necht’ k ∈ N2 a l ∈ N2 jsou dva indexy takové že j ̸∈ N2 pro k < j < l. Pak plat́ı (546), což spolu s
(549) dává

∥sj∥ ≤ 2γ

Gβ
(β δ)j−k∥gk∥ =

2γ

Gβ
(β δ)j−k∥gj∥,

nebot’ podle (T2c) pro k < j < l plat́ı xj = xk a tedy ∥xj − x∗∥ = ∥xk − x∗∥ a ∥gj∥ = ∥gk∥. Jelikož
β δ < 1, existuje č́ıslo m ∈ N takové, že

2γ

Gβ
(β δ)m ≤

(1− ρ)ν

δ(G+B)
.

Muśı tedy být j − k ≤ m, takže

∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ ≤ m
∑
i∈N2

∥xi − x∗∥ <∞.

2

Poznámka 208. Ve větě 121 můžeme podmı́nku stejnoměrné omezenosti matic Bi nahradit podmı́nkou
jejich dostatečné omezenosti (plyne to z věty 120).

Podobně jako v př́ıpadě metod spádových směr̊u lze zformulovat podmı́nky pro lokálńı konvergenci.
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Věta 122. (Lokálńı konvergence) Necht’ bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 (postačuj́ıćım podmı́n-
kám pro lokálńı minimum). Uvažujme striktńı metodu s lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı (545)
takovou, že ∥Bi∥ ≤ Ci, kde C1 ≤ C a Ci+1 ≤ Ci(1 + O(∥ei∥). Pak existuje č́ıslo δ > 0 takové, že pokud
∥e1∥ < δ, plat́ı xi → x∗ a

∑∞
i=1 ∥ei∥ <∞.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že jsou splněny
předpoklady F4* a F5* a tedy i předpoklady F4 a F5 s D = B(x∗, ε) (poznámka 7).

(a) Předpokládejme, že xi ∈ B(x∗, ε), i ∈ N . Ze vztahu Ci+1 ≤ Ci(1 +O(∥ei∥)) a z nerovnosti (44) plyne
existence konstanty C > 0 takové, že

Ci+1 ≤ Ci(1 + C∥ei∥) ≤ Ci

(
1 + C

√
2

G

√
Fi − F ∗

)
, i ∈ N,

takže podle (42) pro libovolný index l ∈ N plat́ı

Cl+1 ≤ C1

l∏
j=1

(
1 + C

√
2

G

√
Fj − F ∗

)
≤ C exp

C√ 2

G

l∑
j=1

√
Fj − F ∗

 . (555)

Necht’ N2 = {k1, k2, k3, . . . } (bez újmy na obecnosti předpokládáme, že k1 = 1) a ki ≤ l < ki+1. Jelikož
Fk = Fkj , pokud j ∈ N a kj ≤ k < kj+1, můžeme (555) zapsat ve tvaru

Cl+1 ≤ C exp

C√ 2

G

i∑
j=1

mj

√
Fkj − F ∗

 , (556)

kde mj = kj+1 − kj .

(b) Ukážeme, že bod x1 lze volit tak, aby platilo Ci ≤ 2C ∀i ∈ N . Předpokládejme, že Cj ≤ 2C pro
1 ≤ j ≤ l, kde ki ≤ l < ki+1 (podle předpokladu to plat́ı pro l = k1 = 1). Podle části (c) d̊ukazu věty 121
muśı platit mj ≤ m, kde m je nejmenš́ı č́ıslo takové, že

2γ

Gβ
(β δ)m ≤

(1− ρ)ν

δ(G+ 2C)
,

(nebot’ kj+1 ∈ N2). Použijeme-li (553), můžeme pro 1 ≤ j ≤ i psát√
Fkj+1 − F ∗ ≤

√
1− c

2C

√
Fkj − F ∗ ≤

(
1− c

4C

)√
Fkj − F ∗,

nebot’ pro libovolné č́ıslo 0 ≤ a ≤ 1 plat́ı
√
1− a ≤ 1− a/2. Lze tedy psát

i∑
j=1

√
Fkj − F ∗ ≤

√
F1 − F ∗

i∑
j=1

(
1− c

4C

)j−1

≤
√
F1 − F ∗

∞∑
j=1

(
1− c

4C

)j−1

=
4C

c

√
F1 − F ∗.

Dosad́ıme-li tento vztah do (557), dostaneme

Cl+1 ≤ C exp

mC√ 2

G

i∑
j=1

√
Fkj − F ∗

 ≤ C exp

(
mC

√
2

G

4C

c

√
F1 − F ∗

)
,

takže √
F1 − F ∗ ≤ c

8mC C

√
G

2
⇒ 4mC C

c

√
2

G

√
F1 − F ∗ ≤ 1

2
⇒ Cl+1 ≤ 2C (557)
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(nebot’ exp(1/2) < 2). T́ım jsme provedli indukčńı krok a dokázali, že volba počátečńıho bodu, pro který
plat́ı prvńı nerovnost v (557), implikuje nerovnosti Ci ≤ 2C, i ∈ N .

(c) Potřebujeme ještě, aby platilo xi ∈ B(x∗, ε) (neboli ∥ei∥ < ε) ∀i ∈ N . Jelikož posloupnost Fi − F ∗,
i ∈ N je nerostoućı, lze to podle (44) zajistit volbou

√
F1 − F ∗ <

√
G/2 ε. Zvoĺıme-li

δ =

√
2

G
min

(
c

8C C

√
G

2
,

√
G

2
ε

)
=

√
G

G
min

(
c

8C C
, ε

)
(558)

a x1 ∈ B(x∗, δ), plat́ı xi ∈ B(x∗, ε) a podle (a) též Ci ≤ 2C ∀i ∈ N , takže podle poznámky 206 xi → x∗ a
podle věty 121 je rychlost konvergence alespoň lineárńı (plat́ı

∑∞
i=1 ∥ei∥ <∞). 2

Poznámka 209. Podmı́nku Ci+1 ≤ Ci(1+O(∥ei∥)), i ∈ N , vystupuj́ıćı ve větě 122, lze nahradit existenćı
č́ısel C > 0 a C > 0 takových, že plat́ı (555).

Poznámka 210. Význam věty 122 spoč́ıvá v tom že metodu, která je lokálně konvergentńı ale neńı
globálně konvergentńı, lze upravit (např́ıklad pomoćı restart̊u) tak, aby byla zaručena globálńı konvergence.
Věta 122 pak ř́ıká, že dostaneme-li se do bĺızkosti minima, daľśı restarty již nejsou nutné.

Nyńı dokážeme větu o superlineárńı konvergenci, která má podobný charakter jako věta 20.

Věta 123. (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s
lokálně omezeným krokem takovou, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım
bodem funkce F ∈ C2 : D → R, splňuj́ıćım postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro lokálńı minimum (matice
G∗ = G(x∗) je pozitivně definitńı). Necht’ plat́ı

lim
i→∞

ωi = 0, lim
i→∞

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

= 0. (559)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N a č́ıslo C > 0 tak,
že pro i ≥ k1 plat́ı

∥gi∥ ≥ 1

2
G∥si∥ (560)

a

−Qi(si) ≥
1

2
C∥si∥. (561)

Označme ϑi = (Bi −Gi)si/∥si∥. Pak plat́ı

Bisi = Gisi + ϑi∥si∥,

takže

∥Bisi∥ ≤ λ(Gi)∥si∥+ ∥ϑi∥∥si∥,
sTi Bisi ≥ λ(Gi)∥si∥2 − ∥ϑi∥∥si∥2

a jelikož ∥ϑi∥ → 0 (podle (559)) a λ(Gi) → λ(G∗) > G, λ(Gi) → λ(G∗) < G, existuje index k1 ∈ N
takový, že ∥Bisi∥ ≤ G∥si∥ a sTi Bisi ≥ G∥si∥2 ∀i ≥ k1. Z definice Qi(si) pak plyne plyne

0 ≥ Qi(si) = gTi si +
1

2
sTi Bisi ≥

1

2
G∥si∥2 − ∥gi∥∥si∥,

což dává ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ ∀i ≥ k1. Použijeme-li (T1c), můžeme psát

−Qi(si) ≥
ν

2
∥gi∥min

(
∥si∥
δ
,
∥gi∥
B

)
≥ ν G

4δ
min

(
1,

G

2B

)
∥si∥2

∆
=

1

2
C∥si∥2.
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(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že i ∈ N2 ∀i ≥ k2. Podle věty 5 plat́ı

F (xi + si)− F (xi) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi + o(∥si∥2) = Qi(si) +

1

2
sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2),

takže

ρi(si) =
F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
= 1 +

sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2)
2Qi(si)

.

Podle (561) však plat́ı ∣∣∣∣sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2)
2Qi(si)

∣∣∣∣ ≤ 1

C

∥ϑi∥∥si∥2 + o(∥si∥2)
∥si∥2

→ 0,

nebot’ ∥ϑi∥ → 0. Plat́ı tedy ρi(si) → 1 a jelikož ρ < 1, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ρi(si) ≥ ρ ∀i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že i ∈ N1 ∀i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by index k ≥ k2 takový, že i ̸∈ N1 ∀i ≥ k.
Muselo by tedy platit ∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ∆k ∀i ≥ k, nebot’ z (b) plyne, že i ∈ N2 ∀i ≥ k ≥ k2. To je
však spor, nebot’ podle (560) ∥gi∥ → 0 implikuje ∥si∥ → 0. Omezme se nyńı pouze na indexy i ≥ k2,

i ∈ N1, a označme ωi = ωi(si). Podle (559) plat́ı ∥ωi∥
N1→ 0 a ∥ϑi∥

N1→ 0, takže stejným zp̊usobem jako v
d̊ukazu věty 20 se dá ukázat, že existuje index k3 ≥ k2, k3 ∈ N1, takový, že pro i ≥ k3, i ∈ N1 plat́ı (63).
Použijeme-li větu 5, můžeme pro i ≥ k3 psát

gi+1 = g(xi + si) = gi +Gisi + o(∥si∥),

nebot’ podle (b) i ∈ N2 pokud i ≥ k3 ≥ k2. Označme

λi =
gi+1 − gi −Bisi

∥gi∥
= −ϑi∥si∥+ o(∥si∥)

∥gi∥

(druhá rovnost plat́ı pro i ≥ k3). Pak z (63) pro i ≥ k3, i ∈ N1, plyne, že ∥λi∥ ≤ ∥ϑi∥+ o(1)
N1→ 0. Jelikož

zároveň ∥ωi∥ ≤ ωi
N1→ 0, existuje index k ≥ k3, k ∈ N1 takový, že ∥λi∥ < (G/G)/(2δ) a ∥ωi∥ < (G/G)/(2δ),

pokud i ≥ k, i ∈ N1. Pak pro i ≥ k, i ∈ N1 dostaneme

∥si+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ ≤ 1

G
(∥gi+1 − gi −Bisi∥+ ∥Bisi + gi∥) ≤

≤ G

G
(∥λi∥+ ∥ωi∥)∥si∥ <

(
1

2δ
+

1

2δ

)
∥si∥ =

1

δ
∥si∥.

Jelikož podle (b) i ∈ N2, pokud i ≥ k ≥ k2, plat́ı ∆i+1 ≥ ∆i, což dává

∥si+1∥ < ∥si∥/δ ≤ ∆i ≤ ∆i+1,

takže i+ 1 ∈ N1. Pokračujeme-li takto dále, dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.

(d) Plat́ı
∥gi+1∥
∥gi∥

≤ ∥gi+1 − gi −Bisi∥+ ∥Bisi + gi∥
∥gi∥

≤ ∥λi∥+ ∥ωi∥,

což spolu s ∥λi∥ → 0 a ∥ωi∥ → 0 dává

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ G

G
lim
i→∞

∥gi+1∥
∥gi∥

= 0.

2
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Poznámka 211. Ve větě 123 předpokládáme, že Bi ≤ B ∀i ∈ N . Je to nutné proto, že z (559) neplyne
∥Bi − Gi∥ → 0, takže horńı mez pro ∥Bi∥ nelze odvodit z horńı meze pro Gi. V př́ıpadě Newtonovy
metody, kdy Bi = Gi, nebo diferenčńı verze Newtonopvy metody, kdy ∥Bi − Gi∥ ≤ ϑ, můžeme tento
předpoklad vypustit.

Poznámka 212. Pokud neplat́ı (559), ale veličiny ϑi a ωi, i ∈ N , jsou velmi malé, lze nalézt stejný odhad
asymptotické rychlosti konvergence jako ve větě 22. Necht’ ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ ≤ ϑ ∀i ∈ N . Z d̊ukazu věty 123
plyne, že jsou-li hodnoty ω a ϑ dostatečně malé (př́ıslušné nerovnosti nebudeme odvozovat), existuje index
k ∈ N takový, že i ∈ N1 ∩N2 pro i ≥ k. Pak lze s použit́ım (71) psát

lim
i→∞

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ lim
i→∞

(
∥g(xi + si)− gi −Gisi∥

∥gi∥
+

∥(Bi −Gi)si∥
∥gi∥

+
∥Bisi + gi∥

∥gi∥

)
≤ lim

i→∞

(
∥(Bi −Gi)si∥

∥si∥
∥si∥
∥gi∥

+
∥Bisi + gi∥

∥gi∥

)
≤ ϑ

1 + ω

G− ϑ
+ ω =

ωG+ ϑ

G− ϑ
,

a stejným zp̊usobem jako v části (d) d̊ukazu věty 22 odvod́ıme, že posloupnost xi, i ∈ N , konverguje
lineárně k bodu x∗ ∈ Rn s asymptotickou rychlost́ı alespoň (ωG+ ϑ)/(G− ϑ).

5.2 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem

Definice 41. Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı směrový vektor

s∗i = argmin
∥s∥≤∆i

Qi(s), (562)

přičemž ∥s∗i ∥ = ∆i, pokud toto minimum neńı jediné.

Vektor s∗i určený podle (562) je nejlepš́ım možným lokálně omezeným krokem, nebot’ je globálńım
minimem kvadratické funkce Qi(s) v oblasti určené nerovnost́ı ∥s∥ ≤ ∆i. Abychom ukázali vlastnosti
tohoto řešeńı, budeme se nejprve zabývat řešeńım jednorozměrné úlohy

si(α
∗) = argmin

∥si(α)∥≤∆i

Qi(si(α)), (563)

kde si(α) = −αgi.

Lemma 59. Směrový vektor si(α
∗) ∈ Rn určený podle (563), který lze vyjádřit ve tvaru

si(α
∗) = − gTi gi

gTi Bigi
gi, gTi Bigi ≥

∥gi∥3

∆i
, (564)

si(α
∗) = − ∆i

∥gi∥
gi, gTi Bigi <

∥gi∥3

∆i
, (565)

vyhovuje podmı́nce (T1c) s ν = 1.

Důkaz (a) Pokud gTi Bigi ≥ ∥gi∥3/∆i, je funkce Qi(s(α)) = (1/2)α2gTi Bigi−αgTi gi ryze konvexńı, nabývá
svého minima pro α∗ = gTi gi/g

T
i Bigi a plat́ı

∥si(α∗)∥ =
∥gi∥3

gTi Bigi
≤ ∆i,

takže vektor si(α
∗) je řešeńım úlohy (563). Nav́ıc plat́ı

−Qi(si(α
∗)) =

(gTi gi)
2

gTi Bigi
− 1

2

(gTi gi)
2gTi Bigi

(gTi Bigi)2
=

1

2

(gTi gi)
2

gTi Bigi
≥ 1

2

∥gi∥2

∥Bi∥
.
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(b) Pokud gTi Bigi < ∥gi∥3/∆i, je Q
′
i(s(α)) = αgTi Bigi − gTi gi < 0 pro α ≤ α∗ = ∆i/∥gi∥, nebot’ bud’

gTi Bigi ≤ 0 nebo Q′
i(s(α)) ≤ Q′

i(si(α
∗)) = (∆i/∥gi∥)gTi Bigi − gTi gi < 0. Jelikož ∥si(α∗)∥ = ∆i, je vektor

si(α
∗) řešeńım úlohy (563) a plat́ı

−Qi(si(α
∗) = ∆i∥gi∥ −

1

2

∆2
i

∥gi∥2
gTi Bigi > ∆i∥gi∥ −

1

2
∆i∥gi∥ =

1

2
∆i∥gi∥.

2

Poznámka 213. Lemma 59 zd̊uvodňuje volbu podmı́nky (T1c), nebot’ ukazuje, že lze naj́ıt vektor si,
který této podmı́nce vyhovuje. Vektor si(α

∗), který je řešeńım úlohy (563), se nazývá Cauchyovým
krokem. Podmı́nku (T1c) lze nahradit podmı́nkou Qi(si) ≤ νQi(si(α

∗)). Poznamenejme, že vektor si(α
∗)

nesplňuje podmı́nku (T1b), takže ho nelze použ́ıt v metodách s lokálně omezeným krokem. Je však možné
ho využ́ıt zp̊usobem, který je popsán v odd́ılu 6.2.

Věta 124. Směrový vektor s∗i ∈ Rn určený podle (562) vyhovuje podmı́nkám (T1) s δ = 1, δ = 1, ω = 0
a ν = 1.

Důkaz (a) Podmı́nka (T1a) je př́ımo součást́ı podmı́nky (562). Předpokládejme, že s∗i ∈ Rn je řešeńım
úlohy (562), přičemž ∥s∗i ∥ < ∆i. Pak nutně Qi(s) je ryze konvexńı funkce a Bis

∗
i +gi = 0, takže ωi(s

∗
i ) = 0

a

−Qi(s
∗
i ) = gTi B

−1
i gi −

1

2
gTi B

−1
i gi =

1

2
gTi B

−1
i gi ≥

1

2

∥gi∥2

∥Bi∥
.

(b) Necht’ ∥s∗i ∥ = ∆i. Podle (562) muśı být Qi(s
∗
i ) ≤ Qi(si(α

∗)), takže nutně

−Qi(s
∗
i ) ≥ −Qi(si(α

∗)) ≥ 1

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
.

2

Nyńı uvedeme d̊uležitou větu, která charakterizuje řešeńı úlohy (562).

Věta 125. Vektor s∗i ∈ Rn je řešeńım úlohy (562) právě tehdy, když ∥s∗i ∥ ≤ ∆i a když existuje č́ıslo λ∗i ≥ 0
takové, že matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı a plat́ı (Bi + λ∗i I)s

∗
i + gi = 0 a (∥s∗i ∥ −∆i)λ

∗
i = 0.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme nutnost. Jestliže ∥s∗i ∥ < ∆i, pak nutně Bis
∗
i + gi = 0 a (∥s∗i ∥ − ∆i) ̸= 0

a funkce Qi(s) je konvexńı, takže matice Bi je pozitivně semidefinitńı. Jsou tedy splněny dokazované
podmı́nky s λ∗i = 0. Jestliže ∥s∗i ∥ = ∆i muśı být splněny Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podmı́nky
(Bi+λ

∗
i I)s

∗
i +gi = 0 a (∥s∗i ∥−∆i)λ

∗
i = 0, kde λ∗i ≥ 0 (tvrzeńı 4). Zbývá dokázat pozitivńı semidefinitnost

matice Bi + λ∗i I. Pro libovolný vektor s ∈ Rn takový, že ∥s∥ = ∆i, plat́ı

Qi(s)−Qi(s
∗
i ) = gTi (s− s∗i ) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

= (s∗i )
T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s)

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0.

Jelikož oba vektory s a s∗i lež́ı na kouli o poloměru ∆i, může se vektor v = ±(s − s∗i )/∥s − s∗i ∥, kde
s ̸= s∗i , rovnat libovolnému vektoru na jednotkové kouli, s výjimkou vektor̊u kolmých k s∗i , a plat́ı pro něj
vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0. Necht’ v ∈ Rn, ∥v∥ = 1 a vT s∗i = 0. Pak existuje posloupnost vi ∈ Rn, ∥vi∥ = 1,
vTi s

∗
i ̸= 0, i ∈ N taková, že vi → v, takže vT (Bi + λ∗i I)v = limi→∞ vTi (Bi + λ∗i I)vi ≥ 0. Plat́ı tedy

vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0 ∀v ∈ Rn, takže matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı.
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(b) Nyńı dokážeme postačitelnost. Jestliže ∥s∗i ∥ < ∆i, je funkce Qi(s) konvexńı (matice Bi + λ∗i I je pro
λ∗i = 0 pozitivně semidefinitńı), takže nutné podmı́nky jsou zároveň postačuj́ıćımi podmı́nkami. Jestliže
∥s∗i ∥ = ∆i, pak dokazované podmı́nky implikuj́ı (tak jako v (a)), že

Qi(s)−Qi(s
∗
i ) = gTi (s− s∗i ) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s) ≥

≥ 1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0

pro všechny vektory s ∈ Rn takové, že ∥s∥ ≤ ∥si∥ = ∆i. 2

Některé dobré vlastnosti metod s optimálńım lokálně omezeným krokem z̊ustanou zachovány i když
řeš́ıme úlohu (562) pouze přibližně. Proto zavád́ıme pojem kvazioptimálńıch metod s lokálně omezeným
krokem.

Definice 42. Metody s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı mı́sto podmı́nky (T1c) podmı́nku

Qi(si) ≤ νQi(s
∗
i ) (566)

s 0 < ν ≤ 1, kde vektor s∗i je řešeńım úlohy (562).

Poznámka 214. Podle definice 42 a věty 124 splňuje metoda s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem
podmı́nku (T1c) (s konstantou ν vystupuj́ıćı v (566)).

5.3 Newtonova metoda s lokálně omezeným krokem

Newtonova metoda použ́ıvá matice Bi = G(xi), i ∈ N , takže je-li splněn předpoklad F4, můžeme psát
∥Bi∥ = ∥G(xi)∥ ≤ G, i ∈ N .

Věta 126. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F4. Pak Newtonova metoda realizovaná jako
metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Je-li nav́ıc splněn předpoklad F5 a plat́ı-li
xi → x∗ a ωi(si) → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 118 (plat́ı ∥Bi∥ ≤ G, i ∈ N). Superlineárńı
konvergence plyne z toho, že Bi = Gi, takže

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

≤ ∥Bi −Gi∥ = 0,

což spolu s ωi(si) → 0 implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 123). 2

Nejpouž́ıvaněǰśı jsou tyto realizace Newtonovy metody.

(a) Nepřesná Newtonova metoda (kdy ωi(si) > 0). Jestliže plat́ı (F4)–(F5) a ωi(si) → 0, je tato realizace
Q-superlineárně konvergentńı. Soustava Bisi+gi = 0 se řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u,
což je výhodné zejména pro rozsáhlé ř́ıdké úlohy, nebot’ je obvykle zapotřeb́ı méně než O(n3) operaćı
na iteraci.

(b) Newtonova metoda s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem. Pro tuto realizaci plat́ı obzvláště
silné tvrzeńı.

Věta 127. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost určená Newtonovou metodou s kvazioptimálńım lokálně omeze-
ným krokem. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1, F2 a F4. Pak existuje hromadný bod
x∗ ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , takový, že g(x∗) = 0 a G(x∗) ≽ 0. Jestlǐze bod x∗ ∈ Rn vyhovuje
postačuj́ıćım podmı́nkám pro extrém (g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0), je x∗ ∈ Rn jediným hromadným bodem
posloupnosti xi, i ∈ N , a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.
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Důkaz (a) Nejprve dokážeme existenci hromadného bodu posloupnosti xi, i ∈ N , splňuj́ıćıho nutné
podmı́nky pro extrém. Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’

lim inf
i→∞

∆i = 0

nebo
lim inf
i→∞

∆i > 0.

V prvńım př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈M ⊂ N , taková, že

∆i → 0 a i ̸∈ N2 ∀i ∈M (567)

(proto nelze akceptovat podmı́nku (545)). Ve druhém př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈ M ⊂ N ,
taková, že

∆i ≥ ∆ a i ∈ N2 ∀i ∈M, (568)

kde ∆ > 0 (jelikož se tyto př́ıpady vylučuj́ı, budeme v obou př́ıpadech použ́ıvat stejnou indexovou množinu

M). Vzhledem k tomu, že plat́ı (F2), lze podposloupnost xi, i ∈ M , vybrat tak, že xi
M→ x∗ (existuje

jediný hromadný bod posloupnosti xi, i ∈ M). Z předpokladu F ∈ C2 plyne, že gi
M→ g∗ = g(x∗) a

Gi
M→ G∗ = G(x∗).

(b) Předpokládejme, že plat́ı (567) a g∗ ̸= 0. Pak existuje index k1 ∈M takový, že ∥gi∥ ≥ ∥g∗∥/2, pokud
i ∈ M , i ≥ k1. Jelikož ∆i

M→ 0, existuje index k2 ∈ M takový, že ∆i ≤ ∥g∗∥/(2G), pokud i ∈ M , i ≥ k2.
Necht’ k = max(k1, k2). Pak podle (T1a) a (T1c) plat́ı

|Qi(si)| ≥
ν

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Gi∥

)
≥ ν

4
∥g∗∥∆i ≥

ν∥g∗∥
4δ

∥si∥ ∀i ∈M, i ≥ k,

což s použit́ım věty 5 dává

|ρi(si)− 1| =
∣∣∣∣F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
− 1

∣∣∣∣ = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(∥si∥) → 0.

To je však ve sporu s předpokladem, že i ̸∈ N2.

(c) Předpokládejme, že plat́ı (567) a matice G∗ neńı pozitivně semidefinitńı. Pak existuje index k ∈ M
takový, že λi ≤ λ∗/2 < 0, pokud i ∈ M , i ≥ k (zde λi = λ(Gi) a λ

∗ = λ(G∗) jsou nejmenš́ı vlastńı č́ısla
uvedených matic). Necht’ vi je vlastńı vektor matice Gi př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi takový, že v

T
i gi ≤ 0 a

∥vi∥ = ∆i. Pak podle (566) a (562) plat́ı

|Qi(si)| ≥ ν|Qi(s
∗
i )| ≥ ν|Qi(vi)| = −ν(vTi gi +

1

2
vTi Givi) ≥ −ν

2
λi∆

2
i ≥ ν

4δ
2 |λ

∗|∥si∥2 ∀i ∈M, i ≥ k,

takže podobně jako v části (b) dostaneme

|ρi(si)− 1| = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(1) → 0,

což odporuje předpokladu, že i ̸∈ N2.

(d) Předpokládejme, že plat́ı (568). Použijeme-li (F1), dostaneme

F (x1)− F ≥
∞∑
i=1

(F (xi)− F (xi+1)) ≥
∑
i∈M

(F (xi)− F (xi + si)),
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takže F (xi)− F (xi + si)
M→ 0 a jelikož M ⊂ N2, také Qi(si)

M→ 0. Necht’

s∗ = argmin
∥s∥≤∆/2

Q∗(s), (569)

kde

Q∗(s) = sT g(x∗) +
1

2
sTG(x∗)s.

Jelikož xi
M→ x∗, existuje index k ∈ M takový, že ∥xi − x∗∥ ≤ ∆/2, pokud i ∈ M , i ≥ k. Plat́ı tedy

∥x∗ + s∗ − xi∥ ≤ ∥xi − x∗∥+ ∥s∗∥ ≤ ∆, takže

Qi(si) ≤ νQi(s
∗
i ) ≤ νQi(x

∗ + s∗ − xi) ∀i ∈M, i ≥ k.

Jelikož xi
M→ x∗, gi

M→ g∗ a Gi
M→ G∗, plat́ı Qi(x

∗ + s∗ − xi)
M→ Q∗(s∗), což spolu s Qi(si)

M→ 0 a předchoźı
nerovnost́ı dává Q∗(s∗) = 0 (připomeňme, že všechny výrazy v teto nerovnosti jsou nekladne). Vektor
s∗ = 0 je tedy řešeńım úlohy (569), což je možné pouze tehdy, pokud g(x∗) = 0 a G(x∗) ≽ 0.

(e) Necht’ g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0. Pak podle poznámky 11 a předpokladu F4* existuje konstanta G a
č́ıslo ε, tak, že vTG(x)v ≥ G∥v∥2, kdykoliv x ∈ B(x∗, ε) (můžeme volit G = λ∗/2, kde λ∗ > 0 je nejmenš́ı
vlastńı č́ıslo matice G(x∗)). Necht’ xi, i ∈M , je posloupnost definovaná v části (a) (bud’ (567) nebo (568)).
Jelikož xi → x∗, muśı od určitého indexu platit xi ∈ B(x∗, ε). Abychom formálně zjednodušili některé
úvahy, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že to plat́ı již od prvńıho indexu, čili že pro i ∈M je
splněn předpoklad F4. Podle (F4) plat́ı sTi Gisi ≥ G∥si∥2 ∀i ∈M , což dává

0 ≥ Qi(si) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi ≥ −∥si∥∥gi∥+

1

2
G∥si∥2,

takže ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ ∀i ∈M , a po dosazeńı do (T1c) dostaneme

|Qi(si)| ≥
ν G2

8δ G
∥si∥2.

Stejně jako v části (c) tedy plat́ı

|ρi(si)− 1| = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(1) → 0,

takže existuje index k1 ∈M takový, že i ∈ N2, pokud i ∈M , i ≥ k1. T́ım jsme eliminovali př́ıpad (567).

(f) Necht’ g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0 a necht’ plat́ı (568). Jelikož ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ a ∥gi∥ → 0, plat́ı
∥si∥ → 0. Existuje tedy index k2 ∈ M takový, že ∥si∥ < min(ε/2, δ∆), pokud i ∈ M , i ≥ k2. Pro
i ∈ M , i ≥ max(k1, k2), tedy plat́ı i ∈ N1 ∩ N2 a použijeme-li větu 5 a (T1b) s ω = 0, můžeme psát
gi+1 = gi +Gisi + o(1)∥si∥ = o(1)∥si∥. Jelikož o(1) → 0, existuje index k ≥ max(k1, k2), takový, že

∥gi+1∥ <
G2

2G
∥si∥,

pokud i ∈M , i ≥ k. Pro i ∈M , i ≥ k tedy plat́ı

∥si+1∥ ≤ 2

G
∥gi+1∥ <

G

G
∥si∥ ≤ ∥si∥

a

∥ei+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ <

G

2G
∥si∥ ≤ 1

G
∥gi∥ ≤ ∥ei∥,

(použ́ıváme vztahy (45) a (46) z d̊ukazu věty 14) takže z xi
M→ x∗ plyne xi+1

M→ x∗ a přidáme-li i + 1 do
M , plat́ı opět (568). Takto lze postupovat indukćı, čili lze předpokládat, že pro libovolný index i ∈ N ,
i ≥ k plat́ı i ∈M . Vektor x∗ ∈ Rn je tedy jediným hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N .
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(g) Superlineárńı konvergence plyne ze vztahu

∥ei+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ = o(1)∥si∥ = o(1)∥gi∥ = o(1)∥ei∥,

který jsme poněkud podrobněji použili v části (f). 2

Přestože Newtonova metoda, realizovaná jako metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem, má
vynikaj́ıćı konvergenčńı vlastnosti, nelze ji doporučit pro řešeńı úloh s hustými Hessovými maticemi, kdy
je zapotřeb́ı př́ılǐs mnoho operaćı pro výpočet druhých derivaćı a pro opakované řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic. Newtonova metoda však velmi vhodná pro řešeńı rozsáhlých úloh s ř́ıdkými Hessovými maticemi
jak je ukázáno v kapitole 10.

Jednou z nevýhod Newtonovy metody je nutnost použit́ı druhých derivaćı minimalizované funkce.
Druhé derivace se bud’ zadávaj́ı analyticky, nebo se určuj́ı pomoćı automatického či numerického derivováńı.
Při použit́ı numerického derivováńı je Hessova matice určena nepřesně. Pro i ∈ N neplat́ı Bi = Gi, ale
pouze ∥Bi −Gi∥ ≤ ϑ, kde horńı odhad pro chybu ϑ ≥ 0 udává následuj́ıćı věta.

Věta 128. Necht’ je splněn předpoklad F6 a necht’

Bej =
g(x+ δej)− g(x)

δ
(570)

pro 1 ≤ j ≤ n, kde ej, 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu n. Pak plat́ı

∥B −G(x)∥ ≤ 1

2
L
√
nδ. (571)

Důkaz Použijeme-li větu o středńı hodnotě (tvrzeńı 3), dostaneme

g(x+ δej) = g(x) +G(x)δej +

∫ 1

0

(G(x+ τδej)−G(x))δejdτ,

takže podle F6 plat́ı

∥(B −G(x))ej∥ =

∥∥∥∥g(x+ δej)− g(x)

δ
−G(x)ej

∥∥∥∥ ≤ 1

δ

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(x+ τδej)−G(x))δejdτ

∥∥∥∥
≤ 1

2δ
Lδ2∥ej∥2 =

1

2
Lδ.

Necht’ s ∈ Rn je libovolný vektor s jednotkovou normou. Pak lze psát

∥(B −G(x))s∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(B −G(x))eje
T
j s

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

|eTj s|∥(B −G(x))ej∥ ≤ 1

2
Lδ

n∑
j=1

|eTj s|

≤ 1

2
L
√
nδ∥s∥ =

1

2
L
√
nδ

a jelikož
∥B −G(x)∥ = max

∥s∥=1
∥(B −G(x))s∥,

plat́ı (571). 2

Poznámka 215. Jsou-li splněny předpoklady F5, F6 a je-li matice B určena podle vzorce (570), kde

δ <
(1− ω)G

L
√
n

(572)

a 0 ≤ ω < 1, plat́ı podle (571) ∥B −G(x)∥ ≤ ϑ, kde

ϑ ≤ 1

2
L
√
nδ <

(1− ω)G

2
.

Nav́ıc podle věty 21 ∥Bs+ g∥ ≤ ω implikuje ∥Gs+ g∥ ≤ ω′, kde ω′ = (ωG+ ϑ)/(J − ϑ) < 1.
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5.4 Metody s proměnnou metrikou s lokálně omezeným krokem

Metody s proměnnou metrikou je výhodné realizovat jako metody spádových směr̊u. Má to několik d̊uvod̊u.

(1) Aproximace inverzńı Hessovy matice źıskané metodami s proměnnou metrikou jsou pozitivně definitńı
a obvykle dobře podmı́něné, takže tyto metody dobře konverguj́ı a neńı nutné použ́ıvat složitěǰśı
realizace s lokálně omezeným krokem.

(2) Metody s spádových směr̊u použ́ıvaj́ı směrové vektory s = −Higi, i ∈ N , zat́ımco metody s lokálně
omezeným krokem vyžaduj́ı řešeńı soustav lineárńıch rovnic Bisi + gi = 0, i ∈ N . I když lze
použ́ıt a aktualizovat Choleského rozklad Bi = LiDiL

T
i (což vyžaduje O(n2) aritmetických operaćı),

spotřebuj́ı metody s lokálně omezeným krokem větš́ı počet aritmetických operaćı a výpočet je po-
maleǰśı.

(3) Metody s spádových směr̊u použ́ıvaj́ı směrové vektory si = −Higi, i ∈ N , což je využito v d̊ukazu
věty 101. V př́ıpadě metod s lokálně omezeným krokem plat́ı Bisi+gi = 0 pouze tehdy, když i ∈ N1.
Nelze tedy použ́ıt stejný postup jako v d̊ukazu věty 101 a i když metody s lokálně omezeným krokem
konverguj́ı za slabš́ıch předpoklad̊u kladených na matice Bi, i ∈ N , nejsou tyto předpoklady obecně
splněny pro všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy.

Přesto má význam se metodami s proměnnou metrikou s lokálně omezeným krokem zabývat, nebot’ je
lze úspěšně kombinovat s Gaussovou-Newtonovou metodou, kterou neńı vhodné realizovat jako metodu
spádových směr̊u (odd́ıl 8.2)

Metody s proměnnou metrikou s lokálně omezeným krokem lze realizovat dvoj́ım zp̊usobem.

(1) Matice Bi, i ∈ N , se aktualizuj́ı pouze tehdy, když xi+1 ̸= xi. Pak di = xi+1 − xi a yi = gi+1 − gi.
Pokud xi+1 = xi, pokládáme Bi+1 = Bi.

(2) Matice Bi, i ∈ N , se vždy aktualizuj́ı. Pokud xi+1 ̸= xi, pokládáme di = xi+1 − xi a yi = gi+1 − gi.
Pokud xi+1 = xi, je di = si vektor splňuj́ıćı podmı́nky T1–T3 a yi = g(xi + si)− gi.

Věta 129. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3 a xi, i ∈ N je posloupnost bod̊u
generovaná metodou s lokálně omezeným krokem, kde matice Bi, i ∈ N , se aktualizuj́ı podle (308), kde
β∗
i < βi ≤ βH

i , γi ≥ 1, ρi ≥ ρ a dTi yi > 0. Pak plat́ı (541).

Důkaz Ukážeme, že existuje konstanta C taková že pro libovolný index i ∈ N plat́ı

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi + C. (573)

Pak, polož́ıme-li C = max(Tr B1, C), dostaneme Tr Bi ≤ iC, i ∈ N , takže

∞∑
i=1

1

∥Bi∥
≥

∞∑
i=1

1

Tr Bi
≥

∞∑
i=1

1

iC
= ∞, (574)

nebot’ harmonická řada je divergentńı. Dokazované tvrzeńı pak plyne z věty 118.

(a) Necht’ βi ≤ 0. Jelikož γi ≥ 1, ρi ≥ ρ a dTi yi > 0, můžeme jako v d̊ukazu lemmatu 48 psát

Tr Bi+1 =
1

γi
Tr Bi +

1

ρi

yTi yi
dTi yi

− 1

γi

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi
+

βi
dTi yi

(
dTi yi
dTi Bidi

yi −Bidi

)T (
dTi yi
dTi Bidi

yi −Bidi

)
≤ Tr Bi +

1

ρ

yTi yi
dTi yi

≤ Tr Bi +
G

ρ
= Tr Bi + C,

kde C = G/ρ.
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(b) Pokud 0 < βi ≤ βH
i , plyne z prvńı části předchoźıho vztahu nerovnost Tr Bi+1 ≤ Tr BH

i+1, přičemž
pro Hoshinovu metodu podle (313) plat́ı

Tr BH
i+1 =

1

γi
Tr Bi +

2

ρi

yTi yi
dTi yi

− 1

γidTi

(
γi

ρi
yi +Bidi

) (γi
ρi
yi +Bidi

)T (
γi
ρi
yi +Bidi

)

≤ Tr Bi +
2

ρ

yTi yi
dTi yi

≤ Tr Bi +
2G

ρ
= Tr Bi + C,

kde C = 2G/ρ. 2

Poznámka 216. Nerovnost (573) je splněna pro modifikovanou metodu hodnosti 1 (355)–(356). Pokud
a/b ≥ ρ/γ, použ́ıvá see metoda BFGS, pro kterou plat́ı (573) s C = G/ρ. Pokud a/b < ρ/γ, plat́ı

b/c ≤ a/b < ρ/γ, nebot’ b2 ≤ ac, takže jmenovatel v (312) je záporný, což dává Tr Bi+1 ≤ Tr Bi, neboli
(573) s C = 0. Metodu hodnosti 1 lze též upravit tak, že

Bi+1 = BR1
i+1,

∣∣∣∣dT (γρy −Bd

)∣∣∣∣ ≥ c

∥∥∥∥γρy −Bd

∥∥∥∥2 ,
Bi+1 = Bi,

∣∣∣∣dT (γρy −Bd

)∣∣∣∣ < c

∥∥∥∥γρy −Bd

∥∥∥∥2 .
V prvńım př́ıpadě plat́ı (573) s C = 1/c, Ve druhém př́ıpadě plat́ı (573) s C = 0.

V daľśıch úvahách budeme mı́sto podmı́nky (545) použ́ıvat silněǰśı podmı́nku

∆i+1 ≤ γmax(si, gi+1). (575)

Tato podmı́nka má podobný význam jako podmı́nka uvedená v poznámce 36 a lze ji snadno splnit,
polož́ıme-li ∆i+1 = γmax(si, gi+1), pokud v (T3b) vyjde ∆i+1 > γmax(si, gi+1). Poznamenejme, že
tato podmı́nka zaručuje platnost vztahu ∥di∥ = O(∥ei∥) a je nutná pouze v př́ıpadě, kdy se matice Bi,
i ∈ N , aktualizuj́ı v každém iteračńım kroku (v opačném př́ıpadě stač́ı podmı́nka (545)).

Věta 130. (Lokálńı konvergence) Necht’ bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 (postačuj́ıćım podmı́n-
kám pro lokálńı minimum) a v nějakém okoĺı bodu x∗ plat́ı (7). Uvažujme striktńı metodu s lokálně
omezeným krokem, pro kterou plat́ı (575) a kde matice Bi, i ∈ N , se určuj́ı pomoćı aktualizaćı z Broydenovy
tř́ıdy s γi = ρi = 1 a 0 ≤ βi ≤ 1. Pak existuje č́ıslo δ > 0 takové, že pokud ∥e1∥ < δ, plat́ı xi → x∗ a∑∞

i=1 ∥ei∥ <∞. Jestlǐze nav́ıc ωi → 0 (vzorec (525)), pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um věty 4 a v nějakém okoĺı bodu x∗ plat́ı (7), existuje
č́ıslo ε > 0 takové, že jsou splněny předpoklady F4–F6 s D = B(x∗, ε) (poznámka 7 a poznámka 11).
Jelikož z (575) plyne ∥di∥ = O(∥gi∥) = O(∥ei∥) a ∥ei+1∥ ≤ ∥ei∥+ ∥di∥ = O(∥ei∥), jsou v B(x∗, ε) splněny
předpoklady lemmatu 51 a tedy i lemmatu 52.

(a) Z prvńı nerovnosti v lemmatu 52 plyne existence konstanty C > 0 takové, že pro i ∈ N plat́ı ∥R∗
i+1∥ ≤

max(1, ∥R∗
i+1∥) ≤ max(1, ∥R∗

i ∥)(1 + C∥ei∥). Můžeme tedy psát

∥R∗
i ∥ ≤ max(1, ∥R∗

1∥)
i−1∏
j=1

(1 + C ∥ej∥) ≤ max(1, ∥R∗
1∥) exp

C i−1∑
j=1

∥ej∥


(použ́ıváme prvńı nerovnost v (42)), takže

∥Bi∥ = ∥G1/2
∗ R∗

iG
1/2
∗ ∥ ≤ G∥R∗

i ∥ ≤ Gmax(1, ∥R∗
1∥) exp

C i−1∑
j=1

∥ej∥

 ∆
= B exp

C i−1∑
j=1

∥ej∥

 .
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Podle poznámky 209 a věty 122 tedy plat́ı xi → x∗ a
∑∞

i=1 ∥ei∥ < ∞, pokud x1 ∈ B(x∗, δ), kde č́ıslo δ je
určeno vztahem (558).

(b) Podle (a) plat́ı (428), takže jsou splněny předpoklady věty 103 a plat́ı (438). Superlineárńı konvergence
je pak bezprostředńım d̊usledkem věty 103 a věty 20. 2

5.5 Nemonotonńı metody s lokálně omezeným krokem

V některých př́ıpadech, např́ıklad při realizaci Newtonovy metody, je výhodné použ́ıvat nemonotonńı
metody s lokálně omezeným krokem, kdy posloupnost Fi, i ∈ N , neńı nerostoućı. V definici nemonotonńıch
metod s lokálně omezeným krokem budeme mı́sto hodnot Fi, i ∈ N , použ́ıvat č́ısla F i ≥ Fi, i ∈ N , jejichž
výběr je určen konkrétńı metodou. Budeme předpokládat, že posloupnost F i, i ∈ N , je nerostoućı a
F 1 = F1, takže F i ≤ F ∀i ∈ N , kde F je č́ıslo použité v předpokladu F2. Abychom dokázali globálńı
konvergenci nemonotonńıch metod s lokálně omezeným krokem, budeme předpokládat, že tyto metody
jsou striktńı.

Definice 43. Striktńı nemonotonńı metody s lokálně omezeným krokem se lǐśı od striktńıch metod s lokálně
omezeným krokem (definice 40) pouze t́ım, že podmı́nky (T2c), (T2d) nahrad́ıme podmı́nkami

ρi(si) < ρ ⇒ αi = 0, (T2e)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ αi = 1, (T2f)

kde

ρi(si) =
F (xi + s)− F i

Qi(s)

a 0 < ρ < 1 (podmı́nky (T1) a (T3), ve kterých vystupuje pod́ıl (526), z̊ustanou zachovány). Množinu

index̊u, pro které plat́ı (T2f) označ́ıme N2.

Nejprve vyšetř́ıme jednoduchou nemonotonńı metodu s lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı

F i = max{Fj : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i}, (576)

kde m je č́ıslo udávaj́ıćı počet funkčńıch hodnot použitých k určeńı F i.

Věta 131. (Globálńı konvergence metody (576)) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná striktńı
nemonotonńı metodou s lokálně omezeným krokem (576) takovou, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ funkce
F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (577)

Důkaz Jelikož použ́ıváme podmı́nky (T1) a (T3), můžeme použ́ıt lemma 57, podle kterého plat́ı

∆i ≥
1

δ
∥si∥ ≥ cmi

δ B
, mi = min

1≤j≤i
∥gj∥,

kde 0 < c < 1.

(a) Předpokládejme, že neńı splněna podmı́nka (577). Pak muśı existovat č́ıslo ε > 0 takové, že mi ≥ ε
∀i ∈ N , což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

∆i ≥
c ε

δ B
> 0, ∀i ∈ N. (578)

Muśı tedy existovat nekonečná podmnožina N2 ⊂ N index̊u, pro které plat́ı (T3b). Zřejmě N2 ⊂ N2,
nebot’ ρi(si) ≥ ρi(si). Množina N2 je tedy také nekonečná a existuje jej́ı nekonečná podmnožina N4 =
{i1, i2, i3, . . . } ⊂ N2 taková, že ik+1 − ik ≥ m ∀k ∈ N .
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(b) Ukážeme, že neńı-li splněna podmı́nka (577), plat́ı

Fik+j ≤ F ik −
ρ ν c ε2

2δ B
∀j ∈ N, (579)

kde ε je č́ıslo použité v (578). Důkaz provedeme indukćı. Necht’ ik ∈ N4 a j ∈ N . Budeme předpokládat,
že bud’ ik + j − 1 ∈ N2 (což je splněno např́ıklad pro j = 1), nebo ik + j − 1 ̸∈ N2 a plat́ı (579) s j − 1
mı́sto j (indukčńı předpoklad). V prvńım př́ıpadě použit́ım (T1c), (T2f) a (578) dostaneme

Fik+j ≤ F ik+j−1 + ρQik+j−1 ≤ F ik+j−1 −
ρ ν

2
∥gik+j−1∥min

(
∆ik+j−1,

∥gik+j−1∥
∥Bik+j−1∥

)
≤ F ik −

ρ ν ε

2
min

(
c ε

δ B
,
ε

B

)
≤ F ik −

ρ ν c ε2

2δ B
,

nebot’ posloupnost F i, i ∈ N , je nerostoućı (je to ukázáno v d̊ukazu věty 25). Ve druhém př́ıpadě podle
(T2e) a indukčńıho předpokladu plat́ı

Fik+j = Fik+j−1 ≤ F ik −
ρ ν c ε2

2δ B
.

T́ım je indukčńı krok proveden.

(c) Neńı-li splněna podmı́nka (577), plat́ı

F ik+1
≤ F ik −

ρ ν c ε2

2δ B
,

nebot’ ik+1− ik ≥ m a maximálńı hodnota F ik z množiny hodnot uvedených v (576) po m kroćıch vypadne
(pro ty zbylé plat́ı (579)). Můžeme tedy psát

F i1 − F ≥ F i1 − lim
k→∞

F ik+1
=

∞∑
k=1

(F ik − F ik+1
) ≥

∞∑
k=1

ρ ν c ε2

2δ B
= ∞,

což je spor, nebot’ výraz na levé straně této nerovnosti je podle předpokladu F1 konečný. 2

Poznámka 217. Hodnotu (576) lze źıskat tak, že nejprve polož́ıme F1 = {F1}. Pro i ∈ N vypočteme
F i = max{Fj : j ∈ Fi}. Následně polož́ıme F̃i+1 = Fi ∪ {Fi+1}. Má-li F̃i+1 nanejvýš m prvk̊u, polož́ıme

Fi+1 = F̃i+1. V opačném př́ıpadě źıskáme Fi+1 tak, že z F̃i+1 vyjmeme prvek s nejmenš́ım indexem.
Tento postup lze modifikovat tak aby se množina Fi měnila pouze po úspěšném kroku (kdy i ∈ N2). Opět
polož́ıme F1 = {F1}. Pro i ∈ N vypočteme F i = max{Fj : j ∈ Fi}. Následně polož́ıme

ρi(si) < ρ ⇒ F̃i+1 = Fi, (580)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ F̃i+1 = Fi ∪ {Fi+1}. (581)

Má-li F̃i+1 nanejvýš m prvk̊u, polož́ıme Fi+1 = F̃i+1. V opačném př́ıpadě źıskáme Fi+1 tak, že z F̃i+1

vyjmeme prvek s nejmenš́ım indexem. Nemonotonńı metoda s lokálně omezeným krokem (580)–(581) je
také globálně konvergentńı. Důkaz tohoto tvrzeńı je podobný d̊ukazu věty 131.

Nyńı vyšetř́ıme nemonotonńı metodu s lokálně omezeným krokem, kde se č́ısla F i, i ∈ N , určuj́ı
rekurentně tak, že n1 = 1, F 1 = F1 a

ρi(si) < ρ ⇒ ni+1 = ni, F i+1 = F i (582)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ni+1 = λni + 1, F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
(583)

pro i ∈ N , kde 0 ≤ λ ≤ 1.
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Věta 132. (Globálńı konvergence metody (582)–(583)) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná
nemonotonńı metodou s lokálně omezeným krokem (582)–(583) taková, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ funkce
F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak plat́ı (577).

Důkaz Předpokládejme, že neńı splněna podmı́nka (577). Podobně jako v části (a) d̊ukazu věty 131 z
toho plyne, že množina N2 = {i1, i2, i3, . . . } je nekonečná a existuje č́ıslo ε > 0 takové, že plat́ı ∥gi∥ ≥ ε
∀i ∈ N a (578), a podobně jako v části (b) d̊ukazu věty 131 dostaneme nerovnost

Fik+1
≤ F ik −

ρ ν c ε2

2δ B
, ∀k ∈ N,

která spolu s (T2e)–(T2f) a (582)–(583) dává

F ik+1
=
λnikF ik + Fik+1

nik+1

= F ik +
Fik+1

− F ik

nik+1

≤ F ik −
ρ ν c ε2

2δ Bnik+1

≤ F ik −
ρ ν c ε2

4δ Bk
,

nebot’ podle (583) a poznámky 52 plat́ı nik+1
≤ k + 1 ≤ 2k. Můžeme tedy psát

F i1 − F ≥ F i1 − lim
k→∞

F ik+1
=

∞∑
k=1

(F ik − F ik+1
) ≥

ρ ν c ε2

4δ B

∞∑
k=1

1

k
= ∞,

což je spor, nebot’ výraz na levé straně této nerovnosti je podle předpokladu F1 konečný. 2

5.6 Kombinované metody s lokálně omezeným krokem

Metody s lokálně omezeným krokem se lǐśı od metod spádových směr̊u určeńım směrového vektoru a
výběrem délky kroku. Proto se nab́ıźı dvě možnosti jak tyto metody kombinovat. Prvńı kombinovaná
metoda použ́ıvá směrový vektor si = −λiHigi, kde Hi = B−1

i a

λi = 1, ∥Higi∥ ≤ ∆i, (584)

λi =
∆i

∥Higi∥
, ∥Higi∥ > ∆i, (585)

a délka kroku se vyb́ırá podle (T2) a (T3). Je zřejmé, že tento směrový vektor splňuje podmı́mky (T1a)
a (T1b). Podmı́nku (T1c) však splňovat nemuśı. Ukážeme, že podmı́nka (T1c) je splněna, je-li matice Hi

pozitivně definitńı a existuje-li č́ıslo κ takové, že κ(Hi) ≤ κ ∀i ∈ N .

Lemma 60. Necht’ si = −λiHigi, kde Hi je pozitivně definitńı matice a 0 < λi ≤ 1 je č́ıslo určené podle
(584)–(585). Pak plat́ı

−Qi(si) ≥
1

2
∥gi∥∆i

gTi Higi
∥gi∥∥Higi∥

≥ 1

2
√
κ(Hi)

∥gi∥∆i (586)

Jestlǐze κ(Hi) ≤ κ, je splňena podmı́nka (T1c) s ν = 1/
√
κ.

Důkaz Jelikož Hi = B−1
i , plat́ı

Qi(si) =
1

2
λ2i g

T
i Higi − λig

T
i Higi =

1

2
λi(λi − 2)gTi Higi, (587)

neboli

−Qi(si) =
1

2
λi(2− λi)g

T
i Higi ≥

1

2
λig

T
i Higi ≥

1

2

∆i

∥Higi∥
gTi Higi,

což s použit́ım věty 10 dává (586). Zbytek tvrzeńı je zřejmý. 2
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Důsledek 18. Uvažujme metodu s lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı si = −λiHigi, (584)–(585)
a (T2), (T3). Pak splňuje-li funkce F : D → R předpoklady F1 a F3 a existuj́ı-li č́ısla 0 < H ≤ H taková,
že H ≤ λ(Hi) ≤ λ(Hi) ≤ H ∀i ∈ N , je tato metoda globálně konvergentńı (plat́ı (577)).

Důkaz Existuj́ı-li č́ısla 0 < H ≤ H taková, že H ≤ λ(Hi) ≤ λ(Hi) ≤ H ∀i ∈ N , plat́ı κ(Hi) ≤ H/H
∀i ∈ N , takže je podle lemmatu 60 splněna podmı́nka (T1c). Jelikož také ∥Bi∥ ≤ 1/H ∀i ∈ N , jsou
splňeny předpoklady věty 118, takže plat́ı (577). 2

Poznámka 218. Z toho co jsme zat́ım uvedli je patrné, že použit́ım vektoru si = −λiHigi, který nemuśı
splňovat podmı́nku (T1c), ztráćıme hlavńı výhodu metod s lokálně omezeným krokem (nezávislost na
pozitivńı definitnosti a podmı́něnosti matic Bi, i ∈ N). Tuto úpravu však můžeme použ́ıt k realizaci metod
s proměnnou metrikou, kdy matice Hi, i ∈ N , jsou pozitivně definitńı a kdy je výhodné, že určeńı vektoru
si = −λiHigi vyžaduje O(n2) operaćı, zat́ımco určeńı vektoru vyhovuj́ıćıho podmı́nce (T1c), které je v
jistém smyslu ekvivalentńı řešeńı soustavy rovnic Bisi + gi = 0, vyžaduje O(n3) operaćı. Poznamenejme,
že hodnotu Qi(si) můžeme poč́ıtat podle (587) pomoćı matice Hi.

Jiná kombinovaná metoda je založena na tom, že se směrový vektor určuje tak, aby byl spádový, a
jednoduchý výběr délky kroku (T2c), (T2d) se nahrad́ı složitěǰśı procedurou, vyžaduj́ıćı splněńı podmı́nky

ρi(αisi) ≥ ρ. (588)

Použ́ıvá se přitom modifikovaný Armij̊uv výběr délky kroku, kdy αi > 0 je prvńı člen vyhovuj́ıćı podmı́nce
(588) v posloupnosti αj

i , j ∈ N , takové, že α1
i = 1, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N, (589)

kde 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N . Směrový vektor se určuje podle (T1) a (T3).

Definice 44. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je striktńı kombinovanou
metodou s lokálně omezeným krokem, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ δ∆i, (T1a)

∥si∥ < δ∆i ⇒ ∥ωi(si)∥ ≤ ωi ≤ ω, (T1b)

−Qi(si) ≥ ν

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
, (T1c)

−gTi si ≥ ν∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
, (T1d)

kde 0 < δ < 1 < δ, 0 < ν < 1 a 0 ≤ ω < 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ ρi(αisi) ≥ ρ, (590)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ αi = 1, (591)

kde 0 < ρ < 1, a č́ısla 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ max(αi, β)∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (592)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ min(γ∆i,∆), (593)

kde 0 < β ≤ β < 1 < γ, přičemž β δ < 1.

Poznámka 219. Striktńı kombinovaná metoda s lokálně omezeným krokem se od striktńı metody s
lokálně omezeným krokem (definice 40) lǐśı t́ım, že směrový vektor muśı splňovat dodatečnou podmı́nku
(T1d) (spádovost), že podmı́nka (T2c) je nahražena podmı́nkou (590) (Armij̊uv výběr délky kroku) a že
podmı́nka (T3a) je nahražena podmı́nkou (592), která se vztahuje k př́ıpadu (590). Poznamenejme, že
zvoĺıme-li č́ıslo β dostatečně malé, plat́ı ∆i+1 = αi∥si∥ = ∥xi+1 − xi∥ ve většině př́ıpad̊u, kdy ρi(si) < ρ.
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Poznámka 220. Je-li splněn předpoklad F3, je definice 44 korektńı (podmı́nky (590)–(593) lze splnit).
Předně z ∥si∥ > 0, ∥gi∥ > 0 a (T1d) plyne, že gTi si < 0, takže

lim
α→0

ρi(αsi) ≥ lim
α→0

αgTi si − α2G∥si∥2

αgTi si + (α2/2)sTi Bisi
= lim

α→0

gTi si − αG∥si∥2

gTi si + (α/2)sTi Bisi
= 1,

a jelikož ρ < 1, existuje č́ıslo αi > 0 takové, že ρi(αisi) ≥ ρ, pokud 0 < αi ≤ αi. Dále z (589) plyne, že

αi ≤ β, pokud ρi(si) ≤ ρ, takže lze splnit nerovnost v (592).

V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat indexové množiny N1, N2, které maj́ı stejný význam jako v
poznámce 203.

Věta 133. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná kombinovanou metodou s lokálně omezeným
krokem (definice 44) taková, že

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞, Mi = max

1≤j≤i
∥Bj∥.

Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak plat́ı (577).

Důkaz V př́ıpadech, kdy i ∈ N1, i ̸∈ N2, i = 1, můžeme postupovat stejně jako v částech (a), (b), (c)
d̊ukazu lemmatu 57. V př́ıpadě, kdy i ∈ N2, můžeme, tak jako v části (d) zmı́něného d̊ukazu, využ́ıt
toho, že podle (592) plat́ı ∆i+1 ≥ β∆i, pokud i ̸∈ N2. Plat́ı tedy tvrzeńı analogické lemmatu 57, takže

je splněna nerovnost (528). Jelikož podle (592) plat́ı ∆i+1 ≤ β∥si∥, pokud i ̸∈ N2, lze použ́ıt lemma 58.
Zbytek d̊ukazu je totožný s d̊ukazem věty 118. 2

Zbývá ukázat, jak lze nalézt směrový vektor vyhovuj́ıćı podmı́nkám (T1a)–(T1d). Metody, které
budeme vyšetřovat splňuj́ı podmı́nky (T1a)–(T1c) (lemma 59, věta 124). Proto stač́ı ukázat, že plat́ı i
(T1d).

Lemma 61. Směrový vektor si(α
∗) ∈ Rn vyšetřovaný v lemmatu 59 vyhovuje podmı́nce (T1d) s ν = 1.

Důkaz Pokud gTi Bigi ≥ ∥gi∥3/∆i, plat́ı

−gTi si(α∗) =
gTi gi
gTi Bigi

gTi gi ≥
∥gi∥2

∥Bi∥
.

Pokud gTi Bigi < ∥gi∥3/∆i, plat́ı

−gTi si(α∗) =
∆i

∥gi∥
gTi gi = ∆i∥gi∥.

2

Věta 134. Směrový vektor s∗i ∈ Rn určený řešeńım úlohy (562) vyhovuje podmı́nce (T1d) s ν = 1/4.

Důkaz (a) Podle věty 125 plat́ı (Bi + λ∗i I)s
∗
i = −gi, kde bud’ ∥s∗i ∥ < ∆i a λ∗i = 0, nebo ∥s∗i ∥ = ∆i a

λ∗i ≥ 0. Pokud ∥s∗i ∥ = ∆i, můžeme psát

∥gi∥ ≥ λ(Bi + λ∗i I)∆i = (λ(Bi) + λ∗i )∆i

nebot’ matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı, takže jej́ı vlastńı č́ısla jsou zároveň singulárńımi č́ısly.
Dostaneme tedy odhad

0 ≤ λ∗i ≤ ∥gi∥
∆i

− λ(Bi) ≤
∥gi∥
∆i

+ ∥Bi∥,

který plat́ı i v př́ıpadě, že ∥s∗i ∥ < ∆i, kdy λ
∗
i = 0.
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(b) Je-li matice Bi + λ∗i I regulárńı, můžeme s použit́ım horńı meze pro λ∗i źıskané v (a) psát

−gTi si = gTi (Bi + λ∗i I)
−1gi ≥

∥gi∥2

λ(Bi + λ∗i I)
≥ ∥gi∥2

∥Bi∥+ λ∗i
≥ ∥gi∥2

2∥Bi∥+ ∥gi∥/∆i

≥ ∥gi∥2

4max(∥Bi∥, ∥gi∥/∆i)
=

1

4
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
.

Je-li matice Bi + λ∗i I singulárńı, využijeme toho, že si = −(Bi + λ∗i I)
†gi + vi, kde g

T
i vi = 0 a (Bi + λ∗i I)

†

je pseudoinverzńı matice, jej́ıž nenulová vlastńı č́ısla jsou převrácenými hodnotami nenulových vlastńıch
č́ısel matice Bi + λ∗i I. Dostaneme tak stejné nerovnosti jako v regulárńım př́ıpadě. 2

Daľśı metody, které splňuj́ı podmı́nky (T1a)–(T1d), jsou popsány v odd́ılu 6 (věta 141, věta 142).

5.7 Metody kvadratické regularizace

Podle věty 125 je optimálńı lokálně omezený krok s∗i řešeńım úlohy

s∗i = argmin
s∈Rn

Qλ∗
i
(s), Qλ∗

i
(s) = gTi s+

1

2
sTBis+

1

2
λ∗i ∥s∥2,

kde λ∗i je Lagrange̊uv multiplikátor splňuj́ıćı podmı́nky věty 125. Člen (1/2)λ∗i ∥s∥2 se nazývá kvadratickou
regularizaćı. Z tohoto d̊uvodu je možné definovat metody kvadratické regularizace, které jsou podobné
metodám s lokálně omezeným krokem. Při jejich popisu budeme použ́ıvat označeńı

Qλi(s) = gTi s+
1

2
sTBis+

1

2
λi∥s∥2. (594)

a budeme předpokládat, že λi ≥ max(0,−λ(Bi)) (pak matice Bi + λiI je pozitivně semidefinitńı). Pod́ıl
skutečného a předpověděného poklesu funkce F je pak definován vztahem

ρi(s) =
F (xi + s)− F (xi)

Qλi(s)
. (595)

Definice 45. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je metodou kvadratické
regularizace, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

Qλi(si) ≤ νQλi(si(α
∗)), si(α

∗) = argmin
si(α)=−αgi

Qλi(si(α)), (Q1)

kde 0 < ν ≤ 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (Q2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1, (Q2b)

a č́ısla λi ≥ 0, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ γλi ≤ λi+1 ≤ γλi, (Q3a)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ 0 < λi+1 ≤ λi, (Q3b)

kde 0 < ρ < 1 a 1 < γ < γ. Řekneme, že metoda kvadratické regularizace je striktńı metodou kvadratické
regularizace, jsou-li podmı́nky (Q2a) a (Q2b) nahraženy podmı́nkami

ρi(si) < ρ ⇒ αi = 0, (Q2c)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ αi = 1. (Q2d)
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Poznámka 221. Podmı́nka (Q3b) se obvykle realizuje tak, že

ρ ≤ ρi(si) ≤ ρ ⇒ λi+1 = λi, (Q3c)

ρi(si) > ρ ⇒ λi+1 = min(λi,max(βλi, ∥gi∥)), (Q3d)

kde 0 < ρ < ρ < 1 a 0 < β < 1.

Poznámka 222. Aby minimalizačńı úloha v (Q1) měla řešeńı, je třeba, aby platilo λi ≥ max(0,−λ(Bi)).
To lze algoritmicky zajistit tak, že při určováńı Choleského rozkladu matice Bi+λiI adaptivně zvětšujeme
hodnotu parametru λi. Nicméně, je-li matice Bi indefinitńı, je účelněǰśı použ́ıvat metody s lokálně
omezeným krokem. Metody kvadratické regularizace maj́ı význam zejména tehdy, je-li matice Bi poz-
itivně semidefinitńı, např́ıklad při minimalizaci součtu čtverc̊u [108], [142].

Poznámka 223. Při vyšetřováńı metod kvadratické regularizace se omeźıme na př́ıpady, kdy je matice
Bi pozitivně semidefinitńı a budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ρi(si) < ρ},
N2 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ},
N3 = {i ∈ N : ρi(si) > ρ}.

Jelikož 0 ≤ ρ < ρ, plat́ı N3 ⊂ N2.

Lemma 62. Necht’ ∥gi∥ > 0, ∥Bi∥ > 0, Bi ≽ 0 a λi > 0. Pak plat́ı

−Qλi
(si(α

∗)) ≥ ∥gi∥2

2(∥Bi∥+ λi)
≥ ∥gi∥2

4
min

(
1

∥Bi∥
,
1

λi

)
. (596)

Důkaz Pro zjednodušeńı zápisu budeme index i vynechávat. Necht’ s(α) = −αg, kde α > 0. Pak můžeme
psát

−Qλ(s(α)) = −gT s(α)− 1

2
s(α)TBs(α)− 1

2
λ∥s(α)∥2 ≥ α∥g∥2

(
1− 1

2
α(∥B∥+ λ)

)
.

Označme α̃ hodnotu, která maximalizuje výraz na pravé straně této nerovnosti. Tuto hodnotu źıskáme
vynulováńım prvńı derivace, což dává

∥g∥2 (1− α̃(∥B∥+ λ)) = 0,

neboli

α̃ =
1

∥B∥+ λ
.

Po dosazeńı dostaneme

−Qλ(s(α
∗)) ≥ −Qλ(s(α̃)) ≥ α̃∥g∥2

(
1− 1

2

∥B∥+ λ

∥B∥+ λ

)
=

∥g∥2

2(∥B∥+ λ)
.

2

Lemma 63. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklad F4 a si je vektor určený podle (Q1). Pak pokud
∥gi∥ > 0, ∥Bi∥ > 0, Bi ≽ 0 a λi ≥ G, plat́ı ρi(si) ≥ ρ, takže i ∈ N2.

Důkaz Podmı́nku ρ(s) ≥ ρ můžeme zapsat ve tvaru F+ − F −Qλ(s) ≤ (ρ− 1)Qλ(s). Ale

F+ − F −Qλ(s) ≤ sT g +
1

2
G∥s∥2 − sT g − 1

2
sTBs− 1

2
λ∥s∥2 =

1

2
(G− λ)∥s∥2 ≤ 0,
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nebot’ B ≽ 0 a λ ≥ G, a podle (596) plat́ı

(ρ− 1)Qλ(s) ≥ (1− ρ)ν
∥g∥2

4
min

(
1

∥B∥
,
1

λ

)
≥ 0,

takže
F+ − F −Qλ(s) ≤ 0 ≤ (ρ− 1)Qλ(s),

což dává ρ(s) ≥ ρ. 2

Věta 135. (globálńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou kvadratické
regularizace taková, že ∥Bi∥ ≤ B, Bi ≽ 0, i ∈ N . Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F4.
Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz Předpokládejme, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Podle lemmatu 63 z λi ≥ G
plyne i ∈ N2, takže λi se může zvětšovat pouze tehdy, když λi < G. Plat́ı tedy

λi ≤ max
(
λ1, γG

) ∆
= λ, i ∈ N. (597)

Z této nerovnosti plyne, že množina N2 je nekonečná (pokud i ∈ N1 ∀i ≥ k, pak z (Q3a) plyne λi → ∞).
Použijeme-li (596), (597) a (Q1), můžeme pro i ∈ N2 psát

Fi − Fi+1 ≥ −ρQ(si) ≥ −ν ρQ(si(α
∗)) ≥

ν ρ∥gi∥2

4
min

(
1

∥Bi∥
,
1

λi

)
≥
ν ρε2

4
min

(
1

B
,
1

λ

)
takže

F1 − F ≥ F1 − lim
i→∞

Fi =
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

ν ρε2

4
min

(
1

B
,
1

λ

)
což je spor, nebot’ množina N2 je nekonečná a tud́ıž i výraz na pravé straně je nekonečný. 2

Nejčastěji se použ́ıvaj́ı optimálńı metody kvadratické regularizace, které určuj́ı směrový vektor podle
vzorce

si(λi) = argmin
s∈Rn

= Qλi(s).

Jelikož kvadratická funkce Qλi(s) je pro Bi ≽ 0 a λi > 0 konvexńı, urč́ıme vektor si(λi) jednoduše řešeńım
soustavy rovnic (Bi + λiI)si(λi) + gi = 0. Neoptimálńı metody kvadratické regularizace se použ́ıvaj́ı
např́ıklad tehdy, je li úloha velmi rozsáhlá. Pak je třeba řešit soustavu rovnic (Bi + λiI)si(λi) + gi = 0
iteračně a iteračńı proces ukončovat až když je splněna podmı́nka (Q1). Použ́ıváme-li k tomuto účelu
metodu sdružených gradient̊u, je podmı́nka (Q1) splněna již v prvńım iteračńım kroku (věta 69 a d̊usledek 4).

Př́ıbuznost optimálńıch metod kvadratické regularizace s metodami s optimálńım lokálně omezeným
krokem dokládá věta 125 a také skutečnost, že norma ∥si(λi)∥ je klesaj́ıćı funkćı parametru λi.

Lemma 64. Pro libovolný vektor x ̸= 0 plat́ı

∇∥x∥ =
x

∥x∥
, ∇2 ∥x∥ = ∇

(
x

∥x∥

)
=

1

∥x∥

(
I − xxT

∥x∥2

)
,

kde I je jednotková matice řádu n.

Důkaz Plat́ı

∂

∂xk
∥x∥ =

∂

∂xk

√√√√ n∑
l=1

x2l =
1

2

2xk√∑n
l=1 x

2
l

=
xk
∥x∥

,
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∂2

∂xk∂xl
∥x∥ =

∂

∂xl

(
xk
∥x∥

)
=

δkl
∥x∥

+
xk
∥x∥2

∂

∂xl
∥x∥

=
δkl
∥x∥

− xkxl
∥x∥3

=
1

∥x∥

(
δkl −

xkxl
∥x∥2

)
,

kde δkl = 1, pokud k = l, a δkl = 0, pokud k ̸= l. 2

Věta 136. Necht’ B ≽ 0, λ > 0 a necht’ s(λ) ̸= 0 je vektor, který je globálńım minimem funkce Qλ(s).
Pak ∥s(λ)∥ je klesaj́ıćı funkćı parametru λ.

Důkaz Podle lemmatu 64 plat́ı

∥s(λ)∥′ = sT (λ)s′(λ)

∥s(λ)∥
.

Jelikož matice B + λ je podle předpokladu pozitivně definitńı, je vektor s(λ) globálńım minimem funkce
Qλ(s) právě tehdy, když (B+λI)s(λ) = −g. Derivováńım této rovnosti dostaneme (B+λI)s′(λ)+s(λ) = 0,
neboli

(s′(λ))T (B + λI)s′(λ) + sT (λ)s′(λ) = 0,

což dává

∥s(λ)∥′ = sT (λ)s′(λ)

∥s(λ)∥
= − (s′(λ))T (B + λI)s′(λ)

∥s(λ)∥
< 0

. 2

Závěrem dodejme, že metody kvadratické regularizace se použ́ıvaly před vyvinut́ım metod s lokálně
omezeným krokem a to zejména pro minimalizaci součtu čtverc̊u. V současné době byly nahraženy
účinněǰśımi metodami kubické regularizace, které jsou popsány v odd́ılu 7.
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6 Výpočet lokálně omezeného kroku

6.1 Výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku

Optimálńı lokálně omezený krok s∗i je řešeńım úlohy (562). Podle věty 125 plat́ı s∗i = si(λ
∗
i ), kde vektor

si(λ
∗
i ) je řešeńım soustavy rovnic (Bi + λ∗i I)si(λ

∗
i ) + gi = 0 se symetrickou pozitivně semidefinitńı matićı

Bi + λ∗i I a λ∗i ≥ 0. Přitom

(a) λ∗i = 0, pokud Bi ≽ 0 a ∥si(0)∥ ≤ ∆i.

(b) λ∗i > 0 a ∥s∗i ∥ = ∆i, pokud Bi ̸≽ 0 nebo ∥si(0)∥ > ∆i.

Pokud nenastane př́ıpad (a), řeš́ıme přibližně úlohu (b) tak, že hledáme č́ıslo λi > 0 takové, že matice
Bi + λiI je pozitivně semidefinitńı a δ∆i ≤ ∥si(λi)∥ ≤ δ∆i, kde (Bi + λiI)si(λi) + gi = 0. Protože se
omeźıme na jeden konkrétńı iteračńı krok, budeme index i vynechávat.

Věta 137. Necht’ λ ≥ 0, B + λI ≽ 0 a ∥s∥ ≥ δ∆, kde (B + λI)s+ g = 0. Pak vektor s splňuje podmı́nku
(566) s ν = δ2.

Důkaz Zřejmě

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs = −sT (B + λI)s+

1

2
sTBs

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λsT s

)
≤ −1

2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Q(s+ z) = gT (s+ z) +
1

2
(s+ z)TB(s+ z) = −sT (B + λI)(s+ z) +

1

2
(s+ z)TB(s+ z)

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
+

1

2
zT (B + λI)z. (598)

Necht’ vektor s∗ = s+z∗ je řešńım úlohy (562). Pak (s+z∗)T (s+z∗) = (s∗)T s∗ ≤ ∆2 a (z∗)T (B+λI)z∗ ≥ 0,
takže podle (598) dostaneme

Q(s∗) = −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z∗)T (s+ z∗)

)
+

1

2
(z∗)T (B + λI)z∗

≥ −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
, (599)

což po dosazeńı do úvodńı nerovnosti dává Q(s) ≤ (1/δ)2Q(s∗). 2

Č́ıslo λ ≥ 0 vyhovuj́ıćı předpoklad̊um věty 137 lze źıskat řešeńım nelineárńı rovnice ekvivalentńı rovnici
∥s(λ)∥ = ∆. Př́ımé použit́ı rovnice ∥s(λ)∥ = ∆ neńı vhodné, nebot’ funkce ∥s(λ)∥ má póly v bodech,
které odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um matice B. Vhodněǰśı (z hlediska omezenosti) je pro tento účel rovnice
ϕ(λ) = 0, kde ϕ(λ) = 1/∆− 1/∥s(λ)∥. Tato rovnice se řeš́ı pomoćı Newtonovy metody.

Lemma 65. Necht’ ϕ(λ) = 1/∆−1/∥s(λ)∥, kde (B+λI)s(λ)+ g = 0, matice B+λI je pozitivně definitńı
a g ̸= 0 (takže s(λ) ̸= 0). Pak plat́ı

ϕ′(λ) = −s(λ)
T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3
= − gT (B + λI)−3g

(gT (B + λI)−2g)3/2
< 0 (600)

a ϕ′′(λ) ≥ 0 (takže funkce ϕ(λ) je za daných předpoklad̊u konvexńı).
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Důkaz Derivováńım rovnosti (B + λI)s(λ) + g = 0 dostaneme (B + λI)s′(λ) + s(λ) = 0, což dává
s′(λ) = −(B + λI)−1s(λ). Podle definice funkce ϕ(λ) a lemmatu 64 pak plat́ı

ϕ′(λ) =
∥s(λ)∥′

∥s(λ)∥2
=
s(λ)T s′(λ)

∥s(λ)∥3
= −s(λ)

T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3
= − gT (B + λI)−3g

(gT (B + λI)−2g)3/2
.

Daľśım derivováńım dostaneme (B + λI)s′′(λ) + 2s′(λ) = 0, takže s′′(λ) = −2(B + λI)−1s′(λ) a

ϕ′′(λ) =
s(λ)T s′′(λ) + s′(λ)T s′(λ)

∥s(λ)∥3
− 3(s(λ)T s′(λ))2

∥s(λ)∥5
= 3

∥s(λ)∥2∥s′(λ)∥2 − (s(λ)T s′(λ))2

∥s(λ)∥5

(nebot’ s(λ)T s′′(λ) = −2s(λ)T (B + λI)−1s′(λ) = 2s′(λ)T s′(λ)) a podle Schwarzovy nerovnosti pak plat́ı
ϕ′′(λ) ≥ 0. 2

Důsledek 19. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 65. Necht’ λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla
matice B (seřazená vzestupně) a vi, 1 ≤ i ≤ n, jim odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı vektory. Necht’
g =

∑n
1=1 γivi (takže γi = vTi g, 1 ≤ i ≤ n). Pak plat́ı

ϕ(λ) =
1

∆
− 1(∑n

1=1

γ2i
(λi + λ)2

)1/2
, ϕ′(λ) = −

∑n
1=1

γ2i
(λi + λ)3(∑n

1=1

γ2i
(λi + λ)2

)3/2
. (601)

Důkaz Jelikož matice B je symetrická, existuje rozklad V TBV = Λ, kde V = [v1, . . . , vn] je ortogonálńı
matice (takže V V T = V TV = I) a Λ = diag(λ1, . . . , λn). Pak rovnici (B+λI)s(λ)+g = 0 můžeme zapsat
ve tvaru

(Λ + λI)s̃(λ) + g̃ = 0, (602)

kde s̃(λ) = V T s(λ) a g̃ = V T g, takže ∥s̃(λ)∥ = ∥s(λ)∥ a ∥g̃∥ = ∥g∥. Podle lemmatu 65 (aplikovaného na
rovnici (602)) plat́ı

ϕ(λ) =
1

∆
− 1

∥s̃(λ)∥
=

1

∆
− 1

(g̃T (Λ + λI)−2g̃)
1/2

,

ϕ′(λ) = − g̃T (Λ + λI)−3g̃

(g̃T (Λ + λI)−2g̃)
3/2

.

Využijeme-li toho, že g̃i = vTi g = γi, 1 ≤ i ≤ n, a že matice Λ + λI je diagonálńı, dostaneme dokazované
tvrzeńı. 2

Poznámka 224. Aby matice B + λ∗I byla positivně semidefinitńı, muśı platit λ∗ ≥ −λ1, kde λ1 je
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice B. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 je jednoduché. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady: regulárńı př́ıpad,
kdy λ∗ > −λ1, a singulárńı př́ıpad, kdy λ∗ = −λ1. V regulárnım přıpadě existuj́ı dvě možnosti. Pokud
max(0,−λ1) < λ < λ∗ (takže ∥s(λ)∥ > ∆ a ϕ(λ) > 0), je krok Newtonovy metody

λ+ = λ+
∥s(λ)∥3

s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

(
1

∆
− 1

∥s(λ)∥

)
= λ+

∥s(λ)∥2

s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

(
∥s(λ)∥ −∆

∆

)
dobře definován a plat́ı λ < λ+ < λ∗ (plyne to z konvexity funkce ϕ(λ)). Pokud λ∗ < λ (takže ∥s(λ)∥ < ∆
a ϕ(λ) < 0), plat́ı λ+ < λ∗ a je třeba zajistit aby byla splněna podmı́nka max(0,−λ1) < λ+. To lze provést
použit́ım meźı λ < λ∗ < λ aktualizovaných v každém kroku algoritmu. (poznámka 231). Singulárńı př́ıpad
nastane např́ıklad tehdy, když B ̸≽ 0 a g = 0, nebot’ rovnice (B + λ∗I)s(λ∗) + g = 0, λ∗ ≥ −λ1, má řešeńı
s(λ∗), ∥s(λ∗)∥ = ∆, pouze tehdy, když λ∗ = λ1.
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Poznámka 225. Jestliže γ1 = vT1 g ̸= 0, lze se snadno přesvědčit (použit́ım vztah̊u (601)), že plat́ı

lim
λ↓−λ1

ϕ(λ) =
1

∆
, lim

λ↓−λ1

ϕ′(λ) = − 1

|γ1|

a

lim
λ→∞

ϕ(λ) = −∞, lim
λ→∞

ϕ′(λ) = − 1

∥g∥
(jelikož funkce ϕ(λ) neńı v bodě λ = λ1 diferencovatelná, použ́ıváme jednostrané limity λ ↓ −λ1, což
znamená, že λ → −λ1 a λ > 0). Z těchto vztah̊u je patrné, že pro γ1 = vT1 g ̸= 0 jsou funkce ϕ(λ) a ϕ′(λ)
omezené v okoĺı bodu λ = −λ1 a plat́ı λ∗ > −λ1.

Poznámka 226. Singulárńı př́ıpad může nastat pouze tehdy, když γ1 = vT1 g = 0, nebot’ pro λ∗ = −λ1
plat́ı

vT1 g = −vT1 (B + λ∗I)s(λ∗) = −vT1 (B − λ1I)s(λ1) = 0

(použ́ıváme vztah Bv1 = λ1v1). Označme ϕ1 = limλ↓−λ1 ϕ(λ). Jestliže γ1 = vT1 g = 0, vymiźı v (601) člen
γ21/(λ1 + λ)2 a předpokládáme-li, že ∥g∥ ̸= 0, můžeme psát ϕ1 < 1/∆. Pokud ϕ1 > 0, plat́ı λ∗ > −λ1,
nebot’ funkce ϕ(λ) je pro λ > −λ1 spojitá a limλ→∞ ϕ(λ) = −∞. Pokud ϕ1 ≤ 0, nastane singulárńı př́ıpad.

Poznámka 227. V singulárńım př́ıpadě nelze použ́ıt Newtonovu metodu. Abychom to ukázali, zaṕı̌seme
rovnici (602) (kde vT1 g = 0) blokově ve tvaru[

λ1 + λ, 0
0, Λ2 + λI

] [
vT1 s(λ)
V T
2 s(λ)

]
= −

[
0

V T
2 g

]
, (603)

kde Λ2 = diag(λ2, . . . , λn) a V2 = [v2, · · · vn]. Pokud λ ̸= −λ1, plat́ı vT1 s(λ) = 0, takže limλ↓−λ1 v
T
1 s(λ) =

0. Pokud λ = −λ1, může výraz vT1 s(λ) nabývat libovolných hodnot. Funkce ϕ(λ) je v tomto př́ıpadě
nejednoznačná. Jej́ı minimálńı hodnotu ϕ1 dostaneme, polož́ıme-li vT1 s(λ) = 0 (nebot’ norma ∥s(λ)∥ =
∥V T s(λ)∥ je minimálńı, pokud vT1 s(λ) = 0), takže ϕ(λ) nabývá všech hodnot v intervalu ϕ1 ≤ ϕ(λ) ≤ 1/∆
a pokud ϕ1 < 0, nelze hodnotu λ∗ = −λ1 nalézt pomoćı Newtonovy metody. Následuj́ıćı poznámka ukazuje
jak lze tento poblém obej́ıt.

Poznámka 228. Předpokládejme, že λ∗ = −λ1 a ϕ1 < 0. Necht’ λ > −λ1 a ϕ(λ) < 0 (takže ∥s(λ)∥ < ∆).
Zvoĺıme-li vektor z(λ) = α(λ)v1 tak, aby platilo ∥s(λ) + z(λ)∥ = ∆, můžeme psát[

λ1 + λ, 0
0, Λ2 + λI

] [
vT1 (s(λ) + z(λ))
V T
2 (s(λ) + z(λ))

]
=

[
α(λ)(λ1 + λ)

0

]
−
[

0
V T
2 g

]
(604)

(nebot’ vT1 v1 = 1 a vT1 V2 = 0). Jelikož

∆ = ∥s(λ) + z(λ)∥ ≥ ∥z(λ)∥ − ∥s(λ)∥ = |α(λ)| − ∥s(λ)∥,

plat́ı |α(λ)| ≤ ∆ + ∥d(λ)∥ ≤ 2∆, a tedy i |α(λ)(λ1 + λ)| → 0 pro λ → −λ1. Pokud λ ≈ −λ1, takže
|α(λ)(λ1 + λ)| ≈ 0, lze v rovnici (604) zanedbat prvńı člen na pravé straně, takže vektor s(λ) + z(λ) je
dobrou aproximaćı řešeńı rovnice (603) a plat́ı ∥s(λ) + z(λ)∥ = ∆, což znamená, že vektor s(λ) + z(λ) je
(pro λ ≈ −λ1) dobrou aproximaćı řešeńı úlohy (562). Přesněǰśı výsledek udává následuj́ıćı věta.

Věta 138. Necht’ λ ≥ 0, B + λI ≽ 0, (B + λI)s+ g = 0, ∥s+ z∥ = ∆ a

zT (B + λI)z ≤ (1− δ2)
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
. (605)

Pak vektor s+ z splňuje podmı́nku (566) s ν = δ2.
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Důkaz Podle (598) plat́ı

Q(s+ z) = −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
+

1

2
zT (B + λI)z

a použijeme-li (605), dostaneme

Q(s+ z) ≤ −1

2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
,

což spolu s (599) dává Q(s+ z) ≤ (1/δ)2Q(s∗). 2

Poznámka 229. Podle poznámky 228 je výhodné volit z = αv, kde vektor v je dobrou aproximaćı
vlastńıho vektoru v1 př́ıslušného nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu matice B. Tento vektor lze určit r̊uznými
metodami, např́ıklad pomoćı Choleského rozkladu jako v programech knihovny LAPACK [3].

Poznámka 230. Necht’ s ∈ Rn, v ∈ Rn a ∥s∥ < ∆. Č́ıslo α ≥ 0, pro které plat́ı ∥s+ αv∥ = ∆, určujeme
podle vzorc̊u

α =

√
(vT s)2 + (∆2 − ∥s∥2)∥v∥2 − vT s

∥v∥2
=

∆2 − ∥s∥2√
(vT s)2 + (∆2 − ∥s∥2)∥v∥2 + vT s

.

Prvńı vzorec voĺıme pokud vT s ≤ 0 a druhý v opačném př́ıpadě. Oba vzorce se zjednoduš́ı, pokud ∥v∥ = 1.
Tyto vzorce lze snadno źıskat řešeńım kvadratické rovnice vzniklé roznásobeńım vztahu ∥s+ αv∥2 = ∆2.

Poznámka 231. Abychom zabránili selháńı Newtonovy metody, je účelné použ́ıvat a aktualizovat dolńı
odhad µ pro č́ıslo −λ1 a meze 0 ≤ λ < λ∗ < λ. V prvńım iteračńım kroku Newtonovy metody můžeme

jako µ zvolit maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Počátečńı meze λ < λ∗ < λ lze určit z vlastnost́ı
č́ısla λ∗. Jestliže (B + λ∗I)s(λ∗) + g = 0 a ∥s(λ∗)∥ = ∆, plat́ı

s(λ∗)T (B + λ∗I)2s(λ∗) = ∥g∥2,

což s přihlédnut́ım k extremálńım vlastnostem vlastńıch č́ısel matice (B + λ∗I) dává

λ(B) + λ∗ ≤ ∥g∥
∆

≤ λ(B) + λ∗.

Jestliže B ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ B, můžeme definovat dolńı mez λ a horńı mez λ tak, že

λ =
∥g∥
∆

−B ≤ λ∗ ≤ ∥g∥
∆

−B = λ

Lze položit B = −∥B∥ a B = ∥B∥, nebo použ́ıt jiné odhady pro vlastńı č́ısla matice B, např́ıklad
Gerschgorinovy kruhy. Dolńı mez λ je třeba ještě upravit tak, aby platilo λ ≥ 0.

Poznámka 232. V počátečńıch kroćıch Newtonovy metody se může stát, že matice B+λI neńı pozitivně
definitńı. Proto je účelné použ́ıt mı́sto Choleského rozkladu B + λI = RTR Gill̊uv-Murraẙuv rozklad
B + λI +E = RTR (definice 29). Pokud E = 0, je matice B + λI pozitivně definitńı. V opačném př́ıpadě
poskytuje věta 29 odhad č́ısla, které můžeme přič́ıst k µ. Odhad µ můžeme též upravit pomoćı vektoru v
jednotkové délky, který je dobrou aproximaćı vlastńıho vektoru v1 př́ıslušného nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu
matice B. Jelikož č́ıslo λ1 + λ je nejmenš́ım vlastńım č́ıslem matice B + λI a jelikož v1 je vlastńı vektor
této matice př́ıslušný vlastńımu v̌́ıslu λ1 + λ, můžeme psát

λ1 + λ = vT1 (B + λI)v1 ≤ vT (B + λI)v

(předpokládáme, že ∥v∥ = ∥v1∥ = 1), takže č́ıslo µ = λ− vT (B + λI)v ≤ −λ1 je dobrým dolńım odhadem
č́ısla −λ1.

241



Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 10. Data 0 < β < 1 (obvykle β = 0.1), 0 < δ < 1 < δ (obvykle δ = 0.9 a δ = 1.1), ∆ > 0.

Krok 1 Necht’ µ je maximálńı diagonálńı prvek matice −B a B ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ B (poznámka 231).

Polož́ıme λ := ∥g∥/∆−B, λ := ∥g∥/∆−B, λ := max(0, µ, λ) a k := 0.

Krok 2 Polož́ıme λ := max(0, µ, λ). Jestliže k > 0 a λ ≤ µ, polož́ıme λ := max(
√
λλ, λ+ β(λ− λ)).

Krok 3 Urč́ıme Gill̊uv-Murraẙuv rozklad B + λI +E = RTR a polož́ıme k := k + 1. Je-li E = 0 (takže
B+ λI ≻ 0), přejdeme na krok 4. V opačném př́ıpadě urč́ıme vektor v ∈ Rn takový, že ∥v∥ = 1
a vT (B + λI)v < 0 (věta 29), polož́ıme µ := max(µ, λ− vT (B + λI)v) a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme vektor s ∈ Rn řešeńım rovnice RTRs + g = 0. Jestliže ∥s∥ > δ∆, polož́ıme λ := λ a
přejdeme na krok 6. Jestliže δ∆ ≤ ∥s∥ ≤ δ∆ ukonč́ıme výpočet. Jestliže ∥s∥ < δ∆ a λ = 0
ukonč́ıme výpočet. Jestliže ∥s∥ < δ∆ a λ > 0 polož́ıme λ := λ a přejdeme na krok 5.

Krok 5 Urč́ıme vektor v ∈ Rn tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaćı vlastńıho vektoru matice
B př́ıslušného vlastńımu č́ıslu λ(B) a aby platilo ∥v∥ = 1 a vT s ≥ 0 (tento vektor lze určit z
rozkladu RTR zp̊usobem, který použ́ıvaj́ı programy knihovny LAPACK). Urč́ıme č́ıslo α ≥ 0
tak, aby platilo ∥s + αv∥ = ∆ (poznámka 230). Jestliže α2∥Rv∥2 ≤ (1 − δ2)(∥Rs∥2 + λ∆2),
polož́ıme s := s+αv a ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme µ := max(µ, λ−∥Rv∥2)
a přejdeme na krok 6.

Krok 6 Urč́ıme vektor v ∈ Rn řešeńım rovnice RT v = s, polož́ıme

λ := λ+
∥s∥2

∥v∥2

(
∥s∥ −∆

∆

)
a přejdeme na krok 2

6.2 Využit́ı směru nejvěťśıho spádu (metody pśı nohy)

Nevýhodou metod s optimálńım lokálně omezeným krokem je nutnost řešeńı úlohy (562), což vyžaduje
opakované řešeńı soustavy (Bi + λI)si(λ) + gi = 0, která obsahuje n rovnic o n neznámých. V pr̊uměru
se tato soustava řeš́ı 2-3 krát v každém iteračńım kroku, ale v singulárńım př́ıpadě může být tento počet
mnohem vyšš́ı. Proto se úloha (562) často nahražuje úlohou

si = si(α
∗, β∗) = argmin

∥s(α,β)∥≤∆i

Qi(s(α, β)), (606)

kde

s(α, β) = −(αgi + βB−1
i gi).

Věta 139. Směrový vektor si ∈ Rn určený podle (606) vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1c) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0 a ν = 1.

Důkaz (a) Podmı́nka (T1a) je př́ımo součást́ı podmı́nky (606). Předpokládejme, že si(α
∗, β∗) ∈ Rn je

řešeńım úlohy (606), přičemž ∥si(α∗, β∗)∥ < ∆i. Pak

Qi(s(α, β)) =
1

2
α2gTi Bigi + αβgTi gi +

1

2
β2gTi B

−1
i gi − αgTi gi − βgTi B

−1
i gi

je ryze konvexńı kvadratická funkce a

∂Qi(s(α
∗, β∗))

∂α
= α∗gTi Bigi + (β∗ − 1)gTi gi = 0,

∂Qi(s(α
∗, β∗))

∂β
= α∗gTi gi + (β∗ − 1)gTi B

−1
i gi = 0,
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neboli α∗ = 0, β∗ = 1, takže ωi(si(α
∗, β∗)) = 0 a

−Qi(si(α
∗, β∗)) = gTi B

−1
i gi −

1

2
gTi B

−1
i gi =

1

2
gTi B

−1
i gi ≥

1

2

∥gi∥2

∥Bi∥
.

(b) Necht’ ∥si(α∗, β∗)∥ = ∆i. Podle (606) muśı být Qi(si(α
∗, β∗)) ≤ Qi(si(α

∗, 0)) = Qi(si(α
∗)), kde si(α

∗)
je řešeńım úlohy (563), takže podle lemmatu 59 plat́ı

−Qi(si(α
∗, β∗)) ≥ −Qi(si(α

∗)) ≥ 1

2
∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Bi∥

)
.

2

Úloha (606) má dimenzi 2 a soustava rovnic s matićı Bi se řeš́ı pouze jednou (k určeńı vektoru B−1
i gi).

Vektor si źıskaný řešeńım úlohy (606) vyhovuje podle věty 139 podmı́nkám (T1a)–(T1c) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0 a ν = 1 a jeho použit́ım dostaneme metody, které konverguj́ı téměř stejně dobře jako metody
s optimálńım lokálně omezeným krokem. Ukazuje se že efektivita metod založených na promı́táńı do
podprostoru generovaného vektory gi a B−1

i gi se př́ılǐs nezměńı nahrad́ıme-li přesné řešeńı úlohy (606)
speciálńım přibližným výběrem koeficient̊u α a β, který se nazývá metodou pśı nohy (název této metody
pocháźı od jej́ıho autora M.J.D.Powella).

Metoda pśı nohy je založena na použit́ı Cauchyova vektoru sC a Newtonova vektoru sN , kde

sC = − gT g

gTBg
g, sN = −B−1g.

Cauchẙuv vektor je spádovým směrem právě tehdy, plat́ı-li gTBg > 0. Proto budeme rozlǐsovat dva
př́ıpady, bud’ gTBg > 0 nebo gTBg ≤ 0. Jestliže gTBg ≤ 0, můžeme položit s = −(∆/∥g∥)g, nebot’ v
tomto př́ıpadě pro α ≥ 0 plat́ı

sT (g + αBs) = − ∆

∥g∥

(
gT g − α∆

∥g∥
gTBg

)
≤ − ∆

∥g∥
gT g,

takže kvadratická funkce Q(x + αs) (funkce proměnné α, jej́ıž derivace je sT (g + αBs)) klesá pro α ≥ 0.
Jestliže gTBg > 0 a ∥sC∥ ≥ ∆, můžeme opět položit s = −(∆/∥g∥)g. Plat́ı totiž

sT (g + αBs) = − ∆

∥g∥

(
gT g − α∆

∥g∥
gTBg

)
= −∆∥g∥

(
1− α

∆

∥sC∥

)
,

takže funkce Q(x+ αs) klesá pro 0 ≤ α < ∥sC∥/∆ a nabývá svého minima pro α = ∥sC∥/∆ ≥ 1.
Pokud gTBg > 0 a ∥sC∥ < ∆, mohou opět nastat dva př́ıpady, plat́ı bud’ (sN − sC)

T sC ≥ 0 nebo
(sN − sC)

T sC < 0.

Věta 140. Necht’ gTBg > 0. Jestlǐze (sN − sC)
T sC ≥ 0, plat́ı 0 < sTCsC/s

T
CsN ≤ 1 a pokud

sTCsC
sTCsN

≤ τ ≤ 1, (607)

je kvadratická funkce Q(sC + α(τsN − sC)) nerostoućı pro 0 ≤ α ≤ 1 (jestlǐze (sN − sC)
T sC > 0, je tato

funkce klesaj́ıćı a nabývá svého minima pro α = 1). Dále plat́ı ∥τsN∥ ≥ ∥sC∥ (rovnost nastane právě tehdy,
plat́ı-li τ = sTCsC/s

T
CsN a jsou-li vektory sC a sN rovnoběžné). Jestlǐze (sN − sC)

T sC < 0, kvadratická
funkce Q(sC + α(sC − sN )) klesá pro α ≥ 0.

Důkaz (a) Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)
T sC ≥ 0. Prostým dosazeńım dostaneme

(sN − sC)
T sC =

gT g

(gTBg)2
(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
, (608)
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takže nerovnost (sN − sC)T sC ≥ 0 je splněna právě tehdy, jestliže gTBggTB−1g− (gT g)2 ≥ 0 (je-li matice
B positivně definitńı plyne tato nerovnost ze Schwarzovy nerovnosti). Muśı tedy platit gTBggTB−1g > 0,
neboli

sTCsC
sTNsC

=
(gT g)2

gTB−1ggTBg
> 0,

což spolu s nerovnost́ı (sN − sC)
T sC ≥ 0 dává 0 < sTCsC/s

T
CsN ≤ 1. Jestliže gTBg > 0 a č́ıslo τ je určeno

podle (607) (takže τ ≥ (gT g)2/(gTB−1ggTBg)), můžeme psát

(τsN − sC)
T sC =

gT g

(gTBg)2
(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

)
≥ 0, (609)

(τsN − sC)
TB(τsN − sC) = τ2gTB−1g − 2τ

(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
τ

gTBg

(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

)
+ (1− τ)

(gT g)2

gTBg
≥ 0,

přičemž posledńı nerovnost je rovnost́ı právě tehdy, když (sN − sC)
T sC = 0 (kdy nutně τ = 1). Dále plat́ı

(τsN − sC)
T (g +BsC) = (τsN − sC)

T (τg +BsC) + (1− τ)(τsN − sC)
T g

= (τsN − sC)
TB(τB−1g + sC) + (1− τ)(τsN − sC)

T g

= −(τsN − sC)
TB(τsN − sC)− (1− τ)

gTBg

gT g
(τsN − sC)

T sC ,

takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(τsN − sC)) dostaneme

(τsN − sC)
T (g +B(sC + α(τsN − sC)) = − (τsN − sC)

TB(τsN − sC)(1− α)

− (1− τ)
gTBg

gT g
(τsN − sC)

T sC .

Pokud 0 ≤ α ≤ 1, je tato derivace nekladná, takže funkce Q(sC + α(τsN − sC)) je nerostoućı (jestliže
(sN − sC)T sC > 0, je tato funkce klesaj́ıćı a nabývá svého minima pro α = 1). Vztah ∥τsN∥ ≥ ∥sC∥ plyne
z nerovnosti

∥τsN∥2 = (sC + τsN − sC)
T (sC + τsN − sC)

= ∥sC∥2 + 2(τsN − sC)
T sC + ∥τsN − sC∥2 ≥ ∥sC∥2.

Rovnost nastane právě tehdy, když τsN = sC , neboli když τ = sTCsC/s
T
CsN a vektory sC a sN jsou

rovnoběžné.

(b) Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)
T sC < 0. Ze vztahu (608) plyne, že gTBggTB−1g − (gT g)2 < 0. Plat́ı

tedy

(sN − sC)
TB(sN − sC) = gTB−1g − 2

(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
1

gTBg

(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
< 0,

(sN − sC)
T (g +BsC) = −(sN − sC)

TB(sN − sC) > 0,

takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(sC − sC)) dostaneme

(sC − sN )T (g +B(sC + α(sC − sN )) = (1 + α)(sC − sN )TB(sC − sN ) < 0.

2
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Věta 140 tvoř́ı teoretický podklad pro jednoduchou a dvojitou metodu pśı nohy. V př́ıpadě, že gTBg >
0, ∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)

T sC ≥ 0 pokládáme

s = sN , ∥sN∥ ≤ ∆,

s = sC + α(τsN − sC), ∥sN∥ > ∆,

kde max(τ ,∆/∥sN∥) ≤ τ ≤ 1, τ = sTCsC/s
T
CsN , a kde parametr 0 < α < 1 se vyb́ırá tak, aby platilo

∥s∥ = ∆ (poznámka 230). Jednoduchá metoda pśı nohy použ́ıvá hodnotu τ = 1. Dvojitá metoda pśı nohy
použ́ıvá hodnotu τ = max(τ ,∆/∥sN∥). Poznamenejme, že nemůže nastat př́ıpad, kdy ∥sN∥ ≤ ∆ < ∥sC∥,
nebot’ podle věty 140 plat́ı ∥sN∥ ≥ ∥sC∥, pokud gTBg > 0 a (sN − sC)

T sC ≥ 0. V př́ıpadě, že gTBg > 0,
∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)

T sC < 0, neńı matice B positivně semidefinitńı a nemá význam pokládat s = sN ,
pokud ∥sN∥ ≤ ∆, nebot’ tento vektor neńı minimem kvadratické funkce Q(s). V tomto př́ıpadě pokládáme

s = sC + α(sC − sN ),

kde parametr 0 < α < 1 se vyb́ırá tak, aby platilo ∥s∥ = ∆.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 11. Data ∆ > 0.

Krok 1 Pokud gTBg ≤ 0, polož́ıme s := −(∆/∥g∥)g a ukonč́ıme výpočet.

Krok 2 Vypočteme Cauchẙuv vektor sC = −(gT g/gTBg)g. Pokud ∥sC∥ ≥ ∆, polož́ıme s := −(∆/∥g∥)g
a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme Newton̊uv vektor sN = −B−1g. Jestliže (sN − sC)
T sC ≥ 0 a ∥sN∥ ≤ ∆, polož́ıme

s := sN a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Jestliže (sN −sC)T sC ≥ 0 a ∥sN∥ > ∆, urč́ıme č́ıslo τ tak, aby platilo max(τ ,∆/∥sN∥) ≤ τ ≤ 1,
kde τ = sTCsC/s

T
CsN , vybereme α > 0 tak aby platilo ∥sC +α(τsN −sC)∥ = ∆ (poznámka 230),

polož́ıme s := sC + α(τsN − sC) a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Jestliže (sN − sC)
T sC < 0, zvoĺıme α > 0 tak aby platilo ∥sC + α(sC − sN )∥ = ∆, polož́ıme

s := sC + α(sC − sN ) a ukonč́ıme výpočet.

Věta 141. Směrový vektor źıskaný algoritmem 11 vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1d) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0, ν = 1.

Důkaz (a) Vzhledem k tomu, že bud’ ∥s∥ = ∆ nebo ∥s∥ < ∆ a přitom s = sN , jsou splněny podmı́nky
(T1a)–(T1b) s δ = 1, δ = 1, a ω = 0. Jestliže gTBg ≤ 0 nebo ∥sC∥ ≥ ∆, plat́ı s = s(α∗), kde vektor s(α∗)
je řešeńım úlohy (563). Podle lemmatu 59 je tedy splněna podmı́nka (T1c) s ν = 1 a podle lemmatu 63
plat́ı (T1d) s ν = 1. Jelikož sC = s(α∗), pokud ∥sC∥ < ∆, dostaneme v tomto př́ıpadě stejné nerovnosti
pro vektor sC .

(b) Pokud gTBg > 0, ∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)
T sC ≥ 0, je s = sC + α(τsN − sC), kde 0 ≤ α ≤ 1. Jelikož

podle věty 140 plat́ı Q(s) ≤ Q(sC) a použit́ım (609) dostaneme

gT s = gT (sC + α(τsN − sC)) = gT sC − α
gTBg

gT g
sTC(τsN − sC) ≤ gT sC ,

splňuje vektor s = sC + α(τsN − sC) podmı́nky (T1c)–(T1d) s ν = 1.
(c) Pokud gTBg > 0, ∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)

T sC < 0, je s = sC + α(sC − sN ), kde α ≥ 0. Jelikož podle
věty 140 plat́ı Q(s) ≤ Q(sC) a s použit́ım nerovnosti (sN − sC)

T sC < 0 dostaneme

gT s = gT (sC + α(sC − sN )) = gT sC + α
gTBg

gT g
sTC(sN − sC) ≤ gT sC ,

splňuje vektor s = sC + α(sC − sN ) podmı́nky (T1c)–(T1d) s ν = 1. 2
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Poznámka 233. V algoritmu 11 se předpokládá, že matice B je regulárńı (v opačném př́ıpadě nelze použ́ıt
Newton̊uv vektor sN = −B−1g). Tento nedostatek se obvykle obcháźı t́ım, že se matice B při určováńı
Choleského rozkladu mı́rně modifikuje. Bližš́ı podrobnosti jsou uvedeny v části 6.3.

6.3 Nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

K určeńı lokálně omezeného kroku můžeme velmi efektivně použ́ıt předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs. (610)

Připomeňme, že předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a

qi = Bpi, αi = gTi C
−1gi, /p

T
i qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gTi+1C
−1gi+1/g

T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n. Můžeme použ́ıvat větu 69, větu 71 a d̊usledek 5.

Chceme-li určit lokálně omezený krok pomoćı metody sdružených gradient̊u, zastavujeme iteračńı pro-
ces nejen tehdy, když ∥gi∥ ≤ ω∥g∥ (kde 0 < ω ≤ ω < 1), ale také tehdy, když ∥si∥ < ∆ a bud’ pTi Bpi ≤ 0
nebo ∥si+1∥ ≥ ∆. Pokud pTi Bpi ≤ 0, můžeme použ́ıt větu 71, podle které Q(si + αpi) < Q(si) a
gT (si+αpi) < gT si pro α > 0. Pokud ∥si+1∥ ≥ ∆, můžeme použ́ıt větu 69, podle které Q(si+αpi) < Q(si)
a gT (si+αpi) < gT si pro 0 < α ≤ αi. V obou př́ıpadech urč́ıme č́ıslo αi ≥ 0 tak, aby platilo ∥si+αipi∥ = ∆
(poznámka 230) a polož́ıme s = si + αipi.

Dosavadńı úvahy tvoř́ı základ jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 12. Data C ≻ 0, 0 < ω ≤ ω < 1, ∆ > 0, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s := 0, r := −g, v := C−1r, σ := rT v, σ := σ, p := r a k := 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ := σ, vypočteme vektor q = Bp a č́ıslo τ = pT q. Jestliže τ ≤ 0, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0
tak, aby platilo ∥s+ αp∥ = ∆, polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α := ρ/τ . Jestliže ∥s + αp∥ ≥ ∆, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ∥s + αp∥ = ∆,
polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Polož́ıme s := s + αp, r := r − αq v := C−1r a σ := rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ nebo k ≥ m,
ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Věta 142. Směrový vektor źıskaný algoritmem 12 vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1d) s δ = 1, δ = 1,
ω < 1, ν = 1/κ(C).

Důkaz Jak již bylo zmı́něno, z věty 69 a věty 71 plyne, že Q(s) < Q(si) a gT s < gT si. Pokud i > 1,
můzeme použ́ıt d̊usledek 5 podle kterého plat́ı

Q(s) ≤ Q(s2) ≤ − ∥g∥2

2κ(C)∥B∥
, gT s ≤ gT s2 ≤ − ∥g∥2

κ(C)∥B∥
.

Pokud i = 1, můžeme použ́ıt lemma 59 a lemma 597, takže

Q(s) = Q(s(α∗)) ≤ −1

2
∥g∥∥s∥, gT s = gT s(α∗) ≤ −∥g∥∥s∥.

246



2

Směrový vektor si źıskaný metodou sdružených gradient̊u můžeme kombinovat s vektorem sN tak jako
v metodách pśı nohy (kde kombinujeme vektor sC = s2 s vektorem sN ). Ztrat́ı se však výlučně iteračńı
charakter nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (podřebujeme źıskat vektor sN př́ımým řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic). Nicméně použit́ı několika krok̊u metody sdružených gradient̊u může urych-
lit konvergenci metody pśı nohy. Následuj́ıćı věta udává teoretický podklad pro konstrukci v́ıcekrokové
metody pśı nohy.

Věta 143. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 69 pro i ≥ 1, přičemž ∥si∥ < ∆ a Bsi + g ̸= 0. Necht’
sN ∈ Rn je vektor takový, že BsN + g = 0. Pak pro 0 ≤ α < 1 plat́ı

dQ(si + α(sN − si))

dα
= (1− α)(sN − si)

T gi.

Důkaz Jelikož

Q(si + α(sN − si)) = gT (si + α(sN − si)) +
1

2
(si + α(sN − si))

TB(si + α(sN − si)),

plat́ı

dQ(si + α(sN − si))

dα
= (sN − si)

T g + (sN − si)
TB(si + α(sN − si))

= (sN − si)
TB(si − sN + α(sN − si))

= (1− α)(sN − si)
TB(si − sN )

= (1− α)(sN − si)
T (Bsi + g)

= (1− α)(sN − si)
T gi.

2

Z věty 143 vyplývá, že pokud (sN − si)
T gi ≤ 0, je funkce Q(si + α(sN − si)) nerostoućı pro 0 ≤ α ≤ 1

(pokud (sN −si)T gi < 0 je tato funkce klesaj́ıćı pro 0 ≤ α < 1). Jestliže naopak (sN −si)T gi > 0 je funkce
Q(si + α(si − sN )) klesaj́ıćı pro α ≥ 0. Uvedené úvahy tvoř́ı základ následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus 13. Data 0 < ∆, m≪ n.

Krok 1 Jako v algoritmu 12.

Krok 2 Jako v algoritmu 12.

Krok 3 Jako v algoritmu 12.

Krok 4 Polož́ıme s := s+ αp, r := r − αq a σ := ∥r∥2. Jestliže k < m polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp,
k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Krok 5 Řeš́ıme soustavu rovnic Bs∗ + g = 0. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ∥s∗∥ ≤ ∆, polož́ıme s := s∗

a ukonč́ıme výpočet. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ∥s∗∥ > ∆, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo
∥s + α(s∗ − s)∥ = ∆, polož́ıme s := s + α(s∗ − s) a ukonč́ıme výpočet. Pokud (s∗ − s)T r < 0,
urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ∥s+α(s− s∗)∥ = ∆, polož́ıme s := s+α(s− s∗) a ukonč́ıme
výpočet.

Obvykle voĺıme m = 5. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu pśı nohy popsanou v odd́ılu 6.2.
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6.4 Použit́ı symetrické Lanczosovy metody

Metodu sdružených gradient̊u popsanou v předchoźım odstavci muśıme přerušit, pokud v i-tém iteračńım
kroku plat́ı bud’ gTi Bgi ≤ 0 nebo si+1 ≥ ∆. V tomto př́ıpadě urč́ıme směrový vektor d takový, že ∥d∥ = ∆
a ukonč́ıme výpočet. Abychom nalezli přesněǰśı aproximaci optimálńıho lokálně omezeného kroku je třeba
v iteračńım procesu pokračovat. K tomuto účelu lze použ́ıt symetrický Lanczos̊uv proces.

Definice 46. Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı
vztahy

q0 = 0, δ1q1 = g

a
γi = qTi Bqi, δi+1qi+1 = Bqi − γiqi − δiqi−1

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty δi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu, nazveme symetrickým Lanczosovým procesem (LS) určeným matićı B a vektorem g.

Poznámka 234. Necht’ δi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle definice 46 plat́ı
g = Qk(δ1e1) a

BQk = QkTk + δk+1qk+1e
T
k (611)

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk−1, qk], e
T
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eTk = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Tk =


γ1, δ2, . . . , 0, 0
δ2, γ2, . . . , 0, 0
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , γk−1, δk
0, 0, . . . , δk, γk

 (612)

(matice Tk ∈ Rk×k je tridiagonálńı). Můžeme se o tom snadno přesvědčit roznásobeńım a použit́ım
rekurentńıch vztah̊u metody LS.

Věta 144. Uvažujme symetrický Lanczos̊uv proces (LS) určený symetrickou matićı B ∈ Rn×n a vektorem
g ∈ Rn. Necht’ δi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı
ortonormálńı bázi v Krylovově podprostoru Kk = span (g,Bg, . . . , Bk−1g).

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = g/∥g∥. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
nějaký index 1 ≤ k < n a že δk+1 ̸= 0. Podle indukčńıho předpokladu plat́ı QT

kQk = I, takže QT
kBQk =

Tk + δk+1Q
T
k qk+1e

T
k . Matice QT

kBQk je symetrická stejně jako matice Tk, takže nutně QT
k−1qk+1 = 0 (v

opačném př́ıpadě by matice QT
k qk+1e

T
k nebyla symetrická). Dále podle definice 46 plat́ı δk+1q

T
k qk+1 =

qTk Bqk − γk = γk − γk = 0. Vektor qk+1 je tedy ortogonálńı k vektor̊um qi, 1 ≤ i ≤ k, a má jednotkovou
normu. Podle definice 46 lež́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k + 1 v Krylovově podprostoru Kk+1 a jelikož jsou
vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu, tvoř́ı tam ortonormálńı bázi. 2

Poznámka 235. Jelikož QT
kQk = I a QT

k qk+1 = 0 (d̊ukaz věty 144), můžeme psát

QT
kBQk = Tk,

takže symetrický Lanczos̊uv proces lze použ́ıt k tridiagonalizaci matice B.

Poznámka 236. Jsou-li matice Ti, 1 ≤ i ≤ k, regulárńı, můžeme je použ́ıt k určeńı stacionárńıch bod̊u
si+1 kvadratické funkce Q(s) (definované vztahem (239)) na Krylovovy̌ch podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k.
Jelikož s ∈ Ki právě tedy, když s = Qiz, z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde zi je stacionárńım bodem
funkce

Q(Qiz) =
1

2
zTQT

i BQiz + gTQiz =
1

2
zTTiz + δ1e

T
1 z,

neboli Tizi+δ1e1 = 0 (plyne to ze vztah̊u g = Qi(δ1e1) a Q
T
i Qi = I). Pokud δk+1 = 0, je vektor sk+1 ∈ Kk

řešeńım soustavy rovnic Bs+ g = 0. Podle (611) totiž plat́ı BQk = QkTk a jelikož matice Tk je regulárńı,
lze položit zk = −T−1

k (δ1e1), což dává Bsk+1 = BQkzk = −QkTkT
−1
k (δ1e1) = −Qk(δ1e1) = −g.
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Symetrický Lanczos̊uv proces je velmi úzce spjat s metodou sdružených gradient̊u. Poznamenejme, že
iteračńı proces metody sdružených gradient̊u (definice 37 s C = I) je definován tehdy, když piBpi ̸= 0,
1 ≤ i ≤ k (nemuśı nutně platit piBpi > 0, 1 ≤ i ≤ k). V tomto př́ıpadě jsou vektory pi, 1 ≤ i ≤ k,
lineárně nezávislé, plat́ı (241)–(243) (s C = I), vektory gi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı ortogonálńı bázi v Krylovově
podprostoru Kk = L((g,Bg, . . . , Bk−1g) (je to ukázáno v části (a) d̊ukazu lemmatu 21) a vektory si+1,
1 ≤ i ≤ k, jsou stacionárńımi body (ne nutně minimy) kvadratické funkce Q(s) na Ki, 1 ≤ i ≤ k.

Věta 145. Vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 236, jsou shodné s vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k,
generovanými metodou sdružených gradient̊u (definice 37 s C = I), pokud αi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k. Nav́ıc plat́ı
γ1 = 1/α1, ε1 = 1 a

γi+1 =
βi
αi

+
1

αi+1
, δi+1 =

√
βi

|αi|
, εi+1 = −εisgn(αi)

a
qi = εi

gi
∥gi∥

pro 1 ≤ i ≤ k.

Důkaz Z d̊ukazu věty 40 plyne, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určené metodou sdružených gradient̊u, lež́ı v
Krylovových podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, a jsou tam stacionárńımi body kvadratické funkce Q(s). To je
však právě definice vektor̊u si+1, 1 ≤ i ≤ k, v poznámce 236. Jelikož vektory gi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně
ortogonálńı a lež́ı v Krylovových podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, muśı být kolineárńı s vektory qi, 1 ≤ i ≤ k,
neboli

Gk = QkNkEk,

kde Gk = [g1, . . . , gk], Nk = diag (∥g1∥, . . . , ∥gk∥), Ek = diag (ε1, . . . , εk), (č́ısla εi, 1 ≤ i ≤ k, mohou
nabývat pouze hodnot 1 a −1). Položme Pk = [p1, . . . , pk], kde pi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory použité v
definici 37 s C = I. Pak z rekurentńıch vztah̊u metody sdružených gradient̊u plyne

Gk = PkBk,

kde

Bk =


−1, β1, . . . , 0
0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1


je horńı bidiagonálńı matice. Z d̊ukazu věty 40 plyne, že matice PT

k BPk je diagonálńı. Použijeme-li vztahy
αi = ∥gi∥2/pTi Bpi, 1 ≤ i ≤ k, uvedené v definici 37 s C = I, dostaneme

PT
k BPk = NkDkNk = NkEkDkEkNk,

kde Dk = diag (1/α1, . . . , 1/αk), (nebot’ E
2
k = I a diagonálńı matice Ek, Dk komutuj́ı), takže

Tk = QT
kBQk = E−1

k N−1
k GT

kBGkN
−1
k E−1

k = EkN
−1
k BT

k P
T
k BPkBkN

−1
k Ek =

= EkN
−1
k BT

k NkEkDkEkNkBkN
−1
k Ek = LkDkL

T
k ,

kde

Lk = EkN
−1
k BT

k NkEk =


−1, 0, . . . , 0

β1
ε1∥g1∥
ε2∥g2∥ , −1, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

 =


−1, 0, . . . , 0

ε1ε2
√
β1, −1, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1
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je je dolńı bidiagonálńı matice. Dosad́ıme-li tuto matici do vyjádřeńı pro matici Tk, můžeme psát

Tk =


1
α1
, −ε1ε2

√
β1

α1
, . . . , 0

−ε1ε2
√
β1

α1
, β1

α1
+ 1

α2
, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , βk−1

αk−1
+ 1

αk

 ,
což porovnáńım se (611) dává γ1 = 1/α1 a

γi+1 =
βi
αi

+
1

αi+1
, δi+1 = −εiεi+1

√
βi

αi

pro 1 ≤ i ≤ k. Jelikož δi+1 ≥ 0, muśı platit εiεi+1 = −sgn(αi) pro 1 ≤ i ≤ k. Protože podle definice 46
plat́ı δ1q1 = g = g1 a δ1 ≥ 0, dostaneme ε1 = 1. 2

Poznámka 237. Chceme-li se zbavit stř́ıdavých znamének, můžeme položit Q̃k = GkN
−1
k = QkEk a

T̃k = Q̃T
kBQ̃k = EkTkEk. Pak plat́ı

Q̃T
kBQ̃k = T̃k = EkLkEkDkEkL

T
kEk = L̃kDkL̃

T
k , (613)

kde

L̃k = EkLkEk =


−1, 0 . . . , 0√
β1, −1, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

 .
V př́ıpadě, že αi > 0, 1 ≤ i ≤ k, lze matici T̃k źıskat tak, že ve vzorćıch uvedených v definici 46 pokládáme
−δ1q1 = g a −δi+1qi+1 = Bqi − γiqi − δiqi−1, 1 ≤ i ≤ k. V matici T̃k jsou pak mimodiagonálńı prvky
záporné.

Poznámka 238. Koeficienty symetrického Lanczosova procesu jsou prvky tridiagonálńı matice Tk, zat́ımco
koeficienty metody sdružených gradient̊u určuj́ı prvky jej́ıho Choleského rozkladu. Vzorce uvedené ve
větě 145 lze použ́ıt k rekurentńımu výpočtu koeficient̊u metody sdružených gradient̊u z prvk̊u matice Tk.
Označ́ıme-li τi = 1/αi, 1 ≤ i ≤ k, plat́ı τ1 = γ1 a

τi+1 = γi+1 −
δi+1

τi
, βi =

(
δi+1

τi

)2

.

Jelikož τi, 1 ≤ i ≤ k, jsou prvky diagonálńı matice Dk v Choleského rozkladu Tk = LkDkL
T
k , je matice Tk

pozitivně definitńı právě tehdy, jsou-li všechna č́ısla τi, 1 ≤ i ≤ k, kladná.

Poznámka 239. Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k přibližnému určeńı optimálńıho lokálně
omezeného kroku. Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = argmin
s∈Ki,∥s∥≤∆

(
1

2
sTBs+ gT s

)
. (614)

Jelikož s ∈ Ki právě tedy, když s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = argmin
z∈Ri,∥z∥≤∆

(
1

2
zTTiz + δ1e

T
1 z

)
(615)

(plyne to ze vztah̊u g = Qi(δ1e1), Q
T
i Qi = I a z toho, že ortogonalita sloupc̊u matice Qi implikuje rovnost

∥s∥ = ∥Qiz∥ = ∥z∥).
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Je-li vektor zi řešeńım úlohy (615), zaj́ımá nás, jak dobře aproximuje vektor si+1 řešeńı úlohy (562).
Podle věty 125 je vektor zi řešeńım úlohy (615) právě tehdy, existuje-li č́ıslo λi ≥ 0 takové že matice Ti+λiI
je positivně semidefinitńı, (Ti + λiI)zi + δ1e1 = 0, ∥zi∥ ≤ ∆ a λi(∥zi∥ −∆) = 0. Protože ∥si+1∥ = ∥zi∥,
splňuje dvojice si+1, λi většinu podmı́nek uvedených ve z větě 125. Kriteriem aproximace tedy může být
hodnota ∥(B + λi)si+1 + g∥ (norma rezidua).

Věta 146. Necht’ si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım úlohy (615). Pak plat́ı

(B + λi)si+1 + g = δi+1e
T
i ziqi+1,

takže ∥(B + λi)si+1 + g∥ = δi+1|eTi zi|.

Důkaz Použijeme-li vztah (611) a podmı́nku (Ti + λiI)zi + δ1e1 = 0, dostaneme

(B + λiI)si+1 + g = (B + λiI)Qizi + δ1Qie1

= Qi((Ti + λiI)zi + δ1e1) + δi+1qi+1e
T
i zi

= δi+1qi+1e
T
i zi.

Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že ∥qi+1∥ = 1. 2

Nyńı si podrobněji všimneme vlastnost́ı úlohy (615).

Definice 47. řekneme, že matice Ti (jej́ı̌z tvar je uveden v poznámce 234) je ireducibilńı, jestlǐze δj ̸= 0
∀1 < j ≤ i.

Věta 147. Je-li matice Ti ireducibilńı, nenastane v úloze (615) singulárńı př́ıpad (matice Ti + λiI je
positivně definitńı). Je-li matice Tn ireducibilńı, nenastane singulárńı př́ıpad ani v úloze (562). Nenastane-
li singulárńı př́ıpad v úloze (562) a plat́ı-li δi+1 = 0, je vektor si+1 = Qizi řešeńım úlohy (562).

Důkaz (a) Je-li vektor zi řešeńım úlohy (615), je matice Ti+λiI positivné semidefinitńı. Je-li tato matice
singulárńı, muśı existovat nenulový vektor vi takový, že (Ti + λiI)vi = 0. Pak ale

zTi (Ti + λiI)vi = −δ1eT1 vi = 0,

takže vektor vi má nulovou prvńı složku. Předpokládejme, že matice Ti je ireducibilńı. Z rovnice Tivi = λivi
vid́ıme, že je-li prvńı složka vektoru vi nulová a δ2 ̸= 0, je i druhá složka vektoru vi nulová (matice Ti
je tridiagonálńı). Takto lze pokračovat dále a jsou-li všechna č́ısla δj , 1 < j ≤ i, nenulová, muśı platit
vi = 0, což je ve sporu s předpokladem, že vi ̸= 0. Matice Ti + λiI tedy nemůže být singulárńı a jelikož je
positivné semidefinitńı, muśı být positivné definitńı. V úloze (615) tedy nenastane singulárńı př́ıpad.

(b) Pro i = n je úloha (562) ekvivalentńı úloze (614) a tedy i úloze (615). Je-li matice Tn ireducibilńı,
nenastane singulárńı př́ıpad v úloze (615) a tedy ani v úloze (562).

(c) Plat́ı-li δi+1 = 0, můžeme podle (611) psát BQi = QiTi. Jelikož matice Ti je symetrická, můžeme
ji vyjádřit ve tvaru Ti = ViΛiV

T
i , kde Λi je diagonálńı matice obsahuj́ıćı vlastńı č́ısla matice Ti a Vi je

ortogonálńı (a tedy regulárńı) čtvercová matice, jej́ımiž sloupci jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Plat́ı
tedy

BQi = QiViΛiV
T
i ⇒ BQiVi = QiViΛi,

takže diagonálńı prvky matice Λ jsou vlastńımi č́ısly matice B a sloupce matice QiVi jsou odpov́ıdaj́ıćımi
vlastńımi vektory. Ukážeme, že matice Λi muśı obsahovat nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 matice B. Kdyby tomu
tak nebylo, musel by být př́ıslušný vlastńı vektor v1 kolmý ke všem sloupc̊um matice QiVi (vlastńı vektory
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı), neboli V T

i Q
T
i v1 = 0. Protože čtvercová matice

Vi je regulárńı, muselo by platit QT
i v1 = 0 a jelikož vektor g je podle konstrukce rovnoběžný s vektorem

q1, také g
T v1 = 0. To však neńı možné, nebot’ v úloze (562) nenastane singulárńı př́ıpad takže podle

poznámky 224 nemůže platit gT v1 = 0. Jelikož λ1 je vlastńım č́ıslem matice Ti, muśı platit λi ≥ −λ1,
takže matice B + λiI je positivné definitńı. Spoj́ıme li tento fakt s tvrzeńım věty 146, vid́ıme, že jsou
splněny nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby vektor si+1 = Qizi byl řešeńım úlohy (562). 2
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Poznámka 240. Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme předpodmı́nit tak že ho aplikujeme na kvadra-
tickou funkci (240). Označ́ıme-li q̃i = C−1/2qi a vi = C−1/2q̃i = C−1qi můžeme rekurentńı vztahy
předpodmı́něného symetrického Lancoszova procesu zapsat pomoćı rekurentńıch vztah̊u

q0 = 0, δ1q1 = g, v1 = C−1q1

a
γi = vTi Bvi, δi+1qi+1 = Bvi − γiqi − δiqi−1, vi+1 = C−1qi+1

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty δi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby platilo qTi vi = 1, 1 ≤ i ≤ n. Pak vektory
vi jsou C-ortogonálńı a vektory qi C

−1-ortogonálńı. Pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n plat́ı

V T
k CVk = QT

k Vk = QT
kC

−1Qk = I

a
BVk = QkTk + δk+1qk+1e

T
k ,

kde Tk = V T
k BVk je symetrická tridiagonálńı matice. Poznamenejme, že je-li vektor zi řešeńım problému

(615), kde matice Ti byla źıskána předpodmı́něným symetrickým Lanczosovým procesem, je třeba v (615)

nahradit podmı́nku ∥s∥ ≤ ∆ podmı́nkou ∥si∥C =
√
sTi Csi ≤ ∆.

Nyńı můžeme přistoupit k popisu algoritmu pro výpočet lokálně omezeného kroku pomoćı symetrického
Lanczosova procesu. Nejprve uvedeme základńı myšlenky, které tvoř́ı základ tohoto algoritmu.

(a) Jelikož metoda sdružených gradient̊u je výpočetně ekonomičtěǰśı než symetrický Lanczos̊uv proces,
použ́ıváme metodu CG vždy, kdy je to možné. V každém iteračńım kroku metody CG poč́ıtáme a
ukládáme č́ısla δi, γi a vektory qi (věta 145).

(b) Na začátku iteračńıho procesu poč́ıtáme vektory si+1 metodou CG. Pokud v nějakém iteračńım kroku
plat́ı pTi Bpi ≤ 0, nebo ∥si + αipi∥ > ∆, začneme pokládat si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım
úlohy (615).

(c) Výpočet ukonč́ıme, plat́ı-li ∥gi+1∥ ≤ ω∥g∥ v př́ıpadě, že si+1 = si + αipi, nebo δi+1|eTi zi| ≤ ω∥g∥ v
př́ıpadě, že si+1 = Qizi. Přitom ω je předepsaná přesnost.

Dosavadńı úvahy jsou použity v algoritmu 14. V tomto algoritmu je L = 1, použ́ıváme-li rekurentńı vztahy
metody sdružených gradient̊u, nebo L = 0, použ́ıváme-li rekurentńı vztahy symetrické Lanczosovy metody.
Podobně je M = 1, poč́ıtáme-li vektor sk+1 metodou sdružených gradient̊u, nebo M = 0, použ́ıváme-li k
určeńı vektoru si+1 řešeńı úlohy (615).

Algoritmus 14. Data 0 < ω < 1, ∆ > 0, ε > 0, m ≤ n (obvykle m = min(n, 100)).

Krok 1 Polož́ıme s1 := 0, g1 := g, p1 := −g, q1 := g/∥g∥, β1 := ∥g∥, σ1 := gT g, ε1 = 1, L := 1, M := 1
a k := 1.

Krok 2 Jestliže L = 0, přejdeme na krok 5. V opačném př́ıpadě vypočteme vektor uk := Bpk a č́ıslo
τk := uTk pk. Jestliže |τk| ≤ εσk, polož́ıme L := 0 a přejdeme na krok 5.

Krok 3 Polož́ıme αk := σk/τk a vypočteme č́ıslo γk podle věty 145, tedy γk := 1/αk, pokud k = 1, nebo
γk := 1/αk + βk−1/αk−1, pokud k > 1. Je-li αk ≤ 0 nebo ∥sk + αkpk∥ > ∆, polož́ıme M := 0

Krok 4 Polož́ıme gk+1 := gk + αkuk, σk+1 := gTk+1gk+1, βk := σk+1/σk, vypočteme č́ıslo δk+1 podle

věty 145, tedy δk+1 :=
√
βk/|αk| a přejdeme na krok 6.

Krok 5 Polož́ıme M := 0, γk := qTk Bqk a vypočteme č́ıslo δk+1 a vektor vk+1 := δk+1qk+1 podle
definice 46, tedy δk+1 := ∥vk+1∥, kde vk+1 := Bqk − γkqk, pokud k = 1, nebo vk+1 := Bqk −
γkqk − δkqk−1, pokud k > 1.

Krok 6 JestližeM = 1 a k ≤ m, polož́ıme sk+1 := sk+αkpk a pokud ∥gk+1∥ ≤ ω∥g∥, ukonč́ıme výpočet.
JestližeM = 0 nebo k > m, polož́ıme si+1 := Qizi, kde vektor zi je řešeńım úlohy (615) a pokud
δk+1|eTk zk| ≤ ω∥g∥ nebo k > m, ukonč́ıme výpočet.
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Krok 7 Jestliže L = 0, polož́ıme qk+1 := vk+1/δk+1. Jestliže L = 1, polož́ıme εk+1 := −εksgn(αk),
qk+1 := εk+1gk+1/∥gk+1∥ a pk+1 := −gk+1+βkpk. Zvětš́ıme k o jednotku a přejdeme na krok 2.

V metodách použ́ıvaj́ıćıch symetrický Lanczos̊uv proces neńı účelné použ́ıvat předpodmı́něńı, nebot’ se
t́ım měńı p̊uvodńı omezeńı ∥si∥ ≤ ∆ na ∥si∥C =

√
sTi Csi ≤ ∆ (výjimku tvoř́ı př́ıpady, kdy je z nějakých

d̊uvod̊u třeba řešit úlohu s omezeńım ∥si∥C ≤ ∆). Předpodmiňovač C se obvykle odvozuje od matice B,
takže může být špatně podmı́něný a nav́ıc se měńı v každé iteraci.

6.5 Posunuté nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

V tomto odd́ılu ukážeme jiný zp̊usob použit́ı symetrického Lanczosova procesu. Symetrický Lanczos̊uv
proces použijeme k určeńı aproximace λ Lagrangeova multiplikátoru λ∗ vystupuj́ıćıho ve větě 125 a směrový
vektor s = s(λ) budeme hledat řešeńım úlohy

s(λ) = argmin
∥s∥≤∆

Qλ(s), Qλ(s) =
1

2
sT (B + λI)s+ gT s. (616)

To znamená, že budeme metodu sdružených gradient̊u aplikovat na soustavu rovnic s matićı B + λI. Aby
źıskaný směrový vektor splňoval podmı́nku (T1b), potřebujeme aby λ = 0, pokud úloha (562) má řešeńı
takové, že ∥s∗∥ < ∆. To je zaručeno, pokud je splněna nerovnost λ ≤ λ∗, kterou nyńı dokážeme. Budeme
přitom použ́ıvat označeńı

Kk(λ) = span{g, (B + λI)g, . . . , (B + λI)k−1g}

pro Krylov̊uv podprostor dimenze k definovaný matićı B + λI a vektorem g, a Zk ∈ Rn×k pro matici jej́ıž
sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Kk(λ).

Poznámka 241. Indukćı ukážeme, že pro libovolné č́ıslo λ ∈ R plat́ı Kk(λ) = Kk, kde Kk = Kk(0). Pro
k = 1 je to zřejmé, nebot’ Kk(λ) = span{g} = Kk. Předpokládejme, že uvažovaná rovnost plat́ı pro nějaký
index 1 ≤ k < n. Pak

(B + λI)kg = (B + λI)(B + λI)k−1g = (B + λI)v = Bv + λv,

kde v ∈ Kk(λ) = Kk. Jelikož λv ∈ Kk a Bv ∈ Kk+1, plat́ı (B + λI)kg ∈ Kk+1, takže Kk+1(λ) ⊂ Kk+1.
Aplikujeme-li stejný postup na matice B + λI a B = (B + λI)− λI, dostaneme opačnou inkluzi.

Lemma 66. Necht’ ZT
k BZk + λ1I, Z

T
k BZk + λ2I jsou symetrické pozitivně definitńı matice a necht’

sk(λ1) = argmin
s∈Kk

Qλ1(s), sk(λ2) = argmin
s∈Kk

Qλ2(s),

kde Qλ(s) je funkce definovaná v (616). Pak

λ2 ≤ λ1 ⇐⇒ ∥sk(λ2)∥ ≥ ∥sk(λ1)∥.

Důkaz (a) Necht’ B1 a B2 jsou dvě symetrické pozitivně definitńı matice. Pak ze vztah̊u

B1 −B2 = B
1/2
2 (B

−1/2
2 B1B

−1/2
2 − I)B

1/2
2 , B−1

2 −B−1
1 = B

− 1
2

1 (B
1
2
1 B

−1
2 B

1/2
1 − I)B

−1/2
1

a z toho, že matice B
−1/2
2 B1B

−1/2
2 a B

1/2
1 B−1

2 B
1/2
1 maj́ı stejná vlastńı č́ısla, plyne

B1 −B2 ≽ 0 ⇐⇒ B−1
2 −B−1

1 ≽ 0,

B1 −B2 ≻ 0 ⇐⇒ B−1
2 −B−1

1 ≻ 0.

(b) Je-li matice ZT
k BZk + λI pozitivně definitńı, můžeme minimum sk(λ) funkce Qλ(s) na Kk vyjádřit ve

tvaru
sk(λ) = −Zk(Z

T
k (B + λI)Zk)

−1ZT
k g. (617)
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Pokud s ∈ Kk, plat́ı s = Zks̃, kde s̃ ∈ Rk, takže

Qλ(s) =
1

2
sT (B + λI)s+ gT s =

1

2
s̃TZT

k (B + λI)Zks̃+ gTZks̃
∆
= Q̃λ(s̃).

Minimum s̃k(λ) funkce Q̃λ(s̃) na R
k urč́ıme podle vzorce s̃k(λ) = −(ZT

k (B+λI)Zk)
−1ZT

k g, což po dosazeńı
do sk(λ) = Zks̃k(λ) dává (617).

(c) Použijeme-li (617), dostaneme

∥sk(λ)∥2 = gTZk(Z
T
k (B + λI)Zk)

−2ZT
k g = gTZk(Z

T
k BZk + λI)−2ZT

k g.

Plat́ı tedy

∥sk(λ2)∥2 − ∥sk(λ1)∥2 = gTZk

(
(ZT

k BZk + λ2I)
−2 − (ZT

k BZk + λ1I)
−2
)
ZT
k g.

Označ́ıme-li B̃2 = (ZT
k BZk + λ2I) a předpokláme-li, že λ2 ≤ λ1, můžeme psát

(ZT
k BZk + λ1I)

2 − (ZT
k BZk + λ2I)

2 = (B̃2 + (λ1 − λ2)I)
2 − B̃2

2 = 2(λ1 − λ2)B̃2 + (λ1 − λ2)
2I ≽ 0,

což spolu s prvńı ekvivalenćı v (a) dává

(ZT
k BZk + λ2I)

−2 − (ZT
k BZk + λ1I)

−2 ≽ 0,

neboli ∥sk(λ2)∥2 − ∥sk(λ1)∥2 ≥ 0. Použijeme-li druhou ekvivalenci v (a), dostaneme stejným postupem
λ2 < λ1 ⇒ ∥sk(λ2)∥2 > ∥sk(λ1)∥2. Protože nezálež́ı na indexováńı, můžeme psát λ1 < λ2 ⇒ ∥sk(λ1)∥2 >
∥sk(λ2)∥2, což dává ∥sk(λ2)∥ ≥ ∥sk(λ1)∥ ⇒ λ2 ≤ λ1. 2

Věta 148. Necht’ pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n je vektor sk řešeńım úlohy

sk = argmin
s∈Kk,∥s∥≤∆

Q(s), Q(s) =
1

2
sTBs+ gT s (618)

a č́ıslo λk odpov́ıdaj́ıćım Lagrangeovým multiplikátorem. Pak pro 1 ≤ i ≤ j ≤ n plat́ı λi ≤ λj. Speciálně
λk ≤ λ∗ pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n.

Důkaz Podle věty 125 je vektor sk řešeńım úlohy (618) právě tehdy, když ∥sk∥ = ∥Zks̃k∥ ≤ ∆, kde
ZT
k (B+λkI)Zks̃k = −ZT

k g, Z
T
k (B+λkI)Zk ≽ 0, λk ≥ 0 a λk(∆−∥sk∥) = 0. Toto řešeńı je nepodmı́něným

minimem (stejné řešeńı dostaneme i po odstraněńı omezeńı sk ≤ ∆) právě tehdy, když λk = 0.

(a) Necht’ λj = 0 (což znamená, že vektor sj je nepodmı́něným minimem funkce Q(s) na Kj) a i ≤ j.
Pak podle věty 69 plat́ı ∥si∥ ≤ ∥sj∥ ≤ ∆ a vektor si je nepodmı́něným minimem funkce Q(s) na Ki, což
dává λi = 0. Jestliže λj > 0 a λi = 0, neńı co dokazovat. Zbývá tedy př́ıpad, kdy λj > 0 a λi > 0, takže
∥sj∥ = ∥si∥ = ∆, což budeme v daľśıch kroćıch předpokládat.

(b) Je-li matice ZT
i (B + λiI)Zi singulárńı, muśı platit λi ≤ λj , nebot’ v opačném př́ıpadě by existoval

nenulový vektor v ∈ Ki takový, že v
T (B + λjI)v = vT (B + λiI)v + (λj − λi)∥v∥ = (λj − λi)∥v∥ < 0. To

však neńı možné, nebot’ Ki ⊂ Kj a podle věty 125 plat́ı ZT
j (B + λjI)Zj ≽ 0.

(c) Předpokládejme, že ZT
i (B + λiI)Zi ≻ 0 a ZT

j (B + λjI)Zj ≻ 0. Jelikož podle poznámky 241 plat́ı
Ki(λi) = Ki a Kj(λj) = Kj , jsou vektory si a sj řešeńım nepodmı́něných úloh

si = argmin
s∈Ki

Qλi(s), sj = argmin
s∈Kj

Qλj (s).

Předpokládejme, že λi > λj , takže Z
T
j (B + λiI)Zj ≻ 0. Necht’

sj(λi) = argmin
s∈Kj

Qλi(s).
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Pak použit́ım věty 69 dostaneme ∥sj(λi)∥ ≥ ∥si∥ = ∆ = ∥sj∥, neboli ∥sj(λj)∥ ≤ ∥sj(λi)∥, takže podle
lemmatu 66 plat́ı λi ≤ λj . To je však ve sporu s předpokladem, že λi > λj .

(d) Předpokládejme nakonec, že matice ZT
j (B + λjI)Zj je singulárńı. V tomto př́ıpadě podle věty 136

plat́ı ∥sj(λj + ε)∥ ≤ ∆ pro libovolné č́ıslo ε > 0. Jelikož matice ZT
j (B+(λj + ε)I)Zj je pozitivně definitńı,

je i matice ZT
i (B + (λj + ε)I)Zi pozitivně definitńı a podle věty 69 plat́ı ∥si(λj + ε)∥ ≤ ∥sj(λj + ε)∥ ≤ ∆.

Protože ∥si∥ = ∆, můžeme psát ∥si(λj + ε)∥ ≤ ∥si(λi)∥ a s použit́ım lemmatu 66 dostaneme λi ≤ λj + ε.
Jelikož č́ıslo ε je libovolné, plat́ı λi ≤ λj . 2

Nyńı se vrát́ıme k problému (616). Polož́ıme-li λ = λk pro nějaký index k ≤ n, věta 148 zaručuje, že
0 ≤ λ = λk ≤ λn = λ∗. Důsledkem této nerovnosti je, že λ = 0, pokud λ∗ = 0. Je-li matice B pozitivně
definitńı a λ > 0, plat́ı ∆ ≤ ∥(B+ λI)−1g∥ < ∥B−1g∥ podle věty 69, takže nepodmı́něné minimum funkce
Qλ(s) je bĺıže k hranici oblasti určené omezeńım ∥s∥ ≤ ∆ než Newton̊uv krok dN = B−1g a můžeme
očekávat, že s(λ) je bĺıže k optimálńımu lokálně omezenému kroku než sN . Nav́ıc, jelikož λ > 0, je
matice B + λI lépe podmı́něná a můžeme očekávat, že posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným
krokem bude konvergovat rychleji než standardńı metoda (s λ = 0). Posunutá nepřesná metoda s lokálně
omezeným krokem se skládá ze tř́ı základńıch krok̊u.

Algoritmus 15. Data C ≻ 0, 0 < ω ≤ ω < 1, ∆ > 0, m≪ n.

Krok 1: Použijeme m krok̊u nepředpodmı́něného symetricého Lanczosova procesu a źıskáme tak symet-
rickou tridiagonálńı matici T = Tk = ZT

k BZk.

Krok 2: řeš́ıme úlohu

zk = argmin
z∈Rk,∥s∥≤∆

(
1

2
zTTkz + δ1e

T
1 z

)
metodou pro výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku (odd́ıl 6.1). Źıskáme přitom La-
grange̊uv multiplikátor λ.

Krok 3: Aplikujeme nepřesnou metodu s lokálně omezeným krokem na úlohu (616) a źıskáme tak vektor
s, který je aproximaćı vektoru s(λ).

Obvykle voĺıme m = 5. Pokud m = 1 dostaneme nepřesnou metodu s lokálně omezeným krokem popsanou
v odd́ılu 6.3.

6.6 Numerické porovnáńı jednotlivých algoritmů

V tomto odd́ılu ukážeme, jak jednotlivé algoritmy pro výpočet lokálně omezeného kroku ovlivňuj́ı účinnost
diferenčńı verze Newtonovy metody popsané v odd́ılu 9.6 (realizované jako metody s lokálně omezeným
krokem). K testováńı bylo použito 22 úloh s 1000 a 5000 proměnnými (TEST14 z odd́ılu 1.5). V následuj́ıćı
tabulce jsou uvedeny výsledky test̊u odpov́ıdaj́ıćı těmto metodám:

A10 - metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem (algoritmus 10),

A11 - metoda pśı nohy (algoritmus 11),

A12 - nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 12 s C = I),

A12* - předpodmı́něná nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 12 s C ̸= I),

A13 - v́ıcekroková metoda pśı nohy (algoritmus 13 s m = 5),

A14 - metoda založená na použit́ı symetrické Lanczosovy metody (algoritmus 14),

A15* - předpodmı́něná posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 15 s C ̸= I).

Algoritmy A12* a A15* použ́ıvaj́ı předpodmı́něńı založené na neúplném Choleského rozkladu. V tabulce
jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV, gradient̊u NFG, vnitřńıch teraćı NCG a
celkový čas výpočtu.
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N Metoda NIT NFV NFG NCG čas
1000 A10 1911 1952 8724 - 1.27

A11 2286 2425 10779 - 1.26
A12 3475 4021 17242 55930 2.49
A12* 2611 2807 12836 913 1.40
A13 2132 2232 9998 11059 1.34
A14 3283 3688 16250 60467 2.51
A15* 2007 2077 9239 11467 1.27

5000 A10 8177 8273 34781 - 21.31
A11 9666 10146 42283 - 19.17
A12 16932 19137 84417 341925 62.49
A12* 11055 11760 53057 3740 28.62
A13 8913 9244 38846 47234 21.52
A14 14917 16664 72972 360790 62.30
A15* 8320 8454 35629 46493 20.12

Tabulka 5a: TEST14 – 22 úloh

Úlohy obsažené ve sb́ırce TEST14 jsou jednodušš́ı v tom smyslu, že č́ısla podmı́něnosti př́ıslušných
Hessových matic nejsou př́ılǐs vysoká. V následuj́ıćı tabulce jsou tytéž metody testovány pomoćı 74 h̊uře
podmı́něných úloh obsažených ve sb́ırce TEST25 (8 úloh ze sb́ırky TEST25 bylo vynecháno, protože je
některá z testovaných metod nevyřešila). V posledńım sloupci tabulky je uveden počet úloh (z celkového
počtu 82), které daná metoda vyřešila, což vyjadřuje robustnost této metody.

N Metoda NIT NFV NFG NCG čas počet
1000 A10 65591 6835 34298 - 6.05 81

A11 87136 9557 55002 - 6.47 79
A12 10456 11198 65232 1751061 56.11 75
A12* 9746 10379 59695 658361 28.76 77
A13 8717 9399 60611 43681 7.31 79
A14 10593 11291 68784 2186546 74.25 75
A15* 8728 9285 54650 777410 33.18 76

Tabulka 5b: TEST25 – 74 úloh

Výsledky test̊u ukazuj́ı, že pro velmi ř́ıdké úlohy je vhodné použ́ıvat př́ımé metody (zejména algoritmus 10)
a že iteračńı metody vyžaduj́ı kvalitńı předpodmı́něńı.

Na závěr uvedeme porovnáńı některých realizaćı metod pro středně velké husté úlohy. Použijene k
tomu sb́ırku TEST01, která obsahuje analytická vyjádřeńı prvk̊u Hessovy matice, takže je možné testovat
r̊uzné verze Newtonovy metody. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny výsledky test̊u odpov́ıdaj́ıćı těmto
metodám:

LSVM - metoda BFGS s ř́ızeným škálováńım,

TRVM-xx - metoda BFGS s ř́ızeným škálováńım,

LSMN - Newtonova metoda s korekćı zajǐst’uj́ıćı spádovost,

TRMN-xx - Newtonova metoda s analytickým výpočtem Hessovy matice,

Metody, jejichž označeńı zač́ıná ṕısmeny TR jsou realizovány jako metody s lokálně omezeným krokem
a ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u. Přitom č́ıslice xx udávaj́ı č́ıslo použitého algoritmu.
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Pro srovnáńı jsou též uvedeny výsledky źıskané metodou sdružených gradient̊u CG, což je algoritmus 5,
kde použ́ıváme volbu HST+ (vzorce (174), 175), (176)) a proceduru pro výběr délky kroku pťrevzatou z
programu CG-DESCENT).

Metoda NIT NFV NFG čas
LSVM 2547 2971 2971 0.59
TRVM-11 3075 3409 3090 1.34
LSMN 1765 2697 2697 7.02
TRMN-10 571 608 586 3.26
TRMN-11 730 804 745 5.61
CG 7586 14843 8089 0.71

Tabulka 6: TEST01 – 15 úloh

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Metody s proměnnou metrikou neńı vhodné realizovat jak metody s lokálně omezeným krokem.

• Newtonovu metodu neńı vhodné realizovat jako metodu spádových směrǔ.

• Použit́ı přesné Hessovy matice zvyšuje rychlost konvergence (snižuje se počet iteraćı a použitých
funkčńıch hodnot). Pro 200 proměnných se však již projevuje nutnost řešeńı soustavy rovnic (vyžaduje
to O(n3) aritmetických operaćı).

• Pro úlohy s 200 proměnnými dominuj́ı metody s proměnnou metrikou. Newtonova metoda konverguje
rychleji, ale spotřebuje v́ıce strojového času. Pokud neřeš́ıme př́ılǐs obt́ıžné úlohy roste efektivita
metody sdružených gradient̊u s počtem proměnných (nebot’ je třeba pouze O(n) aritmetických iteraćı
na iteraci).

6.7 Iteračńı metody pro řešeńı lineárńıch soustav se symetrickou indefinitńı matićı

V odd́ılu 2.7 jsme ukázali, jak lze źıskat spádové směry a směry se zápornou křivost́ı pomoćı maticových
rozklad̊u pro symetrické indefinitńı matice. Směry se zápornou křivost́ı lze také určit pomoćı iteračńıch
metod pro symetrické indefinitńı matice. V tomto odd́ılu poṕı̌seme dvě iteračńı metody pro řešeńı soustavy
rovnic Bs + g = 0 se symetrickou indefinitńı matićı B. Prvńı z nich je modifikaćı metody sdružených
gradient̊u popsané v odd́ılu 3.8 a druhá vycháźı se symetrické Lanczosovy metody uvedené v odd́ılu 6.4.

Metodu sdružených gradient̊u můžeme formálně použ́ıt i v př́ıpadě, že matice B neńı pozitivně definitńı,
pokud plat́ı pTi qi = pTi Bpi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (definice 37 s C = I). V tomto př́ıpadě neńı bod si+1 minimem
nekonvexńı kvadratické funkce (239), ale jej́ım stacionárńım bodem, na podprostoru definovaném vektory
pj , 1 ≤ j ≤ i. Nastanou však pot́ıže, pokud pTi Bpi ≈ 0, a metoda zcela selže, pokud pTi Bpi = 0 (děleńı
nulou). Metoda sdružených gradient̊u je založena na tom, že se hledá stacionárńı bod si+1 funkce (239)
na př́ımce si + L(pi), takže si+1 = si + αipi, kde koeficient αi se vyb́ırá tak, aby platilo pTi gi+1 = 0,
neboli αi = −pTi gi/pTi Bpi. Základńı planárńı metoda sdružených gradient̊u, kterou nyńı poṕı̌seme, určuje
(v př́ıpadě, že pTi Bpi = 0) nový vektor pi+1 takový, že pTi Bpi+1 ̸= 0 a pTi+1gi = 0, a hledá stacionárńı bod
si+2 funkce (239) v rovině si + L(pi, pi+1), takže si+2 = si + αipi + αi+1pi+1, kde koeficienty αi, αi+1 se
vyb́ıraj́ı tak, aby platilo

pTi gi+2 = 0, pTi+1gi+2 = 0, (619)

neboli

αi+1 p
T
i Bpi+1 = −pTi gi,

αi p
T
i+1Bpi + αi+1 p

T
i+1Bpi+1 = 0
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(nebot’ gi+2 = gi + αiBpi + αi+1Bpi+1, p
T
i Bpi = 0 a pTi+1gi = 0), což dává

αi+1 = − pTi gi
pTi Bpi+1

, αi = −
pTi+1Bpi+1

pTi Bpi+1
αi+1.

Základńı planárńı metoda sdružených gradient̊u použ́ıvá jednoduché kroky standardńı metody sdružených
gradient̊u, pokud pTi Bpi ̸= 0, a dvojité planárńı kroky, pokud pTi Bpi = 0. Abychom zjednodušili př́ıslušné
úvahy, označ́ıme I1 množinu index̊u jednoduchých krok̊u (takže z i ∈ I1 plyne pTi Bpi ̸= 0) a I2 množinu
prvńıch index̊u planárńıch krok̊u (takže z i ∈ I2 plyne pTi Bpi = 0 a pTi Bpi+1 ̸= 0). Poznamenejme, že
i ∈ I2 implikuje i+ 1 ̸∈ I1, i+ 1 ̸∈ I2, takže I1 ∪ I2 ̸= {1, . . . , n}.

Definice 48. Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická regulárńı matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −g

a bud’

qi = Bpi, αi = −pTi gi/pTi qi,
si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = qTi gi+1/p
T
i qi, pi+1 = −gi+1 + βipi,

pokud i ∈ I1 (jednoduchý krok), nebo

qi = Bpi, γi = ∥pi∥/∥qi∥,
pi+1 = γiqi, qi+1 = Bpi+1,

αi+1 = −pTi gi/pTi+1qi αi = αi+1 p
T
i+1qi+1/p

T
i+1qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

si+2 = si+1 + αi+1pi+1, gi+2 = gi+1 + αi+1qi+1,

βi = qTi+1gi+2/p
T
i+1qi, pi+2 = −gi+2 + βipi,

pokud i ∈ I2 (planárńı krok), nazveme základńı planárńı metodou sdružených gradient̊u pro řešeńı soustavy
rovnic Bs+ g = 0.

Poznámka 242. Planárńı krok obsahuje dvě násobeńı matice vektorem, ale protože tento krok odpov́ıdá
dvěma jednoduchým krok̊um, je základńı planárńı metoda sdružených gradient̊u co do celkového počtu
operaćı srovnatelná se standardńı metodou sdružených gradient̊u.

Poznámka 243. V planárńım kroku se použ́ıvá škálovaćı parametr γi > 0. Hodnotu γi = ∥pi∥/∥qi∥ voĺıme
proto, aby platilo ∥pi+1∥ = ∥pi∥. Lze volit i jinou hodnotu, např́ıklad γi = 1. Pak plat́ı ∥pi+1∥ = ∥Bpi∥.

Poznámka 244. Planárńı krok se použ́ıvá pouze tehdy, když pTi Bpi = 0. Neńı tud́ıž ošetřen př́ıpad, kdy
pTi Bpi ≈ 0. Algoritmus základńı planárńı metody sdružených gradient̊u lze upravit tak, že se planárńı
krok použije i tehdy, když 0 < |pTi Bpi| < c∥pi∥2, kde c > 0 je (malá) předepsaná tolerance. V tom
př́ıpadě však neźıskáme přesné řešeńı soustavy rovnic Bs + g = 0 po konečném počtu krok̊u. Proto
byly vyvinuty složitěǰśı planárńı metody sdružených gradient̊u (definice 49). Základńı planárńı metodu
sdružených gradient̊u zde uvád́ıme proto, abychom ukázali jej́ı vlastnosti. Podobné vlastnosti maj́ı i ostatńı
planárńı metody, jejichž vyšetřováńı je však formálně složitěǰśı.

Věta 149. Základńı planárńı metoda sdružených gradient̊u (definice 48) najde řešeńı soustavy rovnic
Bs + g = 0, kde B je symetrická regulárńı matice, po nejvýše n kroćıch (planárńı krok poč́ıtáme za dva
jednoduché kroky).
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Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (neńı-li tato podmı́nka splněna, plat́ı gm+1 = 0 pro nějaký
index m < n, takže vektor sm+1 je řešeńım soustavy rovnic Bs + g = 0). Dokážeme indukćı, že pro
libovolný index 1 ≤ i ≤ n je pi ̸= 0, pTi gi < 0,

gi ∈ L(Pi), Bpi−1 ∈ L(Pi), (620)

kde Pi = [p1, . . . , pi], přičemž pro i ∈ I1 plat́ı

pTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, (621)

gTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, (622)

pTj Bpi = 0, 1 ≤ j < i (623)

a pro i ∈ I2 plat́ı

pTj gi+2 = 0, 1 ≤ j ≤ i+ 1, (624)

gTj gi+2 = 0, 1 ≤ j ≤ i+ 1, (625)

pTj Bpi = 0, 1 ≤ j < i+ 1 (626)

(mı́sto (626) stač́ı dokázat (623), nebot’ z i ∈ I2 plyne pTi Bpi = 0). Pro i = 1 je p1 = −g1 ̸= 0,
gT1 p1 = −gT1 g1 < 0 a g1 = −p1 ∈ L(P1). Necht’ pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı pj ̸= 0, pTj gj < 0,

gj ∈ L(Pj), Bpj−1 ∈ L(Pj), pro 1 ≤ j ≤ i, a pTj gi = 0, gTj gi = 0, pTj Bpi = 0, pro 1 ≤ j < i (indukčńı
předpoklad).

(a) Ukážeme nejprve, že iteračńı krok v definici 48 je dobře definován, čili že pro i ∈ I1 plat́ı αi ̸= 0
a pro i ∈ I2 plat́ı pTi Bpi+1 ̸= 0, pTi+1gi = 0 a αi+1 ̸= 0. Jelikož pTi gi < 0, můžeme pro i ∈ I1 psát
αi = −pTi gi/pTi Bpi ̸= 0. Jelikož pi+1 = γiBpi a γi ̸= 0, můžeme pro i ∈ I2 psát pTi Bpi+1 = γip

T
i B

2pi ̸= 0
(nebot’ pi ̸= 0 a matice B je symetrická a regulárńı). Podle definice 48 plat́ı gi = −pi + βi−1pi−1, je-li
předchoźı krok jednoduchý, nebo gi = −pi + βi−2pi−2, je-li předchoźı krok planárńı. V obou př́ıpadech
s použit́ım (623) dostaneme pTi+1gi = γip

T
i Bgi = −γipTi Bpi = 0, odkud plynou vzorce pro αi a αi+1 v

definici 48, přičemž αi+1 = −pTi gi/pTi Bpi+1 ̸= 0.

(b) Důkaz incidenćı (620). Pokud i ∈ I1, plat́ı gi+1 = −pi+1+βipi a gi+1 = gi+αiBpi, takže gi+1 ∈ L(Pi+1)
a Bpi = (gi+1 − gi)/αi ∈ L(Pi+1). Pokud i ∈ I2, můžeme psát Bpi = (1/γi)pi+1 a gi+1 = gi + αiBpi,
takže Bpi ∈ L(Pi+1) a gi+1 ∈ L(Pi+1). Dále plat́ı gi+2 = −pi+2 + βipi a gi+2 = gi+1 + αi+1Bpi+1, takže
gi+2 ∈ L(Pi+2) a Bpi+1 = (gi+2 − gi+1)/αi+1 ∈ L(Pi+2).

(c) Důkaz vztah̊u (621) a (624). Pokud i ∈ I1, můžeme pro 1 ≤ j < i psát pTj gi+1 = pTj (gi + αiBpi) = 0

(nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i plat́ı pTj gi = 0 a pTj Bpi = 0). Jelikož koeficient αi

vyb́ıráme tak, aby platilo pTi gi+1 = 0, dostaneme (621). Necht’ i ∈ I2. Pak podle (626) pro 1 ≤ j < i plat́ı
pTj Bpi+1 = γi(Bpj)

TBpi = 0 (nebot’ podle indukčńıho předpokladu Bpj ∈ L(Pj+1)). Můžeme tedy psát

pTj gi+2 = pTj (gi + αiBpi + αi+1Bpi+1) = 0

pro 1 ≤ j < i (nebot’ podle indukčńıho předpokladu pro 1 ≤ j < i plat́ı pTj gi = 0 a pTj Bpi = 0). Jelikož

koeficienty αi a αi+1 vyb́ıráme tak, aby platilo pTi gi+2 = 0 a pTi+1gi+2 = 0, dostaneme (624).

(d) Důkaz vztah̊u (622) a (625). Jelikož podle (b) pro 1 ≤ j ≤ i+ 1 plat́ı gj ∈ L(Pj), plyne (622) z (621)
a (625) z (624).

(e) Důkaz vztah̊u (623) a (626). Pro i ∈ I1 podle definice 48 a podle (619), plat́ı

gTi+1pi+1 = −gTi+1gi+1 + βig
T
i+1pi = −gTi+1gi+1 < 0

(nebot’ gi+1 ̸= 0), takže pi+1 ̸= 0. Použijeme-li (622), (623) spolu s definićı 48, dostaneme

pTj Bpi+1 = −pTj Bgi+1 + βip
T
j Bpi = (1/αj)(gj − gj+1)

T gi+1 = 0
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pro 1 ≤ j < i a (619) spolu s definićı 48 dává

pTi Bpi+1 = −pTi Bgi+1 + βip
T
i Bpi = −pTi Bgi+1 +

pTi Bgi+1

pTi Bpi
pTi Bpi = 0.

Necht’ i ∈ I2. Pak podle definice 48 a podle (619), plat́ı

gTi+2pi+2 = −gTi+2gi+2 + βig
T
i+2pi = −gTi+2gi+2 < 0

(nebot’ gi+2 ̸= 0), takže pi+2 ̸= 0. Použijeme-li (625), (626) spolu s definićı 48, dostaneme

pTj Bpi+2 = −pTj Bgi+2 + βip
T
j Bpi = (1/αj)(gj − gj+1)

T gi+2 = 0

pro 1 ≤ j < i. Dále z pTi Bpi = 0, pi+1 = γiBpi a (619) plyne

pTi Bpi+2 = −pTi Bgi+2 + βip
T
i Bpi = − 1

γi
pTi+1gi+2 = 0,

a (619) spolu s definićı 48 dává

pTi+1Bpi+2 = −pTi+1Bgi+2 + βip
T
i+1Bpi = −pTi+1Bgi+2 +

pTi+1Bgi+2

pTi+1Bpi
pTi+1Bpi = 0.

(f) Podle (623) a (626) je matice PT
n BPn blokově diagonálńı. Pro i ∈ I1 je prvek pTi Bpi nenulový a pro

i ∈ I2 plat́ı

det [pi, pi+1]
TB[pi, pi+1] = det

[
0, pTi Bpi+1

pTi+1Bpi, pTi+1Bpi+1

]
= −(pTi Bpi+1)

2 < 0,

takže matice PT
n BPn je regulárńı a jelikož B je regulárńı, jsou vektory p1, . . . , pn lineárně nezávislé. Odtud

a z (621), (624) plyne, že gn+1 = 0, takže vektor sn+1 je řešeńım soustavy rovnic Bs+ g = 0. 2

Důsledek 20. Pro i ∈ I1 ∪ I2, plat́ı pTi gi = pTi g.

Důkaz Podle definice 48 plat́ı gi = g1+
∑i−1

j=1 αjBpj , kde g1 = g. Použijeme-li (623) a (626) můžeme psát

pTi gi = pTi

g + i−1∑
j=1

αjBpj

 = pTi g

2

Poznámka 245. Pokud i ∈ I2, jsou vektory pi+1 a gi+1 výjimečné v tom, že plat́ı nerovnosti pTi Bpi+1 ̸= 0,
pTi gi+1 = pTi (gi+αiBpi) = pTi gi ̸= 0 a gTi gi+1 = gTi (gi+αiBpi) = gTi gi−αi(pi−βi−1pi−1)

TBpi = gTi gi ̸= 0.
Použijeme-li planárńı krok, netvoř́ı nenulové gradienty ortogonálńı systém. Abychom dostali ortogonálńı
systém g̃1, . . . , g̃m (kde m ∈ I1 nebo m− 1 ∈ I2), polož́ıme g̃i = gi, i ∈ I1, a g̃i = gi, g̃i+1 = −pi+1, i ∈ I2.
Pak podle (620) pro 1 ≤ j ≤ i plat́ı g̃j ∈ L(Pj), což spolu s (626) dává g̃Tj g̃i+1 = −g̃Tj pi+1 = −γig̃Tj Bpi = 0,

a podle (621) a (624) pro k > i+ 1, k ∈ I1 ∪ I2, plat́ı g̃Ti+1g̃k = −pTi+1gk = 0.

Poznámka 246. Jsou-li splněny předpoklady věty 149 a n ∈ I1 ∪ I2 (čili n je počátečńım indexem
posledńıho kroku), muśı platit n ∈ I1, neboli p

T
nBpn ̸= 0. V opačném př́ıpadě by existoval vektor pn+1 =

γnBpn takový, že pTnBpn+1 ̸= 0, a mohli bychom provést planárńı krok. Postupem použitým v d̊ukazu
věty 149 bychom zjistili, že matice PT

n+1BPn+1 je blokově diagonálńı a regulárńı, což je spor, nebot’ vektory
p1, . . . , pn+1 (kterých je n+1) dimenze n jsou lineárně zásvislé. Př́ıpad, kdy pTnBpn = 0 může nastat pouze
tehdy, je-li matice B singulárńı, nebo tehdy, když pn = 0 (a tedy gn = 0).
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V odd́ılu 6.4 (věta 145) je ukázáno, že metodu sdružených gradient̊u můžeme použ́ıt k tridiagonalizaci
symetrické pozitivně definitńı matice. Nyńı ukážeme, že základńı planárńı metodu sdružených gradient̊u
lze použ́ıt k tridiagonalizaci libovolné symetrické regulárńı matice.

Věta 150. Uvažujme základńı planárńı metodu sdružených gradient̊u (definice 48) aplikovanou na soustavu
rovnic Bs+ g = 0, kde B je symetrická regulárńı matice. Označme Pm = [p1, . . . , pm], G̃m = [g̃1, . . . , g̃m],
Ñm = diag(∥g̃1∥, . . . , ∥g̃m∥) a Q̃m = G̃mÑ

−1
m , kde 1 ≤ m ≤ n (m ∈ I1 nebo m− 1 ∈ I2) a kde g̃1, . . . , g̃m

je ortogonálńı systém uvedený v poznámce 245. Pak plat́ı

Q̃T
mBQ̃m = T̃m = L̃mD̃mL̃

T
m, (627)

kde T̃m je symetrická tridiagonálńı matice, L̃m je dolńı blokově bidiagonálńı matice a D̃m je blokově
diagonálńı matice (diagonálńı bloky maj́ı rozměr 1× 1 nebo 2× 2). Pokud m = n, plat́ı B = Q̃nT̃nQ̃

T
n , kde

matice Q̃n je ortogonálńı.

Důkaz Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že m = 8, prvńı dva kroky jsou jednoduché, daľśı
dva planárńı a zbylé dva jednoduché, což nám umožńı přehledně znázornit strukturu matice T̃m.

(a) Použijme-li definičńı vztahy pro vektory pi (definice 48) a g̃i (poznámka 245), kde 1 ≤ i < m, dostaneme

g̃1 = −p1
g̃i+1 = −pi+1 + βipi, i ∈ I1,

g̃i+1 = −pi+1, i ∈ I2,

g̃i+2 = −pi+2 + βipi, i ∈ I2,

takže G̃m = PmB̃m, kde

B̃m =



−1 β1 0 0 0 0 0 0

0 −1 β2 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 β3 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 β5 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 β7

0 0 0 0 0 0 0 −1


je horńı blokově bidiagonálńı matice .

(b) Použijeme-li definičńı vztahy pro koeficienty αi a αi+1 (definice 48), můžeme pro i ∈ I1 psát

pTi Bpi =
∥g̃i∥2

αi

a pro i ∈ I2 plat́ı pTi Bpi+1 = ∥g̃i∥2/αi+1. Jelikož také pTi Bpi+1 = pTi+1pi+1/γi = ∥g̃i+1∥2/γi, dostaneme

pTi Bpi+1 =
∥g̃i∥∥g̃i+1∥√

γiαi+1
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a

pTi+1Bpi+1 =
αi

αi+1
pTi Bpi+1 =

αi∥g̃i+1∥2

γiαi+1
.

Podle (623) a (626) tedy plat́ı

PT
mBPm =



pT1 Bp1 0 0 0 0 0 0 0

0 pT2 Bp2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 pT3 Bp4 0 0 0 0

0 0 pT4 Bp3 pT4 Bp4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 pT5 Bp6 0 0

0 0 0 0 pT6 Bp5 pT6 Bp6 0 0

0 0 0 0 0 0 pT7 Bp7 0

0 0 0 0 0 0 0 pT8 Bp8



= ÑmD̃mÑm,

kde

Dm =



1
α1

0 0 0 0 0 0 0

0 1
α2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1√
γ3α4

0 0 0 0

0 0 1√
γ3α4

α3

γ3α4
0 0 0 0

0 0 0 0 0 1√
γ5α6

0 0

0 0 0 0 1√
γ5α6

α5

γ5α6
0 0

0 0 0 0 0 0 1
α7

0

0 0 0 0 0 0 0 1
α8



.

(c) Označme Q̃m = G̃mÑ
−1
m a T̃m = Q̃T

mBQ̃m. Pak podle (a) a (b) plat́ı

T̃m = Q̃T
mBQ̃m = Ñ−1

m G̃T
mBG̃mÑ

−1
m = Ñ−1

m B̃T
mP

T
mBPmB̃mÑ

−1
m

= Ñ−1
m B̃T

mÑmD̃mÑmB̃mÑ
−1
m = R̃T

mD̃mR̃m,

kde R̃m = ÑmB̃mÑ
−1
m . Použijeme-li (621)–(626), můžeme pro i ∈ I1 psát

βi =
pTi Bgi+1

pTi Bpi
=

(gi+1 − gi)
T gi+1

(gi+1 − gi)T pi
=

∥gi+1∥2

∥gi∥2

a pro i ∈ I2 plat́ı

βi =
pTi+1Bgi+2

pTi+1Bpi
=

(gi+2 − gi+1)
T gi+2

(gi+2 − gi+1)T pi
=

∥gi+2∥2

∥gi∥2
,

nebot’ pTi gi+1 = pTi (gi + αiBpi) = pTi gi = −gTi gi, což po dosazeńı dává
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R̃m = ÑmB̃mÑ
−1
m =



−1 β1
∥g1∥
∥g2∥ 0 0 0 0 0 0

0 −1 β2
∥g2∥
∥g3∥ 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 β3
∥g3∥
∥g5∥ 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 β5
∥g5∥
∥g7∥ 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 β7
∥g7∥
∥g8∥

0 0 0 0 0 0 0 −1



=



−1
√
β1 0 0 0 0 0 0

0 −1
√
β2 0 0 0 0 0

0 0 −1 0
√
β3 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0
√
β5 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1
√
β7

0 0 0 0 0 0 0 −1



.

Označme β̃i = ∥g̃i+1∥/∥g̃i∥, 1 ≤ i ≤ m, takže βi = β̃i pro i ∈ I1 a βi = β̃iβ̃i+1 pro i ∈ I2. Pro i ∈ I2 pak
plat́ı

1

γiαi+1
=
pTi Bpi+1

γgTi gi
=

∥g̃i+1∥
γ2i ∥g̃i∥

. (628)
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Vynásobeńım matic R̃T
mD̃mR̃m a použit́ım (628) dostaneme

T̃m = R̃T
mD̃mR̃m =



1
α1

−
√
β1

α1
0 0 0 0 0 0

−
√
β1

α1

β1

α1
+ 1

α2
−

√
β2

α2
0 0 0 0 0

0 −
√
β2

α2

β2

α2

1√
γ3α4

0 0 0 0

0 0 1√
γ3α4

α3

γ3α4
−

√
β3√

γ3α4
0 0 0

0 0 0 −
√
β3√

γ3α4
0 1√

γ5α6
0 0

0 0 0 0 1√
γ5α6

α5

γ5α6
−

√
β5√

γ5α6
0

0 0 0 0 0 −
√
β5√

γ5α6

1
α7

−
√
β7

α7

0 0 0 0 0 0 −
√
β7

α7

β7

α7
+ 1

α8



=



1
α1

−
√

β̃1

α1
0 0 0 0 0 0

−
√

β̃1

α1

β̃1

α1
+ 1

α2
−
√

β̃2

α2
0 0 0 0 0

0 −
√

β̃2

α2

β̃2

α2

√
β̃3

γ3
0 0 0 0

0 0

√
β̃3

γ3

α3β̃3

γ2
3

− β̃3

√
β̃3

γ2
3

0 0 0

0 0 0 − β̃3

√
β̃3

γ2
3

0

√
β̃5

γ5
0 0

0 0 0 0

√
β̃5

γ5

α5β̃5

γ2
5

− β̃5

√
β̃5

γ2
5

0

0 0 0 0 0 − β̃5

√
β̃5

γ2
5

1
α7

−
√

β̃7

α7

0 0 0 0 0 0 −
√

β̃7

α7

β̃7

α7
+ 1

α8



,

což je symetrická tridiagonálńı matice. Polož́ıme-li L̃m = R̃T
m, dostaneme (627).

(d) Matice G̃m má ortogonálńı a matice Q̃m ortonormálńı sloupce, takže prom = n je matice Q̃n čtvercová
a ortogonálńı a podle (627) plat́ı Q̃nT̃nQ̃

T
n = Q̃nQ̃

T
nBQ̃nQ̃

T
n = B. 2

Rozklad (627) je zobecněńım rozkladu (613), kde matice D̃m je nyńı blokově diagonálńı.

Jak již bylo poznamenáno, při použit́ı základńı planárńı metody sdružeńıch gradient̊u mohou nastat
pot́ıže, pokud pTi Bpi ≈ 0. Proto byly vyvinuty modifikované planárńı metody sdružených gradient̊u,
které použ́ıvaj́ı planárńı krok i tehdy, když 0 < |pTi Bpi| < c∥pi∥2 a které naleznou řešeńı soustavy rovnic
Bs + g = 0 po nejvýše n kroćıch [95], [57]. Jestliže i ∈ I2, pokud 0 < |pTi Bpi| < c∥pi∥2, nemůžeme
položit pi+1 = Bpi, nebot’ v tomto př́ıpadě nelze splnit indukčńı předpoklady (620)–(626). Proto se
pokládá pi+1 = qi, kde vektor qi se poč́ıtá rekurentně, přičemž obecně qi ̸= Bpi a q

T
i gi ̸= 0. Aby platilo

pTi gi+2 = 0, qTi gi+2 = 0, je třeba koeficienty αi, αi+1, vystupuj́ıćı ve vztahu si+2 = si + αipi + αi+1qi,
určit řešeńım soustavy rovnic

αi p
T
i Bpi + αi+1 p

T
i Bqi = −pTi gi,

αi q
T
i Bpi + αi+1 q

T
i Bqi = −qTi gi,

což dává

αi =
1

δi
(biq

T
i gi − cip

T
i gi), αi+1 =

1

δi
(bip

T
i gi − aiq

T
i gi),
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kde ai = pTi Bpi, bi = pTi Bqi, ci = qTi Bqi a δi = aici − b2i . Na základě těchto úvah lze definovat následuj́ıćı
modifikovanou planárńı metodu sdružených gradient̊u, kde I1 = {i ∈ N : |pTi Bpi| ≥ c ∥pi∥2} a c > 0.

Definice 49. Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická regulárńı matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −g, u1 = Bp1, q1 = u1, a1 = uT1 p1,

a bud’

αi = −pTi gi/ai, si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiui,

βi = uTi gi+1/ai, pi+1 = −gi+1 + βipi, ui+1 = Bpi+1,

γi = uTi ui+1/ai, qi+1 = ui+1 + γipi, ai+1 = uTi+1pi+1

pokud i ∈ I1 (jednoduchý krok), nebo

vi = Bqi, bi = vTi pi,

ci = vTi qi, δi = aici − b2i ,

αi = (biq
T
i gi − cip

T
i gi)/δi, αi+1 = (bip

T
i gi − aiq

T
i gi)/δi,

si+2 = si + αipi + αi+1qi, gi+2 = gi + αiui + αi+1vi,

βi = vTi gi+2/δi, pi+2 = −gi+2 + βi(aiqi − bipi),

ui+2 = Bpi+2, ai+2 = uTi+2pi+2,

γi = vTi ui+2/δi, qi+2 = ui+2 − γi(aiqi − bipi),

pokud i ∈ I2 (planárńı krok), nazveme modifikovanou planárńı metodou sdružených gradient̊u pro řešeńı
soustavy rovnic Bs+ g = 0.

Poznámka 247. Nejstarš́ı modifikovaná planárńı metoda sdružených gradient̊u, která použ́ıvá rekurentńı
vztahy uvedené v definici 49 a která najde řešeńı soustavy rovnic Bs+ g = 0 po konečném počtu krok̊u, je
popsána v práci [95]. Tato metoda však použ́ıvá množinu I1 = {i ∈ N : |δi| ≥ c b2i }, takže je třeba v každém
(i jednoduchém) iteračńım kroku použ́ıt dvě násobeńı matice vektorem (to druhé pro výpočet vektoru vi
a č́ısla ci), což prodlužuje čas výpočtu. Úprava, která použ́ıvá množinu I1 = {i ∈ N : |pTi Bpi| ≥ c ∥pi∥2},
pocháźı z práce [57].

Modifikovaná planárńı metoda sdružených gradient̊u má podobné vlastnosti jako základńı planárńı
metoda sdružených gradient̊u.

Tvrzeńı 5. Modifikovaná planárńı metoda sdružených gradient̊u (definice 48) najde řešeńı soustavy rovnic
Bs + g = 0, kde B je symetrická regulárńı matice, po nejvýše n kroćıch (planárńı krok poč́ıtáme za dva
jednoduché kroky). Nav́ıc jsou splněny podmı́nky (620)–(626), kde pj+1 = qj, pokud j ∈ I2 (rovnosti (626)
jsou ovšem splněny pouze pro 1 ≤ j < i, nebot’ pro i ∈ I2 jǐz obecně neplat́ı pTi Bpi = 0).

Poznámka 248. Důkaz tvrzeńı 5 je podobný d̊ukazu věty 149. Opět se indukćı dokazuj́ı vztahy (620)–
(626). Postup d̊ukazu je však technicky komplikovaný a zde ho uvádět nebudene (lze ho nalézt v pracech
[95] a [57]).

Poznámka 249. ze vztah̊u (620)–(626) plynou rovnosti pTi gi = pTi g pro i ∈ I1 a pTi gi = pTi g, q
T
i gi = qTi g

pro i ∈ I2. K jejich odvozeńı lze použ́ıt postup uvedený v d̊ukazu d̊usledku 20.

Věta 151. Uvažujme modifikovanou planárńı metodou sdružených gradient̊u (definice 49) a položme

s = −
∑
i∈I1

pTi gi
|pTi Bpi|

pi −
∑
i∈I2

(
pTi gi

∥Bpi∥2
pi +

qTi gi
∥Bqi∥2

qi

)
. (629)
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Necht’ λ = min1≤i≤n |λi| a λ = max1≤i≤n |λi|, kde λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice B (takže
0 < λ ≤ λ). Pak plat́ı

sT g ≤ −s∥g∥2, ∥s∥ ≤ s∥g∥,

kde s = 1/max(λ, λ
2
) a s = n/min(c, λ2).

Důkaz (a) Jelikož podle poznámky 249 plat́ı pTi gi = pTi g a qTi gi = qTi g, můžeme psát

sT g = −
∑
i∈I1

(pTi g)
2

|pTi Bpi|
−
∑
i∈I2

(
(pTi g)

2

∥Bpi∥2
+

(qTi g)
2

∥Bqi∥2

)
.

Pokud 1 ∈ I1, dostaneme

sT g ≤ − (pT1 g)
2

|pT1 Bp1|
= − (gT g)2

|gTBg|
≤ − 1

λ
∥g∥2.

Pokud 1 ∈ I2, dostaneme

sT g ≤ − (pT1 g)
2

∥Bp1∥2
= − (gT g)2

∥Bg∥2
≤ − 1

λ
2 ∥g∥

2.

Plat́ı tedy sT g ≤ −s∥g∥2, kde s = 1/max(λ, λ
2
).

(b) Podobným zp̊usobem dostaneme

∑
i∈I1

∥∥∥∥ pTi gi
|pTi Bpi|

pi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I1

∥∥∥∥ pTi g

|pTi Bpi|
pi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I1

∥pipTi ∥
|pTi Bpi|

∥g∥ ≤
∑
i∈I1

∥pi∥2

c∥pi∥2
∥g∥ ≤ n

c
∥g∥,

∑
i∈I2

∥∥∥∥ pTi gi
∥Bpi∥2

pi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I2

∥∥∥∥ pTi g

∥Bpi∥2
pi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I2

∥pipTi ∥
pTi B

2pi
∥g∥ ≤

∑
i∈I2

∥pi∥2

λ2∥pi∥2
∥g∥ ≤ n

2λ2
∥g∥,

∑
i∈I2

∥∥∥∥ qTi gi
∥Bqi∥2

qi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I2

∥∥∥∥ qTi g

∥Bqi∥2
qi

∥∥∥∥ =
∑
i∈I2

∥qiqTi ∥
qTi B

2qi
∥g∥ ≤

∑
i∈I2

∥qi∥2

λ2∥qi∥2
∥g∥ ≤ n

2λ2
∥g∥.

Podle (629) tedy plat́ı

∥s∥ ≤
∑
i∈I1

∥∥∥∥ pTi gi
|pTi Bpi|

pi

∥∥∥∥+∑
i∈I2

∥∥∥∥ pTi gi
∥Bpi∥2

pi

∥∥∥∥+∑
i∈I2

∥∥∥∥ qTi gi
∥Bqi∥2

qi

∥∥∥∥ ≤ max

(
n

c
,
n

λ2

)
∥g∥ = s∥g∥,

kde s = n/min(c, λ2).

Poznámka 250. Je-li matice B pozitivně definitńı a plat́ı-li 0 < c ≤ λ(B), generuje modifikovaná planárńı
metoda sdružených gradient̊u stejný vektor jako klasická metoda sdružených gradient̊u. Jsou-li vsechny
kroky jednoduché, je vektor s totožný s vektorem s+z vystupuj́ıćım v lemmatu 30. Význam modifikované
planárńı metody sdružených gradient̊u spoč́ıvá v tom, že iteračńı proces pokračuje i když |pTi Bpi| < c∥pi∥2
a výsledný směrový vektor lépe odpov́ıdá vlastnostem matice B.

Druhá skupina iterač́ıch metod pro řešeńı lineárńıch soustav se symetrickou indefinitńı matićı je založena
na použit́ı symetrického Lanczosova procesu (definice 46). V odd́ılu 6.4 je ukázáno, že je-li symetrická
matice B pozitivně definitńı, je možné naj́ıt řešeńı soustavy Bs + g = 0 postupným hledáńım globálńıch
minim kvadratické funkce (1/2)sTBs+ gT s na Krylovových podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ n, určených matićı
B a vektorem g, jejichž báze tvoř́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, generované symetrickým Lanczosovým procesem.
To znamená, že pro 1 ≤ i ≤ n generujeme vektory si+1 = argmins∈Ki

(1/2)sTBs+ gT s, neboli (vzhledem
k tomu, že QT

i BQi = Ti a Q
T
i g = δ1e1) řeš́ıme soustavy rovnic Tizi + δ1e1 = 0, 1 ≤ i ≤ n, a pokládáme

si+1 = Qizi. Soustavu rovnic Tizi + δ1e1 = 0 řeš́ıme pomoćı Choleského rozkladu Ti = LiDiL
T
i , což podle

poznámky 238 vede na metodu sdružených gradient̊u. Je-li matice B indefinitńı, nelze tento postup použ́ıt,
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nebot’ kvadratická funkce (1/2)sTBs+ gT s neńı zdola omezená. Vektor si+1 = Qizi lze však určit řešeńım
úlohy

si+1 = argmin
s∈Ki

∥Bs+ g∥ = argmin
z∈Ri

∥BQiz + g∥ = argmin
z∈Ri

∥QiTiz + δi+1qi+1 + g∥

= argmin
z∈Ri

∥∥∥∥Qi+1

([
Ti

δi+1e
T
i

]
+ δ1e1

)∥∥∥∥ = argmin
z∈Ri

∥Hiz + δ1e1∥, (630)

kde

Hi =

[
Ti

δi+1e
T
i

]
=


γ1, δ2, . . . , 0, 0
δ2, γ2, . . . , 0, 0
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , γi−1, δi
0, 0, . . . , δi, γi
0, 0, . . . , 0, δi+1


je tridiagfonálńı horńı Hessenbergova matice (použ́ıváme rovnici (611), vztah g = δ1q1 a skutečnost, že
matice Qi+1 má ortonormálńı sloupce, takže QT

i+1Qi+1 = I). Vektor si+1 = Qizi lze tedy určit řešeńım
lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u Hizi + δ1e1 ≈ 0 (řešeńı této úlohy je popsáno v odd́ılu 8.3). Je-li matice
B regulárńı, má matice Hi lineárně nezávislé sloupce a lze ji pomoćı ortogonálńıch transformaćı popsaných
v odd́ılu 8.3 převést na horńı trojúhelńıkovou matici

PiHi =

[
Ri

0

]
, Pi(δ1e1) =

[
hi
η̄i

]
(poznámka 277), kde

Ri =


ρ1, σ2, τ3, . . . , 0, 0, 0
0, ρ2, σ3 . . . , 0, 0, 0
−− −− −− −− −− −− −−
0, 0, 0, . . . , ρi−2, σi−1, τi
0, 0, 0, . . . , 0, ρi−1, σi
0, 0, 0, . . . , 0, 0, ρi

 , hi =


η1
η2
−−
ηi−2

ηi−1

ηi


Přitom Pi, 1 ≤ i ≤ k, jsou ortogonálńı matice dimenze i + 1 a Ri, 1 ≤ i ≤ k, jsou tridiagonálńı horńı
trojúhelńıkové matice dimenze i. Matice Pi, 1 ≤ i ≤ k, se poč́ıtaj́ı rekurentně pomoćı Givensových matic
elementárńıch rotaćı P̃i ∈ R2×2, 1 ≤ i ≤ k, studovaných v odd́ılu 8.3.

Poznámka 251. Předpokládejme, že

[
Pi−1, 0
0, 1

]
[Hi, ti+1, ti+2, δ1e1] =


ρ1, σ2, τ3, . . . , 0, 0, 0, 0, η1
0, ρ2, σ3, . . . , 0, 0, 0, 0, η2
−− −− −− −− −− −− −− −− −−
0, 0, 0, . . . , ρi−1, σi, τi+1, 0, ηi−1

0, 0, 0, . . . , 0, ρ̃i, σ̃i+1, 0, η̃i
0, 0, 0, . . . , 0, δi+1, γi+1, δi+2, 0

 , (631)

kde ti+1, ti+2 jsou vektory, které obsahuj́ı prvńıch i + 1 prvk̊u posledńıch dvou sloupc̊u matice Ti+2.
Abychom vynulovali prvek δi+1, sestroj́ıme Givensovu ortogonálńı matici

P̃i =
1√

ρ̃2i + δ2i+1

[
ρ̃i, δi+1

−δi+1, ρ̃i

]
=

1

ρi

[
ρ̃i, δi+1

−δi+1, ρ̃i

]
, ρi =

√
ρ̃2i + δ2i+1.

Pak podle věty 147 plat́ı

P̃i

[
ρ̃i
δi+1

]
=

1

ρi

[
ρ̃2i + δ2i+1

0

]
=

[
ρi
0

]
, P̃i

[
η̃i
0

]
=

1

ρi

[
ρ̃iη̃i

−δi+1η̃i

]
=

[
ηi
η̃i+1

]
. (632)
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P̃i

[
σ̃i+1, 0
γi+1, δi+2

]
=

1

ρi

[
ρ̃iσ̃i+1 + δi+1γi+1, δi+1δi+2

ρ̃iγi+1 − δi+1σ̃i+1, ρ̃iδi+2

]
=

[
σi+1, τi+2

ρ̃i+1, σ̃i+2

]
, (633)

Ortogonálńı matice Pi, 1 ≤ i ≤ k, budeme hledat ve tvaru P1 = P̃1 a

Pi =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
,

kde I je jednotková matice řádu i− 2. Pak podle (631) a (632) pro 1 < i ≤ k plat́ı

PiHi =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
Hi =

[
Ri

0

]
, Pi(δ1e1) =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
(δ1e1) =

[
hi
η̃i+1

]
.

Poznamenejme, že v i-tém iteračńı kroku ještě neznáme koeficienty γi+1 a δi+2, takže nelze použ́ıt trans-
formaci (633). Mı́sto toho na začátku i-tého iteračńıho kroku transformujeme koeficienty γi a δi+1, źıskané
v předchoźım iteračńım kroku, podle vzorce

P̃i−1

[
σ̃i, 0
γi, δi+1

]
=

1

ρi−1

[
ρ̃i−1σ̃i + δiγi, δiδi+1

ρ̃i−1γi − δiσ̃i, ρ̃i−1δi+1

]
=

[
σi, τi+1

ρ̃i, σ̃i+1

]
, (634)

Použijeme-li vztahy (632) a (634), dostaneme následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 67. Prvky matic Ri a vektor̊u hi, 1 ≤ i ≤ k, lze poč́ıtat podle rekurentńıch vztah̊u λ0 = 1, µ0 = 0,
σ̃1 = 0, η̃1 = δ1 a

σi = λi−1σ̃i + µi−1γi, ρ̃i = λi−1γi + µi−1σ̃i,

σ̃i+1 = λi−1δi+1 τi+1 = µi−1δi+1

ρi =
√
ρ̃2i + δ2i+1, λi =

ρ̃i
ρi
, µi =

δi+1

ρi
,

ηi = λiη̃i, η̃i+1 = −µiη̃i

pro 1 ≤ i ≤ k.

Nyńı odvod́ıme rekurentńı vztahy pro vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k. Jelikož

Pi(Biz + β1e1) =

[
Ri

0

]
z +

[
hi
η̃i+1

]
a PT

i Pi = I, můžeme položit si+1 = Qizi, kde

zi = argmin
z∈Ri

∥∥∥∥[ Ri

0

]
z +

[
hi
η̃i+1

]∥∥∥∥ .
Jelikož matice Ri ∈ Ri×i je regulárńı, muśı podle věty 174 platit Rizi + hi = 0. Vzhledem k jednoduché
struktuře matic Ri, 1 ≤ i ≤ k, můžeme vektory zi, 1 ≤ i ≤ k, a tud́ıž i vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určovat
rekurentně.

Lemma 68. Vektory si+1 = Qizi, 1 ≤ i ≤ k, kde Rizi + hi = 0, lze určit pomoćı rekurentńıch vztah̊u
p0 = 0, p1 = q1, s1 = 0 a

si+1 = si −
ηi
ρi
pi,

pi+1 = qi+1 −
σi+1

ρi
pi −

τi+1

ρi
pi−1

pro 1 ≤ i ≤ k.
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Důkaz Plat́ı R1 = [ρ1], R
−1
1 = [1/ρ1] a

Ri =

[
Ri−1, ri−1

0, ρi

]
, R−1

i =

[
R−1

i−1, −R−1
i−1ri−1/ρi

0, 1/ρi

]
pro 1 < i ≤ k, kde ri−1 = σiei−1 + τiei−2 a ei−2, ei−1 jsou posledńı dva sloupce jednotkové marice řádu
i − 1, přičemž e0 = 0 (vztah pro R−1

i m�užeme ověřit dosazeńım do rovnosti RiR
−1
i = I). Označ́ıme-li

r̃i−2 posledńı sloupec matice R−1
i−2 doplněný o nulu a polož́ıme-li zi = −R−1

i hi, dostaneme z předchoźıch
rovnost́ı rekurentńı vztahy r1 = [1/ρ1], z1 = −[η1/ρ1] a

ri =

[
−(σiri−1 + τir̃i−2)/ρi

1/ρi

]
, zi =

[
zi−1 + (ηi/ρi)(σiri−1 + τir̃i−2)

−ηi/ρi

]
.

pro 1 < i ≤ k, takže přihlédneme-li k tomu, že Qi−1r̃i−2 = Qi−2ri−2, dostaneme

pi
∆
= ρiQiri = qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1ri−1 −
τi
ρi−2

ρi−2Qi−2ri−2 = qi −
σi
ρi−1

pi−1 −
τi
ρi−2

pi−2,

si+1 = Qizi = Qi−1zi−1 +
ηi
ρi
σiQi−1ri−1 +

ηi
ρi
τiQi−2ri−2 −

ηi
ρi
qi

= si −
ηi
ρi

(
qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1ri−1 −
τi
ρi−2

ρi−2Qi−2ri−2

)
= si −

ηi
ρi
pi.

2

Rekurentńı vztahy uvedené v předchoźıch dvou lemmatech tvoř́ı základ metody MINRES.

Definice 50. Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı
vztahy

q0 = 0, p0 = 0, λ0 = 1, µ0 = 0, δ1q1 = g, p1 = q1, σ̃1 = 0, η̃1 = δ1

a
γi = qTi Bqi, δi+1qi+1 = Bqi − γiqi − δiqi−1

σi = λi−1σ̃i + µi−1γi, ρ̃i = λi−1γi + µi−1σ̃i,

σ̃i+1 = λi−1δi+1, τi+1 = µi−1δi+1

ρi =
√
ρ̃2i + δ2i+1, λi =

ρ̃i
ρi
, µi =

δi+1

ρi
,

ηi = λiη̃i, η̃i+1 = −µiη̃i

si+1 = si −
ηi
ρi
pi,

pi+1 = qi+1 −
σi+1

ρi
pi −

τi+1

ρi
pi−1

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty δi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu, nazveme metodou MINRES určenou matićı B a vektorem g.
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7 Metody kubické regularizace

7.1 Základńı vlastnosti metod kubické regularizace

Myšlenka metod kubické regularizace je velmi podobná myšlence metod kvadratické regularizace. K
lokálńımu kvadratickému modelu, který se použ́ıvá u metod s lokálně omezeným krokem, se přidá regu-
larizačńı člen, který je nyńı třet́ıho řádu. Dostaneme tak kubický model

Ci(s) = gTi s+
1

2
sTBis+

1

3
σi∥s∥3. (635)

Pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F je pak definován vztahem

ρi(s) =
F (xi + s)− F (xi)

Ci(s)
. (636)

Definice 51. Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou kubické
regularizace, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

Ci(si) ≤ νCi(si(α
∗)), si(α

∗
i ) = argmin

si(α)=−αgi

Ci(si(α)), (C1)

kde 0 < ν ≤ 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (C2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1, (C2b)

a č́ısla σi ≥ 0, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ γσi ≤ σi+1 ≤ γσi, (C3a)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ 0 < σi+1 ≤ σi, (C3b)

kde 0 < ρ < 1 a 1 < γ < γ. Řekneme, že metoda kubické regularizace je striktńı metodou kubické
regularizace, jsou-li podmı́nky (C2a) a (C2b) nahraženy podmı́nkami

ρi(si) < ρ ⇒ αi = 0, (C2c)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ αi = 1. (C2d)

Poznámka 252. Podmı́nka (C3b) se obvykle realizuje tak, že

ρ ≤ ρi(si) ≤ ρ ⇒ σi+1 = σi, (C3c)

ρi(si) > ρ ⇒ σi+1 = min(σi,max(βσi, ∥gi∥)), (C3d)

kde 0 < ρ < ρ < 1 a 0 < β < 1. Nerovnost na levé straně (C3b) lze zapsat ve tvaru

F (xi)− F (xi+1) ≥ −ρCi(si). (637)
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Poznámka 253. Při vyšetřováńı metod kubické regularizace budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ρi(si) < ρ},
N2 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ},
N3 = {i ∈ N : ρi(si) > ρ}.

Jelikož 0 ≤ ρ < ρ, plat́ı N3 ⊂ N2.

Lemma 69. Necht’ ∥gi∥ > 0, ∥Bi∥ > 0 a σi > 0. Pak plat́ı

−Ci(si(α
∗)) ≥ ∥gi∥2

2(∥Bi∥+
√
σi∥gi∥)

≥ ∥gi∥2

4
min

(
1

∥Bi∥
,

1√
σi∥gi∥

)
. (638)

Důkaz Pro zjednodušeńı zápisu budeme index i vynechávat. Necht’ s(α) = −αg, kde α > 0. Pak můžeme
psát

−C(s(α)) = −gT s(α)− 1

2
s(α)TBs(α)− 1

3
σ∥s(α)∥3 ≥ α∥g∥2

(
1− 1

2
α∥B∥ − 1

3
α2σ∥g∥

)
.

Označme α̃ hodnotu, která maximalizuje výraz na pravé straně této nerovnosti. Tuto hodnotu źıskáme
vynulováńım prvńı derivace, což dává

−∥g∥2
(
−1 + α̃∥B∥+ α̃2σ∥g∥

)
= 0.

Kladným kořenem této kvadratické rovnice je č́ıslo

α̃ =
1

2σ∥g∥

(
−∥B∥+

√
∥B∥2 + 4σ∥g∥

)
=

2

∥B∥+
√

∥B∥2 + 4σ∥g∥
.

Jelikož pro libovolná kladná č́ısla a, b plat́ı
√
a2 + b2 ≤ a+ b, můzeme psát

α̃ =
2

∥B∥+
√
∥B∥2 + 4σ∥g∥

≥ 1

∥B∥+
√
σ∥g∥

∆
= ᾱ,

takže

−C(s(α∗)) ≥ −C(s(ᾱ)) = ᾱ∥g∥2
(
1− 1

2

∥B∥
∥B∥+

√
σ∥g∥

− 1

3

σ∥g∥
(∥B∥+

√
σ∥g∥)2

)

= ᾱ∥g∥2
6(∥B∥+

√
σ∥g∥)2 − 3∥B∥(∥B∥+

√
σ∥g∥)− 2σ∥g∥

6(∥B∥+
√
σ∥g∥)2

≥ ᾱ∥g∥2
3∥B∥2 + 6∥B∥

√
σ∥g∥+ 3σ∥g∥

6(∥B∥+
√
σ∥g∥)2

=
1

2
ᾱ∥g∥2

=
∥g∥2

2(∥B∥+
√
σ∥g∥)

.

2

Lemma 70. Necht’ ∥gi∥ > 0, ∥Bi∥ > 0 a σi > 0. Pak pokud Ci(si) ≤ 0, plat́ı

∥si∥ ≤ 3

σi
max(∥Bi∥,

√
σi∥gi∥). (639)
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Důkaz Plat́ı

C(s) = sT g +
1

2
sTBs+

1

3
σ∥s∥3 ≥ −∥g∥∥s∥ − 1

2
∥B∥∥s∥2 + 1

3
σ∥s∥3

=

(
1

9
σ∥s∥3 − ∥g∥∥s∥

)
+

(
2

9
σ∥s∥3 − 1

2
∥B∥∥s∥2

)
.

Prvńı závorka je kladná, pokud ∥s∥ > 3
√
∥g∥/σ, a druhá, pokud ∥s∥ > 3∥B∥/σ > 9∥B∥/(4σ). Výraz C(s)

je tedy kladný, pokud

∥s∥ > 3

σ
max(∥B∥,

√
σ∥g∥),

což dokazuje tvrzeńı lemmatu. 2

Lemma 71. Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklad F4 a si je vektor určený podle (C1). Pak pokud
∥Bi∥ ≤ B a √

σi∥gi∥ ≥ 18

(1− ρ)ν
(G+B) (640)

plat́ı ρi(si) ≥ ρ, takže i ∈ N2.

Důkaz Z (640) plyne, že
√
σ∥g∥ ≥ B, což spolu s (638), (639) a (C1) dává

−C(s) ≥ ν
∥g∥2

4
√
σ∥g∥

= ν
∥g∥
4

√
∥g∥
σ
, ∥s∥2 ≤ 9

∥g∥
σ

(641)

Podmı́nku ρ(s) ≥ ρ můžeme zapsat ve tvaru F+ − F − C(s) ≤ (ρ− 1)C(s). Ale

F+ − F − C(s) ≤ sT g +
1

2
G∥s∥2 − sT g +

1

2
B∥s∥2 − σ

3
∥s∥3 ≤ 1

2
(G+B)∥s∥2,

což spolu s (640), (641) a (C1) dává

F+ − F − C(s) ≤ 1

2

(
(1− ρ)ν

18

√
σ∥g∥

)(
9
∥g∥
σ

)
= (1− ρ)ν

∥g∥
4

√
∥g∥
σ

≤ (ρ− 1)C(s)

2

Věta 152. (globálńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou kubické
regularizace taková, že ∥Bi∥ ≤ B, i ∈ N . Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F4. Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz Předpokládejme, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Pak podle (C3a)–(C3b) a
podle lemmatu 71 plat́ı

σi ≤ max

(
σ1,

γ

ε

(
18

(1− ρ)ν
(G+B)

)2
)

∆
= σ ∀i ∈ N. (642)

Z této nerovnosti plyne, že množina N2 je nekonečná (pokud i ∈ N1 ∀i ≥ k, pak z (C3a) plyne σi → ∞).
Použijeme-li (638), (642) a (C1), můžeme pro i ∈ N2 psát

Fi − Fi+1 ≥ −ρC(si) ≥ −ρ νC(si(α∗)) ≥
ρ ν∥gi∥

4
min

 ∥gi∥
∥Bi∥

,

√
∥gi∥
σi

 ≥
ρ ν ε

4
min

(
ε

B
,

√
ε

σ

)
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takže

F1 − F ≥ F1 − lim
i→∞

Fi =
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N2

ρ ν ε

4
min

(
ε

B
,

√
ε

σ

)
což je spor, nebot’ množina N2 je nekonečná a tud́ıž i výraz na pravé straně je nekonečný. 2

Věta 153. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná striktńı metodou kubické regularizace takovou,
že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Pak plat́ı

lim
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz Důkaz této věty se lǐśı od d̊ukazu věty 119 pouze technickými detaily. Podle věty 152 plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (643)

Předpokládejme, že
lim sup
i→∞

∥gi∥ > ε > 0.

Za tohoto předpokladu je množina N2 nekonečná a obsahuje nekonečnou podmnožinu N2 ⊂ N2 takovou,
že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N2 (kdyby N2 byla konečná, existoval by podle (C2c) index k ∈ N takový, že xi = xk
∀i ≥ k a podle (643) též ∥gi∥ = 0 ∀i ≥ k). Označme

N2 = {k1, k2, k3, . . . }.

Jelikož posloupnost F (xkj ), j ∈ N , je podle (C2) nerostoućı a podle předpokladu F1 zdola omezená, má
tato posloupnost limitu. Existuje tedy index m ∈ N takový, že

F (xkj )− F (xkj+1) <
ρν ε2

48
min

(
1

B
,
1

G

)
, ∀j ≥ m. (644)

Necht’ j ≥ m a lj je nevětš́ı index takový, že kj ≤ lj < kj+1, přičemž pro kj ≤ l ≤ lj plat́ı ∥gl∥ ≥ ε/2
(takový index existuje, nebot’ pro l = kj ∈ N2 plat́ı ∥gl∥ ≥ ε > ε/2). Pak lze podle (637) a (638) psát

F (xl)− F (xl+1) ≥ −ρCl(sl) ≥ ρ ν
∥gl∥
4

min

 ∥gl∥
∥Bl∥

,

√
∥gl∥
σl

 ≥
ρ ν ε

8
min

 ε

2B
,

√
∥gl∥
σl

 , ∀kj ≤ l ≤ lj ,

což spolu s (644) dává

ρ ν ε2

48
min

(
1

B
,
1

G

)
> F (xkj )− F (xkj+1) ≥ F (xkj )− F (xlj+1)

=

lj∑
l=kj

(F (xl)− F (xl+1)) ≥
ρ ν ε

8

lj∑
l=kj

min

 ε

2B
,

√
∥gl∥
σl

 . (645)

Porovnáme-li obě strany této nerovnosti, vid́ıme, že př́ıpad, kdy
√
∥gl∥/σl ≥ ε/(2B) nemůže pro kj ≤ l ≤ lj

nastat (v opačném př́ıpadě by pravá strana nebyla menš́ı než levá). Plat́ı tedy
√
∥gl∥/σl < ε/(2B) pro

kj ≤ l ≤ lj , neboli √
σl∥gl∥ >

2B∥gl∥
ε

≥ B
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(nebot’ ∥gl∥ > ε/2 pro kj ≤ l ≤ lj), což spolu s (639) dává ∥sl∥ ≤ 3
√
∥gl∥/σl, takže podle (645) plat́ı

lj∑
l=kj

∥sl∥ ≤ 3

lj∑
l=kj

√
∥gl∥
σl

<
ε

2
min

(
1

B
,
1

G

)
≤ ε

2G
.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnost́ı (16), dostaneme

∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ ≤ G∥xkj − xlj+1∥ ≤ G

lj∑
l=kj

∥sl∥ <
ε

2
.

Jelikož posloupnost N2 je nekonečná a plat́ı (643), muśı existovat index j ≥ m takový, že lj + 1 < kj+1 (a
tedy ∥g(xlj+1)∥ < ε/2). Pak podle toho co jsme dokázali plat́ı

∥g(xkj )∥ ≤ ∥g(xlj+1)∥+ ∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ <
ε

2
+
ε

2
= ε,

což je ve sporu s předpokladem, že ∥gkj∥ ≥ ε ∀kj ∈ N2. 2

Abychom dokázali superlineárńı konvergenci metod kubické regularizace, je třeba zavést předpoklady
podobné předpoklad̊um (559). Prvńı předpoklad se týká přesnosti určeńı lokálńıho minima funkce Ci(s).
Tuto přesnost lze vyjádřit nerovnost́ı

∥∇Ci(si)∥ ≤ ωi∥gi∥, (646)

kde ∇Ci(s) je gradient funkce Ci(s) vzhledem k vektoru s a 0 ≤ ωi ≤ ω < 1. Druhý předpoklad se týká
chováńı matic Bi, i ∈ N , a má stejný tvar jako (559).

Věta 154. (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou
kubické regularizace takovou, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem
funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje předpoklad̊um F4 a F5. Necht’ plat́ı

lim
i→∞

ωi = 0, (647)

lim
i→∞

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

= 0. (648)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Stejným zp̊usobem jako v části (a) d̊ukazu věty 123 lze
ukázat, že existuje index k1 ∈ N takový, že

∥gi∥ ≥ 1

2
G∥si∥, a sTi Bisi ≥ G∥si∥2 ∀i ≥ k1. (649)

(b) Ukážeme, že existuj́ı index k2 ≥ k1 a č́ıslo σ tak, že i ∈ N2 a σi ≤ σ ∀i ≥ k2. Pokud
√
σi∥gi∥ ≥

18(G+B)/(ν(1− ρ)), plat́ı podle lemmatu 640 i ∈ N2. V opačném př́ıpadě použit́ım (C1), (638) a (649)
dostaneme

−Ci(si) ≥ ν
∥gi∥2

4
min

(
1

B
,

1√
σi∥gi∥

)
≥ ν

G2

16
min

(
1

B
,
ν(1− ρ)

18(G+B)

)
∥si∥2

∆
=

1

2
C∥si∥2,

z čehož stejně jako v části (b) d̊ukazu věty 123 plyne, že ρi(si) → 1 a jelikož ρ < 1, existuje index k2 ≥ k1
takový, že ρi(si) > ρ ∀i ≥ k2. Jelikož σi se pro i ∈ N2 nemůže zvětšovat, můžeme položit σ = σk2 .

(c) Označme

G̃i =

∫ 1

0

G(xi + λsi)dλ.

274



Pak pro i ∈ N2 plat́ı gi+1 − gi = g(xi + si) − gi = G̃isi a ze spojitosti druhých derivaćı plyne, že
∥G̃i −Gi∥ → 0, pokud i→ ∞. Jelikož ∇Ci(si) = gi +Bisi + σi∥si∥si (d̊usledek 21), můžeme podle (646)
psát

∥gi+1∥ ≤ ∥gi+1 −∇Ci(si)∥+ ∥∇Ci(si)∥ = ∥gi+1 − gi −Bisi − σ∥si∥si∥+ ∥∇Ci(si)∥
≤ ∥(G̃i −Gi)si∥+ ∥(Gi −Bi)si∥+ σ∥si∥2 + ωi∥gi∥.

Dále z gi+1 − gi = G̃isi plyne, že ∥gi∥ = ∥gi+1 − G̃isi∥ ≤ ∥gi+1∥ + G∥si∥. Dosad́ıme-li tento vztah do
předchoźı nerovnosti a použijeme-li (649), dostaneme

(1− ω)∥gi+1∥ ≤
(
∥(G̃i −Gi)∥+

∥(Gi −Bi)si∥
∥si∥

+Gωi

)
∥si∥+ σ∥si∥2

= (o(1) + σ∥si∥)∥si∥ ≤ 2

G

(
o(1) +

2

G
σ∥gi∥

)
∥gi∥.

(nebot’ 0 ≤ ωi ≤ ω < 1). Jelikož xi → x∗ a prvńı derivace jsou spojité, plat́ı ∥gi∥ = o(1), takže

∥gi+1∥
∥gi∥

=
2

G(1− ω)
o(1) → 0.

2

7.2 Optimálńı metody kubické regularizace

Definice 52. Optimálńı metody kubické regularizace použ́ıvaj́ı směrový vektor

s∗i = argmin
s∈Rn

Ci(s), (650)

Abychom mohli zformulovat podmı́nky pro extrém funkce Ci(s), potřebujeme znát jej́ı gradient a
Hessovu matici.

Lemma 72. Pro libovolný vektor x ̸= 0 plat́ı

1

3
∇∥x∥3 = x∥x∥, 1

3
∇2 ∥x∥3 = ∇(x∥x∥) = ∥x∥

(
I +

xxT

∥x∥2

)
,

kde I je jednotková matice řádu n.

Důkaz Podle lemmatu 64 plat́ı

1

3

∂

∂xk
∥x∥3 = ∥x∥2 ∂

∂xk
∥x∥ = xk∥x∥,

1

3

∂2

∂xk∂xl
∥x∥3 =

∂

∂xl
(xk∥x∥) = δkl∥x∥+ xk

∂

∂xl
∥x∥ = δkl∥x∥+

xkxl
∥x∥

= ∥x∥
(
δkl +

xkxl
∥x∥2

)
,

kde δkl = 1, pokud k = l, a δkl = 0, pokud k ̸= l. 2

Důsledek 21. Gradient a Hessovu matici kubické funkce (635) urč́ıme podle vzorc̊u

∇Ci(s) = gi +Bis+ σi∥s∥s, ∇2Ci(s) = Bi + σi∥s∥
(
I +

ssT

∥s∥2

)
.

Je-li směrový vektor si vybrán tak že (Bi + λiI)si + gi = 0, plat́ı ∇Ci(si) = (σi∥si∥ − λi)si.
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Důkaz Zřejmě Ci(s) = Qi(x) + (σi/3)∥s∥3, kde Qi(s) je kvadratická funkce (524), pro kterou plat́ı
∇Qi(s) = gi + Bis a ∇2Qi(s) = Bi. Použijeme-li tento fakt a lemma 72, dostaneme dokazované tvrzeńı

2

Věta 155. Vektor s∗i ∈ Rn je řešeńım úlohy (650) právě tehdy, je-li řešeńım soustavy rovnic

(Bi + λ∗i I)s
∗
i + gi = 0, (651)

kde λ∗i = σi∥s∗i ∥ a matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme nutnost. Podle d̊usledku 21 a věty 3 lze nutné podmı́nky pro to, aby vektor
s∗i byl lokálńım minimem funkce Ci(s), zapsat ve tvaru

∇Ci(s
∗
i ) = gi +Bis

∗
i + σi∥s∗i ∥s∗i = gi + (Bi + λ∗i I)s

∗
i = 0, λ∗i = σi∥s∗i ∥,

což je právě podmı́nka (651), a

∇2Ci(s
∗
i ) = Bi + σi∥s∗i ∥

(
I +

s∗i (s
∗
i )

T

∥s∗i ∥2

)
= Bi + λ∗i I + λ∗i

s∗i (s
∗
i )

T

∥s∗i ∥2
≽ 0.

Zbývá dokázat, že matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı, čili že vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0 pro libovolný
vektor v ∈ Rn. Pokud vT s∗i = 0, je to zřejmé, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı vT (Bi + λ∗i I)v = vT∇2Ci(s

∗
i )v

a matice ∇2Ci(s
∗
i ) je pozitivně semidefinitńı. Necht’ tedy vT s∗i ̸= 0. Pak př́ımka s∗i + αv, α ∈ R, protne

kouli o poloměru ∥s∗i ∥ v daľśım bodě s ̸= s∗i . Podobně jako v d̊ukazu věty 125 tedy existuje vektor s ∈ Rn

takový, že ∥s∥ = ∥s∗i ∥ přičemž s− s∗i = αv, α ̸= 0. Protože (Bi + λ∗i I)s
∗
i + gi = 0, můžeme psát

Ci(s)− Ci(s
∗
i ) = gTi (s− s∗i ) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i +

σi
3
∥s∥3 − σi

3
∥s∗i ∥3

= (s∗i )
T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i +

σi
3
(∥s∥3 − ∥s∗i ∥3)

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
λ∗i (∥s∗i ∥2 − ∥s∥2)− σi

3
(∥s∗i ∥3 − ∥s∥3) (652)

a protože ∥s∥ = ∥s∗i ∥, dostaneme

vT (Bi + λ∗i I)v =
1

α2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) =

1

α2
(Ci(s)− Ci(s

∗
i )) ≥ 0.

(b) Nyńı dokážeme postačitelnost. Je li matice Bi+λ
∗
i I pozitivně semidefinitńı, můžeme podle (652) psát

Ci(s)− Ci(s
∗
i ) ≥ 1

2
λ∗i (∥s∗i ∥2 − ∥s∥2)− σi

3
(∥s∗i ∥3 − ∥s∥3)

= σi

(
1

2
∥s∗i ∥(∥s∗i ∥2 − ∥s∥2)− 1

3
(∥s∗i ∥3 − ∥s∥3)

)
≥ 0,

nebot’ λ∗i = σi∥s∗i ∥ a kubická funkce φ(t) = a(a2 − t2)/2 − (a3 − t3)/3 je pro a ≥ 0 a t ≥ 0 nezáporná
(derivováńım zjist́ıme, že φ(t) nabývá svého lokálńıho minima φ(t) = 0 v bodě t = a a lokálńıho maxima
φ(t) = a3/6 v bodě t = 0). 2

Některé dobré vlastnosti optimálńıch metod kubické regularizace z̊ustanou zachovány i když řeš́ıme
úlohu (650) pouze přibližně. Proto zavád́ıme pojem kvazioptimálńıch metod kubické regularizace.

Definice 53. Kvazioptimálńı metody kubické regularizace použ́ıaj́ı mı́sto podmı́nky (C1) podmı́nku

Ci(si) ≤ νCi(s
∗
i ) (653)

s 0 < ν ≤ 1, kde vektor s∗i je řešeńım úlohy (650). Poznamenejme, že z (653) plybe (C1), nebot’ podle
definice 52 plat́ı Ci(s

∗
i ) ≤ Ci(si(α

∗)).
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Při výpočtu optimálńıho směrového vektoru s∗i ∈ Rn, vyhovuj́ıćıho podmı́nkám uvedeným ve větě 155,
je třeba opakovaně řešit soustavu rovnic (651) (je to ukázáno v odd́ılu 7.3). Proto je účelné, aproximovat
vektor s∗i vektorem si, který realizuje minimum funkce Ci(s) na nějakém menš́ım podprostoru L(Zi), kde
Zi ∈ Rn×m, m < n, je matice jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(Zi). Tento vektor je řešeńım úlohy

si = argmin
s∈L(Zi)

Ci(s), (654)

Věta 156. Vektor si ∈ Rn je řešeńım úlohy (654) právě tehdy, plat́ı-li si = Zis̃i, kde vektor s̃i je řešeńım
úlohy

s̃i = argmin
s̃∈Rm

C̃i(s), C̃i(s̃) = gTi Zis̃+
1

2
s̃TZT

i BiZis̃+
1

3
σi∥s̃∥3, (655)

neboli plat́ı-li
(ZT

i BiZi + λiI)s̃i + ZT
i gi = 0, (656)

kde λi = σi∥s̃i∥ = σi∥si∥ a matice ZT
i BiZi + λiI je pozitivně semidefinitńı.

Důkaz Jelikož matice Zi má ortonormálńı sloupce, plat́ı ∥s̃∥ = ∥Zis∥ = ∥s∥, takže dosad́ıme-li s = Zis̃
do (654) dostaneme (655). Na redukovanou úlohu (655) lze aplikovat větu 155, č́ımž dostaneme podmı́nky
uvedené ve větě 156. 2

Důsledek 22. Je-li vektor si řešeńım úlohy (654), plat́ı

gTi si + sTi Bisi + σi∥si∥3 = 0 ⇒ −Ci(si) =
1

2
sTi Bisi +

3

2
σi∥si∥3, (657)

sTi Bisi + σi∥si∥3 ≥ 0 ⇒ −Ci(si) ≥
1

6
σi∥si∥3 (658)

Důkaz Vynásob́ıme li rovnici (656) zleva transponovaným vektorem s̃i a polož́ıme-li si = Zis̃i, dostaneme
rovnost na levé straně (657). Dosad́ıme-li tuto rovnosr do (635), dostaneme pravou rovnost v (657). Z
pozitivńı semidefinitnosti matice ZT

i BiZi + λiI plyne, že s̃Ti (Z
T
i BiZi + λiI)s̃i ≥ 0, což spolu s si = Zis̃i,

∥si∥ = ∥s̃i∥ a λi = σi∥si∥ dává nerovnost na levé straně (658). Dosad́ıme-li tuto nerovnosr do (635),
dostaneme pravou nerovnost v (658). 2

Poznámka 254. Je-li vektor si řešeńım úlohy (654) a gi ∈ L(Zi), plat́ı (C1) s ν = 1.

Na závěr ukážeme, že norma vektoru

si(σi) = argmin
s∈Rn

Ci(s)

je klesaj́ıćı funkćı parametru σi.

Věta 157. Necht’ σ > 0 a s(σ) ̸= 0 je vektor, který je globálńım minimem funkce C(s). Pak ∥s(σ)∥ je
klesaj́ıćı funkćı parametru σ.

Důkaz Podle lemmatu 64 plat́ı

∥s(σ)∥′ = sT (σ)s′(σ)

∥s(σ)∥
.

Je-li vektor s(σ) globálńım minimem funkce C(s), jsou podle věty 651 matice B + σ∥s(σ)∥I a ∇2C(s)
pozitivně definitńı a plat́ı (B + σ∥s(σ)∥I)s(σ) + g = 0. Derivováńım této rovnosti a použit́ım lemmatu 64
dostaneme

(B + σ∥s(σ)∥I)s′(σ) + ∥s(σ)∥s(σ) + s(σ)s(σ)T

∥s(σ)∥
s′(σ) = 0,

neboli
(s′(σ))T∇2C(s(σ))s′(σ) + ∥s(σ)∥sT (σ)s′(σ) = 0,

což dává

∥s(σ)∥′ = sT (σ)s′(σ)

∥s(σ)∥
= −s

′(σ)∇2C(s(σ))s′(σ)

∥s(σ)∥2
< 0

. 2
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7.3 Výpočet optimálńıho směrového vektoru

Podle věty 155 je optimálńı směrový vektor s∗i = si(λ
∗
i ) řešeńım soustavy rovnic (Bi +λ∗i I)s

∗
i (λi)+ gi = 0

se symetrickou pozitivně definitńı matićı Bi + λ∗i I, kde λ
∗
i = σi∥s∗i (λi)∥. Tuto nelineárńı úlohu řeš́ıme

přibližně tak, že hledáme č́ıslo λi > 0 takové, že matice Bi + λiI je pozitivně semidefinitńı a

∥∇Ci(si)∥ = |σi∥si∥ − λi| ∥si∥ ≤ ωi∥gi∥

(vzorec (646) a d̊usledek 21), kde (Bi + λiI)si + gi = 0 a 0 ≤ ωi ≤ ω < 1. Tuto nerovnost lze zapsat ve
tvaru

λi
σi

(
1− ωi∥gi∥

λi∥si||

)
≤ ∥si∥ ≤ λi

σi

(
1− ωi∥gi∥

λi∥si||

)
,

neboli δiλi/σi ≤ ∥si∥ ≤ δiλi/σi, což je analogie podmı́nky δ∆i ≤ ∥si∥ ≤ δ∆i použité v odd́ılu 6.1.
Poznamenejme, že pro praktické výpočty lze použ́ıt podmı́nku δλi/σi ≤ ∥si∥ ≤ δλi/σi, kde např́ıklad
δ = 0.9 a δ = 1.1, ale nelze dokázat nerovnost (653), nebot’ nelze jako v d̊ukazu věty 137 zanedbat člen
(z∗i )

T (Bi+λiI)z
∗
i obsahuj́ıćı neznámý vektor z∗i . V daľśım výkladu se omeźıme na jeden konkrétńı iteračńı

krok, takže index i budeme vynechávat.
Č́ıslo λ > 0 vyhovuj́ıćı předpoklad̊um věty 155 lze źıskat řešeńım nelineárńı rovnice ekvivalentńı rovnici

∥s(λ)∥ = λ/σ. Př́ımé použit́ı rovnice ∥s(λ)∥ = λ/σ neńı vhodné, nebot’ funkce ∥s(λ)∥ má póly v bodech,
které odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um matice B. Vhodněǰśı (z hlediska omezenosti) je pro tento účel rovnice
ψ(λ) = 0, kde ψ(λ) = σ/λ− 1/∥s(λ)∥. Tato rovnice se řeš́ı pomoćı Newtonovy metody.

Lemma 73. Necht’ ψ(λ) = σ/λ− 1/∥s(λ)∥, kde (B+λI)s(λ)+ g = 0, matice B+λI je pozitivně definitńı
a g ̸= 0. Pak plat́ı

ψ′(λ) = −s(λ)
T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3
− σ

λ2
< 0

a ψ′′(λ) ≥ 0 (takže funkce ψ(λ) je za daných předpoklad̊u konvexńı).

Důkaz Zřejmě ψ(λ) = ϕ(λ) + σ/λ kde ϕ(λ) je funkce použitá v odd́ılu 6.1 s konstantńım členem 1/∆ = 0
(čili ϕ(λ) = −1/∥s(λ)∥). Pak ψ′(λ) = ϕ′(λ) − σ/λ2 a ϕ′′(λ) = ϕ′′(λ) + 2σ/λ3, takže dokazované tvrzeńı
plyne z lemmatu 65. 2

Poznámka 255. Aby matice B + λ∗I byla positivně semidefinitńı, muśı platit λ∗ ≥ −λ1, kde λ1 je
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice B. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme tak jako v odd́ılu 6.1
předpokládat, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 je jednoduché. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady: regulárńı př́ıpad,
kdy λ∗ > −λ1, a singulárńı př́ıpad, kdy λ∗ = −λ1. V regulárńım př́ıpadě mohou nastat dvě možnosti.
Pokud max(0,−λ1) < λ < λ∗ (takže σ∥s(λ)∥ > λ a ψ(λ) > 0) je krok Newtonovy metody λ+ = λ+∆λN ,
kde

∆λN =
λ2∥s(λ)∥3

λ2s(λ)T (B + λI)−1s(λ) + σ∥s(λ)∥3

(
σ

λ
− 1

∥s(λ)∥

)

=

λ

(
∥s(λ)∥ − λ

σ

)
∥s(λ)∥+ λ2

σ

s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥2

,

dobře definován a plat́ı λ < λ+ < λ∗ (plyne to z konvexity funkce ψ(λ)). Pokud λ∗ < λ (takže σ∥s(λ)∥ < λ
a ψ(λ) < 0), plat́ı λ+ < λ∗ a je třeba zajistit aby byla splněna podmı́nka max(0,−λ1) < λ+. To lze provést
použit́ım meźı λ < λ∗ < λ aktualizovaných v každém kroku algoritmu (poznámka 260). Newtonovu metodu
ukonč́ıme, pokud ∥∇C(s(λ))∥ = ∥(B+σ∥s(λ)∥I)s(λ)+ g∥ ≤ ω∥g∥. Řeš́ıme-li rovnici (B+λI)s(λ)+ g = 0
přesně, můžeme iteračńı proces ukončit, pokud plat́ı |λ− σ∥s(λ)∥|∥s(λ)∥ ≤ ω∥g∥.
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Poznámka 256. Singulárńı př́ıpad může nastat jedině tehdy, když γ1 = vT1 g = 0, nebot’ pro λ∗ = −λ1
plat́ı

vT1 g = −vT1 (B + λ∗I)s(λ∗) = −vT1 (B − λ1I)s(λ1) = 0

(použ́ıváme vztahBv1 = λ1v1). V singulárńım př́ıpadě nastávaj́ı stejné pot́ıže jako při výpočtu optimálńıho
lokálně omezeného ktoku (poznámka 227).

Poznámka 257. Jestliže v regulárńım př́ıpadě plat́ı −λ1 < λ < λ∗, je možné nalézt vhodněǰśı krok
∆λ = λ+−λ, než poskytuje Newtonova metoda. Linearizujeme-li funkci ψ(λ), dostaneme krok Newtonovy
metody ∆λN řešeńım rovnice ψ(λ+∆λ) ≈ ψ(λ) + ψ′(λ)∆λ = 0, neboli

ϕ(λ) + ϕ′(λ)∆λN +
σ

λ
− σ

λ2
∆λN = 0 (659)

(kde ϕ(λ) = ψ(λ)−σ/λ = −1/∥s(λ)∥). Linearizujeme-li v rovnici ψ(λ+∆λ) = ϕ(λ+∆λ)+σ/(λ+∆λ) = 0
funkci ϕ(λ), můžeme psát

ϕ(λ) + ϕ′(λ)∆λC +
σ

λ+∆λC
= 0, (660)

což vede na kvadratickou rovnici

(∆λC)
2 +

(
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
+ λ

)
∆λC +

ϕ(λ)

ϕ′(λ)
(λ− σ∥s(λ)∥) = 0

(použ́ıváme identitu ϕ(λ)∥s(λ)∥ = −1). Tato rovnice má řešeńı

∆λC = −1

2

( ϕ(λ)
ϕ′(λ)

+ λ

)
−

√(
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
+ λ

)2

− 4
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
(λ− σ∥s(λ)∥)



= −
2
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
(λ− σ∥s(λ)∥)

ϕ(λ)

ϕ′(λ)
+ λ+

√(
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
− λ

)2

+ 4
ϕ(λ)

ϕ′(λ)
σ∥s(λ)∥

=

2λ

(
∥s(λ)∥ − λ

σ

)
λ

σ
+ τ(λ) +

√
(
λ

σ
− τ(λ))2 + 4τ(λ)∥s(λ)∥

, (661)

kde

τ(λ) =
λ2

σ

ϕ′(λ)

ϕ(λ)
=
λ2

σ

s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥2
.

Lemma 74. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 73, přičemž −λ1 < λ < λ∗ (takže σ∥s(λ)∥ > λ a
ψ(λ) > 0). Pak plat́ı −λ1 < λ+∆λN < λ+∆λC < λ∗.

Důkaz Jelikož pod́ıl σ/λ je ryze konvexńı funkćı parametru λ, plat́ı

σ

λ+∆λC
>
σ

λ
− σ

λ2
∆λC

Použijeme-li tuto nerovnost v (660), můžeme psát

ϕ(λ) + ϕ′(λ)∆λC +
σ

λ
− σ

λ2
∆λC < 0

a přihlédneme-li k tomu že ψ(λ) = ϕ(λ) + σ/λ a že podle lemmatu 73 plat́ı ψ′(λ) = ϕ′(λ) − σ/λ2 < 0,
dostaneme

ψ(λ) + ψ′(λ)∆λC < 0 = ψ(λ) + ψ′(λ)∆λN ⇒ ∆λC > ∆λN

2
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Poznámka 258. V singulárńım př́ıpadě nelze použ́ıt Newtonovu metodu (z d̊uvod̊u uvedených v odd́ılu 6.1).
V tomto př́ıpadě lze vektor s(λ∗) vyjádřit ve tvaru s(λ∗) = s + αv1, kde s je libovolné řešeńı rovnice
(B−λ1I)s = −g (které existuje, ale neńı jediné) a α se vyb́ırá tak aby platilo ∥s(λ∗)∥ = ∥s+αv1∥ = λ/σ.
Potom

(B + λ∗I)s(λ∗) = (B − λ1I)s+ α(B − λ1I)v1 = g.

Tento zp̊usob je podkladem pro alternativńı krok v př́ıpadě, že ψ(λ) < 0, kdy krok Newtonovy metody
může selhat. V tomto př́ıpadě najdeme řešeńı s rovnice (B + λI)s+ g = 0 spolu s nějakou aproximaćı ṽ1
vektoru v1 a testujeme, zda vektor s + z = s + αṽ1 takový, že ∥s + z∥ = λ/σ, vyhovuje podmı́nce (653).
Ukážeme, jak lze źıskat kvazioptimálńı krok splňuj́ıćı podmı́nku (653) s ν = 1/3.

Věta 158. Necht’ λ > 0, B + λI ≽ 0 a ∥s+ z∥ = λ/σ, kde (B + λI)s+ g = 0. Jestlǐze λ > λ∗ a

zT (B + λI)z ≤ 2

3
sT (B + λI)s, (662)

vyhovuje vektor s+ z podmı́nce (653) s ν = 1/3.

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 137 plat́ı

C(s+ z) = Q(s+ z) +
σ

3
∥s+ z∥3

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
+

1

2
zT (B + λI)z +

σ

3
∥s+ z∥3

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ

(
λ

σ

)2
)

+
1

2
zT (B + λI)z +

σ

3

(
λ

σ

)3

= −1

2
sT (B + λI)s− σ

6

(
λ

σ

)3

+
1

2
zT (B + λI)z. (663)

Necht’ vektor s∗ = s+ z∗ je řešńım úlohy (650). Pak (s+ z∗)T (s+ z∗) = (λ∗/σ)2 a (z∗)T (B + λI)z∗ ≥ 0,
takže po dosazeńı do předchoźı rovnosti a po vynecháńım kladných člen̊u dostaneme

C(s+ z∗) ≥ −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ

(
λ∗

σ

)2
)

≥ −1

2
sT (B + λI)s− σ

2

(
λ

σ

)3

. (664)

(nebot’ λ > λ∗). Je-li splněna nerovnost (662), můžeme psát

C(s+ z) ≤ −1

2
sT (B + λI)s− σ

6

(
λ

σ

)3

+
2

6
sT (B + λI)s

= −1

6
sT (B + λI)s− σ

6

(
λ

σ

)3

≤ 1

3
C(s+ z∗).

2

Poznámka 259. Necht’ s ∈ Rn, v ∈ Rn a ∥s∥ < ∆. Č́ıslo α ≥ 0, pro které plat́ı ∥s+αv∥ = λ/σ, určujeme
podle vzorc̊u

α =

√
(vT s)2 + ((λ/σ)2 − ∥s∥2)∥v∥2 − vT s

∥v∥2
=

(λ/σ)2 − ∥s∥2√
(vT s)2 + ((λ/σ)2 − ∥s∥2)∥v∥2 + vT s

.

Prvńı vzorec voĺıme pokud vT s ≤ 0 a druhý v opačném př́ıpadě. Oba vzorce se zjednoduš́ı, pokud ∥v∥ = 1.
Tyto vzorce lze snadno źıskat řešeńım kvadratické rovnice vzniklé roznásobeńım vztahu ∥s+αv∥2 = (λ/σ)2.
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Poznámka 260. Abychom zabránili selháńı Newtonovy metody, je účelné použ́ıvat a aktualizovat dolńı
odhad µ pro č́ıslo −λ1 a meze 0 ≤ λ < λ∗ < λ. V prvńım iteračńım kroku Newtonovy metody můžeme

jako µ zvolit maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Počátečńı meze λ < λ∗ < λ lze určit z vlastnost́ı

č́ısla λ∗. Jestliže (B+λ∗I)s(λ∗)+g = 0 (takže s(λ∗)T (B+λ∗I)2s(λ∗) = ∥g∥2) a ∥s(λ∗)∥ = λ∗/σ, můžeme
psát

(λ(B) + λ∗)2
(
λ∗

σ

)2

≤ ∥g∥2 ≤ (λ(B) + λ∗)2
(
λ∗

σ

)2

,

(použ́ıváme extrémńı vlastnosti vlastńıch č́ısel matice B), neboli

(λ∗ + λ(B))λ∗ ≤ σ∥g∥ ≤ (λ∗ + λ(B))λ∗.

Řešeńım těchto dvou kvadratických nerovnost́ı dostaneme

1

2
(

√
λ
2
(B) + 4σ∥g∥ − λ(B) ≤ λ∗ ≤ 1

2
(

√
λ2(B) + 4σ∥g∥ − λ(B)

(funkce
√
x2 + a− x je pro a > 0 klesáıćı). Jestliže B ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ B, plat́ı

λ =
1

2
(

√
B

2
+ 4σ∥g∥ −B ≤ λ∗ ≤ 1

2
(

√
B2 + 4σ∥g∥ −B = λ

Můžeme položit B = −∥B∥ a B = ∥B∥, nebo použ́ıt jiné odhady pro vlastńı č́ısla matice B, např́ıklad
Gerschgorinovy kruhy. Dolńı mez λ je třeba ještě upravit tak, aby platilo λ ≥ 0.

Máme-li k disposici dolńı odhad λ takový, že λ < λ∗ < λ a plat́ı-li (λ − λ)/λ → 0, můžeme tvrzeńı
věty 158 podstatně ześılit.

Věta 159. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 158 a necht’ λ < λ∗ < λ a (λ− λ)/λ ≤ (1− ν)/(2ν), kde
0 < ν < 1. Pak, plat́ı-li

zT (B + λI)z ≤ (1− ν)sT (B + λI)s, (665)

vyhovuje vektor s+ z podmı́nce (653).

Důkaz Necht’ vektor s+z∗ je řešeńım úlohy (650). Pak (s+z∗)T (s+z∗) = (λ∗/σ)2 a (z∗)T (B+λI)z∗ ≥ 0,
což po dosazeńı do (663) dává

C(s+ z∗) ≥ −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ

(
λ∗

σ

)2
)

+
λ∗

3

(
λ∗

σ

)2

≥ −1

2
sT (B + λI)s− λ

2

(
λ∗

σ

)2

+
λ

3

(
λ∗

σ

)2

≥ −1

2
sT (B + λI)s+

1

6
(2λ− 3λ)

(
λ

σ

)2

(666)

(nebot’ λ < λ∗ < λ). Porovnáme-li nerovnost (666) se vztahem (663) vid́ıme, že C(s + z) ≤ νC(s + z∗)
tehdy, když

1

2
zT (B + λI)z ≤ 1− ν

2
sT (B + λI)s+

λ

6

(
λ

σ

)2

− ν

6
(2λ− 3λ)

(
λ

σ

)2

=
1− ν

2
sT (B + λI)s+

1

6
(λ− ν(2λ− 3λ))

(
λ

σ

)2

.

Tato nerovnost plat́ı, je-li splněna podmı́nka (665) a je-li posledńı člen na pravé straně nezáporný, neboli
je-li splněna nerovnost λ− ν(2λ− 3λ) ≥ 0, což po úpravě dává (λ− λ)/λ ≤ (1− ν)/(2ν). 2

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

281



Algoritmus 16. Data 0 < β < 1 (obvykle β = 0.1), 0 < ω < 1, 0 < ν < 1 (přesnosti výpočtu) a σ > 0.

Krok 1 Necht’ µ je maximálńı diagonálńı prvek matice −B a B ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ B. Urč́ıme meze λ a

λ podle poznámky 260. Polož́ıme λ := max(0, µ, λ) a k := 0.

Krok 2 Polož́ıme λ := max(0, µ, λ). Jestliže k > 0 a λ ≤ µ, polož́ıme λ := max(
√
λλ, λ+ β(λ− λ)).

Krok 3 Urč́ıme Gill̊uv-Murraẙuv rozklad B + λI +E = RTR a polož́ıme k := k + 1. Je-li E = 0 (takže
B+λI ≻ 0), přejdeme na krok 4. V opačném př́ıpadě urč́ıme vektor v ∈ Rn takový, že ∥v∥ = 1 a
vT (B+λI)v < 0 (věta 29), polož́ıme µ := max(µ, λ− vT (B+λI)v), λ := max(µ, λ) a přejdeme
na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme vektor s ∈ Rn řešeńım rovnice RTRs+ g = 0. Jestliže |λ− σ∥s∥|∥s∥ ≤ ω∥g∥, ukonč́ıme
výpočet. Jestliže ∥s∥ > λ/σ, polož́ıme λ := λ a přejdeme na krok 6. Jestliže ∥s∥ < λ/σ,
polož́ıme λ := λ a přejdeme na krok 5.

Krok 5 Jestliže (λ − λ)/λ > (1 − ν)/(2ν), přejdeme na krok 6. V opačném př́ıpadě Urč́ıme vektor
v ∈ Rn tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaćı vlastńıho vektoru matice B př́ıslušného
vlastńımu č́ıslu λ(B) a aby platilo ∥v∥ = 1 a vT s ≥ 0 (tento vektor lze určit z rozkladu RTR
zp̊usobem, který použ́ıvaj́ı programy knihovny LAPACK). Urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo
∥s + αv∥ = λ/σ (poznámka 259). Jestliže α2∥Rv∥2 ≤ (1 − ν)∥Rs∥2), polož́ıme s := s + αv a
ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme µ := max(µ, λ−∥Rv∥2) a přejdeme na krok 6.

Krok 6 Urč́ıme vektor v ∈ Rn řešeńım rovnice RT v = s a polož́ıme τ := (λ2/σ)(∥v∥/∥s∥)2. Polož́ıme
λ := λ+∆λ, kde bud’

∆λ = ∆λN =

λ

(
∥s∥ − λ

σ

)
∥s∥+ τ

nebo

∆λ = ∆λC =

2λ

(
∥s∥ − λ

σ

)
λ

σ
+ τ +

√(
λ

σ
− τ

)2

+ 4τ∥s∥

a přejdeme na krok 2
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8 Metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že minimalizovaná funkce má tvar

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

m∑
k=1

f2k (x), (667)

kde f : DF → Rm je zobrazeńı definované na množině DF ⊂ Rn (zobrazeńı f má stejný definičńı obor
jako funkce F ). Budeme použ́ıvat označeńı

f(x) =

 f1(x)
...

fm(x)

 , J(x) =
∂f(x)

∂x
=


∂f1(x)

∂x1
, . . . ,

∂f1(x)

∂xn
...

...
...

∂fm(x)

∂x1
, . . . ,

∂fm(x)

∂xn

 .

pro zobrazeńı f a jeho Jacobiovu matici (význam symbolu ∂f(x)/∂x je vysvětlen v poznámce 1). Je li
zobrazeńı f : DF → Rm spojitě diferencovatelné na nějaké otevřené množině D ⊂ DF , pak pro x ∈ D plat́ı

g(x) = JT (x)f(x) =

m∑
k=1

fk(x)gk(x), (668)

kde g(x) je gradient funkce F v bodě x. Je-li zobrazeńı f dvakrát spojitě diferencovatelné na D, pak pro
x ∈ D plat́ı

G(x) = JT (x)J(x) + C(x) =

m∑
k=1

gk(x)g
T
k (x) +

m∑
k=1

fk(x)Gk(x), (669)

kde G(x) je Hessova matice funkce F v bodě x.

Při vyšetřováńı konvergence metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u budeme předpokládat, že funkce
F splňuje předpoklad F1 (který je splněn automaticky, nebot’ F (x) ≥ 0 ∀x ∈ DF ) a předpoklad F2. Aby
funkce F splňovala předpoklady F3 a F4, je třeba aby tyto předpoklady splňovalo zobrazeńı f , neboli aby
je splňovaly všechny funkce fk, 1 ≤ k ≤ m (poznámka 6).

Definice 54. Řekneme, že zobrazeńı f splňuje předpoklad F3 nebo F4, splňuj́ı-li tento předpoklad všechny
funkce fk, 1 ≤ k ≤ m, tedy existuj́ı-li č́ısla Gk, 1 ≤ k ≤ m, taková, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

∥gk(x2)− gk(x1)∥ ≤ Gk∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D, (670)

nebo
|dTGk(x)d| ≤ Gk∥d∥2 ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn, (671)

Podobně zobecńıme předpoklady F3∗ a F4∗.

Definice 55. Řekneme, že zobrazeńı f splňuje předpoklad F3∗ nebo F4∗, splňuj́ı-li tento předpoklad
všechny funkce fk, 1 ≤ k ≤ m, tedy existuj́ı-li č́ısla Gk, 1 ≤ k ≤ m, a ε > 0 taková, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

∥gk(x)− gk(x
∗)∥ ≤ Gk∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε), (672)

nebo
|dTGk(x)d| ≤ Gk∥d∥2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (673)
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V tomto odd́ılu budeme na zobrazeńı f klást pouze předpoklady F3 a F4 (př́ıpadně F3∗ a F4∗). Daľśı
předpoklady F5 a F6 jsou uvedeny v odd́ılu 10.4.

Jelikož ve vzorćıch (668)–(669) vystupuje Jacobiova matice zobrazeńı f : DF → Rm, je účelné zavést
daľśı předpoklady týkaj́ıćı se zobrazeńı f a Jacobiovy matice J .

Předpoklad J1. Zobrazeńı f : DF → Rm je omezené na D, takže existuje konstanta f taková, že

∥f(x)∥ ≤ f ∀x ∈ D. (674)

Předpoklad J3. Zobrazeńı f : DF → Rm je lipschitzovské na D, takže existuje konstanta J > 0 taková,
že

∥f(x2)− f(x1)∥ ≤ J∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (675)

Předpoklad J4. Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn má omezené Jacobiovy matice na D, takže existuje konstanta
J > 0 taková, že

∥J(x)d∥ ≤ J∥d∥ ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (676)

Podmı́nka (676) je ekvivalentńı podmı́nce ∥J(x)∥ ≤ J ∀x ∈ D.

Poznámka 261. Použijeme-li větu o středńı hodnotě (tvrzeńı 6) a předpoklad J4, můžeme psát

∥f(x2)− f(x1)∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

J(x1 + λ(x2 − x1))(x2 − x1)dλ

∥∥∥∥ ≤ J∥x2 − x1∥, (677)

takže J4 implikuje J3.

Předpoklad J5. Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn je stejnoměrně regulárńı na D, takže existuje konstanta
J > 0 taková, že

∥J(x)d∥ ≥ J∥d∥ ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (678)

Podmı́nka (678) je ekvivalentńı podmı́nce ∥J−1(x)∥−1 ≥ J ∀x ∈ D.

Předpoklad J6. Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn má lipschitzovské Jacobiovy matice na D, takže existuje
konstanta G > 0 taková, že

∥J(x2)− J(x1)∥ ≤ G∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (679)

Poznámka 262. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklad F3, můžeme psát

∥J(x2)− J(x1)∥ ≤ ∥J(x2)− J(x1)∥F =

√√√√ m∑
k=1

∥gk(x2)− gk(x1)∥2

≤
√
m max

1≤k≤m
∥gk(x2)− gk(x1)∥ ≤

√
m max

1≤k≤m
Gk ∥x2 − x1∥,

takže F3 implikuje J6 s G =
√
mmax1≤k≤mGk.

Abychom ukázali význam uvedených předpoklad̊u uvedeme následuj́ıćı tvrzeńı, které je analogii tvrzeńı 3.

Tvrzeńı 6. Necht’ f ∈ C1 : D → Rm, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

f(x+ d) = f(x) +

∫ 1

0

J(x+ λd)ddλ.
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Použijeme-li předpoklad J3 nebo tvrzeńı 6 a předpoklad J4, dostaneme

∥f(x+ d)− f(x)∥ ≤ J∥d∥, (680)

dT (f(x+ fd)− g(x)) ≤ J∥d∥2. (681)

Použijeme-li tvrzeńı 6 a předpoklad J5, dostaneme

∥f(x+ d)− f(x)∥ ≥ J∥d∥, (682)

dT (f(x+ d)− f(x)) ≥ J∥d∥2. (683)

Důkaz posledńıch dvou nerovnost́ı:

dT (f(x+ d)− f(x)) =

∫ 1

0

dTJ(x+ λd)ddλ ≥
∫ 1

0

J∥d∥2dλ = J∥d∥2,

J∥d∥2 ≤ dT (f(x+ d)− f(x)) ≤ ∥d∥∥f(x+ d)− f(x)∥.
Ukážeme, že předpoklady J1, J4 a F3 nebo J1, J4 a F4, kladené na zobrazeńı f , zaručuj́ı, že jsou

splněny předpoklady F3 nebo F4, kladené na funkci F = (1/2)fT f .

Věta 160. Necht’ zobrazeńı f splňuje předpoklady J1, J4 a F3. Pak je-li množina D konvexńı, splňuje
funkce F předpoklad F3. Necht’ zobrazeńı f splňuje předpoklady J1, J4 a F4. Pak funkce F splňuje
předpoklad F4.

Důkaz (a) Necht’ zobrazeńı f splňuje předpoklady J1, J4 a F3 a necht’ x1 ∈ D, x2 ∈ D. Podle lem-
matu 31 maj́ı matice JT (x)J(x) a J(x)JT (x) stejná nenulová vlastńı č́ısla, takže plat́ı ∥JT (x)∥ = ∥J(x)∥.
Použijeme-li předpoklad J3 (který plyne z J4), dostaneme

∥JT (x2)(f(x2)− f(x1))∥ ≤ J∥f(x2)− f(x1)∥ ≤ J
2∥x2 − x1∥

a podle předpokladu J6 (který plyne z F3) plat́ı

∥JT (x2)− JT (x1)∥ ≤ G∥x2 − x1∥.

Můžeme tedy psát

∥g(x2)− g(x1)∥ = ∥JT (x2)f(x2)− JT (x1)f(x1)∥
≤ ∥JT (x2)(f(x2)− f(x1))∥+ ∥(JT (x2)− JT (x1))f(x1)∥

≤ J
2∥x2 − x1∥+G∥x2 − x1∥∥f(x1)∥

≤
(
J
2
+Gf

)
∥x2 − x1∥. (684)

(b) Necht’ zobrazeńı f splňuje předpoklady J1, J4 a F4 a necht’ x ∈ D. Pak podle (669) plat́ı

∥G(x)∥ ≤ ∥J(x)TJ(x)∥+
m∑

k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥ ≤ J
2
+mf G.

2

Poznámka 263. Při vyšetřováńı metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u můžeme př́ımo předpokládat, že
funkce F = (1/2)fT f splňuje předpoklady F3 nebo F4. Muśıme však mı́t na paměti, že to v obecném
př́ıpadě znamená, že zobrazeńı f splňuje předpoklady J1, J4 a F3 nebo J1, J4 a F4. V některých př́ıpadech
však tato nutnost odpadá. Je-li množina D omezená a je-li zobrazeńı f spojitě diferencovatelné na D
(uzávěr), splňuje funkce F předpoklad F3. Je-li nav́ıc f dvakrát spojitě diferencovatelné na D, splňuje
funkce F předpoklad F4.
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Poznámka 264. Studujeme-li chováńı iteračńıho procesu v okoĺı limitńıho bodu x∗ ∈ Rn, stač́ı předpoklá-
dat, že zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v nějakém okoĺı bodu x∗ a pokládat D = B(x∗, ε) v
předpokladech F3, F6 a J3–J6 nebo použ́ıvat předpoklady F3*, F6* a J3*–J6*.

Předpoklad J3*. Zobrazeńı f : D → Rm je klidné v okoĺı bodu x∗ ∈ D, takže existuj́ı č́ısla J > 0 a ε > 0
taková, že plat́ı

∥f(x)− f(x∗)∥ ≤ J∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (685)

Předpoklad J4*. Zobrazeńı f : D → Rm je spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ D. Pak pro
libovolnou konstantu J > ∥J(x∗)∥ existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

∥J(x)d∥ ≤ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (686)

Předpoklad J5*. Zobrazeńı f : D → Rm je spojiě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ D a Jacobiova
matice J(x∗) je regulárńı. Pak pro libovolnou konstantu 0 < J < 1/∥J−1(x∗)∥ existuje č́ıslo ε > 0 takové,
že

∥J(x)d∥ ≥ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (687)

Předpoklad J6*. Zobrazeńı f : D → Rm je spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ D a jeho Jacobiova
matice je klidná v okoĺı bodu x∗, takže existuj́ı č́ısla G > 0 a ε > 0 taková, že plat́ı

∥J(x)− J(x∗)∥ ≤ G∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (688)

Věta 161. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady F4* a J4*, splňuje funkce F předpoklad F4*.

Důkaz Ze spojité diferencovatelnosti zobrazeńı f v okoĺı bodu x∗ vyplývá, že existuje č́ıslo δ > 0 takové,
že ∥f(x)∥ ≤ 2∥f(x∗)∥ a ∥J(x)∥ ≤ 2∥J(x∗)∥ ∀x ∈ B(x∗, δ). Položme f = 2∥f(x∗)∥, J = 2∥J(x∗)∥ a zvolme
0 < ε ≤ δ tak aby byla splněna podmı́nka (686). Pak v B(x∗, ε) plat́ı

∥G(x)∥ ≤ ∥JT (x)J(x)∥+
m∑

k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥ ≤ J
2
+mf G.

2

Věta 162. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady F4*, J5* a plat́ı-li f(x∗) = 0, splňuje funkce F předpoklad
F5*.

Důkaz Jelikož f(x∗) = 0, existuje č́ıslo δ > 0 takové, že ∥f(x)∥ ≤ J2/(2mG) ∀x ∈ B(x∗, δ). Zvolme
0 < ε ≤ δ tak, aby byly splněny podmı́nky (686) a (687). Pak v B(x∗, ε) plat́ı

dTG(x)d = dT

(
JT (x)J(x) +

n∑
k=1

fk(x)Gk(x)

)
d ≥ ∥J(x)d∥2 −

n∑
k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥∥d∥2

≥
(
J2 − J2

2mG
mG

)
∥d∥2 =

1

2
J2∥d∥2.

2

286



8.1 Gaussova–Newtonova metoda

Gaussova–Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody t́ım, že ve výrazu pro Hessovu matici G(xi)
zanedbáme člen C(xi), takže

Bi = JT
i Ji =

m∑
k=1

gk(xi)g
T
k (xi),

kde Bi je matice, která se použ́ıvá k určeńı směrového vektoru (řešeńım soustavy rovnic Bisi = −gi nebo
minimalizaćı kvadratické funkce Qi(s) definované vzorcem (524)).

Poznámka 265. Existuj́ı dva d̊uvody pro použit́ı takto definované matice Bi:

(1) Úlohy s nulovým reziduem. Necht’ F (x∗) = 0. Pak z xi → x∗ plyne F (xi) → F (x∗) = 0 a tedy
fk(xi) → 0, 1 ≤ k ≤ m. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklad F4, plat́ı

∥C(xi)∥ = ∥
m∑

k=1

fk(xi)Gk(xi)∥ ≤ G

m∑
k=1

|fk(xi)| → 0

a tedy ∥G(xi)−Bi∥ = ∥C(xi)∥ → 0, což je postačuj́ıćı podmı́nka pro Q-superlineárńı konvergenci.

(2) Linearizace. Plat́ı

F (xi + s) =
1

2
fT (xi + s)f(xi + s) ≈ 1

2
(f(xi) + J(xi)s)

T (f(xi) + J(xi)s) =

=
1

2
fT (xi)f(xi) + fT (xi)J(xi)s+

1

2
sTJT (xi)J(xi)s,

takže

F (xi + s)− F (xi) ≈ gT (xi)s+
1

2
sTBis,

což je lokálńı kvadratická aproximace s matićı Bi = JT
i Ji.

Věta 163. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady J1, J4, F3, je Gaussova–Newtonova metoda, realizovaná
jako metoda s lokálně omezeným krokem, globálně konvergentńı. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady F4*,
J4*, J5* a plat́ı-li xi → x∗, F (x∗) = 0 a ωi → 0 (vzorec (525)), je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady J1, J4, F3, splňuje funkce F předpoklady F1 a F3 (věta 160)
a plat́ı

∥Bi∥ = ∥J(xi)J(xi)T ∥ ≤ J
2
,

takže Gaussova–Newtonova metoda je podle věty 118 globálně konvergentńı. Splňuje-li zobrazeńı f
předpoklady F4*, J4*, J5* a plat́ı-li F (x∗) = 0 (neboli f(x∗) = 0), splňuje funkce F podle věty 161
předpoklad F4* a podle věty 162 předpoklad F5*. Jak již bylo ukázáno (poznámka 265) z F (xi) →
F (x∗) = 0 plyne Bi → G(xi) → G(x∗), neboli

∥(G∗ −Bi)si∥
∥si∥

≤ ∥G∗ −Bi∥ → 0,

což spolu s ωi(si) → 0 a s F4*, F5* implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 123, ve které jsme pro
zjednodušeńı použili předpoklady F4, F5 mı́sto F4*, F5*). 2
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Poznámka 266. Směrový vektor odpov́ıdaj́ıćı Gaussově–Newtonově metodě můžeme určit několika r̊uz-
nými zp̊usoby:

(1) Řešeńım normálńı soustavy rovnic. Dosad́ıme-li Bi = JT
i Ji a gi = JT

i fi do vztahu Bisi + gi = 0,
dostaneme soustavu lineárńıch rovnic JT

i Jisi+J
T
i fi = 0, která se nazývá normálńı soustavou rovnic.

(2) Řešeńım linearizované úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u (přeurčené soustavy lineárńıch rovnic). Tato úloha
má tvar Jisi + fi ≈ 0. Zp̊usob jej́ıho řešeńı je popsán v odd́ılu 8.3. Použ́ıvá se stabilńı QR-rozklad
matice Ji. Při realizaci s lokálně omezeným krokem můžeme soustavu (JT

i Ji + λI)s + JT
i fi = 0

nahradit linearizovanou úlohou [
Ji√
λI

]
s+

[
fi
0

]
≈ 0.

(3) Řešeńım rozš́ı̌rené soustavy rovnic. Označme ri = −(Jisi + fi). Směrový vektor hledáme tak, aby
platilo JT

i ri = 0. To dohromady dává[
I, Ji
JT
i , 0

] [
ri
si

]
+

[
fi
0

]
= 0,

což je soustava m + n rovnic se symetrickou indefinitńı matićı. Tento zp̊usob je vhodný pro ř́ıdké
úlohy, nebot’ ř́ıdkost matice Ji implikuje ř́ıdkost matice rozš́ı̌rené soustavy rovnic, zat́ımco matice
normálńı soustavy rovnic může být hustá (např́ıklad, má-li matice Ji hustý řádek). Použit́ı rozš́ı̌rené
soustavy rovnic je vhodné i pro vážené úlohy. Jestliže

F (x) =
1

2
fT (x)Wf(x),

kde W je váhová matice, pak normálńı soustava má tvar

JT
i WJisi + JT

i Wfi = 0,

a označ́ıme-li ri = −W (Jisi + fi), dostaneme[
W−1, Ji
JT
i , 0

] [
ri
si

]
+

[
fi
0

]
= 0.

8.2 Použit́ı kvazinewtonovských aktualizaćı

Gaussova–Newtonova metoda je velmi efektivńı pro úlohy s nulovými rezidui, může však selhávat v př́ıpadě
úloh s velkými rezidui. Proto se nab́ıźı tato strategie:

(a) Jestliže Fi → F ∗ = 0, použijeme Gaussovu–Newtonovu metodu.

(b) Jestliže Fi → F ∗ > 0, použijeme nějakou superlineárně konvergentńı metodu (bud’ Newtonovu
metodu nebo metodu s proměnnou metrikou).

Vzhledem ke speciálńımu tvaru minimalizované funkce budeme v tomto odd́ılu předpokládat, že ρi = 1 v
(274) (metody s proměnnou metrikou nebudou použ́ıvat korekce).

Následuj́ıćı věta udává zp̊usob jak rozhodnout, která metoda bude použita.

Věta 164. Necht’ Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1.

Necht’ Fi → F ∗ > 0. Pak

288



lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 0.

Důkaz Jestliže Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně, pak plat́ı

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1− lim

i→∞

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1− 0 = 1.

Jestliže Fi → F ∗ > 0, pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
=

1

F ∗ lim
i→∞

(Fi − Fi+1) = 0.

2

Poznámka 267. Velmi efektivńı hybridńı metodu dostaneme, zkombinujeme-li Gaussovu–Newtonovu
metodu s metodou BFGS. Necht’ B1 = JT

1 J1. Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi > ϑ, polož́ıme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1.

Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi ≤ ϑ, polož́ıme

Bi+1 =
1

γi

(
Bi + γi

yiy
T
i

yTi di
− Bidi(Bidi)

T

dTi Bidi

)
,

kde di = xi+1 − xi, yi = gi+1 − gi = JT
i+1fi+1 − JT

i fi a γi > 0 (nejčastěji γi = 1). Obvykle ϑ = 0.03 pro
metody spádových směr̊u a ϑ = 0.0005 pro metody s lokálně omezeným krokem.

Věta 165. Splňuje-li zobrazeńı f předpoklady J1, J4, F3, je kombinovaná metoda popsaná v poznámce 267
(s γi = 1, i ∈ N), realizovaná jako metoda s lokálně omezeným krokem, globálně konvergentńı. Splňuje-li
zobrazeńı f předpoklady F4*, J4*, J5* a plat́ı-li xi → x∗ a ωi → 0 (vzorec (525)), je rychlost konvergence
Q-superlineárńı.

Důkaz Označme K = {i ∈ N : (Fi−1 − Fi)/Fi−1 > ϑ}, takže i ∈ K právě tehdy, když Bi = JT
i Ji.

(a) Pokud i ∈ K, plat́ı podle (676) ∥Bi∥ = ∥Ji∥2 ≤ J
2
. Pokud i ̸∈ K, existuje podle (573) konstanta

C > 0 taková, že Tr Bi ≤ Tr Bi−1 + C. Můžeme tedy psát

∥Bi∥ ≤ Tr Bi ≤ Tr Bk + (i− k)C ≤ i (Tr Bk + C) ≤ i (nJ
2
+ C)

∆
= i C,

kde k ∈ N je největš́ı index, pro který plat́ı k < i a k ∈ K. Plat́ı tedy (574) a globálńı konvergence plyne
z věty 118.

(b) Necht’ xi → x∗ a F (x∗) > 0. Pak podle věty 164 plat́ı (Fi−1−Fi)/Fi−1 → 0 takže existuje index k ∈ N
takový že (Fi−1 − Fi)/Fi−1 ≤ ϑ ∀i ≥ k, takže i ̸∈ K ∀i ≥ k a superlineárńı konvergence plyne z věty 130.

(c) Necht’ xi → x∗ a F (x∗) = 0. Je-li množina K konečná, plyne superlineárńı konvergence z věty 130

(jako v části (b)). Je-li množina K nekonečná, plat́ı podle poznámky 265 Bi
K→ Gi, což spolu s ωi → 0

dává

ωi
K→ 0,

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

K→ 0, (689)

takže podobně jako v d̊ukazu věty 123 plat́ı (560)–(561) pro i ∈ K, i ≥ k1, ρi(si) ≥ ρ (takže i ∈ N2) pro
i ∈ K, i ≥ k2 ≥ k1 a

λi =
gi+1 − gi −Bisi

∥gi∥
K→ 0.
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Necht’ i ∈ K, i ≥ k2. Jelikož i ∈ N2, můžeme psát

gi+1 = g(xi + si) = gi +Gisi + o(∥si∥),

což spolu s F (x∗) = 0 podle (43)–(46) dává

Fi − Fi+1

Fi
= 1− Fi+1

Fi
≥ 1−

(
G

G

)2(∥gi+1∥
∥gi∥

)2

= 1−
(
G

G

)2

(∥λi∥+ ∥ωi∥)2
K→ 1,

takže existuje index k3 ≥ k2 takový, že (Fi − Fi+1)/Fi > ϑ, neboli i + 1 ∈ K, pro i ∈ K, i ≥ k3. Odtud
indukćı dostaneme i ∈ K ∀i ≥ k3 a superlineárńı konvergence plyne z (689) (věta 123). 2

Nyńı se budeme zabývat daľśımi kombinacemi Gaussovy–Newtonovy metody s metodami s proměnnou
metrikou, které se často nazývaj́ı strukturovanými metodami s proměnnou metrikou. Budeme předpokládat,
že Bi = JT

i Ji+Ci, kde Ci je nějaká aproximace matice C(xi) a budeme hledat matici Ci+1 tak, aby matice
Bi+1 = JT

i+1Ji+1 + Ci+1 splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku Bi+1di = yi, kde opět di = xi+1 − xi a
yi = gi+1 − gi = JT

i+1fi+1 − JT
i fi. Omeźıme-li se na jeden iteračńı krok, můžeme psát

B+d = (JT
+J+ + C+)d = y ⇐⇒ C+d = z, z = y − JT

+J+d = JT
+f+ − JT f − JT

+J+d.

Porovnáńım této kvazinewtonovské podmı́nky s p̊uvodńı kvazinewtonovskou podmı́nkou B+d = y vid́ıme,
že lze psát γC+ = B(C, z, d, β, γ), neboli

γC+ = C + γ
zzT

dT z
− Cd(Cd)T

dTCd
+

β

dTCd

(
dTCd

dT z
z − Cd

)(
dTCd

dT z
z − Cd

)T

. (690)

Nevýhoda této aktualizace spoč́ıvá v tom, že č́ıslo dT z nemuśı být kladné, což komplikuje použit́ı metody
BFGS (s β = 0). V této souvislosti se nejv́ıce použ́ıvá metoda hodnosti 1, kdy

γC+ = C +
(γz − Cd)(γz − Cd)T

dT (γz − Cd)
. (691)

(matice C+ nemuśı být positivně definitńı, nebot’ aproximuje člen druhého řádu, který se přič́ıtá k matici
JT
+J+). Také je možné použ́ıt analogii vzorce (362) s ρ = 1. Pak plat́ı

γC+ = C +
(γz − Cd)vT + v(γz − Cd)T

dT v
− (γz − Cd)T d

dT v

vvT

dT v
, (692)

kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci
BFGS.

Poznámka 268. Vektory y a z mohou být definovány r̊uzným zp̊usobem, muśı ale platit y = z+ JT
+J+d.

Standardńı volba
z = JT

+f+ − JT f − JT
+J+d (693)

odpov́ıdá kvazinewtonovské podmı́nce (JT
+J++C+)d = y = JT

+f+−JT f . Velmi efektivńı volba je založena
na explicitńım tvaru členu druhého řádu. Předpokládejme, že aproximace B+

k Hessových matic Gk splňuj́ı
kvazinewtonovské podmı́nky B+

k d = g+k − gk, 1 ≤ k ≤ m. Pak můžeme psát

z = C+d =
m∑

k=1

f+k B
+
k d =

m∑
k=1

f+k (g+k − gk) = (J+ − J)T f+, (694)

takže y = (J+ − J)T f+ + JT
+J+d. Ve vzorci (694) vystupuj́ı dvě matice J a J+. Tyto matice neńı

třeba uchovávat současně. Vektor JT f+ lze určit rekurentně. Necht’ v0 = 0. Jelikož se gradienty gk(x+),
1 ≤ k ≤ m, poč́ıtaj́ı postupně, polož́ıme nejprve vk = vk−1 + JT eke

T
k f+ (k vektoru vk−1 přičteme k-tý

sloupec matice JT vynásobený k-tým prvkem vektoru f+) a teprve potom nahrad́ıme k-tý sloupec matice
JT gradientem gk(x+), č́ımž dostaneme k-tý sloupec matice JT

+ . Nakonec polož́ıme JT f+ = vm.
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Poznámka 269. Strukturované metody s proměnou metrikou pro minimalizaci součtu čtverc̊u byly p̊uvod-
ně navrženy tak, že se matice Bi = JT

i Ji + Ci použ́ıvaly a matice Ci aktualizovaly v každém iteračńım
kroku. To je však nevýhodné, nebot’ v úlohách s nulovým reziduem, potřebujeme, aby Ci → 0 dostatečné
rychle, zat́ımco při použit́ı aktualizaćı (691) nebo (692) je tato konvergence obvykle př́ılǐs pomalá. Proto
byly vyv́ıjeny speciálńı škálovaćı strategie. Jelikož se škáluje matice Ci, která je pouze část́ı matice
Bi = JT

i Ji+Ci, má škálováńı poněkud jiný význam než v odd́ılu 4.4. Jednak je výhodné použ́ıt škálováńı v
každém iteračńım kroku a kromě standardńı hodnoty γ = max(1, dTCd/zT d) se použ́ıvá speciálńı hodnota
γ = fT f/fT f+ doporučená v článku [9]. Numerické testy ukázuj́ı, že samotné škálováńı nestač́ı. Je ale
velmi výhodné použ́ıt hybridńı strategii popsanou v poznámce 267. Necht’ C1 = 0. Pokud (Fi−Fi+1)/Fi >
ϑ, polož́ıme Ci+1 = 0. Pokud (Fi − Fi+1)/Fi ≤ ϑ, aktualizujeme matici Ci pomoćı (691) nebo (692) (je
přitom výhodné použ́ıt škálováńı). V obou př́ıpadech pokládáme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 + Ci+1

(stejné úvahy se týkaj́ı strukturovaných metod s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ıćı aktualizace (705) nebo
(706)).

Poznámka 270. Velmi zaj́ımavou možnost automatického škálováńı matice C nab́ızej́ı totálně struktur-
ované metody s proměnnou metrikou uvedené v práci [101]. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá a aktualizuje
matice aproximuj́ıćı výraz

T (x) =

m∑
k=1

fk(x)

∥f(x)∥
Gk(x).

Použ́ıváme tedy model B = JTJ + ∥f∥T (takže C = ∥f∥T ) a matici T+ aktualizujeme tak aby matice
B̃+ = JT

+J++∥f∥T+ splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku B̃+s = y. Toho lze doćılit tak, že aplikujeme
aktualizaci (362) na matici B̄ = JT

+J+ + ∥f∥T . Nakonec polož́ıme B+ = JT
+J+ + ∥f+∥T+. Užit́ım vztahu

(362) dostaneme

T+ = T +
1

∥f∥

(
(y − B̄d)vT + v(y − B̄d)T

dT v
− (y − B̄d)T d

dT v

vvT

dT v

)
= T +

(z̃ − Td)vT + v(z̃ − Td)T

dT v
− (z̃ − Td)T d

dT v

vvT

dT v
, (695)

kde z̃ = z/∥f∥ = (y − JT
+J+d)/∥f∥ a kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a

v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci BFGS. Metoda hodnosti 1 použ́ıvá aktualizaci

T+ = T +
(z̃ − Ts)(z̃ − Td)T

dT (z̃ − Td)
.

Jak bylo zmı́něno v odd́ılu 4.3, můžeme mı́sto matice B = ATA aktualizovat př́ımo matici A. Tento
př́ıstup má význam zejména tehdy, nahražujeme-li normálńı soustavu rovnic Bs = ATAs = −JT f = −g
lineárńı úlohou nejmenš́ıch čtverc̊u As ≈ f . Tyto dva zp̊usoby jsou ekvivalentńı pouze tehdy, plat́ı-li
AT f = JT f = g, což lze splnit, polož́ıme-li v prvńım iteračńım kroku A = J a aktualizujeme-li matici A
tak, aby kromě kazinewtonovské podmı́nky (377) (s ρ = 1) byla splněna rovnost AT

+f+ = JT
+f+ = g+.

Věta 166. Rovnosti √
γA+d = z̃,

√
γAT

+z̃ = γy, AT
+f+ = g+ (696)

lze současně splnit pouze tehdy, plat́ı-li

fT+f+d
T y ≥ (dT g+)

2. (697)
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Důkaz Z prvńıch dvou rovnost́ı plyne vztah z̃T z̃ = γdT y, který určuje normu vektoru z̃. Podle prvńı a
třet́ı rovnosti plat́ı fT+ z̃ =

√
γfT+A+d =

√
γdT g+. Jelikož vzdálenost nadroviny f

T
+ z̃ =

√
γdT g+ od počátku

je rovna
√
γ|dT g+|/∥f+∥ (poznámka 418), norma vektoru z̃ nemůže být menš́ı než toto č́ıslo, což spolu s

rovnost́ı ∥z̃∥ =
√
γdT y dává

√
γ|dT g+|/∥f+∥ ≤

√
γdT y, neboli fT+f+d

T y ≥ (dT g+)
2. 2

Věta 167. Necht’ je splněna nerovnost (697). Použijeme-li ve vzorci (378) s ρ = 1, tedy ve vzorci

√
γAT

+ = AT − Td

dTTd
dTAT +

(
γy −AT z̃ + dTAT z̃

Td

dTTd

)
z̃T

z̃T z̃
, z̃T z̃ = γdT y, (698)

vektory z̃ =
√
γ(λ1f+ + λ2Ad), kde

λ22 =
dT yfT+f+ − (dT g+)

2

fT+f+d
TATAd− (dTAT f+)2

, λ1 =
dT g+ − λ2d

TAT f+
fT+f+

, (699)

a
Td

dTTd
=
γdT y(AT f+ −√

γg+) +
√
γdT g+(γy −AT z̃)

γdT ydTAT f+ −√
γdT g+dTAT z̃

, (700)

plat́ı (696).

Důkaz Podle (696) muśı vektor z̃ splňovat rovnosti fT+ z̃ =
√
γdT g+ a z̃T z̃ = γdT y (d̊ukaz věty 166).

Polož́ıme-li z̃ =
√
γ(λ1f+ + λ2Ad), dostaneme soustavu rovnic

λ1f
T
+f+ + λ2d

TAT f+ =
√
γdT g+,

λ21f
T
+f+ + 2λ1λ2d

TAT f+ + λ22d
TATAd = γdT y

pro neznámé λ1 a λ2, jej́ıž řešeńı má tvar (699). Aktualizace (698) splňuje prvńı dvě rovnosti v (696)
(poznámka 157). Použijeme-li třet́ı rovnost, dostaneme

√
γg+ = AT f+ − Td

dTTd
dTAT f+ +

(
γy −AT z̃ + dTAT z̃

Td

dTTd

)
z̃T f+
z̃T z̃

= AT f+ −
(
dTAT f+ + dTAT z̃

√
γdT g+

γdT y

)
w +

(
γy −AT z̃

) √γdT g+
γdT y

,

kde w = Td/dTTd. Odtud plyne, že

w = λ

(
AT f+ −√

γg+ +
(
γy −AT z̃

) √γdT g+
γdT y

)
, (701)

a jelikož dTw = dTTd/dTTd = 1, můžeme psát

λ

(
dTAT f+ −√

γdT g+ +
√
γdT g+ − dTAT z̃

√
γdT g+

γdT y

)
= 1,

neboli
λ
(
γdT ydTAT f+ −√

γdT g+d
TAT z̃

)
= γdT y.

dosad́ıme-li takto určenou hodnotu λ do (701), dostaneme (700). 2

Poznámka 271. Jelikož je třeba, aby byla splněna nerovnost (697), aktualizujeme matici A pouze tehdy,
když

F − F+ ≤ ϑF, ϑ = min

(
ϑ, 1− (dT g+)

2

dT yfT f

)
, (702)
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kde ϑ je č́ıslo použité v poznámce 267. Pak plat́ı

fT+f+ ≥ (1− ϑ)fT f ≥ (dT g+)
2

dT yfT f
fT f =

(dT g+)
2

dT y

a podmı́nka (697) je splněna. Numerické experimenty ukazuj́ı, že 1−(dT g+)
2/(dT yfT f) ≥ ϑ (takže ϑ = ϑ),

kdykoliv F − F+ ≤ ϑF , kde ϑ = 0.03 pro metody spádových směr̊u a ϑ = 0.0005 pro metody s lokálně
omezeným krokem.

Nyńı se budeme zabývat strukturovanými metodami s proměnnou metrikou, které využ́ıvaj́ı znalost
Jacobiovy matice. Abychom mohli tyto metody vyjádřit v součinovém tvaru, polož́ıme A = J + L,
A+ = J+ + L+ a matici L budeme aktualizovat tak, aby platilo

B+d = AT
+A+d = (J+ + L+)

T (J+ + L+)d = y.

Jelikož v př́ıpadě součtu čtverc̊u lze v součinovém tvaru efektivně realizovat pouze metodu BFGS (poznám-
ka 140), omeźıme se na podtř́ıdu metod s proměnnou metrikou, která obsahuje metodu BFGS a pro ńıž
je odvozeńı součinového tvaru mnohem jednodušš́ı než v obecném př́ıpadě. K odvozeńı součinového tvaru
použijeme variačńı princip. Abychom ho mohli použ́ıt, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

(J+ + L+)
T z = y, (J+ + L+)d = z, zT z = dT y, (703)

kde z je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch dvou
rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z.

Věta 168. Necht’ T je symetrická pozitivně definit́ı matice. Pak Frobeniova norma ∥T−1/2(L+ − L)∥F je
minimálńı na množině všech matic vyhovuj́ıćıch rovnosti (J+ + L+)

T z = y právě tehdy, plat́ı-li

L+ = L+
Tz(y − ĀT z)T

zTTz
, (704)

kde Ā = J+ + L. Kvazinewtonovská podmı́nka (703) je v tomto př́ıpadě splněna právě tehdy, je-li vektor
Tz rovnoběžný s vektorem z − Ād a plat́ı-li zT z = yT d.

Důkaz (a) Nutnost prvńı části tvrzeńı dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(L+, u) =
1

2

∥∥∥T−1/2(L+ − L)
∥∥∥2
F
+ uT

(
(J+ + L+)

T z − y
)

=
m∑
i=1

[
1

2

(
l+i − li

)T
T−1

(
l+i − li

)
+ uiz

T l+i

]
+ uT (JT

+z − y),

kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L(L+, u)

∂l+i
= T−1

(
l+i − li

)
+ uiz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(l+i − li) + uiz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

A+ − Ā = L+ − L = −TzuT .

Z rovnosti AT
+z = y dostaneme (A+ − Ā)T z = −zTTzu = y − ĀT z, takže

u = −y − ĀT z

zTTz
,
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což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

A+ − Ā = L+ − L =
Tz(y − ĀT z)T

zTTz
.

(b) Předpokládejme, že je splněna kvazinewtonovská podmı́nka (703), takže (A+ − Ā)d = z − Ād. Pak
plat́ı

Tz(y − ĀT z)T d

zTTz
= z − Ād.

Z tohoto vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Tz je rovnoběžný s vektorem z − Ād. Jelikož matici T můžeme
vynásobit libovolným č́ıslem aniž se změńı zlomek na levé straně, můžeme položit Tz = z − Ād (to lze
provést pouze tehdy, když T ̸= I, př́ıpad T = I je vyšetřen v poznámce 272). Necht’ naopak Tz = z − Ād
a zT z = dT y. Pak plat́ı

A+ − Ā = L+ − L =
(z − Ād)(y − ĀT z)T

zT (z − Ād)
.

a

A+d = Ād+ (z − Ād)
(y − ĀT z)T d

zT (z − Ād)
= Ād+ (z − Ād) = z,

takže je splněna i druhá podmı́nka z (703). 2

Poznámka 272. Metodu BFGS dostaneme, zvoĺıme-li T = I. Pak vektor z je rovnoběžný s vektorem
Ād, neboli Tz = z = λĀd. Z posledńı podmı́nky v (703) plyne rovnost zT z = λ2dT ĀT Ād = dT y, takže
λ2 = dT y/d̄T d̄, kde d̄ = Ād. Dosad́ıme-li vektory Tz = z = λd̄ do vzorce (704), dostaneme

L+ = L+
λd̄(y − λĀT d̄)T

dT y
= L− d̄

d̄T d̄

ĀT d̄±

√
d̄T d̄

dT y
y

T

. (705)

Pokud J+ = 0, takže Ā = A a d̄ = Ad, přejde tento výraz v (352).

Jistá nevýhoda aktualizace (705) spoč́ıvá v tom, že řešeńı lineárńıho problému nejmenš́ıch čtverc̊u
(J+L)d+f ≈ 0 neńı řešeńım normálńı soustavy rovnic (J+L)T (J+L)d = −g = −JT f , která se použ́ıvá
pro výpočet směrového vektoru. Nelze tedy použ́ıt efektivńı metody založené na QR rozkladu ani metodu
LSQR (definice 79). Tuto nevýhodu lze odstranit, voĺıme-li matici L tak, aby platilo (J + L)T f = JT f ,
neboli LT f = 0. Je tedy výhodné přidat omezeńı LT

+f+ = 0 k variačńı úloze definuj́ıćı metodu BFGS.
Pokud LT

+f+ = 0, je minimalizace Frobeniovy normy ∥L+ − L∥F ekvivalentńı minimalizaci Frobeniovy
normy ∥P (L+−L)∥F , kde P = I−f+fT+/fT+f+ je matice ortogonálńı projekce (připomeňme si, že P 2 = P ).
Plyne to z toho, že PL+ = L+, takže

(L+ − L)TP (L+ − L) = LT
+PL+ − LTPL+ − LT

+PL+ LTPL

= LT
+L+ − LTL+ − LT

+L+ LTPL

= (L+ − L)T (L+ − L) + LT (P − I)L,

kde posledńı člen nezáviśı n L+.

Věta 169. Frobeniova norma ∥P (L+ − L)∥F je minimálńı na množině všech matic vyhovuj́ıćıch kvazi-
newtonovské podmı́nce (703) a omezeńı LT

+f+ = 0 právě tehdy, plat́ı-li

L+ = PL− d̃

d̃T d̃

ĀT d̃±

√
d̃T d̃

dT ỹ
ỹ

T

, (706)

kde Ā = J+ + L, d̄ = Ād a

d̃ = P d̄ = d̄−
fT+ d̄

fT+f+
f+, ỹ = y −

JT
+f+(J

T
+f+)

T d

fT+f+
= y −

gT+d

fT+f+
g+. (707)
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Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že pokud (J+ + L+)d = z a LT
+f+ = 0, je podmı́nka (J+ + L+)

T z = y
ekvivalentńı podmı́nce (J++L+)

TPz = ỹ. Z (J++L+)d = z a LT
+f+ = 0 totiž plyne fT+J+d = fT+z, takže

(J+ + L+)
TPz − ỹ = JT

+z −
JT
+f+f

T
+J+d

fT+f+
+ LT

+Pz − y +
JT
+f+f

T
+J+d

fT+f+

= JT
+z + LT

+Pz − y = (J+ + L+)
T z − y.

Poznamenejme, že z rovnost́ı (J+ + L+)d = z a (J+ + L+)
TPz = ỹ plyne vztah zTPz = dT ỹ.

(b) Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(L+, u) =
1

2
∥P (L+ − L)∥2F + uT

(
(J+ + L+)

TPz − ỹ
)

=
m∑
i=1

[
1

2

(
l+i − li

)T
P
(
l+i − li

)
+ uiz

TPl+i

]
+ uT (JT

+Pz − ỹ),

kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L(L+, u)

∂l+i
= P

(
l+i − li

)
+ uiPz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar P (l+i − li) + uiPz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

P (L+ − L) = −PzuT .

Z rovnosti (J+ + L+)
TPz = ỹ dostaneme (L+ − L)TPz = −zTPzu = ỹ − PĀT z, takže

u = − ỹ − PĀT z

zTPz
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

P (L+ − L) =
Pz(ỹ − ÃTPz)T

zTPz
(708)

Použijeme-li druhou podmı́nku z (703), dostaneme P (L+ − L)d = Pz − PĀd, takže lze psát

Pz(ỹ − ĀTPz)T d

zTPz
= Pz − PĀd = Pz − d̃.

Z posledńıho vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Pz je rovnoběžný s vektorem d̃, neboli Pz = λd̃. Použijeme-li
vztah zTPz = dT ỹ dokázaný v (a), můžeme psát

λ2d̃T d̃ = zTPz = dT ỹ ⇒ λ = ±

√
dT ỹ

d̃T d̃
,

což po dosazeńı do Pz = λd̃ a potom do (708) dokazuje tvrzeńı věty. 2

8.3 Řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u

Necht’ A je matice která má m řádk̊u a n sloupc̊u, kde m ≥ n. Lineárńı úlohou nejmenš́ıch čtverc̊u
rozumı́me nalezeńı vektoru s ∈ Rn, který minimalizuje normu ∥As + f∥. Vyhovuje-li této úloze v́ıce
vektor̊u, voĺıme ten, který má nejmenš́ı normu. Lineárńı úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u budeme zapisovat ve
tvaru As+ f ≈ 0.
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Věta 170. Vektor s je řešeńım úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u As+ f ≈ 0 právě tehdy, když s = −A†f kde A†

je pseudoinverze matice A.

Důkaz (a) Má-li matice A plnou hodnost, je vektor s řešeńım lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u As+f ≈ 0
právě tehdy, když s = −(ATA)−1AT f . Nutnost plyne z věty 4 a z vyjádřeńı (668). Postačitelnost plyne
z toho, že matice ATA je pozitivně definitńı, takže kvadratická funkce ∥As + f∥2 je konvexńı a má tedy
jediný stacionárńı bod, který je jej́ım globálńım minimem. Podle poznámky 131 plat́ı (ATA)−1AT = A†,
takže s = −A†f .
(b) Má-li matice A hodnost l < n, můžeme psát A = UV T , kde matice U ∈ Rm×l a V ∈ Rn×l maj́ı plnou
hodnost. Jelikož matice U má plnou hodnost, je podle (a) vektor s řešeńım úlohy As = UV T s + f ≈ 0
právě tehdy, když V T s = −(UTU)−1UT f . Vektor s můžeme jednoznačně vyjádřit ve tvaru s = V y+z, kde
z lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(V ) (takže V T z = 0). Pak plat́ı V TV y = −(UTU)−1UT f ,
neboli

y = −(V TV )−1(UTU)−1UT f ⇔ s = −V (V TV )−1(UTU)−1UT f + z.

Podle definice 39 se snadno přesvědč́ıme, že V (V TV )−1(UTU)−1UT = (UV T )† = A†. Vektor s je tedy
řešeńım úlohy As+ f ≈ 0 právě tehdy, když s = −A†f + z. Ale

∥s∥ = (A†f)TA†f + 2zTA†f + zT z = ∥A†f∥2 + ∥z∥2

(nebot’ zTA† = zTV (V TV )−1(UTU)−1UT = 0), takže vektor s má minimálńı normu právě tehdy, když
z = 0, což dává s = −A†f . 2

Poznámka 273. V př́ıpadě, že matice A má plnou hodnost, lze řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u
źıskat řešeńım normálńı soustavy rovnic ATAs = −AT f pomoćı Choleského rozkladu matice ATA. Tento
př́ıstup neńı př́ılǐs vhodný, nebot’ plat́ı κ(ATA) = κ2(A), kde κ(A) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice
A. Proto je výhodněǰśı použ́ıt ortogonálńı rozklad matice A. Je-li matice Q ortogonálńı, plat́ı ∥Q∥ = 1 a
κ(Q) = 1 (připomeňme, že čtvercová matice je ortogonálńı, plat́ı-li QTQ = QQT = I).

Abychom mohli popsat ortogonálńı rozklad matice A, budeme nejprve studovat ortogonálńı opreace
realizované elementárńımi ortogonálńımi maticemi.

Definice 56. Řekneme že matice Q ∈ R2×2 je Givensovou matićı elementárńı rotace, jestlǐze plat́ı

Q =

[
c, −s
s, c

]
,

kde c2 + s2 = 1. Tato matice je ortogonálńı, nebot’

QTQ =

[
c, s
−s, c

] [
c, −s
s, c

]
=

[
c2 + s2, 0

0, s2 + c2

]
=

[
1 0
0 1

]

Poznámka 274. Necht’ x ∈ R2 a ∥x∥ = 1, takže lze psát x1 = cosα a x2 = sinα. Jelikož c2 + s2 = 1,
můžeme položit c = cosφ a s = sinφ. Pak plat́ı

Qx =

[
cosφ, − sinφ
sinφ, cosφ

] [
cosα
sinα

]
=

[
cosφ cosα− sinφ sinα
sinφ cosα+ cosφ sinα

]
=

[
cos(φ+ α)
sin(φ+ α)

]
,

takže vektor y = Qx má také jednotkovou normu a vznikne rotaćı vektoru x o úhel φ.

Givensovu matici můžeme použ́ıt k vynulováńı prvku vektoru.

Věta 171. Necht’ x ∈ R2 a necht’ Q ∈ R2×2 je Givensova matice taková, že c = x1/∥x∥ a s = x2/∥x∥.
Pak plat́ı

QTx =

[
c, s
−s, c

] [
x1
x2

]
=

[
∥x∥
0

]
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Důkaz Plat́ı

c2 + s2 =
1

∥x∥2
(x21 + x22) = 1,

takže po dosazeńı dostaneme

QTx =

[
c, s
−s, c

] [
c∥x∥
s∥x∥

]
=

[
∥x∥
0

]
.

2

Poznámka 275. Givensovy matice elementárńıch rotaćı můžeme definovat i v Rn×n. V tomto př́ıpadě
se Givensova matice Qij lǐśı od jednotkové matice řádu n pouze t́ım, že jednotková submatice řádu 2,
obsahuj́ıćı elementy i-tého a j-tého řádku a sloupce, je nahrazena submatićı[

cij , −sij
sij , cij

]
,

kde c2ij + s2ij = 1.

Poznámka 276. Givensovy matice elementárńıch rotaćı z Rn×n můžeme použ́ıt k vynulováńı posledńıch
n− 1 prvk̊u vektoru x ∈ Rn. Zvoĺıme-li vhodně prvky ci,i+1, si,i+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, plat́ı

QT
12Q

T
23 . . . Q

T
n−1,nx =


∥x∥
0
. . .
0

 .
Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu

∗
∗
∗
∗

→


∗
∗
∗
0

→


∗
∗
0
0

→


∥x∥
0
0
0

 .
Dostáváme postupně vektory, kterým ubývaj́ı nenulové prvky od n-tého po druhý řádek.

Poznámka 277. Daľśı užitečná aplikace Givensových matic elementárńıch rotaćı z Rn×n je nulováńı
poddiagonálńıch prvk̊u Hessenbergovy matice řádu n. Zvoĺıme-li vhodně prvky ci,i+1, si,i+1, 1 ≤ i ≤ n−1,
plat́ı

QT
n−1,n . . . Q

T
23Q

T
12H = R,

kde R je horńı trojúhelńıková matice. Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


Dostáváme postupně matice, kterým ubývaj́ı nenulové poddiagonálńı prvky od druhého po n-tý řádek.

Kromě Givensových matic elementárńıch rotaćı se též použ́ıvaj́ı Householderovy matice elementárńıch
reflex́ı. Householderova matice se lǐśı od jednotkové matice členem, který má hodnost 1.

Definice 57. Řekneme, že matice Q ∈ Rn×n je Householderovou matićı elementárńı reflexe, jestlǐze plat́ı

Q = I − 2
vvT

vT v
,
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kde v ∈ Rn a vT v ̸= 0. Tato matice je ortogonálńı, nebot’

QTQ =

(
I − 2

vvT

vT v

)(
I − 2

vvT

vT v

)
= I − 4

vvT

vT v
+ 4

vvT

vT v
= I.

Poznámka 278. Necht’ x ∈ Rn a v ∈ Rn. Necht’ vektor y je ortogonálńı projekćı vektoru x do směru
vektoru v, takže

y =
vvT

vT v
x =

vTx

vT v
v.

Vynásob́ıme-li vektor x matićı Q, dostaneme

Qx =

(
I − 2

vvT

vT v

)
x = x− 2

vTx

vT v
v = x− 2y,

takže vektor Qx vznikne zrcadleńım vektoru x podle nadroviny kolmé k vektoru v (procházej́ıćı počátkem
souřadnic).

Věta 172. Necht’ x ∈ Rn, y ∈ Rn a ∥y∥ = ∥x∥. Položme

Q = I − 2
(x− y)(x− y)T

(x− y)T (x− y)
.

Pak matice Q je Householderovou matićı elementárńı reflexe a plat́ı y = Qx a x = Qy.

Důkaz Matice Q je Householderovou matićı elementárńı reflexe podle definice 57 (kde v = x− y). Plat́ı

Qx = x− 2(x− y)
(x− y)Tx

(x− y)T (x− y)
= x− 2(x− y)

∥x∥2 − yTx

∥x∥2 + ∥y∥2 − 2yTx

= x− 2(x− y)
∥x∥2 − yTx

2(∥x∥2 − yTx)
= x− (x− y) = y.

Vztah x = Qy plyne z toho, že matice Q je symetrická a ortogonálńı. 2

Poznámka 279. Householderovu matici můžeme použ́ıt k vynulováńı posledńıch n − 1 prvk̊u vektoru
x ∈ Rn. Polož́ıme-li ve větě 172 y = −σ∥x∥e1, kde σ = ±1 a e1 je prvńı sloupec jednotkové matice řádu
n, můžeme psát Q = I − 2vvT /(vT v), kde

v = x− y = x+ σ∥x∥e1,
vT v = ∥x∥2 + 2σ∥x∥x1 + ∥x∥2 = 2∥x∥(∥x∥+ σx1).

Znaménko voĺıme tak, aby jmenovatel vT v byl co největš́ı, tedy σ = sgn(x1). Pak v = x + σ∥x∥e1,
vT v = 2∥x∥(∥x∥+ |x1|), Qx = −σ∥x∥e1 a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Qz = z − 2
vT z

vT v
v = z − (x+ σ∥x∥e1)T z

∥x∥(∥x∥+ |x1|)
(x+ σ∥x∥e1).

Vykrát́ıme-li výraz na pravé straně této rovnosti č́ıslem σ∥x∥2 a použijeme-li vztah σ = sgn(x1), můžeme
psát

Qz = z − (x̄+ e1)
T z

1 + x̄1
(x̄+ e1) = z − v̄T z

eT1 v̄
v̄,

kde x̄ = sgn(x1)x/∥x∥ a v̄ = sgn(x1)v/∥x∥ = x̄+ e1.
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Definice 58. Ortogonálńım rozkladem matice A ∈ Rm×n, m ≥ n, nazveme vyjádřeńı

A = Q

[
R
0

]
, (709)

kde Q je ortogonálńı matice řádu m a R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice řádu n. Má-li matice
A plnou hodnost, je matice R regulárńı (neńı-li matice R regulárńı, použ́ıvá se úplný ortogonálńı rozklad
(716)).

Poznámka 280. Použijeme-li vzorec (709), ortogonalitu matice Q a regularitu matice R, snadno se podle
definice 39 přesvědč́ıme, že plat́ı

A† =
[
R−1, 0

]
QT = R−1QT

n ,

kde Qn ∈ Rm×n je matice, která obsahuje prvńıch n sloupc̊u matice Q ∈ Rm×m. Podle věty 170 pak
můžeme řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u As ≈ −f vyjádřit ve tvaru s = −A†f = −R−1QT

nf .

Poznámka 281. K nalezeńı ortogonálńıho rozkladu (709) lze použ́ıt Householderovy matice elementárńıch
reflex́ı Qi = I−2viv

T
i /v

T
i vi, kde vektory vi, 1 ≤ i ≤ n, maj́ı prvńıch i−1 prvk̊u nulových. Předpokládejme,

že pro nějaký index i plat́ı

Qi−1 . . . Q2Q1A =

[
Ri−1 Si−1

0 Ai−1

]
,

kde Ri−1 je horńı trojúhelńıková matice řádu i − 1, Si−1 = [si, . . . , sn], Ai−1 = [ai, . . . , an], přičemž
sj ∈ Ri−1, aj ∈ Rm+1−i, i ≤ j ≤ n (pro i = 1 pokládáme Q0 = I a A0 = A). Necht’

Q̄i = I − 2
v̄iv̄

T
i

v̄Ti v̄i
= I − v̄iv̄

T
i

eT1 v̄i
,

kde v̄i = āi + e1, āi = sgn(aii)ai/∥ai∥ a e1 je prvńı sloupec jednotkové matice řádu m+ 1− i. Pak podle
poznámky 279 plat́ı Q̄iai = −sgn(aii)∥ai∥e1, takže

Q̄iAi−1 =
[
−sgn(aii)∥ai∥e1, Q̄iai+1, . . . , Q̄ian

]
,

kde

Q̄iaj = aj −
(v̄i)

Taj
eT1 v̄i

v̄i i < j ≤ n.

Polož́ıme-li vTi =
[
0, v̄Ti

]
a Qi = I − 2viv

T
i /v

T
i vi = I − viv

T
i /vii, dostaneme

QiQi−1 . . . Q2Q1A =

[
Ri Si

0 Ai

]
,

kde

Ri =

[
Ri−1, si
0, −sgn(aii)∥ai∥

]
a matice Ai vznikne z matice Ãi−1 = Q̄iAi−1 vyškrtnut́ım prvńıho řádku a prvńıho sloupce. Provád́ıme-li
tento postup rekurentně podle schematu

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 ∗

→


* * *
0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0
0 0 0


dostaneme indukćı

QTA = Qn . . . Q2Q1A =

[
R
0

]
.
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Jelikož Householderovy matice Qi, 1 ≤ i ≤ n, jsou symetrické a ortogonálńı, můžeme psát

QQT = Q1Q2 . . . QnQn . . . Q2Q1 = I,

takže matice Q je ortogonálńı a plat́ı (709). Poznamenejme, že tento zp̊usob určeńı ortogonálńıho rozkladu
(709) vyžaduje O(mn2) aritmetických operaćı.

Poznámka 282. Určuje-li se ortogonálńı rozklad (709) podle poznámky 281, ukládaj́ı se prvky matice R
na mı́sta diagonálńıch a naddiagonálńıch prvk̊u matice A. Nenulové prvky vektor̊u vi (kromě prvk̊u vii),
1 ≤ i ≤ n, se ukládaj́ı na mı́sta poddiagonálńıch prvk̊u matice A. Prvky vii, 1 ≤ i ≤ n, je třeba uložit do
zvláštńıho pole. Řeš́ıme-li úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u As + f ≈ 0, pomoćı ortogonálńıho rozkladu (709) a
určujeme-li tento rozklad podle poznámky 281, můžeme současně s matićı R = Qn . . . Q2Q1A konstruovat
vektor b = Qn . . . Q2Q1f (elementárńı reflexe se aplikuj́ı též na vektor f). Pak neńı třeba vektory v̄i,
1 ≤ i ≤ n, ukládat a označ́ıme-li bn vektor dimenze n obsahuj́ıćı prvńıch n prvk̊u vektoru b, je podle
poznámky 280 vektor s řešeńım soustavy rovnic Rs+ bn = 0 s horńı trojúhelńıkovou matićı R.

Poznámka 283. Matici R a vektor b vystupuj́ıćı v poznámce 282 lze źıskat rekurentńım postupem.
Označme Ai, 1 ≤ i ≤ m, matice obsahuj́ıćı řádky aj , 1 ≤ j ≤ i, matice A, a fi, 1,≤ i ≤ m, vektory
obsahuj́ıćı prvky φj , 1 ≤ j ≤ i, vektoru f . Necht’ Qi−1 je ortogonálńı matice řádu i − 1 taková, že
Qi−1Ai−1 = Ri−1 a Qi−1fi−1 = bi−1, kde Ri−1 je matice jej́ıž j-tý řádek rj , má prvńıch min(j − 1, n)
prvk̊u nulových. Položme Q′

i = diag(Qi−1, 1), takže

Q′
i

[
Ai−1

ai

]
=

[
Ri−1

ai

]
, Q′

i

[
fi−1

φi

]
=

[
bi−1

φi

]
.

Označ́ıme-li Qji, 1 ≤ j ≤ k, k = min(i − 1, n), Givensovy matice elementárńıch rotaćı (poznámka 275)
takové, že

cji =
rjj√

r2jj + a2ij

, sji =
aij√

r2jj + a2ij

, 1 ≤ j ≤ k,

kde rjj , 1 ≤ j ≤ k, jsou diagonálńı prvky matice Ri−1 (hodnoty těchto prvk̊u závisej́ı na indexu i − 1,
který pro zjednodušeńı zápisu vynecháváme) a polož́ıme-li Qi = QT

ki . . . Q
T
2iQ

T
1iQ

′
i−1, plat́ı

Qi

[
Ai−1

ai

]
= QT

ki . . . Q
T
2iQ

T
1i

[
Ri−1

ai

]
=

[
R̃i−1

ri

]
= Ri,

Qi

[
fi−1

φi

]
= QT

ki . . . Q
T
2iQ

T
1i

[
bi−1

φi

]
=

[
b̃i−1

βi

]
= bi,

kde matice R̃i−1 má stejnou strukturu jako matice Ri−1 a řádek ri má prvńıch min(i−1, n) prvk̊u nulových
(tyto prvky jsou vynulovány maticemi QT

ji, 1 ≤ j ≤ k). Tento zp̊usob určováńı ortogonálńıho rozkladu
je výhodný zejména tehdy, použ́ıváme-li Gaussovu-Newtonovu metodu pro minimalizaci součtu čtverc̊u
nelineárńıch funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m (odd́ıl 8.1). V tomto př́ıpadě se hodnoty fk a gradienty gk (řádky
Jacobiovy matice) poč́ıtaj́ı postupně a provád́ıme-li ortogonálńı rozklad rekurentně, neńı třeba Jacobiovu
matici explicitně vytvářet a uchovávat pro daľśı použit́ı.

Poznámka 284. Určuje-li se ortogonálńı rozklad (709) podle poznámky 281, je matice Q vyjádřena
jako součin Householderových matic, Qi, 1 ≤ i ≤ n, specifikováných pomoćı vektor̊u v̄i, 1 ≤ i ≤ n. V
některých př́ıpadech je třeba matici Q vyjádřit explicitně. V těchto př́ıpadech se prvky matice R ukládaj́ı
do samostatného pole délky n(n + 1)/2 a prvky matice Q, poč́ıtané rekurentně, se ukládaj́ı na uvolněná
mı́sta v poli A. Necht’

Qi+1 . . . Q2Q1 =

[
I 0

0 Q̃i+1

]
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(takže Q = Q̃1) a Q̄i = I − v̄iv̄
T
i /e

T
1 v̄i je matice definovaná v poznámce 281. Pak lze psát

Q̃i = Q̄i

[
1 0

0 Q̃i+1

]
∆
= Q̄i [e1, qi+1, . . . , qn] =

[
e1 − v̄i, Q̄iqi+1, . . . , Q̄iqn

]
,

kde

Q̄iqj = qj −
qTj v̄i

eT1 v̄i
v̄i, i < j ≤ n.

Poznamenejme, že explicitńı vyjádřeńı matice Q je zhruba stejně náročné jako určeńı ortogonálńıho roz-
kladu (709) (vyžaduje O(mn2) aritmetických operaćı).

Poznámka 285. Určuje-li se ortogonálńı rozklad (709) podle poznámky 281, může se stát, že ∥ai∥ = 0,
takže nelze zkonstruovat vektory āi a v̄i. Tento př́ıpad lze vyloučit permutováńım sloupc̊u matice A.
Označ́ıme-li ai−1

j , i ≤ j ≤ n, sloupce matice Ai−1, je vhodné určit index i ≤ k ≤ n, pro který plat́ı

∥ai−1
k ∥ = maxi≤j≤n(∥ai−1

j ∥), a vyměnit v matici Ai−1 sloupce s indexy i a k. To odpov́ıdá vynásobeńı
matice A zprava permutačńı matićı Πik, která vznikne z jednotkové matice řádu n výměnou řádk̊u s indexy
i a k. Pak bud’ Ai−1 = 0, takže neexistuje ortogonálńı rozklad (709) a je třeba použ́ıt úplný ortogonálńı
rozklad (716), nebo po výměně sloupc̊u plat́ı ∥ai−1

i ∥ ≠ 0 a můžeme pokračovat ve výpočtu. Protože
vyč́ısleńı norem je časově náročné, určuj́ı se nové normy rekurentně. Jelikož matice Q̄i je ortogonálńı, plat́ı
pro i < j ≤ n rovnost ∥ai−1

j ∥2 = ∥Q̄ia
i−1
j ∥2 = ∥ãi−1

j ∥2 = ∥aij∥2 + (eT1 ã
i−1
j )2, což dává

∥aij∥ = ∥ai−1
j ∥

√√√√1−

(
eT1 ã

i−1
j

∥ai−1
j ∥

)2

, i < j ≤ n,

kde eT1 ã
i−1
j je prvńı prvek vektoru ãi−1

j = Q̄ia
i−1
j , který je zároveň posledńım prvkem vektoru sij . Poz-

namenejme, že normu ∥aii+1∥ slouž́ıćı k určeńı vektoru v̄i+1 je vhodné přepoč́ıtat, aby se nesńıžila přesnost
výsledku.

Nejmenš́ı singulárńı č́ıslo σ1 čtvercové regulárńı matice A je definováno vztahem

σ1 = min
∥x∥=1

∥Ax∥, 1

σ1
= max

∥y∥=1
∥A−1y∥.

Ukážeme, jak lze určit aproximaci nejmenš́ıho singulárńı č́ısla horńı trojúhelńıkové matice rekurentně
pomoćı př́ır̊uskového odhadu (incremental estimation). Budeme předpokládat, že č́ıslo 1/∥x∥, kde RTx = y
a ∥y∥ = 1 je dobrým odhadem nejmenš́ıho singulárńı č́ısla matice R a budeme hledat vektor x+, který je
řešeńım soustavy rovnic [

RT , 0
rT , ρ

]
x+ = y+, y+ =

[
sy
c

]
, (710)

kde s2+ c2 = 1 (takže ∥y+∥ = 1). Je zřejmé, že je nutné volit č́ısla s a c tak, aby vektor x+ měl co největš́ı
normu.

Věta 173. Necht’ matice R je regulárńı, vektor x+ je řešeńım soustavy rovnic (710) a α = rTx. Jestlǐze
α ̸= 0, je norma ∥x+∥ maximálńı, pokud

s2 =
1

2

(
1 +

η√
η2 + 1

)
, c2 =

1

2

(
1− η√

η2 + 1

)
, η =

β

2|α|
, (711)

kde β = ∥x∥2ρ2 + α2 − 1, přičemž

∥x+∥2 =
1

ρ2

(
1 + |α|

(
η +

√
η2 + 1

))
. (712)
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Jestlǐze α = 0, je bud’

s = 1, c = 0, ∥x+∥2 = ∥x∥2, pokud ∥x∥2ρ2 ≥ 1, (713)

nebo

s = 0, c = 1, ∥x+∥2 =
1

ρ2
, pokud ∥x∥2ρ2 < 1. (714)

Důkaz Jelikož RTx = y a matice R je regulárńı, je možné řešeńı soustavy rovnic (710) zapsat ve tvaru

x+ =

 sx
c− sα

ρ

 , α = rTx.

Plat́ı tedy

∥x+∥2 = s2∥x∥2 + (c− sα)2

ρ2
=

1

ρ2
[s, c]

[
∥x∥2ρ2 + α2, −α

−α, 1

] [
s
c

]
,

takže ∥x+∥ je maximálńı, je-li vektor [s, c]T vlastńım vektorem matice

B =

[
β + 1, −α
−α, 1

]
, β = ∥x∥2ρ2 + α2 − 1

př́ıslušným jej́ımu největš́ımu vlastńımu č́ıslu λ a plat́ı ∥x+∥2 = λ/ρ2. Jestliže α ̸= 0, je toto vlastńı č́ıslo
řešeńım charakteristické rovnice∣∣∣∣ λ− 1− β, α

α, λ− 1

∣∣∣∣ = (λ− 1)2 − (λ− 1)β − α2 = 0,

která je kvadratická v λ− 1 a má maximálńı řešeńı

λ− 1 =
β

2
+

√(
β

2

)2

+ α2 = |α|
(
η +

√
η2 + 1

)
, η =

β

2|α|
, (715)

takže

∥x+∥2 =
1

ρ2
λ =

1

ρ2

(
1 + |α|

(
η +

√
η2 + 1

))
Vlastńı vektor př́ıslušný tomuto vlastńımu č́ıslu urč́ıme řešeńım soustavy rovnic[

µ− β, α
α, µ

] [
s
c

]
= 0,

kde µ = λ− 1. Druhá z těchto rovnic implikuje s = −µc/α, což spolu s s2 + c2 = 1 dává

s2 + c2 =
µ2 + α2

α2
c2 = 1 ⇒ c2 =

α2

µ2 + α2
, s2 =

µ2

µ2 + α2
.

Položme

ω =
µ2 − α2

µ2 + α2
=

(µ
α

)2
− 1(µ

α

)2
+ 1

⇒ s2 =
1

2
(1 + ω), c2 =

1

2
(1− ω).

Použijeme-li (715), dostaneme

µ2

α2
=
(
η +

√
η2 + 1

)2
= 2η2 + 1 + 2η

√
η2 + 1 = 2η

(
η +

√
η2 + 1

)
+ 1,
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takže

ω =
2η
(
η +

√
η2 + 1

)
2η
(
η +

√
η2 + 1

)
+ 2

=
η
(
η +

√
η2 + 1

)
η
(
η +

√
η2 + 1

)
+ 1

=
η√
η2 + 1

.

Posledńı rovnost ověř́ıme, vynásob́ıme li obě jej́ı strany součinem obou (nenulových) jmenovatel̊u. Jestliže
α = 0, je matice B diagonálńı a jej́ı diagonálńı prvky ∥x∥2ρ2, 1 jsou jej́ımi vlastńımi č́ısly. Pokud ∥x∥2ρ2 ≥
1, je prvek ∥x∥2ρ2 největš́ım vlastńım č́ıslem matice B a snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı (713). Pokud
∥x∥2ρ2 ≥ 1, má největš́ı vlastńı č́ıslo matice B hodnotu 1 a plat́ı (714). 2

Poznámka 286. Má-li matice A hodnost l < n, neńı matice R regulárńı a rozklad (709) má tvar

A = Q

[
R, S
0, 0

]
,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice řádu l a S ∈ Rl×(n−l). V tomto př́ıpadě je vhodné prvky
matice S vynulovat, což lze opět provést pomoćı Householderových matic (poznámka 277). Dostaneme
tak úplný ortogonálńı rozklad

A = Q

[
R, 0
0, 0

]
Q̃T , (716)

kde Q̃ = Q̃1Q̃2 . . . Q̃l. Dodatečné ortogonálńı úpravy se provád́ı podle schematu
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

→


∗ ∗ 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Věta 174. Necht’ plat́ı (716), kde Q ∈ Rm×m, Q̃ ∈ Rn×n jsou ortogonálńı matice a R je regulárńı horńı
trojúhelńıková matice řádu l ≤ n. Položme Q = [Ql, Qm−l] a Q̃ = [Q̃l, Q̃n−l], kde Ql ∈ Rm×l a Q̃l ∈ Rn×l.
Pak A = QlRQ̃

T
l a vektor s je řešeńım úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u As+ f ≈ 0 právě tehdy, když

s = −Q̃lR
−1QT

l f.

Nav́ıc pro libovolná vektory s ∈ Rn a f ∈ Rm plat́ı As = QlRQ̃
T
l f a AT f = Q̃lR

TQT
l f .

Důkaz Použijeme-li vzorec (716), ortogonalitu matic Q, Q̃ a regularitu matice R, snadno se podle
definice 39 přesvědč́ıme, že plat́ı

A† = Q̃

[
R−1, 0
0, 0

]
QT = Q̃lR

−1QT
l , (717)

a použijeme-li větu 170, můžeme řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u As ≈ −f vyjádřit ve tvaru
s = −A†f = −Q̃lR

−1QT
l f . Platnost vzorc̊u As = QlRQ̃

T
l f a AT f = Q̃lR

TQT
l f plyne bezprostředně z

vyjádřeńı A = QlRQ̃
T
l (poznamenejme, že vzorec pro AT f se od vzorce pro A†f lǐśı pouze t́ım, že obsahuje

matici RT mı́sto R−1). 2

Metody popsané v tomto odd́ılu byly úspěšně implementovány a výsledné algoritmy jsou dostupné v
r̊uzných knihovnách programů pro lineárńı algebru. Velmi kvalitńı programy pro ortogonálńı rozklady
matic a pro řešeńı lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u jsou obsaženy v knihovně LAPACK [3]. Metody
pro řešeńı lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u použ́ıvaj́ıćı ortogonálńı rozklady jsou př́ımými metodami,
takže najdou požadované řešeńı po konečném počtu krok̊u (poč́ıtáme-li přesně). K řešeńı lineárńıch úloh
nejmenš́ıch čtverc̊u lze také použ́ıt iteračńı metody, které jsou podrobně popsány v odd́ılu 10.7.
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Použ́ıváme-li kvazinewtonovské aktualizace, studované v odd́ılech 8.2, 11.5, 11.7, a řeš́ıme-li lineárńı
úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u As+ f ≈ 0 pomoćı ortogonálńıho rozkladu

A = Q

[
R
0

]
= QnR,

kde Q = [Qn, Qm−n] a Qn ∈ Rm×n, je výhodněǰśı aktualizovat rozklad QnR, což vyžaduje O(mn) aritme-
tických operaćı, než aktualizovat matici A a pak ji rozkládat, což vyžaduje O(mn2) aritmetických operaćı.
Necht’ Ā = A+ pqT , kde A = QnR. Pak lze psát

Ā = A+ pqT = Q

([
R
0

]
+

[
QT

np
QT

m−np

]
qT
)
.

Pokud p ∈ L(A) = L(Qn), plat́ı Q
T
m−np = 0, takže Ā = Qn(R+QT

npq
T ).

Věta 175. Necht’ Ā = A+pqT , kde A = QnR a p ∈ L(A). Necht’ p̃ = QT
np. Pak existuje ortogonálńı matice

Q̃ taková, že Q̃T p̃ = ∥p̃∥e1 a matice H = Q̃TR je horńı Hessenbergova. Matice H̃ = H + ∥p̃∥e1qT je také
horńı Hessenbergova a existuje ortogonálńı matice Q̂ taková, že matice R̄ = Q̂T H̃ je horńı trojúhelńıková.
Použijeme-li tyto matice, dostaneme Ā = Q̄nR̄, kde Q̄n = QnQ̃Q̂.

Důkaz Jelikož A = QnR a p ∈ L(A), můžeme psát

A+ pqT = Qn(R+QT
npq

T ) = Qn(R+ p̃qT ). (718)

Podle poznámky 276 existuje ortogonálńı matice Q̃T = Q̃T
12Q̃

T
23 . . . Q̃

T
n−1,n (součin Givensových matic

elementárńıch rotaćı) taková, že Q̃T p̃ = ∥p̃∥e1. Z konstrukce této matice plyne, že matice H̃ = Q̃TR je
horńı Hessenbergova. Pak také matice H̃ + ∥p̃∥e1qT je horńı Hessenbergova. Podle poznámky 277 existuje
ortogonálńı matice Q̂T = Q̂T

n−1,n . . . Q̂
T
23Q̂

T
12 (součin Givensových matic elementárńıch rotaćı) taková, že

matice R̄ = Q̂T (H̃ + ∥p̃∥e1qT ) je horńı trojúhelńıková. Po dosazeńı do (718) dostaneme

Ā = A+ pqT = Qn(R+ p̃qT ) = QnQ̃(Q̃TR+ Q̃T p̃qT ) = QnQ̃(H̃ + ∥p̃∥e1qT )
= QnQ̃Q̂Q̂

T (H̃ + ∥p̃∥e1qT ) = QnQ̃Q̂R̄ = Q̄R̄.

2

Poznámka 287. Pokud p ̸∈ L(A), nelze uvedený postup použ́ıt. Známe-li však ortogonálńı rozklad
A′ = Q′

n+1R
′ matice A′ = [A, p] a polož́ıme-li q′T = [qT , 0], můžeme psát

Ā′ = A′ + pq′T = Q′
n+1(R

′ +Q′T
n+1pq

′T )

(nebot’ p ∈ L(A′)) a zp̊usobem popsaným ve větě 718 źıskat rozklad Ā′ = Q̄′
n+1R̄

′. Pak plat́ı

Ā′ = A′ + pq′T = [A+ pqT , p] = [Ā, p] = Q̄′
n+1R̄

′, ⇒ Ā = Q̄nR̄,

kde Q̄n obsahuje prvńıch n sloupc̊u matice Q̄′
n+1 a R̄ obsahuje prvńıch n řádk̊u a sloupc̊u matice R̄′.

8.4 Numerické porovnáńı metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u

Metody studované v této kapitole byly testovány pomoćı 80 testovaćıch úloh s 200 proměnnými (TEST24
z odd́ılu 1.5). V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny výsledky test̊u odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným realizaćım Gaussovy-
Newtonovy metody. Ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u, ṕısmena TR označuj́ı metody s lokálně
omezeným krokem a daľśı ṕısmena odpov́ıdaj́ı těmto realizaćım:

GNAR - použit́ı úplného ortogonálńıho rozkladu matice A = J (uložené po řádćıch) s permutacemi
(poznámka 286),

304



GNAC - použit́ı úplného ortogonálńıho rozkladu matice A = J (uložené po sloupćıch) s permuta-
cemi (poznámka 286),

GNQC - použit́ı částečného ortogonálńıho rozkladu matice A = J (uložené po sloupćıch) bez per-
mutaćı (poznámka ??),

GNBL - použit́ı Choleského rozkladu B = LDLT matice B = JTJ ,

GNBR - použit́ı rozkladu B = RTR matice B = JTJ , źıskaného rekurentně podle poznámky 283.

Metody s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı bud’ algoritmus 10 (optimálńı lokálně omezený krok) nebo
algoritmus 11 (metoda pśı nohy). V tabulce jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV,
gradient̊u NFG, maticových rozklad̊u NDC, jakož i počet selháńı a celkový čas výpočtu.

metoda NIT NFV NFG NDC selháńı čas
LSGNAR 4478 13396 13396 4502 2 137.95
LSGNAC 4475 13413 13413 4499 2 51.38
LSGNQC 6004 18050 18050 6017 7 63.22
LSGNBL 4736 8832 13566 4736 1 40.70
LSGNBR 6023 11048 17069 6101 2 18.62

TRGNAR-11 3516 3836 3595 3388 - 110.32
TRGNAC-11 3376 3698 3454 3256 - 38.37
TRGNAC-10 4686 5214 4761 13703 1 209.47
TRGNQC-11 5867 6421 5946 5698 1 60.82
TRGNBL-11 4182 4690 4257 4039 - 33.86
TRGNBL-10 4709 5274 4783 13929 1 47.93
TRGNBR-11 4729 5381 4803 4803 - 13.71

Tabulka 7a: TEST24 – 80 úloh

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Gaussovu–Newtonovu metodu neńı vhodné realizovat jako metodu spádových směr̊u, nebot’ se často
řeš́ı soustavy rovnic se špatně podmı́něnými maticemi.

• Jacobiovu matici, je výhodněǰśı ukládat po sloupćıch, což snižuje vnitřńı režiji metody (složitost
vnitřńıch cykl̊u maticových operaćı), jak lze zjistit porovnáńım čas̊u výpočtu pro metody LSGNAR a
LSGNAC nebo TRGNAR-11 a TRGNAC-11, i když ukládáńı Jacobiovy matice po řádćıch je přirozeněǰśı
(gradienty d́ılč́ıch funkćı se poč́ıtaj́ı postupně a je tedy přirozeněǰśı je ukládat za sebou).

• Neńı výhodné použ́ıvat metody s optimálńım lokálně omezeným krokem (Algoritmus 11), nebot’ v
tomto př́ıpadě je obvykle třeba provést několik maticových rozklad̊u v jednom iteračńım kroku. To
je patrné zejména u metody TRGNAC-10, kde je nutné určovat QR rozklad matice maj́ıćı m+n řádk̊u
(poznámka 266 (2)).

• Je-li limituj́ıćım faktorem vněǰśı režije (výpočet hodnot a gradient̊u d́ılč́ıch funkćı) je nejvhodněǰśı
použ́ıt úplný ortogonálńı rozklad Jacobiovy matice s permutacemi, čili metodu TRGNAC-11, která je
nejstabilněǰśı a nejrychleji konverguje. Je-li rozhoduj́ıćı vnitřńı režije, je nejvýhodněǰśı volit metodu
TRGNBR-11 založenou na rekurentńımRTR rozkladu matice normálńı soustavy rovnic (poznámka 283).

V daľśı tabulce jsou uvedeny výsledky test̊u odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným modifikaćım Gaussovy-Newtonovy
metody. Ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u, ṕısmena TR označuj́ı metody s lokálně omezeným
krokem a daľśı ṕısmena odpov́ıdaj́ı těmto realizaćım:

H1BL - jednoduchá hybridńı metoda BFGS (poznámka 267) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

H1BR - jednoduchá hybridńı metoda BFGS (poznámka 267) s aktualizaćı rozkladu B = RTR,

H2BL - hybridńı metoda BFGS (poznámka ??) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

S1BL - strukturovaná metoda BFGS podle (692) a (693) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,
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S2BL - strukturovaná metoda BFGS podle (692) a (694) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

T1BL - strukturovaná metoda BFGS podle (695) a (693) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

T2BL - strukturovaná metoda BFGS podle (695) a (694) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

H1AC - jednoduchá hybridńı metoda (378), (699)–(699) s úplným ortogonálńım rozkladem matice
A = QR,

S1AC - strukturovaná metoda (706) s úplným ortogonálńım rozkladem matice A = J +L = QR,

H1QC - jednoduchá hybridńı metoda (378), (699)–(699) s aktualizaćı neúplného ortogonálńıho
rozkladu matice A = QR,

S1QC - strukturovaná metoda (706) s neúplným ortogonálńım rozkladem matice A = J+L = QR,

Q1QC - dobrá Broydenova metoda (1014) s aktualizaćı ortogonálńıho rozkladu A = QR,

Q2QC - sdružená kvazinewtonovská metoda (1061) s aktualizaćı ortogonálńıho rozkladu A = QR,

VMBL - standardńı metoda BFGS (311) s aktualizaćı rozkladu B = LDLT ,

VMBI - standardńı metoda BFGS (290) s aktualizaćı matice H = B−1.

Metody s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı pouze algoritmus 11 (algoritmus 10 dával vždy horš́ı
výsledky). Údaje uvedené v tabulce 7b maj́ı stejný význam jako údaje uvedené v tabulce 7a.

metoda LS NIT NFV NFG NDC selháńı čas
LSH1BL 5557 7436 8419 981 - 8.64
LSH1BR 6730 9029 10109 1160 - 7.44
LSH2BL 2968 5234 8200 3046 - 24.63
LSS1BL 3166 4911 8077 3353 - 25.61
LSS2BL 2729 4374 7103 2894 - 22.66
LST1BL 3165 4872 8037 3336 - 26.73
LST2BL 2733 4339 7071 2899 - 23.01
LSVMBI 18231 20268 20268 - - 5.66

TRH1BL-11 2896 3306 2971 2359 - 19.40
TRH1BR-11 4496 5486 4568 3034 - 12.35
TRH2BL-11 2920 3222 2997 2997 - 23.85
TRS1BL-11 3071 3556 3145 3154 - 25.31
TRS2BL-11 3017 3376 3094 3055 - 24.05
TRT1BL-11 3056 3452 3132 3126 - 24.83
TRT2BL-11 3016 3439 3091 3065 - 24.03
TRH1AC-11 2477 2730 2556 2372 - 26.56
TRS1AC-11 2539 2793 2619 2472 - 28.14
TRH1QC-11 4100 4443 4180 2666 - 30.48
TRS1QC-11 3319 3665 3399 3354 - 35.45
TRQ1QC-11 8513 9899 1294 1285 1 25.66
TRQ2QC-11 7388 8346 9190 915 1 24.39
TRVMBL-11 18673 20346 18750 - - 9.95

Tabulka 7b: TEST24 – 80 úloh

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Výhoda metod s lokálně omezeným krokem neńı v př́ıpadě hybridńıch metod tak jednoznačná.
Metody s lokálně omezeným krokem vyžaduj́ı méně hodnot a gradient̊u d́ılč́ıch funkćı než spádové
metody, ale jejich vnitřńı režije může být mnohem vyšš́ı, jak lze zjistit porovnáńım metod LSH1BL a
TRH1BL-11 nebo metod LSH1BR a TRH1BR-11.
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• Gaussovu–Newtonovu metodu je možné značně vylepšit kombinováńım s metodami s proměnnou
metrikou a to bud’ pomoćı jednoduché hybridńı strategie (poznámka 267) nebo pomoćı strukturo-
vaných aktualizaćı (692) a (695). Kombinované metody jsou velmi robustńı, potřebuj́ı méně hod-
not a gradient̊u d́ılč́ıch funkćı a nejsou tak citlivé na zp̊usob realizace (funguj́ı dobře i jako metody
spádových směr̊u). Jednoduché hybridńı strategie (metody LSH1BL, LSH1BR a TRH1BL-11, TRH1BR-11)
použ́ıvaj́ı v mnoha iteračńıch krokćıch aktualizace trojúhelńıkového rozkladu (odd́ıl 4.7), č́ımž snižuj́ı
počet aritmetických operaćı a tud́ıž i vnitřńı režiji.

• Kvazinewtonovské metody TRQ1QC-11 a TRQ2QC-11, vyvinuté pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic
(odd́ıl 11.5 a odd́ıl 11.7)) jsou poměrně úspěšné i pro minimalizaci součtu čtverc̊u nelineárńıch funkćı,
použ́ıváme-li aktualizace ortogonálńıho rozkladu uvedené ve větě 175 a v poznámce 287.

• Metody s proměnou metrikou maj́ı menš́ı režii, nebot’ kvazinewtonovské aktualizace vyžaduj́ı O(n2)
aritmetických operaćı, zat́ımco řešeńı soustav lineárńıch rovnic, použitá u modifikaćı Gaussovy-
Newtonovy metody, vyžaduj́ıO(n3) aritmetických opreaćı. Výpočetńı čas metod s proměnou metrikou
LSVMBI a TRVMBL-11 je tedy nižš́ı. Rozd́ıl čas̊u je zde poměrně velký, nebot’ pro n = 200 je O(n3)
mnohem větš́ı než O(n2). Metody s proměnnou metrikou jsou poměrně robustńı, nebot’ dokážou
úspěšně vyřešit všechny testovaćı úlohy. Vyžaduj́ı však velký počet hodnot a gradient̊u d́ılč́ıch
funkćı, takže se nehod́ı pro úlohy s velkou vněǰśı režíı. Také jsou citlivěǰśı k nastaveńı vnitřńıch
parametr̊u. Z tabulky je také patrné, že metody s proměnnou metrikou je výhodněǰśı realizovat jako
metody spádových směrǔ, nebot’ aktualizace symetrické matice vyžaduj́ı méně aritmetikých operaćı
než aktualizace jej́ıho Choleského rozkladu.
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9 Metody pro rozsáhlé husté úlohy

Rozsáhlé úlohy nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých hustých matic. V tomto
odd́ılu se budeme zabývat metodami, které nepracuj́ı s aproximaćı Hessovy matice ani jej́ı inverze. Jsou
to vektorové metody podobné metodám sdružených gradient̊u popsaným v odd́ılu 3, i když jsou poněkud
složitěǰśı, a většinou metody sdružených gradient̊u předč́ı. Budeme se zabývat metodami s proměnnou
metrikou založenými na omezeném počtu aktualizaćı nebo na aktualizaci obdélńıkových matic s omezeným
počtem sloupc̊u. Tyto metody nevyuž́ıvaj́ı ř́ıdkost struktury optimalizačńı úlohy, takže je lze použ́ıt k
minimalizaci funkćı s hustými Hessovými maticemi. Do tohoto odd́ılu zařad́ıme i jednu diferenčńı verzi
Newtonovy metody.

9.1 Vektorové metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Definice 59. Necht’ 0 < m̄ < n, i ∈ N a m = min(m̄, i− 1). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda
je m̄-krokovou metodou s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, jestlǐze

si = −Hi
igi,

kde matice Hi
i se źıskává z ř́ıdké pozitivně definitńı (obvykle jednotkové) matice Hi

i−m pomoćı m aktualizaćı

Hi
j+1 = γij

(
Hi

j + U i
jM

i
j(U

i
j)

T
)
,

i −m ≤ j ≤ i − 1, kde matice U i
j = [dj ,H

i
jyj ] a M

i
j jsou voleny tak, aby byly splněny kvazinewtonovské

podmı́nky Hi
j+1yj = ρijdj, i−m ≤ j ≤ i− 1.

Poznámka 288. Aktualizace uvedené v definici 59 jsou stejné jako aktualizace použité v definici 38. Lze
je tedy vyjádřit ve tvaru

Hi
j+1 = γij

Hi
j +

ρij
γij

1

bj
djd

T
j − 1

aij
Hi

jyj(H
i
jyj)

T +
ηij
aij

(
aij
bj
dj −Hi

jyj

)(
aij
bj
dj −Hi

jyj

)T
 (719)

a invertovat tak, že plat́ı

Bi
j+1 =

1

γij

Bi
j +

γij
ρij

1

bj
yjy

T
j − 1

cij
Bi

jdj(B
i
jdj)

T +
βi
j

cij

(
cij
bj
yj −Bi

jdj

)(
cij
bj
yj −Bi

jdj

)T
 , (720)

kde Bi
j = (Hi

j)
−1 a aij = yTj H

i
jyj , bj = yTj dj , c

i
j = dTj B

i
jdj . Podstatné je to, že matice Hi

i vznikne

z počátečńı ř́ıdké matice Hi
i−m pomoćı nejvýše m̄ aktualizaćı, takže stač́ı ukládat omezený počet vek-

tor̊u a provádět omezený počet operaćı. V daľśım výkladu budeme předpokládat, že bud’ Hi
i−m = I a

γi−m = yTi−1di−1/y
T
i−1yi−1 nebo Hi

i−m = (yTi−1di−1/y
T
i−1yi−1) I a γi−m = 1 (vhodnost této volby potvrzuj́ı

numerické experimenty).

Zvláště výhodná je metoda BFGS s omezenou pamět́ı s aktualizaćı

Hi
j+1 = γij

(
Hi

j +

(
ρij
γij

+
aij
bj

)
1

bj
djd

T
j − 1

bj

(
Hi

jyjd
T
j + dj(H

i
jyj)

T
))

, (721)

i−m ≤ j ≤ i− 1, pro kterou plat́ı tato věta [114].

Věta 176. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná m̄-krokovou metodou BFGS s omezenou pamět́ı s
Hi

i−m = I, i ∈ N , a s přesným výběrem délky kroku (takže sTi gi+1 = 0, i ∈ N) aplikovaná na ryze konvexńı
kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗). (722)
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Pak plat́ı

si = −

 i−1∏
j=i−m

γij

(gi − yTi−1gi

yTi−1di−1
di−1

)
(723)

pro 1 ≤ i ≤ n (směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, jsou rovnoběžné se směrovými vektory generovanými
metodou sdružených gradient̊u).

Důkaz Pro 1 ≤ i ≤ m̄ jsou směrové vektory źıskané m̄-krokovou metodou BFGS shodné se směrovými
vektory źıskanými standardńı metodou BFGS, takže pro tyto indexy plat́ı (723) (d̊usledek 7 a jeho d̊ukaz).
Důkaz pro i > m̄ provedeme indukćı. Předpokládejme, že (723) plat́ı pro všechny indexy 1 ≤ i < l, kde
m̄ < l ≤ n a položme i = l. Pak podle věty 40 lze pro 1 ≤ j ≤ i− 1 psát

dTj gi = 0, gTj gi = 0. (724)

Ukážeme nejprve sestupnou indukćı, že pro libovolný index i−m ≤ k ≤ i− 1 plat́ı

Hi
igi =

i−1∏
j=k

γij

Hi
kgi −

i−1∑
j=k

yTj H
i
kgi

yTj dj
dj

 . (725)

Plat́ı to zřejmě pro k = i− 1, nebot’ z (721) a z dTi−1gi = 0 (přesný výběr délky kroku) plyne, že

Hi
igi = γii−1

(
Hi

i−1gi −
yTi−1H

i
i−1gi

yTi−1di−1
di−1

)
.

Nyńı sńıž́ıme k o jedničku. Použijeme-li (725), (721) a rovnost dTk−1gi = 0, která plyne z (724), můžeme
psát

Hi
igi =

i−1∏
j=k

γij

γik−1

(
Hi

k−1gi −
yTk−1H

i
k−1gi

yTk−1dk−1
dk−1

)
− γik−1

i−1∑
j=k

yTj H
i
k−1gi

yTj dj
dj


=

 i−1∏
j=k−1

γij

Hi
k−1gi −

i−1∑
j=k−1

yTj H
i
k−1gi

yTj dj
dj

 . (726)

nebot’ podle (724) pro k ≤ j ≤ i− 1 plat́ı yTj dk−1 = (gj+1 − gj)
T dk−1 = 0, takže

yTj H
i
kgi = γik−1y

T
j

(
Hi

k−1gi −
yTk−1H

i
k−1gi

yTk−1dk−1
dk−1

)
= γik−1y

T
j H

i
k−1gi.

Jelikož vztah (726) je ekvivalentńı s (725), kde k je nahraženo k − 1, je sestupný indukčńı krok ukončen.
Můžeme tedy psát

si = −Hi
igi = −

 i−1∏
j=i−m

γij

gi − i−1∑
j=i−m

yTj gi

yTj dj
dj

 (727)

(nebot’ Hk
i−m = I). Podle (724) však pro j < i− 1 plat́ı yTj gi = (gj+1 − gj)

T gi = 0, takže (727) přejde na
(723), č́ımž je hlavńı indukčńı krok dokončen. 2

Důsledek 23. (Kvadratické ukončeńı). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 176. Pak existuje index k ≤ n
takový, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗.

Důkaz Podle věty 176 jsou směrové vektory generované m̄-krokovou metodou s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı rovnoběžné s vektory generovanými metodou sdružených gradient̊u. Podle věty 40 tedy
existuje index k ≤ n takový, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗ (při přesném výběru délky kroku nezálež́ı na normě
směrového vektoru). 2
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Poznámka 289. Věta 176 a d̊usledek 23 neplat́ı pro všechny metody s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı. Dá se ukázat, že metoda DFP s omezenou pamět́ı vlastnost kvadratického ukončeńı nemá. Pot́ıž
je v tom, že se k aktualizaci matice Hi

j nepouž́ıvá vektor dj = −αjH
i
jgj , nýbrž vektor dj = −αjH

j
j gj

źıskaný pomoćı jiné matice. Z tohoto d̊uvodu nejsou všechny metody s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı a s přesným výběrem délky kroku ekvivalentńı (neplat́ı analogie věty 75).

Jednu z daľśıch výhod metody BFGS s omezenou pamět́ı ukazuje tato věta [114].

Věta 177. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 176. Pak pro 1 ≤ i ≤ n a i−m ≤ j ≤ i− 1 plat́ı

Hi
iyj = ωi−1

j

ρij
γij
dj , kde ωk−1

j =

k−1∏
l=j

γil


(je splněno m kvazinewtonovských podmı́nek).

Důkaz Poznamenejme, že výraz ωk−1
j by měl obsahovat ještě index i, ale to v tomto d̊ukazu pomineme.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index i−m ≤ k ≤ i− 1 plat́ı

Hi
kyj = ωk−1

j

ρij
γij
dj , i−m ≤ j ≤ k − 1 (728)

(plat́ı to pro k = i−m, nebot’ v tomto př́ıpadě neexistuje index j splňuj́ıćı nerovnost i−m ≤ j ≤ k − 1).
Podle věty 176 jsou směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, G–ortogonálńı, takže pro i−m ≤ j ≤ k − 1 lze psát

dTk yj = 0, yTk dj = 0. (729)

Použijeme-li (721), (728) a (729), dostaneme

Hi
k+1yj = γik

(
Hi

kyj +

(
aik
bk

+
ρik
γik

)
1

bk
dkd

T
k yj −

1

bk

(
Hi

kykd
T
k yj + dky

T
kH

i
kyj
))

= γikω
k−1
j

ρij
γij

(
dj +

1

bk
yTk djdk

)
= ωk

j

ρij
γij
dj

pro i − m ≤ j ≤ k − 1 a jelikož podle definice 59 plat́ı Hi
k+1yk = ρkdk = ωk

k(ρ
i
k/γ

i
k)dk, můžeme psát

Hi
k+1yj = ωk

j (ρ
i
j/γ

i
j)dk pro i−m ≤ j ≤ k. Plat́ı tedy (728) pro index o jedničku vyšš́ı. 2

Poznámka 290. Numerické testy ukazuj́ı, že je výhodné použ́ıt pouze počátečńı škálováńı a to zahrnout
do výběru matice Hi

i−m (obvykle pokládáme Hi
i−m = (yTi−1di−1/y

T
i−1yi−1) I, i ∈ N). Proto budeme

předpokládat, že γij = γj = 1, i − m ≤ j ≤ i − 1. Dále budeme předpokládat, že ρij = ρj a ηij = ηj ,

i−m ≤ j ≤ i−1. To je vcelku logické, nebot’ korekčńı parametr ρij se odvozuje z vlastnost́ı minimalizované

funkce v okoĺı bodu xj , takže index i je irelevantńı, a parametr ηij se určuje pomoćı parametru ρij .

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı. Tak jako v
odd́ılu 4.5 budeme předpokládat, že funkce F : Rn → R vyhovuje předpoklad̊um F1, F4, F5. Pak
(podobně jako v d̊ukazu lemmatu 48) dostaneme

G ≤ yT y

yT d
=

∥y∥2

b
≤ G,

1

G
≤ dT d

yT d
=

∥d∥2

b
≤ 1

G
, (730)

Lemma 75. Necht’ funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5. Necht’ pro i ∈ N plat́ı

Hi
i−m =

yTi−1di−1

yTi−1yi−1
I ⇐⇒ Bi

i−m =
yTi−1yi−1

yTi−1di−1
I. (731)

Pak existuj́ı konstanty 0 < K0 < 1 < C0 takové, že pro i ∈ N plat́ı TrHi
i−m ≤ C0, TrBi

i−m ≤ C0 a
detBi

i−m ≥ K0.
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Důkaz Použijeme-li nerovnosti (730) spolu s definićı maticHi
i−m, Bi

i−m a označ́ıme-li C0 = nmax(G, 1/G),
K0 = Gn, dostaneme

TrHi
i−m =

yTi−1di−1

yTi−1di−1
Tr I ≤ n

G
≤ C0,

TrBi
i−m =

yTi−1yi−1

yTi−1di−1
Tr I ≤ nG ≤ C0, detBi

i−m =

(
yTi−1yi−1

yTi−1di−1

)n

det I ≥ Gn = K0.

2

Lemma 76. Necht’ funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5. Uvažujme m̄-krokovou metodu s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı (definice 59) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Pak
existuj́ı-li konstanty 0 < K < 1 < C takové, že pro i ∈ N plat́ı TrBi

i ≤ C a detBi
i ≥ K, jsou směrové

vektory si = −Hi
igi stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 76, můžeme psát

κ(Bi
i) = ∥Bi

i∥∥(Bi
i)∥−1 =

λ(Bi
i)

λ(Bi
i)

≤
(
λ(Bi

i)

λ(Bi
i)

)n

≤ (TrBi
i)

n

detBi
i

≤ Cn

K

∆
= κ, (732)

takže směrové vektory si = −Hi
igi jsou podle poznámky 32 stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Věta 178. Uvažujme m̄-krokovou metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (definice 59) s
výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku takovou, že pro i ∈ N a j ∈ N plat́ı (731)
a γj = 1, ρ ≤ ρj ≤ ρ, 0 ≤ ηj ≤ η (poznámka 290). Necht’ funkce F : D → R splňuje předpoklady F1, F4,

F5. Pak směrové vektory si = −Hi
igi jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz Využijeme toho, že se provád́ı pouze m ≤ m̄ aktualizaćı (719), které jsou formálně shodné s
aktualizacemi vyšetřovanými v odd́ılu 4.5. Můžeme tedy použ́ıt (720) a postupovat stejně jako v d̊ukazu
lemmatu 48. Použijeme-li (421) pro i− n ≤ j ≤ i− 1, můžeme podle lemmatu 75 psát

∥Bi
j+1∥ ≤ TrBi

j+1 ≤ K(TrBi
j + 1) ≤ K

m̄
(TrBi

i−m + 1) ≤ K
m̄
(C0 + 1)

∆
= C.

Podobně použit́ım (??) a (422) dostaneme

detBi
j+1

detBi
j

≥ K
yTj dj

dTj B
i
jdj

≥ K

∥Bi
j∥
yTj dj

dTj dj
≥ KG

C
,

takže podle lemmatu 76 plat́ı

detBi
i ≥

(
KG

C

)m̄

detBi
i−m ≥

(
KG

C

)m̄

K0
∆
= K.

Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 76, takže směrové vektory si = −Hi
igi jsou stejnoměrně spádové

a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı lze realizovat přirozeným zp̊usoben tak, že kromě
vektor̊u dj , yj , i −m ≤ j ≤ i − 1 poč́ıtáme a ukládáme vektory Hi

jyj , i −m ≤ j ≤ i − 1. To vyžaduje

ukládáńı daľśıch m vektor̊u dimenze n a celkem O(m2n) aritmetických operaćı. Pro některé metody s
proměnnou metrikou však existuj́ı realizace, které nepotřebuj́ı ukládat daľśı vektory dimenze n a počet
aritmetických operaćı je pouze O(mn).

Nejprve se budeme zabývat vektorovou reprezentaćı metody BFGS, studovanou v práci [152]. Tato
reprezentace je založená na pseudosoučinovém tvaru (293), podle kterého pro metodu BFGS plat́ı

Hi
j+1 = V T

j H
i
jVj +

ρj
bj
djd

T
j , Vj = I − 1

bj
yjd

T
j , (733)

kde yj = gj+1 − gj , dj = xj+1 − xj a bj = yTj di pro i−m ≤ j ≤ i− 1.
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Věta 179. Necht’ Hi
j+1 je matice źıskaná v j-tém kroku metody BFGS. Pak plat́ı

Hi
j+1 =

(
j∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−m

(
j∏

k=i−m

Vk

)
+

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j∏

k=l+1

Vk

)
.

Důkaz (Indukćı) Pro j = i−m to bezprostředně plyne z (733). Indukčńı krok vypadá takto

Hi
j+1 = V T

j H
i
jVj +

ρj
bj
djd

T
j = V T

j

(
j−1∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−m

(
j−1∏

k=i−m

Vk

)
Vj +

+

j−1∑
l=i−m

ρl
bl
V T
j

(
j−1∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j−1∏

k=l+1

Vk

)
Vj +

ρj
bj
djd

T
j

=

(
j∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−m

(
j∏

k=i−m

Vk

)
+

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j∏

k=l+1

Vk

)
. (734)

2

Důsledek 24. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 179. Pak vektor si = −Hi
igi lze źıskat pomoćı dvou

rekurentńıch vztah̊u uvedených v práci [146] (Strangovy rekurence). Nejprve se polož́ı ui = −gi a zpětnou
rekurenćı

σj =
dTj uj+1

bj
, uj = uj+1 − σjyj (735)

se poč́ıtaj́ı č́ısla σj a vektory uj, i−1 ≥ j ≥ i−m. Potom se polož́ı vi−m = Hi
i−mui−m a př́ımou rekurenćı

vj+1 = vj +

(
ρjσj −

yTj vj

bj

)
dj (736)

se poč́ıtaj́ı vektory vj+1, i−m ≤ j ≤ i− 1. Nakonec se polož́ı si = vi.

Důkaz Polož́ıme li ui = −gi a

uj = −

i−1∏
k=j

Vk

 gi, i− 1 ≥ j ≥ i−m,

vid́ıme, že plat́ı

uj = Vjuj+1 =

(
I − 1

bj
yjd

T
j

)
uj+1 = uj+1 −

dTj uj+1

bj
yj ,

což je právě rekurence (735). Polož́ıme-li vi−m = Hi
i−mui−m a

vj+1 =

(
j∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−mui−m +

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l ul+1, i−m ≤ j ≤ i− 1,

vid́ıme, že plat́ı

vj+1 = V T
j vj +

ρj
bj
djd

T
j uj+1 =

(
I − 1

bj
djy

T
j

)
vj + ρjσ

i
jdj = vj +

(
ρjσj −

1

bj
yTj vj

)
dj ,

což je právě rekurence (736). 2
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Poznámka 291. Tvrzeńı věty 179 ukazuje, že matici Hi
i můžeme určit z matice Hi

i−m (která je ř́ıdká)
pomoćı vektor̊u dj , yj , i−m ≤ j ≤ i− 1. Matici Hi

i nemuśıme konstruovat explicitně. Podle d̊usledku 24
stač́ı poč́ıtat vektor si = −Hi

igi, pomoćı rekurentńıch vztah̊u (735)–(736). V těchto vztaźıch je třeba
uchovávat č́ısla σj , i −m ≤ j ≤ i − 1. Vektory uj , vj , i −m ≤ j ≤ i − 1 mohou být uloženy na stejném
mı́stě jako vektor si = −Hi

igi. Pro m = m̄, což je maximálńı možná hodnota, potřebujeme uchovávat
2m̄ + 3 vektor̊u (dj , yj , i − m̄ ≤ j ≤ i − 1, a 3 vektory xi, gi, si pro základńı optimalizačńı metodu) a
použijeme zhruba 4mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 17. Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si pomoćı
rekurent́ıch vztah̊u (735)–(736).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi a zvoĺıme hodnotu
parametru ρi (obvykle ρi = 1).

Krok 4 Ulož́ıme vektory di, yi a č́ısla bi, ρi do pracovńıho pole. Pokud m = m̄, odstrańıme vektory
di−m, yi−m a č́ısla bi−m, ρi−m z pracovńıho pole. Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Postup, který jsme právě popsali a který tvoř́ı základ algoritmu 17, můžeme použ́ıt pouze pro metodu
BFGS. Pro ostatńı metody z Broydenovy tř́ıdy vyvstanou tři problémy.

(1) Strangovy rekurence lze použ́ıt pouze pro metodu BFGS, kdy maj́ı př́ıslušné aktualizace tvar (733),
takže je můžeme realizovat pomoćı rekurentńıch vztah̊u vyžaduj́ıćıch zhruba 4mn aritmetických
operaćı.

(2) Obecné aktualizace z Broydenovy tř́ıdy použ́ıvaj́ı vektory Hi
jyj , i −m ≤ j ≤ i − 1, které nejsou k

disposici (bylo by je třeba poč́ıtat rekurentně podobným zp̊usobem, jakým se poč́ıtá směrový vektor
si = −Hi

igi).

(3) I kdybychom vektory Hi
jyj , i−m ≤ j ≤ i− 1, nějak nahradili (např́ıklad vektory Hj

j yj , i−m ≤ j ≤
i − 1, které se použ́ıvaj́ı v předchoźıch iteračńıch kroćıch), je třeba spoč́ıtat nový vektor Hi

iyi, což
vyžaduje daľśıch zhruba 4mn aritmetických operaćı.

Probereme nyńı některé možnosti, jak lze tyto pot́ıže obej́ıt. Budeme přitom použ́ıvat výsledky uvedené
v práci [199].

Teoreticky bychom mohli mı́sto (733) použ́ıt obecný pseudosoučinový tvar (293). Metody źıskané
t́ımto zp̊usobem nejsou př́ılǐs vhodné, nebot’ je třeba ukládat m vektor̊u nav́ıc. Proto je účelné vyjádřit
Broydenovu tř́ıdu (288) ve tvaru formálně shodném s metodou BFGS, neboli nalézt vektor d̂ = d + λHy
tak, aby platilo

1

γ
H+ = H + ÛM̂ÛT = H + [d̂, Hy]

[
m̂1, m̂2

m̂2, 0

]
[d̂, Hy]T . (737)

Lemma 77. Necht’ UMUT = ÛM̂ÛT , kde U = [d,Hy] a Û = [d+ λHy,Hy]. Pak plat́ı detM = det M̂ .

Důkaz Zřejmě

det(ÛT Û) = (d+ λHy)T (d+ λHy)(Hy)THy −
(
(d+ λHy)THy

)2
=

(
dT d+ 2λdTHy + λ2(Hy)THy

)
(Hy)THy −

(
dTHy + λ(Hy)THy

)2
= dT d(Hy)THy − (dTHy)2 = det(UTU).
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Podle d̊usledku 9 má matice ÛM̂ÛT stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice ÛT ÛM̂ a jejich součin je roven
č́ıslu det(ÛT Û) det M̂ . Toto č́ıslo se muśı rovnat č́ıslu det(UTU) detM a jelikož det(ÛT Û) = det(UTU),
plat́ı det M̂ = detM . 2

Věta 180. Aktualizaci z Broydenovy tř́ıdy (288), pro kterou plat́ı µ ≥ 0, m̊užeme vyjádřit ve tvaru

1

γ
H+ = H +

1

b̂

(
a

b̂
+
ρ̂

γ

)
d̂d̂T − 1

b̂

(
Hyd̂T + d̂(Hy)T

)
, (738)

kde

d̂ = d+ λHy, λ =
m2 +

√
µ

m1
,

1

b̂
=

√
µ,

ρ̂

b̂
= η

ρ

b
, (739)

přičemž m1, m2 jsou odpov́ıdaj́ıćı prvky matice M definované vztahy (285) a µ = − detM je výraz určený
vzorcem (287).

Důkaz Podle (737) a lemmatu 77 plat́ı m̂2
2 = − det M̂ = − detM = µ, kde µ je výraz určený vztahem

(287). Protože je vhodné, aby platilo b̂ = −1/m̂2 > 0, voĺıme znaménko tak, že m̂2 = −√
µ. Porovnáme-li

koeficienty u ddT a HydT + d(Hy)T ve výrazech (273) a (737), dostameme m̂1 = m1 a m̂2 + λm̂1 = m2,
což spolu s m̂2 = −√

µ dává

λ =
m2 − m̂2

m̂1
=
m2 +

√
µ

m1
.

Použijeme-li (285) a (738), můžeme psát

m1 = m̂1 =
1

b̂

(
a

b̂
+
ρ̂

γ

)
= aµ+

ρ̂

γb̂
=

1

b

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
+

ρ̂

γb̂
= m1 − η

ρ

γb
+

ρ̂

γb̂
,

což implikuje rovnost ρ̂/b̂ = ηρ/b. Pokud µ = 0 (metoda hodnosti 1), plat́ı 1/b̂ = 0, λ = m2/m1 = −γ/ρ,
η = ρb/(ρb+ γa) a ρ̂/b̂ = ηρ/b. 2

Poznámka 292. Pokud γ = 1, můžeme vzorec (738) zapsat ve tvaru

H+ = V̂ THV̂ +
ρ̂

b̂
d̂d̂T , V̂ = I − 1

b̂
yd̂T , (740)

Tento pseudosoučinový vzorec je velmi vhodný pro implementaci obecných metod s proměnnou metrikou
s omezenou pamět́ı. Má však jednu nevýhodu, neplat́ı b̂ = yT d̂, takže matice V̂ neńı matićı projekce
(neplat́ı V̂ 2 = V̂ ). Abychom źıskali pseudosoučinový vzorec, kde matice V̂ je matićı projekce, použijeme

daľśı transformaci ŷ = y + ωBd̂, kde B = H−1. Podobně jako v d̊ukazu lematu 77 se dá ukázat, že tato
transformace neměńı hodnotu determinantu matice M̂ a zachovává vlastnosti metody BFGS (m̂3 = 0).

Odtud plyne, že se hodnota prvku m̂2 neměńı, takže č́ıslo ω lze zvolit tak, aby platilo ŷT d̂ = b̂ = 1/
√
µ.

Jelikož ŷT d̂ = yT d̂+ ωd̂TBd̂, voĺıme ω = (1/
√
µ− yT d̂)/d̂TBd̂. Dostaneme tak aktualizaci

H+ = V̂ THV̂ +
ρ̂

b̂
d̂d̂T , V̂ = I − 1

b̂
ŷ d̂T , (741)

kde d̂ = d+ λHy, ŷ = y + ωBd̂, b̂ = ŷT d̂,

ω =
1/
√
µ− yT d̂

ĉ
, ρ̂ = ηb̂+ ω2 ĉ

b̂
, (742)

kde ĉ = d̂TBd̂ = (λy − αg)T d̂ (předpokládáme, že s = −Hg, takže Bd = αBs = −αg).
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Poznámka 293. Pseudosoučinový vzorec (740) bychom mohli použ́ıt k realizaci libovolné rozložitelné
metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı z Broydenovy tř́ıdy (kdy µ ≥ 0) pomoćı Strangových

rekurenćı ve kterých bychom vektory dj , i −m ≤ j ≤ i − 1, nahradili vektory d̂j = dj + λjH
i
jyj . Jak již

bylo poznamenáno, vektory Hi
jyj , i − m ≤ j ≤ i − 1, nelze źıskat jednoduchým výpočtem, takže mı́sto

nich použ́ıváme vektory Hj
j yj , které známe z předchoźıch iteračńıch krok̊u. Touto úpravou však přijdeme

o některé výhodné teoretické vlastnosti (neńı splněna kvazinewtonovská podmı́nka a neplat́ı věta 176 ani
jej́ı d̊usledek 23). Globálńı konvergence však z̊ustane zachována, vyhovuje-li výběr parametru ηi, i ∈ N ,
těmto předpoklad̊um:

(1) Jsou splněny nerovnosti ∥d̂i∥ ≤ ∆∥di∥, kde ∆ > 0 je vhodně zvolená (velká) konstanta, která nezáviśı
na indexu i.

(2) Plat́ı η ≤ ηi ≤ η a 0 < (µi/ηi)b
2
i ≤ η, kde 0 < η < 1 < η.

Platnost prvńıho předpokladu lze zajistit tak, že polož́ıme ηi = 1 (metoda BFGS), neńı-li pro zvolenou

hodnotu parametru ηi splněna požadovaná nerovnost (pak ∥d̂i∥ = ∥di∥). Platnost druhého předpokladu
lze zajistit použit́ım následuj́ıćıho lemmatu

Lemma 78. Necht’ 0 < η < 1 < η a

η
i

= max

(
η,

ρibi
ρibi + (η − 1)ai

)
,

ηi = η, ρibi ≤ ai,

ηi = min(η, ηR1
i ), ρibi > ai.

Pak jestlǐze η
i
≤ ηi < ηi, plat́ı η ≤ ηi ≤ η a 0 < (µi/ηi)b

2
i ≤ η.

Důkaz Použijeme-li (287), dostaneme

µi

ηi
b2i =

ai − ρibi
ai

+
ρibi
ai

1

ηi
. (743)

Podle poznámky 144 plat́ı (µi/ηi)b
2
i > 0, pokud ρibi ≤ ai, nebo pokud ρibi > ai a ϑ1 < ηR1

i . Z vyjádřeńı
(743) plyne, že nerovnost (µi/ηi)b

2
i ≤ η je splněna, pokud

ai − ρibi
ai

+
ρibi
ai

1

ηi
≤ η,

neboli

ηi ≥
ρibi

ρibi + (η − 1)ai
.

2

K d̊ukazu globálńı konvergence metod, založených na zobecněných pseudosoučinnových vzorćıch (740)
a (741) nelze použ́ıt postup uvedený v d̊ukazu věty 178 (neplat́ı Hj

j yj = Hi
jyj , i −m ≤ j ≤ i − 1). Lze

však použ́ıt následuj́ıćı vlastnost zobecněných pseudosoučinnových vztah̊u.

Lemma 79. Necht’ H je pozitivně definitńı matice, u ∈ Rn, v ∈ Rn, a ϑ > 0. Pak matice

H+ = τ2ϑuuT + (I − τuvT )H(I − τvuT ) (744)

je pozitivně definitńı a plat́ı

Tr(H+) ≤ τ2ϑ∥u∥2 +Tr(H)(1 + |τ |∥u∥∥v∥)2, (745)

Tr(H−1
+ ) ≤ Tr(H−1) +

1

ϑ
∥v∥2. (746)
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Důkaz (a) Z vyjádřeńı (744) plyne, že matice H+ je pozitivně definitńı, pokud ϑ > 0, nebot’ pak pro τ2 > 0
a wTu ̸= 0 plat́ı wTH+w ≥ τ2ϑ(wTu)2 > 0, a pro τ2 = 0 nebo wTu = 0 plat́ı wTH+w = wTHw > 0
(pokud ∥w∥ > 0), nebot’ matice H je pozitivně definitńı.

(b) Vztah (744) můžeme zapsat ve tvaru

H+ = H + τ2(ϑ+ vTHv)uuT − τ(HvuT + uvTH). (747)

Použijeme-li (747), dostaneme

Tr(H+) = Tr(H) + τ2(ϑ+ vTHv)uTu− 2τuTHv

≤ Tr(H) + τ2(ϑ+Tr(H)∥v∥2)∥u∥2 + 2 |τ |
√
uTHuvTHv

≤ Tr(H) + τ2(ϑ+Tr(H)∥v∥2)∥u∥2 + 2 |τ |Tr(H)∥u∥∥v∥
≤ τ2ϑ∥u∥2 +Tr(H)(1 + |τ |∥u∥∥v∥)2.

(c) Ukážeme, že pro dva vektory ū ∈ Rn, v̄ ∈ Rn plat́ı

(
I + (ū− v̄)(ū− v̄)T − v̄v̄T

)−1
= I +

v̄v̄T

1− ∥v̄∥2
− (ū− θv̄)(ū− θv̄)T

∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2)
, θ =

1− ūT v̄

1− ∥v̄∥2
(748)

(pokud jsou oba jmenovatele nenulové). Označme W = I − v̄v̄T a w = ū− v̄. Pak podle lemmatu 31 (e)
plat́ı

W−1 = I +
v̄v̄T

1− v̄v̄T
, (W + wwT )−1 =W−1 − W−1wwTW−1

1 + wTW−1w
. (749)

Prvńı rovnost v (749) odpov́ıdá prvńımu členu v (748). Druhou rovnost dále uprav́ıme. Zřejmě

W−1w = w +
v̄Tw

1− ∥v̄∥2
v̄ = ū−

(
1− (ū− v̄)T v̄

1− ∥v̄∥2

)
v̄ = ū− 1− ūT v̄

1− ∥v̄∥2
v̄ = ū− θv̄,

což dává

1 + wTW−1w = 1 + wT ū− θwT v̄ = 1 + ∥ū∥2 − ūT v̄ − θ(ū− v̄)T v̄

= ∥ū∥2 + θ(1− ∥v̄∥2 − ūT v̄ + ∥v̄∥2) = ∥ū∥2 + θ(1− ūT v̄) = ∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2).

Dosad́ıme-li oba tyto vztahy do druhé rovnosti v (749), dostaneme druhý člen v (748).

(d) Pro τ = 0 je nerovnost (746) triviálńı. Necht’ τ ̸= 0 a ω = τ(ϑ + vTHv) (takže τω > 0). Pak vzorec
(744) můžeme zapsat ve tvaru

H+ = H +
τ

ω

(
(ωu−Hv)(ωu−Hv)T −HvvTH

)
= H1/2

(
I + (ū− v̄)(ū− v̄)T − v̄v̄T

)
H1/2, (750)

kde ū =
√
τωH−1/2u a v̄ =

√
τ/ωH1/2v. Protože

1− ∥v̄∥2 = 1− τ

ω
vTHv = 1− τ

ω

(ω
τ
− ϑ

)
=
τ

ω
ϑ > 0, (751)

můžeme podle (748), (750), (751) psát

Tr(H−1
+ ) = Tr(H−1) +

v̄TH−1v̄

1− ∥v̄∥2
− (ū− θv̄)TH−1(ū− θv̄)

∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2)
≤ Tr(H−1) +

v̄TH−1v̄

1− ∥v̄∥2
= Tr(H−1) +

vT v

ϑ
.

2
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Věta 181. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (738)–(740) s výběrem délky
kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku, která vyhovuje předpoklad̊um uvedeným v poznámce 293. Necht’
funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5. Pak směrové vektory si = −Hi

igi jsou stejnoměrně spádové a
plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz (a) Je zřejmé, že vztah (740) má tvar (744), kde u = d̂, v = y, τ = 1/b̂ =
√
µ, τ2ϑ = ρ̂/b̂ = ηρ/b a

1/ϑ = µb/(ηρ). Jelikož podle lemmatu 78 pro i− n ≤ j ≤ i− 1 plat́ı

|τj | =
√
µj =

√
µjb2j
ηj

√
ηj

bj
≤ η

bj
,

můžeme psát

TrHi
j+1 ≤ ηjρj

∥d̂j∥2

bj
+TrHi

j

(
1 + η

∥d̄j∥∥yj∥
bj

)2

≤ η ρ∆2 ∥dj∥2

bj
+TrHi

j

(
1 + η∆

∥dj∥∥yj∥
bj

)2

≤ η ρ∆2

G
+TrHi

j

1 + η∆

√
G

G

2

∆
= C1 + C2TrH

i
j

TrBi
j+1 ≤ TrBi

j +
µjb

2
j

ηjρj

∥yj∥2

bj
≤ TrBi

j +
η

ρ
G

∆
= TrBi

j + C3.

(b) Podle (a) a lemmatu 75 plat́ı

TrHi
i ≤ max(C0, C1)(1 + C2 + C2

2 + · · ·+ Cm
2 )

∆
= C, TrBi

i ≤ C0 +mC3
∆
= C,

takže
κ(Hi

i ) = ∥Hi
i∥∥Bi

i∥ ≤ TrHi
i TrB

i
i ≤ CC

∆
= κ, (752)

takže směrové vektory si = −Hi
igi jsou podle poznámky 32 stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

2

Použ́ıváme-li pseudosoučinový tvar (740), je třeba kromě směrových vektor̊u si = −Higi, i ∈ N ,
poč́ıtat vektory Hiyi, i ∈ N , což zvyšuje počet aritmetických operaćı. K odstraněńı této nevýhody je
vhodné poč́ıtat směrový vektor podle některého ze vzorc̊u (460) nebo (466) a Strangovy rekurence použ́ıt
pouze pro výpočet vektoru Hiyi. Problém je v tom, že pro takto źıskané směrové vektory plat́ı si = −Hi

igi
pouze tehdy, když si−1 = −Hi

i−1gi−1. To obecně splněno neńı, nebot’ matice Hi
i−1 se lǐśı od matice Hi−1

i−1 ,
použité pro výpočet směrového vektoru si−1.

Poznámka 294. Kdybychom použili vzorec (460) v př́ıpadě, že d ̸= −αHg, mohlo by se stát, že by
źıskaný směrový vektor nebyl spádový. Proto je výhodněǰśı použ́ıt vzorec

s+ = −d
T g+
b

d− b+ ητ

b+ τ
V T p, V = I − 1

b
ydT , (753)

kde p = HV g+ a τ = max(αpT y, b), který je modifikaćı vzorce (466) a který zaručuje, že gT+s+ < 0
(poznámka 184). Vektor p = HV g+ můžeme (tak jako v d̊ukazu věty 108) použ́ıt k výpočtu vektoru Hy.
Polož́ıme

Hy =
b

c
(d+ αp), a = yTHy =

b

c
(b+ αyT p), b = dT y, c = −αdT g. (754)

Poznámka 295. K výpočtu vektoru pi = HiVigi+1 lze použ́ıt modifikované Strangovy rekurence (odvozené
z aktualizace (740)), kde vystupuj́ı veličiny se stř́ı̌skou. Nejprve polož́ıme

ui = Vigi+1 = gi+1 −
dTi−1gi+1

yTi−1di−1
yi−1
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a zpětnou rekurenćı

σj =
d̂Tj uj+1

b̂j
, uj = uj+1 − σi

jyj (755)

spoč́ıtáme č́ısla σi
j a vektory uj , i−1 ≥ j ≥ i−m. Potom polož́ıme vi−m = Hi

i−mui−m a př́ımou rekurenćı

vj+1 = vj +

(
ρ̂jσj −

yTj vj

b̂j

)
d̂j , (756)

spoč́ıtáme vektory vj+1, i−m ≤ j ≤ i− 1. Nakonec polož́ıme pi = vi.

9.2 Modifikované vektorové metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Modifikovaná vektorová metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, studovaná v práci [198], je
založena na Strangových rekurenćıch (735), (736), kde se mı́sto vektor̊u dj , yj použ́ıvaj́ı transformované
vektory d̄j , ȳj , i−m ≤ j ≤ i− 1. Plat́ı tedy

Hi
j+1 = V̄ T

j H
i
j V̄j +

1

b̄j
d̄j d̄

T
j , V̄j = I − 1

b̄j
ȳj d̄

T
j (757)

(předpokládáme že ρ̄j = 1) pro i−m ≤ j ≤ i− 1, kde Hi
i−m = (dTi yi/y

T
i yi)I. Přitom d̄1 = d1, ȳ1 = y1 a

d̄i = di−λid̄i−1, ȳi = yi−ωiȳi−1, i > 1. Podstata této metody spoč́ıvá v transformaci vektor̊u di, yi na d̄i,
ȳi pomoćı vektor̊u d̄i−1, ȳi−1 źıskaných v předchoźım iteračńım kroku. Využ́ıvá se toho, že matice Hi+1

i ,
konstruovaná podle (757), splňuje kvazinewtonovskou podmı́nku Hi+1

i ȳi−1 = d̄i−1. Jak bylo poznamenáno
na konci odd́ılu 4.2, nelze pomoćı aktualizaćı z Broydenovy tř́ıdy sestrojit symetrickou maticiHi+1

i+1 splňuj́ıćı

současně dvě kvazinewtonovské podmı́nky Hi+1
i+1yi−1 = di−1, H

i+1
i+1yi = di (k tomu je potřeba, aby platilo

dTi yi−1 = dTi−1yi). Ukážeme, že vhodnou volbou parametr̊u λi, ωi lze doćılit toho, že plat́ı d̄Ti ȳi−1 = 0,
d̄Ti−1ȳi = 0, což stač́ı k tomu, aby modifikovaná aktualizace splňovala dvě kvazinewtonovské podmı́nky

Hi+1
i+1 ȳi−1 = d̄i−1, H

i+1
i+1 ȳi = d̄i (věta 182) a aby vektory d̄i, d̄i−1 byly dvojnásobně konjugované (věta 183).

Pro zjednodušeńı popisu vyšetřované aktualizace budeme horńı index i + 1 a dolńı index i vynechávat a
dolńı indexy i − 1, i + 1 nahrad́ıme symboly −, +. Pak mı́sto Hi+1

i ȳi−1 = d̄i−1, H
i+1
i+1 ȳi = d̄i ṕı̌seme

Hȳ− = d̄−, H+ȳ = d̄, kde

H+ = V̄ THV̄ +
1

b̄
d̄ d̄T , V̄ = I − 1

b̄
ȳ d̄T (758)

a d̄ = d− λd̄−, ȳ = y − ωȳ−. Použ́ıváme přitom označeńı ā− = ȳT−H−ȳ−, b̄− = ȳT−d̄−, c̄− = d̄T−B−d̄−, kde

B− = H−1
− , a ā = ȳTHȳ, b̄ = ȳT d̄, c̄ = d̄TBd̄, kde B = H−1.

Věta 182. Necht’H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že Hȳ− = d̄−, a H+ je matice źıskaná
aktualizaćı (758), kde b̄ > 0. Pak jestlǐze d̄T ȳ− = 0, d̄T−ȳ = 0, neboli

λ = dT ȳ−/b̄−, ω = d̄T−y/b̄−, (759)

plat́ı H+ȳ− = d̄−.

Důkaz Jelikož (758) odpov́ıdá aktualizaci BFGS, můžeme podle (290) a (311) psát

H+ = H +
(
1 +

ā

b̄

) d̄d̄T
b̄

− Hȳd̄T + d̄(Hȳ)T

b̄
, B+ = B +

ȳȳT

b̄
− Bd̄(Bd̄)T

c̄
. (760)

Použit́ım těchto rovnost́ı dostaneme

ȳT−H+ȳ− = d̄T−ȳ− +
(
1 +

ā

b̄

) (d̄T ȳ−)
2

b̄
− 2

d̄T ȳ−d̄
T
−ȳ

b̄
(761)

d̄T−B+d̄− = d̄T−ȳ− +
(d̄T−ȳ)

2

b̄
− (d̄T ȳ−)

2

c̄
, (762)
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takže

(H+ȳ− − d̄−)
TB+(H+ȳ− − d̄−) = ȳT−H+ȳ− + d̄T−B+d̄− − 2d̄T−ȳ−

=
1

b̄

(
(d̄T−ȳ − d̄T ȳ−)

2 + (d̄T ȳ−)
2

(
ā

b̄
− b̄

c̄

))
. (763)

Pokud d̄T−ȳ = 0 a d̄T ȳ− = 0, je tento výraz nulový, takže H+ȳ− = d̄− (jelikož b̄ > 0, je matice B+ pozitivně
definitńı). Z rovnic d̄T−ȳ = 0, d̄T ȳ− = 0 a z vyjádřeńı d̄ = d − λd̄−, ȳ = y − ωȳ− dostaneme vztahy pro
parametry λ a ω. 2

Splněńı dvou kvazinewtonovských podmı́nek má úzký vztah ke dvojnásobné konjugovanosti.

Věta 183. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182. Jsou-li vektory d̄, Hȳ lineárně nezávislé, je podmı́nka
H+ȳ− = d̄− splněna právě tehdy, když d̄TBd̄− = 0 a d̄TB+d̄− = 0.

Důkaz Podle předpokladu plat́ı ȳ− = Bd̄− a použit́ım (760) dostaneme

H+ȳ− = H+Bd̄− = HBd̄− +
(
1 +

ā

b̄

) d̄TBd̄−
b̄

d̄− d̄TBd̄−
b̄

Hȳ − ȳTHBd̄−
b̄

d̄

= d̄− +

(
d̄TBd̄− − ȳT d̄−

b̄
+
ā

b̄

d̄TBd̄−
b̄

)
d− d̄TBd̄−

b̄
Hȳ,

takže H+ȳ− = d̄− plat́ı právě tehdy, když d̄TBd̄− = 0 a ȳT d̄− = ȳTH+B+d̄− = d̄TB+d̄− = 0 (nebot’
H+ȳ = d̄ podle (758)). 2

Z vyjádřeńı (763) je patrné, že rozhoduj́ıćı vliv na velikost tohoto výrazu má nulovost č́ısla d̄T ȳ−, nebot’
rozd́ıl ā/b̄− b̄/c̄, který je podle Schwarzovy nerovnosti nezáporný (poznámka 113), může být velmi velký.
Proto budeme vždy volit λ = dT ȳ−/b̄−.

Věta 184. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182 a λ = dT ȳ−/b̄−. Pak hodnota ω = d̄T−y/b̄− minima-

lizuje spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice B1/2H+B
1/2.

Důkaz Jestliže λ = dT ȳ−/b̄−, plat́ı d̄
T ȳ− = 0, takže b̄ = d̄T (y − ωȳ−) = d̄T y. Č́ısla b̄, c̄ tedy nezávisej́ı

na hodnotě parametru ω. Podle lemmatu 32 má matice B1/2H+B
1/2 n− 2 jednotkových vlastńıch č́ısel a

zbylá dvě vlastńı č́ısla λ, λ jsou řešeńım kvadratické rovnice λ2 − σ̄λ+ δ̄ = 0, přičemž pro metodu BFGS
plat́ı

σ̄ =
āc̄

b̄2
+
c̄

b̄
, δ̄ =

c̄

b̄

(použ́ıváme tabulku uvedenou v poznámce 128, kam dosazujeme hodnoty s pruhem). Podle lemmatu 44
(b) pro metodu BFGS plat́ı 0 < λ ≤ 1 ≤ λ, (nebot’ µ̄ = 1/b̄2 ≥ 0). Spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice
B1/2H+B

1/2 je tedy minimálńı, je-li pod́ıl λ/λ minimálńı. Z d̊ukazu lemmatu 44 plyne, že tento pod́ıl je

minimálńı, je-li výraz σ̄/(2
√
δ̄) minimálńı. Jelikož č́ısla b̄ a c̄ nezávisej́ı na parametru ω, je tento výraz

minimálńı, je-li č́ıslo ā minimálńı. Jelikož

ā = ȳTHȳ = yTHy − 2ωȳT−Hy + ω2ȳT−Hȳ− = yTHy − 2ωd̄T−y + ω2d̄T−ȳ−

je č́ıslo ā minimálńı, pokud ω = d̄T−y/b̄−. 2

Ukážeme, že pokud H+ȳ− = d̄−, neboli λ = dT ȳ−/b̄− a ω = d̄T−y/b̄−, je matice H+ v jistém smyslu
bĺıže k matici H než k matici H−.

Věta 185. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182. Pak jestlǐze H+ȳ− = d̄−, plat́ı

∥H−1/2
+ HH

−1/2
+ − I∥2F ≤ ∥H−1/2

+ H−H
−1/2
+ − I∥2F −

(
1− ā−

b̄−

)2

.
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Důkaz Položme G̃− = H−1
+ , R−1

− = G̃
1/2
− H−G̃

1/2
− , (R′)−1 = G̃

1/2
− HG̃

1/2
− a z̄− = G̃

1/2
− d̄− = G̃

−1/2
− ȳ−. Pak

G̃−d̄− = ȳ− a podle poznámky 178 plat́ı

∥(R′)−1 − I∥2F = ∥R−1
− − I∥2F −

(
1−

z̄T−R
−1
− z̄−

z̄T−z̄−

)2

− 2

 z̄T−R−2
− z̄−

z̄T−z̄−
−

(
z̄T−R

−1
− z̄−

z̄T−z̄−

)2


≤ ∥R−1
− − I∥2F −

(
1−

z̄T−R
−1
− z̄−

z̄T−z̄−

)2

= ∥R−1
− − I∥2F −

(
1− ā−

b̄−

)2

(použ́ıváme (435) s η = 1). 2

Zvoĺıme-li neoptimálńı hodnotu parametru ω, neńı splněna kvazinewtonovská podmı́nka H+ȳ− = d̄−.
Vhodnou volbou parametru ω však můžeme zmenšit porušeńı standardńı kvazinewtonovské podmı́nky
H+y = d, nebot’ to je podle následuj́ıćı věty závislé na rozd́ılu hodnot ω a λ.

Věta 186. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182. Pak jestlǐze λ = dT ȳ−/b̄−, plat́ı

(H+y − d)TB+(H+y − d) = (ω − λ)2b̄− + λ2(d̄T−ȳ)
2/b̄. (764)

Pokud nav́ıc ω = d̄T−y/b̄−, je druhý člen v (764) nulový.

Důkaz Jestliže λ = dT ȳ−/b̄−, plat́ı d̄
T ȳ− = 0, což po dosazeńı do (761) a (762) dává ȳT−H+ȳ− = b̄− a

d̄T−B+d̄− = b̄− + (d̄T−ȳ)
2/b̄. Dále podle (758) plat́ı

H+y − d = H+ȳ + ωH+ȳ− − d = d̄+ ωH+ȳ− − d = ωH+ȳ− − λd̄−

Použijeme-li źıskané identity, můžeme psát

(H+y − d)TB+(H+y − d) = (ωH+ȳ− − λd̄−)
TB+(ωH+ȳ− − λd̄−)

= ω2ȳT−H+ȳ− − 2λωd̄T−ȳ− + λ2d̄T−B+d̄−

= (ω − λ)2b̄− + λ2(d̄T−ȳ)
2/b̄

Jestliže ω = d̄T−y/b̄−, plat́ı d̄
T
−ȳ = 0, takže druhý člen v (764) odpadne. 2

Z vyjádřeńı (764) vyplývá, že podmı́nka H+y = d může být splněna pouze tehdy, když dT ȳ− = d̄T−y
(pak ω = λ). Je však možné vynulovat výraz yT (H+y − d).

Věta 187. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182 a λ = dT ȳ−/b̄−. Pak pokud

ω =

√
dT ȳ−d̄T−y

b̄−
, (765)

plat́ı yT (H+y − d) = 0 (výraz (765) je geometrický střed optimálńıch hodnot (759)).

Důkaz Jelikož λ = dT ȳ−/b̄−, plat́ı d̄
T ȳ− = 0 a z d̊ukazu věty 186 v́ıme, že ȳT−H+ȳ− = b̄−. Použijeme-li

tyto vztahy spolu s (758), dostaneme

yT (H+y − d) = (ȳ + ωȳ−)
T (d̄+ ωH+ȳ−)− (ȳ + ωȳ−)

T d̄− λyT d̄−

= ȳT d̄+ ω2b̄− − ȳT d̄− λyT d̄− = ω2b̄− −
dT ȳ−d̄

T
−y

b̄−
.

Tento výraz je nulový, pokud ω2 = yT d̄−d̄
T
−y/b̄

2
−, neboli pokud plat́ı (765). 2
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Poznámka 296. Ve všech dokazovaných větách se předpokládá, že b̄ > 0. Pokud λ = dT ȳ−/b̄−, plat́ı

b̄ = (d− λd̄T−)(y − ωȳ−) = b−
dT ȳ−d̄

T
−y

b̄−
(766)

(takže b̄ nezáviśı na ω). Neńı však obecně zaručeno, že b̄ > 0. Z tohoto d̊uvodu i z d̊uvodu numerické
efektivity je třeba transformaci odmı́tnout a položit d̄ = d, ȳ = y (neboli λ = 0, ω = 0), pokud dT ȳ−d̄

T
−y >

(1 − δ1)bb̄−, (neboli b̄ < δ1b podle (766)), kde 0 < δ1 < 1, nebo pokud se č́ısla λ a ω př́ılǐs lǐśı, konkrétně
pokud plat́ı λω < 0 nebo |λ−ω| > b̄−/b. Abychom dokázali globálńı konvergenci, odmı́tneme transformaci
také tehdy, když ∥d̄∥ > ∆∥d∥ nebo ∥ȳ∥ > ∆∥y∥, kde ∆ > 1. Ukazuje se, že je výhodněǰśı použ́ıt hodnotu
(765), pokud dT ȳ−d̄

T
−y > (1 − δ2)bb̄− (neboli b̄ < δ2b podle (766)). Hodnota (765) splňuje podmı́nku

ω2 ≤ b/b̄−, nebot’ z b̄ > 0 a (766) plyne, že ω2 = dT ȳ−d̄
T
−y/b̄

2
− < b/b̄−.

Ukážeme nyńı, že modifikovaná vektorová metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı je v jistém
smyslu optimálńı, aplikujeme-li ji na ryze konvexńı kvadratickou funkci s pozitivně definitńı Hessovou
matićı G.

Lemma 80. Necht’ G a H jsou symetrické pozitivně definitńı matice takové, že y = Gd, ȳ− = Gd̄− a
Hȳ− = d̄−. Pak jsou-li vektory d a d̄− lineárně nezávislé a vyb́ıráme-li parametry λ a ω podle (759), plat́ı
ω = λ a b̄ > 0. Necht’ H+ je matice určená podle (758). Pak hodnota ∥G1/2H+G

1/2 − I∥F nabývá svého
minima, jsou-li parametry λ a ω = λ určeny podle vzorce (759).

Důkaz (a) Podle předpokladu a vztahu (759) plat́ı

ω = d̄T−y/b̄− = d̄T−Gd/b̄− = ȳT−d/b̄− = λ,

takže Gd̄ = Gd− λGd̄− = y − ωȳ− = ȳ a tedy b̄ = d̄T ȳ = d̄TGd̄ > 0 (matice G je pozitivně definitńı).

(b) Označme z̄ = G1/2d̄ = G−1/2ȳ, z = G1/2d = G−1/2y, z̄− = G1/2d̄− = G−1/2ȳ− (takže z̄ = z − λz̄−) a
R−1

+ = G1/2H+G
1/2, R−1 = G1/2HG1/2. Pak podle (758) plat́ı

R−1
+ = P̄R−1P̄ +

z̄z̄T

z̄T z̄
= I + P̄ (R−1 − I)P̄, P̄ = I − z̄z̄T

z̄T z̄
, (767)

nebot’ b̄ = d̄T ȳ = d̄TGd̄ = z̄T z̄ a P̄ 2 = P̄ . Je zřejmé, že č́ıslo b̄ = ∥z̄∥2 = ∥z∥2 − 2λzT z̄− + λ2∥z̄−∥2 je
minimálńı, pokud λ = zT z̄−/∥z̄−∥2 = dT ȳ−/b̄−. Použijeme-li (767) a označ́ıme-li M = R−1 − I, můžeme
psát

∥R−1
+ − I∥2F = ∥P̄ (R−1 − I)P̄∥2F = Tr(P̄MP̄ P̄MP̄ ) = Tr(P̄MP̄M)

= Tr

((
M − z̄z̄TM

z̄T z̄

)(
M − z̄z̄TM

z̄T z̄

))
= ∥R−1 − I∥2F − 2

z̄TM2z̄

z̄T z̄
+

(
z̄TMz̄

z̄T z̄

)2

(768)

(využ́ıváme toho, že matice P̄ , M jsou symetrické, P̄ 2 = P̄ , a že pro libovolné čtvercové matice A, B a
vektory u, v plat́ı ∥A∥2F = Tr(ATA), Tr(A + B) = TrA + TrB, Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(uvT ) = vTu).
Vztah Hȳ− = d̄− lze přepsat ve tvaru G1/2(Hȳ− − d̄−) = R−1z̄− − z̄− =Mz̄− = 0, takže Mz̄ =Mz, což
dává z̄TM2z̄ = zTM2z a z̄TMz̄ = zTMz (tato č́ısla tedy nezávisej́ı na parametru λ). Polož́ıme-li ξ = 1/b̄,
můžeme výraz (768) přepsat ve tvaru ∥R−1

+ − I∥2F = ∥R−1 − I∥2F − 2zTM2zξ + (zTMz)2ξ2, takže

d

dξ
∥R−1

+ − I∥2F = 2(zTMz)2 − 2zTM2zξ = 2

(
(z̄TMz̄)2

z̄T z̄
− z̄TM2z̄

)
≤ 0

(použ́ıváme Schwarzovu nerovnost aplikovanou na vektory z̄ a Mz̄). Norma ∥(R+)
−1 − I∥F je tedy

minimálńı, je-li ξ maximalńı, neboli je-li b̄ minimálńı, což jak jsme dokázali nastane pro λ = dT ȳ−/b̄−. 2
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Věta 188. Předpokládejme, že minimalizovaná funkce má tvar (722), kde G je symetrická pozitivně
definitńı matice. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že Hȳ− = d̄−, a H+ je matice
určená podle (758). Pak jsou-li vektory d a d̄− lineárně nezávislé a vyb́ıráme-li parametry λ a ω podle
(759), plat́ı H+ȳ = d̄, H+y = d, H+ȳ− = d̄− a hodnota ∥G1/2H+G

1/2 − I∥F je minimálńı.

Důkaz (a) Dokážeme indukćı, že pro i ∈ N plat́ı ȳi = Gd̄i, takže matice G splňuje předpoklady lem-
matu 80. Předpokládejme, že ȳi−1 = Gd̄i−1 (plat́ı to pro i = 2, nebot’ d̄1 = d1 a ȳ1 = y1). Pak lze psát
d̄Ti−1yi = d̄Ti−1Gdi = ȳTi−1di, což spolu s (759) dává ωi = λi, takže ȳi = yi − λȳi−1 = Gdi − λGd̄i−1 = Gd̄i.

(b) Rovnosti H+ȳ = d̄, H+ȳ− = d̄− a H+y = d plynou z (758), (763) a (764). Zbytek tvrzeńı plyne z
lemmatu 80. 2

Následuj́ıćı věta ukazuje, že modifikovaná metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, aplikovaná
na kvadratickou funkci, v jistém smyslu generuje konjugované směrové vektory bez přesného výběru délky
kroku.

Věta 189. Aplikujeme-li modifikovanou metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, použ́ıvaj́ıćı
aktualizaci (758), na ryze konvexńı kvadratickou funkci s pozitivně definitńı Hessovou matićı G, přičemž
dk+1 = sk+1 = −Hk+1gk+1 (jednotková délka kroku) pro nějaký index k ∈ N , pak pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı

Hk+i ȳk = d̄k, (769)

d̄TkGd̄k+i = 0, (770)

d̄Tk gk+i+1 = 0. (771)

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Pro i = 1 plyne (769) bezprostředně z věty 182. Jelikož pro kvadratickou
funkci plat́ı Gd̄k = ȳk, můžeme psát

d̄TkGd̄k+1 = ȳTk d̄k+1 = ȳTk

(
dk+1 −

dTk+1ȳk

ȳTk d̄k
d̄k

)
= 0

a
d̄Tk gk+2 = d̄Tk (yk+1 + gk+1) = ȳTk (dk+1 −Hk+1gk+1) = 0,

nebot’ d̄Tk yk+1 = d̄TkGdk+1 = ȳTk dk+1, d̄k = Hk+iȳk a z αk+1 = 1 plyne Hk+1gk+1 = dk+1. Předpokládejme
nyńı, že (770)–(771) plat́ı pro všechny indexy 1 ≤ j ≤ i− 1, kde 2 ≤ i ≤ m.

(a) Podle (770) pro 1 ≤ j ≤ i− 1 plat́ı ȳTk d̄k+j = d̄Tk ȳk+j = 0, takže

V̄ T
k+j ȳk =

(
I −

ȳTk+j d̄k+j

d̄Tk+j ȳk+j

)
ȳk = ȳk.

a

V̄k+j d̄k =

(
I −

d̄Tk+j ȳk+j

ȳTk+j d̄k+j

)
d̄k = d̄k.

Polož́ıme-li Hk+i
k+i−m = γk+i−mI, můžeme podle (734) psát

Hk+iȳk = γk+i−m

 i−1∏
j=i−m

V̄k+j

T  i−1∏
j=i−m

V̄k+j

 ȳk +
i−1∑

l=i−m

 i−1∏
j=l+1

V̄k+j

T

d̄k+ld̄
T
k+l

d̄k+lȳTk+l

 i−1∏
j=l+1

V̄k+j

 ȳk.

Jestliže i−m ≤ 0, neboli i ≤ k +m, je prvńı člen tohoto vyjádřeńı nulový, nebot’ pro i− 1 ≥ j ≥ 1 plat́ı
V̄ T
k+j ȳk = ȳk a pak V̄ T

k ȳk = 0. Ze stejného d̊uvodu jsou nulové všechny členy s l < 0. Člen s l = 0 je
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roven d̄k, nebot’ pro i − 1 ≥ j ≥ 1 plat́ı V̄ T
k+j ȳk = ȳk, pak (d̄kd̄

T
k /d̄

T
k ȳk)ȳk = d̄k a pro 1 ≤ j ≤ i − 1 plat́ı

V̄k+j d̄k = d̄k. Členy s l > 0 jsou nulové, nebot’ podle (770) pro 1 ≤ l ≤ i − 1 plat́ı d̄Tk+lȳk = 0. Můžeme
tedy psát Hk+iȳk = d̄k.

(b) Použijeme-li (771) a (a), dostaneme

ȳTk dk+i = −αk+iȳ
T
kHk+igk+i = d̄Tk gk+i = 0,

což spolu s (770) dává
d̄TkGd̄k+i = ȳTk d̄k+i = ȳTk dk+i − λk+iȳ

T
k d̄k+i−1 = 0.

(c) Použijeme-li (771) a (b), můžeme psát

d̄Tk gk+i+1 = d̄Tk yk+i + d̄Tk gk+i = d̄Tk (ȳk+i + λk+iȳk+i−1) = 0.

2

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 18. Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, δ1 = 10−6, δ2 = 10−2, ∆ = 1000.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si: Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si pomoćı
rekurent́ıch vztah̊u (735)–(736), kde mı́sto veličin ρj , bj , dj , yj použ́ıváme veličiny s pruhem
(přitom ρ̄j = 1).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1−xi, yi := gi+1−gi a bi := dTi yi. Jestliže
m = 0, polož́ıme d̄i := di, ȳi := yi, b̄i := bi a přejdeme na krok 6.

Krok 4 Polož́ıme λi := dTi ȳi−1/b̄i−1, ωi := yTi d̄i−1/b̄i−1 a b̄i := bi − λiωib̄i−1. Pokud λiωi < 0 nebo
|λi − ωi| > b̄i−1/bi nebo b̄i < δ1bi nebo ∥d̄i−1∥ > ∆∥di−1∥ nebo ∥ȳi−1∥ > ∆∥yi−1∥, polož́ıme
d̄i := di, ȳi := yi, b̄i := bi a přejdeme na krok 5. Pokud b̄i < δ2bi, polož́ıme ωi :=

√
λiωi.

Krok 5 Polož́ıme d̄i := di − λid̄i−1, ȳi := yi − ωiȳi−1 a b̄i := d̄Ti ȳi.

Krok 6 Ulož́ıme vektory d̄i, ȳi a č́ıslo b̄i do pracovńıho pole. Pokud m = m̄, odstrańıme vektory d̄i−m,
ȳi−m a č́ıslo b̄i−m z pracovńıho pole. Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci algoritmu 18. Tak jako v odd́ılu 9.1 budeme předpokládat, že
funkce F : Rn → R vyhovuje předpoklad̊um F1, F4, F5, takže plat́ı (730).

Lemma 81. Uvažujme aktualizaci tvaru

H+ = H +
(
1 +

ā

b̄

) 1

b̄
d̄d̄T − 1

b̄

(
Hȳd̄T + d̄(Hȳ)T

)
, B+ = B +

1

b̄
ȳȳT − 1

c̄
Bd̄(Bd̄)T . (772)

kde B = H−1 je pozitivně definitńı matice, d̄ ∈ Rn, ȳ ∈ Rn, ā = ȳTHȳ > 0, b̄ = ȳT d̄ > 0, c̄ = d̄TBd̄ > 0.
Pak matice B+ = H−1

+ je pozitivně definitnt́ı a plat́ı

TrB+ ≤ TrB +
ȳT ȳ

ȳT d̄
, detB+ = detB

ȳT d̄

d̄TBd̄
. (773)

Důkaz Pozitivnt́ı definitnost matice H+ = B−1
+ je vlastnost́ı aktualizace BFGS (poznámka 120). Vztahy

(773) plynou bezprostředně z (420) a (422), kam dosazujeme veličiny s pruhem, přižemž γ̄ = 1, ρ̄ = 1 a
β̄ = 0. 2
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Lemma 82. Necht’ Hi
i je matice určená rekurentně podle (757) a necht’ pro i ∈ N plat́ı

TrBi
i−m ≤ C0,

∥ȳi∥2

b̄i
≤ C1, (774)

detBi
i−m ≥ K0,

b̄i
∥d̄i∥2

≥ K1, (775)

kde 0 < K0 < 1 < C0, 0 < K1 < 1 < C1 . Pak existuj́ı č́ısla 0 < K < 1 < C taková, že TrBi
i ≤ C a

detBi
i ≥ K.

Důkaz Jelikož aktualizace (757) odpov́ıdaj́ı metodě BFGS, můžeme použ́ıt vzorce (772), takže podle (773)
a (774) pro n−m ≤ j ≤ i plat́ı

TrBi
j ≤ TrBi

i−m +

j−1∑
k=i−m

ȳTk ȳk
ȳTk d̄k

≤ C0 + m̄C1
∆
= C, (776)

což pro j = i dává TrBi
i ≤ C. Použijeme-li (776), můžeme pro n−m ≤ k ≤ i psát

d̄TkB
i
kd̄k ≤ ∥Bi

k∥∥d̄k∥2 ≤ TrBi
k ∥d̄k∥2 ≤ C∥d̄k∥2,

(nebot’ pro pozitivně definitńı matici Bi
k plat́ı ∥Bi

k∥ ≤ TrBi
k), což spolu s (773) a (775) pro n−m < j ≤ i

dává

detBi
j = detBi

i−m

j−1∏
k=i−m

ȳTk d̄k
d̄TkBkd̄k

≥ m̄K0K1/C
∆
= K,

takže pro j = i plat́ı detBi
i ≥ K. 2

Věta 190. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, realizovanou algoritmem 18 s
výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5.
Pak směrové vektory si = −Hi

igi jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N a λi = dTi ȳi−1/b̄i−1 ̸= 0. Jelikož b̄i−1 ≥ δ1bi−1 a ∥d̄i−1∥ ≤ ∆∥di−1∥, (krok 4
algoritmu 18), můžeme podle d̊usledku 11 s použit́ım (730) psát

∥d̄i∥ = ∥di − λid̄i−1∥ =

∥∥∥∥(I − d̄i−1ȳ
T
i−1

b̄i−1

)∥∥∥∥ ∥di∥ ≤ ∥d̄i−1∥∥ȳi−1∥
b̄i−1

∥di∥

≤ ∆2

δ1

∥di−1∥∥yi−1∥
bi−1

∥di∥ ≤ ∆2

δ1

√
G

G
∥di∥

∆
= C∥di∥.

Pokud λi = 0, plat́ı d̄i = di, takže opět ∥d̄i∥ ≤ C∥di∥ (nebot’ C > 1). S použit́ım (730) tedy dostaneme

∥d̄i∥2

b̄i
≤ C

2

δ1

∥di∥2

bi
≤ C

2

δ1G

∆
=

1

K1
.

Jestliže ωi = dTi ȳi−1/b̄i−1 ̸= 0 nebo ωi = 0, můžeme postupovat stejným zp̊usobem jako při odhadu normy
∥di∥. Odvod́ıme tak nerovnost ∥ȳi∥ ≤ C∥yi∥, která s použit́ım (730) dává

∥ȳi∥2

b̄i
≤ C

2

δ1

∥yi∥2

bi
≤ C

2
G

δ1
≤ G

δ21
max(C

2
, 4∆2)

∆
= C1.

Necht’ ωi =
√
dTi ȳi−1d̄Ti−1yi / b̄i−1. Jelikož podle lemmatu 3 pro libovolné dva vektory u ∈ Rn, v ∈ Rn

plat́ı ∥u+ v∥2 ≤ 2(∥u∥2 + ∥v∥2), jelikož b̄i ≥ δ1bi, b̄i−1 ≥ δ1bi−1, ∥ȳi∥ ≤ ∆∥yi∥, ∥ȳi−1∥ ≤ ∆∥yi−1∥ (krok 4
algoritmu 18) a jelikož podle poznámky 296 plat́ı ω2

i ≤ bi/b̄i−1, můžeme psát

∥ȳi∥2

b̄i
=

∥yi − ωiȳi−1∥2

b̄i
≤ 2

b̄i
(∥yi∥2 + ω2

i ∥ȳi−1∥2) ≤
2∆2

δ21

(
∥yi∥2

bi
+

∥yi−1∥2

bi−1

)
≤ 4∆2G

δ21
≤ C1
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(nebot’ 0 < δ1 < 1 < ∆).

(b) Podle (a) a lemmatu 75 jsou splněny předpoklady lemmatu 82, takže existuj́ı č́ısla 0 < K < 1 < C
taková, že TrBi

i ≤ C a detBi
i ≥ K. Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 76, takže vektory si = −Hi

igi
jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

Poznámka 297. V d̊ukazu globálńı konvergence potřebujeme, aby pro i ∈ N platilo ∥d̄i∥ ≤ ∆∥di∥,
∥ȳi| ≤ ∆∥yi∥. Tento test vyžaduje dva skalárńı součiny (2n aritmetických operaćı) nav́ıc. Proto ho raději
vynecháváme a globálńı konvergenci zajǐst’ujeme podle poznámky 34 (účinnost metody se t́ım nezhorš́ı a
výpočet se urychĺı).

9.3 Maticové metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Strangovy rekurence (735)–(736) jsou nejstarš́ı a nejjednodušš́ı realizaćı metody BFGS s omezenou pamět́ı.
Pro některé aplikace jsou výhodněǰśı maticové reprezentace, studované v práci [23], které nyńı odvod́ıme.
Abychom se při popisu těchto realizaćı vyhnuli dvoj́ımu indexováńı, budeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že i ≤ m̄. Pak matice Hi

j , 1 ≤ j ≤ i, nezávisej́ı na horńım indexu, který můžeme vynechat.
Př́ıpad, kdy i > m̄, probereme později.

Lemma 83. Necht’ N = −M−1, kde M je matice vystupuj́ıćı ve větě 78 s γ = 1 a ρ = 1. Pak plat́ı

N =


ηab

ηa+ (1− η)b
− b,

ηab

ηa+ (1− η)b

ηab

ηa+ (1− η)b
,

ηab

ηa+ (1− η)b
+ a

 . (777)

Důkaz Z vyjádřeńı matice M (věta 78) plyne

N = −M−1 = − 1

detM

 η − 1

a
,

η

b
η

b
,

1

b

(
η
a

b
+ 1
)
 .

Dosad́ıme-li za − detM vztah µ definovaný v poznámce 111 (s γ = 1 a ρ = 1), dostaneme po úpravě
tvrzeńı lemmatu. 2

Poznámka 298. Pro metodu DFP je η = 0, takže

N =

[
−dT y, 0
0, yTHy

]
. (778)

Pro metodu BFGS je η = 1, takže

N =

[
0, dT y
dT y, dT y + yTHy

]
. (779)

Lemma 84. Necht’ B a β − bTB−1b jsou čtvercové regulárńı matice. Pak plat́ı

[A, a]

[
B, b
bT , β

]−1

[A, a]
T
= AB−1AT + (a−AB−1b)(β − bTB−1b)−1(a−AB−1b)T . (780)
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Důkaz Vynásobeńım se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı[
B, b
bT , β

]−1

=

[
B−1 +B−1b(β − bTB−1b)−1bTB−1, −B−1b(β − bTB−1b)−1

−(β − bTB−1b)−1bTB−1, (β − bTB−1b)−1

]
. (781)

Zbytek tvrzeńı snadno ověř́ıme dosazeńım tohoto vyjádřeńı do výchoźıho vzorce a následným roznáso-
beńım. 2

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a že pro libo-
volný index 1 ≤ j ≤ i, kde 1 ≤ i ≤ m̄, plat́ı

Hj+1 = Hj − [dj , Hjyj ]N
−1
j [dj , Hjyj ]

T
, (782)

kde Nj je matice řádu 2 specifikuj́ıćı konkrétńı metodu s proměnnou metrikou. Budeme se snažit nalézt
vyjádřeńı

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi] N̄
−1
i [Di, H1Yi]

T
, (783)

kde Di = [d1, . . . , di], Yi = [y1, . . . , yi] a kde N̄i je explicitně definovaná symetrická matice řádu 2i. Budeme
přitom použ́ıvat označeńı Ri pro horńı trojúhelńıkovou matici řádu i takovou, že (Ri)kl = dTk yl, k ≤ l, a
(Ri)kl = 0, k > l, a Ci pro diagonálńı matici řádu i takovou, že (Ci)kk = dTk yk. Abychom zjednodušili
zápis budeme v d̊ukazech často indexy i− 1 a i vynechávat a index i+ 1 nahrad́ıme symbolem +. V této
souvislosti budeme použ́ıvat označeńı H = Hi, N = Ni, N̄ = N̄i−1, D = Di−1, Y = Yi−1, R = Ri−1,
C = Ci−1, takže D+ = Di = [D, d], Y+ = Yi = [Y, y] a

R+ = Ri =

[
R, DT y
0, dT y

]
, R+ − C+ = Ri − Ci =

[
R− C, DT y
0, 0

]
.

Důkazy budeme provádět matematickou indukćı. Budeme předpokládat, že existuje explicitně definovaná
matice N̄ taková, že

H = H1 − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]
T
. (784)

Pro stejným zp̊usobem konstruovanou matici N̄+ ukážeme, že matice

H+ = H1 − [D+, H1Y+] N̄
−1
+ [D+, H1Y+]

T
(785)

je totožná s matićı
H+ = H − [d, Hy]N−1 [d, Hy]

T
. (786)

Tento zp̊usob dokazováńı neńı př́ılǐs konstruktivńı, nicméně v př́ıpadě metod DFP, BFGS a R1 se dá
struktura matice N̄ odhadnout ze struktury matice N .

Poznámka 299. Dosad́ıme-li (784) do (786), dostaneme

H+ = H −
[
d, H1y − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]

T
y
]
·

N−1
[
d, H1y − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]

T
y
]T

= H −
(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·

N−1

(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

. (787)

Abychom dokázali, že postupná aplikace vzorc̊u (784), (786) je ekvivalentńı vzorci (785), budeme se snažit
vyjádřit matici (785) ve tvaru (787).

Následuj́ıćı věty uváděj́ı maticové reprezentace nejznáměǰśıch metod s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı.

326



Věta 191. Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ j ≤ i, kde
1 ≤ i ≤ m̄, plat́ı (782), kde matice Nj je určená vztahem (778) (metoda DFP). Pak lze psát

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi]

[
−Ci, Ri − Ci

(Ri − Ci)
T , Y T

i H1Yi

]−1

[Di, H1Yi]
T
. (788)

Důkaz Pro i = 1 je vztah (788) ekvivalentńı se (289) (s (786) kde matice N je určena podle (778)). Dále
budeme postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (788) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než
k, kde 0 < k ≤ m̄. Pro index i = k můžeme vzorec (788), který má tvar (785), zapsat (po permutaci) ve
tvaru

H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]


−C, R− C, 0, DT y
(R− C)T , Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, −dT y, 0
yTD, yTH1Y, 0, yTH1y


−1 

DT

Y TH1

dT

yTH1

 .
Použijeme-li lemma 84 a označ́ıme-li

N̄ =

[
−C, R− C
(R− C)T , Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]
T −(

[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·([

−dT y, 0
0, yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[

−dT y, 0
0, yTHy

]−1(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (787) s matićı N určenou podle (778). 2

Věta 192. Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ j ≤ i, kde
1 ≤ i ≤ m̄, plat́ı (782), kde matice Nj je určená vztahem (779) (metoda BFGS). Pak lze psát

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi]

[
0, Ri

RT
i , Ci + Y T

i H1Yi

]−1

[Di, H1Yi]
T
. (789)

Důkaz Pro i = 1 je vztah (789) ekvivalentńı se (290) (s (786) kde matice N je určena podle (779)). Dále
budeme postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (789) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než
k, kde 0 < k ≤ m̄. Pro index i = k můžeme vzorec (789), který má tvar (785), zapsat (po permutaci) ve
tvaru

H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]


0, R, 0, DT y
RT , C + Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, 0, dT y
yTD, yTH1Y, dT y, dT y + yTH1y


−1 

DT

Y TH1

dT

yTH1

 .
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Použijeme-li lemma 84 a označ́ıme-li

N̄ =

[
0, R
RT , C + Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]
T −(

[d, H1y]− [D,H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·([

0, dT y
dT y, dT y + yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y]− [D,H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[

0, dT y
dT y, dT y + yTHy

]−1(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (787) s matićı N určenou podle (779). 2

Věta 193. Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ j ≤ i, kde
1 ≤ i ≤ m̄, plat́ı

Hj+1 = Hj + (dj −Hjyj)(d
T
j yj − yTj Hjyj)

−1(dj −Hjyj)
T (790)

(metoda hodnosti 1). Pak lze psát

Hi+1 = H1 + (Di −H1Yi)(Ri +RT
i − Ci − Y T

i H1Yi)
−1(Di −H1Yi)

T . (791)

Důkaz Pro i = j = 1 je vztah (791) ekvivalentńı s (790). Dále budeme postupovat matematickou indukćı.
Předpokládejme, že (791) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k, kde 0 < k ≤ m̄. Pro index i = k můžeme
(791) zapsat ve tvaru

H+ = H1 + [D −H1Y, d−H1y]

[
R+RT − C − Y TH1Y, DT y − Y TH1y
yTD − yTH1Y, dT y − yTH1y

]−1 [
DT − Y TH1

dT − yTH1

]
.

Použijeme-li lemma 84 a označ́ıme-li

N̄ = R+RT − C − Y TH1Y,

dostaneme

H+ = H1 + (D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
+(

(D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
y − (d−H1y)

)
·(

dT y − yTH1y − yT (D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
y
)−1

·(
(D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )

T
y − (d−H1y)

)T
= H + (d−Hy)

(
dT y − yTHy

)−1
(d−Hy)

T
,

což je právě vztah (790). 2
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Poznámka 300. Podobná maticová vyjádřeńı můžeme odvodit pro matici B = H−1. Lze k tomu použ́ıt
dualitu (poznámka 122). Jelikož přitom dojde k výměně Di → Yi, Yi → Di, je třeba horńı polovinu matice
DT

i Yi nahradit horńı polovinou matice Y T
i Di, neboli transponovanou dolńı polovinou matice DT

i Yi. Proto
mı́sto horńı trojúhelńıkové matice Ri použijeme dolńı trojúhelńıkovou matici Li takovou, že (Li)kl = 0,
k < l, a (Li)kl = dTk yl, k ≥ l. Pro metodu DFP dostaneme

Bi+1 = B1 − [Yi, B1Di]

[
0, LT

i

Li, Ci +DT
i B1Di

]−1

[Yi, B1Di]
T
. (792)

Pro metodu BFGS dostaneme

Bi+1 = B1 − [Yi, B1Di]

[
−Ci, (Li − Ci)

T

Li − Ci, DT
i B1Di

]−1

[Yi, B1Di]
T
. (793)

Pro metodu hodnosti 1 dostaneme

Bi+1 = B1 + (Yi −B1Di)
(
Li + LT

i − Ci −DT
i B1Di

)−1
(Yi −B1Di)

T
. (794)

Nyńı ukážeme, jak lze popsaná maticová vyjádřeńı upravit pro použit́ı v metodách s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı. Omeźıme se přitom na metodu BFGS, která je z popsaných metod nej-
efektivněǰśı. Matici (789) můžeme po dosazeńı H1 = γiI, kde γi = dTi yi/y

T
i yi, zapsat ve tvaru

Hi+1 = γiI + [Di, γiYi]

[
(R−1

i )T (Ci + γiY
T
i Yi)R

−1
i , −(R−1

i )T

−R−1
i , 0

]
[Di, γiYi]

T
. (795)

Lze se o tom přesvědčit vynásobeńım použité matice matićı N̄i z (789) (kde H1 = γiI). Tento vzorec je
velmi výhodný, nebot’ se v něm invertuje pouze horńı trojúhelńıková matice řádu m (takže při výpočtu
směrového vetoru řeš́ıme pouze soustavy rovnic s horńı trojúhelńıkovou matićı Ri řádu m). Vzorec (795)
můžeme zapsat ve tvaru

Hi+1 = (R−1
i DT

i )
TCiR

−1
i DT

i + γi(I − YiR
−1
i DT

i )
T (I − YiR

−1
i DT

i ). (796)

jak se snadno přesvědč́ıne roznásobeńım a porovnáńım obou vztah̊u. Směrový vektor lze tedy vypoč́ıtat
podle vzorce

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γi gi+1 − Di(R
T
i )

−1
[
(Ci + γiY

T
i Yi)R

−1
i DT

i gi+1 − γiY
T
i gi+1

]
+ Yi

[
γiR

−1
i DT

i gi+1

]
, (797)

Nejprve vynásob́ıme gradient gi+1 zleva maticemi DT
i a Y T

i (2mn operaćı), źıskané vektory upravujeme
pomoćı matic dimenze m (hranaté závorky) a výsledné vektory vynásob́ıme zleva maticemi Di a Yi (2mn
operaćı).

Matici (793) můžeme po dosazeńı B1 = (1/γi)I také upravit. Využijeme toho, že plat́ı −Ci, (Li − Ci)
T

Li − Ci,
1

γi
DT

i Di

 =

[
C

1/2
i , 0

−(Li − Ci)C
−1/2
i , Li

][
−C1/2

i , 0

(Li − Ci)C
−1/2
i , Li

]T
,

kde

LiL
T

i = (Li − Ci)
TC−1

i (Li − Ci) +
1

γi
DT

i Di (798)

(lze se o tom přesvědčit prostým vynásobeńım). Použijeme-li vzorec pro inverzi dolńı blokově trojúhelńıkové
matice [

A 0
B C

]−1

=

[
A−1, 0
−C−1BA−1, C−1

]
,

329



jehož správnost lze opět ověřit vynásobeńım, dostaneme −Ci, (Li − Ci)
T

Li − Ci,
1

γi
DT

i Di

−1

=

[
−C− 1

2
i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]T [
C

− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]
,

takže

Bi+1 =
1

γi
I−
[
Yi,

1

γi
Di

] [ −C− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]T [
C

− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

][
Yi,

1

γi
Di

]T
(799)

(opět se řeš́ı pouze soustavy rovnic s dolńı trojúhelńıkovou matićı Li řádu m). Matice Li se źıskává
Choleského rozkladem matice (798). Poznamenejme, že metoda BFGS založená na maticovém vyjádřeńı
(795) neńı numericky efektivněǰśı než metoda BFGS použ́ıvaj́ıćı Strangovy rekurence. Vzorce (793) a (799)
jsou však velmi užitečné, nebot’ je lze použ́ıt tam, kde je nutné pracovat s matićı B.

Ukážeme nyńı, jak se konstruuje matice Hi+1 v obecném př́ıpadě, kdy může platit i > m̄. Budeme
předpokládat, že H1 = γiI a použ́ıvat vzorec (795), ve kterém Di = [di−m+1, . . . , di], Yi = [yi−m+1, . . . , yi],
Ci obsahuje diagonálu matice DT

i Yi a Ri obsahuje horńı polovinu matice DT
i Yi. Matice Di, Yi vzniknou

z matic Di−1, Yi−1 přidáńım nových sloupc̊u di, yi, a pokud i > m̄, ubráńım starých sloupc̊u di−m, yi−m.
Podobně jednoduše źıskáme matice DT

i Yi, Y
T
i Yi z matic DT

i−1Yi−1, Y
T
i−1Yi−1 a tud́ıž i matice Ci, Ri z

matic Ci−1, Ri−1. T́ım máme k dispozici všechny matice potřebné k výpočtu matice Hi+1.

Poznámka 301. Metoda použ́ıvaj́ıćı vzorec (795) vyžaduje zhruba 6mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı v
každém iteračńım kroku (2mn na výpočet nových sloupc̊u matic DT

i Yi, Y
T
i Yi a 4mn na výpočet směrového

vektoru si+1 podle vzorce (795)). Zhruba 2(m − 1)n operaćı však lze ušetřit, pokud při určováńı matice
Hi+1 poč́ıtáme a ukládáme vektory DT

i gi+1, Y
T
i gi+1 mı́sto vektorú DT

i yi, Y
T
i yi. Prvńıch m − 1 prvk̊u

vektor̊u DT
i yi, Y

T
i yi pak určujeme z již spočtených hodnot podle vzorc̊u dTj yi = dTj gi+1 − dTj gi, y

T
j yi =

yTj gi+1 − yTj gi, i − m + 1 ≤ j ≤ i − 1, takže je nutné spoč́ıtat pouze dva skalárńı součiny dTi yi, y
T
i yi.

Vektory DT
i gi+1, Y

T
i gi+1 lze pak použ́ıt k výpočtu směrového vektoru si+1 = −Hi+1gi+1 (viz (795)),

takže odpadne 2mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 19. Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě polož́ıme si = −Higi,
kde Hi je matice určená vztahem (795) (kde vystupuje i mı́sto i+ 1 a i− 1 mı́sto i).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Sestroj́ıme matice Di, Yi a Ri, Ci z matic Di−1, Yi−1 a Ri−1, Ci−1 (staré sloupce ub́ıráme pouze
tehdy, pokud i > m̄). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Explicitńı vzorce (788), (789), (791) nelze zobecnit. Neńı znám obecný explicitńı vzorec použitelný pro
libovolnou metodu z Broydenovy tř́ıdy. Je však možné použ́ıt rekurzivńı postup popsaný v práci [139].
Vyjdeme z toho, že vzorec (795) můžeme po permutaci zapsat ve tvaru

Hi+1 = H1 + ŪiM̄iŪ
T
i

kde Ūi = [d1,H1y1, . . . di,H1yi] a M̄i je matice řádu 2i (předpokládáme opět, že i ≤ m̄). Výhodou tohoto
vzorce je, že matice M̃i je zadána v explicitńım tvaru, který lze použ́ıt i pro i > m̄. Explicitńı tvar
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matice M̃i byl odvozen pouze pro metody DFP, BFGS a R1 (vzorce (788), (789) a (791)). Pro obecnou
metodu z Broydenovy tř́ıdy takové explicitńı vyjádřeńı neznáme. Ukážeme však, že matici M̃i lze spoč́ıtat
rekurentně, přičemž počet potřebných aritmetických operaćı je řádově stejný jako u metod DFP, BFGS a
R1. Předpokládejme, že matice Hi+1 vznikne z matice H1 = λiI pomoćı i aktualizaćı tvaru

Hj+1 = Hj + UjMjU
T
j , 1 ≤ j ≤ i, (800)

kde Uj = [dj ,Hjyj ] a

Mj =

[
m1,j , m2,j

m2,j , m3,j

]
.

Budeme hledat vyjádřeńı
Hi+1 = H1 + ŪiM̄iŪ

T
i , (801)

kde Ūi = [d1,H1y1, . . . , di,H1yi] a M̄i je symetrická matice řádu 2i. Poznamenejme, že volba H1 = λiI
(kde obvykle λi = dTi yi/y

T
i yi) je podstatná pro konstrukci efektivńıho algoritmu.

Věta 194. Necht’ Hi+1 je matice źıskaná z matice H1 pomoćı i aktualizaćı (800). Pak plat́ı (801), kde M̄i

je matice určená rekurentně tak že M̄1 =M1 a

M̄j =

 M̄j−1 +m3,j zj−1z
T
j−1, m2,j zj−1, m3,j zj−1

m2,j z
T
j−1, m1,j , m2,j

m3,j z
T
j−1, m2,j , m3,j

 , 2 ≤ j ≤ i, (802)

kde
zj−1 = M̄j−1r̄j−1, r̄j−1 = ŪT

j−1yj . (803)

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index 2 ≤ j < i plat́ı

Hj = H1 + Ūj−1M̄j−1Ū
T
j−1 (804)

(podle (800) to plat́ı pro j = 2 nebot’ Ū1 = U1 a M̄1 = M1). Dosad́ıme-li (804) do (800) a přihlédneme-li
k tomu, že podle (803) a (804) plat́ı

Uj = [dj ,Hjyj ] =
[
dj , H1yj + Ūj−1M̄j−1Ū

T
j−1yj

]
=
[
dj , H1yj + Ūj−1zj−1

]
,

můžeme psát

Hj+1 = H1 + Ūj−1M̄j−1Ū
T
j−1 +

[
dj , H1yj + Ūj−1zj−1

]
Mj

[
dj , H1yj + Ūj−1zj−1

]T
= H1 + Ūj−1 M̄j−1 Ū

T
j−1 +m1,j djd

T
j

+ m2,j

(
dj(H1yj)

T +H1yjd
T
j

)
+m2,j

(
dj (Ūj−1zj−1)

T + Ūj−1zj−1 d
T
j

)
+ m3,j H1yj(H1yj)

T +m3,j

(
H1yj (Ūj−1zj−1)

T + Ūj−1zj−1 (H1yj)
T
)

+ m3,j Ūj−1zj−1z
T
j−1Ū

T
j−1

= H1 +
[
Ūj−1, dj , H1yj

]  M̄j−1 +m3,j zj−1z
T
j−1, m2,j zj−1, m3,j zj−1

m2,j z
T
j−1, m1,j , m2,j

m3,j z
T
j−1, m2,j , m3,j

 [Ūj−1, dj , H1yj
]T

= H1 + ŪjM̄jŪ
T
j ,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. 2

Poznámka 302. Porovnáme-li (800) s (285), vid́ıme, že plat́ı

m1,j =
1

bj

(
ηj
aj
bj

+ 1

)
, m2,j = −ηj

bj
, m3.j =

ηj − 1

aj
, (805)
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kde aj = yTj Hjyj a bj = yTj dj . Použijeme-li (803) a (804), dostaneme

aj = yTj Hjyj = yTj (H1yj + Ūj−1M̄j−1Ū
T
j−1yj) = yTj H1yj + r̄Tj−1zj−1,

takže hodnotu aj , potřebnou pro výpočet diagonálńıch prvk̊u matice Mj podle (805), lze určit pomoćı
vektor̊u r̄j−1 a zj−1.

Ukážeme nyńı jak se konstruuje matice Hi+1 = λiI + ŪiM̄iŪ
T
i v obecném př́ıpadě, kdy může platit

i > m̄. Necht’ m = min(m̄, i) a Si = diag(1, λi, . . . , 1, λi) (kde λi > 0) je diagonálńı matice řádu 2m.
Označme

Ǔi−1 = [di−m+1, yi−m+1, . . . , di−1, yi−1], Ři−1 =


dTi−m+1yi−m+1, . . . dTi−m+1yi−1

yTi−m+1yi−m+1, . . . yTi−m+1yi−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0, . . . dTi−1yi−1

0, . . . yTi−1yi−1

 (806)

(tyto matice jsou prázdné, pokud i = 1) a

Ûi = [Ǔi−1, di, yi], R̂i =

 Ři−1, ǓT
i−1yi

0, dTi yi
0, yTi yi

 , (807)

takže Ři−1 a R̂i jsou blokově horńı trojúhelńıkové matice, jejichž každý blok obsahuje dva řádky a jeden
sloupec. Necht’ k = j − (i−m), takže k = 1, pokud j = i−m+1 a k = m, pokud j = i. Pak Ūi = SiÛi a

matici M̄i
∆
= M̂ i

i (použ́ıváme daľśı horńı index) urč́ıme rekurentně tak že polož́ıme

M̂ i
i−m+1 =

[
mi

1,i−m+1, mi
2,i−m+1

mi
2,i−m+1, mi

3,i−m+1

]
(808)

a pro i−m+ 1 ≤ j ≤ i− 1 spočteme vektor zij = M̂ i
jS

i
j r̂

i
j , kde S

i
j je hlavńı podmatice řádu 2k matice Si

a r̂ij je vektor dimenze 2k obsahuj́ıćı prvńıch 2k prvk̊u k-tého sloupce matice Ři−1, a polož́ıme

M̂ i
j+1 =

 M̂ i
j +mi

3,j+1 z
i
j(z

i
j)

T , mi
2,j+1 z

i
j , mi

3,j+1 z
i
j

mi
2,j+1 (z

i
j)

T , mi
1,j+1, mi

2,j+1

mi
3,j+1 (z

i
j)

T , mi
2,j+1, mi

3,j+1

 . (809)

Použijeme-li matice Ûi a M̂
i
i , můžeme směrový vektor si+1 určit podle vzorce

si+1 = −Hi+1gi+1 = −λigi+1 − ŪiM̄iŪ
T
i gi+1 = −λigi+1 − ÛiSiM̂

i
iSiÛ

T
i gi+1. (810)

V tomto př́ıpadě spotřebujeme zhruba 6mn opreaćı násobeńı a sč́ıtáńı (2mn na určeńı posledńıho sloupce
matice R̂i a 4mn na výpočet vektoru si+1 podle vzorce (810)) a zhruba 2mn hodnot je třeba ukládat v
paměti poč́ıtače. Matice Ǔi a Ři, použ́ıvané v daľśım iteračńım kroku, lze snadno źıskat z matic Ûi a R̂i.
Jestliže i < m̄, pak Ǔi = Ûi a Ři = R̂i. Jestliže i ≥ m̄, pak Ǔi a Ři vznikne z Ûi a R̂i odstraněńım řádk̊u
a sloupc̊u, jejichž prvky se určuj́ı pomoćı vektor̊u s indexem i−m+ 1. Můžeme tedy psát

[di−m+1, yi−m+1, Ǔi] = Ûi,

 dTi−m+1yi−m+1, [dTi−m+1yi−m+2, . . . , d
T
i−m+1yi]

yTi−m+1yi−m+1, [yTi−m+1yi−m+2, . . . , y
T
i−m+1yi]

0, Ři

 = R̂i. (811)

Popsaný postup lze upravit tak, že se ušetř́ı zhruba 2mn opreaćı násobeńı a sč́ıtáńı. Z vyjádřeńı (809)
je patrné, že ke konstrukci matice M̂ i

i nepotřebujeme posledńı sloupec r̂i matrice R̂i. Proto je možné
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poč́ıtat mı́sto vektoru r̂i = ÛT
i yi vektor v̂i = ÛT

i gi+1, který se pak použije k určeńı směrového vektoru
si+1 podle vzorce

si+1 = −λigi+1 − ÛiSiM̂
i
iSiv̂i. (812)

Po spočteńı směrového vektoru si+1 lze určit prvńıch 2(m− 1) prvk̊u vektoru r̂i podle vzorce

ǓT
i−1yi = ǓT

i−1gi+1 − ǓT
i−1gi, (813)

kde vektor ǓT
i−1gi+1 obsahuje prvńıch 2(m − 1) prvk̊u vektoru v̂i (viz (807)) a vektor ǓT

i−1gi obsahuje
posledńıch 2(m−1) prvk̊u vektoru v̂i−1 (vektor v̂i−1 známe z předchoźıho iteračńıho kroku). Posledńı dva
prvky dTi yi a y

T
i yi vektoru r̂i se poč́ıtaj́ı zvlášt’, nebot’ je potřebujeme k určeńı škálovaćıho parametru λi.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 20. Data m̄ < n, ε > 0, 0 < ε1 < 1/2, ε1 < ε2 < 1.

Step 1 Necht’ Ǔ0 ∈ Rn×0 a Ř0 ∈ R0×0 jsou prázdné matice. Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a
vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme s1 := −g1 and i := 1.

Step 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1).

Step 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi a vypočteme
hodnoty dTi yi, y

T
i yi a λi := dTi yi/y

T
i yi definuj́ıćı diagonálńı matici Si := diag(1, λi, . . . , 1, λi)

řádu 2m.

Step 4 Urč́ıme matici M̂ i
i−m+1 podle vzorce (808). Polož́ıme Ûi := [Ǔi−1, di, yi] a v̂i := ÛT

i gi+1.
Polož́ıme j := i−m+ 1 a k = 1.

Step 5 Pokud j = i přejdeme na krok 7.

Step 6 Zvoĺıme hodnotu parametru ηij vystupuj́ıćıho v (805). Polož́ıme zij := M̂ i
jS

i
j ř

i
j , kde S

i
j je hlavńı

submatice řádu 2k matice Si a řij je vektor dimanze 2k obsahuj́ıćı prvńıch 2k prvk̊u k-tého

sloupce matice Ři−1, vypočteme matici M̂ i
j+1 podle vzorce (809), polož́ıme j := j+1, k := k+1

a přejdeme na krok 5.

Step 7 Vypočteme směrový vektor si+1 podle vzorce (812). Urč́ıme vektor ǓT
i−1yi podle vzorce (813)

a matici R̂i podle vzorce (807).

Step 8 Pokud i < m̄, polož́ıme Ǔi := Ûi a Ři := R̂i. V opačném př́ıpadě urč́ıme matice Ǔi a Ři podle
vzorce (811). Polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

Zp̊usobem, který jsme právě popsali, lze realizovat i aktualizace z Davidonovy tř́ıdy metod s proměnnou
metrikou popsané v odd́ılu 4.8. V tom př́ıpadě předpokládáme, že matice Hi+1 a vektor ui+1 vzniknou z
matice Hi = λiI a vektoru u1 pomoćı aktualizaćı tvaru

Hj+1 = Hj + UjMjU
T
j , uj+1 =

(
I −

ujy
T
j

yTj uj

)
(dj −Hjyj), , 1 ≤ j ≤ i, (814)

kde Uj = [uj , dj −Hjyj ] a

Mj =

[
m1,j , m2,j

m2,j , m3,j

]
.

Budeme hledat vyjádřeńı
Hi+1 = H1 + ŪiM̄iŪ

T
i , (815)

kde Ūi = [u1, d1 −H1y1, . . . , ui, di −H1yi] a M̄i je symetrická matice řádu 2i.
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Věta 195. Necht’ Hi+1 je matice źıskaná z matice H1 pomoćı i aktualizaćı (814). Pak plat́ı (815), kde M̄i

je matice určená rekurentně tak že M̄1 =M1 a

M̄j =

 M̄j−1 +m3,j zj−1z
T
j−1, m2,j zj−1, m3,j zj−1

m2,j z
T
j−1, m1,j , m2,j

m3,j z
T
j−1, m2,j , m3,j

 , 2 ≤ j ≤ i, (816)

kde
zj−1 = M̄j−1r̄j−1, r̄j−1 = ŪT

j−1yj . (817)

Proof Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index 2 ≤ j < i plat́ı

Hj = H1 + Ūj−1M̄j−1Ū
T
j−1 (818)

(podle (814) to plat́ı pro j = 2 nebot’ Ū1 = U1 a M̄1 = M1). Dosad́ıme-li (818) do (814) a přihlédneme-li
k tomu, že podle (803) a (804) plat́ı

Uj = [uj , dj −Hjyj ] =
[
uj , dj −H1yj + Ūj−1M̄j−1Ū

T
j−1yj

]
=
[
uj vj + Ūj−1zj−1

]
,

kde vj = dj −H1yj , můžeme psát

Hj+1 = H1 + Ūj−1M̄j−1Ū
T
j−1 +

[
uj , vj + Ūj−1zj−1

]
Mj

[
uj , vj + Ūj−1zj−1

]T
= H1 + Ūj−1 M̄j−1 Ū

T
j−1 +m1,j uju

T
j

+ m2,j

(
ujv

T
j + vjd

T
j

)
+m2,j

(
uj (Ūj−1zj−1)

T + Ūj−1zj−1 u
T
j

)
+ m3,j vv

T
j +m3,j

(
vj (Ūj−1zj−1)

T + Ūj−1zj−1 v
T
j

)
+ m3,j Ūj−1zj−1z

T
j−1Ū

T
j−1

= H1 +
[
Ūj−1, uj , vj

]  M̄j−1 +m3,j zj−1z
T
j−1, m2,j zj−1, m3,j zj−1

m2,j z
T
j−1, m1,j , m2,j

m3,j z
T
j−1, m2,j , m3,j

 [Ūj−1, uj , vj
]T

= H1 + ŪjM̄jŪ
T
j ,

9.4 Modifikované maticové metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Modifikovaná maticová metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, studovaná v práci [200], je
založena na skutečnosti, že vhodnou transformaćı vektor̊u di, yi, i > 1, lze zajistit splněńı v́ıce kvazinewto-
novských podmı́nek. Na rozd́ıl od metody popsané v odd́ılu 9.2 se k této transformaci použ́ıvá v́ıce
předchoźıch vektor̊u. Z tohoto d̊uvodu neńı výhodné použ́ıvat Strangovy rekurence. Mı́sto toho se použ́ıvaj́ı
maticové vzorce (796) a (797), ve kterých vystupuj́ı transformované vektory. Budeme tedy předpokládat,
že

Hi+1 = (R̄−1
i D̄T

i )
T C̄iR̄

−1
i D̄T

i + γi(I − ȲiR̄
−1
i D̄T

i )
T (I − ȲiR̄

−1
i D̄T

i ) (819)

a směrový vektor budeme poč́ıtat podle vzorce

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γigi+1 − D̄i(R̄
−1
i )T

[
(C̄i + γiȲ

T
i Ȳi)R̄

−1
i D̄T

i gi+1 − γiȲ
T
i gi+1

]
+ γiȲi

(
R̄−1

i D̄T
i gi+1

)
, (820)

kde matice D̄i, Ȳi, R̄i, C̄i se lǐśı od matic Di, Yi, Ri, Ci (uvedených v odd́ılu 9.3) t́ım, že jsou definovány
pomoćı transformovaných vektor̊u d̄j , ȳj , i−m ≤ j ≤ i− 1.

Abychom se vyhnuli dvoj́ımu indexováńı, budeme tak jako v odd́ılu 9.3 nejprve předpokládat, že i ≤ m̄.
Pak matice Hi

j , 1 ≤ j ≤ i, nezávisej́ı na horńım indexu, který můžeme vynechat. Př́ıpad, kdy i > m̄

probereme později. Transformace, které použijeme, maj́ı obecně tvar d̄1 = d1, ȳ1 = y1 a d̄i = di − D̄i−1λ̄i,
ȳi = yi − Ȳi−1ω̄i, i > 1, kde λ̄i a ω̄i jsou vektory dimenze i− 1. Jelikož numerické testy dokládaj́ı, že neńı
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výhodné použ́ıvat k transformaćım všechny sloupce matic D̄i−1 a Ȳi−1, budeme některé (odpov́ıdaj́ıćı si)
prvky vektor̊u λ̄i a ω̄i nulovat. Abychom zjednodušili označováńı, definujeme množinu Îi−1, obsahuj́ıćı
indexy nenulových prvk̊u vektor̊u λ̄i a ω̄i. Dále označ́ıme symboly D̂i−1, Ŷi−1, R̂i−1, Ĉi−1 a λ̂i, ω̂i matice
a vektory, které vzniknou z D̄i−1, Ȳi−1, R̄i−1, C̄i−1 a λ̄i, ω̄i vyškrtnut́ım řádk̊u a sloupc̊u, jejichž indexy
nepatř́ı do množiny Îi−1. Pak lze transformace zapsat ve tvaru

d̄i = di − D̄i−1λ̄i = di − D̂i−1λ̂i ȳi = yi − Ȳi−1ω̄i = yi − Ŷi−1ω̂i. (821)

Princip popisované metody spoč́ıvá v tom, že se vektory d̄i, ȳi, i > 1, konstruuj́ı induktivně tak, aby
platilo Hi+1Ŷi = D̂i, kde Îi \ {i} ⊂ Îi−1 (pokud i ≤ m̄), přičemž předpokládáme, že matice Hi splňuje
podmı́nku HiŶi−1 = D̂i−1. Abychom zjednodušili označováńı, budeme tak jako v odd́ılu 9.3 indexy i− 1
a i často vynechávat a index i+ 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti budeme použ́ıvat označeńı
Î = Îi−1, D̂ = D̂i−1, Ŷ = Ŷi−1, λ̂ = λ̂i, ω̂ = ω̂i, H = Hi, D̄ = D̄i−1, Ȳ = Ȳi−1, R̄ = R̄i−1, C̄ = C̄i−1 a
H+ = Hi+1, D̄+ = D̄i = [D̄, d̄], Ȳ+ = Ȳi = [Ȳ, ȳ], takže např́ıklad

H = (R̄−1D̄T )T C̄R̄−1D̄T + (I − Ȳ R̄−1D̄T )T (I − Ȳ R̄−1D̄T ), (822)

H+ = V̄ THV̄ +
1

b̄
d̄ d̄T , V̄ = I − 1

b̄
ȳ d̄T , (823)

d̄ = d− D̂λ̂, ȳ = y − Ŷ ω̂. (824)

Nejprve ukážeme základńı vlastnosti použitých transformaćı a jejich vliv na splněńı v́ıce kvazinewtonov-
ských podmı́nek.

Věta 196. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že HŶ = D̂, H+ je matice určená
podle vzorce (823), kde b̄ > 0. Pak H+ je pozitivně definitńı a plat́ı

(H+ȳj − d̄j)
TB+(H+ȳj − d̄j) =

1

b̄

(
d̄Tj ȳ − d̄T ȳj)

2 +

(
ā

b̄
− b̄

c̄

)
(d̄T ȳj)

2

)
∀j ∈ Î, (825)

kde ā = ȳTHȳ, c̄ = d̄TBd̄ a B = H−1, B+ = H−1
+ , takže ā/b̄ ≥ b̄/c̄ a ā/b̄ = b̄/c̄ právě tehdy, jsou-li

vektory d̄ a Hȳ lineárně závislé. Jestlǐze nav́ıc

D̂T ȳ = 0, Ŷ T d̄ = 0, (826)

je splněna kvazinewtonovská podmı́nka H+Ŷ = D̂ a plat́ı

(H+y − d)TB+(H+y − d) = (λ̂− ω̂)T D̂T Ŷ (λ̂− ω̂). (827)

Důkaz (a) Jelikož (823) odpov́ıdá aktualizaci BFGS, můžeme podle (290) a (311) psát

H+ = H +
(
1 +

ā

b̄

) d̄d̄T
b̄

− Hȳd̄T + d̄(Hȳ)T

b̄
, B+ = B +

ȳȳT

b̄
− Bd̄(Bd̄)T

c̄
. (828)

Použit́ım těchto rovnost́ı pro j ∈ Î dostaneme

ȳTj H+ȳj = d̄Tj ȳj +
(
1 +

ā

b̄

) (d̄T ȳj)
2

b̄
− 2

d̄T ȳj d̄
T
j ȳ

b̄
(829)

d̄Tj B+d̄j = d̄Tj ȳj +
(d̄Tj ȳ)

2

b̄
− (d̄T ȳj)

2

c̄
, (830)

nebot’ podle předpokladu plat́ı Hȳj = d̄j , j ∈ Î, takže

(H+ȳj − d̄j)
TB+(H+ȳj − d̄j) = ȳTj H+ȳj + d̄Tj B+d̄j − 2d̄Tj ȳj

=
1

b̄

(
(d̄Tj ȳ − d̄T ȳj)

2 + (d̄T ȳj)
2

(
ā

b̄
− b̄

c̄

))
.
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(b) Necht’ D̂T ȳ = Ŷ T d̄ = 0, neboli d̄Tj ȳ = d̄T ȳj = 0, j ∈ Î. Pak podle (825) plat́ı H+Ŷ = D̂ a z (823)

plyne H+ȳ = d̄, takže

H+y − d = H+ȳ −H+(ȳ − y) + d̄+ (d̄− d) = H+Ŷ ω̂ − D̂λ̂ = D̂(ω̂ − λ̂),

B+(H+y − d) = B+D̂(ω̂ − λ̂) = Ŷ (ω̂ − λ̂),

což dává (827). 2

Věta 197. Necht’ matice D̂T Ŷ je regulárńı. Pak jediné řešeńı rovnic (826) má tvar

λ∗ = (Ŷ T D̂)−1Ŷ T d, ω∗ = (D̂T Ŷ )−1D̂T y. (831)

Zvoĺıme-li vektory λ̂, ω̂ v (824) libovolně, plat́ı

b̄ = (λ̂− λ∗)T D̂T Ŷ (ω̂ − ω∗) + b∗, b∗ = (d∗)T y∗ = b− (λ∗)T D̂T Ŷ ω∗, (832)

kde d∗, y∗ jsou vektory d̂, ŷ pro λ̂ = λ∗, ω̂ = ω∗.

Důkaz Dosad́ıme-li vyjádřeńı (824) do vztah̊u (826), dostaneme

Ŷ T D̂λ̂ = Ŷ T d, D̂T Ŷ ω̂ = D̂T y. (833)

Jelikož matice D̂T Ŷ je regulárńı, maj́ı tyto rovnice jediné řešeńı (831). Použijeme-li (833), dostaneme

(λ̂− λ∗)T D̂T Ŷ (ω̂ − ω∗) = λ̂T D̂T Ŷ ω̂ − λ̂T
(
D̂T Ŷ ω∗

)
−
(
(λ∗)T D̂T Ŷ

)
ω̂ +

(
(λ∗)T D̂T Ŷ

)
ω∗

=
(
λ̂T D̂T Ŷ ω̂ − λ̂T D̂T y − dT Ŷ ω̂

)
+ dT Ŷ (D̂T Ŷ )−1D̂T y,

odkud plyne

b̂ = (d− D̂λ̂)T (y − Ŷ ω̂) =
(
λ̂T D̂T Ŷ ω̂ − λ̂T D̂T y − dT Ŷ ω̂

)
+ b

= (λ̂− λ∗)T D̂T Ŷ (ω̂ − ω∗) + b− dT Ȳ (D̂T Ŷ )−1D̂T y

= (λ̂− λ∗)T D̂T Ŷ (ω̂ − ω∗) + b∗,

nebot’ podle (833) plat́ı

b∗ = (d∗)T y∗ =
(
d− D̂(Ŷ T D̂)−1Ŷ T d

)(
y − Ŷ (D̂T Ŷ )−1D̂T y

)
= dT y − dT Ȳ (D̂T Ŷ )−1D̂T y = b− (λ∗)T D̂T Ŷ ω∗.

2

Metody s proměnnou metrikou vyžaduj́ı, aby maticeH+ byla symetrická. Jelikož se snaž́ıme, aby platilo
H+Ŷ+ = D̂+, budeme požadovat, aby matice D̂T

+Ŷ+ = Ŷ T
+H+Ŷ+ byla symetrická. Předpokládáme-li, že

matice D̂T Ŷ je symetrická, je matice

D̂T
+Ŷ+ =

[
D̂T Ŷ D̂T ŷ

d̂T Ŷ d̂T ŷ

]
symetrická, pokud D̂T ŷ = Ŷ T d̂. Budeme tedy předpokládat, že (λ̂, ω̂) ∈ S, kde S = {(λ̄, ω̄) : D̂T ȳ = Ŷ T d̄}.
Zřejmě (λ∗, ω∗) ∈ S, nebot’ podle věty 197 plat́ı D̂T y∗ = Ŷ T d∗ = 0. Ukážeme, že některé d̊uležité veličiny

jsou nezávislé na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S.
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Věta 198. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že HŶ = D̂. Necht’ matice D̂T Ŷ je
regulárńı a (λ̂, ω̂) ∈ S. Pak

(a) Matice D̂T Ŷ je symetrická a pozitivně definitńı.

(b) Rozd́ıly λ̂− ω̂, d̄−Hȳ, Bd̄− ȳ, b̄− ā, c̄− b̄, jsou nezávislé na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S.
(c) Hodnoty ā, b̄, c̄ nabývaj́ı svého minima, pokud λ̂ = λ∗, ω̂ = ω∗, kde λ∗, ω∗ jsou č́ısla uvedená v (831).

Důkaz (a) Matice D̂T Ŷ je symetrická a pozitivně definitńı, nebot’ z HŶ = D̂ plyne Ŷ THŶ = D̂T Ŷ a
matice Ŷ THŶ je symetrická a pozitivně definitńı (matice H je pozitivně definitńı a matice Ŷ má lineárně
nezávislé sloupce).

(b) Z předpokladu (λ̂, ω̂) ∈ S a vztahu (824) plyne D̂T (y − Ŷ ω̂) = Ŷ T (d− D̂λ̂), neboli

D̂T Ŷ (λ̂− ω̂) = Ŷ T d− D̂T y, (834)

takže rozd́ıl λ̂− ω̂, nezáviśı na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S. Jelikož HŶ = D̂, můžeme psát

d̄−Hȳ = d−Hy − D̂(λ̂− ω̂), Bd̄− ȳ = B(d̄−Hȳ), (835)

takže podle (834) rozd́ıly d̄ − Hȳ, Bd̄ − ȳ nezávisej́ı na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S. Použijeme-li vztahy (824),

HŶ = D̂ a předpoklad (λ̂, ω̂) ∈ S, dostaneme

b̄− ā = ȳT (d̄−Hȳ) = yT (d̄−Hȳ)− ω̂T Ŷ T (d̄−Hȳ) = yT (d̄−Hȳ)− ω̂T (Ŷ T d̄− D̂T ȳ)

= yT (d̄−Hȳ)

c̄− b̄ = d̄T (Bd̄− ȳ) = dT (Bd̄− ȳ)− λ̂T D̂T (Bd̄− ȳ) = dT (Bd̄− ȳ)− λ̂T (Ŷ T d̄− D̂T ȳ)

= dT (Bd̄− ȳ),

takže podle (835) rozd́ıly b̄− ā a c̄− b̄ nezávisej́ı na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S.

(c) Jelikož (λ∗, ω∗) ∈ S, a rozd́ıl λ̂ − ω̂, nezáviśı na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S, plat́ı λ̂ − ω̂ = λ∗ − ω∗, neboli

λ̂− λ∗ = ω̂ − ω∗, což spolu s (832) dává b̄ = (λ̂− λ∗)D̂T Ŷ (λ̂− λ∗) + b∗. Jelikož matice D̂T Ŷ je pozitivně

definitńı, je tento výraz minimálńı, pokud λ̂ = λ∗ a tedy i ω̂ = ω∗. Z vyjádřeńı ā = b̄−(b̄−ā), c̄ = b̄+(c̄− b̄)
a nezávislosti rozd́ıl̊u b̄− ā, c̄− b̄ na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S plyne zbytek tvrzeńı. 2

Ukážeme nyńı, že modifikovaná maticová metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı je v jistém
smyslu optimálńı, aplikujeme-li ji na ryze konvexńı kvadratickou funkci s pozitivně definitńı Hessovou
matićı G.

Lemma 85. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že HŶ = D̂, matice D̂T Ŷ je
regulárńı a b∗ > 0. Pak pro libovolnou dvojici (λ̂, ω̂) ∈ S plat́ı b̄ > 0. Necht’ G je symetrická pozitivně

definitńı matice taková, že GD̂ = Ŷ a G(d− D̂λ̂) = y − Ŷ ω̂ pro nějakou dvojici (λ̂, ω̂) ∈ S. Pak

(a) Gd̄ = ȳ pro libovolnou dvojici (λ̂, ω̂) ∈ S.
(b) Necht’H+ je matice určená podle vzorc̊u (823), (824), kde (λ̂, ω̂) ∈ S. Pak hodnota ∥G1/2H+G

1/2−I∥2F
nabývá svého je minima, pokud λ̂ = λ∗ a ω̂ = ω∗.

Důkaz Necht’ (λ̂, ω̂) ∈ S. Jelikož jsou splněny předpoklady věty 197 a věty 198, je matice D̂T Ŷ symetrická
a pozitivně definitńı a podle (832) plat́ı b̄ ≥ b∗ > 0.

(a) Jelikož GD̂ = Ŷ , můžeme ve větě 198 nahradit matici H matićı G−1, takže rozd́ıl Gd̄− ȳ nezáviśı na

výběru (λ̂, ω̂) ∈ S.

(b) Označme Ẑ = G1/2D̂ = G−1/2Ŷ , z = G1/2d, z̄ = G1/2d̄ a R−1 = G1/2HG1/2, R−1
+ = G1/2H+G

1/2.
Pak podle (823) plat́ı

R−1
+ = P̄R−1P̄ +

z̄z̄T

z̄T z̄
= I + P̄ (R−1 − I)P̄, P̄ = I − z̄z̄T

z̄T z̄
, (836)
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nebot’ b̄ = d̄T ȳ = d̄TGd̄ = z̄T z̄ a P̄ 2 = P̄ . Označ́ıme-li M = R−1 − I a použijeme-li stejný postup jako v
d̊ukazu lemmatu 80, dostaneme

∥R−1
+ − I∥2F = ∥R−1 − I∥2F − 2

z̄TM2z̄

z̄T z̄
+

(
z̄TMz̄

z̄T z̄

)2

(837)

(vzorec (768)). Jelikož HŶ = D̂, můžeme psát MẐ = R−1Ẑ − Ẑ = G1/2(HŶ − D̂) = 0, takže plat́ı

Mz̄ =M(z − Ẑλ̂) =Mz. Č́ısla z̄TM2z̄ = zTM2z a z̄TMz̄ = zTMz tedy nazávisej́ı na výběru (λ̂, ω̂) ∈ S.
Dosad́ıme-li źıskané vztahy do (837), dostaneme

∥R−1
+ − I∥2F = ∥R−1 − I∥2F − 2

b̄
zTM2z +

1

b̄2
(zTMz)2

= ∥R−1 − I∥2F − 2zTM2zξ + (zTMz)2ξ2,

kde ξ = 1/b̄. Jelikož

d

dξ
∥R−1

+ − I∥2F = 2(zTMz)2ξ − 2zTM2z = 2

(
(z̄TMz̄)2

z̄T z̄
− z̄TM2z̄

)
≤ 0

(použ́ıváme Schwarzovu nerovnost aplikovanou na vektory z̄ a Mz̄), je norma ∥(R+)
−1 − I∥F minimálńı,

je-li ξ maximalńı a tedy je-li b̄ minimálńı, což podle věty 198 nastává, pokud λ̂ = λ∗ a ω̂ = ω∗. 2

Věta 199. Předpokládejme, že minimalizovaná funkce má tvar (722), kde G je symetrická pozitivně
definitńı matice. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že HŶ = D̂, a H+ je mat-
ice určená podle (823). Pak jsou-li sloupce matice [D̂, d] lineárně nezávislé, je matice D̂T Ŷ symetrická

pozitivně definitńı a vyb́ıráme-li vektory λ̂ a ω̂ tak, že λ̂ = λ∗ a ω̂ = ω∗ = λ∗, plat́ı b̄ > 0 (takže matice H+

je pozitivně definitńı), H+ȳ = d̄, H+y = d, H+Ŷ = D̂ a hodnota ∥G1/2H+G
1/2 − I∥F je minimálńı.

Důkaz (a) Dokážeme indukćı, že pokud (λ̂i, ω̂i) = (λ∗i , ω
∗
i ) pro i ∈ N , plat́ı Ŷi−1 = GD̂i−1 a ȳi = Gd̄i pro

i ∈ N , takže matice G splňuje předpoklady lemmatu 85. Předpokládejme, že Ŷi−1 = GD̂i−1 (plat́ı to pro
i = 2, nebot’ ȳ1 = y1 a d̄1 = d1, takže bud’ GD̂1 = [Gd1] = [y1] = Ŷ1, nebo D̂1 a Ŷ1 nemaj́ı žádné sloupce,
takže d̄1 = d1 a ȳ1 = y1). Pak lze psát

ω∗
i = (D̂T

i−1Ŷi−1)
−1D̂T

i−1yi = (D̂T
i−1GD̂i−1)

−1D̂T
i−1Gdi = (Ŷ T

i−1D̂i−1)
−1Ŷ T

i−1di = λ∗i ,

takže y∗i = yi − Ŷi−1ω
∗
i = G(di − D̂i−1λ

∗
i ) = Gd∗i a tedy ŷi = Gd̄i, pokud (λ̂i, ω̂i) ∈ Si (lemma 85).

(b) Jelikož sloupce matice [D̂, d] jsou lineárně nezávislé a matice G je pozitivně definitńı, je matice
[D̂, d]TG[D̂, d] pozitivně definitńı, takže podle (832) plat́ı[
(ω∗)T ,−1

]
[D̂, d]TG[D̂, d]

[
(ω∗)T ,−1

]T
= (ω∗)T D̂T Ŷ ω∗ − 2yT D̂ω∗ + yT d = b− (ω∗)T D̂T Ŷ ω∗ = b∗ > 0,

nebot’ λ∗ = ω∗ a vektor [(ω∗)T ,−1]T je nenulový.

(c) Rovnosti H+ȳ = d̄, H+Ŷ− = D̂ a H+y = d plynou z (823), (825) a (827). Zbytek tvrzeńı plyne z
lemmatu 85. 2

Ukážeme nyńı, jak se konstruuje matice Hi+1 v obecném př́ıpadě, kdy může platit i > m̄. Budeme
předpokládat, že H1 = γiI a použ́ıvat vzorec (820), ve kterém D̄i = [d̄i−m+1, . . . , d̄i], Ȳi = [ȳi−m+1, . . . , ȳi],
C̄i obsahuje diagonálu matice D̄T

i Ȳi a R̄i obsahuje horńı polovinu matice D̄T
i Ȳi. Matice D̄i, Ȳi vzniknou

z matic D̄i−1, Ȳi−1 přidáńım nových sloupc̊u d̄i, ȳi, a pokud i > m̄, ubráńım starých sloupc̊u d̄i−m, ȳi−m.
Podobně jednoduše źıskáme matice D̄T

i Ȳi, Ȳ
T
i Ȳi z matic D̄T

i−1Ȳi−1, Ȳ
T
i−1Ȳi−1 a tud́ıž i matice C̄i, R̄i z

matic C̄i−1, R̄i−1. T́ım máme k dispozici všechny matice potřebné k určeńı matice Hi+1 a k výpočtu
vektoru si+1. Množinu index̊u Îi−1 ⊂ {i−m+1, . . . , i− 1}, pomoćı které se vyb́ıraj́ı sloupce matic D̂i−1,
Ŷi−1, konstruujeme rekurentně tak, že

Îi−1 \ {i− 1} ⊂ Îi−2, i > 1 (838)
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(kde Î0 = ∅), tedy př́ıpadným ubráńım některých index̊u (zejména indexu {i−m}, pokud i−m ∈ Îi−2) a
př́ıpadným přidáńım indexu {i− 1}. Odtud plyne, že pokud pro nějaký index k ∈ {i−m+ 1, . . . , j − 1},
kde k < j < i, plat́ı k ∈ Îi−1, můžeme psát k ∈ Îj−1, nebot’ podle (838) plat́ı

Îi−1 ∩ {k, . . . , i− 1} ⊂ Îi−2 ∩ {k, . . . , i− 2} ⊂ · · · ⊂ Îj−1 ∩ {k, . . . , j − 1}. (839)

Výhodou, která umožňuje zobecněńı studované metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı na
př́ıpad, kdy i > m̄, je skutečnost, že transformace (824), (831) nezávisej́ı na aktualizované matici H, takže
potřebné vlastnosti aktualizaćı (ukázané v předchoźıch větách) z̊ustanou zachovány, vyb́ıráme-li množinu
Î tak, aby byla splněna podmı́nka (838).

Věta 200. Necht’ pro libovolný index i > 1 je Îi−1 množina konstruovaná tak, aby byla splněna podmı́nka
(838), b̄i > 0 a D̂T

i−1ȳi = 0, Ŷ T
i−1d̄i = 0, kde D̂i−1, Ŷi−1 jsou matice, jejichž sloupce odpov́ıdaj́ı index̊um z

množiny Îi−1. Necht’ Hi+1
i−m+1 = γiI a

Hi+1
j+1 = V̄ T

j H
i+1
j V̄j +

d̄j d̄
T
j

b̄j
, V̄j = I −

ȳj d̄
T
j

b̄j
, i−m+ 1 ≤ j ≤ i (840)

(takže Hi+1 = Hi+1
i+1 ). Pak pro k ∈ Îi−1, k < i, plat́ı

d̄Tk ȳj = ȳTk d̄j = 0, k < j ≤ i, (841)

Hi+1
j ȳk = d̄k, k < j ≤ i+ 1. (842)

Důkaz (a) Necht’ i > 1 a k ∈ Îi−1, k < i. Pak podle (839) pro libovolný index k < j ≤ i plat́ı k ∈ Îj−1.

Jelikož vektory d̄j , ȳj konstruujeme tak. aby platilo D̂T
j−1ȳj = 0, Ŷ T

j−1d̄j = 0 a jelikož k ∈ Îj−1, můžeme

psát d̄Tk ȳj = ȳTk d̄j = 0. T́ım jsme dokázali rovnosti (841).

(b) Rovnosti (842) dokážeme indukćı. Pro j = k + 1 plat́ı Hi+1
j ȳk = d̄k podle (840). Předpokládejme, že

tato rovnost plat́ı pro nějaký index k < j ≤ i. Podle (840) a (841) lze psát V̄j ȳk = ȳk a V̄ T
j d̄k = d̄k, takže

s použit́ım indukčńıho předpokladu a vztah̊u (840), (841) dostaneme Hi+1
j+1ȳk = d̄k, č́ımž je indukčńı krok

dokončen. 2

Poznámka 303. Věta 200 má velmi d̊uležitý d̊usledek. Pokud v každém iteračńım kroku (s indexem

i ∈ N) vyb́ıráme množinu Îi−1 tak, aby byla splněna podmı́nka (838) a pokládáme λ̂i = λ∗i , ω̂ = ω∗
i

(vzorec (831)), jsou podle (841) matice D̂T
i−1Ŷi−1 diagonálńı (s prvky b̄j , j ∈ Îi−1 na hlavńı diagonále). V

tomto př́ıpadě se většina výpočt̊u značně zjednoduš́ı. Prvky vektor̊u λ∗i , ω
∗
i jsou č́ısla dTi ȳj/b̄j , d̄

T
j yi/b̄j ,

j ∈ Îi−1, takže vzorce (827) a (832) lze zapsat ve tvaru

(Hi+1yi − di)Bi+1(Hi+1yi − di) =
∑

j∈Îi−1

(dTi ȳj − d̄Tj yi)
2

b̄j
, (843)

b∗i = bi −
∑

j∈Îi−1

d̄Tj yid
T
i ȳj

b̄j
. (844)

Můžeme tedy vyšetřovat vliv jednotlivých transformaćı odděleně a rozhodnout, kdy nevhodnou transfor-
maci vynecháme. Vzorce (821) a (831) můžeme zapsat ve tvaru

d̄i = di − D̂i−1(Ŷ
T
i−1D̂i−1)

−1Ŷ T
i−1di = Pidi, ȳi = yi − Ŷi−1(D̂

T
i−1Ŷi−1)

−1D̂T
i−1yi = PT

i yi, (845)

kde Pi = D̂i−1(Ŷ
T
i−1D̂i−1)

−1Ŷ T
i−1 je matice projekce (plat́ı P 2

i = Pi). Jsou-li splňeny předpoklady věty 200,

je matice Ŷ T
i−1D̂i−1 diagonálńı, takže

Pi = I −
∑

j∈Îi−1

d̄j ȳ
T
j

b̄j
=

∏
j∈Îi−1

(
I −

d̄j ȳ
T
j

b̄j

)
(846)
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Poznámka 304. Použijeme-li rovnosti (842) a vztahy (845), (846), můžeme psát

ȳTi H
i+1
i ȳi = yTi PiH

i+1
i PT

i yi = yTi H
i+1
i yi −

∑
j∈Îi−1

(d̄Tj yi)
2

b̄j
, (847)

d̄Ti Bid̄i = dTi P
T
i BiPidi = dTi Bidi −

∑
j∈Îi−1

(dTi ȳj)
2

b̄j
= −αid

T
i gi −

∑
j∈Îi−1

(dTi ȳj)
2

b̄j
, (848)

kde ȳTi H
i+1
i ȳi = āi a výraz d̄Ti Bid̄i = c̃i aproximuje č́ıslo d̄Ti B

i+1
i d̄i = c̄i (č́ıslo c̄i nelze jednoduše určit,

nebot’ si = −Bigi ̸= −Bi+1
i gi).

Věta 200 ř́ıká, že vybereme-li množinu Îi−1 tak, aby platilo b̄∗i > 0, a polož́ıme-li λ̂i = λ∗i , ω̂i = ω∗
i ,

je libovolný vektor d̄k ∈ Îi−1 ortogonálńı ke všem vektor̊um ȳj , k < j ≤ i. Je-li minimalizovaná funkce
kvadratická s pozitivně definitńı Hessovou matićı G, plat́ı podle věty 199 b∗ > 0 pro libovolnou množinu
Îi−1 ⊂ {i−m+1, . . . , i− 1}, pro kterou jsou sloupce matice [D̂i, di] lineárně nezávislé. Podle věty je tedy
možné vždy volit Îi−1 = {i−m+ 1, . . . , i− 1}.

Věta 201. Uvažujme m̄-krokovou modifikovanou maticovou metodou BFGS s omezenou pamět́ı, takovou
že xi+1 = xi + αisi, přičemž s1 = −g1 a pro i ≥ 1 plat́ı (820), kde sloupce matic D̄i, Ȳi se určuj́ı podle
vzorc̊u

d̄i = d∗i = di −
i−1∑

j=i−m+1

ȳTj di

b̄j
d̄j , ȳi = y∗i = yi −

i−1∑
j=i−m+1

d̄Tj yi

b̄j
ȳj . (849)

Aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexńı kvadratickou funkci s pozitivně definitńı Hessovou matićı G a
neńı-li vektor di lineárńı kombinaćı vektor̊u d̄j, j ∈ {i−m+1, . . . , i−1}, jsou pravdivá následuj́ıćı tvrzeńı.

(a) Vektory d̄j, i−m+ 1 ≤ j ≤ i jsou vzájemně G-ortogonálńı.

(b) Matice (822) splňuje m kvazinewtonovských podmı́nek Hi+1ȳj = d̄j, i−m+1 ≤ j ≤ i. Nav́ıc je splněna
standardńı kvazinewtonovská podmı́nka Hi+1yi = di.

(c) Jestlǐze v i-tém iteračńım kroku plat́ı αi = 1, je vektor si+1 G-ortogonálńı k vektor̊um d̄j, i−m+ 1 ≤
j ≤ i− 1.

Důkaz Jelikož podle věty 199 plat́ı b̄i > 0, jsou splněny předpoklady věty 200, takže podle (841) plat́ı
d̄Tk ȳj = d̄TkGd̄j = 0, i − m + 1 ≤ k < j ≤ i . Ze stejného d̊uvodu je splněno m kvazinewtonovských

podmı́nek Hi+1ȳj = d̄j , i − m + 1 ≤ j ≤ i (speciálně Hi+1Ŷi−1 = D̂i−1, neboli Ŷi−1 = Bi+1D̂i−1).
Platnost kvazinewtonovské podmı́nky Hi+1yi = di plyne z (843), nebot’ pro kvadratickou funkci plat́ı
dTi ȳj = dTi Gd̄j = yTi d̄j . Jestliže αi = 1, plat́ı si = di, takže

−D̂T
i−1Gsi+1 = −Ŷ T

i−1si+1 = −D̂T
i−1Bi+1si+1 = D̂T

i−1gi+1 = D̂T
i−1(yi + gi)

= D̂T
i−1Gdi + D̂T

i−1gi = Ŷ T
i−1di + Ŷ T

i−1Higi = Ŷ T
i−1(di − si) = Ŷ T

i−1(di − di) = 0.

2

Transformace popsané v tomto odd́ılu zlepšuj́ı teoretické vlastnosti metod s proměnou metrikou s
omezenou pamět́ı. Nicméně v některých př́ıpadech mohou zhoršit stabilitu iteračńıho procesu a také zvyšuj́ı
počet potřebných numerických operaćı. Proto je d̊uležité zvolit vhodnou strategii pro výběr množiny
Îi−1. Množina Îi−1 ⊂ {i −m + 1, . . . , i − 1} se určuje rekurentně tak, že se postupně procházej́ı indexy
množiny {i−m+1, . . . , i−1} od největš́ıho k nejmenš́ımu (nebot’ nejnověǰśı informace jsou nejd̊uležitěǰśı).
Předpokládáme, že pro index j ∈ {i−m+1, . . . , i−1} známe množinu Îj+1

i−1 = Îi−1∩{j+1, . . . , i−1}, kde
Îi
i−1 = ∅, a č́ısla b̄j+1

i , āj+1
i , c̃j+1

i , kde b̄ii = bi, ā
i
i = yTi H

i+1
i yi, c̃

i
i = dTi Bidi = −αid

T
i gi (poznámka 306 (b)).

Pak Îi−1 = Îi−m+1
i−1 . Pravidla pro výběr množiny Îj

i−1, která maj́ı heuristický charakter a byla źıskána

numerickým experimentováńım, jsou shrnuta v následuj́ıćı poznámce, kde ∆j
i = (dTi ȳj − d̄Tj yi)

2/(bib̄j),

b̄ji = b̄j+1
i −

dTi ȳj d̄
T
j yi

b̄j
, āji = āj+1

i −
(d̄Tj yi)

2

b̄j
, c̃ji = c̃j+1

i − (dTi ȳj)
2

b̄j
≈ c̄ji .

340



Poznámka 305. Index j ∈ {i−m+ 1, . . . , i− 1} nepřidáme do množiny Îj
i−1 (neboli j ̸∈ Îj

i−1), pokud

(a) j ̸∈ Îi−2 ∪ {i− 1} nebo ∥d̄j∥ > ∆∥dj∥ nebo ∥ȳj∥ > ∆∥yj∥,
(b) b̄ji < δ1bi nebo ā

j
i < (1/10)δ1bi nebo c̄

j
i < 10δ1bi,

(c) ∆i
j > δ2 nebo ∆i

j > δ3 + (bji/b̄i − 1)4/2,

(d) ∆i
j > δ3 a současně |1− āji/b̄

j
i |(bi/b̄

j
i − 1) < 1,

(e) (dTi ȳj)
2 + (d̄Tj yi)

2/(bib̄j) < δ4,

kde 0 < δ1 < 1, 0 < δ3 < δ2 < 1, 0 < δ4 < 1 a ∆ > 1 (obvykle δ1 = 10−4, δ2 = 10−2, δ3 = 10−5,
δ4 = 10−10 a ∆ = 103). Pokud j ̸∈ Îj

i−1, polož́ıme b̄ji = b̄j+1
i , āji = āj+1

i , c̄ji = c̄j+1
i (vrát́ıme se k

předchoźım hodnotám).

Abychom ušetřili aritmetické operace, budeme aktualizace matic a vektor̊u provádět tak, jak je to
uvedeno v následuj́ıćı poznámce.

Poznámka 306. Předpokládejme, že známe matice D̄i−1, Ȳi−1, D̄
T
i−1Ȳi−1, D̄

T
i−1Ȳi−1,R̄i−1, C̄i−1 a vektory

D̄T
i−1gi, Ȳ

T
i−1gi. Pak:

(a) Pokud m < m̄ polož́ıme D̃i−1 = D̄i−1, Ỹi−1 = Ȳi−1, D̃
T
i−1Ỹi−1 = D̄T

i−1Ȳi−1, Ỹ
T
i−1Ỹi−1 = Ȳ T

i−1Ȳi−1,

R̃i−1 = R̄i−1, C̃i−1 = C̄i−1, D̃
T
i gi = D̄T

i gi, Ỹ
T
i gi = Ȳ T

i gi. V opačném př́ıpadě urč́ıme matice
D̃i−1, Ỹi−1, D̃

T
i−1Ỹi−1, Ỹ

T
i−1Ỹi−1, R̃i−1, C̃i−1 a vektory D̃T

i−1gi, Ỹ
T
i−1gi tak že v matićıch D̄i−1, Ȳi−1

vyškrtneme prvńı sloupec (vektor s indexem i − m), v matićıch D̄T
i−1Ȳi−1, D̄

T
i−1Ȳi−1. R̄i−1, C̄i−1

vyškrtneme prvńı řádek a prvńı sloupec a z vektor̊u D̄T
i−1gi, Ȳ

T
i−1gi odstrańıme prvńı prvek.

(b) Vypočteme vektory D̃T
i−1gi+1, Ỹ

T
i−1gi+1, D̃

T
i−1yi = D̃T

i−1gi+1 − D̃T
i−1gi, Ỹ

T
i−1yi = Ỹ T

i−1gi+1 − Ỹ T
i−1gi

a č́ısla dTi Bidi = −αid
T
i gi,

yTi H
i+1
i yi = γiy

T
i yi + (D̃T

i−1yi)
T (R̃T

i−1)
−1(C̃i−1 + γiỸ

T
i−1Ỹi−1)R̃

−1
i−1(D̃

T
i−1yi)

− γi(D̃
T
i−1yi)

T (R̃T
i−1)

−1(Ỹ T
i−1yi)

(využ́ıváme toho, že matici Hi+1
i lze vyjádřit ve tvaru

Hi+1
i = (R̃−1

i−1D̃
T
i−1)

T C̄iR̃
−1
i−1D̃

T
i−1 + γi(I − Ỹi−1R̃

−1
i−1D̃

T
i−1)

T (I − Ỹi−1R̃
−1
i−1D̃

T
i−1),

který je analogíı vztahu (822) pro matici Hi+1 = Hi+1
i+1 ).

(c) Předpokládáme, že známe vektory λ̄i, ω̄i. Vypočteme vektory d̄i = di + D̃i−1λ̄i, ȳi = yi + Ỹi−1ω̄i

a D̃T
i−1ȳi = D̃T

i−1yi + D̃T
i−1Ỹi−1ω̄i, Ỹ

T
i−1ȳi = Ỹ T

i−1yi + Ỹ T
i−1Ỹi−1ω̄i, Ỹ

T
i−1d̄i = Ỹ T

i−1di + Ỹ T
i−1D̃i−1λ̄i.

Vektor Ỹ T
i−1di vypočtene podle vzorce

Ỹ T
i−1di = − αiỸ

T
i−1Higi = −αiγi−1Ỹ

T
i−1gi

− αiỸ
T
i−1D̃i−1(R̃

−1
i−1)

T
[
(C̃i−1 + γi−1Ỹ

T
i−1Ỹi−1)R̃

−1
i−1D̃

T
i−1gi − γi−1Ỹ

T
i−1gi+1

]
+ αiγi−1Ỹ

T
i−1Ỹi−1R̃

−1
i−1D̃

T
i−1gi,

který využ́ıvá analogii vztahu (820).

(d) Polož́ıme D̄i = [D̃i−1, d̄i], Ȳi = [Ỹi−1, ȳi], D̄
T
i gi+1 = [D̃i−1gi+1, d̄

T
i gi+1], Ȳ

T
i gi+1 = [Ỹi−1gi+1, ȳ

T
i gi+1],

D̄T
i Ȳi =

[
D̄T

i−1Ȳi−1 D̄T
i−1ȳi

d̄Ti Ȳi−1 d̄Ti ȳi

]
, Ȳ T

i Ȳi =

[
Ȳ T
i−1Ȳi−1 Ȳ T

i−1ȳi
ȳTi Ȳi−1 ȳTi ȳi

]
.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

341



Algoritmus 21. Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, δ1 = 10−4, δ2 = 10−2, δ3 = 10−5, δ4 = 10−10,
∆ = 1000.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si: Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme směrový
vektor podle vzorce (820) (kde vystupuje i mı́sto i+ 1 a i− 1 mı́sto i).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi, yi := gi+1 − gi. Jestliže m = 0,
polož́ıme Îi−1 = ∅, d̄i := di, d̄i := di, b̄i = d̄Ti ȳi, D̄i = [d̄i], Ȳi = [ȳi], D̄

T
i Ȳi = [d̄Ti ȳi],

Ȳ T
i Ȳi = [ȳTi ȳi], R̄i = [d̄Ti ȳi], C̄i = [d̄Ti ȳi], vypočteme vektory D̄T

i gi+1, Ȳ
T
i gi+1 a přejdeme na

krok 6.

Krok 4 Urč́ıme množinu Îi−1 a č́ıslo b̄m−i+1
i podle poznámky 305. Urč́ıme vektory λ̄i, ω̄i tak, že

eTj λ̄i = −dTi ȳj/b̄j , eTj ω̄i = −d̄Tj yi/b̄j pro j ∈ Îi−1 a eTj λ̄i = 0, eTj ω̄i = 0 pro j ̸∈ Îi−1. Urč́ıme

vektory d̄i, ȳi podle (821) a polož́ıme b̄i = d̄Ti ȳi. Pokud b̄i < b̄m−i+1
i /2, polož́ıme b̄i = b̄m−i+1

i .

Krok 5 Urč́ıme matice D̄i, Ȳi, D̄
T
i Ȳi, D̄

T
i Ȳi, R̄i, C̄i a vektory D̄T

i gi1, Ȳ
T
i gi+1 podle poznámky 306.

Krok 6 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci algoritmu 21. Tak jako v odd́ılu 9.2 budeme předpokládat, že
funkce F : Rn → R vyhovuje předpoklad̊um F1, F4, F5. Pak plat́ı (730).

Věta 202. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, realizovanou algoritmem 21, s
výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5.
Pak směrové vektory si = −Hi

igi jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N a Îi−1 ̸= ∅. Podle poznámky 305 pro j ∈ Îi−1 plat́ı b̄j ≥ δ1bj , ∥d̄j∥ ≤ ∆∥dj∥,
∥ȳj∥ ≤ ∆∥yj∥, takže s použit́ım (730), (845), (846) a d̊usledku 11 dostaneme

∥d̄i∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
∏

j∈Îi−1

(
I −

d̄j ȳ
T
j

b̄j

)∥∥∥∥∥∥ ∥di∥ ≤ ∥di∥
∏

j∈Îi−1

∥d̄j∥∥ȳj∥
b̄j

≤ ∥di∥
(
∆2

δ1

)m̄ ∏
j∈Îi−1

∥dj∥∥yj∥
bj

≤
(
∆2

δ1

)m̄(
G

G

)m̄/2

∥di∥
∆
= C∥di∥.

Podobným zp̊usobem dostaneme ∥ȳi∥ ≤ C∥yi∥. Pokud Îi−1 = ∅, plat́ı d̄i = di a ȳi = yi, takže opět
∥d̄i∥ ≤ C∥di∥ a ∥ȳi∥ ≤ C∥yi∥ (nebot’ C > 1). Spoj́ıme-li tyto nerovnosti, můžeme s použit́ım (730) pro
i ∈ N psát

∥d̄i∥2

b̄i
≤ C

2

δ1

∥di∥2

bi
≤ C

2

δ1G

∆
=

1

K1
,

∥ȳi∥2

b̄i
≤ C

2

δ1

∥yi∥2

bi
≤ C

2
G

δ1

∆
= C1.

(b) Podle (a) a lemmatu 75 jsou splněny předpoklady lemmatu 82, takže existuj́ı č́ısla 0 < K < 1 < C
taková, že TrBi

i ≤ C a detBi
i ≥ K. Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 76, takže vektory si = −Hi

igi
jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

Poznámka 307. V d̊ukazu globálńı konvergence potřebujeme, aby pro j ∈ Îj
i−1 platilo ∥d̄j∥ ≤ ∆∥dj∥,

∥ȳj∥ ≤ ∆∥yj∥. Tento test vyžaduje dva skalárńı součiny (2n aritmetických operaćı) nav́ıc. Proto ho raději
vynecháváme a globálńı konvergenci zajǐst’ujeme podle poznámky 34 (účinnost metody se t́ım nezhorš́ı a
výpočet se urychĺı).
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9.5 Metody redukovaných Hessiánů s omezenou pamět́ı

Necht’ m = max(m̄, i − 1). Zat́ımco metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı generuj́ı matici
Hi vždy z počátečńı (obvykle jednotkové) matice pomoćı m aktualizaćı použ́ıvaj́ıćıch 2m vektor̊u dj , yj ,
i −m ≤ j ≤ i − 1, použ́ıvaj́ı metody redukovaných Hessián̊u, studované v práci [76], jednotkovou matici
pouze v prvńım iteračńım kroku. Směrový vektor si se poč́ıtá pomoćı redukované matice H̃i řádu m, která
se aktualizuje pomoćı m vektor̊u zk, 1 ≤ k ≤ m, tvoř́ıćıch ortonormálńı bázi v podprostoru generovaném
vektory dj , i −m ≤ j ≤ i − 1. Tento podprostor se po skončeńı i-tého iteračńıho kroku změńı obvykle
tak, že se nejstarš́ı vektor z1 odstrańı, ostatńı vektory se posunou a přidá se nový vektor zm źıskaný
ortogonalizaćı vektoru di. Abychom lépe pochopili myšlenku metod redukovaných Hessián̊u, budeme
nejprve předpokládat, že m̄ = n. V tomto př́ıpadě jsou metody redukovaných Hessián̊u ekvivalentńı
standardńım metodám s proměnnou metrikou.

Věta 203. Uvažujme metodu s proměnnou metrikou (272)–(274), kde H1 = I. Pak

Hiz ∈ Gi, ∀z ∈ Gi, (850)

Hiw =

(
i−1∏
k=1

γk

)
w, ∀w ∈ G⊥

i , (851)

kde Gi = L(g1, . . . gi) a G⊥
i je ortogonálńı doplněk podprostoru Gi.

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Pro i = 1 je H1 = I, takže H1z = z ∈ G1, ∀z ∈ G1, a H1w = w,
∀w ∈ G⊥

1 . Předpokládejme, že (850)–(851) plat́ı pro nějaký index i ∈ N a označme ωi =
∏i

k=1 γk.

(a) Necht’ Higi+1 = z + w, kde z ∈ Gi+1 a w ∈ G⊥
i+1 ⊂ G⊥

i (takže wT z = 0). Pak podle (851) plat́ı

wTw = wT z + wTw = wTHigi+1 = ωi−1w
T gi+1 = 0,

nebot’ gi+1 ∈ Gi+1. Můžeme tedy psát Higi+1 = z ∈ Gi+1 a jelikož podle indukčńıho předpokladu plat́ı
Higi ∈ Gi ⊂ Gi+1, dostaneme di = −αiHigi ∈ Gi+1 a Hiyi = Hi(gi+1 − gi) ∈ Gi+1, takže L(Ui) ⊂ Gi+1. To
spolu s (273) dává Hi+1gj = γiHigj + UiMiU

T
i gj ∈ Gi+1, ∀1 ≤ j ≤ i, a použit́ım (274) dostaneme

Hi+1gi+1 = Hi+1gi +Hi+1yi = Hi+1gi + ρidi ∈ Gi+1.

T́ım jsme dokázali, že Hi+1gj ∈ Gi+1 ∀1 ≤ j ≤ i+ 1, neboli Hi+1z ∈ Gi+1, ∀z ∈ Gi+1.

(b) Necht’ nyńı w ∈ G⊥
i+1 ⊂ G⊥

i . Jelikož podle (a) plat́ı L(Ui) ⊂ Gi+1, dostaneme UT
i w = 0, což spolu s

(273) dává Hi+1w = γiHiw. Protože w ∈ G⊥
i , můžeme podle indukčńıho předpokladu psát Hi+1w = ωiw.

2

Důsledek 25. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 203 a necht’ matice Hi, i ∈ N , jsou pozitivně definitńı.
Pak Si = Gi, i ∈ N , kde Si = L(s1, . . . , si).

Důkaz Jelikož s1 = −g1, můžeme psát S1 = L(s1) = L(g1) = G1. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
nějaký index i ∈ N . Podle věty 203 plat́ı si+1 = −Hi+1gi+1 ∈ Gi+1, takže Si+1 ⊂ Gi+1. Necht’ gi+1 ̸∈ Gi

(v opačném př́ıpadě plat́ı Gi+1 = Gi a neńı co dokazovat). Ukážeme, že také Higi+1 ̸∈ Gi. Pokud totiž
Higi+1 ∈ Gi, muśı platit wTHigi+1 = ωi−1w

T gi+1 = 0, ∀w ∈ G⊥
i , takže nutně gi+1 ∈ Gi, což je spor s

předpokladem že gi+1 ̸∈ Gi. Jelikož Higi+1 ̸∈ Gi a Higi ∈ Gi, plat́ı Hiyi = Hi(gi+1 − gi) ̸∈ Gi. Jelikož
vektor si+1 je podle (460) lineárńı kombinaćı vektor̊u di a Hiyi, kde di = −αiHigi ∈ Gi a koeficient u Hiyi
je nenulový (nebot’ matice Hi+1 je podle předpokladu pozitivně definitńı), muśı platit si+1 ̸∈ Gi, takže
Si+1 = Gi+1. 2

Věta 204. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 203 a necht’ Zi je matice, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonormálńı
bázi v Gi. Pak plat́ı

Hi = ZiH̃iZ
T
i +

(
i−1∏
k=1

γk

)
(I − ZiZ

T
i ), H̃i = ZT

i HiZi. (852)
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Důkaz Podle věty 203 plat́ı HiZi = ZiH̃i, kde H̃i je nějaká čtvercová regulárńı matice. Vynásob́ıme-li
tuto rovnost matićı ZT

i , dostaneme H̃i = ZT
i HiZi (nebot’ Z

T
i Zi = I). Lze tedy psát(

ZiH̃iZ
T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i )
)
Zi = ZiH̃i = HiZi.

Necht’Wi je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v G⊥
i , takže ZT

i Wi = 0. Pak podle věty 203 plat́ı(
ZiH̃iZ

T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i )
)
Wi = ωi−1Wi = HiWi.

Jelikož čtvercová matice [Zi,Wi] je ortogonálńı (a tedy regulárńı), plat́ı (852). 2

Poznámka 308. Jelikož gi ∈ Gi, můžeme podle (852) psát Higi = ZiH̃iZ
T
i gi. Směrový vektor si = −Higi

se tedy vypočte podle vzorc̊u

si = Zis̃i, s̃i = −H̃ig̃i, g̃i = ZT
i gi.

Poznamenejme, že v těchto vzorćıch se použ́ıvá pouze redukovaná matice H̃i a matice Zi jej́ıž sloupce tvoř́ı
ortonormálńı bázi v Gi.

Poznámka 309. Předpokládejme, že vektor gi+1 nelež́ı v Gi a oznažme Pi = I−ZiZ
T
i (takže Pigi+1 ̸= 0).

Pak vektor zi+1 = Pigi+1/∥Pigi+1∥ lež́ı v Gi+1 ∩ G⊥
i a sloupce matice Zi+1 = [Zi, zi+1] tvoř́ı ortonormálńı

bázi v Gi+1. V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat označeńı

Ĥi =

[
H̃i, 0

0,
∏i−1

k=1 γk

]
.

Věta 205. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 203 a vektor gi+1 nelež́ı v Gi. Pak plat́ı Ĥi = ZT
i+1HiZi+1

a

Hi = Zi+1ĤiZ
T
i+1 +

(
i−1∏
k=1

γk

)
(I − Zi+1Z

T
i+1), (853)

takže
si = Zi+1ŝi, ŝi = −Ĥiĝi, ĝi = ZT

i+1gi.

Necht’
H̃i+1 = γi(Ĥi + ÛiMiÛ

T
i ), Ûi = [d̂i, Ĥiŷi], (854)

kde d̂i = αiŝi a ŷi = ZT
i+1yi. Pak plat́ı

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i ), Ui = [di, Hiyi]

(vztah (273)). Přitom ai = yTi Hiyi = ŷTi Ĥiŷi a bi = yTi di = ŷTi d̂i.

Důkaz (a) Jelikož zi+1 ∈ G⊥
i , můžeme podle (852) psát ZT

i Hizi+1 = H̃iZ
T
i zi+1 = 0 a zTi+1Hizi+1 = ωi−1,

kde ωi−1 =
∏i−1

k=1 γk (nebot’ zTi+1zi+1 = 1). Plat́ı tedy Ĥi = ZT
i+1HiZi+1. Dále podle věty 204 dostaneme

Zi+1ĤiZ
T
i+1 + ωi−1(I − Zi+1Z

T
i+1) = [Zi, zi+1]

[
H̃i, 0
0, ωi−1

] [
ZT
i

zTi+1

]
+ ωi−1(I − ZiZ

T
i − zi+1z

T
i+1)

= ZiH̃iZ
T
i + ωi−1zi+1z

T
i+1 + ωi−1(I − ZiZ

T
i − zi+1z

T
i+1)

= ZiH̃iZ
T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i ) = Hi

a jelikož gi ∈ Gi ⊂ Gi+1, plat́ı si = −Higi = −Zi+1ĤiZi+1gi, neboli ĝi = ZT
i+1gi, ŝi = −Ĥiĝi, si = Zi+1ŝi.

Poznamenejme, že z gi ∈ Gi plyne z
T
i+1gi = 0, takže

ĝi = ZT
i+1gi =

[
g̃i
0

]
, ŝi = −Ĥiĝi = −

[
H̃i, 0
0, ωi−1

] [
g̃i
0

]
=

[
s̃i
0

]
, d̂i = αiŝi =

[
d̃i
0

]
. (855)
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Jelikož zTi+1gi = 0, můžeme psát

zTi+1yi = zTi+1gi+1 =
gTi+1Pigi+1

∥Pigi+1∥
= ∥Pigi+1∥

(nebot’ matice Pi = I − ZiZ
T
i je idempotemtńı), takže

ŷ = ZT
i+1yi =

[
ZT
i yi

zTi+1yi

]
=

[
ỹi
∥Pigi+1∥

]
. (856)

Č́ıslo ∥Pigi+1∥ známe, nebot’ ho potřebujeme k určeńı vektoru zi+1 (poznámka 309).

(b) Zřejmě di = Zi+1d̂i a bi = yTi di = yTi Zi+1d̂i = ŷTi d̂i. Jelikož yi = gi+1 − gi ∈ Gi, plat́ı podle (853)

Hiyi = Zi+1Ĥiŷi a ai = yTi Hiyi = ŷTi Ĥiŷi. Můžeme tedy psát Ui = Zi+1Ûi. Použijeme-li (852) a (854),
dostaneme

Hi+1 = Zi+1H̃i+1Z
T
i+1 + ωi(I − Zi+1Z

T
i+1)

= γi

(
Zi+1ĤiZ

T
i+1 + Zi+1ÛiMiÛ

T
i Z

T
i+1 + ωi−1(I − Zi+1Z

T
i+1)

)
= γi(Hi + UiMiU

T
i ),

což je právě vztah (273). 2

Poznámka 310. Lež́ı-li vektor gi+1 v Gi, můžeme položit Zi+1 = Zi, Ĥi = H̃i a v aktualizaci (854) použ́ıt

vektory d̂i = d̃i = αis̃i a ŷi = ỹi = ZT
i yi.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 22. Data δ > 0, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
Z1 := [ g1/∥g1∥ ], H̃1 := [1] a i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme g̃i := ZT
i gi, s̃i := −H̃ig̃i a

si := Zis̃i.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme d̃i := αis̃i, ỹi := ZT

i (gi+1 − gi).

Krok 4 Pokud ∥Pigi+1∥ ≤ δ∥gi+1∥, polož́ıme Zi+1 := Zi, Ĥi := H̃i, d̂i := d̃i, ŷi := ỹi. Pokud ∥Pigi+1∥ >
δ∥gi+1∥, urč́ıme matice Zi+1, Ĥi podle poznámky 309, vektor d̂i podle (855) a vektor ŷi podle
(856).

Krok 5 Zvoĺıme parametry ρi, γi a ηi (tak jako v Algoritmu 9) a urč́ıme matici H̃i+1 podle (854).

Krok 6 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Algoritmus 22 je teoreticky shodný s algoritmem 9 a měl by být správě uveden v odd́ılu 4.8 jako modifikace
algoritmu 9. Výhoda algoritmu 22 spoč́ıvá v tom, že se pro i < n pracuje s menš́ımi maticemi, což vede
v tomto př́ıpadě k úspoře času. Jelikož operace s ortonormálńımi bázemi vyžaduj́ı aritmetické operace
nav́ıc, je výhodné přej́ıt pro i ≥ n na algoritmus 9. Hlavńı př́ınos metod redukovaných Hessián̊u spoč́ıvá
v tom, že lze jejich myšlenku použ́ıt pro rozsáhlé úlohy, omeźıme-li řád redukovaných matic na m̄ ≪ n.
Dostaneme tak metody redukovaných Hessiáru s omezenou pamět́ı, studované v práci [77].

Necht’ 0 < m̄ < n, i ∈ N a m = min(m̄, i). Označme Gi = L(gi−m+1, . . . , gi),

Si = L(si−m+1, . . . , si−1, si), Si = [si−m+1, . . . , si−1, si],
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S ′
i = L(si−m+1, . . . , si−1, gi), S′

i = [si−m+1, . . . , si−1, gi]

a
Hi = ZiH̃iZ

T
i + γ̂i(I − ZiZ

T
i ), H̃i = ZT

i HiZi, (857)

kde Zi je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi v S ′
i (γ̂i je hodnota specifikovaná v poznámce 314). Metody

redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ı směrový vektor si = −Higi, kde Hi je matice určená
vztahem (857). Jelikož gi ∈ S ′

i, plat́ı (I −ZiZ
T
i )gi = 0 a směrový vektor lze určit podle vzorc̊u uvedených

v poznámce 308. Stač́ı tedy uchovávat pouze redukovanou matici H̃i a matici Zi, jej́ıž sloupce tvoř́ı
ortonormálńı bázi v S ′

i.

Poznámka 311. Ke konstrukci matice H̃i bychom mohli použ́ıt podprostor Gi mı́sto S ′
i. Metody použ́ıvaj́ı-

ćı podprostor S ′
i jsou však účinněǰśı. Je to zp̊usobeno t́ım, že po sńıžeńı dimenze (vyškrtnut́ı prvńıho

sloupce v matici [Si, gi+1]) již neplat́ı S ′
i = Gi a použit́ı podprostoru S ′

i je pro metody redukovaných
Hessián̊u s omezenou pamět́ı výhodněǰśı.

Algoritmus metod redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı se od algoritmu 22 lǐśı zejména t́ım, že
matice Zi a H̃i mohou mı́t nanejvýš m̄ sloupc̊u. Kromě toho se použ́ıvaj́ı horńı trojúhelńıkové matice Ri, R

′
i

takové, že Si = ZiRi, S
′
i = ZiR

′
i. V každém iteračńım kroku vycháźıme z rozkladu S′

i = ZiR
′
i. Po nalezeńı

směrového vektoru urč́ıme rozklad Si = ZiRi podle lemmatu 86 a po vypočteńı nového gradientu urč́ıme
rozklad [Si, gi+1] = Z+

i+1R
+
i+1 podle lemmatu 87. Jestliže i < m̄, plat́ı Si+1 = [Si, gi+1], takže Zi+1 = Z+

i+1

a Ri+1 = R+
i+1. Jestliže i ≥ m̄, vyškrtneme v [Si, gi+1] prvńı sloupec a urč́ıme rozklad S′

i+1 = Zi+1Ri+1

podle lemmatu 88. Posledńı procedura vnáš́ı do algoritmu metod redukovaných Hessián̊u s omezenou
pamět́ı nové problémy technického charakteru, které se řeš́ı pomoćı Givensových matic elementárńıch
rotaćı.

Lemma 86. Necht’ S′
i = ZiR

′
i. Pak R′

i = [R−
i , g̃i] a polož́ıme-li Ri = [R−

i , s̃i], plat́ı Si = ZiRi.

Důkaz Necht’ S′
i = ZiR

′
i a R

′
i = [R−

i , r
′
i]. Pak gi = Zir

′
i a g̃i = ZT

i gi = ZT
i Zir

′
i = r′i (nebot’ Z

T
i Zi = I),

takže S′
i = Zi[R

−
i , g̃i]. Podobně Si = Zi[R

−
i , ri] = Zi[R

−
i , s̃i], nebot’ si = Zis̃i. 2

Lemma 87. Necht’ Si = ZiRi, kde Zi, Ri jsou matice vystupuj́ıćı v lemmatu 86. Předpokládejme, že
Pigi+1 = (I − ZiZ

T
i )gi+1 ̸= 0 a položme

Z+
i+1 =

[
Zi,

Pigi+1

∥Pigi+1∥

]
, R+

i+1 =

[
Ri, ZT

i gi+1

0, ∥Pigi+1∥

]
.

Pak plat́ı [Si, gi+1] = Z+
i+1R

+
i+1.

Důkaz Roznásob́ıme-li součin Z+
i+1R

+
i+1, dostaneme ZiRi = Si a ZiZ

T
i gi+1 + Pigi+1 = ZiZ

T
i gi+1 + (I −

ZiZ
T
i )gi+1 = gi+1. 2

Lemma 88. Necht’ matice Z+
i+1, R

+
i+1 = [ti+1, Ti+1], vystupuj́ıćı v lemmatu 87, maj́ı m̄+1 sloupc̊u (takže

ti+1 je vektor a Ti+1 je horńı Hessenbergova matice, která má m̄ + 1 řádk̊u a m̄ sloupc̊u). Necht’ Qi+1 je
ortogonálńı matice řádu m̄+ 1 taková, že

QT
i+1Ti+1 =

[
R′

i+1

0

]
, (858)

kde R′
i+1 je horńı trojúhelńıková matice řádu m̄. Pak S′

i+1 = Zi+1R
′
i+1, kde [Si, gi+1] = [si−m+1, S

′
i+1]

a Zi+1 je matice obsahuj́ıćı prvńıch m̄ sloupc̊u matice Z+
i+1Qi+1. Sloupce matice Zi+1 tvoř́ı ortonormálńı

bázi v S ′
i+1

Důkaz Podle lemmatu 87 plat́ı [Si, gi+1] = [si−m+1, S
′
i+1] = Z+

i+1R
+
i+1 = Z+

i+1[ti+1, Ti+1], neboli S
′
i+1 =

Z+
i+1Ti+1, kde Ti+1 je horńı Hessenbergova matice, která má m̄ + 1 řádk̊u a m̄ sloupc̊u. Necht’ Qi+1 je

ortogonálńı matice řádu m̄+ 1, pro kterou plat́ı (858). Pak lze psát

S′
i+1 = Z+

i+1Ti+1 = Z+
i+1Qi+1Q

T
i+1Ti+1 = Z+

i+1Qi+1

[
R′

i+1

0

]
.

Jelikož (Z+
i+1Qi+1)

TZ+
i+1Qi+1 = QT

i+1Qi+1 = I, tvoř́ı sloupce matice Zi+1 ortonormálńı bázi v S ′
i+1. 2
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Poznámka 312. Ortogonálńı matice Qi+1 je obvykle součinem Givensových matic elementárńıch rotaćı
(poznámka 277). Pak

Qi+1 = Q12Q23 . . . Qm̄,m̄+1,

kde Qj,j+1, 1 ≤ j ≤ m̄, jsou matice definované v poznámce 275.

Poznámka 313. Necht’ H̃+
i+1 = (Z+

i+1)
THi+1Z

+
i+1 je symetrická matice řádu m̄+1 a Qi+1 je ortogonálńı

matice řádu m̄+ 1 použitá v lemmatu 88. Pak vyškrtneme-li v matici

QT
i+1H̃

+
i+1Qi+1 = (Z+

i+1Qi+1)
THi+1Z

+
i+1Qi+1

posledńı řádek a posledńı sloupec, dostaneme matici H̃i+1 = ZT
i+1Hi+1Zi+1. Z toho plyne, že aplikujeme-

li elementárńı rotace na řádky Hessenbergovy matice Ti+1, muśıme je též aplikovat na řádky a sloupce
redukované matice H̃+

i+1.

Poznámka 314. Sńıžeńım dimenze redukované matice (poznámka 313) ztráćıme část informaćı z předcho-
źıch iteračńıch krok̊u. Proto neńı logické použ́ıvat v matici Ĥi součin škálovaćıch koeficient̊u ze všech
předchoźıch iteraćı. Tak jako u metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı použijeme pouze posledńı
škálovaćı koeficient. Polož́ıme

Ĥi =

[
H̃i, 0
0, γ̂i

]
, (859)

kde bud’ γ̂i = 1 nebo γ̂i = γi. Pokud γ̂i = 1, použijeme v aktualizaci

H̃+
i+1 = γi(Ĥi + ÛiMiÛ

T
i ), Ûi = [d̂i, Ĥiŷi], (860)

škálovaćı koeficient γi. Pokud γ̂i = γi, polož́ıme v (860) γi = 1.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 23. Data m̄ < n, δ > 0, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
Z1 := [ g1/∥g1∥ ], R′

1 := [∥g1∥], H̃1 := [1] a i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme g̃i := ZT
i gi, s̃i := −H̃ig̃i,

si := Zis̃i a urč́ıme matici Ri tak jako v lemmatu 86.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme d̃i := αis̃i, ỹi := ZT

i (gi+1 − gi).

Krok 4 Pokud ∥Pigi+1∥ ≤ δ∥gi+1∥, polož́ıme Z+
i+1 := Zi, R

+
i+1 := Ri, Ĥi := H̃i, d̂i := d̃i, ŷi := ỹi.

Pokud ∥Pigi+1∥ > δ∥gi+1∥, urč́ıme matice Z+
i+1, R

+
i+1 tak jako v lemmatu 87, matici Ĥi podle

(859) a vektory d̂i, ŷi podle (855), (856).

Krok 5 Zvoĺıme parametry ρi, γi a ηi a urč́ıme matici H̃+
i+1 podle (860).

Krok 6 Maj́ı-li matice Z+
i+1, R

+
i+1 nejvýše m̄ sloupc̊u, polož́ıme Zi+1 := Z+

i+1, R
′
i+1 := R+

i+1 a H̃i+1 :=

H̃+
i+1. V opačném př́ıpadě urč́ıme matice Zi+1, R

′
i+1 tak jako v lemmatu 88 a matici H̃i+1 tak

jako v poznámce 313.

Krok 7 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Abychom se v algoritmu 23 mohli odvolávat na př́ıslušné vzorce, použ́ıváme matice Z, R, H s r̊uznými
indexy. Ve skutečnosti jsou všechny matice označené stejným ṕısmenem uloženy na stejném mı́stě v paměti
poč́ıtače, takže př́ıkazy Z+

i+1 := Zi, R
+
i+1 := Ri, Ĥi := H̃i v kroku 4 a př́ıkazy Zi+1 := Z+

i+1, R
′
i+1 := R+

i+1,

H̃i+1 := H̃+
i+1 v kroku 6 jsou fiktivńı (nic se nepřesouvá).

Algoritmus 23 představuje pouze jeden zp̊usob, jak lze realizovat metody redukovaných Hessián̊u s
omezenou pamět́ı. Často se mı́sto matic H̃i použ́ıvaj́ı matice B̃i = H̃−1

i .
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Lemma 89. Necht’ Hi je matice určená vztahem (857) a

Bi = ZiB̃iZ
T
i +

1

γ̂i
(I − ZiZ

T
i ), B̃i = ZT

i BiZi. (861)

Pak HiBi = I právě tehdy, jestlǐze H̃iB̃i = I

Důkaz Jelikož ZT
i Zi = I, můžeme psát HiBi = ZiH̃iB̃iZ

T
i + I − ZiZ

T
i . Jestliže H̃iB̃i = I, dostaneme

HiBi = ZiZ
T
i +I−ZiZ

T
i = I. Jestliže HiBi = I, můžeme psát I = Zi(H̃iB̃i−I)ZT

i +I, což po vynásobeńı
ZT
i zleva a Zi zprava dává H̃iB̃i − I = 0. 2

Poznámka 315. Ukázali jsme, že pokud Hi = B−1
i , plat́ı H̃i = B̃−1

i a (857) lze zapsat ve tvaru

Hi = ZiB̃
−1
i ZT

i + γ̂i(I − ZiZ
T
i ), B̃i = ZT

i BiZi.

V tomto př́ıpadě se směrový vektor určuje podle vzorc̊u

si = Zis̃i, B̃is̃i = −g̃i, g̃i = ZT
i gi.

Mı́sto matice B̃i se použ́ıvá Choleského rozklad Bi = LiL
T
i kde Li je dolńı trojúhelńıková matice, která

se aktualizuje metodami popsanými v odd́ılu 4.7.

Poznámka 316. Použ́ıváme-li Choleského rozklad matice B̃i, zkomplikuje se krok 6 algoritmu 23. Aby-
chom źıskali rozklad B̃i+1 = Li+1Li+1 z rozkladu B̃+

i+1 = L+
i+1L

+
i+1, je třeba matici L+

i+1 vynásobit zleva
matićı Qi+1. T́ım se ale poruš́ı jej́ı tvar (neńı již dolńı trojúhelńıková, ale dolńı Hessenbergova). Např́ıklad
v matici Q12L

+
i+1 vznikne nový nenulový prvek v prvńım řádku a druhém sloupci. Abychom tento prvek

opět vynulovali, muśıme matici Q12L
+
i+1 vynásobit zprava vhodnou Givensovou matićı Q̃12. Pokračujeme-li

takto dále, dostaneme dolńı trojúhelńıkovou matici

QT
i+1L

+
i+1Q̃i+1 = (Q12Q23 . . . Qm̄,m̄+1)

TL+
i+1Q̃12Q̃23 . . . Q̃m̄,m̄+1,

takže QT
i+1B̃

+
i+1Qi+1 = QT

i+1L
+
i+1Q̃i+1(Q

T
i+1L

+
i+1Q̃i+1)

T (nebot’ Q̃i+1Q̃
T
i+1 = I). Matici Li+1 dostaneme

tak, že v matici QT
i+1L

+
i+1Q̃i+1 vyškrtneme posledńı řádek a posledńı sloupec.

Algoritmus 23 lze modifikovat tak, abychom ušetřili operace potřebné k úpravám matice Z+
i+1 (jde o

ortogonálńı transformace použité v lemmatu 88). Z tohoto d̊uvodu použ́ıváme mı́sto matice Zi některou z
matic S′

i(R
′
i)

−1, Si(Ri)
−1. V matićıch S′

i, Si se pouze vyměňuj́ı sloupce, takže jejich úpravy jsou nenáročné,
a matice R′

i, Ri jsou malé a horńı trojúhelńıkové. Modifikovaný algoritmus 23 vypadá takto.

(a) Směrový vektor v kroku 2 poč́ıtáme postupně podle vzorc̊u ũi := (S′
i)

T gi, (R
′
i)

T g̃i = ũi, s̃i := −H̃ig̃i,
R′

iṽi = s̃i, si := S′
iṽi.

(b) V kroku 3 vypočteme vektor g̃i+1 = ZT
i gi+1 řešeńım soustavy rovnic RT

i g̃i+1 = ST
i gi+1, polož́ıme

ỹi = g̃i+1 − g̃i a spočteme č́ıslo ∥Pigi+1∥ =
√
gTi+1gi+1 − g̃Ti+1g̃i+1.

Matice Zi se v modifikovaném algoritmu nepouž́ıvá.

9.6 Posunuté metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Směrový vektor źıskaný metodou redukovaných Hessián̊u lze zapsat ve tvaru

si = −ZiH̃iZ
T
i gi = −SiS

T
i gi, Si = ZiH̃

1/2
i

(matice Si ∈ Rn×m, kde m = max(m̄, i− 1), má zde stejný význam jako v odd́ılu 4.2 a je r̊uzná od matice
Si použité v odd́ılu 9.5). Podstatné je, že matice Zi je zkonstruovaná tak, že gi ∈ L(Si) = L(Zi), takže
ST
i gi ̸= 0 (a tud́ıž si ̸= 0), pokud gi ̸= 0. Požadavek, aby platilo ST

i gi ̸= 0, pokud gi ̸= 0, ztěžuje použit́ı
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obecněǰśıch metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı takových, že si = −SiS
T
i gi, kde matice Si,

která má nanejvýš m̄ sloupc̊u, se aktualizuje pomoćı metod popsaných v odd́ılu 4.2. Pro praktické použit́ı
je výhodněǰśı předpokládat, že si = −Higi, kde

Hi = ζiI + H̄i = ζiI + ŪiM̄iŪ
T
i ,

přičemž ζi > 0 a matice Ūi má omezený počet sloupc̊u. V tomto tvaru lze zapsat metody s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı (vzorec (795)), kdy ζi = γi−1 a matice Ūi má nejvýše 2m̄ slouc̊u, i metody
redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı (vzorec (857)), kdy ζi = γ̂i, Ūi = Zi a M̄i = H̃i − γ̂iI.
Poznamenejme, že matice ŪiM̄iŪ

T
i nemuśı být pozitivně semidefinitńı.

V tomto odd́ılu se budeme zabývat metodami popsanými v práci [192], které použ́ıvaj́ı směrový vektor
si = −Higi, kde

Hi = ζiI + H̄i = ζiI + S̄iS̄
T
i , (862)

přičemž č́ıslo ζi > 0 a matice H̄i = S̄iS̄
T
i se aktualizuj́ı tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

Hi+1yi = ρidi, ρi > 0, neboli
H̄i+1yi = ρid̄i, d̄i = di − ζi+1yi (863)

(v prvńım iteračńım kroku pokládáme ζ1 = 1 a H̄1 = 0). Poznamenejme, že matice H̄i = S̄iS̄
T
i , S̄ ∈ Rm×n,

je vždy pozitivně semidefinitńı.
Abychom lépe porozuměli posunutým metodám s proměnnou metrikou, budeme nejprve předpokládat,

že m̄ = n, takže matice S̄ může mı́t n sloupc̊u a matice H̄ může být regulárńı. Podobným zp̊usobem jako
v odd́ılu 4.1 můžeme odvodit obecnou aktualizaci

H̄+ = H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
, (864)

kde ā = yT H̄y a b̄ = yT d̄, která vyhovuje kvazinewtonovské podmı́nce (863). Jelikož v prvńıch n iteračńıch
kroćıch je matice H̄ singulárńı, může nastat př́ıpad, že H̄y = 0. V tomto př́ıpadě vynecháme v (864)
všechny členy obsahuj́ıćı H̄y, takže

H̄+ = H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T . (865)

Věta 206. Necht’ matice H̄ je pozitivně semidefinitńı, ρ > 0, η ≥ 0 a 0 < ζ+ < b/yT y. Pak matice H̄+

určená vztahem (864) je pozitivně semidefinitńı a matice H+ = ζ+ + H̄+ je pozitivně definitńı.

Důkaz Jelikož η ≥ 0, můžeme použ́ıt pseudosoučinový vzorec (293) s ρ > 0 a γ = 1, kam dosad́ıme
hodnoty s pruhem. Podle tohoto vzorce je matice H̄+ pozitivně semidefinitńı pokud b̄ > 0 (hodnotu b̄ = 0
vylučujeme, nebot’ b̄ se vyskytuje ve jmenovateli pseudosoučinového vzorce). Stač́ı tedy ověřit podmı́nku
b̄ = b − ζ+y

T y > 0, což dává ζ+ < b/yT y . Jelikož ζ+ > 0 a matice H̄+ je pozitivně semidefinitńı, plat́ı
vTH+v = ζ+v

T v + vT H̄+v > 0 pro libovolný vektor v ̸= 0.
2

U posunutých metod s proměnnou metrikou velmi zálež́ı na hodnotě parametru ζi+1. Abychom vyhověli
předpoklad̊um věty 206 polož́ıme ζi+1 = σibi/y

T
i yi, kde 0 < σi < 1. Je-li hodnota σi př́ılǐs malá, má matice

Hi+1 malé nejmenš́ı vlastńı č́ıslo, takže může platit ∥si∥ ≈ 0 i když ∥gi∥ > 0. Je-li hodnota σi př́ılǐs velká,
norma natice S̄i+1 obvykle exponenciálně nar̊ustá a jej́ı sloupce se stávaj́ı lineárně závislými. Voĺıme-li
hodnotu σi konstantńı, je vhodné, aby ležela v intervalu 0.20 ≤ σi ≤ 0.25 (např́ıklad σi = 0.22). Teoreticky
podloženěǰśı hodnotu parametru σi lze źıskat pomoćı následuj́ıćı věty.

Věta 207. Necht’ V̄ = I − y d̄T /yT d̄, kde d̄ = d − σ(yT d/yT y)y, a necht’ v je libovolný vektor takový, že
yT v = yT d. Pak plat́ı ∣∣∣∣∥V̄ T v∥

∥v∥
− ω

∣∣∣∣ ≤ (1 + ω)
∥v − d∥
∥v∥

,

kde

ω =
σ

1− σ

√
1− τ , τ =

(yT d)2

yT ydT d
.

349



Důkaz Podle předpokladu plat́ı yT d̄ = yT (d− σ(yT d/yT y)y) = (1− σ)yT d a

V̄ T v = v − yT v

yT d̄
d̄ = v − yT d

yT d̄
d̄ = v − 1

1− σ
d̄ = v − d− σ

1− σ

(
d− yT d

yT y
y

)
Protože ∥∥∥∥d− yT d

yT y
y

∥∥∥∥ =

√(
d− yT d

yT y
y

)T (
d− yT d

yT y
y

)
= ∥d∥

√
1− τ ,

můžeme psát | ∥V̄ T v∥ − ω∥d∥ | ≤ ∥v − d∥, takže∣∣∣∣∥V̄ T v∥
∥v∥

− ω

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∥V̄ T v∥
∥v∥

− ω
∥d∥
∥v∥

∣∣∣∣+ ω
∥v − d∥
∥v∥

≤ (1 + ω)
∥v − d∥
∥v∥

.

2

Jak již bylo konstatováno, je-li hodnota σ př́ılǐs velká, norma natice S̄ obvykle exponenciálně nar̊ustá
a jej́ı sloupce se stávaj́ı lineárně závislými (dokládaj́ı to numerické experimenty). V tomto př́ıpadě je
např́ıklad prvńı sloupec matice S, který označ́ıme symbolem v, téměř rovnoběžný s vektorem d a vhod-
nou normalizaćı lze doćılit toho, že yT v = yT d a č́ıslo ∥v − d∥/∥v∥ je malé. Pak podle věty 207 plat́ı
∥V̄ T v∥/∥v∥ ≈ ω. Jelikož vektor V̄ T v je podle (874) prvńım sloupcem matice S̄+, je vhodné volit č́ıslo
σ tak, aby platilo ω ≤ 1, což dává σ ≤ 1/(1 +

√
1− τ). Většinou je nutné tuto hodnotu ještě zmenšit.

Ukázalo se, že je vhodné vynásobit ji č́ıslem
√
1− ā/a, takže

σ =

√
1− ā/a

1 +
√
1− b2/(yT ydT d)

. (866)

Volba (866) vyhovuje předpoklad̊um věty 211 a od̊uvodňuje ji také následuj́ıćı věta.

Věta 208. Necht’ H̄+ je matice určená podle vzorce (864), kde H̄ = 0. Pak matice H+ = ζ+I + H̄+, kde
ζ+ = σb̄/yT y a č́ıslo σ je určeno podle (866), je optimálně podmı́něná.

Důkaz Pokud H̄ = 0, plat́ı H̄y = 0 a ā = 0 a použit́ım (865) dostaneme H+ = ζ+I + (ρ/b̄)d̄d̄T , takže
matice (1/ζ+)H+ má podle lemmatu 31 n − 1 jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylé vlastńı č́ıslo, které se
rovná č́ıslu podmı́něnosti, je dáno vztahem κ+ = 1 + (1/ζ+)(ρ/b̄)d̄

T d̄. Použijeme-li vztahy ζ+ = σb/yT y,
b̄ = (1−σ)b a d̄ = d−σby/yT y, dostaneme pro č́ıslo podmı́něnosti matice (1/ζ+)H+ (a tedy i H+) rovnost

1

ρ
(κ+ − 1) =

1

ζ+b̄
d̄T d̄ =

yT y

σ(1− σ)b2

(
dT d− 2σ

b2

yT y
+ σ2 b2

yT y

)
=

1

σ(1− σ)

(
yT ydT d

b2
− 2σ + σ2

)
=

1

1− σ

(
1

στ
− 1

)
− 1,

takže
1

ρ
κ′+ =

1

(1− σ)2

(
1

στ
− 1

)
− 1

1− σ

(
1

σ2τ

)
= −σ

2τ − 2σ + 1

σ2(1− σ)2τ
.

Optimálńı hodnota parametru σ tedy vyhovuje kvadratické rovnici σ2τ − 2σ + 1 = 0, která má řešeńı
σ = (1 −

√
1− τ)/τ = 1/(1 +

√
1− τ) (bereme kořen, pro který plat́ı 0 < σ < 1), a protože ā = 0,

dostaneme (866). 2

V kvazinewtonovské podmı́nce (863) použ́ıváme parametr ρ > 0. Tento parametr má poněkud jiný
význam, než v př́ıpadě standardńıch metod s proměnnou metrikou. Jeho význam ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 209. Necht’ H+ = ζ+I + H̄+, kde ζ+ = σyT d/yT y a H̄+ je matice źıskaná aktualizaćı (864) (kde
d̄ = d− ζ+y). Pak jestlǐze ρ = σ/(1− σ), plat́ı

yT H̄+y

yT y
= ζ+.
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Důkaz Z H̄+y = ρd̄ plyne H+y = (1− ρ)ζ+y + ρd, takže yTH+y = (1− ρ)ζ+y
T y + ρb = σb+ (1− σ)ρb.

Polož́ıme-li ρ = σ/(1− σ), plat́ı yTH+y = 2σb = 2ζ+y
T y. Ze vztahu

yTH+y

yT y
= ζ+ +

yT H̄+y

yT y
= 2ζ+

pak plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 317. Z věty 209 plyne, že pokud ρ = σ/(σ − 1), jsou oba členy v (862) v jistém smyslu
souměřitelné. Jiná vhodná hodnota parametru ρ je ρ = ζ/(ζ + ζ+).

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı posunutých metod s proměnnou metrikou. Tak jako v
odd́ılu 4.5 budeme předpokládat že funkce F : Rn → R vyhovuje předpoklad̊um F1, F4, F5. Pak (podobně
jako v d̊ukazu lemmatu 48) dostaneme

G ≤ yT d

dT d
≤ G, G ≤ yT y

yT d
≤ G,

σ

G
≤ σ

G
≤ ζ+ ≤ σ

G
≤ σ

G
(867)

(pokud 0 < σ ≤ σ ≤ σ < 1), nebot’ ζ+ = σyT d/yT y. Dále budeme předpokládat, že posunutá metoda
s proměnnou metrikou je realizována jako metoda spádových směr̊u (s výběrem délky kroku splňuj́ıćım
slabou Wolfeho podmı́nku). Nejprve dokážeme globálńı konvergenci metody DFP.

Lemma 90. Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s aktualizaćı (864), kde 0 < ρ ≤ ρ ≤ ρ
a 0 < σ ≤ σ ≤ σ < 1, s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje
předpoklady F1, F4, F5. Pak, existuje-li konstanta C > 0 taková, že

TrH̄i+1 ≤ TrH̄i + C ∀i ∈ N, (868)

plat́ı
lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (869)

Důkaz Plat́ı-li (868), můžeme s použit́ım (867) psát

∥Hi+1∥ ≤ ζi+1 + ∥H̄i+1∥ ≤ σ

G
+TrH̄i + C ≤ σ

G
+TrH̄1 + Ci ≤ C(i+ 1),

kde C = max(C, σ/G+TrH̄1). Dostaneme tedy

cos2 θi =
(sTi gi)

2

gTi gis
T
i si

=
gTi (ζiI + H̄i)gi

gTi gi

sTi H
−1
i si

sTi si
≥ ζi

∥Hi∥
≥ σ

C Gi
,

takže plat́ı
∑∞

i=1 cos
2 θi = ∞, z čehož podle věty 11 plyne (869). 2

Věta 210. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 90 a η = 0. Pak plat́ı (869).

Důkaz Jelikož pro libovolnou symetrickou matici H̄ a pro libovolné dva vektory u, v plat́ı

Tr(H̄ + uuT − vvT ) = TrH̄ + uTu− vT v ≤ TrH̄ + uTu,

dostaneme použit́ım (289) nerovnost

TrH̄+ ≤ TrH̄ + ρ
d̄T d̄

yT d̄
= TrH̄ + ρ

dT d+ σ(σ − 2)(yT d)2/yT y

(1− σ)yT d

≤ TrH̄ +
ρ

1− σ

(
dT d

yT d
+
yT d

yT y

)
≤ TrH̄ +

ρ

1− σ

2

G
,

takže podle lemmatu 90 plat́ı (869). 2
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Poznámka 318. Nerovnost (868) obecně neplat́ı. Jej́ı platnost zaručuje omezenost výrazu (ā/b̄)η/(1−η).
Jelikož pod́ıl ā/b̄ může teoreticky r̊ust nade všechny meze, nemuśı býpodmı́nka (868) splněna pro žádnou
kladnou hodnotu parametru η.

Nyńı vyšetř́ıme obecný př́ıpad, kdy 0 ≤ η ≤ 1.

Lemma 91. Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s aktualizaćı (864), kde 0 ≤ η ≤ 1. Pak
plat́ı

detH+

detH
≤ d̄TBd̄

b̄

(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)(
1 +

ζ+
ζ

)n

. (870)

Důkaz (a) Z vyjádřeńı (295) a z d̊usledku 8 (c) plyne, že nerovnost (870) stač́ı dokázat pro η = 1, tedy
pro metodu BFGS. Aktualizaci metody BFGS lze zapsat ve tvaru (298) (kde vystupuj́ı veličiny s pruhem
a kde γ = 1), takže polož́ıme-li ω = ρ+ ā/b̄, můžeme psát

H−1/2(ζI + H̄+)H
−1/2 = I +

B1/2(ωd̄− H̄y)(ωd̄− H̄y)TB1/2 −B1/2H̄y(H̄y)TB1/2

ωb̄
.

Označ́ıme-li U = [u− v, v] a M = diag(1,−1) a použijeme-li d̊usledek 9 (d), dostaneme

det(I+UMUT ) = det(I+MUTU) = (1+∥u−v∥2)(1−∥v∥2)+((u−v)T v)2 = uTu+(1−uT v)2−uTuvT v,

což pro u = ωB1/2d̄/
√
ωb̄ a v = B1/2H̄y/

√
ωb̄ dává

det(ζI + H̄+)

detH
= ω

d̄TBd̄

b̄
+

(
1− d̄TBH̄y

b̄

)2

− d̄TB d̄yT H̄BH̄y

b̄2
.

Jelikož podle (862) plat́ı H̄y = Hy − ζy, můžeme psát d̄TBH̄y = b̄ − ζd̄TBy a yT H̄BH̄y = ā − ζyT y +
ζ2yTBy. Dosad́ıme-li tyto hodnoty do předchoźı rovnosti a použijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

det(ζI + H̄+)

detH
=

(
ρ+

ā

b̄

) d̄TBd̄
b̄

+ ζ2
(d̄By)2

b̄2
− d̄TBd̄ yT H̄BH̄y

b̄2

=

(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
+ ζ2

(d̄TBy)2 − d̄TBd̄ yTBy

b̄2
≤
(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
.

(b) Označme λi 1 ≤ i ≤ n, vlastńı č́ısla matice ζI + H̄+, takže λi ≥ ζ, 1 ≤ i ≤ n (matice H̄+ je pozitivně
semidefinitńı). Jelikož H+ = ζ+ + H̄+, má matice H+ vlastńı č́ısla λi + ζ+ − ζ, 1 ≤ i ≤ n, takže

detH+

det(ζI + H̄+)
=

n∏
i=1

(
1 +

ζ+ − ζ

λi

)
≤

n∏
i=1

(
1 +

ζ+
λi

)
≤
(
1 +

ζ+
ζ

)n

.

Spoj́ıme-li tuto nerovnost s nerovnost́ı odvozenou v (a), dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Důkaz globálńı konvergence lze snadno dokončit, je-li splněna podmı́nka σ ≤
√

1− ā/a. Jelikož zároveň
požadujeme, aby platilo σ ≥ σ, a výraz 1− ā/a může být libovolně malý, je třeba volit nějaký kompromis.
Budeme tedy předpokládat, že σ ≤ σ ≤

√
1− ā/a, pokud σ ≤

√
1− ā/a, a σ = σ v opačném př́ıpadě.

Lemma 92. Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou
Wolfeho podmı́nku a s aktualizaćı (864), kde 0 ≤ η ≤ 1, 0 < ρ ≤ ρ ≤ ρ a bud’ σ ≤ σ ≤

√
1− ā/a nebo√

1− ā/a < σ = σ. Necht’ funkce F splňuje předpoklady F1, F4, F5. Pak existuj́ı konstanty C1, C2 takové,
že

detH+

detH
≤ C1

c

b
+ C2σ,

přičemž konstanta C2 nezáviśı na σ.
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Důkaz (a) Předpokládejme nejprve, že σ ≤ σ ≤
√
1− ā/a. Pak, jelikož plat́ı ac − b2 ≥ 0 (Schvarzova

nerovnost), dostaneme σ2 ≤ 1 − ā/a = ζyT y/a ≤ ζyT yc/b2, takže ζ2+ = σ2b2/(yT y)2 ≤ ζc/yT y. Protože
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice H je zdola omezeno č́ıslem ζ, je největš́ı vlastńı č́ıslo matice B = H−1 shora
omezeno č́ıslem 1/ζ, takže ζ2+y

TBy ≤ ζcyTBy/yT y ≤ c. Jelikož pro libovolné dva vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

plat́ı (u + v)T (u + v) ≤ (∥u∥ + ∥v∥)2 a pro libovolná dvě č́ısla a > 0, b > 0 plat́ı (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2),
můžeme psát

d̄TBd̄ = (d− ζ+y)
TB(d− ζ+y) ≤ (

√
dTBd+ ζ+

√
yTBy)2 ≤ 2(dTBd+ ζ2+y

TBy), (871)

což spolu s dTBd = c a ζ2+y
TBy ≤ c dává d̄TBd̄ ≤ 4c. Zbylé činitele ve výrazu (870) již odhadneme

snadno. Podle (867) plat́ı

ρ+ ζ
yT y

b̄
≤ ρ+

σ

1− σ

G

G
(872)

(nebot’ b̄ = (1− σ)b ≥ (1− σ)b) a z (863) plyne 1 + ζ+/ζ ≤ 1 + σG/(σG). Po dosazeńı dostaneme

detH+

detH
≤ 4

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

σG

σG

)n
c

b
.

(b) Necht’ nyńı σ = σ >
√
1− ā/a. Pak podle (867) plat́ı

ζ+
ζ

≤ σ

G

G

σ
=
G

G
, (873)

což s použit́ım (871) dává

d̄TBd̄ ≤ 2(dTBd+ ζ2+y
TBy) ≤ 2(c+

ζ2+
ζ
yT y) = 2c+ 2σb

G

G
= 2c+ 2σb

G

G

(nebot’ yTBy/yT y ≤ ∥B∥ ≤ 1/ζ) a použijeme-li odhady (872), (873), můžeme psát

detH+

detH
≤ 2

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

G

G

)n(
c

b
+ σ

G

G

)
.

(c) Polož́ıme-li

C1 =
4

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

σG

σG

)n

, C2 =
2

1− σ

G

G

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

G

G

)n

,

dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 211. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 92. Pak je-li č́ıslo σ > 0 dostatečně malé (je-li
σ < 1/C2), plat́ı (869).

Důkaz (a) Abychom nemuseli vyšetřovat prvńı iteračńı krok zvlášt’, začneme od druhého kroku. Protože
v každém iteračńım kroku plat́ı detH ≥ ζn ≥ (σ/G)n, můžeme pro k ∈ N psát

C
∆
=

σn

G
n
detH2

≤ detHk+2

detH2
=

k+1∏
i=2

detHi+1

detHi
≤

(
1

k

k+1∑
i=2

detHi+1

detHi

)k

(použ́ıváme nerovnost (20)). Podle lemmatu 92 tedy plat́ı

kC1/k ≤
k+1∑
i=2

detHi+1

detHi
≤ C1

k+1∑
i=2

ci
bi

+ kC2σ.
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Předpokládejme, že σ < 1/C2. Jelikož C1/k → 1 pro k → ∞, existuje index k ∈ N takový, že C1/k ≥
(1 + C2σ)/2, ∀k ≥ k, takže podle předchoźı nerovnosti plat́ı

k+1∑
i=2

ci
bi

≥ k

C1
(C1/k − C2σ) ≥

k

2C1
(1− C2σ)

∀k ≥ k, takže
∑k+1

i=2 ci/bi → ∞, pro k → ∞.

(b) Použijeme-li (24) a (867), můžeme psát

k+1∑
i=2

cos2 θi =
k+1∑
i=2

(sTi gi)
2

gTi gis
T
i si

=
k+1∑
i=2

gTi Higi
gTi gi

dTi Bidi
dTi di

=
k+1∑
i=2

gTi Higi
gTi gi

dTi Bidi
yTi di

yTi di
dTi di

≥ σ
G

G

k+1∑
i=2

ci
bi
.

Jelikož pravá strana konverguje podle (a) k nekonečnu, muśı i levá strana konvergovat k nekonečnu, takže
podle věty 11 plat́ı (869). 2

Posunuté metody s proměnnou metrikou s m̄ = n by měly být správě uvedeny v odd́ılu 4.8 jako modi-
fikace klasických metod s proměnnou metrikou. Posunuté metody dávaj́ı lepš́ı výsledky než neškálované
klasické metody. Jelikož však neńı známo, jak posunuté metody vhodně škálovat, jsou ř́ızeně škálované
klasické metody mnohem účinněǰśı. Hlavńı př́ınos posunutých metod s proměnnou metrikou spoč́ıvá v
tom, že lze jejich myšlenku použ́ıt pro rozsáhlé úlohy, omeźıme-li hodnost matic na m̄≪ n.

Necht’ nyńı m = min(m̄, i − 1), kde i ∈ N a m̄ < n. V tomto př́ıpadě maj́ı matice H̄i = S̄iS̄
T
i ,

S̄i ∈ Rn×m, i ∈ N , omezenou hodnost a odpov́ıdaj́ıćı posunuté metody s proměnnou metrikou jsou
metodami s omezenou pamět́ı. Iteračńı proces posunutých metod s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı má dvě fáze. V počátečńı fázi pokládáme ζ1 = 1 a H̄1 = 0 (takže matice S̄1 v (862) neobsahuje
žádný sloupec) a pro 1 ≤ i ≤ m̄ použ́ıváme aktualizaci BFGS

H̄i+1 = V̄ T
i H̄iV̄i +

ρi
b̄i
d̄id

T
i , V̄i = I − 1

b̄i
yid̄

T
i ,

neboli

S̄i+1 =

[
V̄ T
i S̄i,

√
ρi
b̄i
d̄i

]
. (874)

V tomto př́ıpadě se hodnost matice H̄i i počet sloupc̊u matice S̄i zvětšuj́ı o jednotku až do hodnoty m̄.
Poznamenejme, že použit́ı obecněǰśıho pseudosoučinového vzorce (293) (ve kterém vystupuj́ı veličiny s
pruhem) je znesnadněno t́ım, že může platit H̄iyi = 0 a āi = 0. V tomto př́ıpadě vždy použ́ıváme metodu
BFGS (vyplývá to ze vztahu (294), kde vynecháńı členu s Hy má stejný d̊usledek jako volba η = 1). Ve
druhé fázi se hodnost matice H̄i ani počet sloupc̊u matice S̄i neměńı a matice S̄i+1 se źıskává variačně
odvozenými aktualizacemi, které se podobaj́ı aktualizaćım popsaným v odd́ılu 4.3.

Ve druhé fázi výpočtu předpokládáme, že H = ζI+H̄ = ζI+ S̄S̄T a hledáme matici H+ = ζ+I+ S̄+S̄
T
+

tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

S̄T
+y = z̃, S̄+z̃ = ρd̄, z̃T z̃ = ρb̄, (875)

kde d̄ = d− ζ+y, b̄ = yT d̄, a aby Frobeniova norma ∥T−1/2(S̄+ − S̄)∥F byla minimálńı. Aplikujeme-li na
tuto úlohu větu 92, dostaneme

S̄+ = S̄ − Ty

yTTy
ỹT +

(
ρd̄− z̄ +

yT z̄

yTTy
Ty

)
z̃T

z̃T z̃
, (876)

kde ỹ = S̄T y a z̄ = S̄z̃ (viz (366)). Zvoĺıme-li matici T tak, aby platilo Ty = ρd̄− z̄, výraz (876) se velmi
zjednoduš́ı. Po dosazeńı a úpravě dostaneme

S̄+ = S̄ − ρd̄− z̄

ρ− yT z̄
(ỹ − z̃)

T
. (877)
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Použit́ı vzorc̊u (876) a (877) neńı tak jednoduché, jako v př́ıpadě standardńıch metod s proměnnou
metrikou vyšetřovaných v odd́ılu 4.3. Předně neplat́ı d̄ ∈ L(S̄), takže neexistuje vektor d̃ takový, že d̄ = S̄d̃,
což je nutné k tomu abychom dostali aktualizaci (864) (poznámka 322). Nemůžeme ani položit d̃ = S̄T B̄d̄,
kde B̄ = Ĥ† (což by odpov́ıdalo volbě (332)), nebot’ vektor B̄d̄ neumı́me jednoduše spoč́ıtat. Mı́sto toho
budeme předpokládat, že plat́ı d̃ = S̄TBd = −αS̄T g.

Poznámka 319. Polož́ıme-li

z̃ = ϑd̃ = ϑS̄TBd, ϑ = ±
√
ρb̄/c̄, c̄ = dTBH̄Bd

do (877), dostaneme

S̄+ = S̄ − ρd̄− ϑH̄Bd

ρb̄− ϑyT H̄Bd
(y − ϑBd)

T
S̄. (878)

Znaménko koeficientu ϑ je vhodné volit tak, aby jmenovatel v (878) byl co největš́ı, tedy tak, aby platilo
ϑyT H̄Bd ≤ 0.

Poznámka 320. Podle věty 93 dostaneme standardńı metodu BFGS, dosad́ıme-li Ty = d a z̃ = ϑSTBd
do 366 (ϑ se voĺı tak, aby byla splněna posledńı rovnost v (365)). Analogicky můžeme dosadit Ty = d̄ a
z̃ = ϑS̄TBd do (876). V tomto př́ıpadě plat́ı

S̄+ = S̄ − 1

b̄
d̄yT S̄ +

1

c̄

[(
ρ

ϑ
+
yT H̄Bd

b̄

)
d̄− H̄Bd

]
dTBS̄ (879)

(nebot’ z̃T z̃ = ϑ2c̄), kde č́ısla ϑ a c̄ maj́ı stejný význam jako v předchoźı poznámce. Znaménko koeficientu
ϑ voĺıme opět tak, aby platilo ϑyT H̄Bd ≤ 0.

Poznámka 321. Vztahy (878) a (879) definuj́ı jednoduché metody, které jsou v jistém smyslu zobecněńım
metody BFGS. Obecněǰśı metody dostaneme, voĺıme-li

Ty =

√
η

b̄
d̄+

1−√
η

ā
H̄y z̃ = ϑS̄T

(√
η

b̄
Bd+

1−√
η

ā
y

)
, (880)

kde parametr ϑ se vyb́ırá tak, aby platilo z̃T z̃ = ρb̄. Polož́ıme-li

â = yT H̄y, b̂ = yT H̄Bd, ĉ = dTBH̄Bd

(takže â = ā), dostaneme

ρb̄ = z̃T z̃ = ϑ2
(
η

b̄2
ĉ+ 2

√
η(1−√

η)

āb̄
b̂+

(1−√
η)2

ā2
â

)
=

ϑ

āb̄2

(
ηâĉ+ 2b̄b̂

√
η(1−√

η) + b̂2(1−√
η)2
)
=

ϑ

āb̄2

(
η
(
âĉ− b̂2

)
+
(
b̄+ (b̂− b̄)

√
η
)2)

,

takže

ϑ2 =
ρāb̄3

η
(
âĉ− b̂2

)
+
(
b̄+ (b̂− b̄)

√
η
)2 . (881)

Poznamenejme, že η ≥ 0 podle předpokladu a âĉ − b̂2 ≥ 0 podle Schwarzovy nerovnosti, takže výraz na
pravé straně je kladný, pokud je definován. Vzorce (880)–(881) dosazujeme do obecného výrazu (876)
(plat́ı yTTy = 1 a z̃T z̃ = ρb̄).

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:
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Algoritmus 24. Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě polož́ıme si :=
−ζigi − S̄iS̄

T
i gi.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Vypočteme č́ıslo σi podle (866). Pokud σi < 0.2, polož́ıme σi := 0.2. Pokud σi > 0.8, polož́ıme
σi := 0.8. Polož́ıme ζi+1 := σiy

T
i di/y

T
i yi.

Krok 5 Pokud i ≤ m̄, urč́ıme matici S̄i+1 podle vzorce (874). Pokud i > m̄, urč́ıme matici S̄i+1 podle
vzorce (879 nebo podle vzorce (876) s volbou (880)–(881). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Nyńı vyšetř́ıme globálńı konvergenci metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı realizované
algoritmem 24.

Lemma 93. Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı s aktualizaćı (876)
a volbou (880)–(881). Pak plat́ı

H̄+=H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
− uuT , (882)

kde u = (I − TyyT /yTTy)S̄z̃/∥z̃∥.

Důkaz Roznásobeńım se snadno ukáže, že vzorec (876) lze zapsat ve tvaru

S̄+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
S̄

(
I − z̃z̃T

z̃T z̃

)
+ ρ

d̄z̃T

z̃T z̃
.

Využijeme-li toho, že matice I − z̃z̃T /z̃T z̃ je idempotentńı a plat́ı (I − z̃z̃T /z̃T z̃)z̃ = 0, dostaneme po
dosazeńı

H̄+ = S̄+S̄
T
+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
S̄

(
I − z̃z̃T

z̃T z̃

)
S̄T

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄

=

(
I − TyyT

yTTy

)
H̄

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄
− uuT ,

kde u = (I − TyyT /yTTy)S̄z̃/∥z̃∥. Použijeme-li prvńı rovnost v (880), můžeme tento vzorec zapsat ve
tvaru

H̄+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
H̄

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄
− uuT

= H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
− uuT

(lze se o tom přesvědčit prostým dosazeńım a roznásobeńım závorek). 2

Poznámka 322. Z vyjádřeńı (882) vyplývá, že aktualizace (876) s volbou (880)–(881) je ekvivalentńı
aktualizaci (864) právě tehdy, když u = 0 v (882), neboli když Sz̃ ∥ Ty v (880). To lze dosáhnout pouze
tehdy, když d̄ = H̄Bd, neboli když d̄ = S̄d̃, kde d̃ = S̄TBd. To nelze obecně zajistit, neboť nemuśı platit
d̄ ∈ L(S̄).

Lemma 93 použijeme k d̊ukazu globálńı konvergence.
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Důsledek 26. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 211, kde aktualizace (864) je nahražena aktualizaćı
(876) s volbou (880)–(881). Pak plat́ı (869).

Důkaz Označ́ıme-li Ĥ+ matici určenou vztahem (864) a použitou v lemmatu 91, můžeme psát H̄+ =
Ĥ+ − uuT a použijeme-li d̊usledek 12, dostaneme

det(ζI + H̄+) = det(ζI + Ĥ+ − uuT ) = det(ζI + Ĥ+) det(1− uT ((ζI + Ĥ+)
−1u)

≤ det((ζI + Ĥ+) ≤
(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
detH.

Můžeme tedy použ́ıt lemma 91, lemma 92 a větu 211. 2

9.7 Vektorové diferenčńı verze Newtonovy metody

Vektorové diferenčńı verze Newtonovy metody se obvykle realizuj́ı jako nepřesné metody spádových směr̊u
(algoritmus 6) nebo nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (algoritmus 11). V iteračńım kroku
metody sdružených gradient̊u se nepouž́ıvá matice B = G(x). Mı́sto toho se násobeńı q = Bp = G(x)p
nahrad́ı numerickým derivováńım

G(x)p ≈ g(x+ δp)− g(x)

δ
, (883)

kde δ = ε/∥p∥ je vhodná diference (obvykle ε =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Jinak se iteračńı krok

metody sdružených gradient̊u neměńı. Jestliže výpočet gradientu vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob
úsporněǰśı než násobeńı matice vektorem (obecně O(n2) operaćı). Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat druhé derivace.

Symbol ≈ v (883) znamená, že limita diferenčńıho pod́ılu na pravé straně (pro δ → 0) se rovná výrazu
na levé straně. Stejný význam bude mı́t symbol ≈ všude v tomto odd́ılu. Vliv diference δ = ε/∥p∥ na
přesnost Newtonovy metody udává tato věta.

Věta 212. Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje předpoklad (F6). Necht’ q = G(x)p a

q̃ =
g(x+ δp)− g(x)

δ
, δ =

ε

∥p∥
,

kde x ∈ D a x+ δp ∈ D. Pak plat́ı

∥q̃ − q∥ ≤ 1

2
εL∥p∥.

Důkaz Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 3) plat́ı

g(x+ δp) = g(x) +

∫ 1

0

G(x+ τδp)δpdτ,

takže

∥q̃ − q∥ =
1

δ

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(x+ τδp)−G(x))δpdτ

∥∥∥∥ ≤ 1

δ

∫ 1

0

∥G(x+ τδp)−G(x))∥∥δp∥dτ

≤ 1

δ

∫ 1

0

L∥δp∥2τdτ =
1

2
Lδ∥p∥2 =

1

2
εL∥p∥

2

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že směrový vektor s se určuje předpodmı́něnou metodou
sdružených gradient̊u popsanou v odd́ılu 3.8. Aby nedocházelo k nedorozuměńı, budeme pro vněǰśı iterace
(kroky Newtonovy metody) použ́ıvat index i a pro vnitřńı iterace (kroky metody sdružených gradient̊u)
index j. Index i budeme často vynechávat.
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Věta 213. Uvažujme předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u (definice 37) aplikovanou na soustavu
lineárńıch rovnic G(x)s + g = 0, kde vektory qj = G(x)pj jsou nahraženy vektory q̃j = (g(x + δjpj) −
g(x))/δj, δj = ε/∥pj∥. Předpokládejme, že jsou splněny předpoklady d̊usledku 4 a věty 212 a označme

sm+1 = s1 +

m∑
j=1

αjpj , gm+1 = g1 +

m∑
j=1

αjqj , g̃m+1 = g1 +

m∑
j=1

αj q̃j

(takže gm+1 = g +G(x)sm+1, poč́ıtáme-li přesně). Pak plat́ı

∥g̃m+1 − gm+1∥ ≤ ϑ∥sm+1∥, ϑ =
1

2
mεL

√
κ(C), (884)

kde κ(C) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice C.

Důkaz Použijeme-li nerovnost uvedenou ve větě 212, dostaneme

∥g̃m+1 − gm+1∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

αj(q̃j − qj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑
j=1

αj∥q̃j − qj∥ ≤ 1

2
εL

m∑
j=1

αj∥pj∥.

Aplikujeme-li postup uvedený v části (c) d̊ukazu věty 69 na předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u
a použijeme-li poznámku 97, můžeme pro 1 ≤ j ≤ m psát αj∥pj∥C ≤ ∥sj+1∥C ≤ ∥sm+1∥C , neboli

αj∥pj∥ ≤
√
κ(C)∥sm+1∥, takže

m∑
i=j

αj∥pj∥ ≤ m
√
κ(C)∥sm+1∥,

což spolu s předchoźı nerovnost́ı dokazuje tvrzeńı věty. 2

Poznámka 323. Předpokládejme, že v m-tém kroku metody sdružených gradient̊u plat́ı ∥g̃m+1∥ ≤ ω∥g∥,
0 ≤ ω < 1. Pak, polož́ıme-li s = sm+1 a g̃ = g̃m+1, můžeme podle předpokladu a podle věty 213 psát

∥G̃s+ g∥
∥g∥

≤ ω,
∥(G̃−G)s∥

∥s∥
≤ ϑ,

kde G̃ je nějaká symetrická matice, pro kterou plat́ı G̃s + g = g̃, a kde ϑ = mεL
√
κ(C)/2. Zvoĺıme-

li č́ıslo ε tak, aby platilo ε < (1 − ω)G/(mL
√
κ(C)), dostaneme ϑ < (1 − ω)G/2 a můzeme použ́ıt

větu 22, podle které diferenčńı verze Newtonovy metody konverguje lineárně s asymptotickou rychlost́ı
alespoň (ωG + ϑ)/(G − ϑ). Poznamenejme, že nerovnosti použité ve větě 22 a ve větě 213 jsou značně
nadhodnocené, takže diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody obvykle funguj́ı velmi dobře i pro
standardńı volbu ε =

√
εM .

Nevýhodou vektorových diferenčńıch verźı Newtonovy metody je skutečnost, že počet vnitřńıch iteraćı
metody sdružených gradient̊u, tedy i počet vyč́ısleńı gradient̊u minimalizované funkce, může být značně
velký, je-li matice G = G(x) špatně podmı́něná. Proto je účelné metodu sdružených gradient̊u vhodně
předpodmı́nit. Pot́ıž je v tom, že neznáme matici G, takže neńı možné použ́ıt standardńı postupy. V
tomto odd́ılu poṕı̌seme čtyři základńı zp̊usoby předpodmiňováńı.

(1) Použit́ı metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı [85], [147].

(2) Použit́ı pásových matic určených standardńı metodou BFGS odvozenou z předpodmı́něné metody
sdružených gradient̊u [151], [130].

(3) Použit́ı pásových matic určených směrovým derivováńım (automatickým nebo numerickým) [130],
[140], [169].

(4) Použit́ı pásových matic určených analyticky podle vzorc̊u definuj́ıćıch prvky Hessovy matice.

(5) Použit́ı tridiagonálńıch matic určených Lanczosovou metodou odvozenou z nepředpodmı́něné metody
sdružených gradient̊u [60], [61], [151].
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Předpodmiňováńı pomoćı metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı je velmi jednoduché a
př́ımočaré. V i-tém kroku Newtonovy metody se použ́ıvá předpodmiňovač C = (Hi

i )
−1, kde Hi

i je matice
uvedená v definici 59. Vektory C−1gj = Hi

i gj , slouž́ıćı k výpočtu vektor̊u pj (definice 37), určujeme
bud’ pomoćı Strangových rekurenćı (d̊usledek 24), kde mı́sto vektoru gi použ́ıváme postupně vektory gj ,
1 ≤ j ≤ m, nebo pomoćı maticových reprezentaćı (věta 192, věta 194). Protože se násobeńı matićı Hi

i

použ́ıvá v každém kroku metody sdružených gradient̊u, je třeba aby počet použitých aktualizaćı byl co
nejmenš́ı. Vhodným kompromisem je volba m̄ = 3 (maximálně tři aktualizace).

Daľśı zp̊usob předpodmı́něńı využ́ıvá toho, že metody s proměnnou metrikou, s vhodnou počátečńı
matićı a s přesným výběrem délky kroku, aplikované na ryze konvexńı kvadratickou funkci (239) generuj́ı
stejnou posloupnost vektor̊u pj , 1 ≤ j ≤ m, jako předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u uvedená v
definici 37 (věta 75 a d̊usledek 7). Pro metodu BFGS plat́ı Bjpj + gj = 0, 1 ≤ j ≤ m, kde B1 = C a

Bj+1 = Bj +
yjy

T
j

dTj yj
− Bjdj(Bjdj)

T

dTj Bjdj
= Bj +

Gpj(Gpj)
T

pTj Gpj
+
gjg

T
j

pTj gj
,

přičemž dj = sj+1 − sj = αjpj a yj = gj+1 − gj = Gdj . Použijeme-li mı́sto vektor̊u qj = Gpj a gj vektory
q̃j (určené numerickým derivováńım) a g̃j , můžeme psát B1 = C a

Bj+1 = Bj +
q̃j q̃

T
j

pTj q̃j
+
g̃j g̃

T
j

pTj g̃j
, 1 ≤ j ≤ m. (885)

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že k aktualizaci matic Bj , 1 ≤ j ≤ m, se použ́ıvaj́ı pouze vektory generované
předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u (s maticovým násobeńım nahraženým numerickým de-
rivováńım). Matice Bj , 1 ≤ j ≤ m, se v korekčńıch členech nevyskytuj́ı, takže můžeme ukládat pouze
jejich části. Jsou-li vektory q̃j a g̃j dobrou aproximaćı vektor̊u qj a gj , jsou matice Bj , 1 ≤ j ≤ m, pozi-
tivně definitńı a je-li počet krok̊u metody sdružených gradient̊u dostatečně velký, je matice Bm+1 dobrou
aproximaćı matice G a můžeme ji (nebo jej́ı část) použ́ıt jako předpodmiňovač v daľśım iteračńım kroku
Newtonovy metody.

I když matice B = Bm+1 je dobrou aproximaćı matice G, je volba C = B nevhodná, nebot’ tato matice
je obvykle hustá. Proto je výhodněǰśı použ́ıt jako předpodmiňovač pásovou matici, která vznikne z B
vynulováńım prvk̊u nelež́ıćıch v použitém pásu (v (885) se tedy aktualizuj́ı pouze prvky lež́ıćı v použitém
pásu). V daľśım výkladu se omeźıme na diagonálńı, tridiagonálńı a pentadiagonálńı předpodmiňovače.
Ukazuje se, že je d̊uležité, aby tyto předpodmiňovače byly pozitivně definitńı.

V př́ıpadě, že C = D, kde D je diagonálńı matice obsahuj́ıćı diagonálńı prvky matice B, nenastávaj́ı
žádné pot́ıže, nebot’ pozitivně definitńı matice B má kladné prvky na hlavńı diagonále. Použit́ı matice
C = D zd̊uvodňuje toto tvrzeńı uvedené v [97].

Tvrzeńı 7. Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a D je diagonálńı matice obsahuj́ıćı
diagonálńı prvky matice G. Pak plat́ı

κ(GD−1) ≤ l min
M∈Dn

κ(GM−1),

kde κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti a l je maximálńı počet nenulových prvk̊u v řádćıch matice G (pro
pentadiagonálńı matici G je l = 5).

Necht’ nyńı C = T , kde T je symetrická tridiagonálńı matice obsahuj́ıćı prvky tř́ı hlavńıch diagonál
matice B. V tomto př́ıpadě nemuśı být matice C pozitivně definitńı (i když B je pozitivně definitńı). Jako
př́ıklad uvažujme matice

B =

 2 −2 2
−2 3 −3
2 −3 4

 , T =

 2 −2 0
−2 3 −3
0 −3 4

 .
Obě tyto matice maj́ı kladné prvky na hlavńı diagonále a kladné hlavńı subdeterminanty druhého řádu.
Plat́ı ale detB = 2 a detT = −10, takže T neńı pozitivně definitńı, i když B je pozitivně definitńı.
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Abychom tento nedostatek odstranili, je třeba matici T upravit. To lze zař́ıdit během prováděńı Gillova-
Murrayova rozkladu matice T . Výhodněǰśı je však upravit matici T předem tak, aby byla pozitivně
definitńı. Jednou z možnost́ı je implicitńı použ́ıt́ı modifikovaného Choleského rozkladu matice T .

Lemma 94. Uvažujme tridiagonálńı matici

T =


α1, β1, . . . , 0, 0,
β1, α2, . . . , 0, 0,
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , αn−1, βn−1

0, 0, . . . , βn−1, αn

 . (886)

a označme ∆i hlavńı subdeterminant i-tého řádu matice T (obsahuj́ıćı řádky a sloupce s indexy 1, 2, . . . , i).
Pak plat́ı ∆1 = α1 a

∆i+1 = αi+1∆i − β2
i ∆i−1, 1 ≤ i ≤ n− 1, (887)

kde pokládáme ∆0 = 1.

Důkaz Pro i = 1 je tvrzeńı lemmatu zřejmé. Necht’ i > 1. Rozvedeme-li subdeterminant ∆i+1 podle
i+1-tého řádku, dostaneme ∆i+1 = αi+1∆i −β2

i ∆i−1, nebot’ i+1-tý řádek obsahuje pouze dva prvky. 2

Věta 214. Tridiagonálńı matice (886) je pozitivně definitńı právě tehdy, když τi > 0 pro 1 ≤ i ≤ n, kde
τ1 = α1 a

τi+1 = αi+1 −
β2
i

τi
, 1 ≤ i ≤ n− 1. (888)

Důkaz Dokážeme indukćı, že ∆i = τi∆i−1 pro 1 ≤ i ≤ n, kde opět ∆0 = 1. Pro i = 1 je toto tvrzeńı
zřejmé. Předpokládejme, že pro nějaký index i ≥ 1 plat́ı ∆i = τi∆i−1. Použijeme-li (887) a (888),
dostaneme

∆i+1 = αi+1∆i − β2
i ∆i−1 = αi+1∆i + τi(τi+1 − αi+1)∆i−1

= (∆i − τi∆i−1)αi+1 + τiτi+1∆i−1 = τi+1∆i,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Jelikož ∆0 = 1 a ∆i = τi∆i−1 pro 1 ≤ i ≤ n, plat́ı ∆i > 0 právě tehdy,
když τi > 0 (pro 1 ≤ i ≤ n). 2

Poznámka 324. Větu 214 můžeme použ́ıt tak, že poč́ıtáme č́ısla τi+1, 1 ≤ i ≤ n−1, podle (888) a plat́ı-li
pro nějaký index τi+1 ≤ 0, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi tak, aby platilo β2

i < τiαi+1 (např́ıklad
polož́ıme β2

i = λiτiαi+1, kde 0 < λi < 1). Pak je nové č́ıslo τi+1 kladné. Č́ısla τi, 1 ≤ i ≤ n, jsou prvky
diagonálńı matice D vystupuj́ıćı v Choleského rozkladu T = LDLT . Zmenšováńı mimodiagonálńıch prvk̊u
matice T lze tedy považovat za korekci Choleského rozkladu.

Postup uvedený v poznámce 324 neńı př́ılǐs efektivńı (je obt́ıžné nalézt vhodné koeficienty λi, 1 ≤ i ≤ n).
Pro praktické účely je výhodněǰśı použ́ıt následuj́ıćı větu a jej́ı d̊usledek.

Věta 215. Uvažujme tridiagonálńı matici (886) s kladnými prvky na hlavńı diagonále. Pak jsou-li matice[
αi, 2βi
2βi, αi+1

]
, 1 ≤ i < n− 1, (889)

pozitivně semidefinitńı je matice T pozitivně definitńı.
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Důkaz Pro libovolný nenulový vektor v ∈ Rn plat́ı

vTTv =
n∑

i=1

αiv
2
i + 2

n−1∑
i=1

βivivi+1

=
1

2
α1v

2
1 +

1

2

n−1∑
i=1

(
αiv

2
i + αi+1v

2
i+1 + 4βivivi+1

)
+

1

2
αnv

2
n

=
1

2
α1v

2
1 +

1

2

n−1∑
i=1

[vi, vi+1]

[
αi, 2βi,
2βi, αi+1

] [
vi
vi+1

]
+

1

2
αnv

2
n (890)

Jelikož matice vystupuj́ıćı v této rovnosti jsou podle předpokladu pozitivně semidefinitńı, plat́ı vTTv ≥ 0.
Předpokládejme, že vTTv = 0. Dokážeme indukćı, že v = 0. Jelikož α1 > 0, muśı být v1 = 0. Předpoklá-
dejme, že vj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i, kde i < n. Pak jelikož

[vi, vi+1]

[
αi, 2βi
2βi, αi+1

] [
vi
vi+1

]
= αi+1v

2
i+1

a αi+1 > 0, muśı být vi+1 = 0. Dokázali jsme, že pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı vTTv ≥ 0 a že z
vTTv = 0 plyne v = 0, takže matice T je pozitivně definitńı. 2

Poznámka 325. Věta 215 udává podmı́nky postačuj́ıćı, nikoliv však nutné. Jelikož vlastńı č́ısla pozitivně
definitńı matice jsou kladná a spojitě závislá na prvćıch této matice, lze prvky matice změnit tak, že
předpoklady věty 215 neplat́ı, ale vlastńı č́ısla z̊ustanou kladná. Tato výhoda se projev́ı, poč́ıtáme-li prvky
matice T nepřesně pomoćı numerického derivováńı (věta 221).

Poznámka 326. Pod́ıváme-li se na posledńı výraz ve vzorci (890), vid́ıme, že člen α1v
2
1 lze přidat k

prvńımu členu v součtu a člen αnv
2
n k posledńımu. Matice T je tedy pozitivně definitńı, jsou-li matice[

2α1, 2β1
2β1, α2

]
,

[
αi, 2βi
2βi, αi+1

]
,

[
αn−1, 2βn−1

2βn−1, 2αn

]
,

kde 2 ≤ i < n − 2, pozitivně semidefinitńı a alespoň jedna z nich je pozitivně definitńı. Tyto podmı́nky
jsou velmi užitečné, nebot’ prvky α1 a αn jsou často menš́ı, než ostatńı diagonálńı prvky (věta 221).

Důsledek 27. Necht’ tridiagonálńı matice T obsahuje hlavńı diagonálu a poloviny vedleǰśıch diagonál
symetrické pozitivně definitńı matice B (takže αi = bi,i, 1 ≤ i ≤ n− 1 a βi = bi,i+1/2, 1 ≤ i ≤ n− 1). Pak
T je pozitivně definitńı.

Důkaz Dosad́ıme-li αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1 a βi = bi,i+1/2, dostaneme[
αi, 2βi
2βi, αi+1

]
=

[
bi,i, bi,i+1

bi,i+1, bi+1,i+1

]
, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Tyto matice jsou pozitivně definitńı, nebot’ matice B je pozitivně definitńı. 2

Poznámka 327. Větu 215 a d̊usledek 27 můžeme použ́ıt třemi r̊uznými zp̊usoby.

(1) Prvky matice T urč́ıme podle d̊usledku 27 tak, že pro 1 ≤ i ≤ n−1 polož́ıme αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1

a βi = bi,i+1/2.

(2) Pro 1 ≤ i ≤ n − 1 polož́ıme αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1, βi = bi,i+1 a vypočteme determinant
αiαi+1 − 4β2

i matice (889). Pokud αiαi+1 − 4β2
i ≥ 0, ponecháme βi beze změny, v opačném př́ıpadě

zmenš́ıme βi na polovinu.

(3) Pro 1 ≤ i ≤ n − 1 polož́ıme αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1, βi = bi,i+1 a vypočteme determinant
αiαi+1 − 4β2

i matice (889). Pokud αiαi+1 − 4β2
i ≥ 0, ponecháme βi beze změny, v opačném př́ıpadě

polož́ıme βi = (1/2)
√
αiαi+1.
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Ve všech těchto př́ıpadech je výsledná matice positivně definitńı.

Větu 215 a jej́ı d̊usledek můžeme zobecnit tak, aby platila i pro daľśı symetrické pásové matice.
Ukážeme, jak to vypadá v př́ıpadě pentadiagonálńı matice

P =



α1, β1, γ,1 . . . , 0, 0, 0
β1, α2, β2, . . . , 0, 0, 0
γ1, β2, α3, . . . , 0, 0, 0
−− −− −− −− −− −− −−
0, 0, 0, . . . , αn−2, βn−2, γn−2

0, 0, 0, . . . , βn−2, αn−1, βn−1

0, 0, 0, . . . , γn−2, βn−1, αn


. (891)

Věta 216. Uvažujme pentadiagonálńı matici (891) s kladnými prvky na hlavńı diagonále. Pak, jsou-li
matice  αi, (3/2)βi, 3γi

(3/2)βi, αi+1, (3/2)βi+1

3γi, (3/2)βi+1, αi+2

 , 1 ≤ i < n− 2, (892)

pozitivně semidefinitńı, je matice P pozitivně definitńı.

Důkaz Pro libovolný nenulový vektor v ∈ Rn plat́ı

vTPv =
n∑

i=1

αiv
2
i + 2

n−1∑
i=1

βivivi+1 + 2
n−2∑
i=1

γivivi+2

=
1

3
α1v

2
1 +

1

3
(α1v

2
1 + α2v

2
2) + β1v1v2

+
1

3

n−2∑
i=1

(
αiv

2
i + αi+1v

2
i+1 + αi+2v

2
i+2 + 3βivivi+1 + 3βi+1vi+1vi+2 + 6γivivi+2

)
+

1

3
(αn−1v

2
n−1 + αnv

2
n) + βn−1vn−1vn +

1

3
αnv

2
n

=
1

3
α1v

2
1 +

1

3
[v1, v2]

[
α1, (3/2)β1

(3/2)β1, α2

] [
v1
v2

]

+
1

3

n−2∑
i=1

[vi, vi+1, vi+2]

 αi, (3/2)βi, 3γi
(3/2)βi, αi+1, (3/2)βi+1

3γi, (3/2)βi+1, αi+2

 vi
vi+1

vi+2


+

1

3
[vn−1, vn]

[
αn−1, (3/2)βn−1

(3/2)βn−1, αn

] [
vn−1

vn

]
+

1

3
αnv

2
n

Jelikož matice vystupuj́ıćı v této rovnosti jsou podle předpokladu pozitivně semidefinitńı, plat́ı vTPv ≥ 0.
Předpokládejme, že vTPv = 0. Dokážeme indukćı, že v = 0. Tak jako v d̊ukazu věty 215, muśı být v1 = 0
a v2 = 0. Předpokládejme, že vj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i+ 1, kde i ≤ n− 2. Pak jelikož

[vi, vi+1, vi+1]

 αi, (3/2)βi, 3γi
(3/2)βi, αi+1, (3/2)βi+1

3γi, (3/2)βi+1, αi+2

 vi
vi+1

vi+2

 = αi+2v
2
i+2

a αi+2 > 0, muśı být vi+2 = 0. Dokázali jsme, že pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı vTPv ≥ 0 a že z
vTPv = 0 plyne v = 0, takže matice P je pozitivně definitńı. 2

Důsledek 28. Necht’ pentadiagonálńı matice P obsahuje hlavńı diagonálu, dvě třetiny prvńıch vedleǰśıch
diagonál a třetiny druhých vedleǰśıch diagonál pozitivně definitńı matice B (takže αi = bi,i, 1 ≤ i ≤ n,
βi = 2bi,i+1/3, 1 ≤ i ≤ n− 1, a γi = bi,i+2/3, 1 ≤ i ≤ n− 2). Pak P je pozitivně definitńı.

362



Důkaz Dosad́ıme-li αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1, αi+2 = bi+2,i+2, βi = 2bi,i+1/3, βi+1 = 2bi+1,i+2/3 a
γi = bi,i+2/3, dostaneme αi, (3/2)βi, 3γi

(3/2)βi, αi+1, (3/2)βi+1

3γi, (3/2)βi+1, αi+2

 =

 bi,i, bi,i+1, bi,i+2

bi,i+1, bi+1,i+1, bi+1,i+2

bi,i+2, bi+1,i+2, bi+2,i+2

 , 1 ≤ i ≤ n− 2.

Tyto matice jsou pozitivně definitńı, nebot’ matice B je pozitivně definitńı. 2

Věta 217. Necht’ jsou splněny přepoklady věty 216. Pak determinanty ∆i matic (892) spočteme podle
vzorce

∆i = αi+1

(
αiαi+2 − 9γ2i

)
− 9

4

(
αiβ

2
i+1 + αi+2β

2
i − 6βiβi+1γi

)
. (893)

Determinant ∆i je nezáporný právě tehdy, když γ
i
≤ γi ≤ γi, kde

γ
i

=
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 −

√
Di

)
,

γi =
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 +

√
Di

)
jsou kořeny kvadratické rovnice ∆i = 0 a

Di =

(
αiαi+1 −

9

4
β2
i

)(
αi+1αi+2 −

9

4
β2
i+1

)
je diskriminant této rovnice (vydělený č́ıslem 36), který je nezáporný, pokud αiαi+1 − (9/4)β2

i ≥ 0 a
αi+1αi+2 − (9/4)β2

i+1 ≥ 0.

Důkaz Vztah (893) dostaneme snadno vyč́ısleńım př́ıslušného determinantu. Jelikož kvadratický člen v
(893) má záporné znaménko, je determinant ∆i nezáporný právě tehdy, když γ

i
≤ γi ≤ γi, kde γi, γi jsou

kořeny kvadratické rovnice ∆i = 0. Podle (893) se diskriminant této rovnice (vydělený č́ıslem 36) rovná

Di =
81

16
β2
i β

2
i+1 −

9

4
αiαi+1β

2
i+1 −

9

4
αi+1αi+2β

2
i + αiα

2
i+1αi+2

=
9

4
β2
i+1

(
9

4
β2
i − αiαi+1

)
− αi+1αi+2

(
9

4
β2
i − αiαi+1

)
=

(
αiαi+1 −

9

4
β2
i

)(
αi+1αi+2 −

9

4
β2
i+1

)
.

2

Věta 217 nab́ıźı dvě možnosti, jak volit nový prvek γi v př́ıpadě, že ∆i < 0. V prvńım př́ıpadě
pokládáme γi := γ

i
, pokud γi < γ

i
, nebo γi := γi, pokud γi > γi. Tento zp̊usob je náročněǰśı na výpočet

a dává horš́ı praktické výsledky. Výhodněǰśı je pokládat

γi =
1

2
(γ

i
+ γi) =

3

4

βiβi+1

αi+1
. (894)

Poznámka 328. Větu 216 a d̊usledek 28 můžeme použ́ıt třemi r̊uznými zp̊usoby.

(1) Prvky matice P urč́ıme podle d̊usledku 27. Pro 1 ≤ i ≤ n polož́ıme αi = bi,i. Pro 1 ≤ i ≤ n − 1
polož́ıme βi = 2bi,i+1/3. Pro 1 ≤ i ≤ n− 2 polož́ıme γi = bi,i+2/3.

(2) Pro 1 ≤ i ≤ n− 2 polož́ıme αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1, αi+2 = bi+2,i+2, βi = bi,i+1, βi+1 = bi+1,i+2 a
γi = bi,i+2. Je-li matice (892) pozitivně definitńı, ponecháme βi, βi+1 a γi beze změny, v opačném
př́ıpadě polož́ıme βi = 2bi,i+1/3, βi+1 = 2bi+1,i+2/3 a γi = bi,i+2/3.
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(3) Pro 1 ≤ i ≤ n polož́ıme αi = bi,i. Pro 1 ≤ i ≤ n − 1 polož́ıme βi = bi,i+1 a vypočteme hlavńı
subdeterminant αiαi+1 − (9/4)β2

i matice (892). Pokud αiαi+1 − (9/4)β2
i ≥ 0, ponecháme βi beze

změny, v opačném př́ıpadě polož́ıme βi = (2/3)
√
αiαi+1. Pro 1 ≤ i ≤ n − 2 polož́ıme γi = bi,i+2

a vypočteme determinant ∆i podle (893). Pokud ∆i ≥ 0, ponecháme γi beze změny, v opačném
př́ıpadě vypočteme γi podle (894).

Ve všech těchto př́ıpadech je výsledná matice pozitivně definitńı.

Poznámka 329. Zat́ım jsme předpokládali, že předpodmiňovač má nanejvýš pět diagonál, ale d̊usledek 28
lze zobecnit pro jakoukoliv š́ı̌rku pásu. Necht’ C je symetrická pásová matice s pásem š́ı̌rky l, takže má
hlavńı diagonálu a k − 1 = (l − 1)/2 pár̊u vedleǰśıch diagonál, které jsou shodné s odpov́ıdaj́ıćımi si
diagonálami pozitivně definitńı matice B. Pak vynásob́ıme-li i-tý pár vedleǰśıch diagonál č́ıslem (k − i)/k
(pro 1 ≤ i ≤ k − 1), je výsledná matice pozitivně definitńı. Důkaz tohoto tvrzeńı je podobný d̊ukazu
d̊usledku 28 (použ́ıvá se analogie věty 216).

Daľśı možnost́ı, jak konstruovat pásové předpodmiňovače, je předpokládat, že Hessova matice má
pásovou strukturu a určovat jej́ı prvky pomoćı směrového derivováńı. K určeńı všech prvk̊u pásové mati-
ce, která má k−1 pár̊u vedleǰśıch diagonál (takže k = (l+1)/2, kde l je š́ı̌rka pásu), stač́ı použ́ıt k vektor̊u
druhých směrových derivaćı. Vyšetř́ıme opět tři speciálńı př́ıpady.

Předpokládejme, že Hessova matice minimalizované funkce je diagonálńı, neboli G(x) = D(x), kde
D(x) = diag(α1, . . . , αn). Pak lze všechny jej́ı prvky určit pomoćı jednoho vektoru druhých směrových
derivaćı

G(x)v = g′(x, v)
∆
= lim

ε→0

g(x+ εv)− g(x)

ε
, (895)

kde v = [δ1, . . . , δn]
T . Jelikož αiδi = eTi D(x)v, kde ei, 1 ≤ i ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice, plat́ı

αi =
eTi g

′(x, v)

δi
, 1 ≤ i ≤ n. (896)

Poznámka 330. Vektor (895) můžeme určit přesně pomoćı automatického derivováńı (odd́ıl 14). V
tomto př́ıpadě voĺıme vektor v tak, že δi = 1, 1 ≤ i ≤ n. Vektor (895) lze také spoč́ıtat přibližně pomoćı
numerického derivováńı. Pak

G(x)v = g′(x, v1) ≈ Dε(x)v
∆
=
g(x+ εv)− g(x)

ε
, (897)

kde ε > 0 je vhodně zvolená hodnota (obvykle ε ≈ √
εM ). Č́ısla δi > 0, 1 ≤ i ≤ n, lze volit dvěma r̊uznými

zp̊usoby. Bud’
δi = δ > 0, 1 ≤ i ≤ n, (obvykle δ ≈

√
1/n), (898)

nebo
δi = max(|xi|, 1), 1 ≤ i ≤ n, (899)

Vzorce (896) a (897) použijeme ke konstrukci diagoálńıch předpodmiňovač̊u D(x) a Dε(x) a to i v
př́ıpadě, že Hessova matice G(x) neńı diagonálńı, takže G(x) ̸= D(x). Nicméně pro vektor v = [δ1, . . . , δn]

T

i v tomto př́ıpadě plat́ı G(x)v = D(x)v. Pokud δi = δ, 1 ≤ i ≤ n (takže v = δe, kde e = [1, . . . , 1]), lze
prvky matice D(x) vyjádřit ve tvaru

αi = eTi D(x)e = eTi G(x)e =
n∑

j=1

Gij , 1 ≤ i ≤ n, (900)

kde ei, 1 ≤ i ≤ n jsou sloupce jednotkové matice. V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že D(x) je
matice, která má prvky (896), a Dε(x) je matice určená podle vzorce (897).

Nevýhodou předpodmiňovač̊u založených na numerickém derivováńı je skutečnost, že nemusej́ı být
pozitivně definitńı, i když Hessova matice je pozitivné definitńı.
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Př́ıklad 5. Uvažujme ryze konvexńı kvadratickou funkci F : R2 → R, kde

F (x) =
1

2
xT
[

1 −2
−2 6

]
x, G(x) =

[
1 −2

−2 6

]
.

Pak plat́ı

G(x)e =

[
1 −2

−2 6

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

takže

D(x)e =

[
α1, 0
0, α2

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

což dává α1 = −1, α2 = 4, takže matice D neńı pozitivně definitńı.

Je-li matice D(x) pozitivně definitńı, je pro dostatečně malou hodnotu ε > 0 i matice Dε(x) pozitivně
definitńı (plyne to ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel matice na jej́ıch prvćıch). Nutné a postačuj́ıćı
podmı́nky pro to, aby matice D(x), definovaná vztahy (900) (které plat́ı, jsou-li všechny diference stejné),
byla pozitivně definitńı udává tato věta.

Věta 218. Diagonálńı matice D(x), definovaná vztahy (900), je pozitivně definitńı právě tehdy, má-li
Hessova matice G(x) kladné řádkové součty.

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z vyjádřeńı (900) (i-tý diagonálńı prvek maticeD(x) je i-tým řádkovým
součtem matice G(x)). 2

Důsledek 29. Je-li Hessova matice G(x) pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı, je diagonálńı matice
D(x), definovaná vztahy (900), pozitivně definitńı.

Důkaz Z vyjádřeńı (900) a z toho, že Hessova matice je diagonálně dominantńı, plynou nerovnosti

eTi D(x)e =
n∑

j=1

Gij ≥ Gii −
∑
j ̸=i

|Gij | > 0, 1 ≤ i ≤ n.

2

Důsledek 30. Má-li Hessova matice G(x) kladné prvky a žádný jej́ı řádek neńı nulový, je diagonálńı
matice D(x), definovaná vztahy (900), pozitivně definitńı.

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty 218 (řádkové součty jsou kladné). 2

Jsou-li splněny předpoklady d̊usledku 30, vyhovuje matice D(x) předpoklad̊um následuj́ıćıho tvrzeńı,
dokázaného v [97], které jiným zp̊usobem zd̊uvodňuje použit́ı diagonálńıho předpodmiňovače D(x).

Tvrzeńı 8. Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a D = diag(α1, . . . , αn) je diagonálńı
matice taková, že

αi =
n∑

j=1

|Gij |, 1 ≤ j ≤ n,

kde Gij, 1 ≤ j ≤ n, jsou prvky i-tého řádku matice G. Pak plat́ı

κ1(GD
−1) = min

M∈Dn

κ1(GM
−1),

kde κ1 je l1 č́ıslo podmı́něnosti (součin l1 norem matice a jej́ı inverze).
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Má-li matice G pouze kladné prvky a je-li D(x) matice definovaná vztahy (900), plat́ı

αi = eTi D(x)e =
n∑

j=1

Gij =
n∑

j=1

|Gij |, 1 ≤ i ≤ n

a matice C = D(x) je podle tvrzeńı 8 vhodným diagonálńım předpodmiňovačem (optimálńım v l1 normě)
pro soustavu rovnic G(x)s+ g = 0. Nemá-li matice G(x) pouze kladné prvky, můžeme mı́sto (896) položit

αi =
|eTi g′(x, v)|

δi
, 1 ≤ i ≤ n.

Pak plat́ı

αi =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

Gij

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|Gij |,

takže prvky takto vytvořené diagonálńı matice jsou dolńım odhadem prvk̊u optimálńıho diagonálńıho
předpodmiňovače. Tato úvaha je podkladem pro jednoduchou korekci diagonálńıho předpodmiňovače
źıskaného numerickým derivováńım. Je-li prvek αi (určený podle (896)) záporný, změńıme jeho znaménko.
Tytéž úvahy plat́ı pro matici Dε(x) ≈ D(x).

Nyńı ukážeme, jak lze směrové derivováńı použ́ıt ke konstrukci tridiagonálńıho předpodmiňovače. Aby-
chom určili prvky tridiagonálńı Hessovy matice, stač́ı použ́ıt dva vektory druhých směrových derivaćı

G(x)v1 = g′(x, v1)
∆
= lim

ε→0

g(x+ εv1)− g(x)

ε
, (901)

G(x)v2 = g′(x, v2)
∆
= lim

ε→0

g(x+ εv2)− g(x)

ε
, (902)

kde v1 = [δ1, 0, δ3, 0, δ5, 0, . . . ]
T , v2 = [0, δ2, 0, δ4, 0, δ6, . . . ]

T .

Věta 219. Předpokládejme, že Hessova matice G(x) = T (x) funkce F ∈ C2 : D → R je tridiagonálńı matićı
tvaru (886). Položme v1 = [δ1, 0, δ3, 0, δ5, 0, . . . ]

T , v2 = [0, δ2, 0, δ4, 0, δ6, . . . ]
T , kde δi > 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak

pro 2 ≤ i ≤ n− 1 plat́ı

α1 =
eT1 g

′(x, v1)

δ1
, β1 =

eT1 g
′(x, v2)

δ2
,

αi =
eTi g

′(x, v1)

δi
, βi =

eTi g
′(x, v2)

δi+1
− βi−1

δi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 1,

αi =
eTi g

′(x, v2)

δi
, βi =

eTi g
′(x, v1)

δi+1
− βi−1

δi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 0,

αn =
eTng

′(x, v1)

δn
, mod(n, 2) = 1,

αn =
eTng

′(x, v2)

δn
, mod(n, 2) = 0.

Důkaz Použijeme-li vzorce (901), (902) a (886), můžeme psát

α1δ1 = eT1 T (x)v1 = eT1 g
′(x, v1), β1δ2 = eT1 T (x)v2 = eT1 g

′(x, v2),

αiδi = eTi T (x)v1 = eTi g
′(x, v1), βi−1δi−1 + βiδi+1 = eTi T (x)v1 = eTi g

′(x, v2), mod(i, 2) = 1,

αiδi = eTi T (x)v2 = eTi g
′(x, v2), βi−1δi−1 + βiδi+1 = eTi T (x)v1 = eTi g

′(x, v1), mod(i, 2) = 0,

αnδn = eTnT (x)v1 = eTng
′(x, v1), mod(n, 2) = 1,

αnδn = eTnT (x)v2 = eTng
′(x, v2), mod(n, 2) = 0.
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Z těchto vztah̊u plynou vzorce uvedené ve větě 219. 2

Vektory (901) a (902) mohou být určeny přesně pomoćı automatického derivováńı (odd́ıl 14). V tomto
př́ıpadě voĺıme vektory v1 a v2 tak, že δi = 1, 1 ≤ i ≤ n. Vektory (901) a (902) lze také určit přibližně
pomoćı numerického derivováńı. Pak pro aproximaci Tε(x) matice T (x) plat́ı

G(x)v1 = g′(x, v1) ≈ Tε(x)v1 =
g(x+ εv1)− g(x)

ε
, (903)

G(x)v2 = g′(x, v2) ≈ Tε(x)v2 =
g(x+ εv2)− g(x)

ε
, (904)

kde ε > 0 je vhodně zvolená hodnota (obvykle ε ≈ √
εM ). Č́ısla δi > 0, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı podle (898) nebo

(899) (kde δ =
√

2/n).

Poznámka 331. Pro prvky tridiagonálńı matice Tε(x) ≈ T (x), vystupuj́ıćı ve vzorćıch (903) a (904), plat́ı

α1 =
g1(x+ εv1)− g1(x)

εδ1
, β1 =

g1(x+ εv2)− g1(x)

εδ2
,

αi =
gi(x+ εv1)− gi(x)

εδi
= αi, βi =

gi(x+ εv2)− gi(x)

εδi+1
− βi−1

δi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 1,

αi =
gi(x+ εv2)− gi(x)

εδi
= αi, βi =

gi(x+ εv1)− gi(x)

εδi+1
− βi−1

δi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 0,

αn =
gn(x+ εv1)− gi(x)

εδn
, mod(n, 2) = 1,

αn =
gn(x+ εv2)− gi(x)

εδn
, mod(n, 2) = 0,

Poznamenejme, že tyto vzorce vyžaduj́ı dva daľśı gradienty g(x + εv1) a g(x + εv2) v každém kroku
Newtonovy metody.

Vzorce uvedené ve větě 219 a v poznámce 331 použijeme ke konstrukci tridiagonálńıch předpodmiňovač̊u
T (x) a Tε(x) a to i v př́ıpadě, že Hessova matice G(x) neńı tridiagonálńı, takže G(x) ̸= T (x). Nicméně pro
vektory v1 = [δ1, 0, δ3, 0, δ5, 0, . . . ]

T a v2 = [0, δ2, 0, δ4, 0, δ6, . . . ]
T i v tomto př́ıpadě plat́ı G(x)v1 = T (x)v1

a G(x)v2 = T (x)v2. Pokud δi = δ, 1 ≤ i ≤ n (takže všechny diference jsou stejné), lze prvky matice T (x)
vyjádřit ve tvaru

αi =
∑

mod(j,2)=1

Gij , βi + βi−1 =
∑

mod(j,2)=0

Gij , mod(i, 2) = 1, (905)

αi =
∑

mod(j,2)=0

Gij , βi + βi−1 =
∑

mod(j,2)=1

Gij , mod(i, 2) = 0, (906)

kde β0 = βn = 0. V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že T (x) je matice źıskaná podle věty 219 a
Tε(x) je matice určená podle poznámky 331.

Tridiagonálńı matice T (x) a Tε(x) nemuśı být pozitivně definitńı, i když Hessova matice G(x) je
pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı.

Př́ıklad 6. Uvažujme ryze konvexńı kvadratickou funkci F : R4 → R, kde

F (x) =
1

2
xT


7 0 −2 4
0 7 0 −2

−2 0 7 0
4 −2 0 7

x, G(x) =


7 0 −2 4
0 7 0 −2

−2 0 7 0
4 −2 0 7

 .
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Pak

G(x)v1 =


7 0 −2 4
0 7 0 −2

−2 0 7 0
4 −2 0 7




1
0
1
0

 =


5
0
5
4

 ,

G(x)v2 =


7 0 −2 4
0 7 0 −2

−2 0 7 0
4 −2 0 7




0
1
0
1

 =


4
5
0
5

 ,
kde v1 = [1, 0, 1, 0]T , v2 = [0, 1, 0, 1]T , takže podle věty 219 plat́ı

T (x) =


5 4 0 0
4 5 −4 0
0 −4 5 4
0 0 4 5

 .
Tato matice neńı pozitivně definitńı, nebot’ determinant

det

 5 4 0
4 5 −4
0 −4 5

 = 5 (25− 32) = −35

jej́ı hlavńı submatice je záporný.

Uvedený př́ıklad naznačuje, že neplat́ı analogie d̊usledku 29. Ukážeme však, že je-li Hessova matice
pentadiagonálńı, analogie tohoto d̊usledku již plat́ı.

Věta 220. Necht’ Hessova matice G(x) je pentadiagonálńı, pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı.
Necht’ vektory v1 a v2 jsou vybrány tak, že δi = δ, 1 ≤ i ≤ n. Pak matice T (x) je pozitivně definitńı
a diagonálně dominantńı. Je-li č́ıslo ε dostatečně malé, je matice Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně
dominantńı.

Důkaz Uvažujme pentadiagonálńı Hessovu matici tvaru

G(x) =



α̃1, β̃1, γ̃1, . . . , 0, 0, 0

β̃1, α̃2, β̃2, . . . , 0, 0, 0

γ̃1, β̃2, α̃3, . . . , 0, 0, 0
−− −− −− −− −− −− . . .

0, 0, 0, . . . , α̃n−2, β̃n−2, γ̃n−2

0, 0, 0, . . . , β̃n−2, α̃n−1, β̃n−1

0, 0, 0, . . . , γ̃n−2, β̃n−1, α̃n


(907)

a pro zjednodušeńı zápisu položme γ̃−1 = γ̃0 = β̃0 = β0 = 0, γ̃n−1 = γ̃n = β̃n = βn = 0. Pak podle
předpokladu diagonálńı dominance plat́ı

α̃i > |γ̃i−2|+ |β̃i−1|+ |β̃i|+ |γ̃i|

pro 1 ≤ i ≤ n. Necht’ δi = δ pro 1 ≤ i ≤ n. Z rovnost́ı G(x)v1 = T (x)v1 a G(x)v2 = T (x)v2, kde G(x) je
pentadiagonálńı matice tvaru (907) a T (x) je tridiagonálńı matice tvaru (886), plyne, že pro i liché plat́ı

αi =
1

δ
eTi T (x)v1 =

1

δ
eTi G(x)v1 = γ̃i−2 + α̃i + γ̃i,

βi−1 + βi =
1

δ
eTi T (x)v2 =

1

δ
eTi G(x)v2 = β̃i−1 + β̃i,
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neboli
αi = γ̃i−2 + α̃i + γ̃i, βi−1 + βi = β̃i−1 + β̃i. (908)

Vyměńıme-li vektory v1 a v2, dostaneme stejné rovnice pro i sudé. Plat́ı tedy βi = β̃i, což spolu s (908)
dává

αi − |βi−1| − |βi| = α̃i + γ̃i−2 + γ̃i − |β̃i−1| − |β̃i| ≥ α̃i − |γ̃i−2| − |β̃i−1| − |β̃i| − |γ̃i| > 0

pro 1 ≤ i ≤ n. Z toho plyne, že symetrická tridiagonálńı matice T (x) má kladné prvky na hlavńı
diagonále a je diagonálně dominantńı. Podle Geršgorinovy věty (Geršgorinovy kruhy lež́ı striktně napravo
od imaginárńı osy) je tedy pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. Pro dostatečně malou hodnotu
ε > 0 je i matice Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı (plyne to ze spojité závislosti vlastńıch
č́ısel matice na jej́ıch prvćıch). 2

Podmı́nka, aby pentadiagonálńı Hessova matice byla diagonálně dominantńı, je velmi silná. Ukazuje se
však, že pro mnohé praktické úlohy jsou matice T (x) a Tε(x) pozitivně definitńı, i když pentadiagonálńı
Hessova matice neńı diagonálně dominantńı.

Věta 221. Necht’ Hessova matice G(x) je pentadiagonálńı tvaru (907), přičemž

α̃1 ≥ ψ2
1 + 1, α̃n ≥ ψ2

n + 1, α̃i ≥ ψ2
i + 2, 2 ≤ i ≤ n− 1,

|β̃i| ≤ |ψi + ψi+1|, 1 ≤ i ≤ n− 1, (909)

γ̃i ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n− 2,

kde ψi, 1 ≤ i ≤ n, jsou libovolná reálná č́ısla taková, že alespoň jeden z výraz̊u ψ1ψ2 − 2, ψiψi+1 − 4,
2 ≤ i ≤ n− 1, ψn−1ψn − 2 je nenulový. Necht’ vektory v1 a v2 jsou zvoleny tak, že δi = δ, 1 ≤ i ≤ n. Pak
matice T (x) je pozitivně definitńı. Je-li č́ıslo ε > 0 dostatečně malé, je i matice Tε(x) pozitivně definitńı.

Důkaz Je-li Hessova matice G(x) pentadiagonálńı tvaru (907), můžeme prvky tridiagonálńı matice T (x)
vyjádřit podle vzorc̊u (908) (kde γ̃−1 = γ̃0 = β̃0 = β0 = 0 a γ̃n−1 = γ̃n = β̃n = βn = 0). Dosad́ıme-li
nerovnosti (909) do vzorc̊u (908), můžeme psát

α1 = γ̃−1 + α̃1 + γ̃1 ≥ ψ2
1 + 2,

α2 = γ̃0 + α̃2 + γ̃2 ≥ ψ2
2 + 3,

αi = γ̃i−2 + α̃i + γ̃i ≥ ψ2
i + 4, 3 ≤ i ≤ n− 2,

αn−1 = γ̃n−3 + α̃n−1 + γ̃n−1 ≥ ψ2
n−1 + 3,

αn = γ̃n−2 + α̃n + γ̃n ≥ ψ2
n + 2,

a βi = β̃i, |β̃i| ≤ |ψi + ψi+1|, 1 ≤ i ≤ n− 1. Nyńı využijeme toho, že výraz 2vTT (x)v lze podobně jako v
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(890) zapsat ve tvaru

2vTT (x)v = [v1, v2]

[
2α1, 2β1
2β1, α2 − 1

] [
v1
v2

]
+ [v2, v3]

[
α2 + 1, 2β2
2β2, α3

] [
v2
v3

]
+

n−3∑
i=3

[vi, vi+1]

[
αi, 2βi
2βi, αi+1

] [
vi
vi+1

]
+ [vn−2, vn−1]

[
αn−2, 2βn−2

2βn−2, αn−1 + 1

] [
vn−2

vn−1

]
+ [vn−1, vn]

[
αn−1 − 1, 2βn−1

2βn−1, 2αn

] [
vn−1

vn

]
≥ [v1, v2]

[
2(ψ2

1 + 2), 2β̃1
2β̃1, ψ2

2 + 2

] [
v1
v2

]
+

n−2∑
i=2

[vi, vi+1]

[
ψ2
i + 4, 2β̃i
2β̃i, ψ2

i+1 + 4

] [
vi
vi+1

]
+ [vn−1, vn]

[
ψ2
n−1 + 2, 2β̃n−1

2β̃n−1, 2(ψ2
n + 2)

] [
vn−1

vn

]
. (910)

Jelikož

2(ψ2
i + 2)(ψ2

i+1 + 2)− 4β2
i ≥ 2(ψ2

i + 2)(ψ2
i+1 + 2)− 4(ψi + ψi+1)

2 = 2ψ2
i ψ

2
i+1 + 8− 8ψiψi+1

= 2(ψiψi+1 − 2)2 ≥ 0, i ∈ {1, n− 1},
(ψ2

i + 4)(ψ2
i+1 + 4)− 4β2

i ≥ (ψ2
i + 4)(ψ2

i+1 + 4)− 4(ψi + ψi+1)
2 = ψ2

i ψ
2
i+1 + 16− 8ψiψi+1

= (ψiψi+1 − 4)2 ≥ 0, 2 ≤ i ≤ n− 2,

maj́ı všechny matice na pravé straně součtu (910) kladné diagonálńı prvky a jsou pozitivně semidefinitńı.
Je-li alespoň jeden z výraz̊u ψ1ψ2 − 2, ψiψi+1 − 4, 2 ≤ i ≤ n − 1, ψn−1ψn − 2 nenulový, je matice T (x)
pozitivně definitńı podle poznámky 326. Jelikož vlastńı č́ısla symetrické matice záviśı spojitě na jej́ıch
prvćıch, je pro dostatečne malé č́ıslo ε > 0 i matice Tε(x) pozitivně definitńı. 2

Př́ıklad 7. Uvažujme okrajovou úlohu pro obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′(t) = φ(y(t)), 0 ≤ t ≤ 1, y(0) = ȳ0, y(1) = ȳ1,

kde funkce φ : R → R je dvakrát spojitě diferencovatelná na R. Rozděĺıme-li interval [0, 1] na n+ 1 část́ı
pomoćı uzlových bod̊u ti = ih, 0 ≤ i ≤ n+1, kde h = 1/(n+1) je krok śıtě, a nahrad́ıme-li druhé derivace
v uzlových bodech diferencemi

y′′(ti) =
y(ti−1)− 2y(ti) + y(ti+1)

h2
,

kde 1 ≤ 1 ≤ n, dostaneme soustavu n nelineárńıch rovnic

fi(x)
∆
= h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1 = 0, (911)

kde xi = y(ti), 0 ≤ 1 ≤ n + 1, takže x0 = ȳ0 a xn+1 = ȳ1. Řeš́ıme-li tuto soustavu metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u (kapitola 8), má minimalizovaná funkce tvar

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

n∑
i=1

f2i (x) =
1

2

n∑
i=1

(
h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1

)2
, (912)
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kde x = [x1, . . . , xn]
T a f = [f1, . . . , fn]

T . Derivujeme-li pouze podle prvk̊u xi−1, xi, xi+1, dostaneme

∇fi(x) =

 −1
ψ(xi)
−1

 , ∇2fi(x) =

 0, 0, 0
0, ψ′(xi), 0
0, 0, 0

 ,
kde ψ(xi) = 2 + h2φ′(xi) a ψ′(xi) = h2φ′′(xi). Pro součet čtverc̊u lze Hessovu matici vyjádřit ve tvaru
G(x) = JT (x)J(x) + C(x) (viz (669)). Omeźıme-li se pro jednoduchost na submatice řádu pět, můžeme
psát

J(x) =


ψ1, −1, 0, 0, 0
−1, ψ2, −1, 0, 0
0, −1, ψ3, −1, 0
0, 0, −1, ψ4, −1
0, 0, 0, −1, ψ5

 , C(x) =


f1ψ

′
1, 0, 0, 0, 0

0, f2ψ
′
2, 0, 0, 0

0, 0, f3ψ
′
3, 0, 0

0, 0, 0, f4ψ
′
4, 0

0, 0, 0, 0, f5ψ
′
5

 ,

JT (x)J(x) =


ψ2
1 + 1, −(ψ1 + ψ2), 1, 0, 0

−(ψ1 + ψ2), ψ2
2 + 2, −(ψ2 + ψ3), 1, 0

1, −(ψ2 + ψ3), ψ2
3 + 2, −(ψ3 + ψ4), 1

0, 1, −(ψ3 + ψ4), ψ2
4 + 2, −(ψ4 + ψ5)

0, 0, 1, −(ψ4 + ψ5), ψ2
5 + 1

 ,
kde ψi = ψ(xi), ψ

′
i = ψ′(xi), 1 ≤ i ≤ n, odkud vid́ıme, že Hessova matice G(x) = JT (x)J(x) + C(x)

je pentadiagonálńı. Je-li funkce φ : R → R lineárńı (takže φ′(xi) = φ′, φ′′(xi) = 0, 1 ≤ i ≤ n, kde
φ′ je konstantńı směrnice lineárńı funkce φ), plat́ı C(x) = 0, takže G(x) = JT (x)J(x). Vrát́ıme-li se k
př́ıpadu, kdy dimenze n je libovolná, a předpokládáme-li, že funkce φ je lineárńı, můžeme usoudit, že
matice G(x) = JT (x)J(x) má tvar (907) a jej́ı prvky splňuj́ı (909), kde nerovnosti přejdou v rovnosti.
Tato matice je pentadiagonálńı, ale neńı diagonálně dominantńı. Pokud h2|φ′| < 2, plat́ı

α̃i − |γ̃i−2| − |β̃i−1| − |β̃i| − |γ̃i| = ψ2
i + 2− 2− ψi−1 − 2ψi − ψi+1

= (2 + h2φ′)2 − 4(2 + h2φ′) = (h2φ′)2 − 4 < 0

pro 3 ≤ i ≤ n − 2. Nemůžeme tedy použ́ıt větu 220. Jelikož funkce φ je lineárńı, plat́ı ψi = 2 + h2φ′,
1 ≤ i ≤ n. Jestliže (2 + h2φ′)2 ̸= 2, lze psát ψ1ψ2 − 2 ̸= 0, ψn−1ψn − 2 ̸= 0. Jestliže (2 + h2φ′)2 ̸= 4, lze
psát ψiψi+1 − 4 ̸= 0, 2 ≤ i ≤ n− 1. Pokud δi = δ, 1 ≤ i ≤ n, jsou splněny předpoklady věty 221 a matice
T (x) je pozitivně definitńı. Je-i č́ıslo ε > 0 dostatečně malé, je i matice Tε(x) pozitivně definitńı.

Poznámka 332. Pokud se bĺıž́ıme k minimu, kde F (x) = 0 (což odpov́ıdá řešeńı soustavy rovnic (911)),
plat́ı fi ≈ 0, 1 ≤ i ≤ n. Nav́ıc absolutńı hodnoty prvk̊u matice diag(ψ′

1, . . . , ψ
′
n) jsou obvykle malé ve

srovnáńı s absolutńımi hodnotami diagonálńıch prvk̊u matice J(x)TJ(x) (pokud n ≈ 1000, je h2 ≈ 10−6).
Protože malá změna diagonálńıch prvk̊u neporuš́ı pozitivńı definitnost matice (poznámka 325), můžeme
očekávat, že v dostatečné bĺızkosti řešeńı je matice T (x) (a tedy i matice Tε(x), je-li č́ıslo ε > 0 dostatečně
malé) pozitivně definitńı, i když funkce φ : R→ R neńı lineárńı.

V př́ıkladu 6 jsme použili diagonálně dominantńı toeplitzovskou matici sudého řádu. Je zaj́ımavé, že
je-li Hessova matice diagonálně dominantńı toeplitzovskou matićı lichého řádu a plat́ı-li δi = δ, 1 ≤ i ≤ n,
jsou matice T (x) a Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. Prvky toeplitzovské matice G(x)
označ́ıme symboly ci, 1 ≤ i ≤ n, tedy

G(x) =



c1 c2, c3, . . . , cn−2, cn−1, cn
c2 c1, c2, . . . , cn−3, cn−2, cn−1

c3 c2, c1, . . . , cn−4, cn−3, cn−2

−− −− −− −− −− −− . . .
cn−2, cn−3, cn−4, . . . . c1, c2, c3
cn−3, cn−2, cn−3, . . . . c2, c1, c2
cn, cn−1, cn−2, . . . . c3, c2, c1


. (913)
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Věta 222. Necht’ Hessova matice G(x) je diagonálně dominantńı toeplitzovskou matićı lichého řádu s
kladnými prvky na hlavńı diagonále. Pak, plat́ı-li δi = δ, 1 ≤ i ≤ n, je matice T (x) pozitivně definitńı a
diagonálně dominantńı. Je-li č́ıslo ε > 0 dostatečně malé, je i matice Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně
dominantńı.

Důkaz (a) Z rovnost́ı G(x)v1 = T (x)v1 a G(x)v2 = T (x)v2, plynou pro n liché vztahy

β1 =
1

δ
eT1 T (x)v2 =

1

δ
eT1G(x)v2 =

n−1
2∑

j=1

c2j ,

β1 + β2 =
1

δ
eT2 T (x)v1 =

1

δ
eT2G(x)v1 = c2 +

n−1
2∑

j=1

c2j ⇒ β2 = c2,

β2 + β3 =
1

δ
eT3 T (x)v2 =

1

δ
eT3G(x)v2 = c2 +

n−3
2∑

j=1

c2j ⇒ β3 =

n−3
2∑

j=1

c2j ,

β3 + β4 =
1

δ
eT4 T (x)v1 =

1

δ
eT4G(x)v1 = c2 + c4 +

n−3
2∑

j=1

c2j ⇒ β4 = c2 + c4,

β4 + β5 =
1

δ
eT5 T (x)v2 =

1

δ
eT5G(x)v2 = c2 + c4 +

n−5
2∑

j=1

c2j ⇒ β5 =

n−5
2∑

j=1

c2j ,

a tak dále, takže

βi =

n−i
2∑

j=1

c2j , mod(j, 2) = 1, βi =

i
2∑

j=1

c2j , mod(j, 2) = 0.

Odtud pro i liché dostaneme

|βi−1|+ |βi| =

∣∣∣∣∣∣
i−1
2∑

j=1

c2j

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
n−i
2∑

j=1

c2j

∣∣∣∣∣∣ ≤
i−1
2∑

j=1

|c2j |+

n−i
2∑

j=1

|c2j |,

kde na pravé straně je součet absolutńıch hodnot prvk̊u se sudými indexy, které se nacházej́ı v i-tém řádku
matice G(x). Stejný výsledek dostaneme i pro i sudé.

(b) Z rovnost́ı G(x)v1 = T (x)v1 a G(x)v2 = T (x)v2 plyne, že diagonálńı prvek αi matice T (x) se rovná
součtu prvk̊u s lichými indexy, které se nacházej́ı v i-tém řádku matice G(x). Spoj́ıme-li tuto skutečnost s
výsledkem uvedeným v (a) vid́ıme, že č́ıslo αi−|βi−1|−|βi| neńı větš́ı než č́ıslo, které dostaneme, odečteme-li
od c1 součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u nacházej́ıch se v i-tém řádku matice G(x). Jelikož
matice G(x) je diagonálně dominantńı a ci > 0, je toto č́ıslo kladné. Matice T (x) je tedy diagonálně
dominantńı a má kladné prvky na hlavńı diagonále. Podle Geršgorinovy věty je tedy pozitivně definitńı
a diagonálně dominantńı. Pro dostatečně malou hodnotu ε > 0 je i matice Tε(x) pozitivně definitńı a
diagonálně dominantńı. 2

Ve větách týkaj́ıćıch se tridiagonálńıch předpodmiňovač̊u źıskaných směrovým derivováńım jsme před-
pokládali, že všechny diference jsou stejné, tedy δi = δ, 1 ≤ i ≤ n. Tento předpoklad je vždy splněn,
použ́ıváme-li automatické derivováńı. Při numerickém derivováńı je však výhodněǰśı volit diference podle
(899). Ukážeme, že pokud γ̃i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n−2, lze ve větě 220 vynechat požadavek diagonálńı dominance
a použ́ıt libovolné diference δi > 0, 1 ≤ i ≤ n (např́ıklad δi = max(|xi|, 1), 1 ≤ i ≤ n).

Věta 223. Necht’ Hessova matice G(x) je pentadiagonálńı a má nezáporné prvky ve vněǰśıch diagonálách
(tedy γ̃i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n − 2). Necht’ tridiagonálńı matice, která vznikne z G(x) vynulováńım těchto
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nezáporných prvk̊u, je pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. Pak matice T (x) je pozitivně definitńı a
diagonálně dominantńı. Je-i č́ıslo ε > 0 dostatečně malé, je i matice Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně
dominantńı.

Důkaz Nejsou-li diference δi, 1 ≤ i ≤ n, stejné, implikuj́ı rovnosti G(x)v1 = T (x)v1 a G(x)v2 = T (x)v2
vztahy

αiδi = eTi T (x)v1 = eTi G(x)v1 = γ̃i−2δi−2 + α̃iδi + γ̃iδi+2,

βi−1δi−1 + βiδi+1 = eTi T (x)v2 = eTi G(x)v2 = β̃i−1δi−1 + β̃iδi+1,

neboli

αi = γ̃i−2
δi−2

δi
+ α̃i + γ̃i

δi+2

δi
, βi−1

δi−1

δi
+ βi

δi+1

δi
= β̃i−1

δi−1

δi
+ β̃i

δi+1

δi
,

pro i liché (zde γ̃−1 = γ̃0 = β̃0 = β0 = 0 a γ̃n−1 = γ̃n = β̃n = βn = 0). Vyměńıme-li vektory v1 a v2,
dostaneme stejné rovnice pro i sudé. Plat́ı tedy αi ≥ α̃i, 1 ≤ i ≤ n, a βi = β̃i, 1 ≤ i ≤ n− 1. Z pozitivńı
definitnosti a diagonálńı dominance tridiagonálńı matice s prvky α̃i > 0, 1 ≤ i ≤ n, a β̃i, 1 ≤ i ≤ n − 1,
plyne, že

αi − |βi−1| − |βi| ≥ α̃i − |β̃i−1| − |β̃i| > 0,

1 ≤ i ≤ n (kde β̃0 = β̃n = 0). Odtud plyne, že matice T (x) má kladné prvky na hlavńı diagonále a je
diagonálně dominantńı. Podle Geršgorinovy věty je tedy pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. Pro
dostatečně malou hodnotu ε > 0 je i matice Tε(x) pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı. 2

Je-li Hessova matice pentadiagonálńı a pozitivně definitńı, je výhodné použ́ıt pentadiagonálńı předpod-
miňovač vyšetřovaný v následuj́ıćı větě, jej́ıž d̊ukaz je velmi podobný d̊ukazu věty 219.

Věta 224. Předpokládejme, že Hessova matice G(x) = P (x) funkce F ∈ C2 : D → R je pentadiagonálńı
matićı tvaru (891). Položme v1 = [δ1, 0, 0, δ4, 0, 0, . . . ], v2 = [0, δ2, 0, 0, δ5, 0, . . . ], v3 = [0, 0, δ3, 0, 0, δ6, . . . ],
kde δi > 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

αi =
eTi g

′(x, v1)

δi
, βi =

eTi g
′(x, v2)

δi+1
− δi−2

δi+1
γi−2, γi =

eTi g
′(x, v3)

δi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 1,

αi =
eTi g

′(x, v2)

δi
, βi =

eTi g
′(x, v3)

δi+1
− δi−2

δi+1
γi−2, γi =

eTi g
′(x, v1)

δi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 2,

αi =
eTi g

′(x, v3)

δi
, βi =

eTi g
′(x, v1)

δi+1
− δi−2

δi+1
γi−2, γi =

eTi g
′(x, v2)

δi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 0,

kde veličiny s indexy i < 1 považujeme za nulové a veličiny, v jejichž vzorćıch vystupuj́ı indexy i > n,
nepoč́ıtáme.

Poznámka 333. V př́ıpadě numerického derivováńı můžeme použ́ıt stejný postup jako v poznámce 331
a vyjádřit prvky pentadiagonálńıho předpodmiňovače Pε(x) ≈ P (x) ve tvaru

αi =
gi(x+ εv1)− gi(x)

εδi
, βi =

gi(x+ εv2)− gi(x)

εδi+1
− δi−2

δi+1
γi−2,

γi =
gi(x+ εv3)− gi(x)

εδi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 1,

αi =
gi(x+ εv2)− gi(x)

εδi
, βi =

gi(x+ εv3)− gi(x)

εδi+1
− δi−2

δi+1
γi−2,

γi =
gi(x+ εv1)− gi(x)

εδi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 2,

αi =
gi(x+ εv3)− gi(x)

εδi
, βi =

gi(x+ εv1)− gi(x)

εδi+1
− δi−2

δi+1
γi−2,

γi =
gi(x+ εv2)− gi(x)

εδi+2
− δi−1

δi+2
βi−1, mod(i, 3) = 0.
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Poznámka 334. Je-li matice G(x) pentadiagonálńı a pozitivně definitńı, je pentadiagonálńı předpodmiňo-
vač P (x) źıskaný podle věty 333 ideálńı v tom smyslu, že metoda sdružených gradient̊u najde řešeńı sous-
tavy rovnic G(s)s+ g = 0 již v prvńım iteračńım kroku. Neńı-li předpodmiňovač P (x) pozitivně definitńı,
lze ho upravit podle pravidel uvedených v poznámce 328. V obecném př́ıpadě je jistým nedostatkem tohoto
předpodmiňovače nutnost poč́ıtat v každém kroku Newtonovy metody tři gradienty nav́ıc (tridiagonálńı
předpodmiňovač vyžaduje dva gradienty nav́ıc a diagonálńı předpodmiňovač pouze jeden gradient nav́ıc).

Známe-li analytické vzorce pro prvky lež́ıćı na hlavńı diagonále, př́ıpadně na několika vedleǰśıch dia-
gonálách Hessovy matice (což bývá splněno zejména u toeplitzovských matic), můžeme vypoč́ıtat prvky
pásového předpodmiňovače analyticky. Tak jako v př́ıpadě pásových matic určených standardńı metodou
BFGS odvozenou z předpodmı́něné metody sdružených gradient̊u, nemuśı být źıskaný předpodmiňovač
pozitivně definitńı. V tomto př́ıpadě lze použ́ıt pravidla uvedená v poznámkách 327 a 328.

Nyńı se budeme zabývat posledńım typem předpodmı́něńı zmı́něným na začátku tohoto odd́ılu. Ukáže-
me, jak lze tridiagonálńı matici (612), źıskanou podle věty 145, použ́ıt ke konstrukci předpodmiňovače pro
metodu sdružených gradient̊u. Ve větě 145 jsme ukázali, že symetrický Lanczos̊uv proces je úzce spjatý s
metodou sdružených gradient̊u a uvedli jsme převodńı vztahy γ1 = 1/α1 a

δ2i =
βi
α2
i

, γi+1 =
βi
αi

+
1

αi+1
(914)

pro 1 ≤ i ≤ m, kde m je č́ıslo takové, že αi > 0 pro 1 ≤ i ≤ m.

Věta 225. Uvažujme metodu sdružených gradient̊u (aplikovanou na kvadratickou funkci s Hessovou matićı
G) takovou, že αi > 0 pro 1 ≤ i ≤ m. Pak tridiagonálńı matice Tm tvaru (612) řádu m źıskaná podle
vzorc̊u (914) je pozitivně definitńı.

Důkaz Označme τi = 1/αi, 1 ≤ i ≤ m. Pak τ1 = γ1 a podle (914) plat́ı

δ2i = βiτ
2
i , γi+1 = βiτi + τi+1

pro 1 ≤ i ≤ m, takže

τi+1 = γi+1 −
δ2i
τi

pro 1 ≤ i ≤ m, což je právě rekurentńı vztah (888) (kde mı́sto αi+1, βi ṕı̌seme γi+1, δi). Jelikož č́ısla
τi = 1/αi, 1 ≤ i ≤ m, jsou podle předpokladu kladná, je podle věty 214 matice Tm pozitivně definitńı. 2

Poznámka 335. Tridiagonálńı matice Tm má dimenzi m ≤ n. Abychom dostali předpodmiňovač dimenze
n, polož́ıme

C = (I −QmQ
T
m) +QmTmQ

T
m (915)

kde Qm je matice s m ortonormálńımi sloupci źıskaná symetrickým Lanczosovým procesem (poznámka 234
a věta 145). Abychom zd̊uvodnili tuto volbu, ukážeme, že plat́ı

C = [Qm, Qn−m]

[
Tm, 0
0, In−m

]
[Qm, Qn−m]T , (916)

kde Qn−m je matice s n −m ortonormálńımi sloupci taková, že matice [Qm, Qn−m] je čtvercová a orto-
gonálńı. Necht’ v = v1 + v2, kde v1 = Qmṽ1 a v2 = Qn−mṽ2 (takže QT

m−nv1 = 0 a QT
mv2 = 0). Pak

plat́ı (
(I −QmQ

T
m) +QmTmQ

T
m

)
v = QmTmṽ1 + v2 (917)
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a

[Qm, Qn−m]

[
Tm, 0
0, In−m

]
[Qm, Qn−m]T v = [Qm, Qn−m]

[
Tm, 0
0 In−m

]
[ṽ1, ṽ2]

T

= QmTmṽ1 +Qn−mṽ2 = QmTmṽ1 + v2

a jelikož vektor v lze volit libovolně, jsou obě matice stejné. Dále podle (917) plat́ı

Cv = QmTmṽ1 + v2 = Qm(QT
mGQm)ṽ1 + v2 = QmQ

T
mGv1 + v2

(nebot’ Tm = QT
mGQm podle poznámky 235), takže předpodmiňovač C p̊usob́ı na složku v1 jako matice G

následovaná projekćı do L(Qm) a na složku v2 jako jednotková matice.

Věta 226. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 225. Pak předpodmiňovač (915) je pozitivně definitńı a
plat́ı

C−1 = (I −QmQ
T
m) +QmT

−1
m QT

m. (918)

Důkaz (a) Jelikož QT
mQm = I, je matice (I −QmQ

T
m) idempotentńı a tud́ıž pozitivně semidefinitńı (pro

libovolný vektor v plat́ı vT (I −QmQ
T
m)v = vT (I −QmQ

T
m)(I −QmQ

T
m)v ≥ 0). Jelikož matice Tm je podle

věty 225 pozitivně definitńı a matice Qm má lineárně nezávislé sloupce, je matice QmTmQ
T
m pozitivně

definitńı. Matice C je tedy (jako součet pozitivně semidefinitńı a pozitivně definitńı matice) pozitivně
definitńı.

(b) Jelikož QT
mQm = I a matice I −QmQ

T
m je idempotentńı, plat́ı[

(I −QmQ
T
m) +QmTmQ

T
m

] [
(I −QmQ

T
m) +QmT

−1
m QT

m

]
= I −QmQ

T
m +QmTmQ

T
m −QmTmQ

T
m +QmT

−1
m QT

m −QmT
−1
m QT

m +QmQ
T
m = I.

2

Nevýhoda předpodmiňovače (915) spoč́ıvá v tom, že tuto matici lze definovat pouze v nepředpodmı́ně-
ném kroku Newtonovy metody. Pokud krok Newtonovy metody předpodmı́ńıme, nejsou sloupce matice
Qm ortonormálńı (poznámka 240) a matice (915) nemá požadované vlastnosti. Abychom se těmto pot́ıž́ım
vyhnuli, museli bychom použitý předpodmiňovač zahrnout do výrazu (915) (mı́sto jednotkové matice).
To znamená, že bychom museli ukládat předpodmiňovače ze všech předchoźıch krok̊u, což je nepraktické.
Proto se postupuje tak, že se provede m ≪ n krok̊u nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u,
zkonstruuje se předpodmiňovač (915) a ten se použije v daľśıch kroćıch metody sdružených gradient̊u
(také se lze vrátit na začátek iteračńıho procesu).

Je třeba se také zmı́nit o zp̊usobu, který nám dovoĺı rozhodnout, zda máme předpodmiňovač použ́ıt
nebo odmı́tnout (ne vždy je nalezený předpodmiňovač vhodný k použit́ı). To se týká hlavně pásových
předpodmiňovač̊u určených metodou BFGS nebo numerickým derivováńım, které mohou být indefinitńı.
Je třeba zd̊uraznit, že indefinitńı předpodmiňovač je nevhodný i v př́ıpadě, že Hessova matice neńı pozi-
tivně definitńı, nebot’ v takovém př́ıpadě neńı účelné hledat řešeńı soustavy Gs + g = 0, které charak-
terizuje sedlový bod a ne minimum. K testováńı pozitivńı definitnosti a špatné podmı́něnosti matice se
hod́ı Gill̊uv–Murraẙuv rozklad popsaný v odd́ılu 2.7. Pokud v některém eliminačńım kroku je pivot
menš́ı než δmax(1,max1≤i≤n(|αi|)), kde δ je předepsaná mez, rozklad předpodmiňovače ukonč́ıme a
předpodpodmiňovač odmı́tneme. Provést Gill̊uv-Murraẙuv rozklad do konce a použ́ıt źıskanou pozitivně
definitńı matici jako předpodmiňovač se nevypláćı (dokládaj́ı to numerické experimenty). Č́ıslo δ se obvykle
voĺı tak, že δ = 10−12. Někdy je však třeba zvolit větš́ı hodnotu (např́ıklad δ = 10−2).

Poznámka 336. Závěrem uvedeme několik poznámek ke konstrukci předpodmiňovač̊u pro vektorové dife-
renčńı verze Newtonovy metody.

• Předpodmiňovače založené na metodách s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı nevyžaduj́ı žádné
korekce. Jsou poměrně robustńı, ale nejsou nejefektivněǰśı.
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• Pásové předpodmiňovače určené standardńı metodou BFGS odvozenou z předpodmı́něné metody
sdružených gradient̊u je třeba předem upravit, jinak jsou při určováńı Gillova–Murrayova rozkladu
většinou odmı́tnuty. Velmi se osvědčily úpravy založené na větě 215, kdy se nevhodné mimodia-
gonálńı prvky zmenšuj́ı tak, aby se záporné determinanty matic (889) vynulovaly, a úpravy založené
na větě 216, kdy se indefinitńı matice (892) upravuj́ı tak, že se prvky βi, βi+1 zmenš́ı na dvě třetiny
a prvek γi na třetinu. Použit́ı věty 217 a vzorce (894) je méně výhodné. Ukazuje se, že takto źıskané
předpodmiňovače je třeba častěji odmı́tat (např́ıklad volbou δ = 10−2).

• Pásové předpodmiňovače źıskané směrovým derivováńım stač́ı upravit tak, že diagonálńı prvky
nahrad́ıme jejich absolutńımi hodnotami. Úpravy založené na větách 215 a 216 snižuj́ı efektivitu
předpodmı́něńı. Pro odmı́táńı stač́ı většinou volba δ = 10−12 (kromě diagonálńıch předpodmiňovač̊u,
které jsou citlivěǰśı na odmı́táńı).

• Pásové předpodmiňovače źıskané směrovým derivováńım významně snižuj́ı počet iteraćı metody
sdružených gradient̊u. V př́ıpadě numerického derivováńı je však třeba poč́ıtat několik gradient̊u
nav́ıc, takže celkový počet použitých gradient̊u může být vyšš́ı v porovnáńı s nepředpodmı́něnou
metodou sdružených gradient̊u. Tato situace nastává zejména tehdy, je-li počet iteraćı obou metod
velmi malý. Abychom zlepšili účinnost metod použ́ıvaj́ıćıch předpodmiňovače źıskané numerickým
derivováńım, můžeme tyto metody kombinovat s nepředpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u.
Výsledné kombinované metody lze popsat např́ıklad takto:

(1) Polož́ıme L = 0 a M = 10 v prvńı iteraci Newtonovy metody (hodnota M = 10 byla źıskána
experimentálné).

(2) V každé iteraci Newtonovy metody postupujeme takto:

(a) Pokud L = 0 polož́ıme C = I, jinak vypočteme tridiagonálńı matici T podle poznámky 331
a polož́ıme C = T .

(b) Pokud L = 1 a matice C neńı pozitivně definitńı, polož́ıme C = I a L = 0.

(c) Urč́ıme směrový vektor metodou sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem C.

(d) Pokud L = 0 a počet iteraćı metody sdružených gradient̊u použité v (c) je vyšš́ı než M ,
polož́ıme L = 1.

• Předpodmiňovače źıskané Lanczosovou metodou neńı třeba korigovat (jsou podle věty 226 vždy
pozitivně definitńı). Jejich použit́ı však ztěžuje to, že je nelze určovat v předpodmı́něném kroku
Newtonovy metody. To vyvolává řadu technických pot́ıž́ı (muśı se upravovat iteračńı proces metody
sdružených gradient̊u).

9.8 Numerické porovnáńı

K testováńı metod pro rozsáhlé husté úlohy byly použity úlohy ze sb́ırky TEST25 zmı́něné v odd́ılu 1.5
a popsané v práci [128]. Nejprve porovnáme účinnost metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı
pomoćı 73 testovaćıch úloh s 1000 proměnnými (9 úloh ze sb́ırky TEST25 bylo vynecháno, protože je
některá z testovaných metod nevyřešila). V tabulce 8 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

LMVM-17 - vektorová metoda BFGS s omezenou pamět́ı (algoritmus 17),

LMVM-18 - modifikovaná vektorová metoda s omezenou pamět́ı (algoritmus 18),

LMVM-19 - maticová metoda BFGS s omezenou pamět́ı (algoritmus 19),

LMVM-20 - maticová metoda s omezenou pamět́ı z Broydenovy tř́ıdy (algoritmus 20 s η = 1.2),

LMVM-21 - modifikovaná maticová metoda s omezenou pamět́ı (algoritmus 21),

LMRH-23 - metoda redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı (algoritmus 23 upravený podle pozná-
mek 315 a 315),

LMSA-24 - posunutá metoda s omezenou pamět́ı (algoritmus 24 s volbou (879)),

LMSB-24 - posunutá metoda s omezenou pamět́ı (algoritmus 24 s volbou (876) a (880)–(881)).
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Pro srovnáńı jsou též uvedeny výsledky źıskané metodou sdružených gradient̊u CG, což je algoritmus 5,
kde použ́ıváme volbu HST+ (vzorce (174), 175), (176)) a proceduru pro výběr délky kroku převzatou z
programu CG-DESCENT. Výsledky pro metodu CG jsou též uvedeny odd́ılu 3.7 (ve sloupci HS a řádku MT+

tabulky 2.

Metoda NIT NFV NFG čas počet
LMVM-17 126650 132891 132801 15.41 74
LMVM-18 116142 119273 119273 15.55 76
LMVM-19 124904 131269 131269 15.38 74
LMVM-20 122178 131037 131037 14.91 74
LMVM-21 107387 111364 111364 14.05 78
LMRH-23 124830 142264 142264 17.23 74
LMSA-24 137536 140846 140846 23.36 75
LMSB-24 132207 135014 135014 22.49 75
CG 169096 333431 176767 38.23 74

Tabulka 8: TEST25 – 73 úloh

Tabulka 8 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých gradient̊u NFG, celkový čas výpočtu a počet úloh (z celkového počtu 82), které daná metoda
vyřešila. Posledńı údaj vyjadřuje robustnost dané metody. Z údaj̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit
několik závěr̊u:

• Metody s proměnnou metrikou (s omezenou pamět́ı) jsou obvykle účinněǰśı než metody redukovaných
Hessián̊u a posunuté metody s proměnnou metrikou. Je to zp̊usobeno t́ım, že u metod s proměnnou
metrikou lze volit m̄ = 5, zat́ımco metody redukovaných Hessián̊u a posunuté metody s proměnnou
metrikou vyžaduj́ı v́ıce aktualizaćı (obvykle m̄ = 10) a proto jsou pomaleǰśı.

• Metodu BFGS realizovanou pomoćı Strangových rekurenćı (algoritmus 17) lze překonat vhodnými
úpravami (algoritmus 18).

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı realizované pomoćı maticových reprezentaćı jsou
velmi efektivńı. Rekurzivńı postup založený na větě 194 se zdá být stabilněǰśı, než použit́ı explicitńıho
vzorce (795). Velmi účinná je modifikace použitá v algoritmu 21.

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı jsou účinněǰśı než metoda sdružených gradient̊u.

Nyńı porovnáme účinnost vektorových diferenčńıch verźı Newtonovy metody s r̊uznými předpodmiňova-
či pomoćı 71 testovaćıch úloh s 1000 proměnnými (11 úloh ze sb́ırky TEST25 bylo vynecháno, protože
je některá z testovaných metod nevyřešila). V tabulce 9 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami
spádových směr̊u:

LSTN - nepředpodmı́něná vektorová diferenčńı Newtonova metoda,

LSTNL-V - metoda předpodmı́něná třemi BFGS aktualizacemi realizovanými pomoćı Strangových
rekurenćı (735)–(736),

LSTNL-M - metoda předpodmı́něná třemi BFGS aktualizacemi realizovanými podle věty 194,

LSTNB-D - metoda s diagonálńım předpodmiňovačem určeným BFGS aktualizacemi (885),

LSTNB-T - metoda s tridiagonálńım předpodmiňovačem určeným BFGS aktualizacemi (885) s korekćı
podle poznámky 336,

LSTNB-P - metoda s pentadiagonálńım předpodmiňovačem, určeným BFGS aktualizacemi (885) s
korekćı podle poznámky 336,

LSTND-D - metoda s diagonálńım předpodmiňovačem určeným numerickým derivováńım s náhradou
diagonálńıch prvk̊u jejich absolutńımi hodnotami,

LSTND-T - metoda s tridiagonálńım předpodmiňovačem určeným numerickým derivováńım s náhra-
dou diagonálńıch prvk̊u jejich absolutńımi hodnotami,
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LSTND-P - metoda s pentadiagonálńım předpodmiňovačem určeným numerickým derivováńım s ná-
hradou diagonálńıch prvk̊u jejich absolutńımi hodnotami,

LSTNI - metoda s předpodmiňovačem (915) źıskaným symetrickým Lanczosovým procesem.

Pro srovnáńı jsou též uvedeny výsledky źıskané metodami LMVM-18, LMVM-21 a CG použitými v tabulce 8.

Metoda NIT NFV NFG NCG NIP NCP čas počet
LSTN 7409 11810 369496 356234 - - 22.91 71
LSTNL-V 7247 12476 230881 217011 7247 - 15.67 77
LSTNL-M 7336 12710 243530 229352 7336 - 17.19 74
LSTNB-D 7082 10290 271970 260499 4432 37 18.12 71
LSTNB-T 6736 9235 137735 127706 4252 37 10.23 74
LSTNB-P 6782 8833 221622 211967 4009 36 18.29 73
LSTND-D 6484 8437 342404 326845 3856 40 20.92 71
LSTND-T 7614 11997 128785 99928 5650 2 9.56 74
LSTND-P 7083 10691 125080 86693 4922 5 9.01 74
LSTNI 7380 11656 349286 336197 4205 1 20.60 72
LMVM-18 107007 109673 109673 - - - 14.46 76
LMVM-21 107387 111364 111364 - - - 13.13 78
CG 130657 256358 138063 - - - 29.15 74

Tabulka 9: TEST25 – 71 úloh

Tabulka 9 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých gradient̊u NFG, celkový počet vnitřńıch iteraćı (iteraćı metody sdružených gradient̊u) NCG,
celkový počet předpodmı́něných vněǰśıch iteraćı (iteraćı Newtonovy metody) NIP, počet problémů, pro
které bylo nutné zvýšit mez pro odmı́táńı (poznámka 336) NCP, celkový čas výpočtu a počet úloh (z
celkového počtu 82), které daná metoda vyřešila. Posledńı údaj vyjadřuje robustnost dané metody. Z
údaj̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Diferenčńı verze Newtonovy metody konverguj́ı velmi rychle, vyžaduj́ı však velký počet gradient̊u
minimalizované funkce k určeńı diferenćı použitých v metodě sdružených gradient̊u.

• Nepředpodmı́něná diferenčńı verze Newtonovy metody nemůže konkurovat metodám s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı.

• Diagonálńı předpodmiňovače a předpodmiňovače źıskané Lanczosovou metodou nejsou př́ılǐs efek-
tivńı. Lepš́ı výsledky dávaj́ı tridiagonálńı a pentadiagonálńı předpodmiňovače.

• Pásové předpodmiňovače určené metodou BFGS je třeba upravovat podle vět 215 a 216. Často je
také třeba zvýšit mez pro odmı́táńı δ.

• Pásové předpodmiňovače určené numerickým derivováńım vyžaduj́ı pouze minimálńı korekce. Dávaj́ı
dobré výsledky zejména tehdy, jsou-li Hessovy matice pásové. Diferenčńı verze Newtonovy metody
použ́ıvaj́ıćı tyto předpodmiňovače jsou obvykle účinněǰśı, než metody s proměnnou metrikou s omeze-
nou pamět́ı.
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10 Metody pro rozsáhlé ř́ıdké a separovatelné úlohy

10.1 Ř́ıdké matice a grafy

Rozsáhlé optimalizačńı úlohy se obvykle vyznačuj́ı t́ım, že jejich Jacobiovy matice (při minimalizaci součtu
čtverc̊u) a Hessovy matice obsahuj́ı málo (typicky O(n)) nenulových prvk̊u. Protože počet nulových prvk̊u
je obvykle mnohem větš́ı, je účelné ukládat pouze nenulové prvky a jen s nimi provádět aritmetické operace.
Nejjednodušš́ım zp̊usobem jak ukládat nenulové prvky obecné ř́ıdké matice A je použit́ı tř́ı poĺı num(A),
row(A), col(A) délky mA, kde mA je počet nenulových prvk̊u matice A. V poli num(A) jsou v nějakém
(obecně libovolném) pořad́ı uloženy numerické hodnoty nenulových prvk̊u matice A, jejichž řádkové a
sloupcové indexy jsou (ve stejném pořad́ı) uloženy v poĺıch row(A) a col(A). Tento zp̊usob je velmi
vhodný pro zadáváńı obecných ř́ıdkých matic, ale neńı vhodný pro prováděńı operaćı s těmito maticemi.
Proto byly vyvinuty jiné úsporněǰśı a pro práci s ř́ıdkými maticemi výhodněǰśı reprezentace ř́ıdké struktury.
V tomto odd́ılu poṕı̌seme pouze komprimované ukládáńı po řádćıch použ́ıvaj́ıćı tři pole num(A), adr(A),
col(A), kde pole num(A) a col(A) maj́ı stejný význam jako v předchoźım př́ıpadě pouze s t́ım rozd́ılem,
že nenulové prvky jsou povinně uspořádány po řádćıch (se vzr̊ustaj́ıćımi indexy řádk̊u a sloupc̊u). Pole
adr(A) délky n + 1 obsahuje ukazatele do poĺı num(A) a col(A) na začátky uložených řádk̊u. Posledńı
prvek pole adr(A) obsahuje počet nenulových prvk̊u matice A zvětšený o 1 (tedy č́ıslo mA + 1).

Ještě úsporněji lze ukládat nenulové prvky ř́ıdké symmetrické matice B. Je zřejmé, že stač́ı ukládat
pouze horńı polovinu této matice, čili prvky matice BU , která vznikne z B vynulováńım poddiagonálńıch
prvk̊u. Horńı trojúhelńıkovou matici, která t́ım vznikne, reprezentujeme pomoćı komprimovaného ukládáńı
po řádćıch. Pole num(B) a col(B) obsahuj́ı nenulové prvky matice BU a jejich indexy uspořádané po
řádćıch. Pole adr(B) obsahuje ukazatele do poĺı num(B) a col(B) na diagonálńı prvky matice BU (a
tedy i B). Pro matici (920) plat́ı

num(G) = [G11, G12, G22, G23, G33, G34, G44, G45, G55],

col(G) = [1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5],

adr(G) = [1, 3, 5, 7, 9, 10].

Pro matici (921) plat́ı

num(G) = [G11, G12, G13, G14, G15, G22, G33, G44, G55],

col(G) = [1, 2, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 5],

adr(G) = [1, 6, 7, 8, 9, 10].

Kombinatorické problémy týkaj́ıćı se struktury ř́ıdkých matic se nejlépe popisuj́ı v řeči teorie graf̊u.
Grafová formulace je názorněǰśı než maticový popis, nebot’ většinu grafových pojmů a operaćı si lze snadno
představit. Ř́ıdkou strukturu obecné čtvercové matice lze reprezentovat pomoćı orientovaného grafu.

Definice 60. Orientovaným grafem G⃗ = G⃗(V, E⃗) nazveme dvojici množin V = {v1, . . . vn} a E⃗ ⊂ V × V .

Prvky vi ∈ V nazveme vrcholy a dvojice (vi, vj) ∈ E⃗ orientovanými hranami orientovaného grafu G⃗. Pokud
(vi, vi) ∈ E⃗ nazveme tuto hranu vlastńı smyčkou orientovaného grafu G⃗.

Definice 61. Necht’ A je ř́ıdká čtvercová matice řádu n. Pak orientovaný graf G⃗[A] = G(V, E⃗), kde

V = {v1, . . . vn} a (vi, vj) ∈ E⃗ ⇔ Aij ̸= 0, nazveme grafem vyjadřuj́ıćım ř́ıdkou strukturu obecné čtvercové
matice A.

Poznámka 337. Pomoćı orientovaného grafu lze reprezentovat i ř́ıdkou strukturu obdélńıkové matice
typu n ×m. Jestliže n < m přidáme k matici m − n nulových řádk̊u. Jestliže n > m přidáme k matici
n − m nulových sloupcú. Vzniklou čtvercovou matici pak reprezentujeme pomoćı orientovaného grafu.
Jinou možnost́ı je použit́ı bipartitńıho grafu (definice 73).
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Řı́dkou strukturu čtvercové symetrické matice lze reprezentovat pomoćı neorientovaného grafu.

Definice 62. Necht’ G⃗ = G⃗(V, E⃗) a ⃗E = {(vj , vi) : (vi, vj) ∈ E⃗}. Pak dvojici množin G = G(V,E), kde

E = E⃗ ∪ ⃗E \
∪n

i=1(vi, vi), nazveme neorientovaným grafem vzniklým zrušeńım orientace grafu G⃗. Dvojice
(vi, vj) ∈ E a (vj , vi) ∈ E považujeme za totožné (dva vrcholy jsou spojeny nanejvýš jednou hranou).

Poznámka 338. Neorientovaný graf G źıskáme z orientovaného grafu G⃗, odstrańıme-li všechny vlastńı
smyčky, nahrad́ıme-li orientované hrany neorientovanými hranami a př́ıpadné dvojice hran spojuj́ıćı tytéž
vrcholy nahrad́ıme jedinou hranou (dvojice (vi, vj) ∈ E a (vj , vi) ∈ E považujeme za totožné).

Definice 63. Necht’ B je ř́ıdká symetrická matice, jej́ı̌z všechny diagonálńı prvky jsou (strukturálně)
nenulové. Pak graf G[B] = G(V,E), kde V = {v1, . . . vn} a (vi, vj) ≡ (vj , vi) ∈ E ⇔ Bij ̸= 0, nazveme
grafem vyjadřuj́ıćım ř́ıdkou strukturu symetrické matice B.

V této kapitole se budeme zabývat převážně symetrickými maticemi, takže se zaměř́ıme na vyšetřováńı
vlastnost́ı neorientovaných graf̊u.

Definice 64. Necht’ G = G(V,E) a vi ∈ V . Pak množinu adj(vi) = {vj ∈ V : (vi, vj) ∈ E} nazveme
okoĺım (množinou soused̊u) vrcholu vi a vrcholy vj ∈ adj(vi) nazveme sousedy vrcholu vi. Stupněm vrcholu
vi nazveme počet prvk̊u (kardinalitu) množiny adj(vi) a budeme psát deg(vi) = |adj(vi)|.

Definice 65. Graf G = G(V,E), kde pro libovolný vrchol v ∈ V plat́ı V \ v = adj(v), nazveme úplným
grafem (v úplném grafu jsou každé dva vrcholy spojené hranou). Symbolem G budeme označovat zúplněńı
grafu G, neboli graf G(V,E), který je úplný.

Definice 66. Necht’ G = G(V,E) a G′ = G′(V ′, E′), kde V ′ ⊂ V , E′ ⊂ E. Jestlǐze pro libovolnou
hranu (vi, vj) ∈ E′ plat́ı vi ∈ V ′, vj ∈ V ′, řekneme, že G′ je podgrafem grafu G a ṕı̌seme G′ ⊂ G. Graf
G(V ′) = G(V ′, E(V ′)), kde V ′ ⊂ V , E(V ′) ⊂ E a (vi, vj) ∈ E(V ′) ⇔ vi ∈ V ′, vj ∈ V ′, nazveme podgrafem
grafu G určeným množinou vrchol̊u V ′. Podgraf G(V ′), který je úplný nazveme klikou. Kliku, která neńı
podgrafem žádné věťśı kliky nazveme maximálńı klikou.

Definice 67. Necht’ G1 = G1(V1, E1) a G2 = G2(V2, E2) jsou dva podgrafy grafu G = G(V,E). Pak graf
G3 = G3(V1∪V2, E2∪E2) nazveme sjecnoceńım podgraf̊u G1 a G2 a ṕı̌seme G3 = G1∪G1 (sjednoceńı podgraf̊u
dostaneme, sjednot́ıme-li jejich množiny vrchol̊u a hran).

Definice 68. Necht’ G = G(V,E). Pak posloupnost vrchol̊u vij ∈ V , 1 ≤ j ≤ k, takovou že vij+1 ∈ adj(vij ),
1 ≤ j < k, nazveme sledem v grafu G. Jestlǐze se vrcholy (s výjimkou př́ıpadu, kdy vik = vi1) neopakuj́ı,
nazveme tento sled cestou v grafu G. Cestu, pro kterou plat́ı vik = vi1 nazveme smyčkou v grafu G.

Poznámka 339. Sled (cestu, smyčku) vij ∈ V , 1 ≤ j ≤ k, lze též vyjádřit jako posloupnost hran
(vij , vij+1), 1 ≤ j < k. Délkou sledu (cesty, smyčky) nazveme počet těchto hran, tedy č́ıslo k − 1.

Definice 69. Necht’ G = G(V,E). Jestlǐze pro libovolné dva vrcholu vi ∈ V a vj ∈ V existuje cesta, která
obsahuje vi ∈ V a vj ∈ V , řekneme, že graf G = G(V,E) je souvislý.

Definice 70. Souvislý podgraf G′(V,E′) ⊂ G(V,E), který neobsahuje žádnou smyčku, nazveme stromem
grafu G.

Definice 71. Obarveńım grafu G(V,E) nazveme rozklad V =
∪k

i=1 Vi. takový, že Vi ∩ Vj = ∅, pokud
1 ≤ i < j ≤ k. Množinám Vi, 1 ≤ i ≤ k, přiřazujeme r̊uzné barvy (např́ıklad vćısla 1 ≤ i ≤ k). Pokud
neexistuje hrana, jej́ı̌z oba koncové vrcholy jsou obarveny stejnou barvou, řekneme, že obarveńı je dobré.
Minimalńı počet barev potřebných k dobrému obarveńı grafu nazveme chromatickým č́ıslem grafu.

Poznámka 340. Pojem dobrého obarveńı grafu lze použ́ıt i pro orientované grafy, neuvažujeme-li vlastńı
smyčky. Ani v dobŕe obarveném orientovaném grafu neexistuje hrana, jej́ıž oba koncové vrcholy jsou
obarveny stejnou barvou. Je tedy možné zrušit orientaci (definice 62), aniž to má vliv na vlastnosti
obarveńı.
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Definice 72. Graf Ĝ = Ĝ(V, Ê), který má chromarické č́ıslo 2, nazveme bipartitńım grafem. V tomto
př́ıpadě V = V ′ ∪ V ′′, V ′ ∩ V ′′ = ∅ a Ê ⊂ V ′ × V ′′.

Bipartitńı graf lze použ́ıt k reprezentaci ř́ıdké obdélńıkové matice.

Definice 73. Necht’ A je ř́ıdká obdélńıková matice typu n ×m. Pak bipartitńı graf Ĝ[A] = Ĝ(V, Ê), kde
V = V ′ ∪ V ′′, V ′ = {v′1, . . . v′n}, V ′′ = {v′′1 , . . . v′′m} a (v′i, v

′′
j ) ∈ Ê ⇔ Aij ̸= 0, nazveme bipartitńım grafem

vyjadřuj́ıćım ř́ıdkou strukturu obdelńıkové matice A.

10.2 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy jsou založeny na aproximaci sloupc̊u Gei, 1 ≤ i ≤ n,
Hessovy matice G pomoćı diferenčńıch vzorc̊u

G(x)ei ≈
g(x+ δei)− g(x)

δ
, 1 ≤ i ≤ n, (919)

kde δ je malá diference (obvykle δ =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Je-li však Hessova matice G

ř́ıdká, může nastat př́ıpad, kdy pomoćı jedné diference gradient̊u urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice. Jako
př́ıklad uvedeme pásovou matici

G =


G11, G12, 0, 0, 0
G21, G22, G23, 0, 0
0, G32, G33, G34, 0
0, 0, G43, G44, G45

0, 0, 0, G54, G55

 . (920)

Necht’

v1 = [1, 0, 0, 1, 0]T , v2 = [0, 1, 0, 0, 1]T , v3 = [0, 0, 1, 0, 0]T .

Pak plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G34, G44, G54]
T , Gv2 = [G12, G22, G32, G45, G55]

T , Gv3 = [0, G23, G33, G43, 0]
T ,

takže všechny prvky matice G můžeme určit pomoćı tř́ı diferenčńıch vzorc̊u

g(x+ δv1)− g(x)

δ
≈ Gv1,

g(x+ δv2)− g(x)

δ
≈ Gv2,

g(x+ δv3)− g(x)

δ
≈ Gv3.

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit [31]. Rozdělme sloupce
matice G do k disjunktńıch skupin Si ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak aby submatice G(Si), složené ze
sloupc̊u matice G patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek (tyto
sloupce nazveme strukturálně ortogonálńımi sloupci matice G). Pak můžeme všechny sloupce matice G
určit pomoćı k diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice G(Si)). Takto lze postupovat pro libovolnou čtvercovou matici
G a dokonce i pro libovolnou obdélńıkovou matici J . Bližš́ı podrobnosti jsou uvedeny v odd́ılu 12.3.

Je-li matice G symetrická, můžeme jej́ı symetrii využ́ıt k daľśımu sńıžeńı počtu potřebných diferenćı.
Uvažujme matici
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G =


G11, G12, G13, G14, G15

G21, G22, 0, 0, 0
G31, 0, G33, 0, 0
G41, 0, 0, G44, 0
G51, 0, 0, 0, G55

 . (921)

Použijeme-li předchoźı postup, potřebujeme k určeńı prvk̊u matice G pět diferenćı gradient̊u. Polož́ıme-li
však

v1 = [1, 0, 0, 0, 0]T , v2 = [0, 1, 1, 1, 1]T ,

plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G31, G41, G51]
T , Gv2 = [∗, G22, G33, G44, G55]

T ,

kde hvězdičkou je označen prvek, který nás nezaj́ımá. Určili jsme tedy prvky G11, G21, G31, G41, G51, G22,
G33, G44, G55 a protože matice G je symetrická i prvky G12 = G21, G13 = G31, G14 = G41, G15 = G51,
to vše pomoćı dvou diferenćı gradient̊u.

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme opět zobecnit [32], [167]. Sloupce
matice G rozděĺıme opět do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Při určováńı těchto skupin však nebudeme
pracovat s celou matićı G, ale pouze s jej́ımi submaticemi, které dostaneme vyškrtnut́ım známých řádk̊u
a sloupc̊u. Necht’ Gi je submatice matice G, kterou dostaneme, vyškrtneme-li v matici G řádky a sloupce
s indexy z S1 ∪ · · · ∪ Si−1, a necht’ Gi(Si) je submatice matice Gi, která obsahuje sloupce této matice s
indexy z Si, takže Gi(Si) = Gi∩G(Si) (zde Gi∩G(Si) je submatice obsahuj́ıćı prvky společné submatićım
Gi a G(Si)). Rozděĺıme-li sloupce matice G do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, tak aby submatice
Gi(Si), 1 ≤ i ≤ k, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek, můžeme sloupce matice G určit
pomoćı k diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k, (922)

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si.

Pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice Gi(Si) = Gi ∩ G(Si), ostatńı prvky submatice G(Si) jsou
určeny symetríı matice G, jak je ukázáno na následuj́ıćım obrázku (kde pro jednoduchost předpokládáme,
že S1∪· · ·∪Si = {1, . . . , n}). V tomto obrázku plat́ı Gjk ∈ G(Si)\Gi(Si) ⇒ Gjk = Gkj ∈ G(S1∪· · ·∪Si−1),
takže prvek Gjk je již znám.

} }

Zat́ım jsme se nezabývali určováńım skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Je účelné volit tyto skupiny tak, aby jejich
počet byl minimálńı. To je však NP těžká úloha, kterou nelze v obecném př́ıpadě vyřešit v rozumném čase.
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Proto se, tak jako ve většině kombinatorických úloh použ́ıvaj́ı algoritmy, které jsou poměrně jednoduché,
rychlé a dávaj́ı dobrou aproximaci optimálńıho řešeńı.

Při určováńı skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, lze použ́ıt sekvenčńı postup. Sloupce submatice Gi se nejprve
přerovnaj́ı podle nějakého pravidla a potom se prob́ıraj́ı postupně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u. Index
j ∈ {1, . . . , n}\(S1 ∪ · · · ∪ Si−1) se přidá do skupiny Si pouze tehdy, neporuš́ı-li se přitom požadavek, aby
submatice Gi(Si) měla v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek.

Poznámka 341. Na přerovnáńı sloupc̊u submatice Gi obvykle dosti zálež́ı. Následuj́ıćı matice se lǐśı
pouze pořad́ım řádk̊u a sloupc̊u (nenulové prvky jsou znázorněny symbolem ∗).

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 ,


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

 .
Prob́ıráme-li sloupce prvńı matice sekvenčně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, potřebujeme k určeńı všech
nenulových prvk̊u celkem pět diferenćı gradient̊u. Prob́ıráme-li sloupce druhé matice sekvenčně podle
vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, stač́ı k určeńı všech nenulových prvk̊u pouze dvě diference gradient̊u. Z této ukázky
plyne, že je vhodné volit takové přerovnáńı, aby řádky a sloupce s nejnižš́ımi indexy měly co nejv́ıce
nenulových prvk̊u.

Následuj́ıćı jednoduchý algoritmus je shrnut́ım dosavadńıch úvah.

Algoritmus 25. Data: Ř́ıdká struktura Hessovy matice G řádu n.

Krok 1 Polož́ıme G1 = G a i = 1.

Krok 2 Pokud Gi = ∅, ukonč́ıme výpočet (množiny S1, . . . Si−1 tvoř́ı hledaný rozklad).

Krok 3 Polož́ıme Si = ∅ a uspořádáme sloupce submatice Gi podle počtu nenulových prvk̊u sestupně.
Pak prob́ıháme sloupce submatice Gi v daném pořad́ı a do Si vždy přidáme index sloupce, který
je strukturálně ortogonálńı ke všem sloupc̊um, jejichž indexy jsou již v Si obsaženy.

Krok 4 Urč́ıme matici Gi+1 vyškrtnut́ım řádk̊u a sloupc̊u submatice Gi s indexy obsaženými v Si.
Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

kromě tohoto jednoduchého algoritmu existuj́ı daľśı složitěǰśı algoritmy popsané v praćıch [32], [72], [188].
Je také možné použ́ıt volně dostupný zdrojový program v jazyce Fortran [30] popsaný v [29].

Zat́ım jsme se zabývali př́ımými metodami pro výpočet prvk̊u ř́ıdké Hessovy matice pomoćı diferenćı.
Nyńı obrát́ıme pozornost na substitučńı metody, které obvykle vyžaduj́ı menš́ı počet diferenćı než př́ımé
metody. Uvažujme opět matici (920) a položme

v1 = [1, 0, 1, 0, 1]T , v2 = [0, 1, 0, 1, 0]T .

Pak plat́ı

g(x+ δv1)− g(x)

δ
≈ Gv1 =


G11

G21 +G23

G33

G43 +G45

G55

 , g(x+ δv2)− g(x)

δ
≈ Gv2 =


G12

G22

G32 +G34

G44

G54

 .
Z těchto rovnic urč́ıme př́ımo hodnoty G11, G33, G55, G12, G22, G44, G54 a protože matice G je symetrická
i hodnoty G21 = G12, G45 = G54. Dosad́ıme-li hodnoty G21, G45 zpět do uvedených rovnic, urč́ıme
hodnoty G23 = eT2Gv1 −G21, G43 = eT2Gv1 −G45 a protože matice G je symetrická i hodnoty G32 = G23,
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G34 = G43. Potřebujeme k tomu pouze dvě diference gradient̊u (př́ımá metoda použ́ıvá tři diference
gradient̊u). Tento zp̊usob výpočtu prvk̊u tridiagonálńı Hessovy matice byl použit v odd́ılu 9.7 (věta 219).

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit [32], [167]. Necht’ GU

je horńı trojúhelńıková matice, jej́ıž horńı trojúhelńıková část má stejnou strukturu (rozložeńı nenulových
prvk̊u) jako horńı trojúhelńıková část matice G. Rozdělme sloupce matice GU do k disjunktńıch skupin
Si ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice GU (Si) složené ze sloupc̊u matice GU patř́ıćıch do skupin
Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak můžeme všechny sloupce matice G určit
pomoćı k diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

Výpočet prvk̊u Hessovy matice se provád́ı po řádćıch vzestupně. Prvńı prvky vektor̊u Gvi, 1 ≤ i ≤ k,
určuj́ı nenulové prvky prvńıho řádku matice GU a zároveň nenulové prvky prvńıho sloupce matice G.
Druhé prvky vektor̊u Gvi, 1 ≤ i ≤ k, určuj́ı nenulové prvky druhého řádku matice GU s t́ım, že se od
jednoho z těchto prvk̊u odečte prvek G21 (pokud je nenulový). T́ım dostaneme zároveň druhý sloupec
matice G. Takto postupujeme dále. Pomoćı j-tých prvk̊u vektor̊u Gvi, 1 ≤ i ≤ k, a poddiagonálńıch
prvk̊u j-tého řádku matice G urč́ıme nenulové prvky j-tého řádku matice GU a zároveň nenulové prvky
j-tého sloupce matice G. Substitučńı metody jsou algoritmicky složitěǰśı než př́ımé metody reprezentované
algoritmem 25 a použ́ıvaj́ı se předevš́ım k určováńı prvk̊u pásových matic jak je ukázáno v odd́ılu 9.7.

Smyslem těchto úvah bylo ukázat, že určeńı Hessovy matice pomoćı diferenćı gradient̊u může být
časově nenáročné, je-li tato matice ř́ıdká. To stav́ı diferenčńı verze Newtonovy metody do zcela jiného
světla, nebot’ pro ř́ıdké úlohy mohou konkurovat metodám s proměnnou metrikou a metodám sdružených
gradient̊u nebo je i překonat.

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy se obvykle realizuj́ı jako metody s optimálńım
lokálně omezeným krokem (algoritmus 10) nebo jako nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (algo-
ritmus 11). Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem vyžaduj́ı opakované řešeńı soustavy rovnic
(G+ λI)s+ g = 0 (pro r̊uzné hodnoty parametru λ ≥ 0). Použ́ıvá se přitom ř́ıdký Choleského rozklad

RTR = P (G+ λI)PT ,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a P je permutačńı matice, jej́ıž jediným účelem je přerovnat
řádky a sloupce matice G+ λI tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co nejmenš́ı. Nalezeńı
permutačńı matice P a následné určeńı struktury horńı trojúhelńıkové matice R se nazývá symbolickou
faktorizaćı. Symbolická faktorizace se provád́ı pouze jednou (na začátku iteračńıho procesu) a proto je
možné použ́ıvat časově náročněǰśı algoritmy, které přibližně minimalizuj́ı počet nově vzniklých nenulových
prvk̊u. Výpočet prvk̊u horńı trojúhelńıkové matice R (numerická faktorizace) se provád́ı v každém ite-
račńım kroku podle vzorc̊u uvedených v odd́ılu 2.7.

Nepřesné metody s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı metodu sdružených gradient̊u popsanou v
odd́ılu 3.8 (Algoritmus 6), kde se ř́ıdká Hessova matice G použ́ıvá pouze k výpočtu součin̊u qi = Gpi,
1 ≤ i ≤ n, a neńı ji tud́ıž třeba rozkládat. V souvislosti s diferenčńı verźı Newtonovy metody pro ř́ıdké
úlohy se osvědčilo předpodmiňováńı pomoćı neúplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu
spoč́ıvá v prováděńı Choleského rozkladu, při němž se zanedbávaj́ı všechny nově vznikaj́ıćı nenulové prvky
(někdy se nově vznikaj́ıćımi nenulovými prvky modifikuje diagonála rozkládané matice). Źıskaná horńı
trojúhelńıková matice R má stejnou strukturu jako horńı btrojúhelńıková část matice G a aproximace
RRT ≈ G je často velmi dobrá, což dává velmi účinné předpodmı́něńı.

V závěru tohoto odd́ılu se budeme podrobněji zabývat symbolickou faktorizaćı a zaplňováńım ř́ıdké
matice při prováděńı Choleského rozkladu B = RTR. Z popisu algoritmu 3, ve kterém se konstruuje
posloupnost matic B̄k, 1 ≤ k ≤ n, řádu n − k + 1 s řádkovými a sloupcovými indexy k ≤ i ≤ n (kde
B̄1 = B) je zřejmé, že v kroku 3 vznikne nenulový prvek právě tehdy, když B̄kiB̄kj ̸= 0 a B̄ij = 0.
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Vyjádřeno v řeči graf̊u to znamená, že G[B̄k] = G(Vk, Ek), kde Vk = {vi : k ≤ i ≤ n}, a nový nenulový
prvek vznikne právě tehdy, když (vk, vi) ∈ Ek, (vk, vj) ∈ Ek a (vi, vj) ̸∈ Ek. Označ́ıme-li Gk = G[B̄k], plat́ı
G1 = G[B] = G(V1, E1) a

G[B̄k+1] = G(Vk \ {vk}) ∪ G(adj(vk))

(použ́ıváme označeńı z definic 64–67. Graf G[B̄k+1] tedy vznikne z grafu G[B̄k] eliminaćı vrcholu vk podle
následuj́ıćı definice.

Definice 74. Necht’ G = G(V,E) a v ∈ V . Pak řekneme, že graf

G(v) = G(V \ {v}) ∪ G(adj(v))

vznikl z grafu G eliminaćı vrcholu v. Eliminaci vrcholu v lze popsat tak, že vyjmeme vrchol v a všechny
hrany s ńım incidentńı a přidáme (pomoćı operace sjednoceńı) kliku tvořenou vrcholy z adj(v).

Aplikujeme-li na ř́ıdkou symetrickou matici Choleského rozklad, je žádoućı, aby vznikalo co nejméně
nenulových prvk̊u. Zaplněńı Choleského faktoru velmi záviśı na pořad́ı v jakém eliminujeme diagonálńı
prvky, čili na permutaci řádk̊u a sloupc̊u, pokud provád́ıme eliminaci v přirozeném pořad́ı. Aplikujeme-li
Choleského rozklad na prvńı matici v poznámce 341, nevznikne žádný nový nenulový prvek, zat́ımco druhá
matice se zcela zaplńı. Snaž́ıme se tedy uspořádat řádky a sloupce tak aby toto uspořádáńı bylo perfektńı
podle následuj́ıćı definice.

Definice 75. Řádky a sloupce ř́ıdké symetrické matice B jsou perfektně eliminačně uspořádány, jestlǐze
při symbolickém Choleského rozkladu B = RTR nevznikaj́ı žádné nové nenulové prvky.

Perfektńı uspořádáńı obvykle neexistuje. Proto se nab́ıźı volit uspořádáńı tak, aby počet nově vzniklých
nenulových prvk̊u byl minimálńı. To je však NP těžká úloha, kterou nelze v obecném př́ıpadě vyřešit
v rozumném čase. Proto se, tak jako ve většině kombinatorických úloh použ́ıvaj́ı algoritmy, které jsou
poměrně jednoduché, rychlé a dávaj́ı dobrou aproximaci optimálńıho řešeńı. Jedńım takovým algoritmem
je následuj́ıćı algoritmus uspořádáńı podle minimálńıho stupně.

Algoritmus 26. Data: Ř́ıdká struktura symetrické matice B řádu n.

Krok 1 Polož́ıme G1 = G[B] = G(V1, E1) a k = 1.

Krok 2 Pokud k = n, ukonč́ıme výpočet (pořad́ı nalezených vrchol̊u tvoř́ı uspořádáńı řádk̊u a sloupc̊u
pro určeńı Choleského rozkladu).

Krok 3 Nalezneme vrchol vk ∈ Vk takový, že deg(vk) = minvi∈Vk
deg(vi).

Krok 4 Sestroj́ıme graf Gk+1 = G(vk)
k (definice 74).

Krok 5 Zětš́ıme k o 1 a přejdeme na krok 2.

V kroku 3 algoritmu 26 neńı výběr vrcholu vk určen jednoznačně. I když se použ́ıvaj́ı r̊uzná heuristická
pravidla, teoreticky podložený zp̊usob výběru neńı nikde popsán. I když algoritmus 26 vypadá jednoduše,
jeho implementace neńı triviálńı. Grafové operace použité v kroku 4 jsou časově i operačně náročné a
velmi zálež́ı na tom, jaké datové struktury se použij́ı.

K nalezeńı vhodného uspořádáńı řádk̊u a sloupc̊u pro prováděńı Choleského rozkladu ř́ıdké symetrické
matice (spolu s určeńım struktury Choleského faktoru, který obsahuje nové nenulové prvky) by bylo možné
použ́ıt pole adr(B), col(B) a patřičně je upravovat (doplňovat a posouvat), tento značně neefektivńı postup
se však nepouž́ıvá. Problematice symbolické faktorizace je věnována velká pozornost v [74] a v učebńım
textu [T9]. Zde se těmito algoritmickými detaily zabývat nebudeme a to zejména proto, že jsou dos-
tupné kvalitńı programy pro řešeńı lineárńıch soustav s ř́ıdkou symetrickou matićı (např́ıklad CHOLMOD
dostupný na http://faculty.cse.tamu.edu/davis/suitesparse.html). Podobný program, napsaný v
jazyce Fortran, je uveden v [54].
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10.3 Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı aktualizace, které zachovávaj́ı ř́ıdkou strukturu
(rozložeńı nenulových prvk̊u) Hessovy matice. Toto zachováváńı ř́ıdké struktury je násilným omezeńım,
které eliminuje některé jiné d̊uležité vlastnosti metod s proměnnou metrikou (např́ıklad nalezeńı minima
kvadratické funkce po konečném počtu krok̊u), nicméně lze źıskat metody, které jsou Q-superlineárně
konvergentńı. Nastávaj́ı však pot́ıže s globálńı konvergenćı, nebot’ źıskaná aproximace Hessovy matice
nemuśı být pozitivně definitńı.

Od metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy požadujeme, aby použité aktualizace splňovaly
kvazinewtonovskou podmı́nku, neporušovaly symetrii a zachovávaly ř́ıdkou strukturu Hessovy matice.
Označme

VQ = {B ∈ Rn×n : Bd = y},
VS = {B ∈ Rn×n : BT = B},
VG = {B ∈ Rn×n : Bij = 0, pokud Gij = 0}.

Symbolem Gij = 0 budeme v tomto odd́ılu označovat pouze strukturálńı nuly, tedy prvky pro které
plat́ı Gij(x) = 0 ∀x ∈ Rn. Ze symetrie Hessovy matice je zřejmé, že Gij = 0 ⇔ Gji = 0. Protože
se budeme snažit, aby approximace Hessovy matice byla pozitivně definitńı, budeme předpokládat, že
Gii ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n (diagonálńı prvky Hessovy matice budou strukturálně nenulové). Zřejmě VQ ⊂ Rn×n,
VS ⊂ Rn×n, VG ⊂ Rn×n jsou lineárńı variety (VS a VG jsou podprostory) v Rn×n. Jelikož Frobeniova
norma matice je euklidovskou normou v Rn×n (chápeme-li matice řádu n jako vektory dimenze n × n),
můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PS , PG do VQ, VS , VG předpisem

PQB = argmin
B̃∈VQ

∥B̃ −B∥F ,

PSB = argmin
B̃∈VS

∥B̃ −B∥F ,

PGB = argmin
B̃∈VG

∥B̃ −B∥F .

Podobně můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQS , PQG, PSG a PQSG do lineárńıch variet

VQ ∩ VS , VQ ∩ VG, VS ∩ VG a VQ ∩ VS ∩ VG. Zřejmě VQ ∩ VS ∩ VG ̸= ∅, nebot’ G̃ ∈ VQ ∩ VS ∩ VG, kde G̃
je matice definovaná vztahem (382). Je zřejmé, že naše požadavky na ř́ıdkou aktualizaci splňuje matice
B+ = PQSGB. V tomto odd́ılu ukážeme, že i jednoduché aktualizace založené na skládáńı projekćı mohou
vést k superlineárně konvergentńım metodám.

Věta 227. Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQ, PS, PG jsou operátory ortogonálńı projekce do VQ, VS, VG. Pak

PQB = B +
(y −Bd)dT

dT d
,

PSB =
1

2
(B +BT ),

(PGB)ij = Bij , Gij ̸= 0,

(PGB)ij = 0, Gij = 0,

kde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Důkaz (a) Vztah pro PQB odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B̃, u) =
1

2
∥B̃ −B∥2F + uT (y − B̃d)

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B̃ij −Bij)
2 +

n∑
i=1

ui

yi − n∑
j=1

B̃ijdj

 .
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Derivujeme-li Lagrangeovu funkci podle prvk̊u matice B̃ a polož́ıme-li derivace rovny nule, dostaneme

∂L(B̃, u)

∂B̃kl

= (B̃kl −Bkl)− ukdl = 0, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n.

Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B̃ = B+udT , což po dosazeńı do kvazinewtonovské
podmı́nky B̃d = y dává u dT d = y −Bd, neboli

u =
y −Bd

dT d
.

Dosad́ıme-li tento výraz do vzorce B̃ = B + udT , dostaneme vztah pro PQB.

(b) Vztah pro PSB odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B̃, V ) =
1

4

n∑
i=1

n∑
j=1

(B̃ij −Bij)
2 +

n∑
i=1

n∑
j=1

vij(B̃ij − B̃ji).

Podmı́nky optimality maj́ı tvar

∂L(B̃, V )

∂B̃kl

=
1

2
(B̃kl −Bkl) + vkl − vlk = 0,

∂L(B̃, V )

∂B̃lk

=
1

2
(B̃lk −Blk) + vlk − vkl = 0,

kde 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n. Sečteme-li obě rovnosti a přihlédneme-li k symetrii matice B̃, dostaneme

B̃kl −
1

2
(Bkl +Blk) = 0, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n,

což maticově zapsáno dává vztah pro PSB. Poznamenejme, že stejný výsledek dostaneme nepodmı́něnou
minimalizaćı funkce

1

2
∥PS(B̃ −B)∥2F =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
B̃ij −

1

2
(Bij +Bji)

)2

.

(c) Vztah pro PGB odvod́ıme minimalizaćı funkce

1

2
∥B̃ −B∥2F =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B̃ij −Bij)
2 =

1

2

∑
Gij ̸=0

(B̃ij −Bij)
2 +

1

2

∑
Gij=0

B2
ij ,

nebot’ pro B̃ ∈ VG plat́ı B̃ij = 0, pokud Gij = 0. Jelikož posledńı člen na pravé straně nezáviśı na prvćıch

matice B̃, dostaneme stejný výsledek minimalizaćı funkce

1

2
∥PG(B̃ −B)∥2F =

1

2

∑
Gij ̸=0

(B̃ij −Bij)
2.

Derivujeme-li tuto funkci podle nenulových prvk̊u matice B̃ a polož́ıme-li derivace rovny nule dostaneme

B̃kl −Bkl = 0, Gkl ̸= 0,

B̃kl = 0, Gkl = 0,

kde 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, což jsme měli dokázat. 2

V d̊ukazu předchoźı věty jsme ukázali, že pokud B̃ ∈ VS , můžeme funkci ∥B̃ − B∥2F nahradit funkćı
∥PS(B̃ − B)∥2F a pokud B̃ ∈ VG, můžeme funkci ∥B̃ − B∥2F nahradit funkćı ∥PG(B̃ − B)∥2F . V daľśım
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výkladu bude vhodné upravit kvazinewtonovskou podmı́nku použit́ım vektor̊u di = PG(de
T
i )ei, 1 ≤ i ≤ n,

jejichž prvky jsou určeny vztahy

dij = dj , Gij ̸= 0,

dij = 0, Gij = 0,

Význam těchto vektor̊u spoč́ıvá v tom, že pro libovolnou matici B ∈ Rn×n plat́ı eTi PGB d = eTi B d
i,

1 ≤ i ≤ n (lze odstranit operátor projekce).

Věta 228. Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQS, PQG, PSG jsou operátory orthogonálńı projekce do VQ ∩ VS,
VQ ∩ VG, VS ∩ VG. Pak

PQSB = PSB +
(y − PSB d)dT + d(y − PSB d)T

dT d
− (y − PSB d)T d

dT d

ddT

dT d
,

PQGB = PG(B + udT ),

PSGB = PSPGB = PGPSB,

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y−(PGB)d s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı

Q =
n∑

i=1

∥di∥2eieTi .

Důkaz (a) Vztah pro PQS odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B̃, u, V ) =
1

4
∥B̃ −B∥2F +

n∑
i=1

ui

yi − n∑
j=1

B̃ijdj

+
n∑

i=1

n∑
j=1

vij(B̃ij − B̃ji).

Podmı́nky optimality maj́ı tvar

∂L(B̃, u, V )

∂B̃kl

=
1

2
(B̃kl −Bkl)− ukdl + vkl − vlk = 0,

∂L(B̃, u, V )

∂B̃lk

=
1

2
(B̃lk −Blk)− uld

l
k + vlk − vkl = 0,

kde 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n. Sečteme-li obě rovnice a přihlédneme-li k symetrii matice B̃, dostaneme

B̃kl −
1

2
(Bkl +Blk) = ukd

k
l + uld

l
k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,

což maticově zapsáno dává B̃−PSB = udT+duT . Dosad́ıme-li tento vztah do kvazinewtonovské podmı́nky
(B̃ − PSB)d = y − PSB d, dostaneme

(dT d I + ddT )u = (udT + duT )d = (B̃ − PSB)d = y − PSB d,

takže u = (dT d I + ddT )−1(y − PSB d), což s pomoćı Shermanova-Morrisonova vzorce (poznámka 108)
dává vztah pro PQS (podrobněji je tento postup popsán v d̊ukazu věty 89). Poznamenejme, že je-li matice
B symetrická, dostaneme metodu PSB uvedenou v poznámce 151.

(b) Předpokládáme-li, že B̃ ∈ VG, takže PGB̃ = B̃, můžeme kvazinewtonovskou podmı́nku vyjádřit ve
tvaru

B̃d− y = PG(B̃ −B)d− (y − PGB d) = 0,
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neboli PG(B̃ −B)d = z, kde z = y −PGB d, což zapsáno po složkách dává

eTi PG(B̃ −B)d = eTi (B̃ −B)di =
n∑

j=1

(B̃ij −Bij)d
i
j = zi, 1 ≤ i ≤ n. (923)

Vztah pro PQG odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B̃, u) =
1

2
∥PG(B̃ −B)∥2F +

n∑
i=1

ui

(
zi − eTi PG(B̃ −B)d

)
=

1

2

∑
Gij ̸=0

(B̃ij −Bij)
2 + uT z −

∑
Gij ̸=0

ui(B̃ij −Bij)d
i
j

obsahuj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku (923). Derivováńım Lagrangeovy funkce podle nenulových prvk̊u
matice B̃ dostaneme

∂L(B̃, u)

∂B̃kl

= B̃kl −Bkl − ukd
k
l , Gkl ̸= 0

(derivace podle nulových prvk̊u matice B̃ jsou nulové). Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce
má tedy tvar

B̃kl −Bkl = ukd
k
l , Gkl ̸= 0, (924)

což lze spolu s požadavkem B̃kl = 0 pro Gkl = 0 zapsat v maticovém tvaru B̃ = PG(B+udT ). Dosad́ıme-li
vztah (924) do kvazinewtonovské podmı́nky (923), dostaneme

zi =
n∑

j=1

uid
i
jd

i
j = ui∥di∥2, 1 ≤ i ≤ n,

neboli Qu = z, kde Q je diagonálńı matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty (pozitivńı semidefinitnost je zřejmá).

(c) Vztahy pro PSGB plynou ze symetrie Hessovy matice, nebot’ operátor PS zachovává symetrickou ř́ıdkou
strukturu a operátor PG symetrii matice na kterou p̊usob́ı. 2

Věta 229. Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQSG je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VS ∩ VG. Pak

PQSGB = PSG(B + udT + duT ) = PG(PSB + udT + duT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y − PSGB d se symetrickou pozitivně semidefinitńı
matićı

Q = PG(dd
T ) +

n∑
i=1

∥di∥2eieTi ,

která má stejnou strukturu jako matice G.

Důkaz Předpokládáme-li, že B̃ ∈ VS ∩ VG, takže PSGB̃ = B̃, můžeme kvazinewtonovskou podmı́nku
vyjádřit ve tvaru

B̃d− y = PSG(B̃ −B)d− (y − PSGB d) = 0,

neboli PSG(B̃ −B)d = PG(B̃ − PSB)d = z, kde z = y −PSGB d, což zapsáno po složkách dává

eTi PG(B̃ − PSB)d = eTi (B̃ −PSB)di =

n∑
j=1

(B̃ij − (PSB)ij)d
i
j = zi, 1 ≤ i ≤ n (925)
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(nebot’ podle věty 228 plat́ı PSG = PGPS). Vztah pro PQSG odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B̃, u, V ) =
1

4
∥PG(B̃ −B)∥2F +

n∑
i=1

ui

(
zi − eTi PG(B̃ −B)d

)
+

n∑
i=1

n∑
j=1

vij(B̃ij − B̃ji)

=
1

4

∑
Gij ̸=0

(B̃ij −Bij)
2 + uT z −

∑
Gij ̸=0

ui(B̃ij −Bij)d
i
j +

∑
Gij ̸=0

vij(B̃ij − B̃ji)

obsahuj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku (925). Derivujeme-li Lagrangeovu funkci podle nenulových prvk̊u
matice B̃ a polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, dostaneme

∂L(B̃, u, V )

∂B̃kl

=
1

2
(B̃kl −Bkl)− ukd

k
l + vkl − vlk = 0, Gkl ̸= 0,

∂L(B̃, u, V )

∂B̃lk

=
1

2
(B̃lk −Blk)− uld

l
k + vlk − vkl = 0, Glk ̸= 0.

Sečteme-li obě rovnice a přihlédneme-li k symetrii matice B̃, můžeme podmı́nky optimality zapsat ve tvaru

B̃kl − (PSB)kl = ukd
k
l + uld

l
k, Gkl ̸= 0, (926)

neboli B̃ = PG(PSB + udT + duT ). Dosad́ıme-li vztah (926) do kvazinewtonovské podmı́nky (925),
dostaneme

zi =
n∑

j=1

(uid
i
j + ujd

j
i )d

i
j = ∥di∥2ui +

∑
Gij ̸=0

didjuj = ∥di∥2ui +
n∑

j=1

eTi PG(dd
T )uj ,

neboli Qu = z, kde Q je symetrická matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty. Matice Q má zřejmě stejnou
strukturu jako matice G. Necht’ v ∈ Rn je libovolný vektor. Pak plat́ı

vTQv =

n∑
i=1

n∑
j=1

djid
i
jvivj +

n∑
i=1

∥di∥2v2i =
∑

Gij ̸=0

didjvivj +
∑

Gij ̸=0

d2jv
2
i =

1

2

∑
Gij ̸=0

(divj + djvi)
2 ≥ 0 (927)

(matice G je symetrická), takže matice Q je pozitivně semidefinitńı. Zbývá dokázat, že rovnice Qu = z
má řešeńı. Předpokládejme nejprve, že ∥di∥ ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je matice
Q pozitivně definitńı. Kdyby matice Q nebyla pozitivně definitńı, existoval by vektor v ̸= 0 takový, že
vTQv = 0. Pak by podle vyjádřeńı (927) musel existovat index 1 ≤ i ≤ n takový, že vi ̸= 0 a

divj + djvi = 0, Gij ̸= 0.

Jelikož předpokládáme, že Gii ̸= 0 muselo by nutně platit divi = 0, neboli di = 0, což po dosazeńı do
posledńı rovnosti dává djvi = 0 ∀Gij ̸= 0, neboli dj = 0 ∀Gij ̸= 0. To je ale ve sporu s předpokladem, že

∥di∥2 =
n∑

j=1

(dij)
2 =

∑
Gij ̸=0

d2j ̸= 0.

Předpokládejme nyńı, že pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n plat́ı ∥di∥ = 0. Pak matice Q má nulový i-tý řádek
a i-tý sloupec a plat́ı

zi = yi −
∑

Gij ̸=0

Bijdj =
∑

Gij ̸=0

(G̃ij −Bij)d
i
j = 0

(matice G̃ je definovaná vztahem (382)). Můžeme tedy i-tou rovnici vypustit a položit ui = 0. T́ımto
zp̊usobem můžeme eliminovat všechny nadbytečné rovnice. Zbylá soustava rovnic má pozitivně definitńı
matici. 2
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Poznámka 342. V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že B ∈ VS ∩ VG. Pak lze vztah pro PQSG

zapsat ve tvaru
PQSGB = B + PG(ud

T + duT ) (928)

kde Qu = y −Bd.

Metoda s proměnnou metrikou, která použ́ıvá aktualizaci

B+ = PQSGB (929)

se nazývá Tointovou metodou. Jej́ı realizace je poměrně pracná, nebot’ je třeba řešit dodatečnou soustavu
lineárńıch rovnic Qu = v, která může mı́t nulové ťádky a sloupce, což je třeba v eliminačńım procesu
ohĺıdat (takže nelze použ́ıt stejnou proceduru jako pro určeńı směrového vektoru). V př́ıpadě, že matice
B je hustá, je tato metoda ekvivalentńı metodě PSB, která je neefektivńı. Proto byly navrženy daľśı
aktualizace, které však v jistém smyslu narušuj́ı splněńı kvazinewtonovské podmı́nky. V této práci se
budeme zabývat Marwilovou metodou s aktualizaćı

B+ = PSPQGB, (930)

Powellovou metodou s aktualizaćı
B+ = PGPQSB, (931)

a Steihaugovou metodou s aktualizaćı
B+ = PSGPQB. (932)

Lemma 95. Necht’ B+ je matice určená pomoćı některé z aktualizaćı (929)–(932). Pak plat́ı

B+ ∈ VS ∩ VG.

Důkaz Pro aktualizaci (929) a (932) je toto tvrzeńı zřejmé. V př́ıpadě aktualizace (930) tvrzeńı plyne z
toho, že projekce PS , určená symetríı matice, neovlivńı symetrickou ř́ıdkou strukturu. V př́ıpadě aktual-
izace (931) tvrzeńı plyne z toho, že projekce PG, určená symetrickou ř́ıdkou strukturou neovlivńı symetrii
matice. 2

Ve vzorćıch (929)–(932) vystupuj́ı vždy dva operátory ortogonálńı projekce PA, PB do lineárńıch variet
VA, VB (v př́ıpadě Tointovy aktualizace je druhý operátor indentickým operátorem), přičemž plat́ı VA ⊂ VQ

a VA ∩ VB = VQ ∩ VS ∩ VG.

Lemma 96. Necht’ B+ = PBPAB, kde PA,PB jsou operátory ortogonálńı projekce do VA, VB, přičemž
VA ⊂ Rn×n, VB ⊂ Rn×n jsou lineárńı variety takové, že VA ⊂ VQ a VA ∩ VB = VQ ∩ VS ∩ VG. Pak pro

libovolnou matici G̃ ∈ VQ ∩ VS ∩ VG plat́ı

∥B+ − G̃∥2F ≤ ∥B − G̃∥2F − ∥y −Bd∥2

∥d∥2
.

Důkaz Jelikož G̃ ∈ VB a PB je operátor ortogonálńı projekce, můžeme použ́ıt Pythagorovu větu

∥PBPAB − G̃∥2F = ∥PAB − G̃∥2F − ∥PAB −PBPAB∥2F ≤ ∥PAB − G̃∥2F .

Jelikož PAB ∈ VA ⊂ VQ, můžeme psát PABd = y, takže plat́ı

∥y −Bd∥ = ∥(PAB −B)d∥ ≤ ∥PAB −B∥∥d∥ ≤ ∥PAB −B∥F ∥d∥.

Jelikož G̃ ∈ VA a PA je operátor ortogonálńı projekce, můžeme psát

∥PAB − G̃∥2F = ∥B − G̃∥2F − ∥B − PAB∥2F .
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Spojeńım všech uvedených vztah̊u dostaneme

∥B+ − G̃∥2F = ∥PBPAB − G̃∥2F ≤ ∥PAB − G̃∥2F = ∥B − G̃∥2F − ∥B − PAB∥2F

≤ ∥B − G̃∥2F − ∥y −Bd∥2

∥d∥2
.

2

Nyńı se budeme zabývat konvergenćı metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy. Omeźıme se
pouze na metody s lokálně omezeným krokem nebot’ ř́ıdké aktualizace nezaručuj́ı pozitivńı definitnost
aktualizovaných matic.

Věta 230. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s lokálně omezeným krokem
(T1)–(T3) (definice 40). Necht’ Bi+1 = PBPA(Bi), i ∈ N2, a Bi+1 = Bi, i ̸∈ N2 (PBPA(Bi) znač́ı
některou z ř́ıdkých aktualizaćı (929)–(932) a množiny N1, N2 jsou definovány v poznámce 203). Pak
jestlǐze funkce F : Rn → R splňuje předpoklady F1, F4 a F6, plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz (a) nejprve ukážeme, že matice Bi, i ∈ N , jsou dostatečně omezené, neboli že plat́ı ∥Bi∥ ≤ Ci,
i ∈ N , kde Ci, i ∈ N , jsou č́ısla splňuj́ıćı rekurentńı nerovnosti

Ci+1 ≤ Ci + C∥di∥ ≤ Ci + C∥si∥, (933)

kde C1 > 1 a C ≥ 0. Necht’ i ∈ N2 a necht’ G̃i je matice definovaná vztahem (382). Pak plat́ı

∥G̃i −Gi∥F =

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(xi + λdi)−G(xi))dλ

∥∥∥∥
F

≤
√
n

∫ 1

0

∥G(xi + λdi)−G(xi)∥dλ

≤ L
√
n∥di∥

∫ 1

0

λdλ =
1

2
L
√
n∥di∥ (934)

(použ́ıváme předpoklad (F6) a skutečnost, že Frobeniova norma neńı větš́ı než
√
n násobek spektrálńı

normy). Podobným zp̊usobem dostaneme

∥G̃i −Gi+1∥F ≤ 1

2
L
√
n∥di∥. (935)

Použijeme-li nerovnost ∥Bi+1 − G̃i∥F ≤ ∥Bi − G̃i∥F , která plyne z lemmatu 96, můžeme podle (934) a
(935) psát

∥Bi+1 −Gi+1∥F ≤ ∥Bi+1 − G̃i∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F ≤ ∥Bi − G̃i∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F
≤ ∥Bi −Gi∥F + ∥G̃i −Gi∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F
≤ ∥Bi −Gi∥F + L

√
n∥di∥.

Tato nerovnost je splněna i pro i ̸∈ N2, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı Gi+1 = Gi a Bi+1 = Bi Použijeme-li
tuto nerovnost několikrát po sobě, dostaneme

∥Bi+1 −Gi+1∥F ≤ ∥B1 −G1∥F + L
√
n

i∑
j=1

∥dj∥.

neboli

∥Bi+1∥ ≤ ∥Bi+1∥F ≤ 2G
√
n+ ∥B1∥

√
n+ L

√
n

i∑
j=1

∥dj∥.
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Polož́ıme-li C1 = (2G + ∥B1∥)
√
n a C = L

√
n, můžeme psát ∥Bi∥ ≤ Ci, i ∈ N , kde č́ısla Ci, i ∈ N ,

splňuj́ı nerovnosti (933) (nebot’ podle (T2) plat́ı ∥di∥ ≤ ∥si∥, i ∈ N).

(b) Označ́ıme-li
Mi = max

1≤j≤i
∥Bj∥,

plat́ı Mi ≤ Ci, i ∈ N , a podle poznámky 206 dostaneme

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞,

takže můžeme použ́ıt větu 118. 2

Věta 231. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 230 a necht’ xi → x∗ a ∥ωi(si)∥ → 0. Jestlǐze funkce
F : Rn → R splňuje předpoklady F4, F5 a F6, pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz Necht’ i ∈ N2. Použijeme-li lemma 96 a nerovnosti (934), (935), můžeme psát

∥Bi+1 −Gi+1∥2F ≤
(
∥Bi+1 − G̃i∥F + ∥Gi+1 − G̃i∥F

)2
≤ ∥Bi+1 − G̃i∥2F +

1

4
L
2
n∥di∥2 + L

√
n∥Bi+1 − G̃i∥F ∥di∥

≤ ∥Bi − G̃i∥2F − ∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
+

(
1

4
L
2
n∆+ Ln

(
B +G

))
∥di∥

a

∥Bi − G̃i∥2F ≤
(
∥Bi −Gi∥F + ∥Gi − G̃i∥F

)2
≤ ∥Bi −Gi∥2F +

1

4
L
2
n∥di∥2 + L

√
n∥Bi −Gi∥F ∥di∥

≤ ∥Bi −Gi∥2F +

(
1

4
L
2
n∆+ Ln

(
B +G

))
∥di∥

(existence konstanty ∆ plyne z (T3), existence konstanty B plyne z d̊ukazu věty 120 a existence konstanty
G plyne z (F5)). Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme

∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
≤ ∥Bi −Gi∥2F − ∥Bi+1 −Gi+1∥2F +M∥di∥,

kde 2M = L
2
n∆ + 4Ln(B + G). Tato nerovnost je splněna i pro i ̸∈ N2, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı

di = 0, yi = 0, Gi+1 = Gi a Bi+1 = Bi. Použijeme-li tuto nerovnost a větu 120, dostaneme

∞∑
i=1

∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
≤

∞∑
i=1

(
∥Bi −Gi∥2F − ∥Bi+1 −Gi+1∥2F

)
+M

∞∑
i=1

∥di∥

≤ ∥B1 −G1∥2F +M
∞∑
i=1

∥di∥ ≤ ∥B1 −G1∥2F +M
∞∑
i=1

∥si∥ <∞. (936)

Dále podle (F5) a (934) plat́ı

∥ (Gi −Bi) di∥
∥di∥

≤ ∥(Gi − G̃i)di∥
∥di∥

+
∥yi −Bidi∥

∥di∥

≤ 1

2
L
√
n∥di∥+

∥yi −Bidi∥
∥di∥

,
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takže
∥ (Gi −Bi) di∥

∥di∥
→ 0,

nebot’ ∥di∥ → 0 podle věty 120 a ∥yi − Bidi∥/∥di∥ → 0 podle (936). Jelikož ∥ωi(si)∥ → 0 jsou splněny
předpoklady věty 123 a xi → x∗ Q-superlineárně. 2

Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy můžeme také realizovat jako metody spádových směr̊u,
kdy se soustava lineárńıch rovnic Bs+ g = 0 řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u (Algoritmus 6).
Použit́ı metody sdružených gradient̊u je velmi výhodné, nebot’ tato metoda, aplikovaná na kvadratickou
funkci Q(s) s matićı B dává spádové směry bez ohledu na to, jak přesně se řeš́ı soustava rovnic Bs+g = 0
(věta 72). I když konvergenčńı teorie, kterou jsme se dosud zabývali, neńı aplikovatelná na metody s
proměnnou metrikou realizované jako metody spádových směr̊u (protože matice B nemuśı být pozitivně
definitńı, neńı zaručeno, že vyřeš́ıme soustavu Bs + g = 0 s požadovanou přesnost́ı), jsou tyto metody
obvykle účinněǰśı než metody s proměnnou metrikou realizované jako metody s lokálně omezeným krokem.

Poznámka 343. Tointovu metodu (929) můžeme upravit tak, že polož́ıme

B+ = PQSGB
VM , (937)

kde BVM je symetrická pozitivně definitńı matice źıskaná z matice B metodou s proměnnou metrikou z
Broydenovy tř́ıdy (vzorec (308) s γ = 1, ρ = 1 a β > β∗), např́ıklad metodou BFGS. Použijeme-li větu 229
a symetrii matice BVM , dostaneme

PQSGB = PGB
VM + PG(ud

T + duT ), (938)

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y − PGB
VMd se symetrickou pozitivně semidefinitńı

matićı Q definovanou ve větě 229. Je zřejmé, že stač́ı poč́ıtat prvky matice PGB
VM , tedy prvky BVM

ij ,
kde Gij ̸= 0. Numerické testy však ukazuj́ı, že tato úprava Tointovy metody neńı efektivněǰśı než základńı
metoda (929).

Jak již bylo poznamenáno, Tointova metoda (929) nezaručuje pozitivńı definitnost matice B+. V
odd́ılu 4.3 jsme ukázali, že použit́ım funkce ψ(X) = TrX− ln detX lze zajistit pozitivńı definitnost matice
X (pro jiné než pozitivně definitńı matice neńı tato funkce definována), a že řešeńım úlohy

B+ = argmin
B̃∈VQ∩VS , B̃≽0

ψ(B−1/2B̃B−1/2)

je metoda BFGS. Proto se nab́ıźı určovat ř́ıdkou symetrickou matici B+ řešeńım úlohy

B+ = argmin
B̃∈BF

ψ(B−1/2B̃B−1/2), kde BF = {B̃ ≽ 0 : B̃d = y, B̃ = B̃T , B̃ = PGB̃}. (939)

V daľśıch úvahách využijeme toho, že matice B−1/2B̃B−1/2 má stejná vlastńı č́ısla jako matice B̃H, kde
H = B−1, takže ψ(B−1/2B̃B−1/2) = ψ(B̃H).

Věta 232. Necht’ symetrická pozitivně definitńı matice B+ je řešeńım úlohy

B+ = argmin
B̃∈BF

ψ(B̃H), (940)

kde H = B−1 je symetrická pozitivně definitńı matice, a necht’ H+ = B−1
+ . Pak existuje vektor La-

grangeových multiplikátor̊u u ∈ Rn takový, že

PGH+ = PG(H + udT + duT ). (941)
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Důkaz Lagrangeova funkce úlohy (940) má tvar

L(B̃, u, V,W ) = ψ(B̃H) + 2
n∑

i=1

ui

yi − n∑
j=1

B̃ijdj

+
n∑

i=1

n∑
j=1

vij(B̃ij − B̃ji) + 2
n∑

i=1

n∑
j=1

wijB̃ij ,

kde wij = 0, pokud Gij ̸= 0. Označ́ıme-li W matici, jej́ımiž prvky jsou č́ısla wij , můžeme podmı́nku
wij = 0, pokud Gij ̸= 0, zapsat ve tvaru PGW = 0.

(a) Abychom určili parciálńı derivace Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice B̃, je třeba znát parciálńı
derivace funkce ψ(B̃H) = Tr(B̃H)− ln det(B̃H) = Tr(B̃H)− ln det B̃ − ln detH. Plat́ı

∂Tr(B̃H)

∂B̃kl

=
∂

∂B̃kl

n∑
i=1

n∑
j=1

B̃ijHji = Hlk,

takže ∂Tr(B̃H)/∂B̃ = HT . Dále, tak jako v části (b) d̊ukazu lemmatu 42, plat́ı ∂ ln det B̃/∂B̃ = H̃T , kde
H̃ = B̃−1.

(b) Derivujeme-li, tak jako v d̊ukazu lematu 38, zbylé členy Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice B̃,
dostaneme

∂L(B̃, u, V,W )

∂B̃kl

= Hlk − H̃lk + 2ukdl + vkl − vlk + 2wkl.

Úplně stejným zp̊usobem dostaneme

∂L(B̃, u, V,W )

∂B̃lk

= Hkl − H̃kl + 2uldk + vlk − vkl + 2wlk.

Matice H je podle předpokladu symetrická, takže Hlk = Hkl, a nutné podmı́nky, které muśı splňovat řešeńı
úlohy 940, vyžaduj́ı symetrii matice B̃, takže H̃lk = H̃kl. Sečteme-li obě rovnosti, využijeme-li zmı́něnou
symetrii a polož́ıme-li výsledek roven nule, dostaneme nutné podmı́nky pro extrém ve tvaru

2(Hkl − H̃kl) + 2(ukdl + uldk) + 2(wkl + wlk) = 0,

což maticově zapsáno dává H − H̃ + udT + duT +W +WT = 0. Převedeme-li matici H̃ na pravou stranu
této rovnosti a použijeme-li vztah PGW = 0, dostaneme (941). 2

Z rovnice (941) nelze explicitně určit vektor u (nutný ke konstrukci matice B+) tak, aby byla splněna
kvazinewtonovská podmı́nka B+d = y. V práci [65] je ukázáno, jak lze podmı́nky (941) a B+d = y splnit
řešeńım soustavy nelineárńıch rovnic

B+(u)d− y = 0, PGB
−1
+ (u) = PG(H + udT + duT ), (942)

kde u je neznámý vektor a PGB+ = B+, v př́ıpadě, že řádky a sloupce matice B+ jsou perfektně eliminačně
uspořádány (definice 75). Za tohoto předpokladu lze pro daný vektor u sestrojit matice L+ a D+ takové,
že PG(L+D+L

T
+)

−1 = PG(H+udT +duT ) a nav́ıc źıskat Jacobiovu matici nelineárńı soustavy rovnic (942).
Tento zp̊usob je však výpočetně velmi náročný, nebot’ se řeš́ı soustava nelineárńıch rovnic o n neznámých,
která má stejnou dimenzi jako soustava nelineárńıch rovnic g(x) = 0 vyjadřuj́ıćı nutné podmı́nky pro
extrém funkce F .

Podle poznámky 154 je metoda použ́ıvaj́ıćı matici (940) zobecněńım metody BFGS. Podobným zp̊uso-
bem můžeme zobecnit metodu DFP tak, že řeš́ıme úlohu

H+ = argmin
H̃∈HF

ψ(H̃H−1), kde HF = {H̃ ≽ 0 : H̃y = d, H̃ = H̃T , H̃−1 = PGH̃
−1}. (943)

Vzhledem k tomu, že v definici maticeHF vystupuje požadavek H̃−1 = PGH̃
−1 mı́sto požadavku na ř́ıdkou

strukturu matice H̃, nelze odvodit vztah podobný podmı́nce (941), takže tento př́ıstup neńı prakticky
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použitelný. V práci [206] je použita podobná myšlenka jako v poznámce 343 a matice H+ je určována
řešeńım úlohy

H+ = argmin
H̃∈H

ψ(H̃H−1), kde H = {H̃ ≽ 0 : PGH̃ = PGH
VM , H̃ = H̃T , H̃−1 = PGH̃

−1} (944)

kde HVM je symetrická pozitivně definitńı matice źıskaná z matice H metodou s proměnnou metrikou z
Broydenovy tř́ıdy (vzorec (288) s γ = 1, ρ = 1 a η > η∗), např́ıklad metodou BFGS.

Věta 233. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice taková, že H−1 = PGH
−1. Pak úloha (944)

je ekvivalentńı úloze

H+ = argmax
H̃∈H̃

det(H̃), kde H̃ = {H̃ ≽ 0 : PGH̃ = PGH
VM , H̃ = H̃T }. (945)

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že úloha (944) je ekvivalentńı úloze

H+ = argmax
H̃∈H

det(H̃).

Protože H−1 = PGH
−1, PGH̃ = PGH

VM a matice H je symetrická, můžeme psát

Tr(H̃H−1) =
n∑

i=1

n∑
j=1

H̃ijH
−1
ji =

n∑
i=1

∑
Gij ̸=0

H̃ijH
−1
ij =

n∑
i=1

∑
Gij ̸=0

HVM
ij H−1

ij ,

takže stopa Tr(H̃H−1) nezáviśı na prvćıch matice H̃ (je konstantńı na množině H). Funkce ψ(H̃H−1) =
Tr(H̃H−1)−ln det(H̃H−1) tedy nabývá svého minima právě tehdy, když ln det(H̃H−1) a tedy i det(H̃H−1)
nabývá svého maxima. Protože

det(H̃H−1) ≤
(
1

n
Tr(H̃H−1)

)n

a výraz na pravé straně nezáviśı na H̃, je det(H̃H−1) omezený. Jelikož det(H̃H−1) = det H̃ detH−1, je i
det H̃ omezený a det(H̃H−1) je maximálńı právě tehdy, když det H̃ je maximálńı.

(b) Množina H̃ je uzavřená (na jej́ı hranici plat́ı det H̃ = 0) a má neprázdný vnitřek, nebot’ HVM ∈ H̃ a
detHVM > 0. Necht’ matice H+ je řešeńım úlohy (945). Protože podle (945) plat́ı detH+ ≥ detHVM > 0,
muśı matice H+ ležet v H̃o, takže muśı splňovat nutné podmı́nky pro lokálńı extrém (věta 3). Výraz det H̃
záviśı pouze na proměnných H̃ij , kde Gij = 0 (nebot’ H̃ij = HVM

ij , pokud Gij ̸= 0) a je maximálńı, je-li

ln det H̃ maximálńı. Podle vzorce (363) v d̊ukazu lemmatu 42 plat́ı

∂ ln det H̃

∂H̃ij

= eTj H̃
−1ei = eTi H̃

−1ej

(nebot’ matice H̃ je symetrická), takže ln det H̃ (a tedy i det H̃) nabývá svého maxima pokud eTi H̃
−1ej = 0

pro Gij = 0, neboli H̃−1 = PGH̃
−1. 2

10.4 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy

Rozsáhlé úlohy jsou často formulovány tak, že plat́ı

F (x) =
m∑

k=1

fk(x), (946)

kde m = O(n) a kde každá z d́ılč́ıch funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných.
Pak výpočet hodnoty a gradientu funkce F (x) spotřebuje O(m) = O(n) operaćı a Hessova matice této
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funkce obsahuje O(m) = O(n) nenulových prvk̊u. Gradient a Hessovu matici funkce F : Rn → R můžeme
vyjádřit ve tvaru

g(x) =
m∑

k=1

gk(x), G(x) =
m∑

k=1

Gk(x),

kde gradienty gk(x) a Hessovy matice Gk(x) funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, obsahuj́ı O(1) nenulových
prvk̊u. Označme

f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)]T ,

J(x) = [g1(x), . . . , gm(x)]T .

Pak plat́ı F (x) = fT (x)e, g(x) = JT (x)e, kde e = [1, . . . , 1]T je vektor, který obsahuje samé jednotky.
Jacobiova matice J(x) je ř́ıdká (jej́ı k-tý řádek gTk (x) obsahuje O(1) nenulových prvk̊u). Hessova matice
G(x) má stejnou strukturu jako matice JT (x)J(x). Struktura Hessovy matice je tedy určena strukturou
Jacobiovy matice.

Definičńı obory funkćı fk, 1 ≤ k ≤ m, lež́ı v podprostorech Rn
k ⊂ Rn dimenze nk ≪ n. Jelikož

podprostor Rn
k je izomorfńı s prostorem Rnk , je vhodné zavést redukované veličiny, č́ımž odpadne nutnost

uvažovat strukturálně nulové prvky gradient̊u a Hessových matic.

Definice 76. Necht’ Nk, 1 ≤ k ≤ m, jsou množiny index̊u proměnných definuj́ıćıch podprostory Rn
k (v

nichž lež́ı definičńı obory funkćı fk(x)), a necht’ Zk ∈ Rn×nk jsou matice, jejichž sloupce tvoř́ı ortonormálńı
báze v Rn

k (jsou to sloupce jednotkové matice s indexy z Nk). Pak vektory x̂k = ZT
k x dimenze nk nazveme

redukovanými vektory proměnných, funkce f̂k : Rnk → R, pro které plat́ı f̂k(x̂k) = fk(x), nazveme reduko-
vanými d́ılč́ımi funkcemi, vektory ĝk(x̂k) = ZT

k gk(x) dimenze nk nazveme redukovanými gradienty funkćı

fk(x) a symetrické matice Ĝk(x̂k) = ZT
k Gk(x)Zk řádu nk nazveme redukovanými Hessovými maticemi

funkćı fk(x).

Poznámka 344. Z praktických d̊uvod̊u budeme předpokládat, že nk > 0 (neboli Nk ̸= ∅), 1 ≤ k ≤ m,
a N1 ∪ · · · ∪ Nm = {1, . . . , n}. Všechny matice Zk, 1 ≤ k ≤ m, jsou tedy neprázdné (maj́ı alespoň jeden
sloupec) a vyskytuj́ı se v nich všechny sloupce jednotkové matice řádu n.

Poznámka 345. Redukované gradienty ĝk(x̂k) a redukované Hessovy matice Ĝk(x̂k), jednoznačně určuj́ı
gradient g(x) a ř́ıdkou Hessovu matici G(x) funkce F (x). Plat́ı

F (x) =
m∑

k=1

f̂k(x̂k), g(x) =
m∑

k=1

Zkĝk(x̂k), (947)

G(x) =
m∑

k=1

ZkĜk(x̂k)Z
T
k . (948)

Pro daľśı úvahy je vhodné klást na redukované funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, předpoklady F3–F6 analogické
předpoklad̊um F3–F6 kladeným na funkci F . Budeme přitom předpokládat, že funkce f̂k jsou definované
na otevřených množinách D̂k ⊂ Rnk . Při výkladu využijeme toho, že matice Zk, maj́ı ortonormálńı
sloupce, takže ∥Zk∥ = 1, 1 ≤ k ≤ m.

Předpoklad F3. Funkce f̂k ∈ C1 : D̂k → R, 1 ≤ k ≤ m, maj́ı lipschitzovské prvńı derivace na D̂k, takže
existuj́ı konstanty Gk > 0, 1 ≤ k ≤ m, takové, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

∥ĝk(ŷk)− ĝk(x̂k)∥ ≤ Gk∥ŷk − x̂k∥ ∀ŷk, x̂k ∈ D̂k. (949)
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Poznámka 346. Splňuj́ı-li redukované funkce předpoklad F3 a polož́ıme-li G = mmax1≤k≤mGk, splňuje
funkce F předpoklad F3. Plat́ı totiž

∥g(y)− g(x)∥ = ∥
m∑

k=1

Zk(ĝk(ŷk)− ĝk(x̂k))∥ ≤
m∑

k=1

∥Zk∥Gk∥ŷk − x̂k∥

≤
m∑

k=1

Gk∥y − x∥ ≤ m max
1≤k≤m

Gk∥y − x∥,

nebot’ ∥Zk∥ = 1 a ∥ŷk − x̂k∥ = ∥ZT
k (y − x)∥ ≤ ∥Zk∥∥y − x∥ = ∥y − x∥, 1 ≤ k ≤ m.

Předpoklad F4. Funkce f̂k ∈ C2 : D̂k → R, 1 ≤ k ≤ m, maj́ı omezené druhé derivace na D̂k, takže
existuj́ı konstanty Gk > 0, 1 ≤ k ≤ m, takové, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

|d̂Tk Ĝk(x̂k)d̂k| ≤ Gk∥d̂k∥2 ∀x̂k ∈ D̂k ∀d̂k ∈ Rnk . (950)

Poznámka 347. Splňuj́ı-li redukované funkce předpoklad F4 a polož́ıme-li G = mmax1≤k≤mGk, splňuje

funkce F předpoklad F4. Plyne to z věty 234, kde B = G a B̂k = Ĝk, a z toho, že d̂k = ZT
k d pro 1 ≤ k ≤ m.

Předpoklad F5. Funkce f̂k ∈ C2 : D̂k → R, 1 ≤ k ≤ m, jsou stejnoměrně silně konvexńı na D̂k, takže
existuj́ı konstanty Gk > 0, 1 ≤ k ≤ m, takové, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

d̂Tk Ĝk(x̂k)d̂k ≥ Gk∥d̂k∥2 ∀x̂k ∈ D̂k ∀d̂k ∈ Rnk . (951)

Poznámka 348. Splňuj́ı-li redukované funkce předpoklad F5 a polož́ıme-li G = mmin1≤k≤mGk, splňuje

funkce F předpoklad F5. Plyne to z věty 234, kde B = G a B̂k = Ĝk, a z toho, že d̂k = ZT
k d pro 1 ≤ k ≤ m.

Předpoklad F6. Funkce f̂k ∈ C2 : D̂k → R, 1 ≤ k ≤ m, maj́ı lipschitzovské druhé derivace na D̂k, takže
existuj́ı konstanty Lk > 0, 1 ≤ k ≤ m, takové, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

∥Ĝk(ŷk)− Ĝk(x̂k)∥ ≤ Lk∥ŷk − x̂k∥ ∀ŷk, x̂k ∈ D̂k. (952)

Poznámka 349. Splňuj́ı-li redukované funkce předpoklad F6 a polož́ıme-li L = mmax1≤k≤m Lk, splňuje
funkce F předpoklad F6. Plat́ı totiž

∥G(y)−G(x)∥ = ∥
m∑

k=1

Zk(Ĝk(ŷk)− Ĝk(x̂k))Z
T
k ∥ ≤

m∑
k=1

∥Zk∥2Lk∥ŷk − x̂k∥

≤
m∑

k=1

Lk∥y − x∥ ≤ m max
1≤k≤m

Lk∥y − x∥,

nebot’ nebot’ ∥Zk∥ = 1 a ∥ŷk − x̂k∥ = ∥ZT
k (y − x)∥ ≤ ∥Zk∥∥y − x∥ = ∥y − x∥, 1 ≤ k ≤ m.

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy použ́ıvaj́ı mı́sto redukovaných Hessových
matic Ĝk(x̂k), 1 ≤ k ≤ m, jejich aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, źıskané numerickým derivováńım. Použ́ıvaj́ı
se přitom diferenčńı vzorce

B̂kê
j
k =

ĝk(x̂k + δ êjk)− ĝk(x̂k)

δ
≈ Ĝk(x̂k)ê

j
k, (953)
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kde êjk, 1 ≤ j ≤ nk, jsou sloupce jednotkové matice řádu nk a obvykle δ =
√
εM . K určeńı prvk̊u

redukovaných Hessových matic je tedy zapotřeb́ı

m∑
k=1

O(n2k) = mO(1) = O(m) = O(n)

operaćı. Aproximaci B ≈ G(x) Hessovy matice pak vypočteme podle vzorce

B =

m∑
k=1

ZkB̂kZ
T
k , (954)

který je analogíı vzorce (948). Jelikož stopa je lineárńı maticovou funkćı a Tr (ZkB̂kZ
T
k ) = Tr B̂k, můžeme

s použit́ım (954) psát

Tr B =
m∑

k=1

Tr B̂k. (955)

Věta 234. Jsou-li matice B̂k, 1 ≤ k ≤ m, pozitivně definitńı, je i matice (954) pozitivně definitńı a plat́ı

∥B∥ ≤ m max
1≤k≤m

∥B̂k∥, ∥B−1∥ ≤ m max
1≤k≤m

∥B̂−1
k ∥.

Důkaz (a) Jsou-li matice B̂k, 1 ≤ k ≤ m, pozitivně definitńı, můžeme pro libovolný nenulový vektor
v ∈ Rn psát

vTBv =
m∑

k=1

vTZkB̂kZ
T
k v =

m∑
k=1

v̂Tk B̂kv̂k > 0,

nebot’ podle poznámky 344 je alespoň jeden z vektor̊u v̂k = ZT
k v, 1 ≤ k ≤ m, nenulový.

(b) Zřejmě

∥B∥ ≤
m∑

k=1

∥Zk∥∥B̂k∥∥Zk∥ =
m∑

k=1

∥B̂k∥ ≤ m max
1≤k≤m

∥B̂k∥

(nebot’ ∥Zk∥ = 1, 1 ≤ k ≤ m). Necht’ v ∈ Rn je vlastńı vektor matice B, př́ıslušný jej́ımu nejmenš́ımu
vlastńımu č́ıslu a necht’ l je index, pro který plat́ı v̂Tl v̂l = max1≤k≤m v̂Tk v̂k. Jelikož podle poznámky 344
obsahuj́ı sloupce matic Zk, 1 ≤ k ≤ m, všechny sloupce jednotkové matice, plat́ı

vT v =

m∑
k=1

vT eke
T
k v ≤

m∑
k=1

vTZkZ
T
k v =

m∑
k=1

vTk vk ≤ mvTl vl

a můžeme psát

1

∥B−1∥
=
vTBv

vT v
=

m∑
k=1

v̂Tk B̂kv̂k
vT v

≥ 1

m

v̂Tl B̂lv̂l
vTl vl

≥ 1

m
min

1≤k≤m

v̂Tk B̂kv̂k
v̂Tk v̂k

≥ 1

m
min

1≤k≤m

1

∥B̂−1
k ∥

,

neboli ∥B−1∥ ≤ mmax1≤k≤m ∥B̂−1
k ∥. 2

Věta 235. Necht’ redukované funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, splňuj́ı předpoklad F6 a necht’ pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı
(953), kde êjk, 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu nk. Pak lze psát

∥B −G(x)∥ ≤ 1

2
L
√
nδ, (956)

kde L ≤ mmax1≤k≤m Lk.
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Důkaz Jelikož je splněn předpoklad F6, můžeme pro každou funkci f̂k : Rnk → R použ́ıt větu 128, takže
pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

∥B̂k − Ĝk(x̂k)∥ ≤ 1

2
Lk

√
nδ.

Odtud plyne, že

∥B −G(x)∥ = ∥
m∑

k=1

Zk(B̂k − Ĝk(x̂k))Z
T
k ∥ ≤ 1

2

√
nδ

m∑
k=1

∥Zk∥2Lk =
1

2

√
nδ

m∑
k=1

Lk ≤ 1

2

√
nδm max

1≤k≤m
Lk.

2

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy se lǐśı od diferenčńıch verźı Newtonovy
metody pro ř́ıdké úlohy pouze zp̊usobem źıskáńı ř́ıdké Hessovy matice G(x) (vzorce (953)–(954)). Všechny
ostatńı úvahy z̊ustávaj́ı stejné. Lze opět použ́ıt realizaci ve formě metody s optimálńım lokálně omezeným
krokem (odd́ıl 6.1) nebo realizaci ve formě nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.3).

Numerickým porovnáńım diferenčńıch verźı Newtonovy metody pro separovatelné úlohy s diferenčńımi
verzemi Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze zjistit, že oba dva typy metod vyžaduj́ı přibližně stejný
počet operaćı na jednu iteraci a dávaj́ı přibližně stejně přesnou aproximaci Hessovy matice. Metody pro
ř́ıdké úlohy jsou algoritmicky náročněǰśı (je třeba hledat rozklady sloupc̊u Hessovy matice), ale vzhledem
k tomu, že se tyto náročné operace prováděj́ı pouze jednou před zahájeńım iteračńıho procesu, je celková
doba řešeńı o něco kratš́ı než u metod pro separovatelné úlohy.

Separovatelné úlohy se obvykle vyznačuj́ı t́ım, že jejich Jacobiovy matice obsahuj́ı málo (typicky O(n))
nenulových prvk̊u. Protože počet nulových prvk̊u je obvykle mnohem větš́ı, je účelné ukládat pouze
nenulové prvky a jen s nimi provádět aritmetické operace. Obdélńıkové ř́ıdké matice lze ukládat r̊uzným
zp̊usobem. V tomto odd́ılu budeme použ́ıvat pouze komprimované ukládáńı po řádćıch, které použ́ıvá tři
pole num(A), adr(A), col(A), jejichž význam je popsán v odd́ılu 10.1.

Známe-li ř́ıdkou reprezentaci Jacobiovy matice (pole adr(A), col(A)) a numerické hodnoty prvk̊u
redukovaných Hessových matic, můžeme snadno určit ř́ıdkou reprezentaci symetrické Hessovy matice, tedy
pole num(G), adr(G), col(G), jejichž význam je popsán v odd́ılu 10.1. V tomto př́ıpadě lze redukované
Hessovy matice určovat a zpracovávat sekvenčně (neńı třeba je ukládat současně v paměti poč́ıtače).

10.5 Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy použ́ıvaj́ı mı́sto redukovaných Hessových matic
Ĝk(x̂k), 1 ≤ k ≤ m, jejich aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, které se generuj́ı pomoćı aktualizaćı z Broydenovy
tř́ıdy metod s proměnnou metrikou

B̂+
k =

1

γ̂k

(
B̂k +

γ̂k
ρ̂k

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k

(
B̂kd̂k

)T
+
β̂k
ĉk

(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)T
)
, (957)

kde ŷk = ĝ+k − ĝk = ZT
k y a d̂k = x̂+k − x̂k = ZT

k d jsou vektory dimenze nk. Přitom b̂k = ŷTk d̂k, ĉk = d̂Tk B̂kd̂k
a γ̂k > 0, ρ̂k > 0, β̂k jsou volné parametry. Vzhledem k tomu, že se matice B ≈ G(x) konstruuje pomoćı
redukovaných matic podle vzorce (954), je účelné aby platilo B̂k ≈ Ĝk(x̂k), takže se většinou pokládá
γ̂k = 1, ρ̂k = 1, 1 ≤ k ≤ m (jiné volby těchto volných parametr̊u obyčejně zhoršuj́ı rychlost konvergence).

Při vyšetřováńı konvergence metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy budeme použ́ıvat
dvoj́ı indexováńı. V tom př́ıpadě budeme index iteračńıho kroku i umist’ovat vpravo dole a index d́ılč́ı
funkce k vpravo nahoře. Pokud bude možné index i vynechat, budeme index k umist’ovat opět vpravo dole
(jako ve vzorci (957)). Při dvoj́ım indexováńı zaṕı̌seme vzorec (957) (s ρki = 1 a γki = 1) ve tvaru

B̂k
i+1 = B̂k

i +
1

b̂ki
ŷki (ŷ

k
i )

T − 1

ĉki
B̂k

i d̂
k
i

(
B̂k

i d̂
k
i

)T
+
β̂k
i

ĉki

(
ĉki

b̂ki
ŷki − B̂k

i d̂
k
i

)(
ĉki

b̂ki
ŷki − B̂k

i d̂
k
i

)T

, (958)
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Poznamenejme, že aktualizace (958) je definována pouze tehdy, když b̂ki ̸= 0, přičemž rovnost b̂ki = 0

nastane např́ıklad tehdy, když d̂ki = Zkdi = 0, neboli di ⊥ Rn
k , což nemuśı být nikterak výjimečný př́ıpad.

U metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy nastává problém se zajǐstěńım pozitivńı definit-
nosti generovaných matic. Souviśı to s t́ım, že neńı obecně zaručena platnost nerovnost́ı b̂ki = (ŷki )

T d̂ki > 0,

1 ≤ k ≤ m, takže některé z matic B̂k
i+1, 1 ≤ k ≤ m, nemuśı být pozitivně definitńı a tud́ıž ani matice

Bi+1 nemuśı být pozitivné definitńı. Tento př́ıpad nenastane, jsou-li všechny funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, ryze
konvexńı a vektory d̂ki , 1 ≤ k ≤ m, nenulové, což budeme v daľśıch úvahách předpokládat (pokud b̂ki = 0,

můžeme aktualizaci (958) vynechat a položit B̂k
i+1 = B̂k

i , aniž by to ovlivnilo d̊ukaz věty 236). Nejprve
se budeme zabývat lokálńı konvergenćı metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy. Dokážeme
větu, která je analogíı věty 104.

Věta 236. (Lokálńı konvergence) Necht’ bod x∗ ∈ Rn je izolovaným lokálńım minimem funkce (947),

přičemž funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, jsou v bodě x∗ dvakrát spojitě diferencovatelné a splňuj́ı v jeho okoĺı
předpoklady F4–F6. Uvažujme metodu spádových směr̊u takovou, že 1/ cos2 θi ≤ κ(Bi) (poznámka 21),
kde Bi = (Zk

i )
T B̂k

i Z
k
i a B̂k

i , i ∈ N , 1 ≤ k ≤ m jsou posloupnosti pozitivně definitńıch matic źıskané

aktualizacemi z Broydenovy tř́ıdy (958), kde b̂ki > 0, i ∈ N , 1 ≤ k ≤ m. Pak existuje č́ıslo δ > 0 takové, že
pokud ∥x1 − x∗∥ < δ, plat́ı xi → x∗ a

∑∞
i=1 ∥xi − x∗∥ <∞. Jestlǐze nav́ıc ∥Bisi + gi∥/∥gi∥ → 0 a αi = 1,

kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2a) a (S3a), pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Označme ei = xi − x∗ a êki = ZT
k (xi − x∗), 1 ≤ k ≤ m (vektory êki , 1 ≤ k ≤ m, zde maj́ı jiný

význam než vektory êjk použité ve větě 235).

(a) Jelikož pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m splňuj́ı funkce f̂k a posloupnost matic B̂k
i , i ∈ N , předpoklady

lemmatu 52, plat́ı

∥R∗ k
i+1∥ ≤ max(1, ∥R∗ k

i ∥)(1 +O(∥êki ∥)), ∥(R∗ k
i+1)

−1∥ ≤ max(1, ∥(R∗ k
i )−1∥)(1 +O(∥êki ∥))

a můžeme, tak jako v části (a) d̊ukazu věty 104, psát

∥B̂k
i ∥ ≤ Bk exp

Ck

2

i−1∑
j=1

∥êkj ∥

 , ∥Ĥk
i ∥ ≤ Hk exp

Ck

2

i−1∑
j=1

∥êkj ∥


(kde Ĥk

i = (B̂k
i )

−1). Polož́ıme-li nyńı

B = m max
1≤k≤m

Bk, H = m max
1≤k≤m

Hk, C = max
1≤k≤m

Ck,

a použijeme-li větu 234 a vztah

max
1≤k≤m

∥êkj ∥ = max
1≤k≤m

∥ZT
k ej∥ ≤ max

1≤k≤m
∥Zk∥∥ej∥ = ∥ej∥

(nebot’ ∥Zk∥ = 1), můžeme psát

∥Bi∥ ≤ m max
1≤k≤m

∥B̂k
i ∥ ≤ B exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥

 , ∥Hi∥ ≤ m max
1≤k≤m

∥Ĥk
i ∥ ≤ H exp

C
2

i−1∑
j=1

∥ej∥

 ,

což po vynásobeńı dává (52) (kde κi = κ(Bi) a κ = BH). Podle poznámky 39 a věty 18 tedy plat́ı xi → x∗

a
∑∞

i=1 ∥ei∥ <∞, pokud x1 ∈ B(x∗, δ), kde č́ıslo δ je určeno vztahem (54).

(b) Jelikož pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m splňuj́ı funkce f̂k a posloupnost matic B̂k
i , i ∈ N , předpoklady

lemmatu 51 a podle (a) plat́ı

∞∑
i=1

∥êki ∥ =
∞∑
i=1

∥ZT
k ei∥ ≤

∞∑
i=1

∥ei∥ <∞,
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jsou splněny předpoklady věty 103 (v prostoru Rnk), takže

lim
i→∞

∥(B̂k
i − Ĝk

i )d̂
k
i ∥

∥d̂ki ∥
= 0.

Použijeme-li (948) a (954) dostaneme

∥(Bi −Gi)di∥ = ∥
m∑

k=1

Zk(B̂
k
i − Ĝk

i )Z
T
k di∥ ≤

m∑
k=1

∥Zk(B̂
k
i − Ĝk

i )d̂
k
i ∥ ≤

m∑
k=1

∥(B̂k
i − Ĝk

i )d̂
k
i ∥

a jelikož plat́ı ∥d̂ki ∥ = ∥ZT
k di∥ ≤ ∥di∥, můžeme psát

lim
i→∞

∥(Bi −Gi)di∥
∥di∥

≤
m∑

k=1

∥(B̂k
i − Ĝk

i )d̂
k
i ∥

∥d̂ki ∥
= 0.

Superlineárńı konvergence je pak bezprostředńım d̊usledkem věty 20. 2

Podstatně složitěǰśı než dokázat lokálńı konvergenci je zajistit globálńı konvergenci metod s proměnnou
metrikou pro separovatelné úlohy. Je to zp̊usobeno t́ım že neplat́ı B̂k

i d̂
k
i = −αiĝ

k
i , i ∈ N , 1 ≤ k ≤ m

(vztahy Bidi = −αigi, i ∈ N , tvoř́ı podstatu d̊ukazu věty 101). V daľśıch úvahách budeme předpokládat,

že funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, splňuj́ı předpoklady F4–F5. Omeźıme se na metodu BFGS pro separovatelné
úlohy, realizovanou pomoćı spádových směr̊u (definice 19), kde matice Bk

1 , 1 ≤ k ≤ m, jsou pozitivně
definitńı a aktualizace se prováděj́ı podle vzorc̊u

B̂k
i+1 = B̂k

i +
1

b̂ki
ŷki (ŷ

k
i )

T − 1

ĉki
B̂k

i d̂
k
i

(
B̂k

i d̂
k
i

)T
, k ∈ J(i),

B̂k
i+1 = B̂k

i , k ̸∈ J(i),

i ∈ N , 1 ≤ k ≤ m, kde J(i) ⊂ {1, . . . ,m} je vhodně zvolená indexová množina taková, že pokud k ∈ J(i),

plat́ı (ŷki )
T d̂ki > 0. V d̊ukazu globálńı konvergence budeme předpokládat, že

J(i) = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ m, ∥d̂ki ∥2 ≥ c1 min(1, ∥gi∥) ∥di∥2} (959)

a že plat́ı ∑
k∈J(i)

∥B̂k
i d̂

k
i ∥2 ≥ c2 min(1, ∥gi∥) ∥Bidi∥2, (960)

kde 0 < c1 ≤ 1/m a 0 < c2 ≤ 1/m jsou vhodně zvolené konstanty.

Poznámka 350. Podle poznámky 344 plat́ı N1∪· · ·∪Nm = {1, . . . , n}, takže
∑m

k=1 ∥d̂ki ∥2 ≥ ∥di∥2. Jelikož
všechny členy v uvedeném součtu nemohou být menš́ı než ∥di∥2/m, plat́ı J(i) ̸= ∅. Podobně lze psát

∥Bidi∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

k=1

ZkB̂
k
i d̂

k
i

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=1

∥B̂k
i d̂

k
i ∥,

takže alespoň jeden člen v součtu na pravé straně je větš́ı než ∥Bidi∥/
√
m a jeho druhá mocnina je větš́ı

než ∥Bidi∥2/m. Podmı́nka (960) ř́ıká, že J(i) obsahuje indexy člen̊u jejichž součet čtverc̊u neńı menš́ı než
c2∥Bidi∥2, kde c2 ≤ 1/m. Platnost této podmı́nky neńı automaticky zaručena, ale jej́ı porušeńı je (pro
dostatečně malé c2) značně nepravděpodobné. Obecněǰśı věta, ve které je podmı́nka (960) nahražena jinou
definićı množiny J(i), je uvedena v [187]. Jej́ı d̊ukaz je však formálně komplikovaněǰśı než d̊ukaz věty 237
(i když je veden ve stejném duchu).

Věta 237. Uvažujme metodu BFGS pro separovatelné úlohy, pro kterou plat́ı (959) a (960). Splňuj́ı-li

funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m, předpoklady F4–F5, je tato metoda globálně konvergentńı (definice 16).
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Důkaz Předpokládejme že uvažovaná metoda neńı globálně konvergentńı. Pak podle poznámky 18 existuje
č́ıslo 0 < ε ≤ 1 takové, že ∥gj∥ ≥ ε ∀j ∈ N , a podle (959) a (960) pro každý index i ∈ N plat́ı

∥d̂ki ∥2 ≥ c1∥di∥2, k ∈ J(i), (961)∑
k∈J(i)

∥B̂k
i d̂

k
i ∥2 ≥ c2∥Bidi∥2, (962)

kde c1 = c1ε a c2 = c2ε.

(a) Podobně jako v části (a) d̊ukazu věty 100 lze s použit́ım (955) a (950) psát

Tr Bi+1 =
m∑

k=1

Tr B̂k
i+1 =

m∑
k=1

Tr B̂k
i +

∑
k∈J(i)

(G̃k
i d̂

k
i )

T G̃k
i d̂

k
i

(d̂ki )
T G̃k

i d̂
k
i

−
∑

k∈J(i)

(B̂k
i d̂i)

T B̂k
i d̂

k
i

(d̂ki )
T B̂k

i d̂
k
i

≤ Tr B1 + i
m∑

k=1

Gk −
i∑

j=1

∑
k∈J(j)

(B̂k
j d̂j)

T B̂k
j d̂

k
j

(d̂kj )
T B̂k

j d̂
k
j

,

takže plat́ı

Tr Bi+1 ≤ 2iG,

i∑
j=1

∑
k∈J(j)

(B̂k
j d̂j)

T B̂k
j d̂

k
j

(d̂kj )
T B̂k

j d̂
k
j

≤ 2iG, (963)

kde G = max(Tr B1,
∑m

k=1Gk). Jelikož pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m plat́ı dTj Bjdj ≥ (d̂kj )
T B̂k

j d̂
k
j ,

můžeme s použit́ım (962) psát

i∑
j=1

∑
k∈J(j)

(B̂k
j d̂j)

T B̂k
j d̂

k
j

(d̂kj )
T B̂k

j d̂
k
j

≥ c2

i∑
j=1

(Bjdj)
TBjdj

dTj Bjdj
,

což spolu s (963) dává
i∑

j=1

∑
k∈J(j)

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj
≤ 2imG

c2
.

Označ́ıme-li τ(i) počet člen̊u v tomto součtu, takže i ≤ τ(i) ≤ mi, můžeme podle lemmatu 2 psát

i∏
j=1

∏
k∈J(j)

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj
≤
(
2imG

c2τ(i)

)τ(i)

≤
(
2mG

c2

)τ(i)

. (964)

(b) Jelikož předpokládáme, že uvažovaná metoda neńı globálně konvergentńı, neńı splněna podmı́nka (39)
a existuje tedy č́ıslo c > 0 takové, že pro libovolný index i ∈ N plat́ı

i∑
j=1

cos2 θj ≤
c

m
⇒

i∑
j=1

∑
k∈J(j)

cos2 θj ≤ c

a podle lemmatu 2 též
i∏

j=1

∏
k∈J(j)

cos2 θj ≤
(

c

τ(i)

)τ(i)

. (965)

Jelikož

cos2 θj =
(gTj dj)

2

∥gj∥2∥dj∥2
=
dTj Bjdj

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj

dTj dj
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(nebot’ Bjdj = −αjgj), můžeme podle (964) a (965) psát

i∏
j=1

∏
k∈J(j)

dTj Bjdj

dTj dj
=

i∏
j=1

∏
k∈J(j)

dTj B
2
j dj

dTj Bjdj
cos2 θj ≤

(
2mcG

c2τ(i)

)τ(i)

. (966)

(c) Pro námi uvažovanou metodu BFGS podle (314) (kde γki = 1, ρki = 1 a βk
i = 0) plat́ı

det B̂k
i+1

det B̂k
i

=
(d̂ki )

T G̃k
i d̂

k
i

(d̂ki )
T B̂k

i d̂
k
i

, k ∈ J(i),

det B̂k
i+1

det B̂k
i

= 1, k ̸∈ J(i),

takže tak jako v části (c) d̊ukazu věty 100 s použit́ım (963) dostaneme

i∏
j=1

∏
k∈J(j)

(d̂kj )
T G̃k

j d̂
k
j

(d̂kj )
T B̂k

j d̂
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∏
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j

=

m∏
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det B̂k
i+1

det B̂k
1

≤
m∏

k=1

1

det B̂k
1

(
Tr B̂k

i+1

n

)n

≤
m∏

k=1

1

det B̂k
1

(
2iGk

n

)n
∆
=

m∏
k=1

c̃ki
n ≤

m∏
k=1

cik ≤ ci ≤ cτ(i), (967)

kde log ck ≥ log c̃k + n/e, 1 ≤ k ≤ m, a c = max(1,
∏m

k=1 ck). Spoj́ıme-li (966) a (967) a přihlédneme-li k

tomu, že (d̂kj )
T B̂k

j d̂
k
j ≤ dTj Bjdj a že podle (961) pro k ∈ J(j) plat́ı (d̂kj )

T d̂kj ≥ c1d
T
j dj , můžeme psát

i∏
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∏
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j d̂
k
j
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=
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j d̂
k
j
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j d̂
k
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≤ cτ(i)
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k∈J(j)

(d̂kj )
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j d̂
k
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(d̂kj )
T d̂kj

≤ cτ(i)
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∏
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1

c1

dTj Bjdj

dTj dj
≤
(

2mccG

c1c2τ(i)

)τ(i)

≤
(
2mccG

c1c2i

)i

,

nebot’ funkce (a/t)t (kde a > 0) je pro t ≥ 1 klesaj́ıćı. Jelikož předpokládáme, že funkce f̂k, 1 ≤ k ≤ m,

splňuj́ı poředpoklad F5, plat́ı (d̂kj )
T G̃k

j d̂
k
j /(d̂

k
j )

T d̂kj ≥ Gk, 1 ≤ k ≤ m, takže podle posledńı nerovnosti pro
libovolný index i ∈ N , dostaneme

Gmi ≤ Gτ(i) ≤
i∏

j=1

∏
k∈J(j)

(d̂kj )
T G̃k

j d̂
k
j

(d̂kj )
T d̂kj

≤
(
2mccG

c1c2i

)i

⇒ Gm ≤ 2mccG

c1c2i
,

kde G = min(1, G1, . . . , Gm), což je však spor, nebot’ pravá strana posledńı nerovnosti konverguje k nule
pokud i→ ∞. 2

Věta 237 je teoreticky velmi zaj́ımavá, ale obsahuje předpoklady, které v praktických úlohách nebývaj́ı
splněny. Zejména nejsou zahrnuty př́ıpady, kdy některé z funkćı f̂k, 1 ≤ k ≤ m, jsou nekonvexńı. Ukazuje
se však, že při vhodně volbě množin J(i), i ∈ N , jsou podmı́nky pro globálńı konvergenci (věta 11) v prak-
tických úlohách většinou splněny. Proto je vhodné zajǐst’ovat globálńı konvergenci jinak než ve větě 237,
např́ıklad pomoćı modifikaćı matice B, popsaných v odd́ılu 2.7, nebo pomoćı přerušováńı iteračńıho pro-
cesu (poznámka 34), kdy pokládáme B̂k = I, 1 ≤ k ≤ m, pokud −sT g < ε0∥s∥∥g∥ (poznámka 34). Zbývá
tedy popsat jak efektivně volit množiny J(i), i ∈ N , v obecném př́ıpadě.

Nejsou-li všechny funkce fk, 1 ≤ k ≤ m, ryze konvexńı, může se stát, že pro i ∈ N a pro některé indexy
1 ≤ k ≤ m plat́ı b̂ki = (ŷki )

T d̂ki ≤ 0 a odpov́ıdaj́ıćı matice B̂k
i+1 nejsou pozitivně definitńı. Proto se nab́ıźı

možnost volit množiny J(i), i ∈ N , tak, že

J(i) = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ m, b̂ki ≥ cM , ĉ
k
i ≥ cM}, (968)
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kde cM je nějaké malé č́ıslo (strojová nula). Numerické experimenty ukazuj́ı, že tato metoda (kterou
označ́ıme VMB) funguje velmi dobře, lze ji však ještě vylepšit t́ım, že se aktualizace prováděj́ı i pro
některé indexy k ̸∈ J(i). Použit́ı aktualizaćı BFGS pro k ̸∈ J(i) se ukazuje jako nevhodné, lepš́ı výsledky
lze doćılit aktualizacemi R1, které jsou méně citlivé na porušeńı pozitivńı definitnosti aktualizavané matice.
Jednou z možnost́ı je použit́ı aktualizaćı

B̂k
i+1 = B̂k

i +
1

b̂ki
ŷki (ŷ

k
i )

T − 1

ĉki
B̂k

i d̂
k
i

(
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i d̂
k
i

)T
, k ∈ J(i),

B̂k
i+1 = B̂k

i +
1

b̂ki − ĉki

(
ŷki − B̂k

i d̂
k
i

)(
ŷki − B̂k

i d̂
k
i

)T
, k ̸∈ J(i), |b̂ki − ĉki | ≥ cM ,

B̂k
i+1 = B̂k

i , k ̸∈ J(i), |b̂ki − ĉki | < cM ,

i ∈ N , 1 ≤ k ≤ m, kde

J(i) = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ m, b̂ki ≥ cM , ĉ
k
i ≥ cM}, i = 1

J(i) = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ m, b̂ki ≥ cM , ĉ
k
i ≥ cM} ∩ J(i− 1), i > 1.

Tato metoda (kterou označ́ıme VMC) je většinou horš́ı než základńı metoda s indexovou množinou (968),
nicméně mnohem lepš́ı než kdybychom mı́sto aktualizaćı R1 použ́ıvali aktualizace BFGS. Ukazuje se, že
aktualizace R1 jsou výhodné zejména tehdy, když funkce F je součtem větš́ıho počtu nekonvexńıch d́ılč́ıch
funkćı. Necht’ Ki = 0, pokud i ≤ i, a Ki = 1, pokud i > i, kde i ∈ N je nejmenš́ı č́ıslo, pro které nemá
množina J(i) (vzorec (968)) alespon m/2 prvk̊u (pokud takové č́ıslo neexistuje, pokládáme Ki = 0, i ∈ N).
Pak je výhodné použ́ıt aktualizace
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)T
, Ki = 1, |b̂ki − ĉki | ≥ cM ,

B̂k
i+1 = B̂k

i +
1

b̂ki
ŷki (ŷ

k
i )

T − 1

ĉki
B̂k

i d̂
k
i

(
B̂k

i d̂
k
i

)T
, Ki = 1, |b̂ki − ĉki | < cM , k ∈ J(i)

B̂k
i+1 = B̂k

i , Ki = 1, |b̂ki − ĉki | < cM , k ̸∈ J(i),

kde i ∈ N a 1 ≤ k ≤ m (tuto metodu označ́ıme VMP).
V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny výsledky porovnáńı metod s aktualizacemi VMB, VMC, VMP,

které byly realizovány jako metody spádových směr̊u s př́ımým řešeńım ř́ıdkých soustav lineárńıch rovnic.
Je ukázán celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, počet nevyřešených
problémů (selháńı) a celkový čas výpočtu. Bylo použito 82 testovaćıch úloh s 1000 proměnnými (TEST25
z [128]) stejných jako v tabulce 11, uvedené v odd́ılu 10.8.

Metoda NIT NFV selháńı čas
VMB 21953 29309 2 21.23
VMC 23408 70716 3 57.65
VMP 16004 26310 1 19.15

Známe-li aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, redukovaných Hessových matic Ĝk, 1 ≤ k ≤ m, můžeme podle
(954) zkonstruovat ř́ıdkou aproximaci Hessovy matice G. Metody s proměnnou metrikou však maj́ı jednu
nevýhodu, která spoč́ıvá v tom, že je třeba uchovávat všechny matice B̂k, 1 ≤ k ≤ m. To vyžaduje
rezervaci daľśıch

m̂ =
n∑

k=1

1

2
nk(nk + 1)
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mı́st v paměti poč́ıtače (č́ıslo m̂ je obvykle značně větš́ı než počet nenulových prvk̊u ř́ıdké Hessovy matice
G).

10.6 Modifikace Gaussovy–Newtonovy metody pro ř́ıdké a separovatelné úlohy

Má-li účelová funkce F (x) tvar

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

m∑
k=1

f2k (x),

má podle (669) Hessova matice stejnou strukturu ř́ıdkosti jako matice JT (x)J(x). Necht’ m = O(n). Pak
aby matice G(x) měla O(m) = O(n) nenulových prvk̊u, muśı mı́t Jacobiova matice ř́ıdké řádky (má-li
vektor gk nk nenulových prvk̊u, má matice gkg

T
k n2k nenulových prvk̊u). Strukturálně to znamená, že

každá z d́ılč́ıch funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, muśı záviset na nk = O(1) proměnných. Dostáváme tak
speciálńı př́ıpad separovatelné úlohy. Tuto separovatelnou úlohu bychom mohli řešit pomoćı diferenčńıch
verźı Newtonovy metody nebo pomoćı metod s proměnnou metrikou. Speciálńı tvar účelové funkce však
dovoluje použ́ıt některé modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které mohou být mnohem účinněǰśı.

Použijeme-li stejné značeńı jako v (948), můžeme psát

F (x) =
m∑

k=1

f̂2k (x̂k), g(x) =
m∑

k=1

f̂k(x̂k)Zkĝk(x̂k), (969)

G(x) =
m∑

k=1

Zkĝk(x̂k)(Zkĝk(x̂k))
T +

m∑
k=1

f̂k(x̂k)ZkĜk(x̂k)Z
T
k , (970)

Gaussova-Newtonova metoda určuje směrový vektor s ∈ Rn řešeńım normálńı soustavy rovnic Bs+ g = 0,
kde

B = JTJ =
m∑

k=1

Zkĝk(Zkĝk)
T , g = JT f =

m∑
k=1

f̂kZkĝk,

nebo řešeńım přeurčené soustavy rovnic Js + f ≈ 0. V obou př́ıpadech je výhodněǰśı použ́ıvat metody s
lokálně omezeným krokem, nebot’ Jacobiova matice J je často velmi špatně podmı́něná. Použ́ıvá se bud’
metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.1), založená na ř́ıdkém Choleského rozkladu, nebo
nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.3), založená na iteračńıch metodách popsaných v
odd́ılu 10.7. Protože Gaussova-Newtonova metoda může být neefektivńı v př́ıpadě úloh s velkými rezidui,
je výhodné (podobně jako odd́ılu 8.2) kombinovat tuto metodu s jinými metodami.

Použ́ıváme-li matici B = JTJ , existuj́ı dvě hlavńı myšlenky jak vylepšit Gaussovu-Newtonovu metodu.
Je to bud’ jej́ı kombinace s metodou s proměnnou metrikou podle pravidel uvedených v poznámce 267
(v tomto př́ıpadě má nejvýhodněǰśı vlastnosti Marwilova metoda pro ř́ıdké úlohy či metoda hodnosti 1
pro separovatelné úlohy), nebo použit́ı aproximace členu druhého řádu v (970) pomoćı diferenčńı verze
Newtonovy metody či metody s proměnnou metrikou (opět je nejvýhodněǰśı volit metodu hodnosti 1).

V prvńım př́ıpadě se pro ř́ıdké úlohy nab́ıźı jednoduchá kombinace Gaussovy-Newtonovy metody s
Marwilovou metodou, kdy v prvńım iteračńım kroku nebo po restartu pokládáme B = JTJ a po skončeńı
každého iteračńıho kroku pokládáme

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF,

B+ = PSPQGB , F − F+ ≤ ϑF (971)

(jako v (930)), kde J+ = J(x+) a parametr ϑ má stejný význam jako v odd́ılu 8.2. Globálńı konvergence
této metody (kterou označ́ıme GNS) plyne z věty 165 a věty 230. Superlineárńı konvergence této metody
plyne z věty 165 a věty 231. Poznamenejme, že v (971) se nepouž́ıvaj́ı redukované veličiny (se stř́ı̌skou),
ale pouze ř́ıdké matice J a B.
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Pro separovatené úlohy lze kombinovat Gaussovu-Newtonovu metodu s metodou hodnosti 1. Matice
Bi se v tomto př́ıpadě poč́ıtá podle vzorce

Bi =
m∑

k=1

ZkB̂
k
i Z

T
k

(použ́ıváme dvoj́ı indexováńı jako v odd́ılu 10.5), kde v prvńım iteračńım kroku (pro i = 1) nebo po
restartu pokládáme B̂k

i = ĝki (ĝ
k
i )

T a po skončeńı i-tého iteračńıho kroku pokládáme

B̂k
i+1 = ĝki+1(ĝ

k
i+1)

T , Fi − Fi+1 > ϑFi,

B̂k
i+1 = B̂k

i , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi, |(ŷki − B̂k
i d̂

k
i )

T d̂ki | < cM ,

B̂k
i+1 = B̂k

i +
(ŷki − B̂k

i d̂
k
i )(ŷ

k
i − B̂k

i d̂
k
i )

T

(ŷki − B̂k
i d̂

k
i )

T d̂ki
, Fi − Fi+1 ≤ ϑFi, |(ŷki − B̂k

i d̂
k
i )

T d̂ki | ≥ cM (972)

(vše pro 1 ≤ k ≤ m), kde ŷki = f̂ki+1ĝ
k
i+1 − f̂ki ĝ

k
i a d̂ki = x̂ki+1 − x̂ki . Tuto metodu označ́ıme GNP.

Ve druhém př́ıpadě, kdy se aproximuje člen druhého řádu, existuje několik možnost́ı. Předně je možné
tento člen aproximovat pomoćı diferenčńı verze Newtonovy metody, kdy v prvńım iteračńım kroku (pro
i = 1) nebo po restartu pokládáme Bi = JT

i Ji a po skončeńı i-tého iteračńıho kroku pokládáme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 , Fi − Fi+1 > ϑFi,

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 +

m∑
k=1

f̂ki+1ZkĜ
k
i+1Z

T
k , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi, (973)

kde Ji+1 = J(xi+1), f̂
k
i+1 = f̂k(x̂

k
i+1) a Ĝk

i+1 ≈ Ĝk(x̂
k
i+1) pro 1 ≤ k ≤ m, (Ĝk

i+1 je diferenčńı aproximace

Hessovy matice funkce f̂k v bodě x̂ki+1 určená podle vzorce (953)). Globálńı a superlineárńı konvergence

této metody (kterou označ́ıme GNN) plyne (pro Ĝk
i+1 = Ĝk(x̂

k
i+1), 1 ≤ k ≤ m) z věty 126 a věty 165.

Daľśı možnost́ı je aproximace členu druhého řádu pomoćı metody s proměnnou metrikou hodnosti 1,
kdy v prvńım iteračńım kroku (pro i = 1) nebo po restartu pokládáme Bi = JT

i Ji a B̂
k
i = Îk, 1 ≤ k ≤ m

(B̂k
i je aproximace Hessovy matice Ĝk

i a Îk je jednotková matice řádu nk). Po skončeńı každého iteračńıho
kroku pokládáme

B̂k
i+1 = B̂k

i , |(ŷki − B̂k
i d̂

k
i )

T d̂ki | < cM ,

B̂k
i+1 = B̂k

i +
(ŷki − B̂k

i d̂
k
i )(ŷ

k
i − B̂k

i d̂
k
i )

T

(ŷki − B̂k
i d̂

k
i )

T d̂ki
, |(ŷki − B̂k

i d̂
k
i )

T d̂ki | ≥ cM ,

pro 1 ≤ k ≤ m, a

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 , Fi − Fi+1 > ϑFi,

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 +

m∑
k=1

f̂ki+1ZkB̂
k
i+1Z

T
k , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi. (974)

Přitom ŷki = ĝki+1 − ĝki , d̂
k
i = x̂ki+1 − x̂ki , 1 ≤ k ≤ m. Tuto metodu označ́ıme GNB.

Metoda GNB je založena na aproximaci Hessových matic Ĝk(x̂k) funkćı f̂k(x̂k), 1 ≤ k ≤ m. Podobny̌m

zp̊usobem jako v odd́ılu 8.2 lze aproximovat př́ımo členy druhého řádu f̂k(x̂k)Ĝk(x̂k) v (970). Použ́ıvaj́ı
se k tomu vzorce analogické vzorc̊um (691) a (694). Pak v prvńım iteračńım kroku (pro i = 1) nebo po
restartu pokládáme Bi = JT

i Ji a Ĉ
k
i = Îk, 1 ≤ k ≤ m. Po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

Ĉk
i+1 = Ĉk

i , |(ẑki − Ĉk
i d̂

k
i )

T d̂ki | < cM ,

Ĉk
i+1 = Ĉk

i +
(ẑki − Ĉk

i d̂
k
i )(ẑ

k
i − Ĉk

i d̂
k
i )

T

(ẑki − Ĉk
i d̂

k
i )

T d̂ki
, |(ẑki − Ĉk

i d̂
k
i )

T d̂ki | ≥ cM ,
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pro 1 ≤ k ≤ m, a

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 , Fi − Fi+1 > ϑFi,

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 +

m∑
k=1

ZkĈ
k
i+1Z

T
k , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi. (975)

Přitom ẑki = f̂ki+1(ĝ
k
i+1 − ĝki ), d̂

k
i = x̂ki+1 − x̂ki , 1 ≤ k ≤ m. Tuto metodu označ́ıme GNC.

Ačkoliv pro metody GNB a GNC (bez jakýchkoliv úprav) nejsou dokázány konvergenčńı věty, jsou jejich
numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevýhodou těchto metod (podobně jako metod s proměnnou
metrikou pro separovatelné úlohy) je nutnost ukládat současně všechny redukované matice B̂k

i nebo Ĉk
i ,

1 ≤ k ≤ m. Ukládá se tedy
∑m

k=1 nk(nk + 1)/2 prvk̊u, což může značně převýšit počet nenulových prvk̊u
matice Bi.

Normálńı soustavu rovnic Bs + g = 0 nelze použ́ıt, má-li Jacobiova matice J alespoň jeden hustý
řádek (takže nk ∼ n pro nějaký index 1 ≤ k ≤ m). V tomto př́ıpadě je matice B = JTJ hustá (stejnou
strukturu má matice G) a je tud́ıž nutné pracovat př́ımo s ř́ıdkou Jacobiovou matićı J , takže možnosti
použit́ı informaćı druhého řádu jsou značně omezené.

Jednou z možnost́ı je nahradit (v př́ıpadě, že F −F+ ≤ ϑF ) matici J+ matićı A+ = J++uvT , źıskanou
z matice J+ aktualizaćı hodnosti 1, kde vektory u a v se vyb́ıraj́ı tak, aby matice AT

+A+ vznikla z matice
JT
+J+ aktualizaćı BFGS. Tato možnost je vyšetřovaná v odd́ılu 4.2 (vzorec (352)). Dosad́ıme-li A = J+ a

d̃ = Ad = J+d do vzorce (352) (kde γ = 1 a ρ = 1), dostaneme

A+ = A− 1

d̃T d̃
d̃

AT d̃+

√
d̃T d̃

dT y
y

T

= J+ − d̃

∥d̃∥

(
JT
+

d̃

∥d̃∥
+

√
1

dT y
y

)T

= J+ + uvT ,

kde u = J+d/∥J+d∥ a v = y/
√
dT y − JT

+u. Řeš́ıme tedy přeurčenou soustavu rovnic As + f ≈ 0, kde
v prvńım iteračńım kroku nebo po restartu pokládáme A = J a po skončeńı každého iteračńıho kroku
pokládáme

A+ = J+ , F − F+ > ϑF,

A+ = J+ +
J+d

∥J+d∥

(
y√
dT y

− JT
+

J+d

∥J+d∥

)T

, F − F+ ≤ ϑF. (976)

Tuto metodu označ́ıme GNV.
Jinou možnost́ı je nahradit (v př́ıpadě, že F − F+ ≤ ϑF ) přeurčenou soustavu rovnic J+s+ + f+ ≈ 0,

rozš́ı̌renou soustavou

A+s+ + a+ =

[
J+
wT

]
s+ +

[
f+
0

]
≈ 0, (977)

kde vektor w se vyb́ırá tak, aby matice AT
+A+ vznikla z matice JT

+J+ aktualizaćı R1. Jelikož podle (977)

plat́ı AT
+A+ = JT

+J+ + wwT , je tato podmı́nka splněna tehdy, když w = (y − JT
+J+d)/

√
dT (y − JT

+J+d).

Řeš́ıme tedy přeurčenou soustavu rovnic As + a ≈ 0, kde v prvńım iteračńım kroku nebo po restartu
pokládáme A = J , a = f a po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

A+ = J+, a+ = f+, F − F+ > ϑF,

A+ = J+, a+ = f+, F − F+ ≤ ϑF, dT (y − JT
+J+d) ≤ 0

A+ =

[
J+

(y−JT
+J+d)T√

dT (y−JT
+J+d)

]
, a+ =

[
f+
0

]
, F − F+ ≤ ϑF, dT (y − JT

+J+d) ≤ 0. (978)

Tuto metodu označ́ıme GNR.
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10.7 Iteračńı řešeńı rozsáhlých lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u

Řı́dkou reprezentaci Hessovy matice nemůžeme použ́ıt, má-li Jacobiova matice J alespoň jeden hustý
řádek (nk ∼ n pro nějaký index 1 ≤ k ≤ m). V tomto př́ıpadě je matice JTJ hustá (stejnou strukturu má
matice G) a je tud́ıž třeba pracovat s ř́ıdkou reprezentaćı Jacobiovy matice. Jednou z možnost́ı je nahradit
normálńı soustavu rovnic JTJs+ JT f = 0 rozš́ı̌renou soustavou rovnic[

I, J
JT , 0

] [
r
s

]
+

[
f
0

]
= 0,

jej́ıž matice je ř́ıdká (je-li matice J ř́ıdká) a indefinitńı. Tuto soustavu lze řešit ř́ıdkou verźı Bunchovy-
Parlettovy eliminačńı metody, která je implementovaná v programu MA27 z knihovny AERE Harwell. V
tomto odd́ılu se zaměř́ıme na některé úpravy metody sdružených gradient̊u pro řešeńı normálńı soustavy
rovnic JTJs+ JT f = 0.

Nejjednodušš́ı úpravou metody CG pro řešeńı normálńı soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 77. Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, u1 = f, g1 = JT f, p1 = −g1
a

vi = Jpi αi = ∥gi∥2/∥vi∥2,

si+1 = si + αipi, ui+1 = ui + αivi,

gi+1 = JTui+1, βi = ∥gi+1∥2/∥gi∥2,

pi+1 = −gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde ui ∈ Rm, vi ∈ Rm, 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a
vektorem f ∈ Rm.

Snadno se přesvědč́ıme (polož́ıme-li B = JTJ a qi = JT vi, 1 ≤ i ≤ n), že metoda CGNE je ekvivalentńı
metodě CG popsané v odd́ılu 3.8. Vlastnosti metody CGNE se př́ılǐs nelǐśı od vlastnost́ı metody CG.
Jestliže však m≫ n, vyžaduje metoda CGNE větš́ı počet operaćı a má větš́ı pamět’ové nároky než metoda
CG.

Mnohem lepš́ı stabilitu než metoda CGNE maj́ı metody založené na použit́ı bidiagonalizačńıho Lan-
czosova procesu. Z praktických d̊uvod̊u budeme v následuj́ıćı definici použ́ıvat koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n,
které nemaj́ı nic společného se stejně označenými koeficienty vystupuj́ıćımi v definici 77.

Definice 78. Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

β1u1 = f, α1q1 = JTu1

a
βi+1ui+1 = Jqi − αiui,

αi+1qi+1 = JTui+1 − βi+1qi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n měly
jednotkovou normu, nazveme bidiagonalizačńım Lanczosovým procesem (BL) určeným matićı J ∈ Rm×n

a vektorem f ∈ Rm.
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Poznámka 351. Necht’ αi ̸= 0, βi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle definice 78 plat́ı
f = Uk+1(β1e1) a

JQk = Uk+1Bk, (979)

JTUk+1 = QkB
T
k + αk+1qk+1e

T
k+1, (980)

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk], Uk+1 = [u1, u2, . . . , uk, uk+1], e
T
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eTk+1 = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Bk =


α1, 0, . . . , 0
β2, α2, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , αk

0, 0, . . . , βk+1

 ,
kde Bk ∈ R(k+1)×k je bidiagonálńı horńı Hessenbergova matice.

Věta 238. Uvažujme bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces určený matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.
Necht’ αi ̸= 0, βi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı
ortonormálńı bázi v Krylovově podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f , a
vektory ui, 1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu.

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = JT f/∥JT f∥ a u1 = f/∥f∥. Předpokládejme,
že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n a že αk+1 ̸= 0, βk+1 ̸= 0. Použijeme-li vztahy (979)–(980),
dostaneme

JTJQk = JTUk+1Bk = QkB
T
k Bk + αk+1qk+1e

T
k+1Bk = QkTk + αk+1βk+1qk+1e

T
k ,

kde

Tk = BT
k Bk =


α2
1 + β2

2 , α2β2, . . . , 0, 0
α2β2, α2

2 + β2
3 , . . . , 0, 0

−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , α2

k−1 + β2
k, αkβk

0, 0, . . . , αkβk, α2
k + β2

k+1


je symetrická tridiagonálńı matice řádu k. Plat́ı tedy (611), kde B = JTJ , Tk = BT

k Bk a γi = α2
i + β2

i+1,
δi = αiβi, 1 ≤ i ≤ k, a můžeme použ́ıt větu 144, podle které tvoř́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k+1 bázi v Krylovově
podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f . Použijeme-li (979), dostaneme

UT
k+1JQk = UT

k+1Uk+1Bk

a podle (980) plat́ı

UT
k+1JQk = BkQ

T
kQk + αk+1ek+1q

T
k+1Qk = Bk,

takže UT
k+1Uk+1 = I (vektory ui, 1 ≤ i ≤ k+1, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu). 2

Poznámka 352. Z d̊ukazu věty 238 plyne, že symetrický Lanzcos̊uv proces určený symetrickou pozitivně
definitńı matićı B ∈ Rn×n a vektorem g ∈ Rn je ekvivalentńı bidiagonalizačńımu Lanzcosovu procesu
určenému matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm, pokud B = JTJ a g = JT f . Ekvivalence spoč́ıvá v tom,
že oba dva procesy generuj́ı stejné vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, a plat́ı γi = α2

i + β2
i+1, δi = αiβi, 1 ≤ i ≤ k, kde

k je index takový, že αi ̸= 0, βi ̸= 0, γi ̸= 0, δi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k.
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Poznámka 353. Bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces lze použ́ıt k řešeńı soustavy rovnic JTJs+ JT g = 0.
Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = argmin
s∈Ki

∥Js+ f∥,

Jelikož s ∈ Ki právě tehdy, když s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = argmin
z∈Ri

∥Biz + β1e1∥

(plyne to ze vztah̊u f = Ui+1(β1e1), JQi = Ui+1Bi a UT
i+1Ui+1 = I). Pokud αk+1βk+1 = 0 je vektor

sk+1 ∈ Kk, řešeńım soustavy rovnic JTJs+ JT f = 0 (plyne to z poznámky 236 a poznámky 352).

Poznámka 354. Směrové vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 353 jsou shodné se směrovými
vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, generovanými metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm

(plyne to z věty 145 a poznámky 352).

Výhodou bidiagonalizačńıho Lanczosova procesu je skutečnost, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, mohou být
určeny pomoćı stabilńıch operaćı. To tvoř́ı základ metody LSQR. Princip metody LSQR spoč́ıvá v tom,
že se rekurentně určuj́ı rozklady

PiBi =

[
Ri

0

]
, Pi(β1e1) =

[
hi
η̃i+1

]
,

kde

Ri =


ρ1, σ2, . . . , 0
0, ρ2, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , ρi

 , hi =


η1
η2
−−
ηi

 .
Přitom Pi, 1 ≤ i ≤ k, jsou ortogonálńı matice dimenze i + 1 a Ri, 1 ≤ i ≤ k, jsou bidiagonálńı horńı
trojúhelńıkové matice dimenze i. Matice Pi, 1 ≤ i ≤ k, se poč́ıtaj́ı rekurentně pomoćı Givensových matic
elementárńıch rotaćı P̃i ∈ R2×2, 1 ≤ i ≤ k, studovaných v odd́ılu 8.3.

Poznámka 355. Předpokládejme, že

[
Pi−1, 0
0, 1

]
[Bi, bi+1, δ1e1] =


ρ1, σ2, . . . , 0, 0, 0, η1
0, ρ2, . . . , 0, 0, 0, η2
−− −− −− −− −− −− −−
0, 0, . . . , ρi−1, σi, 0, ηi−1

0, 0, . . . , 0, ρ̃i, 0, η̃i
0, 0, . . . , 0, βi+1, αi+1, 0

 , (981)

kde bi+1 je vektor, který obsahuje prvńıch i+1 prvk̊u posledńıho sloupce matice Bi+1. Abychom vynulovali
prvek βi+1, sestroj́ıme Givensovu ortogonálńı matici

P̃i =
1√

ρ̃2i + β2
i+1

[
ρ̃i, βi+1

−βi+1, ρ̃i

]
=

1

ρi

[
ρ̃i, βi+1

−βi+1, ρ̃i

]
, ρi =

√
ρ̃2i + β2

i+1.

Pak podle věty 147 plat́ı

P̃i

[
ρ̃i
βi+1

]
=

1

ρi

[
ρ̃2i + β2

i+1

0

]
=

[
ρi
0

]
, P̃i

[
η̃i
0

]
=

1

ρi

[
ρ̃iη̃i

−βi+1η̃i

]
=

[
ηi
η̃i+1

]
, (982)

P̃i

[
0

αi+1

]
=

1

ρi

[
βi+1αi+1

ρ̃iαi+1

]
=

[
σi+1

ρ̃i+1

]
. (983)
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Ortogonálńı matice Pi, 1 ≤ i ≤ k, budeme hledat ve tvaru P1 = P̃1 a

Pi =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
,

kde I je jednotková matice řádu i− 2. Pak podle (981) a (982) pro 1 < i ≤ k plat́ı

PiBi =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
Bi =

[
Ri

0

]
, Pi(δ1e1) =

[
I, 0

0, P̃i

] [
Pi−1, 0
0, 1

]
(δ1e1) =

[
hi
η̃i+1

]
.

Použijeme-li vzorce (982) a (983), dostaneme následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 97. Prvky matic Ri a vektor̊u hi, 1 ≤ i ≤ k, lze poč́ıtat podle rekurentńıch vztah̊u ρ̃1 = α1,
η̃1 = β1 a

ρi =
√
ρ̃2i + β2

i+1, λi =
ρ̃i
ρi
, µi =

βi+1

ρi
,

ρ̃i+1 = λiαi+1, σi+1 = µiαi+1,

ηi = λiη̃i, η̃i+1 = −µiη̃i.

Nyńı odvod́ıme rekurentńı vztahy pro vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k. Jelikož

Pi(Biz + β1e1) =

[
Ri

0

]
z +

[
hi
η̃i+1

]
a PT

i Pi = I, můžeme položit si+1 = Qizi, kde

zi = argmin
z∈Ri

∥∥∥∥[ Ri

0

]
z +

[
hi
η̃i+1

]∥∥∥∥ .
Řešeńı této úlohy je řešeńım soustavy rovnic Rizi + hi = 0 (věta 174). Vzhledem k jednoduché struktuře
matic Ri, 1 ≤ i ≤ k, můžeme vektory zi, 1 ≤ i ≤ k, a tud́ıž i vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určovat rekurentně.

Lemma 98. Vektory si+1 = Qizi, 1 ≤ i ≤ k, kde Rizi + hi = 0, lze určit pomoćı rekurentńıch vztah̊u
s1 = 0, p1 = q1 a

si+1 = si −
ηi
ρi
pi,

pi+1 = qi+1 −
σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ k.

Důkaz Plat́ı R1 = [ρ1], R
−1
1 = [1/ρ1] a

Ri =

[
Ri−1, ri−1

0, ρi

]
, R−1

i =

[
R−1

i−1, −R−1
i−1ri−1/ρi

0, 1/ρi

]
pro 1 < i ≤ k, kde ri−1 = σiei−1 a ei−1 je posledńı sloupec jednotkové matice řádu i− 1 (vztah pro R−1

i

můžeme ověřit dosazeńım do rovnosti RiR
−1
i = I). Polož́ıme-li zi = −R−1

i hi, dostaneme z předchoźıch
rovnost́ı rekurentńı vztahy r1 = [1/ρ1], z1 = −[η1/ρ1] a

ri =

[
−ri−1/ρi

1/ρi

]
, zi =

[
zi−1 + (ηi/ρi)σiri−1

−ηi/ρi

]
.
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pro 1 < i ≤ k, takže

pi
∆
= ρiQiri = qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1ri−1 = qi −
σi
ρi−1

pi−1,

si+1 = Qizi = Qi−1zi−1 +
ηi
ρi
σiQi−1ri−1 −

ηi
ρi
qi

= si −
ηi
ρi
(qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1ri−1) = si −
ηi
ρi
pi.

2

Rekurentńı vztahy uvedené v předchoźıch dvou lemmatech tvoř́ı základ metody LSQR.

Definice 79. Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, β1u1 = f, α1q1 = JTu1, η̃1 = β1, ρ̃1 = α1, p1 = q1

a
βi+1ui+1 = Jqi − αiui, αi+1qi+1 = JTui+1 − βi+1qi,

ρi =
√
ρ̃2i + β2

i+1, λi =
ρ̃i
ρi
, τi =

βi+1

ρi
, ηi = λiη̃i,

ρ̃i+1 = λiαi+1, σi+1 = τiαi+1, η̃i+1 = −τiη̃i,

si+1 = si −
ηi
ρi
pi, pi+1 = qi+1 −

σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n,
měly jednotkovou normu, nazveme metodou LSQR určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.

Metodu LSQR můžeme použ́ıt k realizaci nepřesné metody s lokálně omezeným krokem úplně stejně
jako metodu CGNE (nebo CG), nebot’ podle poznámky 354 generuj́ı obě metody stejné vektory si+1,
1 ≤ i ≤ k, kde k ≤ n a JTJsk+1 + JT f = 0. Ukážeme ještě, jak je možné odhadovat přesnost řešeńı.

Věta 239. Necht’ si+1 ∈ Rn, αi+1, βi+1, ρi > 0, ηi, 1 ≤ i ≤ k, jsou veličiny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 ≤ i ≤ k plat́ı

∥JT (Jsi+1 + f)∥ = αi+1βi+1
|ηi|
ρi
.

Důkaz Necht’ αi+1 ̸= 0, βi+1 ̸= 0. Pak použit́ım vztah̊u (979)–(980) a poznámky 353 dostaneme

JT (Jsi+1 + f) = JT (JQizi + f) = JTUi+1(Bizi + β1e1) =

= (QiB
T
i + αi+1qi+1e

T
i+1)(Bizi + β1e1) = αi+1qi+1e

T
i+1Bizi =

= αi+1βi+1qi+1e
T
i zi,

nebot’ BT
i (Bizi + β1e1) = 0 podle definice vektoru zi, e

T
i+1e1 = 0 a eTi+1Bi = βi+1e

T
i . Ale QT

i Qi = I a
tud́ıž QT

i si+1 = QT
i Qizi = zi, takže e

T
i zi = eTi Q

T
i si+1 = qTi si+1, což spolu s ∥qi+1∥ = 1 dává

∥JT (Jsi+1 + f)∥ = αi+1βi+1|qTi si+1|.
Ale

qTi si+1 = qTi si +
ηi
ρi
qTi pi = qTi Qi−1zi−1 −

ηi
ρi
qTi qi +

ηiσi
ρiρi−1

qTi pi−1 = −ηi
ρi
,

nebot’ qTi Qi−1 = 0, qTi qi = 1 a vektor pi−1 je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice Qi−1, tud́ıž q
T
i pi−1 = 0.

Jestliže αi+1 = 0, βi+1 = 0, plat́ı ∥JT (Jsi+1 + f)∥ = 0 (poznámka 353). 2

Větu 239 můžeme využ́ıt k zastaveńı iteračńıho procesu (neńı třeba poč́ıtat reziduum ∥JT (Jsi+1 + f)∥).
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10.8 Numerické porovnáńı

Nejprve porovnáme účinnost metod pro rozsáhlé ř́ıdké a separovatelné úlohy pomoćı 71 testovaćıch úloh
s 1000 proměnnými ze sb́ırky TEST25. Jsou to tytéž úlohy, které byly použity v odd́ılu 9.8 (tabulka 9),
implementované bud’ jako ř́ıdké (poč́ıtá se gradient g(x)) nebo jako separovatelné (poč́ıtaj́ı se redukované
gradienty ĝk(x̂), 1 ≤ k ≤ m). V tabulce 10 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

TRNMS-xx - Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy s aproximaćı Hessovy matice účelové
funkce podle vzorce (922),

TRVMS-xx - metoda s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy s Marwilovou projekćı (930),

TRNMP-xx - Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy s aproximaćı Hessových ma-
tic d́ılč́ıch funkćı podle vzorce (953),

LSVMP-xx - kombinovaná metoda s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy (metoda VMP po-
psaná v odd́ılu 10.5),

Metody, jejichž označeńı zač́ıná ṕısmeny TR jsou realizovány jako metody s lokálně omezeným krokem a
ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u. Přitom č́ıslice xx udávaj́ı č́ıslo použitého algoritmu. Pro
srovnáńı jsou též uvedeny výsledky źıskané pomoćı metod LMVM-18, LMVM-21 a LSTND-T testovaných v
odd́ılu 9.8.

Ř́ıdké úlohy
Metoda NIT NFV NFG NCG čas
TRNMS-10 6379 6615 32333 – 5.13
TRNMS-11 8029 8775 45153 – 5.53
TRNMS-12 8988 9589 51106 58202 6.30
TRVMS-11 58836 69103 51106 – 34.75
LSTND-T 7614 11997 128785 99928 9.56
LMVM-18 107007 109673 109673 – 14.46
LMVM-21 98065 101277 101277 – 13.13

Separovatelné úlohy
TRNMS-10 6138 6403 31994 – 8.29
TRNMS-11 7861 8575 46422 – 10.03
TRNMS-12 8510 9105 50985 53574 9.93
TRNMP-10 6303 6577 21485 – 14.53
TRNMP-11 7834 8509 28848 – 15.97
TRNMP-12 8777 9409 33599 54152 17.51
LSVMP-3 13136 20685 20685 – 10.99
LSVMP-6 12782 17206 17206 237518 15.88
LMVM-18 13136 20685 206851 – 10.99
LMVM-21 12782 172060 172060 53574 15.88

Tabulka 10: TEST25 – 71 úloh

Tabulka 10 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých gradient̊u NFG, celkový počet iteraćı metody sdružených gradient̊u při použit́ı algoritmu 12
NCG a celkový čas výpočtu. Pro lepš́ı srovnáńı robustněǰśıch metod bylo použito 76 úloh ze sb́ırky TEST25.
Výsledky jsou uvedeny v tabulce 11, která obsahuje nav́ıc počet úloh (z celkového počtu 82), které daná
metoda vyřešila.
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Metoda NIT NFV NFG NCG čas počet
TRNMS-10 7249 7538 38450 – 7.86 81
TRNMS-12 10550 11255 64531 676171 30.93 77
TRNMP-10 6803 7133 23930 – 16.89 81
TRNMP-12 10019 10775 40477 722522 44.64 77
LSVMP-3 14189 22106 22106 – 12.43 81
LSVMP-6 15089 20863 20863 1392612 70.60 78

Tabulka 11: TEST25 – 76 úloh

Z výsledk̊u uvedených v těchto tabulkách lze vyvodit několik závěr̊u:

• Diferenčńı verze Newtonovy metody jsou velmi efektivńı pro řešeńı úloh s ř́ıdkými Hessovými mati-
cemi, pokud nedocháźı k př́ılǐsnému nár̊ustu nenulových prvk̊u při prováděńı Choleského rozkladu.

• Metody s proměnnou metrikou využ́ıvaj́ıćı ř́ıdkou strukturu Hessovy matice jsou neúčinné. V ta-
bulce 10 jsou uvedeny pouze výsledky pro metodu použ́ıvaj́ıćı Marwilovy projekce (930). Výsledky
źıskané ostatńımi metodami byly ještě horš́ı.

• Pro separovatelné úlohy je výhodněǰśı určit nejprve ř́ıdkou strukturu Hessovy matice a pak použ́ıt
deferenčńı vztah (922). Je to obvykle efektivněǰśı než poč́ıtat redukované Hessovy matice podle
vzorce (953).

• Metoda s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy LSVMP-3 je velmi robustńı i účinná a může
konkurovat diferenčńım verźım Newtonovy metody.

• Z tabulky 11 je patrné, že pro špatně podmı́něné úlohy neńı účelné použ́ıvat iteračńı algoritmy pro
výpočet lokálně omezeného kroku. Tyto algoritmy jsou vhodné pro dobře podmı́něné úlohy, zejména
tehdy, docháźı-li k velkému nár̊ustu nenulových prvk̊u při prováděńı Choleského rozkladu.

K testováńı metod pro rozsáhlé úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u byly použity úlohy ze sb́ırky TEST26 zmı́něné
v odd́ılu 1.5. Nejprve porovnáme účinnost metod popsaných v odd́ılu 10.6 pomoćı 56 úloh s 1000
proměnnými (4 úlohy ze sb́ırky TEST26 byly vynechány, protože je některá z testovaných metod nevyřešila).
V tabulce 12 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

TRGN-xx - Gaussova-Newtonova metoda,

TRGNS-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNS podle (971),

TRGNP-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNP podle (972),

TRGNN-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNN podle (973),

TRGNB-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNB podle (974),

TRGNC-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNC podle (975),

TRGNJ-xx - Gaussova-Newtonova metoda, která použ́ıvá Jacobiovu matici J mı́sto matice normálńı
soustavy rovnic B.

TRGNR-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNR podle (978),

TRGNV-xx - modifikovaná Gaussova-Newtonova metoda GNV podle (976),

Metody, jejichž označeńı zač́ıná ṕısmeny TR jsou realizovány jako metody s lokálně omezeným krokem
a ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u. Přitom č́ıslice xx udávaj́ı č́ıslo použitého algoritmu (u
metod použ́ıvaj́ıćıch Jacobiovu matici znač́ı CG metodu CGNE a LS metodu LSQR). Pro srovnáńı jsou též
uvedeny výsledky źıskané pomoćı metod TRNMS-xx, LSVMP-xx použitých v tabulce 10 a metod LMVM-18,
LMVM-21 testovaných v odd́ılu 9.8.
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Metoda NIT NFV NFG NCG čas počet
TRGN-10 5472 5842 5527 – 6.53 59
TRGN-11 9645 10057 9699 – 6.08 60
TRGN-12 7255 7782 7308 1180653 64.33 56
TRGNS-10 4561 4761 4617 – 5.72 60
TRGNS-11 6939 7148 6995 – 4.21 60
TRGNS-12 9018 9248 9073 981738 65.95 57
TRGNP-10 4597 4869 4651 – 6.09 60
TRGNP-11 32612 40311 32668 – 21.85 54
TRGNP-12 7407 7982 7463 1175320 65.00 57
TRGNN-10 4775 4936 5217 – 5.75 60
TRGNN-11 6344 6496 6810 – 3.88 60
TRGNN-12 6774 7258 7313 1087690 61.23 57
TRGNB-10 4648 4827 4704 – 6.17 60
TRGNB-11 9922 10296 9977 – 7.20 60
TRGNB-12 6685 7108 6740 1173049 65.06 57
TRGNC-10 5914 6322 5970 – 7.33 60
TRGNC-11 8213 8977 8269 – 6.69 60
TRGNC-12 7468 8012 7524 1187550 65.97 57
TRGNJ-CG 13923 14464 13977 1232187 58.68 56
TRGNJ-LS 7470 8008 7523 1226757 79.77 56
TRGNR-CG 9931 10488 9985 1224959 57.73 56
TRGNR-LS 7089 7629 7143 1225386 79.15 56
TRGNV-CG 13640 14163 13727 1120004 54.88 56
TRMNS-10 5668 38705 38567 – 21.21 58
TRMNS-11 9396 87105 86245 – 24.46 58
TRMNS-12 9267 78893 78465 1097322 71.52 57
LSVMP-3 15097 11480 11480 – 22.15 59
LSVMP-6 27359 34260 34260 10141395 534.05 57
LMVMP-18 205821 233012 233012 – 56.90 55
LMVMP-21 200173 215871 215871 – 49.98 56

Tabulka 12: TEST26 – 56 úloh

Tabulka 12 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých gradient̊u NFG, celkový počet iteraćı metody sdružených gradient̊u při použit́ı algoritmu 12
NCG, celkový čas výpočtu a počet úloh (z celkového počtu 60), které daná metoda vyřešila. Pro lepš́ı
srovnáńı robustněǰśıch metod bylo použito všech 60 úloh ze sb́ırky TEST26. Výsledky jsou uvedeny v ta-
bulce 13, která obsahuje nav́ıc počet selháńı. K selháńı došlo, když nestačilo 4000 iteraćı nebo 5000 vyč́ısleńı
součtu čtverc̊u pro vyřešeńı dané úlohy.
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Metoda NIT NFV NFG selháńı čas
TRGN-10 13678 14085 13737 1 18.53
TRGN-11 9780 10200 9838 – 6.31
TRGNS-10 6358 6730 6418 – 9.15
TRGNS-11 7226 7456 7286 – 4.41
TRGNN-10 5515 5819 7281 – 7.55
TRGNN-11 7403 7785 8234 – 4.88
TRMNS-10 6492 43809 43643 2 24.16
TRMNS-11 11329 99518 98491 2 29.82
LSVMP-3 16217 30393 30393 1 23.64
LMVMP-18 324609 353012 353012 5 97.46
LMVMP-21 319616 335871 335871 4 91.23

Tabulka 13: TEST26 – 60 úloh

Z výsledk̊u uvedených v těchto tabulkách lze vyvodit několik závěr̊u:

• Specializované metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u (Gaussova-Newtonova metoda a jej́ı modi-
fikace) jsou robustněǰśı a efektivněǰśı než metody určené k minimalizaci obecné účelové funkce.
Diferenčńı verze Newtonovy metody, která se velmi osvědčila pro řešeńı úloh ze sb́ırky TEST25
(tabulka 11) při řešeńı úloh ze sb́ırky TEST26 dvakrát selhala a spotřebovala mnohem v́ıc strojového
času (tabulka 13).

• Modifikace aproximuj́ıćı člen druhého řádu v Hessově matici (zejména GNS a GNN) velmi zvyšuj́ı
efektivitu Gaussovy-Newtonovy metody.

• Některé z testovaćıch úloh maj́ı velmi špatně podmı́něné Jacobiovy matice. Proto je použit́ı iteračńıch
metod (algoritmus 12, CGNE, LSQR) celkově méně výhodné než použit́ı ř́ıdkého Choleského roz-
kladu.

• Kvazinewtonovské aktualizace Jacobiovy matice (metody GNR a GNV) jen mı́rně zlepšuj́ı efektivitu
Gaussovy-Newtonovy metody. Použit́ı Jacobiovy matice (metoda CGNE) je často výhodněǰśı než
použit́ı matice normálńı soustavy rovnic (algoritmus 12). Metoda LSQR je sice pomaleǰśı, ale dává
přesněǰśı řešeńı (spotřebuje se menš́ı počet iteraćı a hodnot účelové funkce).

• Pro řešeńı úloh ze sb́ırky TEST26 neńı vhodné použ́ıvat metody s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı LMVMP-xx. Celkem dobře si vede metoda s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy
LSVMP-3.

417



11 Metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

11.1 Základńı vlastnosti metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Necht’ f : DF → Rn je zobrazeńı definované na množině DF ⊂ Rn (použ́ıváme stejné značeńı jako v
odd́ılu 8). Naš́ım úkolem bude nalézt bod x∗ ∈ Rn takový, že f(x∗) = 0. K řešeńı této úlohy bylo vyvinuto
mnoho metod založených na r̊uzných př́ıstupech. Zde se omeźıme pouze na metody př́ıbuzné optimali-
začńım metodám, které jsou obvykle jednoduché a účinné. Pomineme např́ıklad homotopické a simpliciálńı
metody a metody založené na řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic. Většinou budeme předpokládat, že
zobrazeńı f : DF → Rn je spojitě diferencovatelné na nějaké otevřené množině D, DF (F ) ⊂ D ⊂ DF .
V tomto př́ıpadě budeme psát f ∈ C1 nebo f ∈ C1 : D → Rn. Př́ıbuznost metod pro řešeńı soustav
nelineárńıch rovnic s optimalizačńımi metodami plyne z toho, že:

(1) Optimalizačńı metody můžeme chápat jako metody pro řešeńı soustavy rovnic g(x) = 0, kde
g : D → Rn je gradient minimalizované funkce F : D → R. V tomto př́ıpadě jde o speciálńı
soustavu rovnic, nebot’ Jacobiova matice zobrazeńı g je Hessovou matićı funkce F a je tedy symet-
rická (nebot’ z g ∈ C1 na D, plyne F ∈ C2 na D). Řešeńım soustavy rovnic g(x) = 0 však můžeme
źıskat nejen lokálńı minimum, ale i sedlový bod nebo dokonce lokálńı maximum funkce F .

(2) Řešeńı soustavy rovnic f(x) = 0 můžeme převést na minimalizaci funkce

F (x) =
1

2
∥f(x)∥2 =

1

2

n∑
k=1

f2k (x) (984)

(součet čtverc̊u). V tomto př́ıpadě však můžeme źıskat lokálńı minimum funkce F (x), které neńı
řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0.

Vztah mezi lokálńımi extrémy funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 a řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0 udává
tato věta.

Věta 240. Necht’ f ∈ C1 : D → Rn a necht’ bod x∗ ∈ D je lokálńım minimem funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2,
přičemž Jacobiova matice J(x∗) zobrazeńı f v bodě x∗ je regulárńı. Pak plat́ı f(x∗) = 0.

Důkaz Gradient funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 v bodě x∗ ∈ D lze vyjádřit ve tvaru

g(x∗) = JT (x∗)f(x∗)

(vzorec (668)). Jelikož matice J(x∗) je regulárńı, můžeme psát

f(x∗) = (JT (x∗))−1g(x∗),

takže f(x∗) = 0 právě tehdy, když g(x∗) = 0, což je nutná podmı́nka pro lokálńı extrém funkce F (x).
2

Podobně jako jsme v kapitole 1 definovali základńı optimalizačńı metodu, můžeme definovat základńı
metodu pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic.

Definice 80. základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je iteračńı proces, jehož výsledkem
je posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , taková, že

xi+1 = xi + αisi,

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj, fj, Jj, 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0 se
určuje na základě chováńı funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 v okoĺı bodu xi ∈ Rn.
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Definice 81. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je globálně konvergentńı,
jestlǐze pro libovolný počátečńı vektor x1 ∈ Rn plat́ı

lim
i→∞

∥f(xi)∥ = 0.

Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic patř́ı Newtonova metoda.
Tato metoda je definována vztahy

si = −J−1(xi)f(xi),

αi = 1

(předpokládáme, že matice J(xi), i ∈ N , jsou regulárńı). Z tohoto vyjádřeńı je zřejmé, že směrový
vektor Newtonovy metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic shodný se směrovým vektorem Gaussovy-
Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u F (x) = (1/2)∥f(x)∥2, nebot’ plat́ı

(JT (xi)J(xi))
−1JT (xi) = J−1(xi).

Matice Bi = JT (xi)J(xi) je v tomto př́ıpadě pozitivně definitńı, takže Newtonovu metodu pro řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic můžeme realizovat jako metodu spádových směr̊u (na rozd́ıl od Newtonovy
metody pro nepodmı́něnou minimalizaci popsané v odd́ılu 5.3, kterou je třeba realizovat jako metodu s
lokálně omezeným krokem). Výhoda Newtonovy metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic spoč́ıvá v
tom, že řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic J(xi)si + f(xi) = 0, kde matice soustavy ná č́ıslo podmı́něnosti
κ(J(xi)), zat́ımco v př́ıpadě Gaussovy-Newtonovy metody řeš́ıme soustavu rovnic JT (xi)J(xi)si+g(xi) = 0
(kde g(xi) = JT (xi)f(xi)), s matićı, jej́ıž č́ıslo podmı́něnosti je κ(JT (xi)J(xi)) = κ(J(xi))

2. Je-li matice
J(xi) špatně podmı́něná, projevuj́ı se u Gaussovy-Newtonovy metody výrazněji zaokrouhlovaćı chyby,
které mohou sńıžit rychlost konvergence.

Při vyšetřováńı konvergence metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic budeme použ́ıvat předpoklady
J1–J6 uvedené v odd́ılu 8. Na rozd́ıl od optimalizačńıch metod popsaných v kapitolách 2 a 5, kde se v
d̊ukazech globálńı konvergence nepouž́ıvá předpoklad F5, budeme nyńı (v př́ıpadě Newtonovy metody)
potřebovat nějakou analogii předpokladu J5. Předpoklad J5 je velmi silný, jak ukazuje tato věta.

Věta 241. Necht’ je splněn předpoklad J5, kde množina D je konvexńı. Pak soustava nelineárńıch rovnic
f(x) = 0 má na D nanejvýš jedno řešeńı.

Důkaz Necht’ x∗ ∈ D a f(x∗) = 0. Necht’ je splněn předpoklad J5. Pak podle (682) pro x ∈ D, x ̸= x∗,
dostaneme ∥f(x)∥ = ∥f(x)− f(x∗)∥ ≥ J∥x− x∗∥ > 0. 2

Poznámka 356. Protože je obt́ıžné zajisitit platnost předpoklad̊u J4–J5 na př́ılǐs velké otevřené množině
D, budeme v d̊ukazech globálńı konvergence Newtonovy metody popuž́ıvat slabš́ı předpoklady

Předpoklad J4a. Existuje konstanta J > 0 taková, že

∥J(xi)s∥ ≤ J∥s∥ ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn. (985)

Předpoklad J5a. Existuje konstanta J > 0 taková, že

∥J(xi)s∥ ≥ J∥s∥ ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn. (986)

Platnost nerovnost́ı (985) a (986) předpokládáme pouze v bodech xi, i ∈ N , generovaných iteračńı
metodou. Je zřejmé, že z J4–J5 plyne J4a–J5a.
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V této kapitole se budeme většinou zabývat metodami, které mı́sto Jacobiových matic Ji = J(xi),
i ∈ N , použ́ıvaj́ı jejich aproximace Ai, i ∈ N , splňuj́ıćı tyto předpoklady.

Předpoklad A3a. Existuje č́ıslo ϑ ≥ 0 takové, že

∥Ai − Ji∥ ≤ ϑ ∀i ∈ N. (987)

Předpoklad A4a. Existuje č́ıslo A > 0 takové, že

∥Ais∥ ≤ As ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn. (988)

Předpoklad A5a. Existuje č́ıslo A > 0 takové, že

∥Ais∥ ≥ As ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn. (989)

Podmı́nka (988) je ekvivalentńı podmı́nce ∥Ai∥ ≤ A a podmı́nka (989) je ekvivalentńı podmı́nce ∥A−1
i ∥ ≤

1/A.

Poznámka 357. Poznamenejme, že z (985) a (987) plyne

∥Ais∥ ≤ ∥Jis∥+ ∥(Ai − Ji)s∥ ≤ (J + ϑ)∥s∥,

takže plat́ı (988) s A = J + ϑ. Jestliže ϑ < J , pak z (986) a (987) plyne

∥Ais∥ ≥ ∥Jis∥ − ∥(Ai − Ji)s∥ ≥ (J − ϑ)∥s∥,

takže plat́ı (989) s A = J − ϑ. Jsou-li splněny předpoklady J4a, J5a a A3a, budeme předpokládat, že
ϑ < J a že č́ısla A, A použitá v (988), (989) jsou určena vztahy A = J + ϑ, A = J − ϑ.

Podmı́nka ϑ < J je sice postačuj́ıćı pro to, aby byla splněna nerovnost (989) s A = J − ϑ, v daľśıch
úvahách však budeme použ́ıvat silněǰśı podmı́nku.

ϑ <
1− ω

2
J, (990)

kde č́ıslo ω udává přesnost výpočtu směrového vektoru (definice 82 a definice 83). Pokud A = J − ϑ,
můžeme podmı́nku (990) nahradit nerovnost́ı

ϑ <
1− ω

1 + ω
A, neboli ϑ = λ

1− ω

1 + ω
A, 0 ≤ λ < 1, (991)

která je vhodněǰśı pro vyšetřováńı globálńı konvergence.
Předpoklady A3a s (991) a A4a–A5a mohou být nahraženy slabš́ımi předpoklady, ve kterých Ai je

regulárńı matice, fi je hodnota zobrazeńı f v bodě xi a si je použitý směrový vektor.

Předpoklad A3b. Existuje č́ıslo ϑ > 0 takové, že

∥(Ai − Ji)
T fi∥ ≤ ϑ∥fi∥ ∀i ∈ N. (992)

Předpoklad A4b. Existuje č́ıslo A > 0 takové, že

∥Aisi∥ ≤ A∥si∥ ∀i ∈ N. (993)
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Předpoklad A5b. Existuje č́ıslo A > 0 takové, že

∥Aisi∥ ≥ A∥si∥ ∀i ∈ N, (994)

přičemž plat́ı (991)

Poznamenejme, že z předpoklad̊u J4a, J5a a A3b s (991) neplyne platnost předpoklad̊u A4b–A5b (nerovnosti
(993)–(994) muśı být splněny nezávisle na (991)–(992)). Význam předpoklad̊u A3b s (991) a A4b–A5b
spoč́ıvá v tom, že některé metody splňuj́ı předpoklad A3b s (991) automaticky (sdružená kvazinewtonovská
metoda uvedená v poznámce 378 splňuje (992) s ϑ = 0) a platnost předpoklad̊u A4b–A5b lze zajistit algo-
ritmicky (přerušováńım iteračńıho procesu). Předpoklady A3b s (991) a A4b–A5b stač́ı k tomu, abychom
dokázali globálńı konvergenci metod spádových směr̊u i metod s lokálně omezeným krokem.

11.2 Metody spádových směr̊u

Při vyšetřováńı metod spádových směr̊u pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic budeme použ́ıvat označeńı
hi = AT

i fi pro aproximaci gradientu gi = JT
i fi. Poznamenejme, že podmı́nka (S1), použitá v definici 82,

implikuje nerovnost

hTi si = fTi Aisi = fTi (Aisi + fi)− fTi fi ≤ ω∥fi∥2 − ∥fi∥2 = −(1− ω)∥fi∥2 < 0. (995)

Definice 82. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi+αisi, i ∈ N ,
je metodou spádových směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥Aisi + fi∥ ≤ ωi∥fi∥, (S1)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1, a délky kroku αi > 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že αi je prvńı člen posloupnosti αj
i ,

j ∈ N (kde α1
i = 1 a βαj

i ≤ αj+1
i ≤ βαj

i ∀j ∈ N) takový, že bud’

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si, (S2a)

nebo

Fi+1 − Fi ≤ −2ρ(1− ω)αiFi = −ρ(1− ω)αi∥fi∥2, (S2b)

nebo

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥, (S2c)

kde 0 < β ≤ β < 1 a 0 < ρ < 1− λ (λ je č́ıslo vystupuj́ıćı v (991)).

Lemma 99. (Konzistence) Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J6. Necht’ matice
Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı předpoklady A3b s (991) a A5b. Pak lze v každém iteračńım kroku
metody spádových směr̊u (definice 82) nalézt směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1) a délku
kroku αi > 0 vyhovuj́ıćı libovolné z podmı́nek (S2), kde 0 < ρ < 1 − λ. Pokud ϑ = 0, plat́ı λ = 0 a
nepotřebujeme, aby byl splněn předpoklad A5b.

Důkaz Existence směrového vektoru si ∈ Rn vyhovuj́ıćıho podmı́nce (S1) plyne bezprostředně z regularity
matice Ai (vektor si můžeme zvolit tak, že ∥Aisi+fi∥ = 0). Z podmı́nky (S1), z A3b a ze vztah̊u gi = JT

i fi,
hi = AT

i fi lze jednoduše odvodit nerovnosti

(1− ω)∥fi∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ (1 + ω)∥fi∥, (996)

(1− ω)∥fi∥2 ≤ −hTi si ≤ (1 + ω)∥fi∥2, (997)

|hTi si − gTi si| ≤ ϑ∥fi∥∥si∥. (998)
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Nerovnost (996) spolu s předpokladem A5b dává

∥si∥ ≤ 1 + ω

A
∥fi∥, (999)

Použijeme-li nerovnosti (997)–(999) a vztah (991), dostaneme

−gTi si ≥ −hTi si − ϑ∥fi∥∥si∥ ≥ (1− ω)∥fi∥2 − ϑ
1 + ω

A
∥fi∥2 = (1− λ)(1− ω)∥fi∥2 > 0, (1000)

takže podle lemmatu 4 existuje pro libovolné č́ıslo 0 < ε1 < 1 délka kroku αi > 0 určená Armijovým
výběrem (poznámka 25) taková, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αig
T
i si ≤ ε1αi(1− λ)hTi si ≤ −ε1αi(1− ω)(1− λ)∥fi∥2

(předpoklady lemmatu 4 jsou splněny, nebot’ podle věty 160 z předpoklad̊u J1, J4, J6 plyne, že funkce F
vyhovuje podmı́nce F3). Položme ρ = ε1(1− λ), takže 0 < ρ < 1− λ ≤ 1. Pak

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥2,

takže podmı́nky (S2a) a (S2b) jsou konzistentńı, pokud 0 < ρ < 1−λ. Podmı́nka (S2c) je také konzistentńı,
nebot’ z

2∥fi∥(∥fi+1∥ − ∥fi∥) ≤ (∥fi+1∥+ ∥fi∥)(∥fi+1∥ − ∥fi∥) = 2(Fi+1 − Fi)

a z (S2b) plyne, že

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ Fi+1 − Fi

∥fi∥
≤ −2ρ(1− ω)αi

Fi

∥fi∥
= −ρ(1− ω)αi∥fi∥.

Pokud ϑ = 0, plat́ı hi = gi, takže podmı́nka −gTi si > 0 plyne bezprostředně z (995) a neńı třeba použ́ıvat
nerovnost (??) (tedy ani předpoklad A5b). 2

Poznámka 358. Poznamenejme, že kromě konzistence podmı́nek (S2a)–(S2c) jsme dokázali implikace
(S2a) ⇒ (S2b) ⇒ (S2c) (pro stejnou hodnotu parametru ρ). Ukážeme, že plat́ı také opačné implikace

(S2c) ⇒ (S2b) ⇒ (S2a), kde každá následuj́ıćı podmı́nka je splněna s poněkud menš́ı (ale nenulovou)
hodnotou parametru ρ. Z nerovnosti

Fi+1 − Fi

Fi
=

(∥fi+1∥+ ∥fi∥)(∥fi+1∥ − ∥fi∥)
∥fi∥2

≤ ∥fi+1∥ − ∥fi∥
∥fi∥

plyne, že plat́ı-li (S2c) pro nějakou hodnotu parametru ρ, je splněna i podmı́nka (S2b) s polovičńı hodnotou
tohoto parametru. Použijeme-li nerovnost (997), dostaneme

−2ρ(1− ω)αiFi = −ρ(1− ω)αi∥fi∥2 ≤ ρ
1− ω

1 + ω
αih

T
i si,

takže plat́ı-li (S2b) pro nějakou hodnotu parametru ρ, je splněna i podmı́nka (S2a) s hodnotou tohoto
parametru vynásobenou č́ıslem (1− ω)/(1 + ω).

Lemma 100. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 99. Pak existuje konstanta 0 < α ≤ 1 taková, že
délky kroku určené metodou spádových směr̊u (definice 82) splňuj́ı podmı́nku 0 < α ≤ αi ≤ 1, i ∈ N .

Důkaz Podle poznámky 358 se můžeme omezit na metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı podmı́nku (S2b).
Při výběru délky kroku podle (S2b) plat́ı bud’ αi = α1

i = 1 nebo αi = αk
i = βαk−1

i , kde 0 < β ≤ β ≤ β < 1

a F (xi + αk−1
i si)− F (xi) ≥ −ρ(1− ω)αk−1

i ∥fi∥2. Pokud αi < 1, můžeme psát

F (xi +
αi

β
si)− F (xi) ≥ −ρ(1− ω)

αi

β
∥fi∥2.
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Z druhé strany, použijeme-li tvrzeńı 1 o středńı hodnotě (pokládáme di = µ(αi/β)si, kde 0 ≤ µ ≤ 1) a
předpoklady J1, J4, J6, můžeme psát

F (xi +
αi

β
si)− F (xi) =

αi

β
gT (xi + di)si

≤ αi

β

(
gTi si + ∥g(xi + di)− g(xi)∥∥si∥

)
≤ αi

β

(
gTi si +

αi

β
(J

2
+Gf)∥si∥2

)
,

nebot’ podle (684) plat́ı

∥g(xi + di)− g(xi)∥ ≤
(
J
2
+Gf

)
∥di∥ ≤ αi

β

(
J
2
+Gf

)
∥si∥.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

−ρ(1− ω)∥fi∥2 ≤ gTi si +
αi

β
(J

2
+Gf)∥si∥2

a použijeme-li (999) a (??), můžeme psát

αi

β

(
J
2
+Gf

) (1 + ω)2

A2 ∥fi∥2 ≥ −ρ(1− ω)∥fi∥2 − gTi si ≥ (1− ω)(1− ρ− λ)∥fi∥2

což spolu s β ≥ β dává

αi ≥
β(1− ω)(1− ρ− λ)A2

(J
2
+Gf)(1 + ω)2

.

Polož́ıme-li

α = min

(
1,
β(1− ω)(1− ρ− λ)A2

(J
2
+Gf)(1 + ω)2

)
, (1001)

plat́ı 0 < α ≤ αi ≤ 1 ∀i ∈ N . 2

Poznámka 359. Předpoklad A5b potřebujeme pouze k tomu, abychom mohli použ́ıt nerovnost (999).
Proto můžeme tento předpoklad nahradit předpokladem, že ∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , kde c > 0 je konstanta,
která nezáviśı na indexu i ∈ N .

Lemma 101. Uvažujme základńı metodu pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic (definice 80) takovou, že
∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , a délky kroku splňuj́ı některou z podmı́nek (S2) s 0 < α ≤ αi ≤ 1, i ∈ N . Pak xi → x⋆

a f(x⋆) = 0.

DůkazDůkaz provedeme pro (S2c), nebot’ tato podmı́nka vyplývá z podmı́nek (S2a) a (S2b) (poznámka 358).
Podle (S2c) plat́ı

∥fi+1∥ ≤ (1− ρ(1− ω)αi)∥fi∥ ≤ (1− ρ(1− ω)α)∥fi∥
∆
= q∥fi∥,

kde 0 < q < 1, nebot’ 0 < ρ < 1, 0 < 1− ω ≤ 1 a 0 < α ≤ 1. Porovnáńım s geometrickou řadou dostaneme

∞∑
i=1

∥fi∥ ≤ 1

1− q
∥f1∥ <∞,

což implikuje ∥fi∥ → 0. Použijeme-li nerovnosti ∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , můžeme psát

∞∑
i=1

∥si∥ ≤ c
∞∑
i=1

∥fi∥ <∞,
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takže posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmı́nku. Proto xi → x⋆, což dohromady s
fi → 0 dává f(x⋆) = 0. 2

Věta 242. (globálńı konvergence). Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J6. Necht’
matice Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı předpoklady A3b s (991) a A5b. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je
posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u (definice 82). Pak xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.

Důkaz Tvrzeńı věty je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 100 a lemmatu 101. Předpoklady lemmatu 101
jsou splňeny, nebot’ podle (999) pro i ∈ N plat́ı ∥si∥ ≤ c∥fi∥, kde c = (1 + ω)/A. 2

Poznámka 360. Z odhadu Fi+1 ≤ qFi, i ∈ N , kde 0 < q < 1, plyne, že xi → x⋆ alespoň R-lineárně.

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
podmı́nku (S2c) s 0 < ρ < 1.

Věta 243. (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná metodou spádových
směr̊u taková, že xi → x∗, kde f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota
vyhovuje podmı́nce (S2c). Necht’ plat́ı

lim
i→∞

∥Aisi + fi∥
∥fi∥

= 0 (1002)

a

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)si∥
∥si∥

= 0. (1003)

Pak existuje index k ∈ N takový, že αi = 1, pokud i ≥ k a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně
k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Důkaz povedeme poněkud obecněji, nebot’ źıskané výsledky použijeme v d̊ukazu vět 277 a 280. To
znamená, že v částech (a)–(b) budeme mı́sto (1002) předpokládat pouze platnost podmı́nky (S1), neboli

lim sup
i→∞

∥Aisi + fi∥
∥fi∥

≤ ω < 1.

Plat́ı-li (1002), můžeme ve všech vzorćıch položit ω = 0.

(a) Necht’ 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J . Ukážeme, že existuje index k2 ∈ N takový, že

1− ω

J
∥fi∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1 + ω

J
∥fi∥,

pokud i ≥ k2. Označme ωi = (Aisi + fi)/∥fi∥ a ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥. Pak plat́ı

Jisi = (Aisi + fi)− (Ai − Ji)si − fi = ωi∥fi∥ − ϑi∥si∥ − fi,

takže

∥si∥ ≥ 1− ∥ωi∥
∥Ji∥+ ∥ϑi∥

∥fi∥

a jelikož ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ → 0 (podle (S1) a (1003)) a ∥Ji∥ → ∥J∗∥ < J , existuje index k1 ∈ N takový ,
že ∥si∥ ≥ ∥fi∥(1− ω)/J , pokud i ≥ k1. Podobně plat́ı

si = J−1
i (ωi∥fi∥ − ϑi∥si∥ − fi),

takže

∥si∥ ≤ ∥J−1
i ∥(1 + ∥ωi∥)

1− ∥J−1
i ∥∥ϑi∥

∥fi∥

a jelikož ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ → 0 (podle (S1) a (1003)) a ∥J−1
i ∥ → ∥(J∗)−1∥ < 1/J , existuje index k2 ≥ k1

takový, že ∥si∥ ≤ ∥fi∥(1 + ω)/J , pokud i ≥ k2.
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(b) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nce (S2c) s 0 < ρ < 1,
pokud i ≥ k. Použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje, dostaneme

f(xi + si) = fi + Jisi + o(∥si∥) = (Aisi + fi)− (Ai − Ji)si + o(∥si∥)

neboli
∥f(xi + si)∥

∥fi∥
≤ ∥ωi∥+ ∥ϑi∥(1 + ω)/J + o(∥fi∥)/∥fi∥, (1004)

takže lim supi→∞(∥f(xi + si)∥− ∥fi∥)/∥fi∥ ≤ −(1−ω) (podle (S1) a (1003)), a jelikož 0 < ρ < 1, existuje

index k ≥ k2 takový, že podmı́nka (S2c) s αi = 1 je splněna, pokud i ≥ k.

(c) Předpokládejme nyńı že plat́ı (1002)–(1003). Pomoćı věty 6 o středńı hodnotě dostaneme

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ J

J

∥fi+1∥
∥fi∥

,

takže podle (1002)–(1003) a (1004) plat́ı

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= lim
i→∞

J

J
(∥ωi∥+ ∥ϑi∥(1 + ω)/J + o(∥fi∥)/∥fi∥) = 0

a x∗ → x Q-superlineárně. 2

Poznámka 361. Věta 243 z̊ustane v platnosti, i tehdy použ́ıváme-li k výběru délky kroku podmı́nku (S2b)
(nebo (S2a)). Abychom mohli použ́ıvat kroky jednotkové délky, což se předpokládá v d̊ukazu superlineárńı
konvergence, muśıme v tomto př́ıpadě sńıžit hodnotu parametru ρ podle poznámky 358. Např́ıklad z (S2b)
plyne 2ραi ≤ 1 − Fi+1/Fi < 1 (předpokládáme, že Fi > 0 ∀i ∈ N), takže αi = 1 lze volit pouze tehdy,
když 2ρ < 1.

Poznámka 362. Polož́ıme-li Ai = J(xi), i ∈ N , dostaneme Newtonovu metodu. V tomto př́ıpadě
předpoklady J4a–J5a implikuj́ı A4a–A5a a předpoklad A3a plat́ı s ϑ = 0, takže lze položit λ = 0 ve všech
vzorćıch uvedených v předchoźım textu. Z těchto úvah plyne, že Newtonova metoda realizovaná jako
metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı (jsou-li splněny předpoklady J1, J4, J5a a J6).

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak lze vlastnosti libovolné metody spádových směr̊u odvodit z vlastnost́ı
Newtonovy metody.

Věta 244. Necht’ matice J(xi), i ∈ N , splňuj́ı předpoklad J5a a matice Ai, i ∈ N , splňuj́ı předpoklad A3a
s (990). Necht’ si je směrový vektor vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1). Pak plat́ı

∥Jisi + fi∥ ≤ ω̃∥fi∥,

kde ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1. Jinými slovy, plat́ı-li (S1) a A3a s (990), m̊užeme vektor si považovat za
směrový vektor źıskaný Newtonovou metodou, kde př́ıslušná soustava lineárńıch rovnic je řešena s přesnost́ı
ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1.

Důkaz Použijeme-li (996) a A3a, dostaneme

(1 + ω)∥fi∥ ≥ ∥Aisi∥ ≥ ∥Jisi∥ − ∥(Ai − Ji)si∥ ≥ (J − ϑ)∥si∥,

neboli

∥si∥ ≤ 1 + ω

J − ϑ
∥fi∥.

Můžeme tedy psát
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∥Jisi + fi∥ ≤ ∥Aisi + fi∥+ ∥(Ji −Ai)si∥ ≤ ω∥fi∥+ ϑ∥si∥ ≤ Jω + ϑ

J − ϑ
∥fi∥

∆
= ω̃∥fi∥.

Přitom ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1, pokud ϑ < (1− ω)J/2. 2

Teoretické výsledky shrnuté v lemmatu 99 a větě 242 vyžaduj́ı splněńı předpokladu A3b (s vhodnou
hodnotou ϑ > 0, která může vycházet velmi malá). Tento předpoklad má teoretický význam, ale v praxi
ho neńı možno ověřit (použ́ıváme-li matici A, neznáme obvykle matici J , nebot’ v opačném př́ıpadě by
bylo vhodné použ́ıt Newtonovu metodu, která je superlineárné konvergentńı). Proto je třeba globálńı
konvergenci zajistit jiným zp̊usobem (jde o to aby byla splněna některá z podmı́nek (S2)). V př́ıpadě,
že neplat́ı (S2)) pro αi větš́ı než zadaná dolńı mez, přeruš́ı se iteračńı proces, což znamená, že se spočte
matice J a použije se krok Newtonovy metody. Tyto úvahy jsou shrnuty ve formě algoritmu.

Algoritmus 27. Data 0 ≤ ω < 1, 0 < ρ < 1, 0 < β ≤ β < 1, ε > 0, c > 0, 0 < k ≤ k.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme f1 = f(x1) a polož́ıme i := 1 a l := 1.

Krok 2 Pokud ∥fi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Pokud l = 1, vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi) a polož́ıme Ai = Ji (restart). Zvoĺıme
přesnost 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a vypočteme směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1).

Krok 4 Pokud l > 1 a ∥si∥ > c ∥fi∥, polož́ıme l := 1 a přejdeme na krok 3.

Krok 5a Polož́ıme α1
i := 1 a k := 1.

Krok 5b Polož́ıme xi+1 := xi + αk
i si a vypočteme fi+1 = f(xi+1). Je-li splněna některá (vybraná)

podmı́nka z (S2) přejdeme na krok 6.

Krok 5c Pokud l = 1 a k > k, ukonč́ıme výpočet (předčasné ukončeńı zp̊usobené selháńım Newtonovy
metody). Pokud l > 1 a k > k, polož́ıme l := 1 a přejdeme na krok 3. V ostatńıch př́ıpadech
urč́ıme délku kroku αk+1

i tak aby platilo βαk
i ≤ αk+1

i ≤ βαk
i , polož́ıme k := k+1 a přejdene na

krok 5b.

Krok 6 Urč́ıme novou matici Ai+1 (např́ıklad pomoćı vhodné kvazinewtonovské aktualizace popsané v
odd́ılu 11.5), polož́ıme i := i+ 1, l := l + 1 a přejdeme na krok 2.

Věta 245. Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J5a a J6. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N ,
je posloupnost generovaná algoritmem 27, kde ε = 0 a č́ıslo k je dostatečně velké. Pak bud’ existuje index
i ∈ N takový, že f(xi) = 0, nebo plat́ı xi → x∗, kde f(x∗) = 0.

Důkaz Necht’ č́ıslo k je zvoleno tak, že k > logα/ log β, kde α > 0 je č́ıslo určerné vztahem (1001), ve
kterém A = J a λ = 0. Pak nutně libovolná vybraná podmı́nka z (S2) je splňena pro k ≤ k, takže
algoritmus 27 nemůže skončit v kroku 5c. Může skončit v kroku 2, pokud f(xi) = 0. V opačném př́ıpadě
podle lemmatu 100 a lemmatu 101 plat́ı xi → x∗, kde f(x∗) = 0. 2

11.3 Metody s lokálně omezeným krokem

Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Li(s) = ∥Ais+ fi∥ − ∥fi∥

pro lineárńı funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl ∥f(xi + s)∥ − ∥f(xi)∥ a označeńı

ωi(s) = (Ais+ fi)/∥fi∥

pro přesnost určeńı směrového vektoru (předpokládáme, že ∥fi∥ ̸= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě je bod xi
řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0). Dále budeme použ́ıvat označeńı
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ρi(s) = (∥f(xi + s)∥ − ∥fi(xi)∥)/Li(s)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu normy zobrazeńı f : DF → Rn.

Definice 83. Řekněme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi+αisi, i ∈ N ,
je metodou s lokálně omezeným krokem, jestlǐze:

(1) Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ ∆i, (T1a)

∥si∥ < ∆i ⇒ ∥Aisi + fi∥ ≤ ωi∥fi∥, (T1b)

−Li(si) ≥ σ∥Aisi∥, (T1c)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a 0 < σ < 1.

(2) Délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1. (T2b)

(3) Meze 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ β∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (T3a)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ ∆, (T3b)

kde 0 < β < β < 1 a 0 < ρ < 1/2.

Poznámka 363. Při vyšetřováńı metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ∥si∥ < ∆i},

N2 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ}.
Jelikož ρ > 0, plat́ı xi+1 = xi + si, pokud i ∈ N2.

Lemma 102. Necht’ zobrazeńı f : DF → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J6. Necht’ matice Ai,
i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı předpoklady A3b–A5b s (991). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost
generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)–(T3) (s 0 < 2ρ < 1 − λ). Pak existuje konstanta
c > 0 taková, že

∥si∥ ≥ c∥fi∥ ∀i ∈ N.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Potom z (T1b) plyne∣∣∥Aisi∥ − ∥fi∥
∣∣ ≤ ∥Aisi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,

takže (1− ω)∥fi∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ ∥Ai∥∥si∥. Plat́ı tedy

∥si∥ ≥ 1− ω

A
∥fi∥.

(b) Necht’ i ̸∈ N1 a i ̸∈ N2. Z (T1c) plyne, že Li(si) ≤ 0, takže

Li(si)∥fi∥ = (∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥) ∥fi∥ ≥
(
∥Aisi + fi∥2 − ∥fi∥2

)
= 2

(
fTi Aisi +

1

2
sTi A

T
i Aisi

)
∆
= 2Qi(si). (1005)
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Jestliže ∥f(xi + si)∥ ≤ ∥f(xi)∥, pak nerovnost ρi(si) < ρ spolu s (1005) dává

F (xi + si)− F (xi) =
1

2

(
∥f(xi + si)∥2 − ∥f(xi)∥2

)
≥ (∥f(xi + si)∥ − ∥f(xi)∥) ∥f(xi)∥

≥ ρLi(si)∥fi∥ ≥ 2ρQi(si).

Jestliže ∥f(xi + si)∥ ≥ ∥f(xi)∥, plat́ı tato nerovnost triviálně. Můžeme tedy psát

F (xi + si)− F (xi) ≥ 2ρQi(si).

Z druhé strany, použijeme-li tvrzeńı 1 o středńı hodnotě (pokládáme di = µsi, kde 0 ≤ µ ≤ 1), předpoklady
J1, J4, J6 a (??), můžeme psát

F (xi + si)− F (xi) = gT (xi + di)si ≤ gTi si + ∥g(xi + di)− g(xi)∥∥si∥

≤ gTi si + (J
2
+Gf)∥si∥2 ≤ (1− λ)hTi si + (J

2
+Gf)∥si∥2

≤ (1− λ)Qi(si) + (J
2
+Gf)∥si∥2,

nebot’ hTi si = fTi Aisi ≤ Qi(si) a podle (684) plat́ı

∥g(xi + di)− g(xi)∥ ≤ (J
2
+Gf)∥di∥ ≤ (J

2
+Gf)∥si∥.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

2ρQi(si) ≤ (1− λ)Qi(si) + (J
2
+Gf)∥si∥2,

neboli
−(1− λ− 2ρ)Qi(si) ≤ (J

2
+Gf)∥si∥2.

Podmı́nky (T1c) a A5b spolu s nerovnost́ı (1005) dávaj́ı

−Qi(si) ≥ −1

2
Li(si)∥fi∥ ≥ σ

2
∥Aisi∥∥fi∥ ≥ σ

2
A∥si∥∥fi∥.

Dosad́ıme-li tento vztah do předchoźı nerovnosti, dostaneme

σ A

2
(1− λ− 2ρ)∥si∥∥fi∥ ≤ −(1− λ− 2ρ)Qi(si) ≤ (J

2
+Gf)∥si∥2,

neboli

∥si∥ ≥
σ A(1− λ− 2ρ)

2(J
2
+Gf)

∥fi∥,

(c) Necht’ i = 1. Jestliže ∥f1∥ = 0, pak jistě ∥s1∥ ≥ c∥f1∥ pro libovolnou konstantu c > 0. Jestliže
∥f1∥ ≠ 0, dostaneme

∥s1∥ ≥ ∥s1∥
∥f1∥

∥f1∥.

(d) Necht’ i ̸∈ N1, i ∈ N2 a i ̸= 1. Necht’ k < i je maximálńı index, pro který současně neplat́ı k ̸∈ N1,
k ∈ N2 a k ̸= 1. Použijeme-li (T3a)–(T3b) a (T1a), můžeme psát

∥si∥ = ∆i ≥ ∆k+1 ≥ min(∆k, β∥sk∥) ≥ min
(
∥sk∥, β∥sk∥

)
= β∥sk∥,

takže podle (T2a)–(T2b) a (a)–(c) plat́ı

∥si∥ ≥ β∥sk∥ ≥ c∥fk∥ ≥ c∥fi∥,

kde

c = βmin

(
1− ω

A
,
σ A(1− λ− 2ρ)

2(J
2
+Gf)

,
∥s1∥
∥f1∥

)
.

2
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Věta 246. (globálńı konvergence). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 102. Pak xi → x⋆, přičemž
f(x⋆) = 0.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že fi → 0. Předpokládejme, že toto tvrzeńı neplat́ı. Protože posloupnost
∥fi∥, i ∈ N , je podle (T2a)–(T2b) nerostoućı, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥fi∥ ≥ ε, ∀i ∈ N a podle
lemmatu 102 plat́ı

∥si∥ ≥ c ε, ∀i ∈ N.

Předpokládejme nejprve, že množina N2 je nekonečná. Protože xi+1 = xi + si, pokud i ∈ N2, můžeme
psát

∥fi∥ − ∥fi+1∥ = ∥f(xi)∥ − ∥f(xi + si)∥ ≥ −ρLi(si)

≥ ρ σ∥Aisi∥ ≥ ρ σ A c ε, ∀i ∈ N2.

Odtud plyne

∥f1∥ ≥ lim
i→∞

(∥f1∥ − ∥fi+1∥) =
∞∑
i=1

(∥fi∥ − ∥fi+1∥)

≥
∑
i∈N2

(∥fi∥ − ∥fi+1∥) ≥
∑
i∈N2

ρ σ A c ε = ∞,

což dává spor. Předpokládejme nyńı, že množina N2 je konečná. Potom (T3a) implikuje ∆i → 0, což
dohromady s (T1a) dává ∥si∥ → 0. Ale to je ve sporu s nerovnost́ı ∥si∥ ≥ c ε ∀i ∈ N .

(b) Použit́ım (T1c) dostaneme Li(si) = ∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥ ≤ 0, takže

∥fi∥ ≥ ∥Aisi + fi∥ ≥ ∥Aisi∥ − ∥fi∥.

Tato nerovnost implikuje ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥, takže

A∥si∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥. (1006)

Nyńı ukážeme, že
∑∞

i=1 ∥si∥ < ∞. Je-li množina N2 konečná, existuje index l ̸∈ N2 takový, že i ̸∈ N2

∀i ≥ l. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

∥si∥ ≤
l−1∑
i=1

∥si∥+ ∥sl∥
∞∑
i=l

β
i−l ≤ (l − 1)∆ + ∥sl∥/(1− β) <∞.

podle (T3a). Je-li množina N2 nekonečná, můžeme tak jako v (a) psát

∥f1∥ ≥
∞∑
i=1

(∥fi∥ − ∥fi+1∥) ≥
∑
i∈N2

(∥fi∥ − ∥fi+1∥)

≥ ρ σ
∑
i∈N2

∥Aisi∥ ≥ ρ σ A
∑
i∈N2

∥si∥.

Označme N2 = {l1, l2, l3, . . . }. Použijeme-li (1006) a lemma 102, dostaneme

∥slj+1∥ ≤ 2

A
∥flj+1∥ ≤ 2

A
∥flj∥ ≤ 2

cA
∥slj∥
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a (T3a) implikuje ∥slj+k∥ ≤ β∥slj+k−1∥ pro 2 ≤ k ≤ lj+1 − lj − 1. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

∥si∥ =

l1−1∑
i=1

∥si∥+
∞∑
j=1

∥slj∥+ lj+1−lj−1∑
k=1

∥slj+k∥


≤ (l1 − 1)∆ +

∞∑
j=1

∥slj∥

1 + 2

cA

lj+1−lj−1∑
k=1

β
k−1


≤ (l1 − 1)∆ +

[
1 +

2

cA

1

1− β

] ∑
i∈N2

∥si∥

≤ (l1 − 1)∆ +

[
1 +

2

cA

1

1− β

]
∥f1∥
ρ σ A

<∞.

Z nerovnosti
∑∞

i=1 ∥xi+1 − xi∥ ≤
∑∞

i=1 ∥si∥ < ∞ plyne, že posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-
Cauchyovu podmı́nku, takže xi → x⋆, což spolu s fi → 0 dává f(x⋆) = 0. 2

Věta 247. (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s
lokálně omezeným krokem (T1)–(T3) taková, že xi → x∗, kde f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı.
Necht’

lim
i→∞

ωi = 0 (1007)

a

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)si∥
∥si∥

= 0. (1008)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J . Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

−Li(si) ≥ σ J∥si∥

a

∥fi∥ ≥ 1

2
J∥si∥,

pokud i ≥ k1. Označme ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥. Pak plat́ı

∥Aisi∥ = ∥Jisi + ϑi∥si∥∥ ≥ ∥Jisi∥ − ∥ϑi∥∥si∥

a jelikož ∥ϑi∥ → 0, Ji → J(x∗) a J < ∥J−1(x∗)∥−1, existuje index k1 ∈ N takový, že ∥Aisi∥ ≥ J∥si∥,
pokud i ≥ k1. Použijeme-li (T1c), můžeme psát

−Li(si) ≥ σ∥Aisi∥ ≥ σ J∥si∥.

Z definice Li(si) a z (T1c) plyne

0 ≥ Li(si) = ∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥,

neboli

|∥Aisi∥ − ∥fi∥| ≤ ∥Aisi + fi∥ ≤ ∥fi∥,

takže ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥, což spolu s nerovnost́ı ∥Aisi∥ ≥ J∥si∥ dává ∥fi∥ ≥ (J/2)∥si∥, pokud i ≥ k1.
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(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že i ∈ N2, pokud i ≥ k2. Použijeme-li dva členy Taylorova
rozvoje, dostaneme

f(xi + si) = f(xi) + Jisi + o(∥si∥) = f(xi) +Aisi − (Ai − Ji) si + o(∥si∥)

takže

ρi(si) =
∥f(xi)∥ − ∥f(xi + si)∥

−Li(si)
≥ −Li(si)− ∥ϑi∥∥si∥+ o(∥si∥)

−Li(si)
≥

≥ 1− ∥ϑi∥∥si∥+ o(∥si∥)
σJ∥si∥

→ 1,

nebot’ ∥ϑi∥ → 0. Jelikož ρ < 1, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ρi(si) ≥ ρ, pokud i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že i ∈ N1, pokud i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ∥si∥ ≥ ∆i ≥ ∆k2 ∀i ≥ k2, nebot’ z (b)
plyne i ∈ N2 ∀i ≥ k2. To je však spor, nebot’ podle (a) plat́ı ∥si∥ ≤ 2∥fi∥/J , takže ∥fi∥ → 0 implikuje
∥si∥ → 0. Omezme se nyńı pouze na indexy i ≥ k2, i ∈ N1 a označme ωi = (Aisi+fi)/∥si∥. Podle (1007),
(1008) a (T1b) plat́ı ∥ωi∥ → 0 a ∥ϑi∥ → 0, takže stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 243 (s ω = 0) se
dá ukázat, že existuje index k3 ≥ k2, k3 ∈ N1 takový, že

∥fi∥/J ≤ ∥si∥ ≤ ∥fi∥/J

∀i ≥ k3, i ∈ N1. Použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje, můžeme psát

fi+1 = f(xi + si) = fi + Jisi + o(∥si∥),

nebot’ i ∈ N2. Označme

λi =
fi+1 − fi −Aisi

∥fi∥
=
fi+1 − fi − Jisi

∥fi∥
− (Ai − Ji)si

∥fi∥
,

takže

∥λi∥ = ∥ϑi∥
∥si∥
∥fi∥

+ o(1) ≤ 1

J
∥ϑi∥+ o(1).

Pak z ∥ϑi∥ → 0 plyne ∥λi∥ → 0 a jelikož zároveň ∥ωi∥ → 0, existuje index k ≥ k3, k ∈ N1 takový, že
∥λi∥ < (J/J)/2 a ∥ωi∥ < (J/J)/2 ∀i ≥ k, i ∈ N1. Můžeme tedy psát

∥si+1∥ ≤ 1

J
∥fi+1∥ ≤ 1

J
(∥fi+1 − fi −Aisi∥+ ∥Aisi + fi∥) ≤

≤ J

J
(∥λi∥+ ∥ωi∥) ∥si∥ <

(
1

2
+

1

2

)
∥si∥ = ∥si∥.

Jelikož i ∈ N2 podle (b), plat́ı ∆i+1 ≥ ∆i, což dává ∥si+1∥ < ∥si∥ ≤ ∆i ≤ ∆i+1, takže i+1 ∈ N1. Indukćı
dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.

(d) Superlineárńı konvergence. Plat́ı

∥fi+1∥
∥fi∥

≤ ∥fi+1 − fi −Aisi∥+ ∥Aisi + fi∥
∥fi∥

≤ ∥λi∥+ ∥ωi∥,

což spolu s ∥λi∥ → 0 a ∥ωi∥ → 0 dává
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lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ J

J

∥fi+1∥
∥fi∥

= 0.

2

Teoretické výsledky shrnuté v lemmatu 102 a větě 246 vyžaduj́ı splněńı předpokladu A3b (s vhodnou
hodnotou ϑ > 0, která může vycházet velmi malá). Tento předpoklad má teoretický význam, ale v praxi
ho neńı možno ověřit (použ́ıváme-li matici A, neznáme obvykle matici J , nebot’ v opačném př́ıpadě by
bylo vhodné použ́ıt Newtonovu metodu, která je superlineárné konvergentńı). Proto je třeba globálńı
konvergenci zajistit jiným zp̊usobem. Lze to provést přerušováńım iteračńıho procesu. Překroč́ı-li počet
nulových krok̊u (T2a) předpsanou mez, nahrad́ıme matici Ai Jacobiovou matićı Ji a pokračujeme ve
výpočtu. Tyto úvahy jsou shrnuty ve formě algoritmu.

Algoritmus 28. Data 0 ≤ ω < 1, 0 < ρ < 1, 0 < β ≤ β < 1, ε > 0, ∆ > 0, 0 < k ≤ k.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a počátečńı délku kroku 0 < ∆1 ≤ ∆, vypočteme f1 = f(x1)
a polož́ıme i := 1, k := 1 a l := 1.

Krok 2 Pokud ∥fi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Pokud l = 1, vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi) a polož́ıme Ai = Ji (restart). Zvoĺıme
přesnost 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a vypočteme směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nkám (T1), kde
Li(si) = ∥Ais+ fi∥ − ∥fi∥.

Krok 4 Polož́ıme xi+1 = xi + si, vypočteme fi+1 = f(xi+1) a polož́ıme ρi := (∥fi+1∥ − ∥fi∥)/Li(si).
Pokud ρi > 0, přejdeme na krok 6.

Krok 5 Pokud l = 1 a k > k, ukonč́ıme výpočet (selháńı Newtonovy metody). Pokud l > 1 a k > k,
polož́ıme k := 1, l := 1 a přejdeme na krok 3. V ostatńıch př́ıpadech urč́ıme novou délku kroku
∆i+1 podle (T3a), polož́ıme k := k + 1 a přejdeme na krok 3.

Krok 6 Urč́ıme novou délku kroku ∆i+1 splňuj́ıćı podmı́nky (T3). Urč́ıme novou matici Ai+1 (např́ıklad
pomoćı vhodné kvazinewtonovské aktualizace popsané v odd́ılu 11.5), polož́ıme k := 1, i := i+1,
l := l + 1 a přejdeme na krok 2.

11.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda použ́ıvá matice Ai = J(xi), i ∈ N , takže ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥ = 0, i ∈ N , a z
předpoklad̊u J4a–J5a plyne platnost předpoklad̊u A4a–A5a.

Věta 248. Necht’ jsou splněny předpoklady J1, J4, J5a a J6. Pak Newtonova metoda realizovaná bud’ jako
metoda spádových směr̊u nebo jako metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Plat́ı-li
xi → x∗ a ∥ωi∥ → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 242 a věty 246. Superlineárńı konvergence plyne
bezprostředně z věty 243 a věty 247, nebot’ ϑi = 0, i ∈ N . 2

Poznámka 364. Newtonova metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic může být realizována jako
globálně konvergentńı metoda spádových směr̊u, což neńı možné v př́ıpadě Newtonovy metody pro mini-
malizaci bez omezuj́ıćıch podmı́nek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zadány analyticky, můžeme použ́ıvat diferenčńı verze Newtonovy metody.
V tom př́ıpadě je však třeba odhadnout nepřesnosti, které vznikaj́ı při diferenčńı aproximaci Jacobiových
matic.

Lemma 103. Necht’ je splněn předpoklad J6 a necht’

Aej =
f(x+ δej)− f(x)

δ
(1009)
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pro 1 ≤ j ≤ n, kde ej, 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu n. Pak plat́ı

∥A− J(x)∥ ≤ 1

2
G
√
nδ.

Důkaz Použijeme-li větu o středńı hodnotě, dostaneme

f(x+ δej) = f(x) + J(x)δej +

∫ 1

0

(J(x+ τδej)− J(x))δejdτ,

takže

∥(A− J(x))ej∥ =

∥∥∥∥f(x+ δej)− f(x)

δ
− J(x)ej

∥∥∥∥ ≤ 1

δ

∥∥∥∥∫ 1

0

(J(x+ τδej)− J(x))δejdτ

∥∥∥∥
≤ 1

2δ
Gδ2∥ej∥2 =

1

2
Gδ.

Necht’ s ∈ Rn je libovolný vektor s jednotkovou normou. Pak plat́ı

∥(A− J(x))s∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(A− J(x))eje
T
j s

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

|eTj s|∥(A− J(x))ej∥ ≤ 1

2
Gδ

n∑
j=1

|eTj s|

≤ 1

2
G
√
nδ∥s∥ =

1

2
G
√
nδ

a jelikož

∥A− J(x)∥ = max
∥s∥=1

∥(A− J(x))s∥,

dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 249. Necht’ jsou splněny předpoklady J5a a J6. Je-li matice A určena podle vzorce (1009), kde

δ <
(1− ω)J

G
√
n

a 0 ≤ ω < 1, plat́ı ∥A− J(x)∥ ≤ ϑ, kde ϑ < (1/2)(1− ω)J . Nav́ıc ∥As+ f∥ ≤ ω implikuje ∥Js+ f∥ ≤ ω̃,
kde ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1.

Důkaz Podle lemmatu 103 lze položit ϑ = G
√
nδ/2, takže nerovnost ϑ < (1/2)(1−ω)J je splněna, plat́ı-li

δ ≤ (1− ω)J/(G
√
n). Zbytek tvrzeńı plyne z věty 244 2

Poznámka 365. Věta 249 ukazuje, že lze zvolit diferenci δ > 0 tak, aby matice určená podle vztahu (1009)
splňovala podmı́nku pro globálńı konvergenci metody spádových směr̊u i metody s lokálně omezeným
krokem. Je vidět, že diferenci δ je třeba zvolit t́ım menš́ı, č́ım menš́ı je č́ıslo J použité v předpokladu J5a
a č́ım větš́ı je č́ıslo G použité v předpokladu J6.

11.5 Kvazinewtonovské metody

Definice 84. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic (definice 80) je kvazi-
newtonovskou metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0, (1010)
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kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai + uiv
T
i , (1011)

kde ui ∈ Rn, vi ∈ Rn, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Ai+1di = yi, (1012)

kde yi = fi+1 − fi, di = xi+1 − xi.

Poznámka 366. V tomto odd́ılu se budeme zabývat pouze přesnými kvazinewtonovskými metodami
(podmı́nka (1010)), takže (Aisi + fi)/∥fi∥ = 0, i ∈ N . Neplat́ı však (Ai − Ji)si/∥si∥ = 0, i ∈ N (matice
Ai se mohou od matic Ji dosti lǐsit).

Věta 250. Necht’ A+ = A+uvT a Ad ̸= y. Pak A+d = y právě tehdy, když vT d ̸= 0 a u = (y−Ad)/vT d,
takže

A+ = A+
(y −Ad)vT

vT d
. (1013)

Jestlǐze Ad = y, plat́ı u = 0, takže A+ = A.

Důkaz Z podmı́nky A+d = y dostaneme A+d = Ad+ uvT d = y. Jestliže Ad = y, stač́ı položit u = v = 0,
takže A+ = A. Jestliže Ad ̸= y, muśı platit vT d ̸= 0 a u = (y −Ad)/vT d. 2

Poznámka 367. Polož́ıme-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

A+ = A+
(y −Ad)dT

dT d
. (1014)

Polož́ıme-li v = AT y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

A+ = A+
(y −Ad)yTA

yTAd
. (1015)

Necht’

eTk d = max
1≤i≤n

eTi d.

Polož́ıme-li v = ek, dostaneme př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u

A+ = A+
(y −Ad)eTk

eTk d
, (1016)

která aktualizuje vždy pouze jeden sloupec matice A.

Věta 251. Necht’ A je regulárńı matice a necht’ plat́ı (1013). Pak matice A+ je regulárńı právě tehdy,
když vTA−1y ̸= 0.

Důkaz Necht’ A+ = A+ uvT . Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce (poznámka 108) plat́ı

A−1
+ = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
, (1017)

takže A+ je regulárńı právě tehdy, když 1+vTA−1u ̸= 0. Dosad́ıme-li do této nerovnosti u = (y−Ad)/vT d,
dostaneme

1 + vTA−1u = 1 +
vTA−1y − vT d

vT d
=
vTA−1y

vT d
,

takže A+ je regulárńı právě tehdy, když vTA−1y ̸= 0. 2
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Poznámka 368. Věta 251 opodstatňuje použit́ı Broydenovy špatné metody. Jestliže y ̸= 0 a matice A je
regulárńı, pak volba v = AT y dává vTA−1y = yTAA−1y = yT y = ∥y∥2 ̸= 0.

Zat́ım jsme uvedli tři možnosti, jak volit vektor v. K výběru vektoru v lze (podobně jako u metod s pro-
měnnou metrikou v odd́ılu 4.4) použ́ıt minimalizačńı principy. Minimalizuje se obvykle č́ıslo podmı́něnosti
κ(M) = ∥M∥∥M−1∥ nebo funkce ∥I −M∥∥I −M−1∥, kde

M = A−1A+ = I − (d−A−1y)vT

vT d
= I − (d− w)vT

vT d
(1018)

M−1 = A−1
+ A = I +

(d−A−1y)vT

vTA−1y
= I +

(d− w)vT

vTw
(1019)

a w = A−1y. Vztah (1019) plyne ze Shermanova-Morrisonova vzorce (poznámka 108). Jeho správnost lze
též ověřit vynásobeńım matic M a M−1.

Lemma 104. Necht’ κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti maticeM = I−uvT , δ = 1−vTu je jej́ı determinant
a

σ = δ +
∥u∥2∥v∥2

2
, τ =

√
1 + 4

1− vTu

∥u∥2∥v∥2
. (1020)

Pak plat́ı

κ =
σ +

√
σ2 − δ2

|δ|
(1021)

a
κ− 1

κ+ 1
= τ, δ ≤ 0,

κ− 1

κ+ 1
=

1

τ
, δ > 0.

Důkaz Plat́ı MTM = I − uvT − vuT + ∥u∥2vvT , takže

det(MTM) = δ2 = (1− vTu)2, Tr(MTM) = n− 2vTu+ ∥u∥2∥v∥2.

Matice MTM má n− 2 jednotkových vlastńıch č́ısel a pro jej́ı zbylá dvě vlastńı č́ısla 0 ≤ λ1 ≤ λ2 plat́ı

λ1 + λ2 = Tr(MTM)− (n− 2) = 2− 2vTu+ ∥u∥2∥v∥2 = 2σ, λ1λ2 = δ2.

Z |δ| =
√
λ1λ2 ≤ (λ1 + λ2)/2 = σ plyne nerovnost σ2 − δ2 ≥ 0, takže lze psát

λ1 = σ −
√
σ2 − δ2, λ2 = σ +

√
σ2 − δ2 (1022)

(nebot’ č́ısla λ1, λ2 jsou řešeńım kvadratické rovnice λ2 − 2σλ + δ2 = 0). Ukážeme, že 0 ≤ λ1 ≤ 1 ≤ λ2.
Podle (1022) jsou tyto nerovnosti splněny pokud |σ− 1| ≤

√
σ2 − δ2, neboli po umocněńı δ2 − 2σ+1 ≤ 0.

To však plat́ı, nebot’ použijeme-li vztahy δ = 1− vTu, 2σ = 2− 2vTu+ ∥u∥2∥v∥2 a Schwarzovu nerovnost
∥u∥2∥v∥2 − (vTu)2 ≥ 0, dostaneme

δ2 − 2σ + 1 = 1− 2vTu+ (vTu)2 − 2 + 2vTu− ∥u∥2∥v∥2 + 1 = (vTu)2 − ∥u∥2∥v∥2 ≤ 0.

Jelikož 0 ≤ λ1 < 1 < λ2, můžeme psát

κ2 =
λ2
λ1

=
σ +

√
σ2 − δ2

σ −
√
σ2 − δ2

=
(σ +

√
σ2 − δ2)2

δ2
⇒ κ =

σ +
√
σ2 − δ2

|δ|
.

Zřejmě

κ− 1

κ+ 1
=
σ − |δ|+

√
σ2 − δ2

σ + |δ|+
√
σ2 − δ2

=

√
σ − |δ|(

√
σ − |δ|+

√
σ + |δ|)√

σ + |δ|(
√
σ + |δ|+

√
σ − |δ|)

=

√
σ − |δ|
σ + |δ|

.
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Pokud δ ≤ 0, plat́ı σ + |δ| = ∥u∥2∥v∥2/2, σ − |δ| = σ + δ, takže

κ− 1

κ+ 1
=

√
∥u∥2∥v∥2 + 4δ

∥u∥2∥v∥2
=

√
1 + 4

1− vTu

∥u∥2∥v∥2
= τ.

Pokud δ > 0, plat́ı σ − |δ| = ∥u∥2∥v∥2/2, σ + |δ| = σ + δ, takže

κ− 1

κ+ 1
=

√
∥u∥2∥v∥2

∥u∥2∥v∥2 + 4δ
=

1

τ
.

2

Lemma 105. Necht’

M1 = I − (d− w)vT1
vT1 d

, M2 = I − (d− w)(v1 + v2)
T

(v1 + v2)T d
,

kde v1 ∈ L(d,w), v2 ∈ L(d,w)⊥. Pak plat́ı κ(M1) ≤ κ(M2).

Důkaz Označme u1 = (d−w)/vT1 d a u2 = (d−w)/(v1 + v2)
T d. Jelikož v1 ∈ L(d,w), v2 ∈ L(d,w)⊥, plat́ı

∥v1 + v2∥2 = ∥v1∥2 + ∥v2∥2 ≥ ∥v1∥2, (v1 + v2)
T d = vT1 d, (v1 + v2)

T (d− w) = vT1 (d− w), (1023)

takže u1 = u2 a δ1 = 1− vT1 u1 = 1− (v1 + v2)
Tu2 = δ2. Pokud δ1 = δ2 ≤ 0, můžeme podle lemmatu 104

psát

κ(M2)− 1

κ(M2) + 1
=

√
1 + 4

δ2
∥u2∥2∥v1 + v2∥2

=

√
1− 4

|δ2|
∥u2∥2∥v1 + v2∥2

≥

√
1− 4

|δ1|
∥u1∥2∥v1∥2

=

√
1 + 4

δ1
∥u1∥2∥v1∥2

=
κ(M1)− 1

κ(M1) + 1
.

Podobným zp̊usobem, tentokrát s použit́ım výrazu 1/τ , se dokáže, že tato nerovnost plat́ı i pro δ1 = δ2 > 0.
Jelikož funkce (t− 1)/(t+ 1) je pro t ≥ 0 rostoućı, dostaneme κ(M2) ≥ κ(M1). 2

Podle lemmatu 105 je účelné volit v ∈ L(d,w), což lze realizovat tak, že v = ϑd − w = ϑd − A−1y
(Broydenovu dobrou metodu dostaneme pro ϑ = ∞). Pak lze psát

A+ = A+
(y −Ad)(ϑd−A−1y)T

(ϑd−A−1y)T d
. (1024)

Věta 252. Necht’ A+ je matice určená podle vzorce (1024), takže plat́ı (1018), kde v = ϑd−w a w = A−1y.
Předpokládejme, že vektory d a w jsou lineárně nezávislé a označme a = dT d, b = dTw, c = wTw, takže
a > 0, b > 0 a ac > b2. Pak κ(M) je minimálńı právě tehdy, když

(a) ϑ =
√
c/a, pokud a ≥ b a c ≥ b,

(b) ϑ = −
√
c/a, pokud a > b > c nebo c > b > a.

Důkaz Označme u = (d− w)/vT d, v = ϑd− w. Pak plat́ı

vTu =
(d− w)T (ϑd− w)

(ϑd− w)T d
=
ϑ(a− b) + (c− b)

ϑa− b
,

∥u∥2 =
(d− w)T (d− w)

((ϑd− w)T d)
2 =

a− 2b+ c

(ϑa− b)2
,

∥v∥2 = (ϑd− w)T (ϑd− w) = ϑ2a− 2ϑb+ c,
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takže a− 2b+ c > 0, ϑ2a− 2ϑb+ c > 0 a

δ = 1− vTu =
ϑb− c

ϑa− b
, (1025)

φ =
1

4
(τ2 − 1) =

1− vTu

∥u∥2∥v∥2
=

(ϑa− b)(ϑb− c)

(a− 2b+ c)(ϑ2a− 2ϑb+ c)
. (1026)

Zřejmě τ má lokálńı extrém právě tehdy, když φ má lokálńı extrém. Derivujeme-li funkci φ(ϑ) podle ϑ,
dostaneme po př́ımých ale formálně komplikovaných úpravách (kdy se téměř vše vyruš́ı) vyjádřeńı

φ′(ϑ) =
(ϑ2a− c)(ac− b2)

(a− 2b+ c)(ϑ2a− 2ϑb+ c)2
,

takže φ′(ϑ) = 0 právě tehdy, když ϑ2a = c, neboli když ϑ = ±
√
c/a. Rozš́ı̌reńım zlomku (1025) č́ıslem

ϑa+ b a použit́ım vztahu ϑ2a = c, dostaneme

δ(ϑ) =
ϑb− c

ϑa− b
=

(ϑb− c)(ϑa+ b)

ϑ2a2 − b2
=
ϑ(b2 − ac)

ac− b2
= −ϑ

a podobné úpravy výrazu (1026) vedou k vyjádřeńı

φ(ϑ) =
(ϑa− b)(ϑb− c)

(a− 2b+ c)(ϑ2a− 2ϑb+ c)
=

2bc− ϑ(ac+ b2)

2(a− 2b+ c)(c− ϑb)

c+ ϑb

c+ ϑb

=
bc(ac− b2)− ϑac(ac− b2)

2c(a− 2b+ c)(ac− b2)
=

b− ϑa

2(a− 2b+ c)
, (1027)

což dává

τ2(ϑ) = 1 + 4φ(ϑ) =
2(a− 2b+ c) + 4(b− ϑa)

2(a− 2b+ c)
=
a+ c− 2ϑa

a− 2b+ c
(1028)

(tyto vztahy plat́ı pouze pro ϑ = ±
√
c/a). Pokud ϑ =

√
c/a, plat́ı δ ≤ 0, takže (κ − 1)/(κ + 1) = τ .

Pokud ϑ = −
√
c/a, plat́ı δ > 0, takže (κ − 1)/(κ + 1) = 1/τ . Hodnotu ϑ =

√
c/a tedy voĺıme, pokud

τ(
√
c/a) ≤ 1/τ(−

√
c/a), neboli

τ2(
√
c/a) =

1 + c− 2
√
ac

a− 2b+ c
≤ a− 2b+ c

1 + c+ 2
√
ac

=
1

τ2(−
√
c/a)

.

Jelikož a−2b+c > 0 a 1+c+2
√
ac > 0, je tato nerovnost ekvivalentńı nerovnosti (a+c)2−4ac ≤ (a−2b+c)2,

kterou lze upravit na (a − b)(c − b) ≥ 0. Jelikož a > 0, b > 0 a ac > b2, nemůže současně platit a ≤ b
a c ≤ b, takže nutně a ≥ b a c ≥ b. Hodnotu ϑ = −

√
c/a pak voĺıme ve zbylých př́ıpadech, tedy když

a > b > c nebo c > b > a. 2

Lemma 106. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 105. Pak plat́ı ∥I − M1∥∥I − M−1
1 ∥ ≤

∥I −M2∥∥I −M−1
2 ∥.

Důkaz Použijeme-li vzorce (1018), (1019) a vztah ∥uvT ∥ =
√
∥uvT vuT ∥ = ∥u∥∥v∥, dostaneme

∥I −M∥∥I −M−1∥ =
∥d− w∥∥v∥

|vT d|
∥d− w∥∥v∥

|vTw|
=

∥d− w∥2∥v∥2

|vT d||vTw|
. (1029)

Jelikož jsou splněny předpoklady lemmatu 105, plat́ı (1023), takže

∥I −M2∥∥I −M−1
2 ∥ =

∥d− w∥2∥v1 + v2∥2

|(v1 + v2)T d||(v1 + v2)Tw|
≥ ∥d− w∥2∥v1∥2

|vT1 d||vT1 w|
= ∥I −M1∥∥I −M−1

1 ∥.

2
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Věta 253. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 252. Pak ∥I −M∥∥I −M−1∥ je minimálńı právě tehdy,
když

(a) ϑ =
√
c/a, pokud b ≤ 0,

(b) ϑ = −
√
c/a, pokud b > 0.

Důkaz Podle vzorce (1029) a vztah̊u uvedených na začátku d̊ukazu věty 252 je výraz ∥I −M∥∥I −M−1∥
minimálńı, je-li zlomek

|vT d||vTu|
∥v∥2

=
|ϑa− b||ϑb− c|
ϑ2a− 2ϑb+ c

maximálńı. Jelikož
|ϑa− b||ϑb− c|
ϑ2a− 2ϑb+ c

= (a− 2b+ c)|φ(ϑ)|

a a− 2b+ c > 0, jsou maxima tohoto výrazu extrémy funkce φ(ϑ), neboli ϑ = ±
√
c/a. Použijeme-li vztah

(1027), dostaneme

φ(
√
c/a) =

b+
√
ac

2(a− 2b+ c)
> 0,

φ(−
√
c/a) =

b−
√
ac

2(a− 2b+ c)
< 0

(nebot’ a > 0, b > 0 a ac > b2). Hodnotu ϑ =
√
c/a tedy voĺıme, pokud

φ(
√
c/a) =

√
ac+ b

2(a− 2b+ c)
≤

√
ac− b

2(a− 2b+ c)
= −φ(

√
−c/a),

neboli když b ≤ 0. Hodnotu ϑ = −
√
c/a pak voĺıme ve zbylém př́ıpadě, tedy když b > 0 2

Kvazinewtonovské metody lze (podobě jako metody s proměnnou metrikou vyšetřované v odd́ılu 4.1)
realizovat tak, že mı́sto matice A ≈ J aktualizujeme matici S = A−1 ≈ J−1.

Věta 254. (Aktualizace matice S = A−1). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 251. Necht’ S = A−1 a
S+ = A−1

+ , kde A+ je matice určená podle aktualizace (1013) s vTA−1y ̸= 0. Pak plat́ı

S+ = S +
(d− Sy)vTS

vTSy
= S +

(d− Sy)zT

zT y
(1030)

kde z = ST v.

Důkaz Podle (1017), kde u = (y −Ad)/vT d, plat́ı

S+ = S − SuvTS

δ
= S +

(d− Sy)vTS

δvT d
,

kde δ je zat́ım neznámé č́ıslo. Z rovnice S+y = d však plyne

S+y = Sy +
vTSy

δvT d
(d− Sy) = d.

takže nutně δ = vTSy/vT d. 2

Poznámka 369. Polož́ıme-li v = d, neboli z = ST d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu

S+ = S +
(d− Sy)dTS

dTSy
. (1031)
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Polož́ıme-li v = (S−1)T y, neboli z = y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

S+ = S +
(d− Sy)yT

yT y
. (1032)

Necht’

eTk y = max
1≤i≤n

eTi y.

Polož́ıme-li ST v = ek, neboli z = ek, dostaneme inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u

S+ = S +
(d− Sy)eTk

eTk y
. (1033)

Poznámka 370. (Dualita). Vztah (1030) dostaneme ze vztahu (1013) záměnou d → y, y → d, A → S.
Dobrá a špatná Broydenova metoda jsou vzájemně duálńı. Podobně př́ımá a inverzńı metoda aktualizace
sloupc̊u jsou vzájemně duálńı.

Poznámka 371. Polož́ıme-li v = ϑd− Sy, neboli z = ST v = ϑST d− STSy, plat́ı

S+ = S +
(d− Sy)(ϑd− Sy)TS

(ϑd− Sy)TSy
,

což je inverzńı tvar vzorce (1024). Zvoĺıme-li parametr ϑ podle věty 252, minimalizuje tato metoda č́ıslo
podmı́něnosti matice A−1A+ = SS−1

+ . Duálńı metoda

S+ = S +
(d− Sy)(ϑy − S−1d)T

(ϑy − S−1d)T y

minimalizuje č́ıslo podmı́něnosti matice S−1S+ = AA−1
+ , voĺıme-li parametr ϑ podle věty 252, kde nyńı

a = ∥y∥2, b = yTS−1d, c = ∥S−1d∥2.

Poznámka 372. Dobrá Broydenova metoda a optimálně podmı́něná metoda (1024) dávaj́ı velmi dobré
výsledky. Metody k nim duálńı jsou méně efektivńı.

Kvazinewtonovské metody pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic lze též odvodit pomoćı minimalizačńıho
principu.

Věta 255. Necht’ W je čtvercová regulárńı matice řádu n. Pak matici A+, která je řešeńım úlohy

∥(A+ −A)W−1∥F = min
Ãd=y

∥(Ã−A)W−1∥F (1034)

lze vyjádřit ve tvaru (1013), kde v =WTWd. Pokud W = I dostaneme Broydenovu dobrou metodu.

Důkaz Položme B = AW−1, B̃ = ÃW−1, B+ = A+W
−1. Pak úloha (1034) je ekvivalentńı úloze

∥B+ −B∥F = min
B̃d̃=y

∥B̃ −B∥F , (1035)

kde d̃ =Wd (nebot’ B̃d̃ = ÃW−1Wd = Ãd). Řešeńı úlohy (1035) lze podle věty 227 zapsat ve tvaru

B+ = B +
(y −Bd̃)d̃T

d̃T d̃
,

neboli

A+W
−1 = AW−1 +

(y −AW−1Wd)dTWT

dTWTWd
,

což po vynásobeńı zprava matićı W dává (1013), kde v =WTWd. 2
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Poznámka 373. Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice S. Necht’ W je čtvercová regulárńı
matice. Pak matici S+ minimalizuj́ıćı Frobeniovu normu ∥(S̃ − S)W−1∥F na množině čtvercových matic
S̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku S̃y = d lze vyjádřit ve tvaru (1030), kde z = WTWy.
Pokud W = I dostaneme Broydenovu špatnou metodu.

Kvazinewtonovské metody splňuj́ı kvazinewtonovskou podmı́nku podobně jako metody s proměnnou
metrikou (stač́ı porovnat (1012) a (274)). Metody s proměnnou metrikou s přesným výběrem délky kroku
nalezenou minimum ryze konvezńı kvadratické funkce Q(x) po konečném počtu krok̊u. Ukážeme, že
kvazinewtonovské metody s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1, i ∈ N) naleznou řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic

J∗(x− x∗) = 0 (1036)

s regulárńı matićı J∗ také po konečném počtu krok̊u. Při d̊ukazu tohoto tvrzeńı budeme použ́ıvat vyjádřeńı

xi+1 = xi − Sifi (1037)

a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)z

T
i

zTi yi
(1038)

pro i ∈ N , kde Si jsou regulárńı matice, fi ̸= 0 a zTi yi ̸= 0 (zde zi = ST
i vi).

Lemma 107. Uvažujme iteračńı proces (1037), (1038) aplikovaný na soustavu lineárńıch rovnic (1036)
s regulárńı matićı. Pak pro libovolný index i ∈ N a pro libovolný exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)

kfi+1

lineárńı kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že pro nějaký exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)
kfi+1 lineárńı kom-

binaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k. Plat́ı to zcela jistě pro k = 0, nebot’ z (1036) a (1037)
plyne

yi = fi+1 − fi = J∗di = −J∗Sifi, (1039)

takže

(J∗Si+1)
0fi+1 = fi+1 = fi + yi = fi − J∗Sifi = (I − J∗Si)(J

∗Si)
0fi.

Použijeme-li (1038) a (1039), dostaneme

J∗Si+1 = J∗Si + (J∗di − J∗Siyi)
zTi
zTi yi

= J∗Si − (I − J∗Si)J
∗Sifi

zTi
zTi yi

.

Jelikož vektor (J∗Si+1)
kfi+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u (I −J∗Si)(J

∗Si)
jfi, 0 ≤ j ≤ k a jelikož matice

J∗Si a (I−J∗Si) komutuj́ı, je vektor (J∗Si+1)
k+1fi+1 = J∗Si+1(J

∗Si+1)
kfi+1 lineárńı kombinaćı vektor̊u

(I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k + 1. 2

Lemma 108. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 107 a necht’ i ∈ N je index takový, že vektor fi+1

neńı násobkem vektoru fi. Pak vektory (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro každé

č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i+ 1.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že vektory (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro

nějaké č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i− 1. Plat́ı to zcela jistě pro l = 1, nebot’ podle (1039) dostaneme

(J∗Si)
0fi = fi,

(J∗Si)
1fi = −yi = fi − fi+1
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a tyto vektory jsou lineárně nezávislé, nebot’ vektor fi+1 neńı násobkem vektoru fi.
(a) Podle lemmatu 107 je vektor (J∗Si−2l+2)

kfi−2l+2 lineárńı kombinaćı vektor̊u (I−J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

j

fi−2l+1, 0 ≤ j ≤ k. Jelikož l+1 lineárně nezávislých vektor̊u (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, vyjadřujeme

pomoćı l + 1 vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, muśı být tyto vektory také lineárně
nezávislé. Odtud bezprostředně plyne, že i vektory (J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé.
(b) Použijeme-li (1039), dostaneme

yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l ̸= 0.

Ukážeme, že vektor yi−2l neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)
kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Použijeme-li

kvazinewtonovskou podmı́nku

Si−2l+1yi−2l = di−2l = (J∗)−1yi−2l,

můžeme psát

(I − J∗Si−2l+1)yi−2l = 0. (1040)

Předpokládejme, že vektor yi−2l je lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)
kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Pak

odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, by musela být
nulová (viz (1040), což je spor s lineárńı nezávislost́ı těchto vektor̊u (viz (a)).
(c) Podle lemmatu 107 je vektor (J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, lineárńı kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si−2l)(J
∗Si−2l)

j

fi−2l, 0 ≤ j ≤ k, a tedy i lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l)
jfi−2l, 0 ≤ j ≤ k + 1. Nav́ıc vektor yi−2l

lze vyjádřit ve tvaru yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l, (viz (γ)). Jelikož l + 2 lineárně nezávislých vektor̊u yi−2l a
(J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l (viz (b)) vyjadřujeme pomoćı l+2 vektor̊u (J∗Si−2l)
kfi−2l, 0 ≤ k ≤ l+ 1,

muśı být tyto vektory také lineárně nezávislé. 2

Věta 256. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 107. Pak existuje index 1 ≤ i ≤ 2n − 1 takový, že
fi+2 = 0, takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (1036).

Důkaz Předpokládejme, že pro i = 2n− 1 neńı vektor fi+1 násobkem vektoru fi. Pak podle lemmatu 108
jsou vektory (J∗S2n−2l+1)

kf2n−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, lineárně nezávislé pro každé č́ıslo l ∈ N takové, že l ≤ n.
Pro l = n je těchto vektor̊u n+1, což je ve sporu s t́ım, že maj́ı dimenzi n. Existuje tedy index 1 ≤ i ≤ 2n−1
takový, že vektor fi+1 je násobkem vektoru fi, neboli

fi+1 = λi(fi+1 − fi) = λiyi.

Podle (1038) a (1039) pak plat́ı

fi+2 = fi+1 + yi+1 = fi+1 − J∗Si+1fi+1 = λi(yi − J∗Si+1yi) = λi(yi − J∗di) = λi(yi − yi) = 0,

takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (1036). 2

Nevýhodou kvazinewtonovských metod realizovaných standardńım zp̊usobem (kdy se v každém ite-
račńım kroku provád́ı aktualizace (1013)) je skutečnost, že neńı zaručena jejich globálńı konvergence (ma-
tice Ai, i ∈ N , obvykle nesplňuj́ı předpoklady A3b s (991) a A5b). Proto je třeba tyto metody kombinovat
s Newtonovou metodou nebo jej́ı diferenčńı verźı. Kvazinewtonovské metody spádových směr̊u se obvykle
realizuj́ı tak, že se v algoritmu 27 pokládá A1 = J1 (nebo S1 = J−1

1 ) a kdykoliv nelze splnit podmı́nku
(S2a) (nebo (S2b), nebo (S2c)), iteračńı proces se přeruš́ı a polož́ı se Ai+1 = Ji+1 (nebo Si+1 = J−1

i+1).
Jelikož se v některých iteračńıch kroćıch použ́ıvá Jacobiova matice je vhodné použ́ıvat trojúhelńıkový nebo
ortogonálńı rozklad matice A. Použijeme-li ortogonálńı rozklad popsaný v odd́ılu 11.9, plat́ı A = QR a
S = R−1QT , takže je prakticky jedno, pracujeme-li s matićı A nebo s matićı S (implementačně vhodněǰśı
je pracovat s matićı A = QR). Kvazinewtonovské metody s lokálně omezeným krokem se obvykle realizuj́ı
tak, že se pokládá A1 = J1 a v př́ıpadě (T3a), se polož́ı Ai+1 = Ji+1 zat́ımco v př́ıpadě (T3b) se matice
Ai+1 aktualizuje podle (1013). Tyto úpravy maj́ı své opodstatněńı, nebot’ plat́ı tato věta.
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Věta 257. Necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0
a ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1−x∗∥ ≤ δ a ∥A1−J1∥ ≤ ϑ, posloupnost xi, i ∈ N , určená dobrou Broydenovou
metodou (1014) s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1, i ∈ N), konverguje Q-superlineárně k bodu
x∗ ∈ Rn.

Důkaz Věta 257 je speciálńım d̊usledkem obecněǰśıch vět 277 a 278 dokázáných v odd́ılu 12.4. 2

11.6 Nemonotonńı kvazinewtonovské metody

Matice Ai, i ∈ N , generované kvazinewtonovkými metodami obecně nesplňuj́ı předpoklady A3b–A5b s
(991). V d̊usledku toho nemuśı být směrové vektory si, i ∈ N , spádové pro funkci ∥f∥ (v bodech xi,
i ∈ N). S druhé strany funkce ∥f∥ neńı optimálńı účelovou funkćı pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic
(při nepodmı́něné minimalizaci, která je v jistém smyslu ekvivalentńı řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
g(x) = 0, nevyžadujeme monotonńı snižováńı normy gradientu). Proto je logické nahradit monotonńı
kritéria (S2a)–(S2c) slabš́ımi nemonotonńımi kriterii. Např́ıklad podmı́nku (S2c) lze nahradit podmı́nkou

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥+ ηi, (S2d)

i ∈ N , kde
∞∑
i=1

ηi = η <∞. (1041)

Lemma 109. (Konzistence) Vyhovuje-li zobrazeńı f : Rn → Rn předpokladu J3, je podmı́nka (S2d)
splněna, pokud αi ≤ ηi/(J∥si∥+ ρ(1− ω)∥fi∥).

Důkaz Podle předpokladu J3 plat́ı

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ |∥fi+1∥ − ∥fi∥| ≤ ∥fi+1 − fi∥ = ∥f(xi + αisi)− f(xi)∥ ≤ Jαi∥si∥,

takže podmı́nka (S2d) je splněna pokud Jαi∥si∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥+ ηi, což dává tvrzeńı lemmatu. 2

Definice 85. Nemonotonńı metodou spádových směr̊u nazveme metodu spádových směr̊u (definice 82),
kde podmı́nka (S2c) je nahražena podmı́nkou (S2d), přičemž Ai = Ji a ηi = 0 pro i ∈M . Přitom M ⊂ N ,
matice Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a č́ısla ηi ≥ 0, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (1041).

Věta 258. Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J5a a J6. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N ,
je posloupnost generovaná nemonotonńı metodou spádových směr̊u (definice 85), kde množina M ⊂ N je
nekonečná. Pak f(xi) → 0.

Důkaz (a) Ukážeme nejprve, že lim infi→∞ ∥f(xi)∥ = 0. Předpokládejme naopak, že existuje č́ıslo ε > 0
takové, že ∥f(xi)∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Necht’ N1 = {i ∈ N\M : ∥fi+1∥ > ∥fi∥}, N2 = {i ∈ N\M : ∥fi+1∥ ≤ ∥fi∥}
a K = {1, . . . , k}. Pak podle (S2d) a (1041) dostaneme

∥fk+1∥ = ∥f1∥+
k∑

i=1

(∥fi+1∥ − ∥fi∥) ≤ ∥f1∥ −
∑

i∈M∩K

ρ(1− ω)αi∥fi∥ +
∑

i∈N1∩K

ηi

≤ ∥f1∥+ η −
∑

i∈M∩K

ρ(1− ω)α∥fi∥ ≤ ∥f1∥+ η − k1ρ(1− ω)α ε,

kde k1 je počet prvk̊u množinyM ∩K, nebot’ podle lemmatu 100 plat́ı αi ≥ α, i ∈M , a podle předpokladu
je ∥fi∥ ≥ ε, i ∈ N . Jelikož množina M je nekonečná, můžeme k ∈ N volit tak, že

k1 >
∥f1∥+ η

ρ(1− ω)α ε
.

Pak ale ∥fk+1∥ ≤ ∥f1∥+ η − k1ρ(1− ω)α ε < ∥f1∥+ η − (∥f1∥+ η) = 0, což je spor, nebot’ norma je vždy
nezáporná.
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(b) Ukážeme nyńı, že lim supi→∞ ∥f(xi)∥ = 0. Necht’ naopak 0 < ε < ε < lim supi→∞ ∥fi∥. Podle (1041)
existuje index k ∈ N takový že

∞∑
i=k

ηi < ε− ε.

Jelikož podle (a) plat́ı 0 = lim infi→∞ ∥fi∥ < ε a jelikož předpokládáme, že ε < lim supi→∞ ∥fi∥, existuj́ı
indexy k2 > k1 ≥ k takové, že ∥fk1∥ ≤ ε a ∥fk2∥ ≥ ε. Podle (S2c) však plat́ı

∥fk2∥ = ∥fk1∥+
k2−1∑
i=k1

(∥fi+1∥ − ∥fi∥) ≤ ∥fk1∥+
k2−1∑
i=k1

ηi ≤ ε+

∞∑
i=k

ηi < ε+ (ε− ε) = ε,

což je ve sporu s předpokladem, že ∥fk2∥ ≥ ε. 2

Poznámka 374. V předpokladech věty 258 je podstatné, že množina M je nekonečná. Tuto podmı́nku
splňuj́ı např́ıklad metody popsané v odd́ılech 12.1 a 12.6. Na matice Ai, i ∈ N\M , nejsou kladeny žádné
požadavky (kromě regularity, která zaručuje splněńı podmı́nky (S1)).

Poznámka 375. Věta 258 zaručuje, že ∥fi∥ → 0. Posloupnost xi, i ∈ N , však nemuśı konvergovat. Pokud
má tato posloupnost hromadný bod x∗ ∈ Rn, plat́ı f(x∗) = 0.

Nyńı se budeme zabývat nemonotonńımi metodami spádových směr̊u, kde množina M je určena
předpisem

M = {l ∈ N : l = (j − 1)m+ 1, j ∈ N}, (1042)

a kde matice Ai, i ̸∈M , splňuj́ı slabý princip omezeného znehodnoceńı

∥Ai − Ji∥ ≤ c1∥Ai−1 − Ji−1∥+ c2∥xi − xi−1∥ (1043)

(c1 > 0 a c2 > 0 jsou konstanty nezávislé na indexu i ̸∈M).

Lemma 110. Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J5a a J6. Necht’ xi ∈ Rn,
i ∈ N , je posloupnost generovaná nemonotonńı metodou spádových směr̊u (definice 85), pro kterou plat́ı
(1042) a (1043). Pak

lim
i→∞

∥Ai − Ji∥ = 0, lim
i→∞

∥xi+1 − xi∥ = 0.

Důkaz Necht’ i = l+ k− 1, kde l ∈M a 1 ≤ k ≤ m. Dokážeme indukćı, že pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m
plat́ı

lim
l→∞

∥Al+k−1 − Jl+k−1∥ = 0, lim
l→∞

∥xl+k − xl+k−1∥ = 0. (1044)

Pro k = 1 je ∥Al − Jl∥ = 0, takže jsou splněny předpoklady A3a s ϑ = 0 a A5a s A = J . Můžeme tedy
použ́ıt nerovnost (999), podle které

∥xl+1 − xl∥ = ∥αlsl∥ ≤ ∥sl∥ ≤ 1 + ω

J
∥fl∥

(nebot’ 0 < αl ≤ 1), což spolu s ∥fl∥ → 0 (věta 258) dává ∥xl+1 − xl∥ → 0. Předpokládejme nyńı, že
(1044) plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < m (dokázali jsme to pro k = 1). Použijeme-li (1043) dostaneme

lim
l→∞

∥Al+k − Jl+k∥ ≤ c1 lim
l→∞

∥Al+k−1 − Jl+k−1∥+ c2 lim
l→∞

∥xl+k − xl+k−1∥ = 0.

To znamená, že pro dostatečně velký index l ∈M splňuje matice Al+k předpoklady A3a s ϑ = (1−ω)J/4
a A5a s A = J − ϑ. Můžeme tedy použ́ıt (999), takže z ∥fl+k∥ → 0 plyne ∥xl+k+1 − xl+k∥ → 0. T́ım je
indukčńı krok dokončen. Zvolme libovolně č́ıslo ε > 0. Z (1044) plyne existence č́ısel nk ∈ N , 1 ≤ k ≤ m,
takových, že pro l ≥ nk plat́ı ∥Al+k−1−Jl+k−1∥ < ε a ∥xl+k−xl+k−1∥ < ε. Položme n = max(n1, . . . , nm).
Pak pro i ≥ n plat́ı ∥Ai − Ji∥ < ε a ∥xi+1 − xi∥ < ε a jelikož č́ıslo ε bylo zvoleno libovolně, dostaneme
tvrzeńı lemmatu. 2
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Věta 259. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 110. Necht’ posloupnost xi, i ∈ N , má hromadný
bod x∗ ∈ D, kde Jacobiova matice J(x∗) je regulárńı. Pak xi → x∗ a f(x∗) = 0. Jestlǐze nav́ıc (Aisi +
fi)/∥fi∥ → 0 a αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nce (S2d), pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz (a) Necht’ J ≤ (1/2)∥J−1(x∗)∥−1. Jelikož předpokládáme, že x∗ ∈ D a f ∈ C1 na D, závisej́ı v
okoĺı bodu x∗ koeficienty a tud́ıž i singulárńı č́ısla Jacobiovy matice spojitě na x, takže existuje č́ıslo δ > 0
takové, že J(x)d ≥ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, δ). Necht’ 0 < ε < δ a P (x∗, ε, δ) = {x ∈ Rn : ε < ∥x − x∗∥ < δ}.
Pak podle věty 241 P (x∗, ε, δ) neobsahuje žádné řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic f(x) = 0 a tud́ıž ani
žádný hromadný bod posloupnosti xi, i ∈ N . Existuje tedy index k1 ∈ N takový, že xi ̸∈ P (x∗, ε, δ),
pokud i ≥ k1. Jelikož xi → x∗, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ∥xi − x∗∥ < ε, pokud i ≥ k2 a
jelikož ∥xi+1 − xi∥ → 0, existuje index k ≥ k2 takový, že ∥xi+1 − xi∥ < δ − ε, pokud i ≥ k. Pak ale
∥xi+1−x∗∥ ≤ ∥xi−x∗∥+∥xi+1−xi∥ < δ, pokud i ≥ k, a jelikož xi+1 ̸∈ P (x∗, ε, δ), muśı být ∥xi+1−x∗∥ < ε,
pokud i ≥ k. Postupujeme-li takto dále, dostaneme ∥xi−x∗∥ < ε ∀i ≥ k a jelikož č́ıslo ε > 0 bylo vybráno
libovolně, plat́ı xi → x∗.

(b) Podle lemmatu 110 plat́ı (Ai − Ji)si/∥si∥ → 0. Jestliže nav́ıc (Aisi + fi)/∥fi∥ → 0, jsou splněny
předpoklady věty 243, takže xi → x∗ Q-superlineárně. 2

Na závěr ukážeme, že kvazinewtonovské metody většinou splňuj́ı slabý princip omezeného znehodno-
ceńı, takže pro ně plat́ı věta 259.

Věta 260. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn splňuje předpoklad J6 a necht’

Ai+1 = Ai +
(yi −Aidi)v

T
i

vTi di
, (1045)

kde di = xi+1 − xi, yi = fi+1 − fi a |vTi di| ≥ γ∥vi∥∥di∥. Pak

∥Ai+1 − Ji+1∥ ≤ c1∥Ai − Ji∥+ c2∥di∥.

kde c1 = 1 + 1/γ a c2 = G(1 + 1/γ).

Důkaz Použijeme-li (1045), dostaneme

Ai+1 − Ji+1 = Ai − Ji + Ji − Ji+1 −
(Ai − Ji)div

T
i

vTi di
+

(yi − Jidi)v
T
i

vTi di

= Ji − Ji+1 + (Ai − Ji)

(
I − div

T
i

vTi di

)
+

(yi − Jidi)v
T
i

vTi di

Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 6) a předpokladu J6 plat́ı

∥yi − Jidi∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

(J(xi + λdi)− J(xi))didλ

∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

∥J(xi + λdi)− J(xi)∥∥di∥dλ

≤
∫ 1

0

G∥di∥2λdλ =
1

2
G∥di∥2 ≤ G∥di∥2.

Použijeme-li d̊usledek 11, můžeme psát

∥Ai+1 − Ji+1∥ ≤ G∥di∥+ ∥Ai − Ji∥
∥∥∥∥I − div

T
i

vTi di

∥∥∥∥+G∥di∥
∥di∥∥vi∥
|vTi di|

≤ 1

γ
∥Ai − Ji∥+G(1 +

1

γ
)∥di∥,

což dokazuje tvrzeńı věty. 2

Poznámka 376. Broydenova dobrá metoda použ́ıvá vektory vi = di, i ∈ N , pro které plat́ı |vTi di| =
dTi di = ∥di∥∥di∥ = ∥vi∥∥di∥, takže je splněn předpoklad věty 260 s γ = 1. Pokud v některém iteračńım

kroku zvolené kvazinewtonovské metody neplat́ı |vTi di| ≥ γ∥vi∥∥di∥, stač́ı v tomto kroku položit vi = di
(použ́ıt aktualizaci Broydenovy dobré metody).
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11.7 Sdružené kvazinewtonovské metody

Newtonova metoda, která použ́ıvá prvńı derivace zobrazeńı f : Rn → Rn, konverguje velmi rychle, ale
spotřebuje v každém iteračńım kroku O(n3) aritmetických operaćı (na řešeńı soustavy rovnic Js+ f = 0).
Kvazinewtonovské metody, které nepouž́ıvaj́ı prvńı derivace, konverguj́ı pomaleji, ale spotřebuj́ı v každém
iteračńım kroku pouze O(n2) aritmetických operaćı (použ́ıváme-li aktualizace popsané v odd́ılu 11.9).
Proto je rozumné vyv́ıjet metody, které pro urychleńı konvergence použ́ıvaj́ı prvńı derivace zobrazeńı f ,
ale spotřebuj́ı v každém iteračńım kroku pouze O(n2) aritmetických operaćı. Tyto metody pracuj́ı s vektory
J+d a JT

+w, které lze určit bud’ ze znalosti Jacobiovy matice J+, nebo pomoćı automatického derivováńı
popsaného v odd́ılu 14 (vektor J+d lze také určit pomoćı numerického derivováńı).

Poznámka 377. Nahrad́ıme-li v aktualizaci (1013) vektor y vektorem J+d, dostaneme

A+ = A+
(J+ −A)dvT

vT d
.

Pak plat́ı A+d = J+d. Tento př́ıstup neńı př́ılǐs významný, nebot’ vektor y je obvykle dobrou aproximaćı
vektoru J+d a neńı proto nutné poč́ıtat prvńı derivace.

Poznámka 378. Polož́ıme-li

A+ = A+
u fT+ (J+ −A)

fT+u
, (1046)

kde fT+u ̸= 0, plat́ı fT+A+ = fT+J+, takže vektor AT
+f+ se rovná gradientu funkce F = (1/2)∥f∥2 v bodě

x+. To má velký význam, nebot’ řeš́ıme-li soustavu rovnic A+s+ + f+ = 0 přesně, plat́ı

gT+s+ = fT+J+s+ = fT+A+s+ = −fT+f+ < 0,

takže směrový vektor s+ je spádový pro funkci F = (1/2)∥f∥2 v bodě x+.

Poznámka 379. Polož́ıme-li v (1046) u = (J+ −A)d, dostaneme

A+ = A+
(J+ −A)d fT+ (J+ −A)

fT+ (J+ −A)d
. (1047)

V tomto př́ıpadě plat́ı současně A+d = J+d a fT+A+ = fT+J+.

Metody tohoto typu nazýváme sdruženými kvazinewtonovskými metodami. Obecný tvar sdružených
kvazinewtonovských metod je definován takto.

Definice 86. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic (definice 80) je sdruženou
kvazinewtonovskou metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0, (1048)

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai + uiv
T
i , (1049)

kde ui ∈ Rn, vi ∈ Rn, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

AT
i+1wi = JT

i+1wi, (1050)

kde wi ∈ Rn. Je-li nav́ıc splněna podmı́nka

Ai+1di = Ji+1di, (1051)

kde di = xi+1 − xi, řekneme, že sdružená kvazinewtonovská metoda je oboustrannou kvazinewtonovskou
metodou.
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Věta 261. Necht’ A+ = A+ uvT . Pak AT
+w = JT

+w právě tehdy, když wTu ̸= 0 a v = (J+ −A)Tw/wTu,
takže

A+ = A+
uwT (J+ −A)

wTu
. (1052)

Jestlǐze (J+ −A)w = 0, plat́ı v = 0, takže A+ = A. Polož́ıme-li u = (J+ −A)w, dostaneme oboustrannou
kvazinewtonovskou metodou

A+ = A+
(J+ −A)dwT (J+ −A)

w(J+ −A)d
, (1053)

pro kterou plat́ı AT
+w = JT

+w a A+d = J+d.

Důkaz Z podmı́nky AT
+w = JT

+w dostaneme AT
+w = ATw+ vuTw = JT

+w. Jestliže (J+−A)Tw = 0, stač́ı
položit u = v = 0, takže A+ = A. Jestliže (J+ −A)Tw ̸= 0, muśı platit wTu ̸= 0 a v = (J+ −A)Tw/wTu.
Polož́ıme-li u = (J+ − A)d, dostaneme aktualizaci (1053), pro kterou plat́ı AT

+w = JT
+w a A+d = Ad +

(J+ −A)dwTu/wTu = J+d. 2

Oboustranné kvazinewtonovské metody maj́ı d̊uležitou vlastnost lineárńıho ukončeńı (naleznou řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic po nejvýše n+ 1 kroćıch).

Věta 262. (Lineárńı ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná oboustrannou kvazinewtonov-
skou metodou s jednotkovým výběrem délky kroku (di = si, i ∈ N) aplikovanou na soustavu lineárńıch
rovnic J(x − x∗) = 0 s regulárńı matićı J . Necht’ fi = J(xi − x∗) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n + 1. Pak fn+2 =
J(xn+2 − x∗) = 0 a xn+2 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že fi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1. Dokážeme indukćı, že pro 1 ≤ i ≤ n neńı vektor di ̸= 0
lineárńı kombinaćı vektor̊u dj , 1 ≤ j < i, a že pro 1 ≤ j < i ≤ n+ 1 plat́ı

(Ai − J)dj = 0, (1054)

wT
j (Ai − J) = 0. (1055)

Necht’ i = 1. Jelikož A1d1 = A1s1 = −f1, f1 ̸= 0 a matice A1 je regulárńı, plat́ı d1 ̸= 0 a dále neńı co
dokazovat. Indukčńı krok:

(a) Necht’ 1 < i ≤ n. Jelikož Aidi = Aisi = −fi, fi ̸= 0 a matice Ai je regulárńı, plat́ı di ̸= 0. Jelikož

fi+1 = J(xi + di − x∗) = fi + Jdi ̸= 0,

muśı platit
(Ai − J)di = Aisi + fi − Jdi − fi = −(fi + Jdi) ̸= 0,

takže vektor di nemůže být lineárńı kombinaćı vektor̊u dj , 1 ≤ j < i.

(b) Použijeme-li (1053), můžeme psát

Ai+1 − J = Ai − J +
(J −Ai)diw

T
i (J −Ai)

wT
i (J −Ai)di

. (1056)

Z indukčńıho předpokladu (1054) a z (1056) plyne, že (Ai+1 − J)dj = 0 pro 1 ≤ j < i. Dále plat́ı

(Ai+1 − J)di = (Ai − J)di + (J −Ai)di = 0,

takže (Ai+1 − J)dj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i.

(c) Z indukčńıho předpokladu (1055) a z (1056) plyne, že wT
j (Ai+1 − J) = 0 pro 1 ≤ j < i. Dále plat́ı

wT
i (Ai+1 − J)) = wT

i (Ai − J) + wT
i (J −Ai) = 0,

takže wT
j (Ai+1 − J) = 0 pro 1 ≤ j ≤ i.
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T́ım je indukčńı krok dokončen. Jelikož vektory di, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé a podle (1054) plat́ı
(An+1 − J)di = 0, 1 ≤ i ≤ n, můžeme psát An+1 = J a tud́ıž

f(xn+2) = J(xn+2 − x∗) = J(xn+1 + dn+1 − x∗) = fn+1 + Jdn+1 = fn+1 +An+1sn+1 = 0.

2

Poznámka 380. Vlastnost (1054) (nebo (1055)) se nazývá dědičnost́ı. Kvazinewtonovské metody vyšetřo-
vané v odd́ılu 11.5 ani obecné sdružené kvazinewtonovské metody tuto vlastnost nemaj́ı.

Sdružené kvazinewtonovské metody vyhovuj́ı sdruženému minimalizačńımu principu.

Věta 263. Necht’ W je čtvercová regulárńı matice řádu n a z = JT
+w. Pak matici A+, která je řešeńım

úlohy
∥(A+ −A)TW−1∥F = min

ÃTw=z
∥(Ã−A)TW−1∥F (1057)

lze vyjádřit ve tvaru (1052), kde u =WTWw.

Důkaz Položme B = ATW−1, B̃ = ÃTW−1, B+ = AT
+W

−1. Pak úloha (1057) je ekvivalentńı úloze

∥B+ −B∥F = min
B̃w̃=z

∥B̃ −B∥F , (1058)

kde w̃ =Ww (nebot’ B̃w̃ = ÃW−1Ww = Ãw). Řešeńı úlohy (1058) lze podle věty 227 zapsat ve tvaru

B+ = B +
(z −Bw̃)w̃T

w̃T w̃
,

neboli

AT
+W

−1 = ATW−1 +
(z −ATW−1Ww)wTWT

wTWTWw
,

což po vynásobeńı zprava matićı W a po transponováńı dává (1052), kde u =WTWw. 2

Poznámka 381. Vzah (1052), definuj́ıćı sdruženou kvazinewtonovskou metodu obsahuje dva volitelné
vektory u a w. Polož́ıme-li u = (J+ − A)d, dostaneme oboustrannou (nebo tečnou) kvazinewtonovskou
metodu (1053), Polož́ıme-li u = y −Ad, dostaneme sečnou kvazinewtonovskou metodu

A+ = A+
(y −Ad)wT (J+ −A)

wT (y −Ad)
. (1059)

Polož́ıme-li w = f+, dostaneme residuálńı kvazinewtonovskou metodu (1046). Polož́ıme-li p = w (nebo
w = p) dostaneme sdruženou kvazinewtonovskou metodu, která odpov́ıdá volbě W = I v (1057)).

Všechny sdružené kvazinewtonovské metody použ́ıvaj́ı vektor JT
+w, který lze spoč́ıtat pomoćı zpětného

automatického derivováńı (př́ıklad 12 v odd́ılu 14.3). Oboustranná kvazinewtonovská metoda použ́ıvá
nav́ıc vektor J+d, který lze spoč́ıtat pomoćı př́ımého automatického derivováńı (př́ıklad 10 v odd́ılu 14.3),
nebo numericky pomoćı diferenćı, a lze ho poměrně dobře aproximovat vektorem y = f+ − f .

Použ́ıváme-li reziduálńı sdruženou kvazinewtonovskou metodu, plat́ı JT
+w = JT

+f+ = g+, takže (1046)
s u = w = f+ lze zapsat ve tvaru

A+ = A+
f+(g+ − h+)

T

fT+f+
, (1060)

kde h+ = AT f+. Aktualizaci reziduálńı oboustranné kvazinewtonovské metody (1047) lze aproximovat
výrazem

A+ = A+
(y −Ad)(g+ − h+)

T

(g+ − h+)T d
(1061)
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(směrovou derivaci J+d nahrazujeme vektorem y). Metoda (1061) neńı oboustrannou kvazinewtonovskou
metodou, nebot’ y ̸= J+d, ale jej́ı vlastnosti se podobaj́ı vlastnostem metody (1047), nebot’ y ≈ J+d.
Poznamenejme, že metoda (1061) je kvazinewtonovskou metodou tvaru (1013), kde v = g+ − h+, takže se
na ńı vztahuj́ı tvrzeńı uvedená v odd́ılu 11.5. Změńıme-li v (1061) jmenovatel tak, že

A+ = A+
(y −Ad)(g+ − h+)

T

fT+ (y −Ad)
, (1062)

dostaneme reziduálńı sečnou kvazinewtonovskou metodu (1059) s w = f+, která je též dobrou aproximaćı
reziduálńı oboustranné kvazinewtonovské metody (1047). Pro tuto metodu plat́ı AT

+f+ = JT
+f+ = g+.

Metody (1060)–(1062) vyžaduj́ı výpočet gradientu g+ = JT
+f+, ale neńı třeba ukládat Jacobiovu matici

J+ ani poč́ıtat vektor J+d.
Daľśı užitečnou vlastnost́ı sdružených i oboustranných kvazinewtonovských metod je jejich invariant-

nost vzhledem k lineárńı transformaci proměnných.

Věta 264. Necht’ f̃(x̃) = f(T−1x), kde T je regulárńı čtvercová matice. Necht’ x̃i ∈ Rn, i ∈ N , je
posloupnost generovaná sdruženou nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou s počátečńı matićı Ã1

aplikovanou na soustavu rovnic f̃(x̃) = 0 a xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná toutéž sdruženou
nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou aplikovanou na soustavu rovnic f(x) = 0. Pak pokud
použ́ıváme stejný výběr délky kroku (α̃i = αi, i ∈ N) a pokud A1 = Ã1T

−1, plat́ı xi = T x̃i.

Důkaz Snadno se dokáže (derivováńım složeného zobrazeńı f̃(x̃) = f(T−1x)), že plat́ı J̃(x̃) = J(x)T .
Ukážeme, že Ai = ÃiT

−1 ∀i ∈ N (podle předpokladu to plat́ı pro i = 1). Pak

xi+1 = xi − αiA
−1
i fi = T x̃i − αiTÃ

−1
i fi = T (x̃i − αiÃ

−1
i f̃i) = T x̃i+1.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že A = ÃT−1 (plat́ı to v prvńı iteraci). Použijeme-li vztah
J+ = J̃+T

−1 a (1052), dostaneme

A+ = A+
uwT (J+ −A)

wTu
= ÃT−1 +

uwT (J̃+ − Ã)T−1

wTu
= Ã+T

−1.

Použijeme-li vztah J+ = J̃+T
−1 a (1053), dostaneme

A+ = A+
(J+ −A)dwT (J+ −A)

wT (J+ −A)d
= ÃT−1 +

(J̃+ − Ã)T−1T d̃wT (J̃+ − Ã)T−1

wT (J̃+ − Ã)T−1T d̃
= Ã+T

−1,

nebot’ d = x+ − x = T (x̃+ − x̃) = T d̃. 2

Poznámka 382. Broydenova dobrá metoda uvedená v odd́ılu 11.5 ani metoda uvedená v poznámce 377
nejsou invariantńı vzhledem k lineárńı transformaci proměnných.

Poznámka 383. Vynikaj́ıćı vlastnost́ı reziduálńı sdružené kvazinewtonovské metody (1046) je snadné
určeńı přesného gradientu funkce F = (1/2)∥f∥2. Podle poznámky 378 plat́ı hi = AT

i fi = JT
i fi = gi,

i ∈ N , takže je splněn předpoklad A3b s ϑ = 0. V d̊usledku toho plat́ı tvrzeńı lemmatu 99 s λ = 0.
K tomu, aby reziduálńı sdružená Broydenova metoda byla globálně konvergentńı tedy stač́ı, aby platilo
∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N (posnámka 359). To lze snadno zař́ıdit jednoduchou úpravou algoritmu. Urč́ıme
směrový vektor si tak, aby platilo Aisi + fi = 0. Pokud ∥si∥ ≤ c∥fi∥, kde c je vhodně zvolená (velká)
konstanta, urč́ıme délku kroku αi > 0 tak, aby byla splněna některá z podmı́nek (S2a)–(S2c) a polož́ıme
xi+1 = xi + αisi a Ai+1 = Ai + uif

T
i+1(Ji+1 − Ai)/f

T
i+1ui, kde ui je vhodně zvolený vektor (např́ıklad

ui = fi+1). V opačném př́ıpadě (pokud ∥si∥ > c∥fi∥), polož́ıme xi+1 = xi a Ai+1 = Ji+1.

Výsledkem úvah uvedených v této poznámce je následuj́ıćı věta.

Věta 265. Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um J1, J4, J5a a J6. Pak reziduálńı sdružená
kvazinewtonovská metoda popsaná v poznámce 383 je globálně konvergentńı.
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Ostatńı sdružené kvazinewtonovské metody tuto výjimečnou vlastnost nemaj́ı. Proto je muśıme realizovat
pomoćı algoritmu 27. Tyto úpravy maj́ı své opodstatněńı, nebot’ plat́ı tato věta.

Věta 266. Necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0
a ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ a ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ, posloupnost xi, i ∈ N , určená tečnou, sečnou
nebo reziduálńı sdruženou kvazinewtonovskou metodou s wi = ui, i ∈ N , a s jednotkovým výběrem délky
kroku (αi = 1, i ∈ N) konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Věta 257 je speciálńım d̊usledkem obecněǰśıch vět 280 a 281 dokázáných v odd́ılu 12.5.

11.8 Tenzorové metody

V odd́ılu 8.2 jsme ukázali, jak lze pomoćı aproximaćı Bk, 1 ≤ k ≤ m, Hessových matic Gk, 1 ≤ k ≤ m,
urychlit konvergenci Gaussovy-Newtonovy metody. Mı́sto lineárńıho modelu l(x + s) = f(x) + J(x)s, na
kterém je založena Gaussova-Newtonova metoda, jsme použili kvadratický model

q(x+ s) = f(x) + J(x)s+
1

2
sTTs,

kde T je tř́ırozměrná veličina (tenzor) maj́ıćı prvky

Tkij = (Bk)ij ≈ (Gk(x))ij =
∂2fk(x)

∂xi∂xj

(v odd́ılu 8.2 jsme tenzor T nazaváděli, pracovali jsme pouze s maticemi Bk, 1 ≤ k ≤ m). Podobný
postup můžeme použ́ıt i v př́ıpadě řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Mı́sto soustavy lineárńıch rovnic
l(x + s) = f(x) + J(x)s = 0, která definuje směrový vektor Newtonovy metody, můžeme řešit soustavu
kvadratických rovnic q(x+s) = f(x)+J(x)s+(1/2)sTTs = 0. Pot́ıž je v tom, že tato soustava má stejnou
dimenzi jako p̊uvodńı soustava, je také nelineárńı (kvadratická) a nav́ıc nemuśı mı́t řešeńı. Tuto pot́ıž lze
odstranit, pracujeme-li s maticemi źıskanými interpolaćı omezeného počtu funkčńıch hodnot (tyto matice
naj́ı omezenou hodnost).

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že matice Bi
k ≈ Gk(xi), 1 ≤ k ≤ m, splňuj́ı p interpolačńıch

podmı́nek

fk(xi + dij) = fk(xi) + gTk (xi)d
i
j +

1

2
(dij)

TBi
kd

i
j , 1 ≤ j ≤ p,

kde dij = xi−j − xi, 1 ≤ j ≤ p. Abychom zjednodušili značeńı, budeme často index i vynechávat. V
následuj́ıćı větě (a jej́ım d̊ukazu) vynecháme i index k, takže symboly f a g budou označovat hodnotu a
gradient funkce fk.

Věta 267. Matice B má minimálńı Frobeniovu normu na množině zadané interpolačńımi rovnostmi

zj
∆
= 2(f(x+ dj)− f(x)− gT (x)dj) = dTj Bdj , 1 ≤ j ≤ p

právě tehdy, když

B =

p∑
j=1

ujdjd
T
j ,

kde u =M−1z. Přitom z = [z1, . . . , zp]
T , u = [u1, . . . , up]

T a

M =

 (dT1 d1)
2, . . . , (dT1 dp)

2

. . . , . . . , . . .
(dTp d1)

2, . . . , (dTp dp)
2

 .
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Důkaz Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B, u) =
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

B2
kl +

p∑
i=1

ui

(
zi −

n∑
k=1

n∑
l=1

dTi ekBkle
T
l di

)
.

Postačitelnost plyne z konvexity Frobeniovy normy. Derivujeme-li Lagrangeovu funkci podle proměnné
Bkl, dostaneme

∂L(B, u)

∂Bkl
= Bkl −

p∑
i=1

uid
T
i eke

T
l di,

kde ek a el jsou odpov́ıdaj́ıćı sloupce jednotkové matice. Nutné podmı́nky pro extrém maj́ı tedy tvar

Bkl =

p∑
i=1

uid
T
i eke

T
l di, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n.

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do interpolačńıch rovnost́ı, dostaneme

zj =
n∑

k=1

n∑
l=1

dTj ekBkle
T
l dj =

p∑
i=1

ui

n∑
k=1

n∑
l=1

dTj ekd
T
i eke

T
l die

T
l dj

=

p∑
i=1

ui

(
n∑

k=1

dTj ekd
T
i ek

)(
n∑

l=1

eTl die
T
l dj

)
=

p∑
i=1

ui(d
T
j di)

2.

Necht’ z = [z1, . . . , zp]
T , u = [u1, . . . , up]

T a M je matice uvedená ve větě 267. Pak lze předchoźı soustavu
rovnic zapsat ve tvaru Mu = z takže u =M−1z. 2

Poznámka 384. Vzorce uvedené ve větě 267 můžeme zapsat v tenzorovém tvaru. Necht’ Z ∈ Rn×p je
matice jej́ımiž sloupci jsou vektory 2(f(x+ dl)− f(x)− J(x)dl), 1 ≤ l ≤ p, a U ∈ Rn×p je matice taková,
že U = ZM−1. Pak plat́ı

T =

p∑
l=1

(Uel)× dl × dl, (1063)

kde × znač́ı tenzorový součin, takže

Tkij =

p∑
l=1

eTk Uele
T
i dle

T
j dl, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Poznámka 385. Použijeme-li vzorec (1063) (s indexem j mı́sto l), můžeme soustavu kvadratických rovnic,
slouž́ıćıch k určeńı směrového vektoru s, zapsat ve tvaru

q(x+ s) = f(x) + J(x)s+
1

2

p∑
j=1

Uej(d
T
j s)

2 = 0. (1064)

Předpokládejme, že matice J je regulárńı a označme βj = dTj s, 1 ≤ j ≤ p. Pak plat́ı

s = −J−1

f +
1

2

p∑
j=1

Uejβ
2
j

 . (1065)

Vynásob́ıme-li tento vztah postupně vektory dTi , 1 ≤ i ≤ p, dostaneme soustavu kvadratických rovnic

wT
i f + βi +

1

2

p∑
j=1

wT
i Uejβ

2
j = 0, 1 ≤ i ≤ p (1066)

(s neznámými βj , 1 ≤ j ≤ p), kde wi = (J−1)T di, 1 ≤ i ≤ p. Jelikož obvykle p≪ n, je řešeńı této soustavy
mnohem snažš́ı než řešeńı p̊uvodńı soustavy nelineárńıch rovnic.

450



V poznámce 385 předpokládáme, že matice J je regulárńı a soustava rovnic (1066) má řešeńı. V tomto
př́ıpadě má i soustava (1064) řešeńı, které dostaneme, dosad́ıme-li βj , 1 ≤ j ≤ p, do (1065). Nemá-li
soustava (1064) řešeńı, urč́ıme vektor s tak, aby minimalizoval normu ∥q(x+s)∥. Předpokládejme nejprve,
že matice J je regulárńı a označmeD ∈ Rn×p matici, jej́ımiž sloupci jsou vektory di, 1 ≤ i ≤ p, aW ∈ Rn×p

matici, jej́ımiž sloupci jsou vektory wi = (J−1)T di, 1 ≤ i ≤ p (takžeW = (J−1)TD a WTJs = DT s = β).
Pak můžeme soustavu (1066) zapsat ve tvaru

q̃(β) =WT q(x+ s) =WT f + β +
1

2
WTUβ2 = 0, (1067)

kde β = [β1, . . . , βp] a β
2 = [β2

1 , . . . , β
2
p ].

Věta 268. Necht’ matice J je regulárńı a necht’ vektor β ∈ Rp minimalizuje normu ∥(WTW )−1/2q̃(β)∥.
Pak vektor

s = −J−1

(
f +

1

2
Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)

)
(1068)

minimalizuje normu ∥q(x+ s)∥.

Důkaz Jelikož pro libovolnou ortogonálńı matici Q, plat́ı ∥Qq(x+s)∥ = ∥q(x+s)∥, budeme minimalizovat
normu ∥Qq(x+ s)∥, kde Q = [V, Z]T a kde V , Z jsou matice s ortonormálńımi sloupci takové, že

V =W (WTW )−1/2, WTZ = DTJ−1Z = 0

(vynásobeńım se snadno přesvědč́ıme, že V TV = I). Použijeme-li (1067), dostaneme

Qq(x+ s) =

[
V T q(x+ s)
ZT q(x+ s)

]
=

[
(WTW )−1/2WT q(x+ s)

ZT q(x+ s)

]
=

[
(WTW )−1/2q̃(β)
ZT q(x+ s)

]
.

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že pokud vektor β minimalizuje normu ∥(WTW )−1/2q̃(β)∥ a pokud s je
vektor takový, že DT s = β a ZT q(x+ s) = 0, minimalizuje tento vektor normu ∥Qq(x+ s)∥ = ∥q(x+ s)∥.
Položme

s = J−1W (WTW )−1β + J−1Zr, (1069)

kde r ∈ Rn−p. Pak plat́ı

DT s = DTJ−1W (WTW )−1β +DTJ−1Zr =WTW (WTW )−1β +WTZr = β,

a

ZT q(x+ s) = ZT

(
f + Js+

1

2
Uβ2

)
= ZT f + ZTW (WTW )−1β + ZTZr +

1

2
ZTUβ2

= ZT f + r +
1

2
ZTUβ2,

takže ZT q(x+s) = 0, pokud r = −ZT (f+(1/2)Uβ2). Z ortogonality matice Q plyne, že V V T +ZZT = I,
takže ZZT = I − V V T = I −W (WTW )−1WT a tedy

Zr = −ZZT

(
f +

1

2
Uβ2

)
= −

(
f +

1

2
Uβ2

)
+W (WTW )−1WT

(
f +

1

2
Uβ2

)
Dosad́ıme-li tento vektor do (1069) a použijeme-li (1067), dostaneme

s = J−1W (WTW )−1β − J−1

(
f +

1

2
Uβ2

)
+ J−1W (WTW )−1WT

(
f +

1

2
Uβ2

)
= −J−1

(
f +

1

2
Uβ2 +W (WTW )−1q̃(β)

)
.

2

451



Poznámka 386. Vı́me-li, že existuje vektor s takový, že ZT q(x+ s) = 0, můžeme vzorec (1068) odvodit
jednoduš́ım zp̊usobem. Jelikož

q(x+ s) = QTQq(x+ s) = [V, Z]

[
(WTW )−1/2q̃(β)

0

]
= V (WTW )−1/2q̃(β) =W (WTW )−1q̃(β),

plat́ı

f(x) + J(x)s+
1

2
Uβ2 =W (WTW )−1q̃(β),

odkud bezprostředně plyne (1068).

Poznámka 387. Necht’ WTW = RTR, kde R je horńı trojúhelńıková matice. Pak minimalizace normy
∥(WTW )−1/2q̃(β)∥ je ekvivalentńı minimalizaci funkce

1

2
∥(WTW )−1/2q̃(β)∥2 =

1

2
q̃T (β)(WTW )−1q̃(β) =

1

2
q̃T (β)(RTR)−1q̃(β),

což je vážený součet čtverc̊u, jehož minimum lze nalézt metodami popsanými v kapitole 8. Zd̊urazněme,
že vektor proměnných β má dimenzi p≪ n.

Poznámka 388. Je-li matice J singulárńı, řeš́ıme př́ıslušné soustavy lineárńı rovnic ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u, takže mı́sto matice J−1 použ́ıváme pseudoinverzi J† (věta 170). Pak můžeme psát W = (J†)TD
a s = −J† (f + (1/2)Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)

)
.

Poznámka 389. Zbývá ukázat, jak se voĺı č́ıslo p (počet interpolačńıch podmı́nek). Pro husté úlohy
menš́ıho rozměru je výhodné, aby platilo p ≤

√
n. V tomto př́ıpadě trojúhelńıkový rozklad matice J

spotřebuje zhruba (1/3)n3 operaćı, určeńı vektor̊u wi, 1 ≤ i ≤ p, a s zhruba n2(p + 1) ≤ n2(
√
n + 1)

operaćı a Choleského rozklad matice WTW zhruba p3 = n
√
n operaćı, takže pro n ≥ 10 již operace

spotřebované na trojúhelńıkový rozklad matice J dominuj́ı.

Abychom dostali účinný algoritmus odolný v̊uči selháńı, je třeba tenzorovou metodu kombinovat s
Newtonovou metodou. Jedna z možnost́ı je použita v následuj́ıćım algoritmu.

Algoritmus 29. Data 0 < ρ < 1, 0 < β ≤ β < 1, ε > 0, 0 < k ≤ k.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme f1 = f(x1) a polož́ıme i = 1.

Krok 2 Pokud ∥fi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi). Urč́ıme Newton̊uv směr sNi = −Jifi a tenzorový směr
sSi = sNi − J−1(f + (1/2)Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)), kde β je vektor, který minimalizuje normu
∥(WTW )−1/2q̃(β))∥ (věta 268).

Krok 4 Polož́ıme xi+1 = xi + sSi a vypočteme fi+1 = f(xi+1). Jestliže ∥f(xi+1)∥ < ∥fi∥ přejdeme na
krok 7.

Krok 5 Jestliže fTi Jis
S
i < 0, polož́ıme si = sSi . V opačném př́ıpadě polož́ıme si = sNi .

Krok 6a Polož́ıme α1
i = 1 a k = 1.

Krok 6b Polož́ıme xi+1 = xi + αk
i si a vypočteme fi+1 = f(xi+1) (pokud si = sSi a k = 1, použijeme

hodnotu fi+1 z kroku 4). Je-li splněna některá (vybraná) podmı́nka z (S2), přejdeme na krok 7.

Krok 6c Pokud si = sNi a j > k, ukonč́ıme výpočet (předčasné ukončeńı zp̊usobené selháńım Newtonovy
metody). Pokud si = sSi a j > k, polož́ıme si = sNi a přejdeme na krok 6a. V ostatńıch
př́ıpadech urč́ıme délku kroku αk+1

i tak aby platilo βαk
i ≤ αk+1

i ≤ βαk
i , polož́ıme k := k + 1 a

přejdene na krok 6b.

Krok 7 Polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.
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11.9 Aktualizace trojúhelńıkového rozkladu

Použ́ıváme-li kvazinewtonovské metody (1013), je třeba určovat směrový vektor řešeńım soustavy rovnic
As+ f = 0, kde A je regulárńı čtvercová matice. Tunto soustavu rovnic lze řešit bud’ iteračně metodami
popsanými v odd́ılu 12.9 nebo př́ımo použit́ım ortogonálńıho nebo trojúhelńıkového rozkladu matice A.
Určeńı ortogonálńıho rozkladu A = QR, kde Q je ortogonálńı čtvercová matice a R je horńı trojúhelńıková
matice, nebo trojúhelńıkového rozkladu A = LU , kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami
na hlavńı diagonále a U je horńı trojúhelńıková matice, vyžaduje O(n3) aritmetických operaćı, zat́ımco
následné řešeńı soustavy rovnic QRs + f = 0 nebo soustavy rovnic LUs + f = 0 potřebuje pouze O(n2)
aritmetických operaćı. Proto je v př́ıpadě kvazinewtonovských metod výhodné aktualizovat ortogonálńı
rozklad A = QR nebo trojúhelńıkový rozklad A = LU metodami vyžaduj́ıćımi O(n2) aritmetických ope-
raćı. Ortogonálńı rozklad A = QR lze źıskat metodami popsanými v odd́ılu 8.3 (poznámka 281). V tomto
odd́ılu je též popsána metoda, která urč́ı ortogonálńı rozklad matice Ā = A+pqT z ortogonálńıho rozkladu
matice A pomoćı O(n2) aritmetických operaćı. Nyńı poṕı̌seme metodu, která urč́ı trojúhelńıkový rozklad
matice Ā = A+ pqT z ortogonálńıho rozkladu matice A pomoćı O(n2) aritmetických operaćı.

Algoritmus pro výpočet trojúhelńıkového rozkladu A = LU je velmi podobný algoritmu 2 pro výpočet
Choleského rozkladu (definice 28). Použ́ıvá se následuj́ıćı lemma.

Lemma 111. Necht’

A =

[
a11, aT12
a21, A22

]
je čtvercová matice řádu n, a11 je jej́ı prvńı prvek, a12 je transponovaný zbytek prvńıho řádku, a21 je zbytek
prvńıho sloupce a A22 je hlavńı podmatice řádu n− 1. Pak plat́ı

A = LU =

[
1, 0
l21, L′

] [
u11, uT12
0, U ′

]
,

kde

u11 = a11, (1070)

u12 = a12, (1071)

l12 =
a21
u11

=
a21
a11

(1072)

a L′U ′ je trojúhelńıkový rozklad matice A′, určené podle vzorce

A′ = A22 − l21u
T
12 = A22 −

a21a
T
12

a11
. (1073)

Důkaz Jsou-li splněny rovnosti (1070)–(1073), můžeme matici A zapsat ve tvaru

A =

[
1, 0
l12, I

] [
1, 0
0, A′

] [
u11, uT12
0, I

]
=

[
u11, uT12
l12u11, l12u

T
12 +A′

]
, (1074)

kde I je jednotková matice řádu n− 1. Předpokládejme nyńı, že A′ = L′U ′. Pak[
1, 0
0, A′

]
=

[
1, 0
0, L′U ′

]
=

[
1, 0
0, L′

] [
1, 0
0, U ′

]
a označ́ıme-li

L =

[
1, 0
l21, L′

]
=

[
1, 0
l21, I

] [
1, 0
0, L′

]
, U =

[
u11, uT12
0, U ′

]
=

[
1, 0
0, U ′

] [
u11, uT12
0, I

]
,

plat́ı podle (1074) A = LU . 2
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Podle lemmatu 111 lze snadno určit prvńı sloupec matice L a prvńı řádek matice U . Ostatńı sloupce
Matice L a řádky matice U tvoř́ı trojúhelńıkový rozklad matice A′ źıskané podle vzorce (1073). Druhý
sloupec matice L je prvńım sloupcem matice L′ a druhý řádek matice U je prvńım sloupcem matice U ′.
T́ım je definován rekurentńı postup, kterým lze určit všechny sloupce matice L a všechny řádky matice
U . Dostáváme tak následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 30.

Krok 1 Polož́ıme Ā := A a k := 1.

Krok 2 Jestliže k > n, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme Ukk := Ākk. Pro k + 1 ≤ j ≤ n polož́ıme Ukj := Ākj a Ljk := Ājk/Ukk. Pro
k + 1 ≤ i ≤ n a k + 1 ≤ j ≤ n polož́ıme Āij := Āij − LikUkj . Polož́ıme k := k + 1 a přejdeme
na krok 2.

Nyńı ukážeme, jak lze určit trojúhelńıkový rozklad matice Ā = A + pqT z trojúhelńıkového rozkladu
matice A s použit́ım O(n2) aritmetických operaćı. Poṕı̌seme dvě metody. Prvńı z nich, která je velmi
efektivńı, ale může někdy selhat (na děleńı nulou), lze odvodit postupem použitým v předchoźım lemmatu.

Lemma 112. Necht’

L̄Ū =

[
1, 0
l̄21, L̄′

] [
ū11, ūT12
0, Ū ′

]
=

[
1, 0
l21, L′

] [
u11, uT12
0, U ′

]
+

[
p1
p2

] [
q1
q2

]T
= LU + pqT . (1075)

Pak plat́ı

ū11 = u11 + p1q1, (1076)

ū12 = u12 + p1q2, (1077)

l̄12 =
u11
ū11

l21 +
q1
ū11

p2, (1078)

a L̄′Ū ′ = L′U ′ + p′(q′)T , kde

p′ = p2 − p1l12 (1079)

q′ =
u11
ū11

q2 −
q1
ū11

u12. (1080)

Důkaz Vztahy (1076)–(1078) plynou bezprostředně z vyjádřeńı (1075). Dále podle (1075)–(1078) plat́ı

L̄′Ū ′ = L′U ′ + l21u
T
12 − l̄21ū

T
12 + p2q

T
2

= L′U ′ + l21u
T
12 −

(
u11
ū11

l21 +
q1
ū11

p2

)
(u12 + p1q2)

T + p2q
T
2

= L′U ′ +

((
1− u11

ū11

)
l21 −

q1
ū11

p2

)
uT12 +

((
1− p1q1

ū11

)
p2 −

u11
ū11

p1l21

)
qT2

= L′U ′ + (p1l12 − p2)

(
q1
ū11

u12 −
u11
ū11

q2

)T

(nebot’ ū11 = u11 + p1q1), což dokazuje vzorce (1079)–(1080). 2

Z lematu 112 plyne rekurentńı postup pro výpočet trojúhelńıkového rozkladu L̄Ū = LU + pqT . Tento
rekurentńı postup je popsán v následuj́ıćı větě.

Věta 269. Necht’ L, L̄ jsou dolńı trojúhelńıkové matice s jednotkami na hlavńı diagonále a U , Ū jsou
horńı trojúhelńıkové matice, přičemž

L̄Ū = LU + pqT . (1081)
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Necht’ li, l̄i, 1 ≤ i ≤ n, jsou sloupce matic L, L̄ a ui, ūi, 1 ≤ i ≤ n, jsou transponované řádky matic U , Ū .
Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

ūi = ui + piiqi, (1082)

l̄i =
uii
ūii

li +
qii
ūii

pi = li +
qii
ūii

pi+1, (1083)

kde pii, qii jsou i-té prvky vektor̊u pi, qi a uii, ūii jsou i-té diagonálńı prvky matic U , Ū (takže podle
(1082) plat́ı ūii = uii + piiqii). Vektory pi, qi, 1 ≤ i ≤ n, se poč́ıtaj́ı podle rekurentńıch vztah̊u

pi+1 = pi − piili, (1084)

qi+1 =
uii
ūii

qi −
qii
ūii

ui = qi −
qii
ūii

ui+1. (1085)

kde p1 = p, q1 = q.

Důkaz Větu dokážeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı

n∑
j=i

l̄j ū
T
j =

n∑
j=i

lju
T
j + piq

T
i . (1086)

Pro i = 1 je tato rovnost splněna s p1 = p a q1 = q, nebot’ (1081) lze zapsat ve tvaru

n∑
j=1

l̄j ū
T
j =

n∑
j=1

lju
T
j + pqT .

Protože vektory lj , l̄j , uj , ūj , i ≤ j ≤ n, maj́ı prvńıch j − 1 prvk̊u nulových, má matice (1086) prvńıch
i− 1 řádk̊u a i− 1 sloupc̊u nulových a prvky v jej́ım i-tém řádku a i-tém sloupci jsou plně určeny vektory
ui a li podle vzorc̊u l̄iiūi = liiui + piiqi a l̄iūii = liuii + piqii. Jelikož l̄ii = lii = 1, můžeme psát

ūi = ui + piiqi, (1087)

l̄i =
uii
ūii

li +
qii
ūii

pi. (1088)

Použijeme-li vztahy (1087)–(1088) a vzorec (1085), dostaneme

ūii l̄i = uiili + qiipi = (ūii − piiqii)li + qiipi = ūiili + qii(pi − piili) = ūiili + qiipi+1,

což po vyděleńı č́ıslem ūii dává druhou rovnost v (1083). Abychom dokončili indukčńı krok, muśıme
dokázat vztah

liu
T
i − l̄iū

T
i = pi+1q

T
i+1 − piq

T
i , (1089)

který dostaneme, odečteme-li od (1086) tutéž rovnost s j = i+ 1. Ale

liu
T
i − l̄iū

T
i = liu

T
i − (li +

qii
ūii

pi+1)(ui + piiqi)
T = liu

T
i − liu

T
i − piiliq

T
i − qii

ūii
pi+1(ui + piiqi)

= −piiliqTi − qii
ūii

pi+1ui+1

a
pi+1q

T
i+1 − piq

T
i = (pi − piili)(qi −

qii
ūii

ui+1)− piq
T
i = −piiliqTi − qii

ūii
pi+1ui+1,

což porovnáńım dokazuje platnost vztahu (1089). T́ım je indukčńı krok dokončen. 2

Nevýhoda popsaného postupu spoč́ıvá v tom, že neńı možné provádět permutace, nebot’ ty by změnily
strukturu matic L̄ a Ū (už by to nebyly trojúhelńıkové matice), takže se může stát, že v některém kroku
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plat́ı ūii = 0 a neńı možné pokračovat ve výpočtu (nebo ūii ≈ 0, takže docháźı k velkému nár̊ustu
absolutńıch hodnot prvk̊u matice L̄ a t́ım ke ztrátě přesnosti).

Druhá metoda pro aktualizaci trojúhelńıkového rozkladu je velmi podobná postupu uvedenému ve
větě 175. Nejprve se pomoćı elementárńıch transformačńıch matic (poznámka 394), vynuluje posledńıch
n − 1 prvk̊u vektoru p̃ = L−1p, přičemž se horńı trojúhelńıková matice U změńı na horńı Hessenbergovu
matici H̃. Dbá se přitom aby transformovaná matice L̃ byla dolńı trojúhelńıková. Pak se transformovaný
korekčńı člen, který má pouze prvńı řádek nenulový, přičte k horńı Hessenbergově matici H̃ a pomoćı
daľśıch elementárńıch transformačńıch matic se vynuluj́ı poddiagonálńı prvky nově vzniklé horńı Hessen-
bergovy matice tak, aby transformovaná matice L̄ byla horńı trojúhelńıková. Tato myšlenka je precizována
ve větě 270 a v jej́ım d̊ukazu.

Definice 87. Řekneme, že matice Π ∈ R2×2 je elementárńı permutačńı matićı, jestlǐze plat́ı

Π =

[
0, 1
1, 0

]
.

Řekneme, že matice T ∈ R2×2 je elementárńı eliminačńı matićı, jestlǐze plat́ı

T =

[
1, 0
τ, 1

]
,

kde τ ∈ R.

Poznámka 390. Necht’ x ∈ R2. Pak lze psát

Tx =

[
1, 0
τ, 1

] [
x1
x2

]
=

[
x1

x2 + τx1

]
, T−1x =

[
1, 0
−τ, 1

] [
x1
x2

]
=

[
x1

x2 − τx1

]
,

takže pokud τ = −x2/x1, plat́ı Tx = [x1, 0]
T . Problém nastane, pokud x1 = 0 a x2 ̸= 0. V tomto př́ıpadě

neexistuje elementárńı eliminačńı matice taková, že eT2 Tx = 0 (pokud x1 = 0 a x2 = 0, můžeme položit
T = I).

Poznámka 391. Elementárńı permutačńı nebo eliminačńı matici můžeme definovat i v Rn×n. V tomto
př́ıpadě se permutačńı matice Πij nebo eliminačńı matice Tij lǐśı od jednotkové matice řádu n pouze t́ım,
že se jednotková submatice řádu 2 s indexy 1 ≤ i < j ≤ n nahrad́ı submatićı[

0, 1
1, 0

]
nebo

[
1, 0
τji, 1

]
,

kde τji ∈ R.

Poznámka 392. Elementárńı eliminačńı matice z Rn×n můžeme použ́ıt k vynulováńı posledńıch n − 1
prvk̊u vektoru x ∈ Rn, jehož všechny prvky jsou nenulové. Polož́ıme-li τi+1,i = −xi+1/xi, 1 ≤ i ≤ n− 1,
plat́ı

T12T23 . . . Tn−1,nx =


x1
0
. . .
0

 .
Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu

∗
∗
∗
∗

→


∗
∗
∗
0

→


∗
∗
0
0

→


x1
0
0
0

 .
Dostáváme postupně vektory, kterým ubývaj́ı nenulové prvky od n-tého po druhý řádek. Pokud xi = 0 a
xi+1 ̸= 0, je třeba provést permutaci prvk̊u vektoru x pomoćı permutačńı matice Πi,i+1, která vznikne z
jednotkové matice přehozeńım řádk̊u s indexy i a i+ 1.
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Poznámka 393. Daľśı užitečnou aplikaćı elementárńıch eliminačńıch matic z Rn×n je nulováńı pod-
diagonálńıch prvk̊u horńı Hessenbergovy matice řádu n jej́ıž všechny diagonálńı prvky jsou nenulové.
Polož́ıme-li τi+1,i = −hi+1,i/hii, 1 ≤ i ≤ n − 1, kde hii a hi+1,i jsou prvky postupně upravované horńı
Hessenbergovy matice, plat́ı

Tn−1,n . . . T23T12H = R,

kde R je horńı trojúhelńıková matice. Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


Dostáváme postupně matice, kterým ubývaj́ı nenulové poddiagonálńı prvky od druhého po n-tý řádek.
Pokud hii = 0 a hi+1,i ̸= 0, je třeba provést permutaci řádk̊u matice H pomoćı permutačńı matice Πi,i+1,
která vznikne z jednotkové matice přehozeńım řádk̊u s indexy i a i+ 1.

Poznámka 394. V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat elementárńı transformačńı matice tvaru

Mi,i+1 = (T ′
i,i+1)

−TTi,i+1Πi,i+1, 1 ≤ i < n,

kde T ′
i,i+1 = I, pokud Πi,i+1 = I.

Věta 270. Necht’ Ā = LU+pqT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice a U jsou horńı trojúhelńıková matice.
Necht’ p̃ = L−1p a matice Mi,i+1 = (T ′

i,i+1)
−TTi,i+1Πi,i+1, 1 ≤ i < n, jsou vybrány tak, že vektor Mp̃

má pouze prvńı prvek nenulový, matice H = MU je horńı Hessenbergova a matice L̃ = ΠLM−1 je dolńı
trojúhelńıková, přičemž M = M12M23...Mn−1,n a Π = Π12Π23...Πn−1,n. Pak i matice H̃ = H +Mp̃qT

je horńı Hessenbergova. Necht’ matice M̄i,i+1 = (T̄ ′
i,i+1)

−T T̄i,i+1Π̄ i,i+1, 1 ≤ i < n, jsou vybrány tak, že

matice Ū = M̄H̃ = M̄(H +Mp̃qT ) je horńı trojúhelńıková a matice L̄ = Π̄ L̃M̄−1 je dolńı trojúhelńıková,
přičemž M̄ = M̄n−1,n...M̄23M̄12 a Π̄ = Π̄ n−1,n...Π̄ 23Π̄ 12. Pak plat́ı Ā = L̄Ū .

Důkaz Jde v podstatě o to zkonstruovat elementárńı transformačńı matice Mi,i+1, M̄i,i+1, 1 ≤ i < n,
vystupuj́ıćı ve větě 270. Abychom usnadnili zápis, budeme psát j mı́sto i+ 1.
(a) Nejprve budeme konstruovat matice Mij , 1 ≤ i < n, j = i + 1. Omeźıme-li se na indexy i a j, maj́ı
uvažované submatice pr̊uběžně konstruovaných matic (které pro jednoduchost označ́ıme L, U a p̃) tvar[

lii, 0
lji, ljj

]
,

[
uii, uij
0, ujj

]
,

[
p̃i
p̃j

]
.

Je-li č́ıslo |p̃i| dostatečně velké, můžeme položit Πij = I a τji = −p̃j/p̃i. T́ım vynulujeme prvek p̃j a pro
uvažované bloky matic TijU a LT−1

ij plat́ı[
1, 0
τji, 1

] [
uii, uij
0, ujj

]
=

[
uii, uij
τjiuii, τjiuij + ujj

]
,[

lii, 0
lji, ljj

] [
1, 0

−τji, 1

]
=

[
lii, 0

lji − τjiljj , ljj

]
,

takže maticeMijU = TijU je horńı Hesenbergova a matice LM−1
ij = LT−1

ij je dolńı trojúhelńıková (dokonce
s nezměněnými prvky na hlavńı diagonále). Je-li č́ıslo |p̃i| velmi malé, použijeme permutačńı matici Πij ̸= I
která převede matice L a U na ΠijLΠij a ΠijU (prohod́ı řádky matic L a U a sloupce matice L s indexy
i a j). Pak lze volit τji = −p̃i/p̃j , takže pro uvažované bloky matic TijΠijU a ΠijLΠij(Tij)

−1 plat́ı[
1, 0
τji, 1

] [
0, ujj
uii, uij

]
=

[
0, ujj
uii, τjiujj + uij

]
,[

ljj , lji
0, lii

] [
1, 0

−τji, 1

]
=

[
ljj − τjilji lji
−τjilii, lii

]
.
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Z posledńı rovnosti je patrné, že se prvek lji přemı́stil nad hlavńı diagonálu, takže matice ΠijLΠij(Tij)
−1

neńı dolńı trojúhelńıková. Tento naddiagonálńı prvek je třeba vynulovat pomoćı daľśı elementárńı eli-
minačńı matice (T ′

ij)
T tak, aby matice ΠijLΠij(Tij)

−1(T ′
ij)

T byla dolńı trojúhelńıková. Toho doćıĺıme,

polož́ıme-li τ ′ji = −lji/(ljj−τjilji). Pak pro uvažované bloky matic (T ′
ij)

−TTijΠijU a ΠijLΠij(Tij)
−1(T ′

ij)
T

plat́ı [
1, −τ ′ji
0, 1

] [
0, ujj
uii, τjiujj + uij

]
=

[
−τ ′jiuii, ujj − τ ′ji(τjiujj + uij)
uii, τjiujj + uij

]
,[

ljj − τjilji, lji
−τjilii, lii

] [
1, τ ′ji
0, 1

]
=

[
ljj − τjilji 0
−τjilii, lii − τ ′jiτjilii

]
,

takže matice MijU = (T ′
ij)

−TTijΠijU je horńı Hesenbergova a matice ΠijLM
−1
ij = ΠijLΠij(Tij)

−1(T ′
ij)

T

je dolńı trojúhelńıková (tentokrát se změněnými prvky na hlavńı diagonále). Zbývá rozhodnout, kdy je
vhodné provádět permutace. Nejjednodušš́ı by bylo volit Πij ̸= I v př́ıpadě, že |p̃i| < τ |p̃j |, kde 0 < τ < 1
je vhodná mez. Tento test sám o sobě nestač́ı, nebot’ je třeba zajistit, aby jmenovatel ljj − τjilji ve výrazu
pro τ ′ji byl nenulový. Výhodněǰśı je použ́ıt permutaci, vycháźı-li p̊uvodńı hodnota |lji−τjiljj | př́ılǐs veliká,
čili tehdy plat́ı-li τ |lji − τjiljj | > |ljj |, kde τji = −p̃j/p̃i, což po úpravě dává

|p̃i| < τ
|ljip̃i + ljj p̃j |

|ljj |
. (1090)

V tomto př́ıpadě plat́ı ljip̃i + ljj p̃j ̸= 0, takže pro τji = −p̃i/p̃j dostaneme

ljj − τjilji =
ljip̃i + ljj p̃j

p̃j
̸= 0,

a jmenovatel ve výrazu pro τ ′ji je nenulový.

(b) Nyńı budeme konstruovat matice M̄ij , 1 ≤ i < n, j = i + 1. Omeźıme-li se na indexy i a j, maj́ı

uvažované submatice pr̊uběžně konstruovaných matic (které pro jednoduchost označ́ıme L̃ a H̃) tvar[
l̃ii, 0

l̃ji, l̃jj

]
,

[
h̃ii, h̃ij
h̃ji, h̃jj

]
,

Plat́ı-li

|h̃ii| < τ
|ljih̃ii + ljj h̃ji|

|ljj |
, (1091)

můžeme položit Π̄ ij = I a τ̄ji = −h̃ji/h̃ii. T́ım vynulujeme prvek h̃ji a pro uvažované bloky matic T̄ijH̃

a L̃T̄−1
ij plat́ı [

1, 0
τ̄ji, 1

] [
h̃ii, h̃ij
h̃ji, h̃jj

]
=

[
h̃ii, h̃ij
0, τ̄jih̃ij + h̃jj

]
,[

l̃ii, 0

l̃ji, l̃jj

] [
1, 0

−τ̄ji, 1

]
=

[
l̃ii, 0

l̃ji − τ̄ji l̃jj , l̃jj

]
,

takže matice M̄ijH̃ = T̄ijH̃ je horńı trojúhelńıková a matice L̃M̄−1
ij = L̃T̄−1

ij je dolńı trojúhelńıková. Neńı-

li splněna podmı́nka (1091), použijeme permutačńı matici Π̄ ij ̸= I která převede matice L̃ a H̃ na Π̄ ijL̃Π̄ ij

a Π̄ ijH̃ (prohod́ı řádky matic L̃ a H̃ a sloupce matice L̃ s indexy i a j). Pak lze volit τ̄ji = −h̃ii/h̃ji,
takže pro uvažované bloky matic T̄ijΠ̄ ijH̃ a Π̄ ijL̃Π̄ ij(T̄ij)

−1 plat́ı[
1, 0
τ̄ji, 1

] [
h̃ji, h̃jj
h̃ii, h̃ij

]
=

[
h̃ji, h̃jj
0, τ̄jih̃jj + h̃ij

]
,[

l̃jj , l̃ji
0, l̃ii

] [
1, 0

−τ̄ji, 1

]
=

[
l̃jj − τ̄ji l̃ji l̃ji
−τ̄ji l̃ii, l̃ii

]
.
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Z posledńı rovnosti je patrné, že se prvek l̃ji přemı́stil nad hlavńı diagonálu, takže matice Π̄ ijL̃Π̄ ij(T̄ij)
−1

neńı dolńı trojúhelńıková. Tento naddiagonálńı prvek je třeba vynulovat pomoćı daľśı elementárńı eli-
minačńı matice (T̄ ′

ij)
T tak, aby matice Π̄ ijL̃Π̄ ij(T̄ij)

−1(T̄ ′
ij)

T byla dolńı trojúhelńıková. Toho doćıĺıme,

polož́ıme-li τ̄ ′ji = −l̃ji/(l̃jj−τ̄ji l̃ji). Pak pro uvažované bloky matic (T̄ ′
ij)

−T T̄ijΠ̄ ijH̃ a Π̄ ijL̃Π̄ ij(T̄ij)
−1(T̄ ′

ij)
T

plat́ı [
1, −τ̄ ′ji
0, 1

] [
h̃ji, h̃jj
0, τjih̃jj + h̃ij

]
=

[
h̃ji, h̃jj − τ̄ ′ji(τjih̃jj + h̃ij)

0, τ̄jih̃jj + h̃ij

]
,[

l̃jj − τ̄ji l̃ji, l̃ji
−τ̄ji l̃ii, l̃ii

] [
1, τ̄ ′ji
0, 1

]
=

[
l̃jj − τ̄ji l̃ji 0

−τ̄ji l̃ii, l̃ii − τ̄ ′jiτ̄ji l̃ii

]
,

takže matice M̄ijH̃ = (T̄ ′
ij)

−T T̄ijΠ̄ ijH̃ je horńı trojúhelńıková a matice Π̄ ijL̃M̄
−1
ij = Π̄ ijL̃Π̄ ij(T̄ij)

−1(T̄ ′
ij)

T

je dolńı trojúhelńıková. 2

Poznámka 395. N̊eprovád́ıme-li permutace, diagonálńı prvky matice L se neměńı a z̊ustávaj́ı jednotkové.
V opačném př́ıpadě je třeba výslednou matici L̄ vyškálovat. Označ́ıme-li D̄ = diag(l̄11, . . . l̄nn}, je třeba
položit L̄ := L̄D̄−1 a Ū := D̄Ū .

11.10 Numerické porovnáńı

K testováńı metod pro řešeńı systémů nelineárńıch rovnic bylo použito 62 úloh, obsahuj́ıćıch 200 rovnic
o 200 neznámých, ze sb́ırky TEST37 zmı́něné v odd́ılu 1.5. V tabulce 19 jsou uvedeny výsledky źıskané
těmito metodami:

TRNM-DER - Newtonova metoda s Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky,

TRNM-DIF - Newtonova metoda s Jacobiovou matićı poč́ıtanou numericky,

TRGB-DER - Broydenova dobrá metoda (1014) s Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky,

TRGB-DIF - Broydenova dobrá metoda (1014) s Jacobiovou matićı poč́ıtanou numericky,

TRT1-DER - Optimálně podmı́něná Toddova metoda (1024) s výběrem parametru ϑ podle věty 252 s
Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky,

TRT1-DIF - Optimálně podmı́něná Toddova metoda (1024) s výběrem parametru ϑ podle věty 252 s
Jacobiovou matićı poč́ıtanou numericky,

TRT2-DER - Optimálně podmı́něná Toddova metoda (1024) s výběrem parametru ϑ podle věty 253 s
Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky,

TRT2-DIF - Optimálně podmı́něná Toddova metoda (1024) s výběrem parametru ϑ podle věty 253 s
Jacobiovou matićı poč́ıtanou numericky,

TRNB-DER - Broydenova nová metoda (1061) s Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky,

TRR1-DER - Reziduálńı sdružená kvazinewtonovská metoda (1060),

TRR2-DER - Reziduálńı sdružená kvazinewtonovská metoda (1062),

TRR3-DER - Reziduálńı oboustranná kvazinewtonovské metoda (1047).

Všechny uvedené metody jsou metodami s lokálně omezeným krokem (metody spádových směr̊u dosahovaly
horš́ıch výsledk̊u). Newtonova metoda použ́ıvá k řešeńı lineárńıch rovnic LU rozklad nesymetrické matice
a kvazinewtonovské metody použ́ıvaj́ı aktualizaci QR rozkladu popsanou v odd́ılu 11.9. Tyto metody
jsou porovnány s metodami LSVM a TRGN testovanými v odd́ıu 8.4 (což jsou metody VM1 a GN uvedené v
tabulce 7).

459



Metoda NIT NFV NFJ NDC selháńı čas
TRNM-DER 1516 1701 1516 1349 - 7.00
TRNM-DIF 1217 244354 - 1082 - 13.44
TRGB-DER 3129 3514 290 286 - 7.14
TRGB-DIF 2612 46002 - 213 - 7.92
TRT1-DER 3077 3555 278 273 1 7.37
TRT1-DIF 2998 53959 - 252 1 9.25
TRT2-DER 2625 3048 294 289 - 6.73
TRT2-DIF 2214 48735 - 228 - 7.72
TRNB-DER 1641 1819 1925 166 - 4.39
TRR1-DER 4439 4758 5034 336 - 8.84
TRR2-DER 2257 2417 2522 165 - 5.19
TRR3-DER 1736 1923 2049 186 - 4.68
LSVM 21108 24669 24669 - 4 4.58
TRGN 1223 1320 1285 1107 - 6.39

Tabulka 14: TEST37 – 62 úloh

Tabulka 14 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých Jacobiových matic (nebo gradient̊u funkce (984)) NFJ, celkový počet maticových rozklad̊u
NDC, počet selháńı a celkový čas výpočtu. K selháńı došlo, když bylo nalezeno lokálńı minimum funkce
(984)), které nebylo řešeńım soustavy rovnic.

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Jsou-li prvky Jacobiovy matice zadány analyticky, je Newtonova metoda velmi efektivńı a vyžaduje
nejmenš́ı počet funkčńıch hodnot a gradient̊u. V každém iteračńım kroku je třeba řešit soustavu
lineárńıch rovnic o n neznámých, což vyžaduje O(n3) aritmetických operaćı a pro velká n to může
zpomalovat výpočet.

• Diferenčńı verze Newtonovy metody je pro husté systémy rovnic neefektivńı, nebot’ numerický výpočet
Jacobiovy matice v každém iteračńım kroku vyžaduje vyč́ısleńı velkého počtu funkčńıch hodnot.

• Broydenova dobrá metoda s analytickým výpočtem Jacobiovy matice po přerušeńı iteračńıho procesu
konverguje pomaleji než Newtonova metoda, takže potřebuje větš́ı počet iteraćı k nalezeńı řešeńı. Je-
likož se použ́ıvaj́ı aktualizace QR rozkladu (vyžaduj́ıćı pouze O(n2) aritmetických operaćı) je účinnost
tato metody srovnatelná s účinnost́ı Newtonovy metody.

• Broydenova dobrá metoda s numerickým výpočtem Jacobiovy matice po přerušeńı iteračńıho procesu
je mnohem efektivněǰśı než diferenčńı verze Newtonovy metody, nebot’ Jacobiova matice se poč́ıtá
jen ve zhruba desetině iteračńıch krok̊u.

• Optimálně podmı́něná Toddova metoda s výběrem parametru ϑ podle věty 253 je mı́rně lepš́ı než
Broydenova dobrá metoda, která jinak patř́ı k nejefektivněǰśım kvazinewtonovským metodám.

• Reziduálńı sdružené kvazinewtonovské metody vyžaduj́ı analytické zadáńı výraz̊u pro prvńı derivace
(nebo použit́ı automatického derivováńı). Reziduálńı oboustranná kvazinewtonovská metoda a jej́ı
aproximace konverguj́ı téměř stejně rychle jako Newtonova metoda. Použ́ıvaj́ı však aktualizace QR
rozkladu, takže čas potřebný k nalezeńı řešeńı je nejnižš́ı ve srovnáńı s ostatńımi testovanými meto-
dami.
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12 Metody pro rozsáhlé soustavy nelineárńıch rovnic

Rozsáhlé systémy nelineárńıch rovnic nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých hustých
matic. Pro řešeńı takových systémů se použ́ıvaj́ı metody, které jsou založeny na podobných myšlenkách
jako optimalizačńı metody popsané v kapitolách 9 a 10.

12.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ı omezený počet krok̊u kvazinewtonovských metod
popsaných v odd́ılu 11.5. Při jejich popisu budeme použ́ıvat množinu

M = {l ∈ N : l = (j − 1)m+ 1, j ∈ N}, (1092)

kde m ∈ N , vzorec (1030) a standardńı označeńı di = xi+1 − xi, yi = fi+1 − fi, i ∈ N .

Definice 88. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je př́ımou m-krokovou
kvazinewtonovskou metodou s omezenou pamět́ı, jestlǐze si = −Sifi, kde Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)v

T
i Si

vTi Siyi
= (I + uiv

T
i )Si, ui =

di − Siyi
vTi Siyi

(1093)

pro l ≤ i ≤ l +m− 2, kde vi ∈ Rn je zvolený vektor.

Poznámka 396. Pokud polož́ıme vi = di, dostaneme Broydenovu dobrou metodu. Polož́ıme-li vi = ek,
dostaneme př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u.

Definice 89. Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je inverzńı m-krokovou
kvazinewtonovskou metodou s omezenou pamět́ı, jestlǐze si = −Sifi, kde Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)z

T
i

zTi yi
= Si + uiz

T
i , ui =

di − Siyi
zTi yi

(1094)

pro l ≤ i ≤ l +m− 2, kde zi ∈ Rn je zvolený vektor.

Poznámka 397. Pokud polož́ıme zi = yi, dostaneme Broydenovu špatnou metodu. Polož́ıme-li zi = ek,
dostaneme inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u.

K realizaci kvazinewtonovských metod s omezenou pamět́ı můžeme (tak jako v př́ıpadě metod s
proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı) použ́ıt bud’ vektorové nebo maticové reprezentace. Vektorové
reprezentace použ́ıvaj́ı směrové vektory si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1, kde p
i+1
l = Slfi+1 a kde vektory pi+1

j+1,
l ≤ j ≤ i, se určuj́ı pomoćı př́ımých rekurentńıch vztah̊u, ve kterých vystupuj́ı již použité vektory uj ,
vj , zj , l ≤ j ≤ i − 1 (které jsou uloženy v paměti poč́ıtače) a nové vektory ui, vi, zi Nejprve odvod́ıme
rekurentńı vztahy pro př́ımé kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı.

Věta 271. Necht’ pi+1
l = Slfi+1 a

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujv
T
j p

i+1
j , l ≤ j ≤ i,

kde

ui =
di − (pi+1

i + si)

vTi (p
i+1
i + si)

, si = −Sifi,

a vi je zvolený vektor. Pak plat́ı pi+1
j+1 = Sj+1fi+1, l ≤ j ≤ i, takže si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1.
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Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pi+1
j = Sjfi+1 pro nějaký index l ≤ j ≤ i (plat́ı to

zcela jistě pro j = l). Podle indukčńıho předpokladu a podle definice 88 lze psát

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujv
T
j p

i+1
j = (I + ujv

T
j )Sjfi+1 = Sj+1fi+1,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Vzorec pro vektor ui plyne z toho, že

ui =
di − Siyi
vTi Siyi

=
di − Si(fi+1 − fi)

vTi Si(fi+1 − fi)
=
di − (pi+1

i + si)

vTi (p
i+1
i + si)

.

2

Podobné rekurentńı vztahy dostaneme pro inverzńı kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı.

Věta 272. Necht’ pi+1
l = Slfi+1 a

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujz
T
j fi+1, l ≤ j ≤ i,

kde

ui =
di − (pi+1

i + si)

zTi yi
, si = −Sifi,

a zi je zvolený vektor. Pak plat́ı pi+1
j+1 = Sj+1fi+1, l ≤ j ≤ i, takže si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1.

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pi+1
j = Sjfi+1 pro nějaký index l ≤ j ≤ i (plat́ı to

zcela jistě pro j = l). Podle indukčńıho předpokladu a podle definice 88 lze psát

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujz
T
j fi+1 = (Sj + ujz

T
j )fi+1 = Sj+1fi+1,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Vzorec pro vektor ui plyne z toho, že

ui =
di − Siyi
zTi yi

=
di − Si(fi+1 − fi)

zTi yi
=
di − (pi+1

i + si)

zTi yi
.

2

Poznámka 398. Pro i = l ∈ M pokládáme Si = Sl = J−1
l . Jacobiovu matici Jl neinvertujeme. Mı́sto

toho použ́ıváme trojúhelńıkový rozklad Jl = LlUl. Pak vektor pi+1
l = Slfi+1 źıskáme řešeńım soustavy

lineárńıch rovnic LlUl p
i+1
l = fi+1

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı můžeme také realizovat pomoćı maticových reprezentaćı.
Pro jejich odvozeńı budeme tak jako v odd́ılu 9.3 předpokládat, že i ≤ m a budeme použ́ıvat označeńı
Di = [d1, . . . , di], Yi = [y1, . . . , yi], Vi = [v1, . . . , vi], Zi = [z1, . . . , zi]. Abychom zjednodušili zápis budeme
v d̊ukazech index i vynechávat a index i+ 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti budeme použ́ıvat
označeńı D = [d1, . . . , di−1], Y = [y1, . . . , yi−1], V = [v1, . . . , vi−1], Z = [z1, . . . , zi−1], takže Di = [D, d],
Yi = [Y, y], Vi = [V, v], Zi = [Z, z].

Nejprve odvod́ıme maticové reprezentace pro př́ımé kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı. Pro
tento účel označ́ıme Ri horńı trojúhelńıkovou matici řádu i takovou, že (Ri)kl = vTk dl, k ≤ l, a (Ri)kl = 0,
k > l. V d̊ukazech budeme použ́ıvat označeńı

Ri =

[
R, V T d
0, vT d

]
.

Lemma 113. Necht’ A1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (1013) s vTi di ̸= 0 pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m.
Pak lze psát

Ai+1 = A1 + (Yi −A1Di)R
−1
i V T

i . (1095)
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Důkaz Pro i = 1 je (1095) ekvivalentńı s (1013). Dále budeme postupovat matematickou indukćı. Předpo-
kládejme, že (1095) s j mı́sto i plat́ı pro všechny indexy j menš́ı než i. Pro index i můžeme (1095) zapsat
ve tvaru

A+ = A1 + [Y −A1D, y −A1d]

[
R, V T d
0, vT d

]−1 [
V T

vT

]
.

Jelikož plat́ı [
R, V T d
0, vT d

]−1

=

 R−1, −R
−1V T d

vT d

0,
1

vT d


(což lze snadno ověřit vynásobeńım), můžeme psát

A+ = A1 + (Y −A1D)R−1V T

(
I − dvT

vT d

)
+ (y −A1d)

vT

vT d
= A+

(y −Ad)vT

vT d
,

což je právě vztah (1013). 2

Poznámka 399. Vyjádřeńı (1095) použ́ıváme nejčastěji ve spojeńı s iteračńım řešeńım soustavy rovnic
Aisi + fi = 0, i ∈ N . Pokud i > m, pokládáme Ai = Al = Jl pro i = l ∈M a

Ai = Al + (Yk −AlDk)R
−1
k V T

k (1096)

pro l < i ≤ l + m − 1, kde Dk = [dl, . . . , di−1], Yk = [yl, . . . , yi−1], Vk = [vl, . . . , vi−1] a Rk je horńı
trojúhelńıková matice řádu k = i− l, jej́ıž nenulové prvky jsou shodné s prvky matice V T

k Dk. Poznamene-
jme, že matice Vk se obvykle neukládá (pro Broydenovu dobrou metodu plat́ı Vk = Dk a pro př́ımou
metodu aktualizace sloupc̊u stač́ı ukládat indexy prvk̊u s maximálńı absolutńı hodnotou sloupc̊u matice
Dk). Mı́sto matice Yk ukládáme matici Uk = Yk − AlDk a součin Aip, p ∈ Rn, poč́ıtáme podle vzorce
Aip = Alp+ UkR

−1
k V T

k p.

Věta 273. Necht’ S1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (1030) pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m. Pak lze psát

Si+1 = S1 + (Di − S1Yi)(Ci − Li + V T
i S1Yi)

−1V T
i S1, (1097)

kde Li je dolńı trojúhelńıková matice taková, že (Li)kl = 0, k < l, a (Li)kl = vTk lj, k ≥ l, a Ci je diagonálńı
matice řádu i taková, že (Ci)kl = vTk dl, k = l, a (Ci)kl = 0, k ̸= l.

Důkaz Př́ımou inverźı vztahu (1095) (použit́ım d̊usledku 8, kde H = A1, U = (Yi−A1Di)R
−1
i a V = Vi),

dostaneme
A−1

i+1 = A−1
1 −A−1

1 (Yi −A1Di)(Ri + V T
i A

−1
1 (Yi −A1Di))

−1V T
i A

−1
1 .

Zřejmě Ri −V T
i Di = Ci −Li a jelikož A−1

1 = S1 a A−1
i+1 = Si+1, můžeme posledńı vzorec přepsat ve tvaru

Si+1 = S1 + (Di − S1Yi)(Ci − Li + V T
i S1Yi)

−1V T
i S1.

2

Nyńı odvod́ıme maticové reprezentace pro inverzńı kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı. Ten-
tokrát označ́ıme Ri horńı trojúhelńıkovou matici řádu i takovou, že (Ri)kl = zTk yl, k ≤ l, a (Ri)kl = 0,
k > l. V d̊ukazech budeme použ́ıvat označenmı́

Ri =

[
R, ZT y
0, zT y

]
.

Věta 274. Necht’ S1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (1030) s zTi yi ̸= 0 pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m.
Pak lze psát

Si+1 = S1 + (Di − S1Yi)R
−1
i ZT

i . (1098)
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Důkaz Tvrzeńı věty plyne z duality. Porovnáme-li (1013) s (1030), vid́ıme, že v (1095) stač́ı provést
záměnu A1 → S1, Vi → Zi, Di → Yi a Yi → Di. 2

Poznámka 400. Vyjádřeńı (1098) použ́ıváme k určeńı směrového vektoru si = −Sifi, i ∈ N . Pokud
i > m, pokládáme Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a

Si = Sl + (Dk − SlYk)R
−1
k ZT

k (1099)

pro l < i ≤ l + m − 1, kde Dk = [dl, . . . , di−1], Yk = [yl, . . . , yi−1], Zk = [zl, . . . , zi−1] a Rk je horńı
trojúhelńıková matice řádu k = i − l, jej́ıž nenulové prvky jsou shodné s prvky matice ZT

k Yk. Poz-
namenejme, že matice Zk se obvykle neukládá (pro Broydenovu špatnou metodu plat́ı Zk = Yk a pro
inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u stač́ı ukládat indexy prvk̊u s maximálńı absolutńı hodnotou sloupc̊u
matice Yk). Mı́sto matice Dk ukládáme matici Uk = Dk − SlYk a součin Sifi poč́ıtáme podle vzorce
Sifi = Slfi+UkR

−1
k ZT

k fi (obvykle se použ́ıvá trojúhelńıkový rozklad Jl = LlUl, takže vektor Slfi lze źıskat
řešeńım soustavy rovnic LlUl(Slfi)+ fi = 0. analogický postup lze použ́ıt ke konstrukci předpodmiňovače
popsaného v odd́ılu 12.2.

12.2 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro husté úlohy

Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody se vyznačuj́ı t́ım, že se systémy lineárńıch rovnic řeš́ı nepřesně
iteračńımi metodami. V př́ıpadě hustých úloh se nepouž́ıvá matice A = J a násobeńı q = Ap = J(x)p se
nahražuje numerickým derivováńım

J(x)p ≈ f(x+ δp)− f(x)

δ
,

kde δ = ε/∥p∥ je vhodná diference (obvykle ε =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Jinak se algoritmy

neměńı. Jestliže výpočet vektoru f(x) vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob úsporněǰśı než násobeńı
matice vektorem (obecně O(n2) operaćı). Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat žádné derivace. Iteračńı metody pro
řešeńı systémů lineárńıch rovnic však nesmı́ použ́ıvat transponovou matici AT = JT , což poněkud omezuje
jejich výběr (iteračńı metody pro řešeńı systémů lineárńıch rovnic jsou popsány v odd́ılu 12.9).

Poznámka 401. Snadno se dokáže tvrzeńı, které je analogíı věty 212. Necht’ zobrazeńı f : D → R splňuje
předpoklad J6. Necht’ q = J(x)p a

q̃ =
f(x+ δp)− f(x)

δ
, δ =

ε

∥p∥
,

kde x ∈ D a x+ δp ∈ D. Pak plat́ı

∥q̃ − q∥ ≤ 1

2
εG∥p∥.

Nevýhodou metod studovaných v tomto odd́ılu je skutečnost, že počet vnitřńıch iteraćı zvolené iteračńı
metody, tedy i počet vyč́ısleńı hodnot zobrazeńı f , může být značně velký, je-li matice J = J(x) špatně
podmı́něná. Proto je účelné iteračńı metody vhodně předpodmı́nit. Pot́ıž je v tom, že neznáme matici J ,
takže neńı možné použ́ıt standardńı postupy.

Tak jako v odd́ılu 9.7 se zaměř́ıme zejména na pásové předpodmiňovače. Jednou z možnost́ı, jak kon-
struovat pásové předpodmiňovače, je předpokládat, že Jacobiova matice má pásovou strukturu a určovat
jej́ı prvky numerickým derivováńım. K určeńı všech prvk̊u pásové matice, kde l je š́ı̌rka pásu, stač́ı použ́ıt
l diferenćı hodnot zobrazeńı, tedy spoč́ıtat v každém kroku Newtonovy metody l hodnot zobrazeńı nav́ıc.
V tomto odd́ılu se budeme zabývat pouze tridiagonálńımi předpodmiňovači.
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Věta 275. Předpokládejme, že Jacobiova matice zobrazeńı f je tridiagonálńı matice tvaru

T =


α1 β1 . . . 0 0
γ2 α2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αn−1 βn−1

0 0 . . . γn αn

 . (1100)

Položme v1 = [δ1, 0, 0, δ4, 0, 0, 0, . . . ], v2 = [0, δ2, 0, 0, δ5, 0, . . . ], v3 = [0, 0, δ3, 0, 0, δ6, . . . ], kde δi = εδi,
1 ≤ i ≤ n, přičemž ε =

√
εM a bud’ δi =

√
l/n (l = 3 je š́ıřka pásu) nebo δi = max(|xi|, 1) pro 1 ≤ i ≤ n.

Pak plat́ı

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 2,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 0,

kde veličiny, v jejichž vzorćıch vystupuj́ı indexy i < 1 nebo i > n, nepoč́ıtáme.

Důkaz Použit́ım (1100) se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı

Tv1 = [α1, γ1, β3, α4, γ4, . . . ]
T , T v2 = [β1, α2, γ2, β4, α5, . . . ]

T , T v2 = [0, β2, α3, γ3, β5, . . . ]
T ,

kde se vyskytuj́ı všechny prvky matice T . Použijeme-li stejné úvahy jako v d̊ukazu věty 219, dostaneme
dokazované tvrzeńı. 2

K předpodmı́něńı vybrané iteračńı metody realizuj́ıćı diferenčńı verzi Newtonovy metody lze též použ́ıt
kvazinewtonovskou metodu s omezenou pamět́ı popsanou v poznámce 400. Jelikož kvazinewtonovská
metoda vyžaduje dobrou počátečńı aproximaci Si matice J−1

i , postupujeme tak, že pro i = l ∈ M (M
je množina definovaná vztahem (1092)) pokládáme Si = Sl = T−1

l , kde Tl je tridiagonálńı matice (1100)
spočtená podle věty 275, a pro l ≤ i ≤ l +m− 2 použ́ıváme vzorec (1099).

12.3 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Rozsáhlé soustavy nelineárńıch rovnic se obvykle vyznačuj́ı t́ım, že jejich Jacobiovy matice obsahuj́ı málo
(typicky O(n)) nenulových prvk̊u. Protože počet nulových prvk̊u je obvykle mnohem větš́ı, je účelné
ukládat pouze nenulové prvky a jen s nimi provádět aritmetické operace. Nesymetrické ř́ıdké matice lze
ukládat r̊uzným zp̊usobem. V tomto odd́ılu budeme použ́ıvat pouze komprimované ukládáńı po řádćıch,
které použ́ıvá tři pole num(A), adr(A), col(A), jejichž význam je popsán v odd́ılu 10.1.

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze rozdělit do dvou skupin (sloupcové a řádkové
metody) podle toho jakým zp̊usobem je organizován přibližný výpočet derivaćı. Sloupcové metody se
použ́ıvaj́ı zejména tehdy, je-li výhodné poč́ıtat všechny složky zobrazeńı f současně. Řádkové metody jsou
algoritmicky jednodušš́ı a lze je použ́ıt v př́ıpadě, kdy poč́ıtáme hodnoty funkćı fi(x), 1 ≤ i ≤ n postupně
(v cyklu s indexem i). Použit́ı diferenčńıch verźı Newtonovy metody je podloženo teoríı uvedenou v
odd́ılu 11.4 (lemma 103).
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Sloupcové metody jsou založeny na aproximaci sloupc̊u Jej , 1 ≤ j ≤ n, Jacobiovy matice J pomoćı
diferenčńıch vzorc̊u

J(x)ej ≈
f(x+ δjej)− f(x)

δj
, (1101)

kde δj = εδj , přičemž ε =
√
εM a bud’ δj = 1 nebo δj = max(|xj |, 1). Je-li matice J ř́ıdká může nastat

př́ıpad, kdy pomoćı jedné diference vektor̊u funkčńıch hodnot urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice. Rozdělme
sloupce matice J do l disjunktńıch skupin Sk ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ k ≤ l, tak aby submatice J(Sk), složené
ze sloupc̊u matice J patř́ıćıch do skupin Sk, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Necht’
vk, 1 ≤ k ≤ l, jsou vektory takové, že

(vk)j = eTj vk = δj ⇐⇒ j ∈ Sk,

takže pro libovolný řádkový index 1 ≤ i ≤ n existuje právě jeden sloupcový index j ∈ Sk takový, že
Jij(x) = (fi(x+ vk)− fi(x))/δj . Všechny sloupce matice J tedy můžeme určit pomoćı l diferenćı

f(x+ vk)− f(x) ≈ Jvk, 1 ≤ k ≤ l

(pomoćı vektoru vk urč́ıme prvky submatice J(Sk)). Źıskáńı rozkladu {1, . . . , n} = S1 ∪ · · · ∪Sl, takového,
aby počet skupin l byl minimálńı je NP těžká úloha, kterou nelze v obecném př́ıpadě vyřešit v rozumném
čase. Proto se, tak jako ve většině kombinatorických úloh použ́ıvaj́ı algoritmy, které jsou poměrně
jednoduché, rychlé a dávaj́ı dobrou aproximaci optimálńıho řešeńı. Jeden takový algoritmus je popsán
v [31]. Je také možné použ́ıt volně dostupný zdrojový program v jazyce Fortran [28] popsaný v [27].
Poznamenejme, že sloupcové metody nelze použ́ıt, má-li Jacobiova matice husté řádky.

Řádkové metody určuj́ı jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorc̊u

(J(x))ij ≈
fi(x+ δjej)− fi(x)

δj
. (1102)

Pro každý index 1 ≤ i ≤ n, se poč́ıtaj́ı jen ty diference, které odpov́ıdaj́ı nenulovým prvk̊um v i-tém řádku
Jacobiovy matice (jde v podstatě o numerický výpočet redukovaných gradient̊u zavedených v definici 76).
Předpokládejme, že výpočet hodnoty každé z funkćı fi, 1 ≤ i ≤ n, je zhruba stejně náročný. Pak je k
výpočtu všech prvú Jacobiovy matice zapotřeb́ı zhruba stejny̌ počet opreraćı jako pro (n1 + · · · + nn)/n
vyč́ısleńı zobrazeńı f (zde ni je počet nenulových prvk̊u v i-tém řádku Jacobiovy matice). Sloupcové
metody vyžaduj́ı přinejmenš́ım max(n1, . . . , nn) vyč́ısleńı zobrazeńı f , což je v́ıce než v př́ıpadě řádkových
metod. Neńı-li tedy společný výpočet hodnot fi(x), 1 ≤ i ≤ n významně výhodněǰśı než výpočet v cyklu,
je lepš́ı použ́ıvat řádkové metody. Řádkové metody lze nav́ıc použ́ıt i tehdy, má-li Jacobiova matice husté
řádky.

12.4 Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı kvazinewtonovské aktualizace, které zachovávaj́ı
strukturu ř́ıdké Jacobiovy matice. Označme

VQ = {A ∈ Rn×n : Ad = y},
VJ = {A ∈ Rn×n : Jij = 0 ⇒ Aij = 0}.

Tak jako v odd́ılu 9.7 můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PJ do lineárńıch variet VQ,
VJ předpisem

PQA = min
Ã∈VQ

∥Ã−A∥F ,

PJA = min
Ã∈VJ

∥Ã−A∥F .

466



Podobně můžeme definovat operátor ortogonálńı projekce PQJ do VQ ∩ VJ .

Věta 276. Necht’ A ∈ Rn×n a necht’ PQJ je operátor orthogonálńı projekce do VQ ∩ VJ Pak

PQJA = PJ(A+ udT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y− (PJA)d s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı

Q =
n∑

i=1

∥di∥2eieTi ,

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že dij = dj, Jij ̸= 0 a dij = 0, Jij = 0. Označ́ıme-li A+ = PQJA
a předpokládáme-li, že matice A má stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J (takže PJA = A),
m̊užeme vzorec A+ = PJ(A+ udT ) zapsat ve tvaru

A+ = A+
n∑

i=1

eTi (y −Ad)ei(d
i)T

(di)T di
, (1103)

kde členy s di = 0 odpadnou.

Důkaz Věta 279 je př́ımým d̊usledkem věty 228 (mı́sto matic G a B použijeme matice J a A). 2

Z vyjádřeńı (1103) plyne, že každý člen v uvedeném součtu měńı pouze jeden řádek matice A. Plat́ı

eTi A+ = eTi A+
eTi (y −Ad)

(di)T di
(di)T , 1 ≤ i ≤ n.

Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (1103) se nazývá Schubertovou metodou a jelikož je zobecněńım Broy-
denovy dobré metody, má podobné vlastnosti jako Broydenova dobrá metoda. Standardńı Schubertova
metoda, která použ́ıvá aktualizaci (1103) v každém iteračńım kroku, neńı globálné konvergentńı. Tuto
metodu je třeba realizovat pomoćı algoritmu 27. Je však možné dokázat, že standardńı Schubertova
metoda konverguje lokálně Q-superlineárně.

Lemma 114. Necht’ A+ je matice určená podle (1103). Pak pro libovolnou matici J̃ ∈ VQ ∩ VJ plat́ı

∥A+ − J̃∥2F ≤ ∥A− J̃∥2F − ∥y −Ad∥2

∥d∥2
.

Důkaz Jelikož J̃ ∈ VQ ∩ VJ , PQJ je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VJ a A+ = PQJA, můžeme
použ́ıt Pythagorovu větu

∥A+ − J̃∥2F = ∥A− J̃∥2F − ∥A+ −A∥2F .

Jelikož VQ ∩ VJ ⊂ VQ, plat́ı A+d = y, takže

∥y −Ad∥ = ∥(A+ −A)d∥ ≤ ∥A+ −A∥∥d∥ ≤ ∥A+ −A∥F ∥d∥,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává dokazované tvrzeńı. 2

Lemma 115. Necht’ A+ je matice určená podle (1103) a necht’ je splněn předpoklad J6. Pak

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F +G
√
n∥d∥.
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Důkaz Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 6) plat́ı

y = f+ − f = J̃d, J̃ =

∫ 1

0

J(x+ λd)dλ.

Použijeme-li předpoklad J6, můžeme psát

∥J̃ − J∥F ≤
√
n

∫ 1

0

∥J(x+ λd)− J(x)∥dλ ≤ G
√
n∥d∥

∫ 1

0

λdλ ≤ 1

2
G
√
n∥d∥ (1104)

a podobným zp̊usobem dostaneme

∥J̃ − J+∥F ≤ 1

2
G
√
n∥d∥. (1105)

Podle lemmatu 114 plat́ı

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A+ − J̃∥F + ∥J̃ − J+∥F ≤ ∥A− J̃∥F + ∥J̃ − J+∥F
≤ ∥A− J∥F + ∥J̃ − J∥F + ∥J̃ − J+∥F ,

což s použit́ım (1104)–(1105) dává dokazované tvrzeńı. 2

Věta 277. Necht’ je splněn předpoklad J6 a necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je
regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ, ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ a pokud plat́ı

∥Aidi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,
xi+1 = xi + di,

Ai+1 = PQJAi

∀i ∈ N , kde 0 ≤ ω < 1, konverguje posloupnost xi, i ∈ N , k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Výsledky dosažené v částech (a)–(b) d̊ukazu věty 243 můžeme přeformulovat (pomoćı okoĺı) tak,
že existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x−x∗∥ ≤ δ, ∥(A−J(x))d∥ ≤ ϑ∥d∥ a ∥Ad+f(x)∥ ≤ ω∥f(x)∥,
kde 0 ≤ ω < 1, plat́ı

1− ω

J
∥f(x)∥ ≤ ∥d∥ ≤ 1 + ω

J
∥f(x)∥, (1106)

kde 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J , a

∥f(x+ d)∥ ≤ r∥f(x)∥, (1107)

kde ω < r < 1. Zd̊urazněme, že č́ıslo 0 ≤ ω < 1 může být libovolné zat́ımco č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 mohou
vycházet malá.

(b) Zvolme č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 tak, aby platilo(
1 +

J

J

1 + ω

1− r

)
δ ≤ δ

a

ϑ
√
n+G

√
n
J

J

1 + ω

1− r
δ ≤ ϑ.

Necht’ ∥x1−x∗∥ ≤ δ a ∥A1−J1∥ ≤ ϑ. Dokážeme indukćı, že pro libovolný index i ∈ N plat́ı ∥xi−x∗∥ ≤ δ
a ∥Ai − Ji∥ ≤ ϑ. Pro i = 1 je toto tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme platnost tohoto tvrzeńı pro 1 ≤ i ≤ k.
Pak podle (1106), (1107) a podle předpokladu J6 plat́ı

k∑
i=1

∥di∥ ≤ 1 + ω

J

k∑
i=1

∥fi∥ ≤ 1 + ω

J
∥f1∥

k∑
i=1

ri−1 ≤ 1

J

1 + ω

1− r
∥f1∥ ≤ J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥, (1108)
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takže

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥x1 − x∗∥+
k∑

i=1

∥di∥ ≤ ∥x1 − x∗∥+ J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ ≤

(
1 +

J

J

1 + ω

1− r

)
δ ≤ δ

a použijeme-li lemma 115, dostaneme

∥Ak+1 − Jk+1∥ ≤ ∥Ak+1 − Jk+1∥F ≤ ∥A1 − J1∥F +G
√
n

k∑
i=1

∥di∥ ≤ ϑ
√
n+G

√
n
J

J

1 + ω

1− r
δ ≤ ϑ.

(c) Podle (a)–(b) plat́ı ∥fi∥ ≤ ri−1∥f1∥ ∀i ∈ N , kde ω < r < 1, takže
∑∞

i=1 ∥fi∥ < ∞,
∑∞

i=1 ∥di∥ < ∞ a
tedy i ∥fi∥ → 0, ∥di∥ → 0 a xi → x∗. 2

Věta 278. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 277 a necht’ nav́ıc ∥Aidi + fi∥/∥fi∥ → 0. Pak xi → x∗

Q-superlineárně.

Důkaz (a) Podle lemmatu 114 plat́ı

∥y −Ad∥2

∥d∥2
≤ ∥A− J̃∥2F − ∥A+ − J̃∥2F

=
(
∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F

)(
∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F

)
≤ M

(
∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F

)
.

Existence konstanty M > 0 plyne z toho, že

∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥A+ − J+∥F +G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n
(
∥x+ − x∗∥+ ∥x− x∗∥

)
,

takže podle části (b) d̊ukazu věty 277 plat́ı

∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F ≤ 2
√
nϑ+ 4G

√
nδ

∆
=M.

Dále lze psát

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A+ − J̃∥F + ∥J+ − J̃∥F ,

takže podle lemmatu 115 plat́ı

∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J − J̃∥F − ∥A+ − J+∥F + ∥J+ − J̃∥F ≤
≤ ∥A− J∥F − ∥A+ − J+∥F +G

√
n∥d∥,

což podle (1108) dává

∞∑
i=1

∥yi −Aidi∥2

∥di∥2
≤ M∥A1 − J1∥F +M G

√
n

∞∑
i=1

∥di∥

≤ M∥A1 − J1|F +M G
√
n
J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ <∞,
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neboli

lim
i→∞

∥yi −Aidi∥
∥di∥

= 0 (1109)

(b) Použijeme-li (1109) a (1104), dostaneme

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

≤ ∥(Ai − J̃i)di∥
∥di∥

+ ∥J̃i − Ji∥ ≤ ∥yi −Aidi∥
∥di∥

+
1

2
G
√
n∥di∥,

což spolu s (1109) a ∥di∥ → 0 (podle části (c) d̊ukazu věty 277) dává ∥(Ai − Ji)di∥/∥di∥ → 0. Jelikož
předpokládáme, že také ∥Aisi + fi∥/∥fi∥ → 0, lze použ́ıt větu 243, podle které xi → x∗ Q-superlinárně.

2

12.5 Sdružené kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

Sdružené kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı sdružené kvazinewtonovské aktualizace,
které zachovávaj́ı strukturu ř́ıdké Jacobiovy matice. Označme

VA = {A ∈ Rn×n : ATw = z},
VJ = {A ∈ Rn×n : Jij = 0 ⇒ Aij = 0},

kde z = JT
+w. Tak jako v odd́ılu 9.7 můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PA, PJ do lineárńıch

variet VA, VJ předpisem

PAA = min
Ã∈VA

∥Ã−A∥F ,

PJA = min
Ã∈VJ

∥Ã−A∥F .

Podobně můžeme definovat operátor ortogonálńı projekce PAJ do VA ∩ VJ .

Věta 279. Necht’ A ∈ Rn×n a necht’ PAJ je operátor orthogonálńı projekce do VA ∩ VJ Pak

PAJA = PJ (A+ wuT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = z − (PJA)
Tw s diagonálńı pozitivně semidefinitńı

matićı

Q =
n∑

i=1

∥wi∥2eieTi .

kde wi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že wi
j = wj, Jji ̸= 0 a wi

j = 0, Jji = 0. Označ́ıme-li A+ = PAJA
a předpokládáme-li, že matice A má stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J (takže PJA = A),
m̊užeme vzorec A+ = PJ(A+ wuT ) zapsat ve tvaru

A+ = A−
n∑

i=1

wT (A− J+)eiw
ieTi

(wi)Twi
, (1110)

kde členy s wi = 0 odpadnou.

Důkaz Polož́ıme-li ve větě 228 B = AT , G = JT , d = w, y = z, dostaneme

AT
+ = PQGB = PG(B + udT ) = PJT (AT + uwT ) ⇒ A+ = PJ (A+ wuT ),
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kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = z − (PJA)
Tw = (J+ − (PJA))

Tw. Má-li matice A
stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J (takže PJA = A), můžeme vzorec A+ = PJ(A + wuT )
zapsat ve tvaru

A+ = A−
n∑

i=1

wT (A− J+)eiw
ieTi

(wi)Twi
.

2

Z vyjádřeńı (1110) plyne, že každý člen v uvedeném součtu měńı pouze jeden sloupec matice A. Plat́ı

A+ei = Aei −
wT (A− J+)ei

(wi)Twi
wi, 1 ≤ i ≤ n.

Sdružené kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy je třeba realizovat pomoćı algoritmu 27. Pokud
však polož́ıme wi = fi+1, dostaneme reziduálńı sdruženou kvazinewtonovskou metodu, pro kterou plat́ı
AT

i+1fi+1 = JT
i+1fi+1. Tato metoda realizovaná podle poznámky 383 je globálně konvergentńı. Ukážeme, že

sdružená kvazinewtonovská metoda, použ́ıvaj́ıćı aktualizaci (1110), je lokálněQ-superlineárně konvergentńı
(bez přerušováńı iteračńıho procesu).

Lemma 116. Necht’ A+ je matice určená podle (1110). Pak plat́ı

∥A+ − J+∥2F ≤ ∥A− J+∥2F − ∥(A− J+)
Tw∥2

∥w∥2
.

Důkaz Jelikož J+ ∈ VA ∩ VJ , PAJ je operátor ortogonálńı projekce do VA ∩ VJ a A+ = PAJA, můžeme
použ́ıt Pythagorovu větu

∥A+ − J+∥2F = ∥A− J+∥2F − ∥A−A+∥2F .
Jelikož VA ∩ VJ ⊂ VA, plat́ı A

T
+w = JT

+w, takže

∥(A− J+)
Tw∥ = ∥(A−A+)

Tw∥ ≤ ∥A−A+∥∥w∥ ≤ ∥A−A+∥F ∥w∥,
což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává dokazované tvrzeńı. 2

Lemma 117. Necht’ A+ je matice určená podle (1110) a necht’ je splněn předpoklad J6. Pak

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F +G
√
n∥d∥.

Důkaz Použijeme-li předpoklad J6, dostaneme

∥J+ − J∥F ≤
√
n∥J+ − J∥ ≤ G

√
n∥d∥. (1111)

Podle lemmatu 116 pak plat́ı

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J+ − J∥F
≤ ∥A− J∥F +G

√
n∥d∥.

2

Věta 280. Necht’ je splněn předpoklad J6 a necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je
regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ, ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ a pokud plat́ı

∥Aidi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,
xi+1 = xi + di,

Ai+1 = PAJAi

∀i ∈ N , kde 0 ≤ ω < 1, konverguje posloupnost xi, i ∈ N , k bodu x∗ ∈ Rn.
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Důkaz Důkaz tohoto tvrzeńı je prakticky stejný jako d̊ukaz věty 277 (mı́sto lemmatu 115 použ́ıváme
lemma 117). 2

Věta 281. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 280 a necht’ nav́ıc ∥Aidi + fi∥/∥fi∥ → 0. Pak pokud
vektory wi, i ∈ N , vyb́ıráme tak, že bud’ wi = (Ji+1 − Ai)di nebo wi = yi − Aidi (nebo wi = fi+1, když
Aidi + fi = 0), xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz (a) Podle lemmatu 116 plat́ı

∥(A− J+)
Tw∥2

∥w∥2
≤ ∥A− J+∥2F − ∥A+ − J+∥2F

= (∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ) (∥A− J+∥F + ∥A+ − J+∥F )
≤ M (∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ) .

Existence konstanty M > 0 plyne z toho, že

∥A− J+∥F + ∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥A+ − J+∥F +G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n
(
∥x+ − x∗∥+ ∥x− x∗∥

)
≤ 2

√
nϑ+ 4G

√
nδ

∆
=M.

Dále lze psát

∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J+ − J∥F − ∥A+ − J+∥F
≤ ∥A− J∥F − ∥A+ − J+∥F +G

√
n∥d∥,

což podle (1108) dává

∞∑
i=1

∥(Ai − Ji+1)
Twi∥2

∥wi∥2
≤ M∥A1 − J1∥F +M G

√
n

∞∑
i=1

∥di∥

≤ M∥A1 − J1|F +M G
√
n
J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ <∞,

neboli

lim
i→∞

∥(Ai − Ji+1)
Twi∥

∥wi∥
= 0. (1112)

Dále plat́ı

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
≤ ∥(Ai − Ji+1)

Twi∥
∥wi∥

+ ∥Ji+1 − Ji∥ ≤ ∥(Ai − Ji+1)
Twi∥

∥wi∥
+G

√
n∥di∥,

což spolu s (1112) a ∥di∥ → 0 dává

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
= 0. (1113)

(b) Ukážeme, že pro vektory wi zmı́něné ve větě 281 plat́ı
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lim
i→∞

∥wi + (Ai − Ji)di∥
∥di∥

= 0. (1114)

Polož́ıme-li wi = (Ji+1 −Ai)di, dostaneme

∥wi + (Ai − Ji)di∥ = ∥(Ji+1 −Ai)di + (Ai − Ji)di∥ = ∥(Ji+1 − Ji)di∥
≤ ∥Ji+1 − Ji∥∥di∥ ≤ G

√
n∥di∥2,

což spolu s ∥di∥ → 0 dává (1114). Polož́ıme-li wi = yi −Aidi, dostaneme

∥wi + (Ai − Ji)di∥ = ∥fi+1 − fi −Aidi + (Ai − Ji)di∥ = ∥fi+1 − fi − Jidi∥
= ∥fi + Jidi + o(∥di∥)− fi − Jidi∥ = o(∥di∥)

(použ́ıváme dva členy Taylorova rozvoje), což spolu s ∥di∥ → 0 dává (1114). Polož́ıme-li wi = fi+1 a
plat́ı-li Aidi + fi = 0, můžeme psát wi = fi+1 = fi+1 − fi −Aidi = yi −Aidi, což je př́ıpad, který jsme již
vyšetřili.

(c) Ukážeme, že z (1113) a (1114) plyne

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

= 0. (1115)

Plat́ı

∥wi∥2 = wT
i (wi + (Ai − Ji)di − (Ai − Ji)di) ≤ ∥wi∥∥wi + (Ai − Ji)di∥+ ∥(Ai − Ji)

Twi∥∥di∥,

takže

∥wi∥
∥di∥

≤ ∥wi + (Ai − Ji)di∥
∥di∥

+
∥(Ai − Ji)

Twi∥
∥wi∥

a

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

≤ ∥wi + (Ai − Ji)di∥
∥di∥

+
∥wi∥
∥di∥

≤ 2
∥wi − (Ai − Ji)di∥

∥di∥
+

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
,

což spolu s (1113) a (1114) dává (1115). Z (1115) a z ∥Aidi+fi∥/∥fi∥ → 0 plyne superlineárńı konvergence
(věta 243). 2

12.6 Metody založené na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

Soustavu lineárńıch rovnic As+ f = 0 můžeme řešit bud’ př́ımo nebo iteračně. Př́ımé řešeńı je založeno na
použit́ı nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

PA = LU,

kde P je permutačńı matice, která se vyb́ırá tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co
nejmenš́ı, L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále a U je horńı trojúhelńıková
matice. Nalezeńı permutačńı matice P a následné určeńı struktury trojúhelńıkových matic L a U se
nazývá symbolickou faktorizaćı. Na rozd́ıl od ř́ıdkého Choleského rozkladu (odd́ıl 9.6) nestač́ı provádět
symbolickou faktorizaci pouze na začátku iteračńıho procesu, nebot’ permutace řádk̊u (výběr pivot̊u) může
ovlivnit stabilitu eliminačńıho procesu. Dá se tedy konstatovat, že nesymetrický trojúhelńıkový rozklad
je časově dosti náročný, takže je výhodné omezit jeho prováděńı. Tato myšlenka je základem metod
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založených na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu. Na rozd́ıl od Schubertovy metody,
kde se matice A+ vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka A+d = y, d = x+ − x,
y = f+ − f , se pokládá PA+ = LU+ a matice U+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská
podmı́nka

U+d = L−1Py.

Jelikož muśı být zároveň zachována struktura horńı trojúhelńıkové matice, můžeme použ́ıt postup popsaný
v odd́ılu 12.4 (vzorec (1103)). Výsledkem je aktualizace

U+ = U +
n∑

i=1

eTi (L
−1Py − Ud)ei(d

i)T

(di)T di
, (1116)

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že dij = dj , Uij ̸= 0 a dij = 0, Uij = 0 (členy s di = 0 odpadnou).
Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (1116) se nazývá Dennisovou-Marwilovou metodou. Obvykle se realizuje
tak, že se provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU pak se v m po sobě následuj́ıćıch
iteračńıch kroćıch použije aktualizace (1116). Po m aktualizaćıch (1116) nebo po vynuceném přerušeńı
iteračńıho procesu se opět provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

Ještě jednodušš́ı metodou je metoda škálováńı řádk̊u. V tomto př́ıpadě se pokládá PA+ = D+LU a
diagonálńı matice D+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

D+LUd = Py.

Zaṕı̌seme-li tuto podmı́nku ve tvaru

n∑
i=1

D+eie
T
i LUd = Py

a přihlédneme-li k tomu, že matice D+ je diagonálńı, můžeme psát

eTi D+eie
T
i LUd = eTi Py,

1 ≤ i ≤ n, takže

PA+ = D+LU, eTi D+ei =
eTi Py

eTi LUd
. (1117)

Také metodu škálováńı řádk̊u je třeba pom iteračńıch kroćıch přerušovat s t́ım, že se provede nesymetrický
trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

12.7 Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody jsou založeny na myšlence, že se přibližný výpočet derivaćı
provád́ı pouze v některých iteračńıch kroćıch. Nejjednodušš́ı je Shamanského metoda, kdy se polož́ı A = J
a pak se v m po sobě jdoućıch iteračńıch kroćıch použ́ıvá tatáž matice (A+ = A). Důmyslněǰśı metody
jsou založeny na podobném principu jako sloupcové diferenčńı verze Newtonovy metody. Opět se urč́ı
rozklad {1, . . . , n} = S1 ∪ · · · ∪ Sk sloupc̊u matice J do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby
submatice J(Si), složené ze sloupc̊u matice J patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden
nenulový prvek (odd́ıl 12.3). Pak se v každém iteračńım kroku určuj́ı sloupce matice J patř́ıćı pouze do
jedné skupiny a ostatńı sloupce se neměńı. Konkrétněji, necht’ l = modki (modki je zbytek po děleńı č́ısla
i č́ıslem k). V i-tém iteračńım kroku se použije vektor vi takový, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Sl

a pomoćı diference
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f(x+ δvi)− f(x)

δ
≈ Jvi

se urč́ı sloupce matice J patř́ıćı do skupiny Sl. Sloupce patř́ıćı do ostatńıch skupin se ponechaj́ı beze
změny.

Tuto metodu, která se nazývá Liovou metodou, lze kombinovat se Schubertovou metodou tak, že se v
každém iteračńım kroku po určeńı sloupc̊u matice J , patř́ıćıch do skupiny Sl, provede nav́ıc aktualizace
(1103).

12.8 Tenzorové metody pro ř́ıdké úlohy

Známe-li analytické vyjádřeńı pro prvky ř́ıdké Jacobiovy matice, je nejvýhodněǰśı použ́ıt Newtonovu
metodu realizovanou bud’ jako metodu spádových směr̊u nebo jako metodu s lokálně omezeným krokem. Je-
li Jacobiova matice dostatečně ř́ıdká a dokážeme-li provést jej́ı trojúhelńıkový rozklad, je často výhodněǰśı
přidat k Newtonově soustavě rovnic co nejjednodušš́ı tenzorový člen. Ukazuje se, že vliv tenzorového členu
se úspěšně projevuje již pro p = 1, kde p je počet interpolačńıch podmı́nek uvedených v od́ılu 11.8. V
př́ıpadě, že p = 1 budeme použ́ıvat označeńı D = [d1] = d, W = [w1] = w = (J−1)T d, Z = [z1] = z =
2(f(x+ d)− f(x)− J(x)d) a U = [u1] = u = z/(dT d)2, kde d = x− − x, takže

q̃(β) = wT f + β +
1

2
wTuβ2. (1118)

Věta 282. Necht’ p = 1. Pak pro směrový vektor určený tenzorovou metodou plat́ı

s = −J−1

(
f +

1

2
uβ2

)
, 2wTuwT f ≤ 1,

s = −J−1

(
f +

1

2
uβ2 − w

wTw
q̃(β)

)
, 2wTuwT f > 1,

kde

β =
−2wT f

1 +
√
1− 2wTuwT f

, 2wTuwT f ≤ 1,

β = − 1

wTu
, 2wTuwT f > 1.

Důkaz Vzorce pro směrový vektor plynou bezprostředně z (1065) a (1068). Podle (1118) je rovnice
q̃(β) = 0 kvadratickou rovnićı, která má řešeńı pokud jej́ı diskriminant 1 − 2wTuwT f je nezáporný. V
tomto př́ıpadě plat́ı

β =
−1±

√
1− 2wTuwT f

wTu
=

−2wT f

1±
√
1− 2wTuwT f

.

(znaménko bereme tak, aby č́ıslo β bylo v absolutńı hodnotě co nejmenš́ı). Pokud 1 − 2wTuwT f < 0,
rovnice q̃(β) = 0 nemá řešeńı a č́ıslo β muśıme určit minimalizaćı funkce q̃(β)(wTw)−1q̃(β), nebo (což je
ve skalárńım př́ıpadě totéž) funkce q̃2(β). Ale (q̃2(β))′ = 2q̃(β)q̃′(β) = 0 pokud bud’ q̃(β) = 0 (což jsme
vyloučili) nebo q̃′(β) = 1 + wTuβ = 0, což dává β = −1/wTu. 2

V př́ıpadě tenzorových metod pro ř́ıdké úlohyje výhodné Algoritmus 29 zjednodušit vypuštěńım kroku
4.
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12.9 Iteračńı řešeńı systémů lineárńıch rovnic s nesymetrickou matićı

Pro řešeńı systému lineárńıch rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matićı A existuje celá řada iteračńıch
metod. Můžeme je zhruba rozdělit na dvě skupiny:

(1) Metody s krátkými rekurentńımi vztahy.

(2) Metody s dlouhými rekurentńımi vztahy.

Výhodou metod s krátkými rekurentńımi vztahy (jsou to dvojčlenné nebo trojčlenné rekurence) je ńızký
počet numerických operaćı a ukládaných hodnot (je jich O(n)). Nevýhodou těchto metod je možnost
selháńı (děleńı nulou) během iteračńıho procesu. Metody s dlouhými rekurentńımi vztahy maj́ı opačné
vlastnosti. V n-tém iteračńım kroku se pracuje s n vektory dimenze n, což vyžaduje O(n2) numerických
operaćı a ukládaných hodnot (teoreticky je zapotřeb́ı k źıskáńı řešeńı n iteračńıch krok̊u). Zato nedocháźı
k selháńı během iteračńıho procesu (každý jeho krok je korektně definován).

V tomto textu, který si nečińı nároky na úplnost, se budeme zabývat pouze zhlazenou metodou CGS
použ́ıvaj́ıćı krátké rekurentńı vztahy a metodou GMRES použ́ıvaj́ıćı dlouhé rekurentńı vztahy.

Definice 90. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, f̃1 = f̃, p1 = −f1, p̃1 = −f̃1
a

qi = Api, q̃i = AT p̃i, αi = f̃Ti fi/p̃
T
i qi,

si+1 = si + αipi,

fi+1 = fi + αiqi, f̃i+1 = f̃i + αiq̃i, βi = f̃Ti+1fi+1/f̃
T
i fi,

pi+1 = −fi+1 + βipi, p̃i+1 = −f̃i+1 + βip̃i

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodu bikonjugovaných gradient̊u (BCG) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Věta 283. Uvažujme metodu bikonjugovaných gradient̊u určenou regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Necht’ f̃Ti fi ̸= 0 a p̃Ti qi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı fn+1 = 0 a vektor sn+1 je řešeńım
soustavy rovnic As+ f = 0.

Důkaz Předpokládejme, že f̃Ti fi ̸= 0 a p̃Ti qi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že plat́ı

p̃Tj fi = pTj f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (1119)

f̃Tj fi = fTj f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (1120)

p̃Tj qi = pTj q̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n. (1121)

Z (1120) plyne, že vektory fi, 1 ≤ i ≤ n (a také f̃i, 1 ≤ i ≤ n), jsou lineárně nezávislé. Jestliže totiž
λ1f1 + · · ·+ λnfn = 0, pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

f̃Ti

 n∑
j=1

λjfj

 = λif̃
T
i fi = 0
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a jelikož f̃Ti fi ̸= 0, muśı být λi = 0. Podobně z (1121) plyne, že vektory pi, 1 ≤ i ≤ n (a také p̃i,
1 ≤ i ≤ n), jsou lineárně nezávislé. Jelikož fn+1 = Asn+1 + f (plyne to z rekurentńıch vztah̊u metody
BCG), vektory f̃i, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé a

f̃Tj fn+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ n,

muśı platit fn+1 = Asn+1 + f = 0. Pro i = 1 (1119)–(1121) plat́ı, nebot’ neńı co dokazovat.

(a) Necht’ i ≤ n. Podle indukčńıch předpoklad̊u (1119) a (1121) plat́ı

p̃Tj fi+1 = p̃Tj fi + αip̃
T
j qi = 0,

pTj f̃i+1 = pTj f̃i + αip
T
j q̃i = 0

∀1 ≤ j < i. Z (1119) a (1121) pak plyne

p̃Ti fi+1 = p̃Ti fi + αip̃
T
i qi = −f̃Ti fi + βi−1p̃

T
i−1fi +

f̃Ti fi
p̃Ti qi

p̃Ti qi = 0,

pTi f̃i+1 = pTi f̃i + αip
T
i q̃i = −fTi f̃i + βi−1p

T
i−1f̃i +

fTi f̃i
pTi q̃i

pTi q̃i = 0.

Je tedy p̃Tj fi+1 = 0, pTj f̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.

(b) Necht’ i ≤ n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG plyne

f̃1 = −p̃1,

f̃j = −p̃j + βj−1p̃j−1 ∀1 < j ≤ i,

f1 = −p1,

fj = −pj + βj−1pj−1 ∀1 < j ≤ i,

takže podle (a) plat́ı

f̃T1 fi+1 = −p̃T1 fi+1 = 0,

f̃Tj fi+1 = −p̃Tj fi+1 + βj−1p̃j−1fi+1 = 0 ∀1 < j ≤ i,

fT1 f̃i+1 = −pT1 f̃i+1 = 0,

fTj f̃i+1 = −pTj f̃i+1 + βj−1pj−1f̃i+1 = 0 ∀1 < j ≤ i.

(c) Necht’ i < n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG a z (a) plyne

p̃Tj qi+1 = p̃Tj Api+1 = −p̃Tj Afi+1 + βip̃
T
j Api

= −(f̃j+1 − f̃j)
T fi+1/αj + βip̃

T
j qi = 0,

pTj q̃i+1 = pTj A
T p̃i+1 = −pTj AT f̃i+1 + βip

T
j A

T p̃i

= −(fj+1 − fj)
T f̃i+1/αj + βip

T
j q̃i = 0
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∀1 ≤ j < i. Použijeme-li nav́ıc (b), dostaneme

p̃Ti qi+1 = − 1

αi
(f̃i+1 − f̃i)

T fi+1 + βip̃
T
i qi = − p̃Ti qi

f̃Ti fi
f̃Ti+1fi+1 +

f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
p̃Ti qi = 0,

pTi q̃i+1 = − 1

αi
(fi+1 − fi)

T f̃i+1 + βip
T
i q̃i = − pTi q̃i

f̃Ti fi
f̃Ti+1fi+1 +

f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
pTi q̃i = 0,

takže p̃Tj qi+1 = 0 a pTj q̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ 1. 2

Poznámka 402. Iteračńı proces metody BCG může skončit dř́ıve než po n kroćıch. Bud’ fk = 0 pro
nějaký index k ≤ n (takže dostaneme řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 po méně než n kroćıch) nebo
fk ̸= 0 a f̃Tk fk = 0 (principiálńı selháńı společné všem metodám odvozeným z nesymetrického Lanczosova
procesu) nebo fk ̸= 0 a p̃Tk qk = 0 (selháńı vlastńı metodě BCG). V běžných př́ıpadech k selháńı nedocháźı

(je vyj́ımečné), mohou však nastávat pot́ıže se stabilitou, pokud fk ̸= 0 a f̃Tk fk ≈ 0 nebo fk ̸= 0 a p̃Tk qk ≈ 0.

Lemma 118. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 283. Pak vektory fj, 1 ≤ j ≤ i ≤ n, (a také vektory
pj, 1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

Ki = span{f, Af, . . . , Ai−1f}
a vektory f̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n (a také vektory p̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

K̃i = span{f̃, (AT )f̃, . . . , (AT )i−1f̃}.

Důkaz (indukćı) pro i = 1 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index i < n.
Jelikož fi ∈ Ki a pi ∈ Ki, dostaneme fi+1 = fi + αiApi ∈ Ki+1 a pi+1 = −fi+1 + βipi ∈ Ki+1, a jelikož
vektory fj , 1 ≤ j ≤ i+ 1 (a také vektory pj , 1 ≤ j ≤ i+ 1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 283), tvoř́ı

tam bázi. Jelikož f̃i ∈ K̃i a p̃i ∈ K̃i, dostaneme f̃i+1 = f̃i+αiA
T p̃i ∈ K̃i+1 a p̃i+1 = −f̃i+1+βip̃i ∈ K̃i+1, a

jelikož vektory f̃j , 1 ≤ j ≤ i+1 (a také vektory p̃j , 1 ≤ j ≤ i+1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 283),
tvoř́ı tam bázi. 2

Poznámka 403. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 283. Pak plat́ı

fi = φi(A)f, f̃i = φi(A
T )f̃,

pi = −ψi(A)f, p̃i = −ψi(A
T )f̃

∀1 ≤ i ≤ n + 1, kde φi a ψi jsou maticové polynomy stupně nejvýše i − 1. Tyto polynomy lze poč́ıtat
pomoćı rekurentńıch vztah̊u φ1 = I, ψ1 = I a

φi+1 = φi − αiAψi,

ψi+1 = φi+1 + βiψi

1 ≤ i ≤ n. Plyne to bezprostředně z rekurentńıch vztah̊u metody BCG. Koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n, lze
vyjádřit pomoćı polynomů φi a ψi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že

αi =
f̃Ti fi
p̃Ti Api

=
f̃Tφ2

i (A)f

f̃TAψ2
i (A)f

, βi =
f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
=
f̃Tφ2

i+1(A)f

f̃Tφ2
i (A)f

,

nebot’ matice A a polynom ψi(A) komutuj́ı). Jelikož koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n lze použ́ıt také k určeńı
polynomů φ2

i (A) a ψ
2
i (A), 1 ≤ i ≤ n, můžeme definovat nový iteračńı proces si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n + 1 tak,

aby platilo f i = Asi + f = φ2
i (A)f , 1 ≤ i ≤ n+ 1.
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Lemma 119. Necht’ maticové polynomy φi a ψi splňuj́ı rekurentńı vztahy

φ1 = I, ψ1 = I

a

φi+1 = φi − αiAψi,

ψi+1 = φi+1 + βiψi

pro 1 ≤ i ≤ n. Pak maticové polynomy φ2
i a ψ2

i splňuj́ı rekurentńı vztahy

φ2
1 = I, ψ2

1 = I, φ1ψ1 = I

a

φi+1ψi = φiψi − αiAψ
2
i ,

φ2
i+1 = φ2

i − αiA(φiψi + φi+1ψi),

φi+1ψi+1 = φ2
i+1 + βiφi+1ψi,

ψ2
i+1 = φi+1ψi+1 + βi(φi+1ψi + βiψ

2
i )

pro 1 ≤ i ≤ n.

Důkaz Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro φi+1 polynomem ψi, dostaneme

φi+1ψi = φiψi − αiAψ
2
i .

Umocńıme-li vztah pro φi+1, dostaneme

φ2
i+1 = φ2

i − 2αiAφiψi + α2
iA

2ψ2
i = φ2

i − αiA(2φiψi − αiAψ
2
i ))

= φ2
i − αiA(φiψi + φi+1ψi).

Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro ψi+1 polynomem φi+1, dostaneme

φi+1ψi+1 = φ2
i+1 + βiφi+1ψi.

Umocńıme-li vztah pro ψi+1, dostaneme

ψ2
i+1 = φ2

i+1 + 2βiφi+1ψi + β2
i ψ

2
i = φ2

i+1 + βiφi+1ψi + βi(φi+1ψi + βiψ
2
i )

= φi+1ψi+1 + βi(φi+1ψi + βiψ
2
i ).

2

Polož́ıme-li nyńı f i = φ2
i f , pi = ψ2

i f , vi = Aψ2
i f = Api, ui = φiψif , qi = φi+1ψif = ui − αivi,

dostaneme rekurentńı vztahy, které jsou základem metody CGS.

Definice 91. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f̃
T vi,
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qi = ui − αivi,

si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme umocněnou metodou sdružených gradient̊u (CGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Poznámka 404. Jsou-li splněny předpoklady věty 283 plat́ı

∥f i∥ = ∥φ2
i (A)f∥ ≤ ∥φi(A)∥∥φi(A)f∥ = ∥φi(A)∥∥fi∥,

1 ≤ i ≤ n+1, takže metoda CGS najde řešeńı soustavy rovnic As+f = 0 po nejvýše n kroćıch (∥fn+1∥ = 0
podle věty 283).

Výhodou metody CGS je to, že nepouž́ıvá transponovanou matici, což je nutné pro konstrukci diferenčńıch
verźı nepř́ımé Newtonovy metody, kdy se násobeńı J(x)v nahrazuje diferenćı (f(x+δv)−f(x))/δ. Nevýhodou
metody CGS (stejně jako metody BCG) je to, že neńı založena na žádném minimalizačńım principu. Normy
rezidúı nemaj́ı monotonńı pr̊uběh a mohou dosti silně oscilovat. Proto se použ́ıvaj́ı daľśı úpravy metody
CGS založené na zhlazeńı norem rezidúı.

Lemma 120. Necht’ f i, i ∈ N , je posloupnost rezidúı určená metodou CGS. Necht’ f1 = f1 a

λi = −
f
T

i+1(fi − f i+1)

∥fi − f i+1∥2
,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1),

1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

λi = argmin
λ∈R

∥f i+1 + λ(fi − f i+1)∥,

1 ≤ i ≤ n, takže ∥fi+1∥ ≤ ∥fi∥ (normy rezidúı monotonně klesaj́ı) a ∥fi+1∥ ≤ ∥f i+1∥ (řešeńı je nalezeno
po nejvýše n kroćıch).

Důkaz Zřejmě pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

∥fi+1∥2 = ∥f i+1∥2 + 2λif
T

i+1(fi − f i+1) + λ2i ∥fi − f i+1∥2,

Tato kvadratická funkce nabývá minima pro λi = −fTi+1(fi − f i+1)/∥fi − f i+1∥2. 2

Rekurentńı vztahy pro fi (lemma 120) spolu s odpov́ıdaj́ıćımi rekurentńımi vztahy pro si jsou základem
jednoduše zhlazené metody CGS.

Definice 92. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T fi/f̃
T vi,

qi = ui − αivi,
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si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T fi+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

λi = −
f
T

i+1(fi − f i+1)

∥fi − f i+1∥2
,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1),

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme jednoduše zhlazenou metodou CGS (SSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Ačkoliv normy rezidúı jednoduše zhlazené metody CGS maj́ı monotonńı pr̊uběh, pro konstrukci metod
s lokálně omezeným krokem je vhodněǰśı dvojnásobně zhlazená metoda CGS.

Definice 93. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f
T
vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

[λi, µi]
T = argmin

[λ,µ]T∈R2

∥f i+1 + λ(fi − f i+1) + µvi∥,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + µipi,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + µivi

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme dvojnásobně zhlazenou metodou CGS (DSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Poznámka 405. Vektor [λi, µi]
T realizuj́ıćı minimum normy ∥fi+1∥ můžeme určit podle vzorce[

λi
µi

]
= −(V T

i Vi)
−1V T

i f i+1,

kde Vi = [fi−f i+1, vi] ∈ Rn×2 (odvozeńı tohoto vzorce je analogické odvozeńı vzorce pro λi v lemmatu 120).

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do vztahu pro fi+1, dostaneme fi+1 = Pif i+1, kde Pi = I − Vi(V
T
i Vi)

−1V T
i je

matice ortogonálńı projekce do podprostoru generovaného vektory fi − f i+1 a vi.
Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, že se použ́ıvá předpodmı́něńı. Vzhledem k tomu,

že při nepřesném řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 nás zaj́ımá reziduum As + f , použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı, což znamená, že se řeš́ı soustava rovnic AC−1ŝ + f = 0 s předpodmı́ňovaćı matićı C−1

a pak se pokládá s = C−1ŝ. Jelikož úpravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky stejné uvedeme
pouze předpodmı́něnou verzi metody DSCGS, která použ́ıvá rekurentńı vztahy
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s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = AC−1pi, αi = f̃T f i/f̃
T vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si + αiC
−1(ui + qi),

f i+1 = f i + αiAC
−1(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃

T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

[λi, µi]
T = −(V T

i Vi)
−1V T

i f i+1,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + µiC
−1pi,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + µivi

pro 1 ≤ i ≤ n, (zde Vi = [fi − f i+1, vi] ∈ Rn×2).

Předpodmiňovaćı matice se obvykle voĺı tak, aby platilo C ≈ A. Pak matice AC−1 ≈ I je lépe
podmı́něná. Velmi účinné je předpodmiňováńı pomoćı neúplného trojúhelńıkového rozkladu

P (A+ E) = LU,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále, U je horńı trojúhelńıková matice,
P je permutačńı matice a E je matice zahrnuj́ıćı vliv potlačováńı nově vznikaj́ıćıch nenulových prvk̊u.
Permutačńı matice se voĺı tak, aby matice PA měla nenulové prvky (pivoty) na hlavńı diagonále.

Nyńı se budeme zabývat metodou GMRES, která patř́ı mezi metody s dlouhými rekurentńımi vztahy.
Princip metody GMRES spoč́ıvá v tom, že se generuj́ı ortogonálńı vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že qj
1 ≤ j ≤ i, tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru Ki. Vektor si+1 ∈ Rn se voĺı tak, aby platilo

si+1 = argmin
s∈Ki

∥As+ f∥. (1122)

Metoda GMRES je tedy založena na minimalizačńım principu, což znamená, že normy rezidúı monotonně
klesaj́ı.

Ortonormálńı vektory qi, 1 ≤ i ≤ n se generuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu.
Klasický Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces použ́ıvá rekurentńı vztahy

β1q1 = f

a

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
1
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n − 1, kde koeficienty βi, 1 ≤ i ≤ n se vyb́ıraj́ı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu. Stabilněǰśı je modifikovaný Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

β1q1 = f
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a

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
j
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n − 1. Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces generuj́ıćı ortonormálńı báze Krylovových
podprostor̊u Ki, 1 ≤ i ≤ n, se také nazývá Arnoldiovým procesem určeným matićı A ∈ Rn×n a vektorem
f ∈ Rn.

Označ́ıme-li Qi = [q1, q2, . . . , qi] a

Hi =


α11 α12 . . . α1i

β2 α22 . . . α2i

0 β3 . . . α3i

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi+1


(Hi ∈ R(i+1)×i je horńı Hessenbergova matice), můžeme Arnoldi̊uv proces zapsat v maticovém tvaru

AQi = Qi+1Hi.

Polož́ıme-li si+1 = Qizi, kde zi ∈ Rn, plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥AQizi + f∥ = ∥Qi+1Hizi +Qi+1(β1e1)∥ = ∥Hizi + β1e1∥,

takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = argmin
z∈Ri

∥Hiz + β1e1∥. (1123)

Věta 284. Necht’ Kj ̸= Kj+1, 1 ≤ j ≤ i, Ki = Ki+1 a necht’ plat́ı (1122). Pak Asi+1 + f = 0.

Důkaz Uvažujme Arnoldi̊uv proces určený regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektorem f . Jestliže Kj ̸= Kj+1,
1 ≤ j ≤ i a Ki = Ki+1, pak vektory qi, 1 ≤ j ≤ i, jsou lineárně nezávislé a βi+1 = 0. Plat́ı tedy

AQi = QiHi,

kde Hi ∈ Ri×i je horńı Hessenbergova matice, která vznikne z matice Hi ∈ R(i+1)×i vyškrtnut́ım
posledńıho řádku. Jelikož matice AQi má lineárně nezávislé sloupce a A je regulárńı), je matice Hi

regulárńı a existuje řešeńı soustavy rovnic Hizi + β1e1 = 0. Polož́ıme-li si+1 = Qizi plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥Hizi + β1e1∥ = 0.

2

Metoda GMRES nalezne řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 po nejvýše n kroćıch. Jestliže totiž
Kj ̸= Kj+1, 1 ≤ j < n, pak nutně Kn = Kn+1 = Rn. Metoda GMRES nemůže selhat, nebot’ βi+1 = 0
implikuje Asi+1 + f = 0.

Abychom mohli určit vektor zi vyhovuj́ıćı podmı́nce (1123), je třeba provést ortogonálńı rozklad

Pi(Hizi + β1e1) =

[
Ri

0

]
zi +

[
hi
ηi+1

]
,

kde Pi = P iP i−1 . . . P 1 je součin Givensových matic elementárńıch rotaćı a
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Ri =

 ρ11 ρ12 . . . ρ1i
0 ρ22 . . . ρ2i
0 0 . . . ρii

 , hi =


η1
η2
. . .
ηi

 .
Je to postup, který byl již použit v metodě LSQR (odd́ıl 10.7), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze výsledné rekurentńı vztahy metody GMRES.

Definice 94. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

β1q1 = f, η1 = β1

a

q1i+1 = Aqi,

α1i = qT1 q
1
i+1, q2i+1 = q1i+1 − α1iq1,

αji = qTj q
j
i+1, qj+1

i+1 = qji+1 − αjiqj ,
ρj−1i = λj−1αj−1i + τj−1αji,
αji = −λj−1αj−1i + τj−1αji,

 1 < j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

ρii =
√
α2
ii + β2

i+1,

λi =
αii

ρii
, τi =

βi+1

ρii
,

ηi = λiηi, ηi+1 = −τiηi,

1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.

Použ́ıváme-li metodu GMRES, můžeme minimalizačńı podmı́nku přepsat ve tvaru

zi = argmin
z∈Rn

∥∥∥∥[ Ri

0

]
z +

[
hi
ηi+1

]∥∥∥∥ .
Plat́ı tedy Rizi+hi = 0 (matice Ri je horńı trojúhelńıková) a polož́ıme-li si+1 = Qizi, plat́ı ∥ Asi+1+f ∥ =
|ηi+1|. Č́ısla |ηi|, 1 ≤ i ≤ n+1, jsou tedy normy rezidúı fi = Asi+f , 1 ≤ i ≤ n+1. Jakmile metoda GMRES
źıská dostatečně malé rezidium (plat́ı-li |ηi+1| ≤ ω∥f∥), můžeme proces ukončit a položit si+1 = Qizi, kde
Rizi + hi = 0.

Metodu GMRES můžeme r̊uzným zp̊usobem modifikovat. Generujeme-li ortonormálńı bázi v po-
sunutých Krylovových podprostorech

AKi = span{Af, . . . , Aif},

odpadne použit́ı ortogonálńıho rozkladu. Vektory qj , 1 ≤ j ≤ i se opět určuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova
ortogonalizačńıho procesu, takže plat́ı

AQi−1 = QiHi−1,

kde Hi−1 ∈ Ri×(i−1) je horńı Hessenbergova matice. Zvoĺıme-li vektor q1 tak, že β1q1 = Af , můžeme psát

[Af,AQi−1] = Qi[β1e1,Hi−1] = QiRi,

kde
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Ri =


β1 α11 α12 . . . α1i−1

0 β2 α22 . . . α2i−1

0 0 β3 . . . α3i−1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . βi


(Ri ∈ Ri×i je horńı trojúhelńıková matice). Polož́ıme-li

si+1 = [f,Qi−1]zi,

plat́ı si+1 ∈ Ki, nebot’ vektory f a qj , 1 ≤ j ≤ i− 1, jsou lineárně nezávislé. Dále plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥[Af,AQi−1]zi + f∥ = ∥QiRizi + f∥,
takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = argmin
z∈Ri

∥QiRiz + f∥.

Normálńı soustava rovnic pro tento problém nejmenš́ıch čtverc̊u má tvar RT
i Q

T
i QiRizi + RT

i Q
T
i f = 0,

takže

Rizi +QT
i f = 0,

což po dosazeńı do vzorce pro reziduum dává

fi+1 = Asi+1 + f = (I −QiQ
T
i )f = fi − qiq

T
i f.

Jelikož z ortogonality plyne qTi Qi−1 = 0, můžeme psát qTi fi = qTi (I −Qi−1Q
T
i−1)f = qTi f , což dává

fi+1 = fi − qiq
T
i fi.

Tento vzorec zlepšuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosažené výsledky, můžeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.

Definice 95. Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

f1 = f, β1q1 = Af

a

γi = qTi fi,

fi+1 = fi − γiqi,

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
j
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i,

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n− 1, nazveme modifikovanou metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.

Jakmile modifikovaná metoda GMRES źıská dostatečně malé rezidium (plat́ı-li ∥fi+1∥ ≤ ω∥f∥),
můžeme proces ukončit a položit si+1 = [f,Qi−1]zi, kde

β1 α11 . . . α1i−1

0 β2 . . . α2i−1

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi

 zi =

γ1
γ2
. . .
γi
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Poznámka 406. Základńı i modifikovanou metodu GMRES lze snadno předpodmiňovat (použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı). V tomto př́ıpadě se mı́sto matice A použ́ıvá matice AC−1 a vektor si+1 ∈ Rn se určuje
podle vzorce

si+1 = −C−1QiR
−1
i hi

(základńı metoda) nebo

si+1 = −C−1[f,Qi−1]R
−1
i QT

i f

(modifikovaná metoda). Předpodmiňovaćı matice C−1 se opět voĺı tak, aby platilo C ≈ A (použije se
např́ıklad neúplný LU rozklad).

12.10 Metody s lokálně omezeným krokem

Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES můžeme použ́ıt ke konstrukci nepřesných metod s lokálně
omezeným krokem. V tomto př́ıpadě se generuje posloupnost vektor̊u si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, které
aproximuj́ı řešeńı soustavy rovnic As + f = 0, a pak se pokládá s = si+1, pokud ∥si+1∥ ≤ ∆ a ∥fi+1∥ ≤
ω∥f∥, 0 ≤ ω < 1, nebo s = si + αi(si+1 − si) a ∥s∥ = ∆, pokud ∥sj∥ < ∆, ∥fj∥ > ω∥f∥, 1 ≤ j ≤ i,
a ∥si+1∥ ≥ ∆. Tato volba zřejmě splňuje podmı́nky (T1a), (T1b) metody s lokálně omezeným krokem
(definice 83). Nav́ıc je třeba zformulovat předpoklady, aby byla splněna i podmı́nka (T1c), neboli

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ σ∥As∥),

kde σ je nějaká konstanta. V daľśım textu budeme předpokládat, že matice A splňuje podmı́nku ∥I−A∥ ≤
ν < 1, což lze doćılit vhodným předpodmı́něńım (mı́sto matice A se použ́ıvá matice AC−1 taková, že
∥I −AC−1∥ ≤ ν < 1).

Lemma 121. Necht’ ∥I − A∥ ≤ ν < 1 a necht’ si+1 ∈ Rn, i = 1, . . . , n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS. Pak

∥f∥2 − ∥ri+1∥2 ≥ η2∥f∥2,

kde η = (1− ν)/(1 + ν).

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že

|fTAf | ≥ 1− ν

1 + ν
∥f∥∥Af∥ = η∥f∥∥Af∥.

Podle předpokladu plat́ı

|fTAf | = |fT f − fT (I −A)f | ≥ |fT f | − |fT (I −A)f |
≥ ∥f∥2 − ∥I −A∥∥f∥2 ≥ (1− ν)∥f∥2

a
∥Af∥ ≤ ∥f∥+ ∥I −A∥∥f∥ ≤ (1 + ν)∥f∥,

což dohromady dává dokazovanou nerovnost.

(b) Protože posloupnost norem rezidúı metody GMRES i dvojnásobně zhlazené metody CGS je nerostoućı,
stač́ı dokázat, že

∥f∥2 − ∥r2∥2 ≥ η2∥f∥2.

Uvažejme nejprve metodu GMRES. Jelikož s1 = 0 a K1 = span{f}, plat́ı

∥r2∥ = min
µ∈R

∥A(µf) + f∥.
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Z podmı́nky optimality

µ1
∆
= argmin

µ∈R
∥A(µf) + f∥2 = argmin

µ∈R
(µ2∥Af∥2 + 2µfTAf + ∥f∥2)

dostaneme µ1 = −fTAf/∥Af∥2, takže pro normu residua r2 plat́ı

∥r2∥2 =
(fTAf)2

∥Af∥4
∥Af∥2 − 2

(fTAf)2

∥Af∥2
+ ∥f∥2 = ∥f∥2 − (fTAf)2

∥Af∥2∥f∥2
∥f∥2.

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzeńı lemmatu pro metodu GMRES. Uvažujme nyńı dvojnásobně
zhlazenou metodu CGS. Pak plat́ı

∥r2∥ = min
[λ,µ]T∈R2

∥r2 + λ(f − r2) + µv1∥ ≤ min
µ∈R

∥f + µv1∥ = min
µ∈R

∥f + µAf∥

(po dosazeńı λ = 1) což dává stejný výsledek jako v př́ıpadě metody GMRES. 2

Lemma 122. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 121 a necht’ s ∈ Rn je vektor určený metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce ??. Pak plat́ı

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ σ∥As∥,

kde σ = η2/8.

Důkaz (a) Necht’ ∥si+1∥ < ∆ a ∥ri+1∥ ≤ ω∥f∥. Pak podle lemmatu 121 plat́ı

2∥f∥ (∥f∥ − ∥ri+1∥) ≥ ∥f∥2 − ∥ri+1∥2 ≥ η2∥f∥2,

což dohromady z odhadem ∥As∥ ≤ 2∥f∥ dává

∥f∥ − ∥ri+1∥ ≥ 1

2
η2∥f∥ ≥ 1

4
η2∥As∥.

(b) Necht’ ∥si+1∥ ≥ ∆ a i > 1. Pak plat́ı s = τisi+1 + (1− τi)si s 0 < τi ≤ 1, takže

∥As+ f∥ = ∥τi(Asi+1 + f) + (1− τi)(Asi + f)∥ ≤ τi∥ri+1∥+ (1− τi)∥ri∥

a lemma 121 spolu s odhadem ∥As∥ ≤ 2∥f∥ dává

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ τi (∥f∥ − ∥ri+1∥) + (1− τi (∥f∥ − ∥ri∥) ≥
1

2
η2∥f∥ ≥ 1

4
η2∥As∥.

(c) Necht’ ∥si+1∥ ≥ ∆ a i = 1. Pak plat́ı s = τ1s2, kde 0 < τ1 ≤ 1. Můžeme tedy psát

∥f∥2 − ∥As+ f∥2 = ∥f∥2 − τ21 ∥As2∥2 − 2τ1f
TAs2 − ∥f∥2

= −τ21 ∥As2∥2 − 2τ1f
TAs2 ≥ τ1

(
−∥As2∥2 − 2fTAs2

)
= τ1

(
∥f∥2 − ∥As2 + f∥2

)
(nebot’ τ21 ≤ τ1 pro 0 < τ1 ≤ 1), nebo

2∥f∥ (∥f∥ − ∥As+ f∥) ≥ ∥f∥2 − ∥As+ f∥2 ≥ τ1
(
∥f∥2 − ∥r2∥2

)
≥ τ1∥f∥ (∥f∥ − ∥r2∥) ,

takže

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 1

2
τ1 (∥f∥ − ∥r2∥) ≥

1

4
τ1η

2∥f∥

jako v př́ıpadě (a). Plat́ı tedy
2∥f∥ ≥ ∥r2 − f∥ = ∥As2∥,

což po dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 1

8
τ1η

2∥As2∥ =
1

8
η2∥As∥.

2
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Věta 285. Necht’ ∥I −Ai∥ ≤ ν < 1, i ∈ N a necht’ si ∈ Rn, i ∈ N , jsou směrové vektory určené metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce ??. Pak jsou splněny podmı́nky
(T1a)–(T1c) a směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , m̊užeme použ́ıt ke konstrukci nepřesné metody s lokálně
omezeným krokem. Aplikujeme-li tuto metodu na funkci f : D → Rn vyhovuj́ıćı předpoklad̊um J1 a J4–J6
a splňuj́ı-li matice Ai, i ∈ N podmı́nky uvedené v lemmatu 102, plat́ı xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.

Důkaz Tvrzeńı věty je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 122 a věty 246. 2

Metodu GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodu CGS můžeme také použ́ıt ke konstrukci metod,
které se nazývaj́ı metodami pśı nohy. V tomto př́ıpadě se generuj́ı vektory si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, kde
m ≪ n (obvykle 1 ≤ m ≤ 3). Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ∥si+1∥ ≤ ∆ a ∥fi+1∥ ≤ ω∥f∥,
0 ≤ ω < 1, pokládáme s = si+1. Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ∥sj∥ < ∆, ∥fj∥ > ω∥f∥,
1 ≤ j ≤ i, a ∥si+1∥ ≥ ∆, pokládáme s = si+αi(si+1−si) tak, že ∥s∥ = ∆. Nenastane-li ani jeden z těchto
př́ıpad̊u urč́ıme pomoćı některé př́ımé eliminačńı metody řešeńı s∗ ∈ Rn soustavy rovnic As + f = 0 a
pokládáme s = sm+1 +αm+1(s

∗ − sm+1). Jednoduše se dá ukázat (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 122),
že pokud plat́ı ∆ ≥ γ∥f∥ nebo |fTAf | ≥ ε∥f∥∥Af∥, je splněna podmı́nka (T1c).

12.11 Numerické porovnáńı

K testováńı metod pro řešeńı rozsáhlých systémů nelineárńıch rovnic bylo použito 44 úloh, obsahuj́ıćıch
1000 rovnic o 1000 neznámých, ze sb́ırky TEST18 zmı́něné v odd́ılu 1.5 a popsané v práci [135].

Nejprve porovnáme účinnost metod, které použ́ıvaj́ı analytické vyjádřeńı pro prvky Jacobiovy matice.
V tabulce 15 jsou uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

LSNMJ-xx - Newtonova metoda pro ř́ıdké soustavy nelineárńıch rovnic.

LSTMJ-xx - Tenzorová metoda pro ř́ıdké soustavy nelineárńıch rovnic s p = 1 (věta 282).

LSNMS-xx - metoda škálováńı řádk̊u v LU rozkladu Jacobiovy matice určená vzorcem (1117),

LSQNS-xx - Schubertova kvazinewtonovská metoda určená vzorcem (1103)).

LSQNA-xx - Sdružená kvazinewtonovská metoda určená vzorcem (1110)).

Tyto metody jsou porovnány s metodami TRGN-xx, TRGNS-xx, TRNMS-xx a LSVMP-xx, testovanými v
odd́ılu 10.8 (tabulka 11) aplikovanými na součet čtverc̊u (984). Metody, jejichž označeńı zač́ıná ṕısmeny TR
jsou realizovány jako metody s lokálně omezeným krokem a ṕısmena LS označuj́ı metody spádových směr̊u.
Přitom znaky nebo č́ıslice xx udávaj́ı typ nebo č́ıslo použitého algoritmu. U metod pro řešeńı systémů ne-
lineárńıch rovnic jsou to bud’ ṕısmena LU, označuj́ıćı př́ımou metodu použ́ıvaj́ıćı ř́ıdký trojúhelńıkový rozk-
lad nesymetrické matice, nebo ṕısmena CGS, označuj́ıćı dvojnásobně zhlazenou metodu CGS (definice 93),
nebo ṕısmena GMR, označuj́ıćı metodu GMRES (definice 94) přerušovanou vždy po 100 kroćıch.
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Metoda NIT NFV NFG NCGR selháńı čas
LSNMJ-LU 607 1239 607 – 1 2.76
LSNMJ-CGS 610 870 610 1538 – 2.48
LSNMJ-GMR 615 891 615 2290 – 2.52
LSTMJ-LU 545 1319 545 – 1 2.91
LSNMS-LU 834 1936 427 – 1 2.60
LSQNS-LU 848 1509 209 – – 3.15
LSQNS-CGS 851 1430 199 2432 – 3.24
LSQNS-GMR 855 1434 201 3132 – 3.05
LSQNA-LU 725 1178 1303 – 1 3.60
LSQNA-CGS 868 1818 2044 3062 – 4.80
LSQNA-GMR 802 1350 1503 3317 – 3.94
TRGN-11 2511 2899 2555 – 1 17.22
TRGNS-11 4188 4875 4232 – 2 23.30
TRNMS-11 5228 53685 52773 – 11 72.05
LSVMP-3 24876 48852 48852 – 10 212.77

Tabulka 15: TEST18 – 44 úloh

Tabulka 15 obsahuje celkový počet iteraćı NIT, celkový počet použitých funkčńıch hodnot NFV, celkový
počet použitých gradient̊u NFG, celkový počet iteraćı NCGR zhlazené metody CGS nebo metody GMRES,
počet selháńı a celkový čas výpočtu. Selháńı bylo dvoj́ıho druhu. Bud’ bylo naleno lokálńı minimum funkce
(984), které nebylo řešeńım dané úlohy, nebo byl překročen maximálńı počer iteraćı.

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Newtonova metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je mnohem efektivněǰśı než Gaussova-
Newtonova metoda aplikovaná na součet čtverc̊u (984) nebo jej́ı modifikace. Gaussovu-Newtonovu
metodu neńı třeba modifikovat, nebot’ řeš́ıme úlohy s nulovými rezidui. Zcela nevhodné jsou metody
pro minimalizaci obecné účelové funkce.

• Sdružená kvazinewtonovská metoda pro ř́ıdké úlohy je horš́ı než Newtonova metoda, nebot’ nelze
ušetřit operace při řešeńı rovnic s ř́ıdkými maticemi.

• Iteračńı určováńı směrového vektoru se zdá být výhodněǰśı než př́ımé použit́ı LU rozkladu.

Nyńı porovnáme účinnost metod, které použ́ıvaj́ı pouze hodnoty d́ılč́ıch funkćı. V tabulce 16 jsou
uvedeny výsledky źıskané těmito metodami:

LSNM1-xx - Diferenčńı verze Newtonovy metody pro nelineárńı rovnice s aproximaćı řádk̊u Jacobiovy
matice podle vzorc̊u (1102),

LSNM2-xx - Diferenčńı verze Newtonovy metody pro nelineárńı rovnice s aproximaćı sloupc̊u Jacobiovy
matice podle vzorc̊u (1101),

LSNMS-xx - metoda škálováńı řádk̊u v LU rozkladu Jacobiovy matice podle vztah̊u (1117),

LSNMC-xx - nedokonalá diferenčńı verze Newtonovy metody popsaná v odd́ılu 12.7,

LSQNS-xx - Schubertova kvazinewtonovská metoda použ́ıvaj́ıćı vzorec (1103),

LSQLB-xx - Broydenova dobrá metoda s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ıćı vzorec (1096), kde vi = di,
l < i ≤ l +m− 1 a m = 5 (poznámka 396),

LSQLC-xx - metoda aktualizace sloupc̊u s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ıćı vzorec (1096), kde vi = ek,
l < i ≤ l +m− 1 a m = 5 (poznámka 396),

LSQLI-xx - inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ıćı vzorec (1094), kde
zi = ek, l < i ≤ l +m− 1 a m = 5 (věta 272 a poznámka 398).

Všechny uvedené metody jsou spádovými metodami (metody s lokálně omezeným krokem dosahovaly
horš́ıch výsledk̊u). Mı́sto znak̊u xx dosazujeme ṕısmena LU, CGS, GMR tak jako v předchoźı tabulce.
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Metoda NIT NFV NCGR selháńı čas
LSNM1-LU 570 2942 – 1 3.27
LSNM1-CGS 576 2988 1398 – 3.36
LSNM1-GMR 582 3070 2185 – 3.47
LSNM2-LU 570 3105 – 1 3.33
LSNM2-CGS 576 3157 1398 – 3.41
LSNM2-GMR 582 3265 2185 – 3.52
LSNMS-LU 848 3653 – 1 3.18
LSNMC-LU 672 6028 – 1 6.56
LSQNS-LU 842 2212 – 1 3.38
LSQNS-CGS 876 2114 2550 - 3.38
LSQNS-GMR 1077 2320 4221 1 4.02
LSQLB-CGS 756 2012 2073 1 3.12
LSQLC-CGS 770 2255 2022 - 3.19
LSQLI-LU 747 1667 – 1 1.88
LSQLI-CGS 972 2328 1565 – 2.83

Tabulka 16: TEST18 – 44 úloh

Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Diferenčńı verze Newtonovy metody jsou velmi efektivńı. Řádkový i sloupcový zp̊usob výpočtu dife-
renćı dávaj́ı prakticky stejné výsledky. Jelikož použit́ı vzorc̊u (1102) je algoritmicky jednodušš́ı, byl
tento postup použit ve všech daľśıch úpravách Newtonovy metody.

• Iteračńı určováńı směrového vektoru pomoćı dvojnásobně zhlazené metody CGS se zdá být výhod-
něǰśı než př́ımé použit́ı LU rozkladu. Metoda GMRES přerušovaná vždy po 100 kroćıch je méně
robustńı (metodu GMRES je třeba přerušovat, nebot’ vyžaduje uchováváńı všech předchoźıch vek-
tor̊u).

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı LSQLB-xx, LSQLC-xx a zejména LSQLI-xx dávaj́ı
nejlepš́ı výsledky.
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13 Optimalizace dynamických systémů

Uvažujeme úlohu spoč́ıvaj́ıćı v minimalizaci účelové funkce

F (x) =

∫ t1

t0

FA(x, y(x, t), t) dt+ FT (x, y(x, t1)), (1124)

kde
dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x) .

Přitom x ∈ Rn, y : Rn × [t0, t1] → RnS , F : Rn → R, FA : Rn ×RnS × [t0, t1] → R, FT : Rn ×RnS → R,
fS : Rn × RnS × [t0, t1] → RnS , fI : Rn → RnS . Minimalizovaná funkce je tedy integrálem, ve kterém
vystupuje řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s počátečmı́mi podmı́nkami. Tuto
soustavu diferenciálńıch rovnic nazýváme stavovým systémem. Z praktických d̊uvod̊u je výhodné poč́ıtat
integrál společně s řešeńım soustavy diferenciálńıch rovnic. V tomto př́ıpadě pokládáme

F (x) = F̃A(x, t1) + FT (x, y(x, t1)), (1125)

kde

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x), (1126)

dF̃A(x, t)

dt
= FA(x, y(x, t), t), F̃A(x, t0) = 0. (1127)

Celkem se řeš́ı nS+1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru (zač́ınáme v bodě t0, kde jsou zadány počátečńı
podmı́nky y(x, t0) = fI(x) a F̃A(x, t0) = 0). Stač́ı spoč́ıtat hodnoty funkćı y(x, t1) a FT (x, y(x, t1)) na
konci intervalu a tyto hodnoty dosadit do (1125). Je samozřejmě nutné, aby soustava diferenciálńıch rovnic
(1126)–(1127) měla řešeńı.

Necht’ D ⊂ Rn je otevřená množina obsahuj́ıćı všechny body xi ∈ Rn, i ∈ N , generované metodou
použitou pro hledáńı minima funkce F , y(x, t) je řešeńı systému rovnic (1126) a

Dy = {y = y(x, t) : x ∈ D, t ∈ [t0, t1]}.

V daľśım výkladu budeme použ́ıvat následuj́ıćı předpoklady

Předpoklad D1. Funkce F̃A(x, y) a FT (x, y) jsou zdola omezené na D ×Dy.

Předpoklad D2. Existuje spojité a omezené řešeńı systému (1126)–(1127) na intervalu [t0, t1], kdykoliv
x ∈ D.

Poznámka 407. Předpoklad D2 je poměrně silný, ale v praktických úlohách bývá často splněn. Jestliže
pro dané x ∈ D je zobrazeńı fS(x, y(x, t), t) lipschitzovské podle proměnné y a spojité podle proměnné t,
existuje spojité řešeńı systému (1126)–(1127) na nějakém maximálńım intervalu t0 ≤ t < t. Pokud t1 < t,
existuje spojité a omezemé řešeńı systému (1126)–(1127) na intervalu [t0, t1]. V opačném př́ıpadě takové
řešeńı neexistuje.

Předpoklad D3. Funkce FA(x, y, t) a zobrazeńı fS(x, y, t) jsou spojité a omezené na intervalu [t0, t1],
kdykoliv x ∈ D a y ∈ Dy, a jsou spojitě diferencovatelné podle proměnných x a y, přičemž derivace jsou
omezené. Funkce FT (x, y) a zobrazeńı fI(x) jsou spojitě diferencovatelné podle svých proměnných, přičemž
derivace jsou omezené.

Předpoklad D4. Funkce FA(x, y, t) a zobrazeńı fS(x, y, t) jsou spojité a omezené na intervalu [t0, t1],
kdykoliv x ∈ D a y ∈ Dy, a jsou dvakrát spojitě diferencovatelné podle proměnných x a y, přičemž druhé
derivace jsou omezené. Funkce FT (x, y) a zobrazeńı fI(x) jsou dvakrát spojitě diferencovatelné podle svých
proměnných, přičemž druhé derivace jsou omezené.
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Poznámka 408. Je-li splněn předpoklad D3, jsou uvedená zobrazeńı lipschitzovská vzhledem k proměnným
x ∈ D a y ∈ Dy. Je-li splněn předpoklad D4, jsou derivace uvedených zobrazeńı lipschitzovské vzhledem k
proměnným x ∈ D a y ∈ Dy. Protože celkový počet funkćı je konečný, budeme použ́ıvat společnou horńı
mez K a společnou lipschitzovskou konstantu L.

13.1 Výpočet gradientu

Abychom mohli použ́ıt metody sdružených gradient̊u nebo metody s proměnnou metrikou, je třeba určovat
gradienty minimalizované funkce. Gradient funkce F (x) definované vztahy (1125)–(1127) lze určit bud’
př́ımým nebo zpětným výpočtem. Aby bylo možné derivovat př́ıslušné vztahy, je třeba splnit předpoklady
D2 a D3.

Nejprve poṕı̌seme př́ımý výpočet gradientu. Abychom zjednodušili zápis, budeme psát y mı́sto y(x, t)
(pro hodnoty t0 a t1 zápis y(x, t0) a y(x, t1) ponecháme). Necht’ u(x, t) = dy(x, t)/dx, takže
u : Rn × [t0, t1] → RnS×n. Označ́ıme-li gT (x) = dF (x)/dx a g̃TA(x, t) = dF̃A(x, t)/dx, pak derivováńım
vztah̊u (1125)–(1127) dostaneme

gT (x) = g̃TA(x, t1) +
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
u(x, t1), (1128)

kde

du(x, t)

dt
=

∂fS(x, y, t)

∂x
+
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t), u(x, t0) =

dfI(x)

dx
, (1129)

dg̃TA(x, t)

dt
=

∂FA(x, y, t)

∂x
+
∂FA(x, y, t)

∂y
u(x, t), g̃TA(x, t0) = 0. (1130)

K současnému určeńı hodnoty a gradientu minimalizované funkce je tedy třeba řešit (nS + 1)(n + 1)
diferenciálńıch rovnic (1129)–(1130) v př́ımém směru.

Nyńı odvod́ıme zpětný výpočet gradientu. Necht’ p : [t0, t1] → RnS je libovolné zobrazeńı (jehož
přesný tvar budeme specifikovat později) a y : Rn × [t0, t1] → RnS je řešeńı systému (1126), takže plat́ı
fS(x, y, t)− dy(x, t)/dt = 0 pro t ∈ [t0, t1]. Použijeme-li (1124), můžeme psát

F (x) =

∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)

(
fS(x, y, t)−

dy(x, t)

dt

)]
dt+ FT (x, y(x, t1))

a použit́ım pravidla integrováńı per partes uT v′ = (uT v)′ − (u′)T v, kde u = p(t), v = y(x, t), dostaneme

F (x) =

∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)fS(x, y, t) +

dpT (t)

dt
y(x, t)

]
dt

+ pT (t0)y(x, t0)− pT (t1)y(x, t1) + FT (x, y(x, t1)).

Nyńı můžeme F (x) derivovat podle x, takže

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂x

+

(
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂y
+

dpT (t)

dt

)
dy(x, t)

dx

]
dt

+ pT (t0)
dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
− pT (t1)

)
dy(x, t1)

dx
,

nebot’ podle (1129) plat́ı dy(x, t0)/dx = dfI(x)/dx. Zvoĺıme-li funkci p(t) = p(x, t) tak, aby se vynulovaly
závorky u dy(x, t)/dx a dy(x, t1)/dx, čili tak, že
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−dpT (x, t)

dt
=
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂y
, pT (x, t1) =

∂FT (x, y(x, t1))

∂y
, (1131)

plat́ı

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂x

]
dt+ pT (x, t0)

dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
. (1132)

Dohromady to lze zapsat takto

g(x) = g̃(x, t0) +

(
dfI(x)

dx

)T

p(x, t0), (1133)

kde

−dp(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂y

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂y

)T

p(x, t), p(x, t1) =

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y

)T

, (1134)

dg̃(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂x

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂x

)T

p(x, t), g̃(x, t1) =

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂x

)T

. (1135)

K současnému určeńı hodnoty a gradientu minimalizované funkce je tedy třeba řešit nS +1 diferenciálńıch
rovnic (1126)–(1127) v př́ımém směru a nS + n diferenciálńıch rovnic (1134)–(1135) ve zpětném směru.

Poznámka 409. Při zpětném výpočtu gradientu lze postupovat dvoj́ım zp̊usobem.

(1) Zvoĺıme nA uzlových bod̊u t̃1 = t0 < t̃2 < · · · < t̃nA = t1 a při řešeńı v př́ımém směru ukládáme
vektory y(x, t̃i), 1 ≤ i ≤ nA, vypočtené v těchto uzlových bodech. Při řešeńı ve zpětném směru pak
vektory y(x, t), t ∈ [t0, t1], interpolujeme z hodnot y(x, t̃i), 1 ≤ i ≤ nA a dosazujeme je do výraz̊u na
pravé straně rovnic (1134)–(1135). Je tedy třeba ukládat daľśıch nSnA hodnot v paměti poč́ıtače.

(2) Použijeme vektor y(x, t1) źıskaný řešeńım rovnic (1129)–(1130) jako koncovou podmı́nku a řeš́ıme ve
zpětném směru daľśıch nS diferenciálńıch rovnic

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t1) = y(x, t1), (1136)

tedy celkem 2nS + n diferenciálńıch rovnic (1129)–(1130) a (1136). Jako kontrolu přesnosti výpočtu
můžeme použ́ıt rovnost y(x, t0) = fI(x).

13.2 Výpočet Hessovy matice

Abychommohli použ́ıt Newtonovu metodu je třeba určovat Hessovy matice minimalizované funkce. Hessovu
matici funkce F (x) definované vztahy (1125)–(1127) lze určit bud’ př́ımým nebo zpětným výpočtem. Aby
bylo možné dvakrát derivovat př́ıslušné vztahy, je třeba splnit předpoklady D2 a D4.

Nejprve poṕı̌seme př́ımý výpočet Hessovy matice. Necht’ v(x, t) = du(x, t)/dx = d2y(x, t)/dx2, takže
v : Rn × [t0, t1] → RnS×n×n (v(x, t) je tedy tenzorová veličina, která má tři indexy k, i, j, přičemž
plat́ı vkij(x, t) = ∂2yk(x, t)/∂xi∂xj). Označ́ıme-li G(x) = d2F (x)/dx2 a G̃A(x) = d2F̃A(x, t)/dx

2, pak
derivováńım vztah̊u (1128)–(1130) dostaneme

G(x) = G̃A(x, t1) +
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x2

+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y
u(x, t1) + uT (x, t1)

∂2FT (x, y(x, t1))

∂y∂x

+ uT (x, t1)
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
u(x, t1) +

∂FT (x, y(x, t1))

∂y
v(x, t1), (1137)
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kde

dv(x, t)

dt
=

∂2fS(x, y, t)

∂x2
+
∂2fS(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2fS(x, y, t)

∂y∂x

+ uT (x, t)
∂2fS(x, y, t)

∂y2
u(x, t) +

∂fS(x, y, t)

∂y
v(x, t), v(x, t0) =

d2fI(x)

dx2
, (1138)

dG̃A(x, t)

dt
=

∂2FA(x, y, t)

∂x2
+
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2FA(x, y, t)

∂y∂x

+ uT (x, t)
∂2FA(x, y, t)

∂y2
u(x, t) +

∂FA(x, y, t)

∂y
v(x, t), G̃A(x, t0) = 0. (1139)

K současnému určeńı hodnoty, gradientu a Hessovy matice minimalizované funkce je tedy třeba řešit
(nS+1)(n2+n+1) diferenciálńıch rovnic (1129)–(1130) a (1138)–(1139) v př́ımém směru. Poznamenejme,
že v (1138) vystupuj́ı tenzorové veličiny, takže je třeba dávat pozor na pořad́ı násobeńı. Plat́ı např́ıklad(

∂2fS(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t)

)
kij

=

nS∑
p=1

∂2fk(x, y, t)

∂xi∂yp
upj(x, t),

(
uT (x, t)

∂2fS(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

)
kij

=

nS∑
p=1

nS∑
q=1

upi(x, t)
∂2fk(x, y, t)

∂yp∂yq
uqj(x, t),

(
∂fS(x, y, t)

∂y
v(x, t)

)
kij

=

nS∑
p=1

∂fk(x, y, t)

∂yp
vpij ,

kde fS(x, y, t) = [f1(x, y, t), . . . , fnS (x, y, t)]
T .

Nyńı odvod́ıme zpětný výpočet Hessovy matice. Necht’ u(t) ∈ RnS×n je libovolné zobrazeńı a p(x, t) je
řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic (1131). Rovnici (1132) můžeme zapsat ve tvaru

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂x

+

(
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂y
+
dpT (x, t)

dt

)
u(t)

]
dt

+ pT (x, t0)
dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x

(nebot’ výraz v závorce u u(t) je podle (1131) identicky nulový) a použit́ım pravidla integrováńı per partes
dostaneme

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂x

+

(
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂y

)
u(t)− pT (x, t)

du(t)

dt

]
dt

+ pT (x, t0)
dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+
∂FT (x, y(x, t1)

∂y
u(t1)− pT (x, t0)u(t0),

nebot’ podle (1131) plat́ı pT (x, t1) = ∂FT (x, y(x, t1))/∂y. Tuto rovnici můžeme derivovat podle x, č́ımž
dostaneme
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G(x) =

∫ t1

t0

[
∂2FA(x, y, t)

∂x2
+
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y

dy(x, t)

dx
+
dpT (x, t)

dx

∂fS(x, y, t)

∂x

+

nS∑
k=1

pk(x, t)

(
∂2fk(x, y, t)

∂x2
+
∂2fk(x, y, t)

∂x∂y

dy(x, t)

dx

)
+ uT (t)

(
∂2FA(x, y, t)

∂y∂x
+
∂2FA(x, y, t)

∂y2
dy(x, t)

dx

)
+
dpT (x, t)

dx

∂fS(x, y, t)

∂y
u(t)

+

nS∑
k=1

pk(x, t)u
T (t)

(
∂2fk(x, y, t)

∂y∂x
+
∂2fk(x, y, t)

∂y2
dy(x, t)

dx

)
− dpT (x, t)

dx

du(t)

dt

]
dt

+
dpT (x, t0)

dx

dfI(x)

dx
+ pT (x, t0)

d2fI(x)

dx2
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x2
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y

dy(x, t1)

dx

+ uT (t1)

(
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y∂x
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
dy(x, t1)

dx

)
− dpT (x, t0)

dx
uT (t0),

kde dpT (x, t)/dt = (dp(x, t)/dt)T . Zvoĺıme-li funkci u(t) = u(x, t) tak aby se vynulovaly členy s dp(x, t)/dx
a dp(x, t0)/dx, dostaneme

du(x, t)

dt
=
∂fS(x, y, t)

∂x
+
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t), u(x, t0) =

dfI(x)

dx
,

takže podle (1129) plat́ı u(x, t) = dy(x, t)/dx. Dosad́ıme-li źıskané výsledky do výrazu pro G(x), můžeme
psát

G(x) =

∫ t1

t0

[
∂2FA(x, y, t)

∂x2
+
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2FA(x, y, t)

∂y∂x

+ uT (x, t)
∂2FA(x, y, t)

∂y2
u(x, t) +

nS∑
k=1

pk(x, t)

(
∂2fk(x, y, t)

∂x2

+
∂2fk(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2fk(x, y, t)

∂y∂x
+ uT (x, t)

∂2fk(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

)]
dt

+ pT (x, t0)
d2fI(x)

dx2
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x2
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y
u(x, t1)

+ u(x, t1)
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y∂x
+ u(x, t1)

∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
u(x, t1),

Dohromady to lze zapsat takto

G(x) = G̃(x, t0) + pT (x, t0)
d2fI(x)

dx2
(1140)
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kde

dG̃(x, t)

dt
=

∂2FA(x, y, t)

∂x2
+
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2FA(x, y, t)

∂y∂x

+ uT (x, t)
∂2FA(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

+

nS∑
k=1

pk(x, t)

(
∂2fk(x, y, t)

∂x2
+
∂2fk(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) + uT (x, t)

∂2fk(x, y, t)

∂y∂x

+ uT (x, t)
∂2fk(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

)
(1141)

G̃(x, t1) =
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y
u(x, t1) + u(x, t1)

∂2FT (x, y(x, t1))

∂y∂x

+ u(x, t1)
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
u(x, t1).

K současnému určeńı hodnoty a gradientu minimalizované funkce je tedy třeba řešit (nS + 1)(n + 1)
diferenciálńıch rovnic (1126)–(1127) a (1129)–(1130) v př́ımém směru a nS + n2 diferenciálńıch rovnic
(1134) a (1146) ve zpětném směru.

Poznámka 410. Při zpětném výpočtu Hessovy matice lze postupovat podobně jako v poznámce 407.
Použijeme-li prvńı zp̊usob, je třeba při řešeńı v př́ımém směru ukládat vektory y(x, t̃i) a matice u(x, t̃i) v
uzlových bodech t̃i, 1 ≤ i ≤ nA, tedy celkem nAnS(n+ 1) hodnot. Použijeme-li druhý zp̊usob, je třeba ve
zpětném směru řešit daľśıch nnS diferenciálńıch rovnic

du(x, t)

dt
=
∂fS(x, y, t)

∂x
+
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t), u(x, t1) = u(x, t1), (1142)

tedy celkem nS(n+ 2) + n2 diferenciálńıch rovnic (1129)–(1130), (1136) a (1142). Z těchto úvah plyne, že
zpětný výpočet Hessovy matice neńı výhodný. V prvńım př́ıpadě je třeba uklaádat nAnS(n + 1) hodnot
nav́ıc a ve druhém př́ıpadě je celkový počet diferenciálńıch rovnic stejný jako při př́ımém výpočtu Hessovy
matice, ale většina z těchto rovnic se řeš́ı ve zpětném směru.

13.3 Aproximace Hessovy matice pro kritérium nejmenš́ıch čtverc̊u

Úloha optimalizace dynamických systémů bývá často formulována tak, že se hledá optimálńı vektor x v
(1126) tak, aby pr̊uběh funkce y(x, t) na intervalu [t0, t1] co nejlépe aproximoval předepsaný pr̊uběh z(t)
a aby v koncovém bodě intervalu co nejpřesněji platilo y(x, t1) = z(t1). V tomto př́ıpadě se nejčastěji
použ́ıvá analogie součtu čtverc̊u, kdy funkce FA a FT maj́ı tvar

FA(y(x, t), t) =
1

2
(y(x, t)− z(t))TWA(t)(y(x, t)− z(t)),

FT (y(x, t1)) =
1

2
(y(x, t1)− z(t1))

TWT (y(x, t1)− z(t1)),

kde z : [t0, t1] → RnS je předpsaný pr̊uběh a WA : [t0, t1] → RnS×nS , WT ∈ RnS×nS jsou symetrické
pozitivně definitńı váhové matice (obecně WT ̸=WA(t1)). Tyto funkce nezávisej́ı na vektoru x a plat́ı

∂FA(y, t)

∂y
= WA(t)(y(x, t)− z(t)),

∂2FA(y, t)

∂y2
=WA(t),

∂FT (y(x, t1))

∂y
= WT (y(x, t1)− z(t1)),

∂2FT (y(x, t1))

∂y2
=WT .

Dosad́ıme-li tyto vztahy do vzorc̊u uvedených v odd́ılu 13.1, dostaneme zjednodušené rovnice pro výpočet
gradientu účelové funkce.
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Speciálńı tvar funkćı FA a FT je výhodný pro odvozeńı dobré aproximace Hessovy matice postupem,
který odpov́ıdá Gaussově-Newtonově metodě. Dosad́ıme-li vztahy pro funkce FA a FT do vzorc̊u (1137) a
(1139), dostaneme

G(x) = G̃A(x, t1) + uT (x, t1)WTu(x, t1) + (y(x, t1)− z(t1))
TWT v(x, t1), (1143)

dG̃A(x, t)

dt
= uT (x, t)WA(t)u(x, t) + (y(x, t)− z(t))TWA(t)v(x, t), G̃A(x, t0) = 0, (1144)

kde v(x, t) je řešeńı soustavy rovnic (1138). Jestliže F (x) → 0, pak také y(x, t) − z(t) → 0 a posledńı
členy v (1143)–(1144) lze zanedbat. T́ım odpadne i řešeńı soustavy rovnic (1138). Pro úlohy s nulovým
reziduem tedy plat́ı G(x) ≈ B(x), kde

B(x) = BA(x, t1) + uT (x, t1)WTu(x, t1), (1145)

dBA(x, t)

dt
= uT (x, t)WA(t)u(x, t), BA(x, t0) = 0. (1146)

Jelikož v (1145)–(1146) vystupuje matice u(x, t) určená řešeńım soustavy rovnic (1129), použ́ıvá se př́ımý
výpočet gradientu účelové funkce podle vzorc̊u (1128)–(1130). Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n+ 1) + n2 difer-
enciálńıch rovnic v př́ımém směru.

13.4 Metody pro optimalizaci dynamických systémů

Kminimalizaci funkce určené vztahy (1125)–(1127) lze použ́ıt libovolnou optimalizačńı metodu. Použijeme-
li gradientńı metodu, je třeba poč́ıtat gradient účelové funkce př́ımým řešeńım diferenciálńıch rovnic
(1128)–(1130) nebo zpětným řešeńım diferenciálmı́ch rovnic (1133)–(1135). K tomu, aby gradientńı metoda
byla globálně konvergentńı, potřebujeme, aby funkce F splňovala předpoklady F1 a F3. Předpoklad F1 je
d̊usledkem předpokladu D1. Ukážeme nyńı, kdy je splněn předpoklad F3. Použijeme k tomu následuj́ıćı
tvrzeńı, jehož d̊ukaz lze nalézt např́ıklad v [T4].

Tvrzeńı 9. Uvažujme soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic

dy(t)

dt
= A(t)y(t) + a(t), y(t0) = y0,

kde veličiny A(t) a a(t) jsou spojité na intervalu [t0, t1]. Pak

∥y(t)∥ ≤
(
∥y0∥+

∫ t

t0

∥a(τ)∥ dτ
)
exp

(∫ t

t0

∥A(τ)∥ dτ
)
,

kdykoliv t ∈ [t0, t1].

Věta 286. Necht’ jsou splněny předpoklady D1–D4. Pak funkce F (x) určená vztahy (1125)–(1127) splňuje
předpoklad F3.

Důkaz Podle předpokladu D3 existuje konstanta K > 0 taková, že ∥fI(x)∥ ≤ K, ∥dfI(x)/dx∥ ≤ K na D
a ∥∂fS(x, y, t)/∂x∥ ≤ K, ∥∂fS(x, y, t)/∂y∥ ≤ K na D ×Dy × [t0, t1] (ve smyslu poznámky 408 použ́ıváme
společnou konstantu K). Použijeme-li tvrzeńı 9 na systém (1126), dostaneme

∥u(x, t)∥ ≤ (K +K(t1 − t0)) exp(K(t1 − t0))
∆
=M. (1147)

Jelikož u(x, t) = dy(x.t)/dx, můžeme podle (1147) psát

∥y(x2, t)− y(x1, t)∥ =

∥∥∥∥∫ t1

t0

u(x1 + λ(x2 − x1))(x2 − x1)dλ

∥∥∥∥ ≤M(x2 − x1).
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Podle předpokladu D4 a poznámky 408 má zobrazeńı fS(x, y, t) lipschitzovské prvńı derivace, takže∥∥∥∥∂fS(x2, y2, t)∂x
− ∂fS(x1, y1, t)

∂x

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∂fS(x2, y2, t)∂x

− ∂fS(x2, y1, t)

∂x

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∂fS(x2, y1, t)∂x
− ∂fS(x1, y1, t)

∂x

∥∥∥∥
≤ L(∥y2 − y1∥+ ∥x2 − x1∥) ≤ L(M + 1)∥x2 − x1∥

a podobně∥∥∥∥∂fS(x2, y2, t)∂y
− ∂fS(x1, y1, t)

∂y

∥∥∥∥ ≤ L(∥y2 − y1∥+ ∥x2 − x1∥) ≤ L(M + 1)∥x2 − x1∥.

Zobrazeńı fI(x) má též lipschitzovské prvńı derivace, takže∥∥∥∥dfI(x2)dx
− dfI(x1)

dx

∥∥∥∥ ≤ L∥x2 − x1∥.

Použijeme-li (1129), dostaneme

d(u(x2, t)− u(x1, t))

dt
=

∂fS(x2, y2, t)

∂y
(u(x2, t)− u(x1, t))

+

(
∂fS(x2, y2, t)

∂y
− ∂fS(x1, y1, t)

∂y

)
u(x1, t)

+

(
∂fS(x2, y2, t)

∂x
− ∂fS(x1, y1, t)

∂x

)
a

u(x2, t0)− u(x1, t0) =
dfI(x2)

dx
− dfI(x1)

dx
,

takže podle tvrzeńı 9 plat́ı

∥u(x2, t)− u(x1, t)∥ ≤
[∥∥∥∥dfI(x2)dx

− dfI(x1)

dx

∥∥∥∥+ ∫ t1

t0

(∥∥∥∥∂fS(x2, y2, τ)∂y
− ∂fS(x1, y1, τ)

∂y

∥∥∥∥ ∥u(x1, τ)∥
+

∥∥∥∥∂fS(x2, y2, τ)∂x
− ∂fS(x1, y1, τ)

∂x

∥∥∥∥)dτ

]
exp

(∫ t1

t0

∥∥∥∥∂fS(x2, y2, τ)∂y

∥∥∥∥ dτ)
≤ L(1 + (M + 1)2(t1 − t0)) exp(K(t1 − t0))∥x2 − x1∥

∆
= N∥x2 − x1∥. (1148)

Jelikož rovnice (1130) má stejný tvar jako rovnice (1129) a funkce FA(x, y, t) má podle předpokladu D4
a poznámky 408 lipschitzovské prvńı derivace, můžeme postupovat stajně jako v předchoźım př́ıpadě.
Dostaneme tak odhad

∥gA(x2, t)− gA(x1, t)∥ ≤ L(M + 1)2(t1 − t0) exp(K(t1 − t0))∥x2 − x1∥ ≤ N∥x2 − x1∥. (1149)

Použijeme-li (1130), dostaneme

gT (x2, t)− gT (x1, t) = g̃TA(x2, t)− g̃TA(x1, t) +
∂fT (x2, y(x2, t1))

∂y
(u(x2, t1)− u(x1, t1))

+

(
∂fT (x2, y(x2, t1))

∂y
− ∂fT (x1, y(x1, t1))

∂y

)
u(x1, t1)

+

(
∂fT (x2, y(x2, t1))

∂x
− ∂fT (x1, y(x1, t1))

∂x

)
,
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takže podle (1147), (1148), (1149) a předpokladu D4 plat́ı

∥g(x2, t)− g(x1, t))∥ ≤ (N +KN + LM + L)∥x2 − x1∥
∆
= G∥x2 − x1∥.

2

Poznámka 411. Předpoklad D4 je zbytečně silný (spojitost a omezenost druhých derivaćı potřebujeme,
použ́ıváme-li Hessovu matici). Věta 286 plat́ı i tehdy, nahrad́ıme-li spojitost a omezenost druhých derivaćı
lipschitzovskost́ı prvńıch derivaćı.

Nyńı se omeźıme na př́ıpad, kdy funkce FA a FT maj́ı tvar uvedený v odd́ılu 13.3. Budeme přitom
použ́ıvat náduj́ıćı předpoklad.

Předpoklad D5. Zobrazeńı z(t) a WA(t) jsou spojitá a omezená na intervalu [t0, t1] (takže ∥z(t)∥ ≤ K
a ∥WA(t)∥ ≤ K, pokud t0 ≤ t ≤ t1) a plat́ı ∥WT ∥ ≤ K.

Věta 287. Necht’ jsou splněny předpoklady D1–D4 (bez požadavk̊u kladených na funkce FA a FT ) a
předpoklad D5. Pak metoda s lokálně omezeným krokem (definice 40) použ́ıvaj́ıćı matici (1140) je globálně
konvergentńı.

Důkaz Podle věty 118 je metoda s lokálně omezeným krokem globálně konvergentńı, splňuje-li funkce F
předpoklady F1 a F3 a plat́ı-li ∥B(xi)∥ ≤ B, i ∈ N . Předpoklady F1 a F3 jsou splněny podle věty 286.
Stač́ı tedy dokázat omezenost matice B(x). Ta však plyne z předpokladu D5 z odhadu (1147) a z vyjádřeńı
(1140)–(1146), nebot’

∥B(x)∥ ≤
∫ t1

t0

∥uT (x, t)WA(t)u(x, t)∥ dt+ ∥uT (x, t1)WTu(x, t1)∥ ≤

≤ KM
2
(t1 − t0) +KM

2
.

2

Věta 288. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s lokálně omezeným krokem s matićı
(1140) taková, že xi → x∗ pro i → ∞, kde bod x∗ ∈ Rn splňuje postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro
lokálńı minimum funkce F (x). Necht’ jsou splněny předpoklady D1–D4 (bez požadavk̊u kladených na funkce
FA a FT ) a předpoklad D5. Pak pokud F (xi) → 0 pro i → ∞, posloupnost xi, i ∈ N , konverguje k bodu
x∗ ∈ Rn superlineárně, neboli

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0

Důkaz Dokážeme, že B(xi) → G(xi) pro i→ ∞, takže superlineárńı konvergence plyne z věty 123. Podle
předpoklad̊u D2–D4 jsou všechna zobrazeńı v rovnici (1138) spojitá a omezená, takže můžeme použ́ıt
tvrzeńı 9, podle kterého je řešeńı v(x, t) = du(x, t)/dx omezené. Existuje tedy konstanta C > 0 taková, že
∥v(x, t)∥ ≤ C, pokud x ∈ D a t ∈ [t0, t1]. Použijeme-li (1143) a (1140), můžeme psát

∥G(xi)−B(xi)∥ ≤
∫ t1

t0

∥(y(xi, t)− z(t))TWA(t)v(xi, t)∥ dt+ ∥(y(xi, t1)− z(t1))
TWT v(xi, t1)∥

≤ C K
1/2
∫ t1

t0

∥W 1/2
A (t)(y(xi, t)− z(t))∥ dt+ C K

1/2∥W 1/2
T (y(xi, t1)− z(t1))∥

a podle (1124), kde funkce FA a FT maj́ı tvar uvedený v odd́ılu 13.3, plat́ı

2F (xi) =

∫ t1

t0

(y(xi, t)− z(t))TWA(t)(y(xi, t)− z(t)) dt

+ (y(xi, t1)− z(t1))
TWT (y(xi, t1)− z(t1))

=

∫ t1

t0

∥W 1/2
A (t)(y(xi, t)− z(t))∥2 dt+ ∥W 1/2

T (y(xi, t1)− z(t1))∥2

Odtud plyne. že
∥G(xi)−B(xi)∥ → 0, pokud F (xi) → 0. 2
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14 Automatické a numerické derivováńı

K určováńı parciálńıch derivaćı funkćı v́ıce proměnných existuj́ı čtyři základńı postupy:

(1) Analytické derivováńı, kdy uživatel zadává výrazy pro parciálńı derivace formou úsek̊u zdrojového
programu.

(2) Symbolické derivováńı, kdy se zadává pouze výraz pro výpočet funkčńı hodnoty a pomoćı programu
pro symbolickou analýzu (který je např́ıklad součást́ı systémů Mathematica, Maple a Derive) se z
tohoto výrazu odvod́ı vzorce pro parciálńı derivace. Výsledek je v podstatě stejný jako v předchoźım
př́ıpadě, ale vzorce pro parciálńı derivace nezadává uživatel nýbrž je vytvář́ı program.

(3) Numerické derivováńı, kdy se derivace aproximuj́ı pomoćı diferenćı.

(4) Automatické derivováńı, kdy se použ́ıvaj́ı pravidla pro výpočet derivaćı, do nichž se dosazuj́ı nu-
merické hodnoty. Nesestavuj́ı se tedy žádné analytické výrazy, ale všechny operace se prováděj́ı s
č́ısly.

Podobně jako výpočet gradientu v př́ıpadě optimalizace dynamických systémů, lze automatické derivováńı
realizovat dvoj́ım zp̊usobem:

• Př́ımé automatické derivováńı, které je vhodné pro výpočet směrové derivace funkce F : Rn → R
nebo pro výpočet součinu Jacobiovy matice zobrazeńı f : Rn → Rm a vektoru d ∈ Rn.

• Zpětné automatické derivováńı, které je vhodné pro výpočet gradientu funkce F : Rn → R nebo pro
výpočet součinu transponované Jacobiovy matice zobrazeńı f : Rn → Rm a vektoru w ∈ Rm.

Abychom mohli provádět automatické derivováńı, je třeba vzorec definuj́ıćı hodnotu derivované funkce
(nebo zobrazeńı) vyjádřit jako posloupnost elementárńıch krok̊u obsahuj́ıćıch elementárńı operace a ele-
mentárńı funkce. Za t́ımto účelem použijeme označeńı v1, . . . , vn, vn+1, . . . , vl, kde vi = xi, 1 ≤ i ≤ n,
vi = φi(vj , j ∈ Ii), n + 1 ≤ i ≤ l a vl = F (x) (předpokládáme, že F := Rn → R). Zápis vi =
φi(vj , j ∈ Ii) znamená, že hodnota vi záviśı na předchoźıch hodnotách vj , j ∈ Ii (předpokládáme,
že Ii ⊂ {1, . . . , i − 1}), přičenž φi(vj , j ∈ Ii) je př́ıslušná elementárńı funkce. Za elementárńı funkce
považujeme součet, součin, lineárńı funkci a elementárńı funkce, které jsou součást́ı programovaćıho jazyka
(obecná mocnina, exponenciála, logaritmus, goniometrické a hyperbolické funkce a funkce k nim inverzńı),
takže funkce φi(vj , j ∈ Ii), n+1 ≤ i ≤ l, závisej́ı nanejvýš na dvou proměnných (množiny Ii, n+1 ≤ i ≤ l,
jsou nanejvýš dvouprvkové). Jako př́ıklad ukážeme posloupnost elementárńıch krok̊u pro výpočet funkce
F (x) = sin(x1) exp(x2/x3).

v1 = x1
v2 = x2
v3 = x3
v4 = φ4(v2, v3) = v2/v3 x2/x3
v5 = φ5(v4) = exp(v4) exp(x2/x3)
v6 = φ6(v1) = sin(v1) sin(x1)
v7 = φ7(v5, v6) = v6v5 sin(x1) exp(x2/x3)
F (x) = v7 sin(x1) exp(x2/x3)

Tabulka 20: Vyč́ısleńı funkce F (x) = sin(x1) exp(x2/x3).

Řádky nad prvńı vodorovnou čarou budeme nazývat př́ıpravnou fáźı algoritmu. Ostatńı řádky nazveme
výpočetńı fáźı algoritmu. Poznamenejme, že vzorce zapsané napravo od svislé čáry, které ukazuj́ı skutečnou
hodnotu dané proměnné, slouž́ı pouze pro orientaci (tyto vzorce budeme uvádět i v daľśıch tabulkách i když
jsou pro automatické derivováńı irelevantńı). Funkčńı hodnota F (x) = v7 se poč́ıtá podle jednoduchých
vzorc̊u vystupuj́ıćıch za posledńım rovńıtkem. Do těchto vzorc̊u se dosazuj́ı numerické hodnoty (poč́ınaje

500



numerickými hodnotami proměnných x1, x2, x3). Při sestavováńı tabulky elementárńıch krok̊u vycháźı-
me z analytického popisu funkce zadaného uživatelem. Nejprve se provede syntaktická analýza daného
výrazu, což je proces, který použ́ıvá většina kompilátor̊u, a na základě této analýzy se sestavuje posloupnost
elementárńıch operaćı a elementárńıch funkćı.

14.1 Automatický výpočet prvńıch derivaćı

Nejjednodušš́ım zp̊usobem výpočtu prvńıch derivaćı je př́ımé automatické derivováńı. Při tomto zp̊usobu
se za každý elementárńı krok pro výpočet funkčńı hodnoty přidá řádek obsahuj́ıćı elementárńı krok pro
výpočet zvolené derivace. Použ́ıvá se přitom pravidlo řetězeńı. Pro n+ 1 ≤ i ≤ l tedy plat́ı

vi = φi(vj , j ∈ Ii), (1150)

v′i =
∑
j∈Ii

∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
v′j , (1151)

přičemž F ′(x) = v′l (čárka označuje zvolenou derivaci). Je-li funkce φi(vj , j ∈ Ii) elementárńı funkćı,
použij́ı se pro výpočet hodnoty ∂φi(vj , j ∈ Ii)/∂vj pravidla uvedená v tabulce 21 (kde a > 0 a c ̸= 0).

F (x) F ′(x) DF F (x) F ′(x) DF

xn nx(n−1) R xc cx(c−1) x > 0

ex ex R ax ax log a R

log x
1

x
x > 0 loga x

1

x log a
x > 0

sinx cosx R cosx − sinx R

tg x
1

cos2 x
cosx ̸= 0 cotg x

−1

sin2 x
sinx ̸= 0

sinhx coshx R coshx sinhx R

tgh x
1

cosh2 x
R cotgh x

−1

sinh2 x
x ̸= 0

arcsinx
1√

1− x2
|x| < 1 arccosx

−1√
1− x2

|x| < 1

arctg x
1

1 + x2
R arccotg x

−1

1 + x2
R

argsinh x
1√

x2 + 1
R argcosh x

1√
x2 − 1

x > 1

argtgh x
1

1− x2
|x| < 1 argcotgh x

1

1− x2
|x| > 1

u+ v u′ + v′ R u− v u′ − v′ R

uv u′v + uv′ R u/v (u′ − v′u/v)/v v ̸= 0

Tabulka 21: Derivováńı elementárńıch funkćı.

Pokud xi = ψi(t), 1 ≤ i ≤ n, můžeme př́ımým automatickým derivováńım vypoč́ıtat derivaci dF (x)/dt
tak, že v př́ıpravné fázi polož́ıme vi = ψi(t), v

′
i = ψ′

i(t), 1 ≤ i ≤ n. Př́ımé automatické derivováńı je velmi
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vhodné pro výpočet směrové derivace

F ′(x, d) = lim
t↓0

F (x+ td)− F (x)

t
= (∇F (x))T d =

n∑
i=1

di
∂F (x)

∂xi
.

V tomto př́ıpadě v př́ıpravné fázi pokládáme vi = xi, v
′
i = di, 1 ≤ i ≤ n.

Př́ıklad 8. Pomoćı př́ımého automatického derivováńı vypočteme hodnotu F (x(t)) a derivaci dF (x(t))/dt
funkce uvedené v tabulce 20 za předpokladu, že x1 = 2t, x2 = t2, x3 = −t.

v1 = x1 2t
v′1 = x′1 2
v2 = x2 t2

v′2 = x′2 2t
v3 = x3 −t
v′3 = x′3 −1
v4 = v2/v3 −t
v′4 = (v′2 − v4v

′
3)/v3 −1

v5 = exp(v4) exp(−t)
v′5 = exp(v4)v

′
4 − exp(−t)

v6 = sin(v1) sin(2t)
v′6 = cos(v1)v

′
1 2 cos(2t)

v7 = v6v5 sin(2t) exp(−t)
v′7 = v′6v5 + v6v

′
5 (2 cos(2t)− sin(2t)) exp(−t)

F (x) = v7 sin(2t) exp(−t)
dF (x)/dt = v′7 (2 cos(2t)− sin(2t)) exp(−t)

Tabulka 22: Vyč́ısleńı derivace funkce závislé na parametru.

Př́ıklad 9. Pomoćı př́ımého automatického derivováńı vypočteme směrovou derivaci funkce uvedené v
tabulce 20 ve směru d = [2, 1,−1]T .

v1 = x1
v′1 = 2
v2 = x2
v′2 = 1
v3 = x2
v′3 = −1

v4 = v2/v3 x2/x3
v′4 = (v′2 − v4v

′
3)/v3 (1 + x2/x3)/x3

v5 = exp(v4) exp(x4)
v′5 = exp(v4)v

′
4 exp(x4)(1 + x2/x3)/x3

v6 = sin(v1) sin(x1)
v′6 = cos(v1)v

′
1 2 cos(x1)

v7 = v6v5 sin(x1) exp(x2/x3)
v′7 = v′6v5 + v6v

′
5 (2 cos(x1) + sin(x1) exp(x4)(1 + x2/x3)/x3

F (x) = v7 sin(x1) exp(x2/x3)
F ′(x, d) = v′7 (2 cos(x1) + sin(x1) exp(x4)(1 + x2/x3)/x3

Tabulka 23: Výpočet směrové derivace funkce F (x) = sin(x1) exp(x2/x3).
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Z tabulky 23 je patrné, že pro současné vyč́ısleńı funkčńı hodnoty a jedné směrové derivace potřebujeme
zhruba trojnásobek operaćı jako pro samotný výpočet funkčńı hodnoty. Teoreticky se dá dokázat, že
Op(F (x))+Op(F ′(x, h)) ≤ 3Op(F (x)) (Op(.) je počet aritmetických operaćı potřebných pro výpočet dané
veličiny). Př́ımé automatické derivováńı neńı vhodné pro výpočet gradientu funkce, nebot’ výpočet každé
parciálńı derivace vyžaduje alespoň Op(F (x)) aritmetických operaćı, takže plat́ı Op(F (x)) + Op(g(x)) ≥
(n+ 1)Op(F (x)).

Př́ımé automatické derivováńı můžeme snadno zobecnit pro výpočet směrových derivaćı prvk̊u fk(x),
1 ≤ k ≤ m, zobrazeńı f : Rn → Rm, neboli součinu Jacobiovy matice J(x) a vektoru d. Často se
stává, že výrazy odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým prvk̊um zobrazeńı f spolu nijak nesouviśı. V tomto př́ıpadě lze
samostatně zpracovávat m posloupnost́ı elementárńıch krok̊u, což odpov́ıdá výpočtu směrových derivaćı
m nezávislých funkćı. Pokud některé prvky zobrazeńı f obsahuj́ı společné výrazy, lze určeńı všech derivaćı
provést v jediném společném schematu. Pak plat́ı fk(x) = vl−m+k, f

′
k(x) = v′l−m+k, 1 ≤ k ≤ m.

Př́ıklad 10. Uvažujme zobrazeńı f : R3 → R3 s Jacobiovou matićı J ∈ R3×3, kde

f(x) =

 sin(x1) exp(x2)
cos(x2)/x3
(x21 − x2)

2

 , J(x) =

 cos(x1) exp(x2) sin(x1) exp(x2) 0
0 − sin(x2)/x3 − cos(x2)/x

2
3

4x1(x
2
1 − x2) −2(x21 − x2) 0

 .
Pomoćı př́ımého automatického derivováńı vypočteme součin matice J(x) a vektoru d = [1, 2, 1]T .

v1 = x1
v′1 = 1
v2 = x2
v′2 = 2
v3 = x3
v′3 = 1

v4 = sin(v1) sin(x1)

v′4 = cos(v1)v
′
1 cos(x1)

v5 = exp(v2) exp(x2)
v′5 = exp(v2)v

′
2 2 exp(x2)

v6 = cos(v2) cos(x2)
v′6 = − sin(v2)v

′
2 −2 sin(x2)

v7 = v21 − v2 x21 − x2
v′7 = 2v1v

′
1 − v′2 2x1 − 2

v8 = v4v5 sin(x1) exp(x2)
v′8 = v′4v5 + v4v

′
5 (cos(x1) + 2 sin(x1)) exp(x2)

v9 = v6/v3 cos(x2)/x3
v′9 = (v′6 − v9v

′
3)/v3 −(2 sin(x2) + cos(x2)/x3)/x3

v10 = v27 (x21 − x2)
2

v′10 = 2v7v
′
7 2(x21 − x2)(2x1 − 2)

f1(x) = v8 sin(x1) exp(x2)
f2(x) = v9 cos(x2)/x3
f3(x) = v10 (x21 − x2)

2

eT1 J(x)d = v′8 sin(x1) exp(x2)
eT2 J(x)d = v′9 −(2 sin(x2) + cos(x2)/x3)/x3
eT3 J(x)d = v′10 2(x21 − x2)(2x1 − 2)

Tabulka 24: Násobeńı Jacobiovy matice vektorem.

Př́ımé automatické derivováńı neńı vhodné pro výpočet prvk̊u Jacobiovy matice zobrazeńı, nebot’ by
bylo třeba poč́ıtat n součin̊u J(x)ei 1 ≤ i ≤ n. Situace se však zjednoduš́ı, je-li Jacobiova matice ř́ıdká
(takže funkce fk(x), 1 ≤ k ≤ m, jsou separovatelné). V tomto př́ıpadě stač́ı pro 1 ≤ k ≤ m poč́ıtat
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směrové derivace f ′k(x, ei), i ∈ Nk, kde Nk jsou množiny index̊u proměnných definuj́ıćıch podprostory Rn
k ,

v nichž lež́ı definičńı obory funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m (použité označeńı je zavedeno v odd́ılu 10.4). Celkem
se tedy vyhodnocuje mO(1) = O(m) směrových derivaćı (jednotlivé funkce fk, 1 ≤ k ≤ m, se zpracovávaj́ı
samostatně).

Nyńı ukážeme, jak lze spoč́ıtat gradient funkce v́ıce proměnných pomoćı zpětného automatického de-
rivováńı. Za t́ımto účelem použijeme pro 1 ≤ j ≤ l označeńı

v̄j =
∂F (x)

∂vj

(takže v̄l = 1) a ṕı̌seme
Īj = {i : j ∈ Ii} ⊂ {j + 1, . . . l},

neboli i ∈ Īj ⇔ j ∈ Ii. Nejprve budeme předpokládat, že F : Rn → R (budeme uvažovat jedinou funkčńı
hodnotu).

Věta 289. Necht’ pro n+ 1 ≤ i ≤ l plat́ı (1150). Označme v̄i = ∂F (x)/∂vi, 1 ≤ i ≤ l. Pak plat́ı v̄l = 1 a

v̄j =
∑
i∈Īj

v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
, (1152)

kde l − 1 ≥ j ≥ 1.

Důkaz Zřejmě v̄l = ∂F (x)/∂vl = ∂vl/∂vl = 1. Vyṕı̌seme-li elementárńı kroky pro vyč́ısleńı hodnoty
funkce F (x) = vl, vid́ıme, že vl záviśı (kromě jiného) na proměnných vi, i ∈ Īj , a ty zase na proměnné vj .
Můžeme tedy psát

vl = vl
(
vi(vj , . . . ), i ∈ Īj , . . .

)
,

kde vl(.) je nějaká funkce, jej́ıž explicitńı vyjádřeńı nás nezaj́ımá. Podle pravidla řetězeńı pak dostaneme

v̄j =
∂vl
∂vj

=
∑
i∈Īj

∂vl
∂vi

∂vi
∂vj

=
∑
i∈Īj

v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
.

2

Při realizaci zpětného automatického derivováńı se nejprve sestav́ı posloupnost elementárńıch krok̊u
(1150) pro výpočet funkčńı hodnoty, přičemž se urč́ı množiny Ii, n+1 ≤ i ≤ l. Pak lze postupovat dvoj́ım
zp̊usobem. Prvńı zp̊usob spoč́ıvá v tom, že se na začátku zpětného výpočtu ze vztahu i ∈ Īj ⇔ j ∈ Ii
urč́ı množiny Īj , 1 ≤ j ≤ l − 1. Pak se polož́ı v̄l = 1 a pro l − 1 ≥ i ≥ 1 (ve zpětném směru) se poč́ıtaj́ı
veličiny v̄j , l − 1 ≥ j ≥ 1, podle vzorc̊u (1152). Nakonec se polož́ı gi(x) = v̄i, 1 ≤ i ≤ n.

Druhý zp̊usob je algoritmicky jednodudušš́ı, nebot’ neńı třeba určovat množiny Īj , 1 ≤ j ≤ l − 1.
Tento zp̊usob je založen na postupném nač́ıtáńı hodnot do proměnných v̄j , 1 ≤ j ≤ l − 1, které je třeba
v př́ıpravné fázi vynulovat. Pak se polož́ı v̄l = 1 a pro l − 1 ≥ i ≥ 1 (ve zpětném směru) se aktualizuj́ı
veličiny v̄j , j ∈ Ii, podle vzorc̊u

v̄j := v̄j + v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
, j ∈ Ii. (1153)

Nakonec se polož́ı gi(x) = v̄i, 1 ≤ i ≤ n.
Oba dva zp̊usoby zpětného výpočtu gradientu jsou výpočetně ekvivalentńı. Z tabulky 25 uvedené v

př́ıkladu 11 je patrné, že pro počet operaćı plat́ı Op(F (x))+Op(g(x)) ≈ 3Op(F (x)) (teoreticky lze dokázat
že Op(F (x)) + Op(g(x)) ≤ 3Op(F (x))).

Zpětné automatické derivováńı můžeme snadno zobecnit pro výpočet součinu transponoané Jacobiovy
matice JT (x) a vektoru w. V tomto př́ıpadě na začátku výpočetńı fáze pokládáme v̄i = 0, 1 ≤ i ≤ l −m,
v̄l−m+i = wi, 1 ≤ i ≤ m, a pak pro l − 1 ≥ i ≥ n+ 1 aktualizujeme veličiny v̄j = ∂fTw/∂vj , j ∈ Ii, podle
vzorc̊u (1153).
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Zpětné automatické derivováńı neńı opět vhodné pro výpočet prvk̊u Jacobiovy matice zobrazeńı, nebot’
by bylo třeba poč́ıtat m součin̊u JT (x)ek 1 ≤ k ≤ m. Situace se však zjednoduš́ı, je-li Jacobiova matice
ř́ıdká (takže funkce fk(x), 1 ≤ k ≤ m, jsou separovatelné). V tomto př́ıpadě maj́ı gradienty ∇fk(x),
1 ≤ k ≤ m, pouze nk = O(1) nenulových prvk̊u (nebot’ eTi ∇fk(x) = 0, pokud i ̸∈ Nk) a jejich
výpočet vyžaduje vyhodnoceńı mO(1) = O(m) výraz̊u (jednotlivé funkce fk, 1 ≤ k ≤ m, se zpracovávaj́ı
samostatně).

Př́ıklad 11. Pomoćı zpětného automatického derivováńı vypočteme gradient funkce F : R → R4 zadané
předpisem F (x) = x1 sin(x2x3 + x1 exp(x4)).

v1 = x1
v2 = x2
v3 = x3
v4 = x4
v̄ = 0
v5 = v2v3 x2x3
v6 = exp(v4) exp(x4)
v7 = v1v6 x1 exp(x4)
v8 = v5 + v7 x2x3 + x1 exp(x4)
v9 = sin(v8) sin(x2x3 + x1 exp(x4))
v10 = v1v9 x1 sin(x2x3 + x1 exp(x4))
F (x) = v10 x1 sin(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄10 := 1 1
v̄9 := v̄9 + v̄10v1 x1
v̄1 := v̄1 + v̄10v9 sin(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄8 := v̄8 + v̄9 cos(v8) x1 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄7 := v̄7 + v̄8 x1 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄5 := v̄5 + v̄8 x1 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄6 := v̄6 + v̄7v1 x21 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄1 := v̄1 + v̄7v6 x1 cos(x2x3 + x1 exp(x4)) exp(x4) + sin(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄4 := v̄4 + v̄6 exp(v4) x21 cos(x2x3 + x1 exp(x4)) exp(x4)
v̄3 := v̄3 + v̄5v2 x1x2 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
v̄2 := v̄2 + v̄5v3 x1x3 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
g1(x) = v1 x1 cos(x2x3 + x1 exp(x4)) exp(x4) + sin(x2x3 + x1 exp(x4))
g2(x) = v2 x1x3 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
g3(x) = v3 x1x2 cos(x2x3 + x1 exp(x4))
g4(x) = v4 x21 cos(x2x3 + x1 exp(x4)) exp(x4)

Tabulka 25: Zpětný výpočet gradientu funkce F (x) = x1 sin(x2x3 + x1 exp(x4)).
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Př́ıklad 12. Uvažujme zobrazeńı uvedené v př́ıkladu 10. Pomoćı zpětného automatického derivováńı
vypočteme součin matice JT (x) a vektoru w = [1, 0, 1]T .

v1 = x1
v2 = x2
v3 = x2
v̄ = 0

v4 = sin(v1) sin(x1)

v5 = exp(v2) exp(x2)
v6 = cos(v2) cos(x2)
v7 = v21 − v2 x21 − x2
v8 = v4v5 sin(x1) exp(x2)
v9 = v6/v3 cos(x2)/x3
v10 = v27 (x21 − x2)

2

f1(x) = v8 sin(x1) exp(x2)
f2(x) = v9 cos(x2)/x3
f3(x) = v10 (x21 − x2)

2

v̄10 := 1 1
v̄9 := 0 0
v̄8 := 1 1
v̄7 := v̄7 + 2v̄10v7 2(x21 − x2)
v̄6 := v̄6 + v̄9/v3 0
v̄3 := v̄3 +−v̄9/v23 0
v̄4 := v̄4 + v̄8v5 exp(x2)
v̄5 := v̄5 + v̄8v4 sin(x1)
v̄1 := v̄1 + 2v̄7v1 4x1(x

2
1 − x2)

v̄2 := v̄2 +−v̄7 −2(x21 − x2)
v̄2 := v̄2 +−v̄6 sin(v2) −2(x21 − x2)
v̄2 := v̄2 + v̄5 exp(v2) −2(x21 − x2) + sin(x1) exp(x2)
v̄1 := v̄1 + v̄4 cos(v1) 2x1(x

2
1 − x2) + cos(x1) exp(x2)

eT1 J
T (x)w = v̄1 2x1(x

2
1 − x2) + cos(x1) exp(x2)

eT2 J
T (x)w = v̄2 −2(x21 − x2) + sin(x1) exp(x2)

eT3 J
T (x)w = v̄3 0

Tabulka 26: Násobeńı transponované Jacobiovy matice vektorem.

14.2 Automatický výpočet druhých derivaćı

Druhé derivace můžeme źıskat aplikaćı zpětného automatického derivováńı na výrazy źıskané př́ımým
automatickým derivováńım. Tento zp̊usob, který se použ́ıvá k určeńı gradientu směrové derivace∇F ′(x, d),
což odpov́ıdá násobeńı Hessovy matice G(x) vektorem d, je založen na následuj́ıćı větě.

Věta 290. Necht’ pro n + 1 ≤ i ≤ l plat́ı (1150)–(1151). Označme v̄i = ∂F (x)/∂vi, v̄
′
i = (∂F (x)/∂vi)

′,
1 ≤ i ≤ l, kde čárka znamená zvolenou derivaci. Pak plat́ı v̄l = 1, v̄′l = 0 a

v̄j =
∑
i∈Īj

v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
. (1154)

v̄′j =
∑
i∈Īj

(
v̄′i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
+ v̄i

∑
k∈Ii

∂2φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj∂vk
v′k

)
, (1155)

kde l − 1 ≥ j ≥ 1.
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Důkaz Zřejmě v̄l = ∂F (x)/∂vl = ∂vl/∂vl = 1, takže v̄′l = 0. Aplikujeme-li pravidlo řetězeńı na (1154),
pak pro l − 1 ≤ j ≤ 1 dostaneme

v̄′j =

∑
i∈Īj

v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj

′

=
∑
i∈Īj

(
v̄′i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
+ v̄i

∑
k∈Ii

∂2φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj∂vk
v′k

)
.

2

Při výpočtu gradientu směrove derivace se nejprve v př́ımém směru napoč́ıtaj́ı hodnoty vi, v
′
i, 1 ≤ i ≤ l

a pak se ve zpětném směru kromě hodnot v̄j , l − 1 ≥ j ≥ 1, poč́ıtaj́ı jejich derivace v̄′j , l − 1 ≥ j ≥ 1 tak,
že se řádek (1153), kde j ∈ Ii, nahrad́ı dvěma řádky

v̄j := v̄j + v̄i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
, (1156)

v̄′j := v̄′j + v̄′i
∂φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj
+ v̄i

∑
k∈Ii

∂2φi(vj , j ∈ Ii)

∂vj∂vk
v′k, (1157)

kde l − 1 ≥ j ≥ 1. Na začátku př́ımého výpočtu (v př́ıpravné fázi) se pokládá vi = xi, v
′
i = di, 1 ≤ i ≤ n

a v̄ = 0, v̄′ = 0. Pro výpočet druhých derivaćı elementárńıch funkćı se použ́ıvaj́ı pravidla uvedená v
tabulce 27.

F (x) F ′′(x) DF F (x) F ′′(x) DF

ex ex R ax ax log2 a R

log x
−1

x2
x > 0 loga x

−1

x2 log a
x > 0

sinx − sinx R cosx − cosx R

tg x
2 sinx

cos3 x
cosx ̸= 0 cotg x

2 cosx

sin3 x
sinx ̸= 0

sinhx sinhx R coshx coshx R

tgh x
−2 sinhx

cosh3 x
R cotgh x

2 coshx

sinh3 x
x ̸= 0

arcsinx
x√

(1− x2)3
|x| < 1 arccosx

−x√
(1− x2)3

|x| < 1

arctg x
2x

(1 + x2)2
R arccotg x

−2x

(1 + x2)2
R

argsinh x
−x√

(x2 + 1)2
R argcosh x

−x√
(x2 − 1)2

x > 1

argtgh x
2x

(1− x2)2
|x| < 1 argcotgh x

2x

(1− x2)2
|x| > 1

Tabulka 27: Derivováńı elementárńıch funkćı.

Př́ıklad 13. Pomoćı př́ımého a zpětného automatického derivováńı vypočteme součin Hessovy matice
Rosenbrockovy funkce F (x) = 100(x21 − x2)

2 + (x1 − 1)2 a vektoru d = [1, 1]T .
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v1 = x1
v′1 = 1
v2 = x2
v′2 = 1
v̄ = 0
v̄′ = 0

v3 = v21 x21
v′3 = 2v1v

′
1 2x1

v4 = v3 − v2 x21 − x2
v′4 = v′3 − v′2 2x1 − 1
v5 = 100v24 100(x21 − x2)

2

v′5 = 200v4v
′
4 200(x21 − x2)(2x1 − 1)

v6 = (v1 − 1)2 (x1 − 1)2

v′6 = 2(v1 − 1)v′1 2(x1 − 1)
v7 = v5 + v6 100(x21 − x2)

2 + (x1 − 1)2

v′7 = v′5 + v′6 200(x21 − x2)(2x1 − 1) + 2(x1 − 1)
v̄7 = 1 1
v̄5 = v̄5 + v̄7 1
v̄′5 = v̄′5 + v̄′7 0
v̄6 = v̄6 + v̄7 1
v̄′6 = v̄′6 + v̄′7 0
v̄1 = v̄1 + v̄6φ

′
6 2(x1 − 1)

v̄′1 = v̄′1 + v̄′6φ
′
6 + v̄6φ

′′
6v

′
1 2

v̄4 = v̄4 + v̄5φ
′
5 200(x21 − x2)

v̄′4 = v̄′4 + v̄′5φ
′
5 + v̄5φ

′′
5v

′
4 200(2x1 − 1)

v̄2 = v̄2 − v̄4 −200(x21 − x2)
v̄′2 = v̄′2 − v̄′4 −200(2x1 − 1)
v̄3 = v̄3 + v̄4 200(x21 − x2)
v̄′3 = v̄′3 + v̄′4 200(2x1 − 1)
v̄1 = v̄1 + v̄3φ

′
3 2(x1 − 1)− 400x1(x

2
1 − x2)

v̄′1 = v̄′1 + v̄′3φ
′
3 + v̄3φ

′′
3v

′
1 2 + 400x1(2x1 − 1) + 400x1(x

2
1 − x2)

eT1G(x)d = v̄′1 2 + 400x1(2x1 − 1) + 400x1(x
2
1 − x2)

eT2G(x)d = v̄′2 −200(2x1 − 1)

Tabulka 28: Násobeńı Hessovy matice Rosenbrockovy funkce vektorem.

Chceme-li vypoč́ıtat všechny prvky Hessovy matice, je třeba poč́ıtat gradienty parciálńıch derivaćı
∂F (x)/∂xi, 1 ≤ i ≤ n, což vyžaduje n krát v́ıce operaćı než výpočet gradientu jedné směrové derivace. Je-
li Hessova matice ř́ıdká, můžeme použ́ıt postup uvedený v odd́ılu 10.2. Prvky Hessovy matice vypočteme
zpětným automatickým derivováńım směrových derivaćı G(x)vi, 1 ≤ i ≤ k, kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory
obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že (vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si (vzorec (922)).

14.3 Numerický výpočet gradientu

Numerický výpočet parciálńıch derivaćı gi(x) = ∂F (x)/∂xi, i ≤ i ≤ n, lze provádět podle r̊uzných
diferenčńıch vzorc̊u, jejichž přesnost roste s rostoućım počtem použitých funkčńıch hodnot. Protože
výpočet funkčńıch hodnot bývá často limituj́ıćım faktorem optimalizačńıho procesu, použ́ıváme pouze
jednoduché diferenčńı vzorce, z nichž nejjednodušš́ı má tvar

gi(x) ≈
F (x+ δiei)− F (x)

δi
, (1158)
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kde ei ∈ Rn je i-tý sloupec jednotkové matice řádu n. Č́ıslo δi je třeba volit dostatečně malé, aby dife-
rence (1158) dostatečně přesně aproximovala parciálńı derivaci gi(x). V počátečńıch fáźıch optimalizačńıho
procesu můžeme položit

δi =
√
εM max(1, |xi|) ,

kde εM je strojová přesnost. Vzhledem k tomu, že podle věty 8 plat́ı ∥g(x)∥ → 0, pokud x → x∗, klesá
v konečných fáźıch optimalizačńıho procesu relativńı přesnost diferenčńıho vzorce (1158). Je proto nutné
věnovat velkou pozornost výběru č́ısla δi tak, aby tato přesnost byla co největš́ı. V daľśım výkladu budeme
pro jednoduchost předpokládat, že δi > 0 a Gii(x) > 0 (Gii(x) je i-tý diagonálńı prvek Hessovy matice).

Přesnost diferenčńıho vzorce (1158) ovlivňuj́ı dva druhy chyb. Linearizačńı chyba τ(x, δi) vzniká
zanedbáńım nelineárńı části Taylorova rozvoje a jej́ı velikost je určena vztahem

τ(x, δi) =

∣∣∣∣F (x+ δiei)− F (x)

δi
− gi(x)

∣∣∣∣ = δi
2
|Gii(x+ λ̂δiei)| ≈

δi
2
Gii(x) , (1159)

kde 0 ≤ λ̂ ≤ 1 (tvrzeńı 2). Zaokrouhlovaćı chyba ϱ(x, δi) vzniká nepřesným výpočtem funkčńıch hodnot a
jej́ı velikost je určena vztahem

ϱ(x, δi) =

∣∣∣∣F (x+ δiei)− F (x)

δi
− F (x+ δiei)− F (x)

δi

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

δi
(|F (x+ δiei)− F (x+ δiei)|+ |F (x)− F (x)|) ≈ 2

δi
εA(x) , (1160)

kde εA(x) = |F (x)−F (x)| je absolutńı chyba výpočtu funkčńı hodnoty (F (x) je vypočtená funkčńı hodnota
a F (x) je skutečná funkčńı hodnota). Z těchto úvah je zřejmé, že τ(x, δi) roste a ϱ(x, δi) klesá se zvětšuj́ıćı
se hodnotou č́ısla δi. Optimálńı hodnotu č́ısla δi voĺıme tak, aby platilo τ(x, δi) = ϱ(x, δi), což spolu
s (1159) a (1160) dává

δi = 2

√
εA(x)

Gii(x)
. (1161)

Ve vzorci (1161) vystupuj́ı funkce εA(x) a Gii(x), které obvykle neznáme. Proto je nutné tyto funkce
nějakým zp̊usobem aproximovat. Označme εR(x) = εA(x)/|F (x)|. Nedocháźı-li při výpočtu funkčńı
hodnoty ke ztrátě přesnosti vlivem odč́ıtáńı dvou přibližně stejných č́ısel, můžeme předpokládat, že plat́ı
εR(x) = εR, kde obvykle εR ≈ εM . Pak můžeme psát

εA(x) = εR|F (x)| . (1162)

Tento model však neńı obecně přijatelný, jak je ukázáno v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 14. Uvažujme funkci F : Rn → R definovanou vztahem

F (x) =
m∑

k=1

|fk(x)− yk| ,

kde fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, jsou funkce pro něž lze použ́ıt model (1162) a yk, 1 ≤ k ≤ m, jsou hodnoty
takové, že součet jejich absolutńıch hodnot je dostatečně veliký. Pak plat́ı

εA(x) = |F (x)− F (x)| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

|fk(x)− yk| −
m∑

k=1

|fk(x)− yk|

∣∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

∣∣|fk(x)− yk| − |fk(x)− yk|
∣∣ ≤ m∑

k=1

|fk(x)− fk(x)| =

= εR

m∑
k=1

|fk(x)| ,

509



přičemž může nastat i rovnost. Předpokládejme, že pro x → x∗ plat́ı fk(x) → yk, 1 ≤ k ≤ m. Pak v
dostatečné bĺızkosti bodu x∗ ∈ Rn plat́ı

εA(x) ≈ εR

m∑
k=1

|fk(x)| ≈ εR

m∑
k=1

|yk| = εA

a funkce εA(x) ≈ εA je v podstatě konstantńı, zat́ımco funkce εR(x) ≈ εA/|F (x)| roste nade všechny meze.

Abychom zahrnuli podobné př́ıpady, muśıme model (1162) poněkud upravit. Můžeme použ́ıt např́ıklad
model

εA(x) = εR(εP + |F (x)|) , (1163)

kde εP je mez, pod ńıž se přestává projevovat vliv hodnoty |F (x)|. Pokud neznáme nic bližš́ıho o funkci εA(x),
můžeme zvolit εP =

√
εR.

Funkci Gii(x) (i-tý diagonálńı prvek Hessovy matice) můžeme aproximovat podle vzorce

Gii(x) ≈ Bii , (1164)

kde Bii je i-tý diagonálńı prvek matice B, kterou použ́ıváme v inverzńıch metodách s proměnnou metrikou,
jež jsou popsány v odd́ılu 4.1 (vzorec (308)).

Použijeme-li vzorce (1159), (1160) a (1161), můžeme určit relativńı chybu výpočtu parciálńı derivace.
Plat́ı

τ(x, δi) + ϱ(x, δi)

|gi(x)|
≈

2
√
εA(x)Gii(x)

|gi(x)|
.

Je-li tato chyba větš́ı než povolená mez, muśıme použ́ıt přesněǰśı diferenčńı vzorec

gi(x) ≈
F (x+ δiei)− F (x− δiei)

2δi
. (1165)

Přesnost tohoto diferenčńıho vzorce je ovlivněna linearizačńı chybou

τ(x, δi) ≈
δi
3
Tiii(x) .

kde Tiii(x) je i-tý diagonálńı prvek tenzoru třet́ıch derivaćı (předpokládejme pro jednoduchost, že plat́ı
Tiii(x) > 0), a zaokrouhlovaćı chybou

ϱ(x, δi) ≈
1

δi
εA(x) .

Součet těchto chyb je minimálńı, voĺıme-li č́ıslo δi podle vzorce

δi =
3

√
3εA(x)

Tiii(x)
. (1166)

Označme δAi č́ıslo určené podle vzorce (1161) a δBi č́ıslo určené podle vzorce (1166). Předpokládáme-li, že
absolutńı chyba výpočtu εA(x) je v obou př́ıpadech stejná, dostaneme

1

4
(δAi )

2Gii(x) =
1

3
(δBi )3Tiii(x) .

Nelǐśı-li se hodnoty Gii(x) a Tiii(x) o mnoho řád̊u, můžeme psát

δBi ≈ (δAi )
2/3 . (1167)

Nevyhovuje-li nám tedy diferenčńı vzorec (1158) s hodnotou δi = δAi , můžeme použ́ıt diferenčńı vzorec (1165)
s hodnotou δi = δBi určenou podle vzorce (1167).
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Použ́ıváme-li diferenčńı vzorec (1165), máme k dispozici funkčńı hodnoty F (x + δiei), F (x − δiei)
a F (x). Tyto funkčńı hodnoty můžeme použ́ıt k aproximaci i-tého diagonálńıho prvku Hessovy matice.
Plat́ı

Gii(x) ≈
F (x+ δiei) + F (x− δiei)− 2F (x)

δ2i
. (1168)

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 31. Data x ∈ Rn, εA > 0, k ∈ {0, 1}, li ∈ {1, 2}, 1 ≤ i ≤ n.

Krok 1 Vypočteme hodnotu εA podle vzorce (1162) nebo (1163). Polož́ıme i := 1.

Krok 2 Jestliže li = 1, a k = 0, polož́ıme Gii := 1. Jestliže li = 1 a k = 1, polož́ıme Gii := |Bii|. Jestliže
li = 2, polož́ıme Gii := |Gii|.

Krok 3 Polož́ıme li := 1. Vypočteme č́ıslo δi podle vzorce (1161) a prvek gi podle vzorce (1158).

Krok 4 Jestliže 2
√
εAGii/|gi| ≤ ε, přejdeme na krok 6.

Krok 5 Polož́ıme li := 2 a δi := 3
√
δ2i . Vypočteme prvek gi podle vzorce (1165) a č́ıslo Gii podle

vzorce (1168).

Krok 6 Jestliže i = n, ukonč́ıme výpočet. Jestliže i < n, polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

V algoritmu 31 použ́ıváme č́ısla ε > 0, k ∈ {0, 1} a vektor l ∈ {1, 2}n. Č́ıslo ε > 0 udává maximálńı
př́ıpustnou relativńı chybu prvku gradientu (obvykle se použ́ıvá hodnota ε = 10−2). Č́ıslo k udává, zda
je (k = 1) nebo neńı (k = 0) k dispozici matice B ≈ G(x). Tuto matici použ́ıváme v inverzńıch metodách
s proměnnou metrikou, které jsou popsány v odd́ılu 4.1. Vektor l obsahuje informace o tom, zda byl v
předchoźım výpočtu prvku gi použit vzorec (1158) (li = 1), nebo vzorec (1165) (li = 2). Před prvńım
použit́ım algoritmu 31 je nutné položit li = 1, 1 ≤ i ≤ n.
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15 Základy nehladké analýzy

V této kapitole probereme základńı pojmy konečněrozměrné nehladké analýzy a jejich aplikace na řešeńı
systémů nehladkých rovnic a na nepodmı́něnou minimalizaci nehladkých funkćı. V d̊ukazech některých
vět budeme použ́ıvat dva klasické výsledky, jejichž konečněrozměrné verze zde uvedeme (připomeňme, že
lineárńı forma l(x) je lineárńı funkce taková, že l(0) = 0).

Věta 291. (Hahn-Banach). Necht’ funkce F : Rn → R je pozitivně homogenńı (plat́ı F (λx) = λF (x)
pokud λ ≥ 0) a subaditivńı (plat́ı F (x1 + x2) ≤ F (x1) + F (x2)). Necht’ X ⊂ Rn je podprostor a l : X → R
je lineárńı forma taková, že l(x) ≤ F (x) ∀x ∈ X. Pak existuje lineárńı forma ln : Rn → R taková, že
ln(x) = l(x) ∀x ∈ X a ln(x) ≤ F (x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Předpokládejme, že podprostor X má dimenzi m, kde 1 ≤ m < n, a označme Xm = X. Důkaz
provedeme indukćı. Necht’ Xm ⊂ Xi ⊂ Xi+1 ⊂ Xn = Rn, kde dimenze uvedených podprostor̊u jsou rovny
jejich index̊um, přičemž Xi+1 = Xi⊕L(yi), kde yi ∈ X⊥

i . Předpokládejme, že existuje lineárńı forma li(x)
taková, že li(x) = l(x) ∀x ∈ X a li(x) ≤ F (x) ∀x ∈ Xi (plat́ı to zřejmě pro i = m). Zvolme libovolně
vektor xi+1 ∈ Xi+1, který lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru

xi+1 = xi + λiyi,

kde xi ∈ Xi, yi ∈ X⊥
i a λi ∈ R. Necht’ li+1 : Xi+1 → R je lineárńı forma taková, že li+1(x) = li(x)

∀x ∈ Xi. Pak
li+1(xi+1) = li(xi) + λili+1(yi) = li(xi) + λici,

kde č́ıslo ci = li+1(yi), určuj́ıćı jednoznačně funkci li+1, nezáviśı na volbě xi a λi. Toto č́ıslo je třeba určit
tak, aby platilo li+1(xi+1) ≤ F (xi+1), neboli li(xi) + λici ≤ F (xi + λiyi). Pokud λi = 0, je tato nerovnost
splněna triviálně. V opačném př́ıpadě, vyděĺıme-li tuto nerovnost č́ıslem |λi| a přihlédneme-li k pozitivńı
homogenitě funkce F , můžeme psát

li(x̃i) + σici ≤ F (x̃i + σiyi),

kde x̃i = xi/|λi| ∈ Xi a σi = sign(λi). Pokud λi > 0 (takže σi = 1), dostaneme ci ≤ F (x̃i + yi) − li(x̃i).
Pokud λi < 0 (takže σi = −1), dostaneme ci ≥ li(x̃i)− F (x̃i − yi). Tyto nerovnosti jsou splněny pokud

l(x̃i)− F (x̃i − yi) ≤ ci ≤ F (x̃i + yi)− l(x̃i)

a č́ıslo ci vyhovuj́ıćı těmto nerovnostem existuje, plat́ı-li l(x̃i) − F (x̃i − yi) ≤ F (x̃i + yi) − l(x̃i). Tato
nerovnost je splněna, nebot’ x̃i ∈ Xi, takže li(x̃i) ≤ F (x̃i), a použit́ım pozitivńı homogenity a subaditivity
funkce F dostaneme

F (x̃i + yi)− 2l(x̃i) + F (x̃i − yi) ≥ F (x̃i + yi + x̃i − yi)− 2l(x̃i) = 2(F (x̃i)− l(x̃i)) ≥ 0.

T́ım jsme provedli indukčńı krok a dokázali tak indukćı existenci lineárńı formy ln : Rn → R takové, že
ln(x) = l(x) ∀x ∈ X a ln(x) ≤ F (x) ∀x ∈ Rn. 2

Důsledek 31. Necht’ funkce F : Rn → R je pozitivně homogenńı a subaditivńı. Pak existuje vektor g ∈ Rn

takový, že gTx ≤ F (x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Zvolme X = {0} (podprostor nulové dimenze) a l : X → R, kde l(0) = 0. Jelikož pro každou
pozitivně homogenńı funkci plat́ı F (0) = 0, je splněna nerovnost l(0) ≤ F (0). Podle Hahn-Banachovy věty
existuje lineárńı forma ln : Rn → R taková, že ln(x) = l(x) ∀x ∈ X a ln(x) ≤ F (x) ∀x ∈ Rn. Zbytek
tvrzeńı plyne z toho, že lineárńı formu v Rn lze vyjádřit skalárńım součinem ln(x) = gTx, kde g ∈ Rn. 2

Tvrzeńı 10. (Rademacher). Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská (definice 119) v oblasti
Ω ∈ Rn. Pak F je diferencovatelná skoro všude v Ω (množina {x ∈ Ω : ∇F (x) neexistuje} má Lebesgueovu
mı́ru nula).

Poznámka 412. V Rn, kde n > 1, nemuśı být množina mı́ry nula nikterak exotická nebo zaned-
batelná. Lebesgueovu mı́ru nula maj́ı např́ıklad podprostory a lineárńı variety dimenze nižš́ı než n a jejich
části, např́ıklad stěny a hrany konvexńıch těles. Důležitou vlastnost́ı množin mı́ry nula je, že neobsahuj́ı
podmnožiny otevřené v Rn.
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15.1 Konvexńı množiny

Definice 96. Řekněme, že množina C ∈ Rn je konvexńı, jestlǐze z x ∈ C, y ∈ C plyne

λx+ (1− λ)y ∈ C, (1169)

pokud 0 ≤ λ ≤ 1, což m̊užeme zapsat ve tvaru

x+ (1− λ)(y − x) ∈ C nebo y + λ(x− y) ∈ C. (1170)

kde 0 ≤ λ ≤ 1. To znamená, že konvexńı množina C obsahuje úsečku spojuj́ıćı body x ∈ C a y ∈ C.

Definice 97. Necht’ m ≥ 1, xi ∈ Rn, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + · · ·+ λm = 1. Pak bod

x =

m∑
i=1

λixi,

nazveme konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m.

Věta 292. Množina C ⊂ Rn je konvexńı právě tehdy, obsahuje-li všechny konvexńı kombinace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina C všechny konvexńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı kombinace
tvaru (1169), takže je konvexńı. Opačnou implikaci dokážeme indukćı. Předpokládejme, že konvexńı
množina C obsahuje všechny konvexńı kombinace svých m bod̊u, kde m ≥ 1 (pro m = 1 je to zřejmé,
nebot’ z x1 ∈ C a λ1 = 1 plyne λ1x1 = x1 ∈ C). Pak pro xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m+1, λ1+ · · ·+λm+1 = 1
můzeme psát

m+1∑
i=1

λixi =

m∑
i=1

λixi + λm+1xm+1 = (1− λm+1)x
′
m+1 + λm+1xm+1 ∈ C,

kde

x′m+1 =

m∑
i=1

λi∑m
j=1 λj

xi
∆
=

m∑
i=1

λ′ixi ∈ C,

nebot’ xi ∈ C, λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′1 + · · ·+ λ′m = 1. 2

Poznámka 413. Konvexńı kombinace konvexńıch kombinaćı je opět konvexńı kombinaćı. Necht’

x =
m∑
i=1

λixi, xi =

mi∑
j=1

λijxij , 1 ≤ i ≤ m,

kde pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı xij ∈ C, λij ≥ 0, 1 ≤ j ≤ mi,
∑mi

j=1 λij = 1, λi ≥ 0 a
∑m

i=1 λi = 1. Pak plat́ı

x =
m∑
i=1

λi

mi∑
j=1

λijxij =
m∑
i=1

mi∑
j=1

λiλijxij =
m∑
i=1

mi∑
j=1

λ′ijxij ,

kde λ′ij = λiλij ≥ 0 a
m∑
i=1

mi∑
j=1

λ′ij =

m∑
i=1

λi

mi∑
j=1

λij =

m∑
i=1

λi = 1.

Poznámka 414. Necht’ xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, a x =
∑m

i=1 λixi. Pak bod x nazveme:

(a) Lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, jsou-li koeficienty λi ∈ R libovolné.

(b) Nezápornou lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

(c) Afinńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1.
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(d) Konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1 a λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Tyto kombinace definuj́ı po řadě lineárńı podprostory, konvexńı kužely, afinńı množiny (lineárńı vari-
ety) a konvexńı množiny. Lineárńımi podprostory a afinńımi množinami se podrobně zabývat nebudeme
(prob́ıraj́ı se v kurzech lineárńı algebry). Připomeňme, že všechny uvedené množiny jsou konvexńı a
afinńı množina je posunutým lineárńım podprostorem. To znamená, že je-li množina C afinńı a x ∈ C,
je množina C − x lineárńım podprostorem. Lze tedy definovat dimenzi afinńı množiny jako dimenzi
odpov́ıdaj́ıćıho lineárńıho podprostoru a jelikož konvexńı množinu lze vnořit do afinńı množiny (kterou
dostaneme vynecháńım omezeńı λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m) i dimenzi konvexńı množiny.

Věta 293. Pr̊uniky a lineárńı kombinace konvexńıch (nebo afinńıch) množin jsou konvexńımi (nebo
afinńımi) množinami.

Důkaz Důkaz provedeme pouze pro konvexńı množiny. V př́ıpadě afinńıch množin stač́ı v d̊ukazu vypustit
podmı́nku 0 ≤ λ ≤ 1.

(a) Necht’ C = ∩αCα, kde Cα ⊂ Rn jsou konvexńı množiny. Necht’ x ∈ C, y ∈ C. Pak plat́ı x ∈ Cα a y ∈ Cα
∀α a tedy λx+ (1− λ)y ∈ Cα ∀α, pokud 0 ≤ λ ≤ 1. Odtud plyne, že λx+ (1− λ)y ∈ C.

(b) Necht’ C =
∑m

i=1 λiCi, kde Ci ⊂ Rn jsou konvexńı množiny a λi ∈ R. Necht’ x ∈ C, y ∈ C a 0 ≤ λ ≤ 1.
Pak existuj́ı body xi ∈ Ci, yi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ m, takové, že

λx+ (1− λ)y = λ

m∑
i=1

λixi + (1− λ)

m∑
i=1

λiyi =

m∑
i=1

λi(λxi + (1− λ)yi)
∆
=

m∑
i=1

λizi.

Jelikož xi ∈ Ci, yi ∈ Ci, plat́ı zi = λxi + (1− λ)yi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ m, takže λx+ (1− λ)y ∈ C. 2

Definice 98. Konvexńım (nebo afinńım) obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik všech konvexńıch (nebo
afinńıch) množin obsahuj́ıćıch C. K označeńı konvexńıho (nebo afinńıho) obalu množiny C budeme použ́ıvat
symbol conv C (nebo aff C). Zřejmě C ⊂ conv C ⊂ aff C.

Věta 294. Konvexńı (nebo afinńı) obal množiny C ⊂ Rn je množina všech konvexńıch (nebo afinńıch)
kombinaćı bod̊u z C.

Důkaz Důkaz provedeme pouze pro konvexńı množiny. V př́ıpadě afinńıch množin stač́ı v d̊ukazu vypustit
podmı́nku λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. Necht’ C̃ je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u z C. Jelikož C̃ je
konvexńı a C ⊂ C̃, plat́ı conv C ⊂ C̃. Necht’ y ∈ C̃, takže y = λ1x1 + · · · + λmxm, kde xi ∈ C, λi ≥ 0,
1 ≤ i ≤ m, λ1 + · · · + λm = 1. Jelikož xi ∈ Cα, 1 ≤ i ≤ m, pro každou konvexńı množinu Cα ⊂ Rn

obsahuj́ıćı C, plat́ı
y ∈

∩
C⊂Cα

Cα = conv C,

což dává C̃ ⊂ conv C 2

Věta 295. Konvexńı obal lineárńı kombinace množin je lineárńı kombinaćı konvexńıch obal̊u těchto
množin.

Důkaz Stač́ı dokázat, že conv(λC) = λ conv C a conv(C1 + C2) = conv C1 + conv C2.

(a) Necht’ x ∈ conv C. Pak x =
∑m

i=1 λixi, kde xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m a
∑m

i=1 λi = 1. Dále plat́ı
λx =

∑m
i=1 λi(λxi), takže λx ∈ conv(λC) a tedy λ conv C ⊂ conv(λC). Podobným zp̊usobem dostaneme

conv(λC)/λ ⊂ conv C, takže conv(λC) ⊂ λ conv C.

(b) Necht’ x ∈ conv(C1 + C2). Pak x =
∑m

i=1 λixi, kde xi ∈ C1 + C2, takže xi = x1i + x2i , kde x
1
i ∈ C1 a

x2i ∈ C2. Plat́ı tedy

x =
m∑
i=1

λi(x
1
i + x2i ) =

m∑
i=1

λix
1
i +

m∑
i=1

λix
2
i = x1 + x2,
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kde x1 ∈ conv C1 a x2 ∈ conv C2, takže x ∈ conv C1 + conv C2. Necht’ naopak x ∈ conv C1 + conv C2. Pak
x = x1 + x2, kde x1 ∈ conv C1 a x2 ∈ conv C2, takže

x1 =

m1∑
i=1

λix
1
i , x2 =

m2∑
j=1

λjx
2
j ,

což dává

x =

m1∑
i=1

λix
1
i +

m2∑
j=1

λjx
2
j =

m1∑
i=1

λi

m2∑
j=1

λj(x
1
i + x2j ) =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

λiλj(x
1
i + x2j ) =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

λ′ij(x
1
i + x2j )

kde λ′ij = λiλj ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m1, 1 ≤ j ≤ m2, a

m1∑
i=1

m2∑
j=1

λ′ij =

m1∑
i=1

m2∑
j=1

λiλj =

m1∑
i=1

λi

m2∑
j=1

λj = 1,

neboli x ∈ conv(C1 + C2). 2

Věta 296. (Caratheodory) Necht’ y ∈ conv C (nebo y ∈ aff C), kde C ⊂ Rn. Pak existuje nejvýše n + 1
bod̊u xi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n+ 1, takových, že y je jejich konvexńı (nebo afinńı) kombinaćı.

Důkaz Důkaz provedeme pouze pro konvexńı množiny. V př́ıpadě afinńıch množin stač́ı v d̊ukazu vypustit
podmı́nku λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. Dokážeme, že pokud plat́ı

y =

m∑
i=1

λixi, (1171)

kde m > n + 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m a λ1 + · · · + λm = 1, lze vždy sńıžit počet bod̊u v konvexńı
kombinaci. Jelikožm je přirozené č́ıslo (konečné), dostaneme po konečném počtu takových sńıžeńı konvexńı
kombinaci s nejvýše n+ 1 body. Označme

ŷ =

[
y
1

]
, x̂i =

[
xi
1

]
, 1 ≤ i ≤ m.

Pak ŷ ∈ Rn+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m (s kladnými koeficienty). Jelikož
m > n+ 1, jsou vektory x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m, lineárně závislé. Existuj́ı tedy koeficienty αi, 1 ≤ i ≤ m, z
nichž alespoň jeden je nenulový tak, že

m∑
i=1

αix̂i = 0. (1172)

Protože posledńı složky vektor̊u x̂i jsou jednotkové, muśı platit

m∑
i=1

αi = 0,

takže alespoň jeden z těchto koeficient̊u je záporný. Použijeme-li (1171) a (1172) dostaneme

ŷ =

m∑
i=1

λix̂i =

m∑
i=1

λix̂i + λ

m∑
i=1

αix̂i =

m∑
i=1

(λi + λαi)x̂i
∆
=

m∑
i=1

λ′ix̂i

pro libovolné č́ıslo λ > 0. Necht’

λ = −λj
αj

= min
αi<0

(
−λi
αi

)
.
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Pak plat́ı λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′j = 0, λ′1 + · · · + λ′m = 1, takže bod y je konvexńı kombinaćı bod̊u
x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . xm, kterých je m− 1. 2

Konvexńı množiny maj́ı výhodné topologické vlastnosti týkaj́ıćı se jejich vnitřku a uzávěru (vnitřek
a uzávěr množiny C budeme označovat symboly C◦ a C). Velmi d̊uležitá je zejména věta 298, která
zd̊uvodňuje použit́ı Slaterovy kvalifikačńı podmı́nky C1a při formulaci podmı́nek optimality pro úlohy s
konvexńımi omezeńımi (věta 381).

Věta 297. Konvexńı množina C ∈ Rn má neprázdný vnitřek C◦ ⊂ C právě tehdy, když dim C = n.

Důkaz Má-li konvexńı množina C ∈ Rn dimenzi n, obsahuje n+1 bod̊u xi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n+1, které nelež́ı
v lineárńı varietě dimenze nižš́ı než n. Konvexńı obal těchto bod̊u, který je obsažen v C, je nedegerovaným
simplexem a jeho vnitřńı body jsou vnitřńımi body množiny C, takže plat́ı C◦ ̸= ∅. Je-li naopak C◦ ̸= ∅,
obsahuje C nějakou otevřenou množinu B(x, ε) ⊂ Rn, takže dim C = n. 2

Lemma 123. Necht’ C ∈ Rn je konvexńı množina dimenze n, x ∈ C◦, x ∈ C a y = λx + (1 − λ)x, kde
0 ≤ λ < 1. Pak y ∈ C◦.

Důkaz Máme dokázat existenci č́ısla ε > 0 takového, že y+B(0, ε) ∈ C. Jelikož x ∈ C, plat́ı x ∈ C+B(0, ε)
pro libovolné č́ıslo ε > 0. To znamená, že

y + B(0, ε) ⊂ λ(C + B(0, ε)) + (1− λ)x+ B(0, ε) = λC + (1− λ)

(
x+

1 + λ

1− λ
B(0, ε)

)
.

Necht’ 0 ≤ λ < 1. Jelikož x ∈ C◦, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že x+ ((1 + λ)/(1− λ))B(0, ε) ∈ C. Pro toto
č́ıslo plat́ı y + B(0, ε) ⊂ λC + (1− λ)C ⊂ C, nebot’

λC + (1− λ)C = {z ∈ Rn : z = λz1 + (1− λ)z2, z1 ∈ C, z2 ∈ C} ⊂ C.

2

Konvexńı a afinńı množiny obsažené v Rn maj́ı často dimenzi nižš́ı než n. Takovéto množiny neobsahuj́ı
vnitřńı body a maj́ı tedy prázdný vnitřek. Konvexńı a afinńı množiny jsou však natolik speciálńı, že lze
zavést obecněǰśı pojem relativńıch vnitřńıch bod̊u.

Definice 99. Necht’ C ⊂ Rn je konvexńı (nebo afinńı) množina. Bod x ∈ C nazveme relativńım vnitřńım
bodem množiny C, existuje-li č́ıslo ε > 0 takové, že B(x, ε) ∩ aff C ⊂ C. Množinu C⋄ všech relativńıch
vnitřńıch bod̊u množiny C nazveme jej́ım relativńım vnitřkem.

Konvexńı množiny dimenźı nižśıch než n maj́ı podobné topologické vlastnosti jako konvexńı množiny
dimenze n, nahrad́ıme-li klasický vnitřek relativńım vnitřkem. Má-li konvexńı množina C ⊂ Rn dimenzi
m < n a z ∈ C, lež́ı konvexńı množina C − z v lineárńım podprostoru Lm ⊂ Rn dimenze m. Necht’
a1, . . . , am je ortonormálńı báze v Lm a A = [a1, . . . , am]. Pak existuje spojité vzájemně jednoznačné
zobrazeńı x = Av+ z mezi body x ∈ Lm+ z a v ∈ Rm. Toto zobrazeńı převede C ⊂ Lm+ z na Cm ⊂ Rm a
také relativńı vnitřek C⋄ na klasický vnitřek C◦

m. Z těchto úvah plyne bezprostředńı d̊usledek lemmatu 123.

Důsledek 32. Necht’ x ∈ C⋄, x ∈ C a y = λx+ (1− λ)x, kde 0 ≤ λ < 1. Pak y ∈ C⋄.

Nyńı dokážeme d̊uležitou větu týkaj́ıćı se pr̊uniku konvexńıch množin C1, . . . , Cm, které mohou mı́t
libovolné dimenze.

Věta 298. Necht’ C1, . . . , Cm jsou konvexńı množiny v Rn takové, že C⋄
1 ∩ · · · ∩ C⋄

m ̸= ∅. Pak, označ́ıme-li
C = C1 ∩ · · · ∩ Cm, plat́ı

C = C1 ∩ · · · ∩ Cm.

Důkaz Inkluze C ⊂ C1 ∩ · · · ∩ Cm je zřejmá. Necht’

x ∈ C1 ∩ · · · ∩ Cm, x ∈ C⋄
1 ∩ · · · ∩ C⋄

m

a xi = λix + (1 − λi)x, kde 0 ≤ λi < 1. Podle d̊usledku 32 je bod xi relativńım vnitřńım bodem množin
C1, . . . , Cm a lež́ı tedy v pr̊uniku C⋄

1 ∩ · · · ∩ C⋄
m. Pokud λi → 1, plat́ı xi → x, takže x ∈ C⋄

1 ∩ · · · ∩ C⋄
m ⊂

C1 ∩ · · · ∩ C2 = C. 2
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Poznámka 415. Požadavek C⋄
1 ∩ · · · ∩ C⋄

m ̸= ∅, použitý ve větě 298, je podstatný. Necht’

C1 = {λs : λ ≥ 0, s = [s1, s2] ∈ R2, s2 > 0} = {x = [x1, x2] ∈ R2 : x2 > 0} ∪ [0, 0]

C2 = {λs : λ ≥ 0, s = [s1, s2] ∈ R2, s2 < 0} = {x = [x1, x2] ∈ R2 : x2 < 0} ∪ [0, 0]

(C1 je otevřená horńı polorovina s přidaným bodem [0, 0] a C2 je otevřená dolńı polorovina s přidaným
bodem [0, 0]). Pak C1∩C2 = {[0, 0]} a C⋄

1 ∩C⋄
2 = ∅. Jelikož C1 je uzavřená horńı polorovina a C2 je uzavřená

dolńı polorovina, plat́ı C1 ∩ C2 = {[0, 0]} a C1 ∩ C2 = {[x1, 0] : x1 ∈ R} (takže C1 ∩ C2 je bod a C1 ∩ C2 je
př́ımka).

V daľśıch úvahách se zaměř́ıme předevš́ım na uzavřené konvexńı množiny. Uzavřená a omezená množina
v Rn je kompaktńı, což znamená, že z každé posloupnosti jej́ıch bod̊u lze vybrat konvergentńı podposloup-
nost.

Věta 299. Je-li množina C konečná nebo kompaktńı, je i množina conv C kompaktńı.

Důkaz (a) Necht’ y ∈ conv C. Pak podle věty 296 existuj́ı vektory xi ∈ C a č́ısla λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 1,
λ1+ · · ·+λn+1 = 1 tak, že y = λ1x1+ · · ·+λn+1xn+1. Jelikož množina C je omezená, existuje č́ıslo M > 0
takové, že ∥xi∥ ≤M , 1 ≤ i ≤ n+ 1. Pak ale ∥y∥ = ∥λ1x1 + · · ·+ λn+1xn+1∥ ≤ (λ1 + · · ·+ λn+1)M =M ,
takže množina conv C je omezená

(b) Necht’ {yi} ⊂ conv C je posloupnost taková, že yi → y ∈ Rn. Máme dokázat, že y ∈ conv C. Jelikož
yi ∈ conv C, existuj́ı podle věty 296 vektory xki ∈ C a č́ısla λki ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n+1, λ1i +· · ·+λn+1

i = 1 takové,
že yi = λ1ix

1
i + · · ·+λn+1

i xn+1
i . Protože množina C je konečná nebo kompaktńı a č́ıslo n+1 je konečné, lze

vybrat podposloupnost {ỹi} ⊂ {yi} takovou, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti {x̃ki } ⊂ {xki }, {λ̃ki } ⊂ {λki },
1 ≤ k ≤ n + 1, jsou konvergentńı, čili x̃ki → x̃k ∈ C, λ̃ki → λ̃k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n + 1, λ̃1 + · · · + λ̃n+1 = 1.
Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát

y = lim
i→∞

yi = lim
i→∞

ỹi = lim
i→∞

(
n+1∑
k=1

λ̃ki x̃
k
i

)

=
n+1∑
k=1

(
lim
i→∞

λ̃ki

)(
lim
i→∞

x̃ki

)
=

n+1∑
k=1

λ̃kx̃k ∈ conv C.

2

Poznámka 416. Předpoklad omezenosti je ve větě 299 podstatný. Je-li C uzavřená ale neomezená, nemuśı
být conv C uzavřená. Necht’ C ⊂ R2 a C = C1 ∪ C2, kde C1 je úsečka spojuj́ıćı body x1 = [−1, 0], x2 = [1, 0]
a C2 je polopř́ımka [0, t], t ≥ 0. Necht’ yi = [1/i− 1, 1] a zi = [0, i]. Protože x1 ∈ C a zi ∈ C, podle (1170)
plat́ı

yi = [1/i− 1, 1] = [−1, 0] +
1

i
([0, i]− [−1, 0]) = x1 +

1

i
(zi − x1) ∈ conv C.

Ale yi → y = [−1, 1], pokud i→ ∞, a bod y nelze vyjádřit jako lineárńı kombinaci bod̊u z C, takže conv C
neńı uzavřená.

Definice 100. Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

dC(x) = inf
y∈C

∥y − x∥

nazveme vzdálenost́ı bodu x od množiny C (nebo vzdálenostńı funkćı množiny C).

Poznámka 417. Je-li množina C ⊂ Rn uzavřená, plat́ı

dC(x) = min
y∈C

∥y − x∥.

Existuje tedy bod y ∈ C takový, že dC(x) = ∥y − x∥. V daľśım výkladu se omeźıme na uzavřené množiny
i když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.
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Věta 300. Necht’ množina C ⊂ Rn je uzavřená. Pak vzdálenostńı funkce dC je lipschitzovská v Rn s
koeficientem L = 1. Je-li C konvexńı, je dC konvexńı v Rn a ke každému bodu x ∈ Rn existuje právě jeden
bod y ∈ C takový, že

∥y − x∥ = dC(x).

Důkaz Necht’ x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn. Jelikož množina C je uzavřená, existuje podle poznámky 417 bod y ∈ C
takový, že

∥y − x1∥ = dC(x1).

Plat́ı tedy
dC(x2) ≤ ∥y − x2∥ ≤ ∥y − x1∥+ ∥x1 − x2∥ = dC(x1) + ∥x2 − x1∥,

neboli
dC(x2)− dC(x1) ≤ ∥x2 − x1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|dC(x2)− dC(x1)| ≤ ∥x2 − x1∥,

takže funkce dC je lipschitzovská v Rn s koeficientem L = 1 Necht’ C je konvexńı a x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn.
Podle poznámky 417 existuj́ı body y1 ∈ C, y2 ∈ C takové, že

∥y1 − x1∥ = dC(x1),

∥y2 − x2∥ = dC(x2).

Položme y = λ1y1 + λ2y2, kde λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 a λ1 + λ2 = 1. Zřejmě y ∈ C, takže plat́ı

dC(λ1x1 + λ2x2) ≤ ∥y − λ1x1 − λ2x2∥ ≤ λ1∥y1 − x1∥+ λ2∥y2 − x2∥
= λ1dC(x1) + λ2dC(x2)

a dC je konvexńı v Rn Necht’ C je konvexńı, x ∈ Rn a y1 ∈ C, y2 ∈ C jsou dva r̊uzné body takové, že
∥y1 − x∥ = dC(x), ∥y2 − x∥ = dC(x). Pak

∥y2 − y1∥2 = ∥(y2 − x)− (y1 − x)∥2 = ∥y2 − x∥2 + ∥y1 − x∥2 − 2(y2 − x)T (y1 − x) > 0

takže
(y2 − x)T (y1 − x) < d2C(x). (1173)

Položme nyńı y = 1
2 (y2 + y1). Jelikož C je konvexńı, plat́ı y ∈ C. Dále podle (1173) plat́ı

∥y − x∥2 =
1

4
∥(y2 − x) + (y1 − x)∥2 =

1

4

(
∥y2 − x∥2 + ∥y1 − x∥2 + 2(y2 − x)T (y1 − x)

)
< d2C(x),

což je spor, nebot’ y ∈ C, takže podle poznámky 417 dC(x) ≤ ∥y − x∥. 2

Definice 101. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y ∈ C je bod takový, že ∥y − x∥ =
dC(x). Pak řekneme, že y je projekćı bodu x do množiny C a ṕı̌seme y = PC(x).

Věta 301. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ̸∈ C. Pak bod y = PC(x) je hraničńım bodem
množiny C.

Důkaz Připomeňme, že bod y ∈ Rn je hraničńım bodem uzavřené množiny C ⊂ Rn, jestliže y ∈ C a
existuje posloupnost {xi} ⊂ Rn \ C taková, že xi → y. Necht’ xi = x + ti(y − x), 0 < ti < 1, i ∈ N . Pak
plat́ı ∥xi − x∥ < ∥y − x∥, i ∈ N , a pokud ti → 1, máme posloupnost bod̊u xi ̸∈ C takovou, že xi → y. 2

Lemma 124. . Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y = PC(x). Pak plat́ı

(x− y)T (z − y) ≤ 0 ∀z ∈ C
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Důkaz Jelikož y ∈ C, z ∈ C a C je konvexńı, plat́ı y + λ(z − y) = λz + (1− λ)y ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. Označme

φ(λ) = ∥y + λ(z − y)− x∥2 = ∥y − x∥2 − 2λ(x− y)T (z − y) + λ2∥z − y∥2.

Pak zřejmě φ(0) = dC(x) a φ′(0) = −2(x − y)T (z − y). Pokud by platilo (x − y)T (z − y) > 0, neboli
φ′(0) < 0, existovala by hodnota 0 < λ ≤ 1 taková, že φ(λ) < φ(0), neboli ∥y + λ(z − y) − x∥2 < dC(x),
což neńı možné, nebot’ y + λ(z − y) ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. 2

Věta 302. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina. Pak

∥PC(x2)− PC(x1)∥ ≤ ∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ Rn.

Důkaz Necht’ y1 = PC(x1) a y2 = PC(x2). Podle lemmatu 124 plat́ı

(x1 − y1)
T (z1 − y1) ≤ 0 ∀z1 ∈ C,

(x2 − y2)
T (z2 − y2) ≤ 0 ∀z2 ∈ C.

Dosad́ıme-li z1 = y2, z2 = y1 a sečteme-li obě nerovnosti, dostaneme

((y2 − y1)− (x2 − x1))
T (y2 − y1) ≤ 0,

neboli
∥y2 − y1∥2 ≤ (x2 − x1)

T (y2 − y1) ≤ ∥x2 − x1∥∥y2 − y1∥,

což dává ∥y2 − y1∥ ≤ ∥x2 − x1∥. 2

Definice 102. Necht’ a ∈ Rn a α ∈ R. Pak množinu

H(a, α) = {y ∈ Rn : aT y ≤ α}

nazveme poloprostorem určeným normálovým vektorem a a č́ıslem α.

Poznámka 418. Hranićı poloprostoru H(a, α) je nadrovina

L(a, α) = H(a, α) ∩H(−a,−α) = {y ∈ Rn : aT y = α}.

ˇĆıslo α určuje vzdálenost nadroviny L(a, α) od počátku. Tato vzdálenost se rovná pod́ılu |α|/∥a∥. Odtud
plyne, že bod y = 0 je hraničńım bodem poloprostoru H(a, α) (lež́ı v hraničńı nadrovině L(a, α)) právě
tehdy, když α = 0.

Věta 303. Poloprostor H(a, α) je uzavřenou konvexńı množinou.

Důkaz (a) Necht’ {yi} ⊂ H(a, α) je posloupnost taková, že yi → y. Jelikož aT yi ≤ α ∀i ∈ N a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı aT y ≤ α, takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α)
je tedy uzavřený.

(b) Necht’ y1 ∈ H(a, α), y2 ∈ H(a, α), takže aT y1 ≤ α, aT y2 ≤ α, a necht’ y = λy1 + (1 − λ)y2, kde
0 ≤ λ ≤ 1. Pak plat́ı

aT y = aT (λy1 + (1− λ)y2) = λaT y1 + (1− λ)aT y2 ≤ λα+ (1− λ)α = α,

takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α) je tedy konvexńı. 2

Věta 304. Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a necht’ x ̸∈ C. Pak existuje poloprostor H(a, α) takový,
že C ⊂ H(a, α) a x ̸∈ H(a, α). Tento poloprostor lze volit tak, že a = x − PC(x) a α = aTPC(x). Pak
PC(x) ∈ L(a, α), takže C ∩ L(a, α) ̸= ∅.
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Důkaz Máme dokázat, že existuje vektor a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aTx > α ≥ aT z ∀z ∈ C.

Necht’ y = PC(x), takže ∥y − x∥ = dC(x). Položme a = x− y a α = aT y. Pak plat́ı

aTx = (x− y)Tx = (x− y)T (x− y) + (x− y)T y = ∥x− y∥2 + aT y > α,

nebot’ x ̸= C, takže ∥x− y∥ ̸= 0. Použijeme-li lemma 124, dostaneme

aT z − α = (x− y)T z − (x− y)T y = (x− y)T (z − y) ≤ 0 ∀z ∈ C.

2

Důsledek 33. Necht’ C1, C2 jsou uzavřené konvexńı množiny takové, že C1 ∩ C2 = ∅. Pak existuje polo-
prostor H(a, α) takový, že C1 ⊂ H(a, α) a C2 ∩H(a, α) = ∅

Důkaz Jelikož množiny C1, C2 jsou uzavřené, existuj́ı body x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 takové, že

d(C1, C2)
∆
= inf

y1∈C1,y2∈C2

∥y2 − y1∥ = min
y1∈C1,y2∈C2

∥y2 − y1∥ = ∥x2 − x1∥

(argumentace je stejná jako v poznámce 417, dvojice x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 nemuśı být určena jednoznačně).
Protože x2 ̸∈ C1 plyne z věty 304 (a jej́ıho d̊ukazu), že C1 ⊂ H(a1, α1) a x2 ̸∈ H(a1, α1), kde a1 = x2 − x1
a α1 = aT1 x1. Podobně C2 ⊂ H(a2, α2) a x1 ̸∈ H(a2, α2), kde a2 = x1 − x2 a α2 = aT2 x2. Zbývá dokázat,
že H(a1, α1) ∩H(a2, α2) = ∅ (pak lze volit a = a1, α = α1). Necht’ y ∈ H(a1, α1) ∩H(a2, α2). Pak plat́ı

(x2 − x1)
T y = aT1 y ≤ α1 = (x2 − x1)

Tx1,

(x1 − x2)
T y = aT2 y ≤ α2 = (x1 − x2)

Tx2,

jejichž sečteńım dostaneme

0 ≤ (x2 − x1)
T (x1 − x2) = −∥x2 − x1∥2 < 0

(nebot’ x2 ̸= x1), což je spor. 2

Věta 305. Uzavřená konvexńı množina C ⊂ Rn je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch C.

Důkaz Necht’ C̃ je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch uzavřenou konvexńı množinu C. Jelikož kazdý
poloprostor je podle věty 303 uzavřený a konvexńı, je množina C̃ uzavřená a konvexńı a plat́ı C ⊂ C̃. Stač́ı
tedy dokázat, že C̃ ⊂ C. Předpokládejme naopak, že existuje bod x ∈ C̃ takový, že x ̸∈ C. Pak podle
věty 304 existuje poloprostor H takový, že C ⊂ H a x ̸∈ H. Jelikož C ⊂ H, plat́ı také C̃ ⊂ H, což je spor,
nebot’ x ∈ C̃ a x ̸∈ H. 2

Definice 103. Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a H(a, α) je poloprostor s hranićı L(a, α) takový,
že C ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α) ̸= ∅. Pak řekneme, že H(a, α) je tečným poloprostorem a L(a, α) tečnou
nadrovinou množiny C.

Poznámka 419. Ve větě 305 se můžeme omezit na tečné poloprostory (uzavřená konvexńı množina je
pr̊unikem svých tečných poloprostor̊u). Obsahuje-li poloprostor H(a, α) konvexńı množinu C, přižemž
C ∩ L(a, α) = ∅, lze volbou α′ = maxy∈C a

T y doćılit toho, že C ⊂ H(a, α′) ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α′) ̸= ∅.

Věta 306. Necht’ bod y ∈ Rn je hraničńım bodem uzavřené konvexńı množiny C. Pak existuje tečná
nadrovina L(a, α) taková, že y ∈ L(a, α).
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Důkaz Jelikož y ∈ C je hraničńım bodem uzavřené konvexńı množiny C, existuje posloupnost {xi} ⊂ Rn\C
taková, že xi → y. Pro každý bod xi ̸∈ C, i ∈ N , lze podle věty 304 sestrojit poloprostor H(ai, αi) takový,
že C ⊂ H(ai, αi) a PC(xi) ∈ L(ai, αi), přičemž ai = xi − PC(xi) a αi = aTi PC(xi). Jelikož xi → y, plat́ı
podle věty 302 PC(xi) → PC(y), takže vektory ai a č́ısla αi jsou omezené a můžeme tud́ıž bez újmy na
obecnosti předpokládat, že ai → a a αi → α (v opačném př́ıpadě vybereme vhodné podposloupnosti).
Jelikož se rovnost i neostrá nerovnost zachovávaj́ı při limitńım přechodu, plat́ı C ⊂ H(a, α) a y ∈ L(a, α).
2

V mnoha aplikaćıch, např́ıklad v úlohách lineárńıho programováńı, máj́ı velký význam vlastnosti
krajńıch bod̊u (vrchol̊u) konvexńıch množin.

Definice 104. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Neńı-li bod x konvexńı kombinaćı
žádných bod̊u z C r̊uzných od x, řekneme, že x je krajńım bodem nebo vrcholem množiny C.

Poznámka 420. Z d̊ukazu věty 292 plyne, že se v definici krajńıch bod̊u můžeme omezit na konvexńı
kombinace dvou bod̊u z C r̊uzných od x. Dále se můžeme omezit na pr̊uměry dvou bod̊u z C r̊uzných od
x. Necht’ x = λ1x1 + λ2x2, λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ λ2 ≥ 0. Polož́ıme-li x3 = λ′1x1 + λ′2x2, kde λ

′
1 = 2λ1 − 1,

λ′2 = 2λ2, takže λ
′
1 + λ′2 = 1, λ′1 ≥ 0, λ′2 ≥ 0, plat́ı x3 ∈ C a x = (x1 + x3)/2. Bod x ∈ C je tedy krajńım

bodem konvexńı množiny C, neexistuj́ı-li dva body x1 ∈ C, x3 ∈ C takové, že x = (x1 + x3)/2.

Věta 307. Každá kompaktńı konvexńı množina obsahuje alespoň jeden krajńı bod.

Důkaz Jelikož množina C je kompaktńı, existuje bod x ∈ C takový, že ∥x∥ = max∥y∥∈C ∥y∥. Ukážeme,
že x je krajńım bodem množiny C. Předpokládejme naopak, že x = (x1 + x2)/2, kde x1 ∈ C, x2 ∈ C a
x1 ̸= x2 (takže bud’ x ̸= x1 nebo x ̸= x2). Použijeme-li nerovnost

∥x1 + x2∥2 = 2(∥x1∥2 + ∥x2∥2)− ∥x1 − x2∥2 < 2(∥x1∥2 + ∥x2∥2,

dostaneme

∥x∥2 =

∥∥∥∥12(x1 + x2)

∥∥∥∥2 =
1

4
∥x1 + x2∥2 <

1

2
(∥x1∥2 + ∥x2∥2) ≤ ∥x∥,

což dává spor. 2

Věta 308. Kompaktńı konvexńı množina je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u.

Důkaz Větu dokážeme indukćı. V R je tvrzeńı zřejmé, nebot’ v tomto př́ıpadě je každá kompaktńı konvexńı
množina uzavřeným intervalem, který je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u. Předpokládejme, že
tvrzeńı plat́ı v Rk, kde k prob́ıhá indexy 1 ≤ k ≤ n− 1. Necht’ C ⊂ Rn je kompaktńı konvexńı množina a
x ∈ C neńı jej́ım krajńım bodem.

(a) Předpokládejme nejprve, že x je hraničńım bodem množiny C. Pak podle věty 306 existuje tečná
nadrovina L(a, α) taková, že x ∈ L(a, α) (vektor a voĺıme tak, aby platilo C ⊂ H(a, α)). Označme
C̃ = C ∩L(a, α). Jelikož C a L(a, α) jsou uzavřené konvexńı množiny, C je kompaktńı a L(a, α) má dimenzi
nižš́ı než n, je i množina C̃ kompaktńı, konvexńı a má dimenzi nižš́ı než n. Podle indukčńıho předpokladu
je tedy bod x konvexńı kombinaćı krajńıch bod̊u množiny C̃. Zbývá dokázat, že krajńı body množiny C̃
jsou také krajńı body množiny C. Předpokládejme naopak, že bod y je krajńım bodem množiny C̃, ale neńı
krajńım bodem množiny C. Pak podle poznámky 420 existuj́ı body y1 ∈ C \L(a, α), y2 ∈ C \L(a, α) (takže
aT y1 ̸= α, aT y2 ̸= α) takové, že y = (y1 + y2)/2. Jelikož y ∈ L(a, α), plat́ı α = aT y = (aT y1 + aT y2)/2 a
pokud aT y1 < α, muśı být aT y2 > α, což je spor, nebot’ y2 ∈ C a C ⊂ H(a, α), takže nutně aT y2 ≤ α.

(b) Je-li x vnitřńım bodem množiny C, která je kompaktńı, lze t́ımto bodem vést př́ımku, která protne
hranici množiny C ve dvou r̊uzných bodech x1 ̸= x a x2 ̸= x. Zřejmě x je konvexńı kombinaćı bod̊u x1 a
x2. Jelikož v (a) bylo dokázáno, že body x1 a x2 jsou konvexńımi kombinacemi krajńıch bod̊u množiny C,
je i bod x konvexńı kombinaćı krajńıch bod̊u množiny C. 2

Poznámka 421. Označ́ıme-li VC množinu krajńıch bod̊u (vrchol̊u) kompaktńı konvexńı množiny C, plat́ı
C = convVC .
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Poněkud složitěǰśı situace nastane, neńı-li uzavřená konvexńı množina C omezená, nebot’ pak C obsahuje
kromě bod̊u též polopř́ımky.

Věta 309. Uzavřená konvexńı množina C neńı omezená právě tehdy, existuje-li vektor s ∈ Rn takový, že
pro libovolný bod x ∈ C a pro libovolné č́ıslo t ≥ 0 plat́ı x+ ts ∈ C.

Důkaz (a) Existuje-li vektor s ∈ Rn a bod x ∈ C tak, že x + ts ∈ C ∀t ≥ 0, neńı posloupnost bod̊u
yi = x+ tis ∈ C, kde ti → ∞, omezená, takže ani C neńı omezená.

(b) Necht’ C neńı omezená. Ukážeme nejprve, že existuje vektor s ∈ Rn a bod x ∈ C tak, že x + ts ∈ C
∀t ≥ 0. Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že ∥s∥ = 1. Neńı-li množina C omezená, existuje
posloupnost bod̊u yi ∈ C taková, že ∥yi∥ → ∞. Necht’ yi = x+ tisi, kde ∥si∥ = 1, takže ti → ∞. Pak lze
psát

si =
yi − x

ti
, ∥si∥ = 1, i ∈ N.

Tato posloupnost je omezená, takže lze vybrat konvergentńı podposloupnost. Bez újmy na obecnosti
budeme předpokládat, že p̊uvodńı posloupnost je konvergentńı, neboli si → s. Ukážeme, že x + ts ∈ C
∀t ≥ 0. Předpokládejme naopak, že x + ts ̸∈ C pro nějaké č́ıslo t ≥ 0. Jelikož C je uzavřená konvexńı
množina, existuje poloprostor H(a, α) takový, že aT (x+ ts) > α a aT yi = aT (x+ tsi) ≤ α ∀i ∈ N , pokud
0 ≤ t ≤ ti, nebot’ x + ts ̸∈ C a yi = x + tisi ∈ C. Jelikož ti → ∞, existuje index k ∈ N takový, že ti ≥ t
∀i ≥ k, takže x+ tsi ∈ C a tedy x+ tsi ≤ 0 ∀i ≥ k. Jelikož si → s a neostrá nerovnost je invariantńı v̊uči
limitńımu přechodu, plat́ı x+ ts ≤ α, což je ve sporu s předpokladem, že x+ ts ̸∈ C.

(c) Předpokládejme, že C neńı omezená a existuje bod y ∈ C a č́ıslo t̄ ≥ 0 tak, že z = y+ t̄s ̸∈ C (bez újmy
na obecnosti budeme předpokládat, že ∥s∥ = 1). Necht’ ti → ∞ a

zi = λi(x+ tis) + (1− λi)y,

kde 0 ≤ λi ≤ 1, přičemž č́ısla λi, i ∈ N , jsou vybrána tak, aby platilo

∥zi − y∥ = λi∥x− y + tis∥ = t̄ ⇒ λi =
t̄

∥x− y + tis∥
.

Jelikož x+ tis ∈ C a y ∈ C, plat́ı zi ∈ C. Pokud ti = ti∥s∥ ≥ ∥x− y∥, můžeme psát

∥x− y + tis∥ ≥ ti∥s∥ − ∥x− y∥ = ti − ∥x− y∥,

takže pro ti → ∞ plat́ı

λi ≤
t̄

ti − ∥x− y∥
→ 0,

|λiti − t̄| = ti − ∥x− y + tis∥
∥x− y + tis∥

t̄ ≤ ∥x− y∥ t̄
ti − ∥x− y∥

→ 0,

a tedy

∥zi − z∥ = ∥λi(x− y + tis)− t̄s∥ = ∥(λi(x− y) + (λiti − t̄)s∥ ≤ λi∥x− y∥+ |λiti − t̄| → 0,

a jelikož množina C je uzavřená, plat́ı z ∈ C, což je spor s předpokladem, že z ̸∈ C. 2

Množina vektor̊u s ∈ Rn vystupuj́ıćıch ve větě 309 se nazývá recesńım kuželem množiny C (vlastnosti
kužel̊u jsou studovány v odd́ılu 15.2, zde použijeme pouze definici 108).

Definice 105. Množinu
KC = {s ∈ Rn : C + s ⊂ C}

nazveme recesńım kuželem množiny C.

Věta 310. Recesńı kužel uzavřené konvexńı množiny je uzavřeným konvexńım kuželem.
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Důkaz (a) Zvolme libovolně bod x ∈ C. Necht’ s1 ∈ KC a s2 ∈ KC . Pak pro 0 ≤ λ ≤ 1 plat́ı

x+ λs1 + (1− λ)s2 = λ(x+ s1) + (1− λ)(x+ s2) ∈ C,

nebot’ x+ s1 ∈ C, x+ s2 ∈ C a množina C je konvexńı. Recesńı kužel KC je tedy konvexńı.

(b) Pro libovolné č́ıslo m ∈ N plat́ı C +ms ⊂ C, nebot’ C ⊂ C a z předpokladu C + (m− 1)s ⊂ C plyne

C +ms = C + (m− 1)s+ s ⊂ C.

Necht’ t = λ(m − 1) + (1 − λ)m, kde m ∈ N a 0 ≤ λ ≤ 1 (takže m − 1 ≤ t ≤ m). Pak pro libovolný bod
x ∈ C plat́ı

x+ ts = x+ λ(m− 1)s+ (1− λ)ms = λ(x+ (m− 1)s) + (1− λ)(x+ms) ∈ C,

nebot’ x + (m − 1)s ∈ C, x +ms ∈ C a množina C je konvexńı. Plat́ı tedy x + ts ∈ C ∀t ≥ 0, takže KC je
kužel.

(c) Necht’ si ∈ KC , i ∈ N , takže C + si ⊂ C, i ∈ N . Pokud si → s, plat́ı C + s ⊂ C, nebot’ množina C je
uzavřená. Plat́ı tedy s ∈ KC , takže množina KC je uzavřená. 2

Poznámka 422. Z věty 310 plyne, že recesńı kužel uzavřené konvexńı množiny C lze také definovat
předpisem

KC = {s ∈ Rn : x+ ts ∈ C ∀x ∈ C ∀t ≥ 0}.

a že množina C je omezená právě tehdy, když KC = {0}.

Př́ıklad 15. Uvažujme konvexńı množinu C ⊂ R2 určenou předpisem x21 − x2 ≤ 0 (je to plocha nad
parabolou x2 = x21). Necht’ x = 0, s = [s1, s2]

T a y(t) = x+ st, t ≥ 0. Pokud s2 ≤ 0, je

y2(t) = s2t ≤ 0 ≤ s21t
2 ∀t ≥ 0,

takže y(t) ̸∈ C ∀t ≥ 0. Předpokládejme tedy, že s2 > 0. Pokud s1 ̸= 0, maj́ı nerovnosti

y21(t)− y2(t) = s21t
2 − s2t = (s1t− s2)t ≤ 0 a t ≥ 0

řešeńı 0 ≤ t ≤ s2/s1, takže nemůže platit y(t) = x + st ≤ 0 a tedy y(t) ∈ C ∀t ≥ 0. Pokud s1 = 0, plat́ı
y21(t)− y2(t) = −s2t ≤ 0 a tedy y(t) ∈ C ∀t ≥ 0. Můžeme tedy psát KC = {s ∈ R2 : s1 = 0, s2 ≥ 0} (kužel
KC obsahuje jedinou polopř́ımku určenou vztahy x1 = 0, x2 ≥ 0).

Př́ıklad 16. Uvažujme konvexńı množinu C ⊂ R2 určenou předpisem
√
x21 + 1− x2 − 1 ≤ 0 (je to plocha

nad hyperbolou x2 =
√
x21 + 1− 1). Necht’ x = 0, s = [s1, s2]

T a y(t) = x+ st, t ≥ 0. Pokud s2 ≤ 0, je

y2(t) = s2t ≤ 0 ≤
√
s21t

2 + 1− 1, ∀t ≥ 0,

takže y(t) ̸∈ C ∀t ≥ 0. Předpokládejme tedy, že s2 > 0. Pak y(t) ∈ C právě tehdy, když
√
s21t

2 + 1 ≤ s2t+1,
což po umocněńı a vykráceńı (za předpokladu, že t ≥ 0) dává (s21 − s22)t ≤ 2s2. Pokud s1 ≤ s2, plat́ı tato
nerovnost pro libovolnou hodnotu t ≥ 0. Pokud s1 > s2, plat́ı tato nerovnost pouze pro t ≤ s2/(s

2
1 − s22),

takže y(t) ̸∈ C pro t > s2/(s
2
1 − s22). Můžeme tedy psát KC = {s ∈ R2 : s1 ≤ s2, s2 ≥ 0}.

Věta 311. Uzavřená konvexńı množina obsahuj́ıćı alespoň jeden krajńı bod je součtem konvexńıho obalu
svých krajńıch bod̊u a svého recesńıho kuželu. Takže, označ́ıme-li VC ̸= ∅ množinu krajńıch bod̊u uzavřené
konvexńı množiny C a KC jej́ı recesńı kužel, plat́ı C = convVC +KC.

Důkaz Ukážeme nejprve, že uzavřená konvexńı množina C obsahuj́ıćı alespoň jeden krajńı bod x ∈ C
neobsahuje žádnou př́ımku. Kdyby C obsahovala př́ımku {y + ts : t ∈ R}, obsahovala by podle věty 309
též př́ımku {x+ ts : t ∈ R}, a tedy body x1 = x+s a x2 = x−s. Pak by ale platilo x = (x1+x2)/2, což je
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ve sporu s definićı krajńıho bodu. Nyńı lze použ́ıt matematickou indukci jako v d̊ukazu věty 312. V R je
tvrzeńı zřejmé, nebot’ v tomto př́ıpadě je každá uzavřená konvexńı množina obsahuj́ıćı alespoň jeden krajńı
bod bud’ uzavřeným intervalem, který je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u, nebo součtem krajńıho
bodu a polopř́ımky lež́ıćı v recesńım kuželu. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı v Rk, kde k prob́ıhá indexy
1 ≤ k ≤ n− 1. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C neńı jej́ım krajńım bodem.

(a) Předpokládejme nejprve, že x je hraničńım bodem množiny C. Pak podle věty 306 existuje tečná
nadrovina L(a, α) taková, že x ∈ L(a, α). Označme C̃ = C ∩ L(a, α). Jelikož C a L(a, α) jsou uzavřené
konvexńı množiny a L(a, α) má dimenzi nižš́ı než n, je i množina C̃ uzavřená konvexńı a má dimenzi nižš́ı
než n. Podle indukčńıho předpokladu lze tedy bod x vyjádřit jako součet konvexńı kombinace krajńıch
bod̊u množiny C̃ a vektoru s ∈ KC̃ . Podle části (a) d̊ukazu věty 312 jsou krajńı body množiny C̃ krajńımi
body množiny C a zřejmě s ∈ KC , takže bod x je součtem konvexńı kombinace krajńıch bod̊u množiny C
a vektoru s ∈ KC .

(b) Je-li x vnitřńım bodem množiny C, lze t́ımto bodem vést př́ımku, která protne hranici množiny C
alespoň v jednom bodě (nebot’ C neobsahuje žádnou př́ımku). Protne-li tato př́ımka množinu C ve dvou
bodech x1 ̸= x a x2 ̸= x, je bod x konvexńı kombinaćı bod̊u x1 a x2 a podle (a) plat́ı x ∈ convVC + KC .
Protne-li uvažovaná př́ımka množinu C v jednom bodě x1 ̸= x, plat́ı x = x1 + s kde s ∈ KC , takže opět
x ∈ convVC +KC . 2

Definice 106. Konvexńı množina, která je pr̊unikem konečného počtu poloprostor̊u, se nazývá polyedrálńı
množinou.

Věta 312. Bod x ∈ Rn je krajńım bodem polyedrálńı množiny C ⊂ Rn právě tehdy, lež́ı-li v alespoň
n lineárně nezávislých tečných nadrovinách množiny C (nadroviny L(ai, αi), 1 ≤ i ≤ k, jsou lineárné
nezávislé, jsou-li vektory ai, 1 ≤ i ≤ k, lineárné nezávislé).

Důkaz Polyedrálńı množina je pr̊unikem konečného počtu tečných poloprostor̊u C ⊂ Rn, neboli

C =
m∩
i=1

H(ai, αi).

(a) Necht’ x ∈ L(ai, αi), neboli a
T
i x = αi, 1 ≤ i ≤ n, kde vektory ai, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé.

Předpokládejme, že x = (x1+x2)/2, kde x1 ∈ C, x1 ̸= x a x2 ∈ C, x2 ̸= x. Jelikož vektor x je jednoznačně
určen řešeńım soustavy leneárńıch rovnic se čtvercovou regulárńı matićı, existuje index 1 ≤ k ≤ n takový,
že aTk x1 − αk = δk < 0 a aTk x2 − αk ≤ 0 (nebot’ x1 ∈ H(ak, αk) a x1 ∈ H(ak, αk)). Plat́ı tedy

aTk x− αk =
1

2
(aTk x1 − αk) +

1

2
(aTk x1 − αk) <

1

2
δ < 0,

což je spor nebot’ podle předpokladu plat́ı aTk x− αk = 0. Bod x je tedy krajńım bodem množiny C.

(b) Necht’ x ∈ L(ai, αi), neboli a
T
i x = αi, 1 ≤ i ≤ k, a aTi x < αi, k + 1 ≤ i ≤ m. Neńı-li mezi vektory ai,

1 ≤ i ≤ k, alespoň n lineárně nezávislých vektor̊u, existuje nenulový vektor s ∈ Rn takový, že sTai = 0,
1 ≤ i ≤ k. Ze spojitosti skalárńıho součinu plyne existence č́ısla δ > 0 takového že, aTi (x + δs) ≤ αi,
aTi (x− δs) ≤ αi, k + 1 ≤ i ≤ m. Polož́ıme-li x1 = x+ δs ∈ C, x2 = x+ δs ∈ C, plat́ı x = (x1 + x2)/2, což
znamená, že bod x neńı krajńım bodem množiny C. 2

Věta 313. Kompaktńı konvexńı množina C ∈ Rn je polyedrálńı množinou právě tehdy, má-li konečný
počet krajńıch bod̊u.

Důkaz Je-li množina C polyedrálńı, má podle věty 312 konečný počet krajńıch bod̊u. Předpokládejme,
že množina C má konečný počet krajńıch bod̊u xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m. Z lineárńı algebry v́ıme, že
nadrovina je v Rn jednoznažně určena n lineárně nezávislými body. Vyberme všechny kombinace n
lineárně nezávislých bod̊u z množiny {xi ∈ Rn : 1 ≤ i ≤ m}. Tyto kombinace, kterých je konečný
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počet, definuj́ı nadroviny L(ai, αi), 1 ≤ i ≤ m1, z nichž vybereme pouze takové, pro něž (po př́ıpadném
přeč́ıslováńı) plat́ı C ⊂ H(ai, αi), 1 ≤ i ≤ m2 ≤ m1. Ukážeme, že

C =

m2∩
i=1

H(ai, αi)

Označ́ıme-li C̃ množinu na pravé straně této rovnosti, je inkluze C ⊂ C̃ zřejmá. Předpokládejme, že x ∈ C̃ a
x ̸∈ C. Pak podle věty 304 existuje poloprostor H(a, α) takový, že C ⊂ H(a, α), takže aTxi ≤ α, 1 ≤ i ≤ m,
a x ̸∈ H(a, α), takže aTx > α. Podle věty 308 plat́ı x =

∑m
i=1 λixi, kde

∑m
i=1 λi = 1 a λi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,

takže

aTx =
m∑
i=1

λia
Txi ≤ 0,

nebot’ aTxi ≤ 0 a λi ≥ 0, pro 1 ≤ i ≤ m, což je ve sporu s předpokladem že aTx > α. 2

Poznámka 423. Každá konečně generovaná konvexńı množina C = conv{xi ∈ Rn : 1 ≤ i ≤ m} je
polyedrálńı. Plyne to z toho, že konečně generovaná konvexńı množina je podle věty 299 kompaktńı, takže
je podle věty 308 konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u. Množina {xi ∈ Rn : 1 ≤ i ≤ m} tedy muśı
obsahovat všechny krajńı body množiny C, kterých je tud́ıž konečný počet, takže lze použ́ıt větu 313.

Velmi d̊uležitou pomůckou při vyšetřiováńı kompaktńıch konvexńıch množin je pojem opěrné funkce.

Definice 107. Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

δC(x) = sup
y∈C

yTx

nazveme opěrnou funkćı množiny C.

Poznámka 424. Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak plat́ı

δC(x) = max
y∈C

yTx.

Existuje tedy bod y ∈ C takový, že δC(x) = yTx. V daľśım výkladu se omeźıme na kompaktńı množiny i
když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.

Věta 314. Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak opěrná funkce δC je pozitivně homogenńı, subaditivńı
a lipschitzovská v Rn.

Důkaz Podle poznámky 424 pro x ∈ Rn a λ ≥ 0 plat́ı

δC(λx) = max
y∈C

yT (λx) = λmax
y∈C

yTx = λδC(x),

takže funkce δC je pozitivně homogenńı. Podobně pro x1 ∈ Rn a x2 ∈ Rn plat́ı

δC(x1 + x2) = max
y∈C

yT (x1 + x2) ≤ max
y∈C

yTx1 +max
y∈C

yTx2 = δC(x1) + δC(x2),

takže funkce δC je subaditivńı. Ze subaditivity plyne nerovnost

δC(x2) = δC(x1 + (x2 − x1)) ≤ δC(x1) + δC(x2 − x1)

a jelikož C je kompaktńı existuje konstanta L taková, že ∥y∥ ≤ L ∀y ∈ C. Můžeme tedy psát

δC(x2)− δC(x1) ≤ max
y∈C

yT (x2 − x1) ≤ L∥x2 − x1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|δC(x2)− δC(x1)| ≤ L∥x2 − x1∥,

takže funkce δC je lipschitzovská v Rn. 2
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Věta 315. Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak

δC(x) = δconv C(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Protože C ⊂ conv C, plat́ı podle poznámky 424 δC(x) ≤ δconv C(x) ∀x ∈ Rn. Necht’ x ∈ Rn. Podle
věty 296 lze každý vektor y ∈ conv C vyjádřit jako konvexńı kombinaci nejvýše n + 1 vektor̊u yi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1. Můžeme tedy psát

δconv C(x) = max
y∈conv C

yTx = max

{
n+1∑
i=1

λiy
T
i x : yi ∈ C, λi ≥ 0,

n+1∑
i=1

λi = 1

}
≤ max

y∈C
yTx = δC(x). 2

Věta 316. Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou konvexńı a kompaktńı. Pak C1 ⊂ C2 plat́ı právě tehdy,
když

δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jestliže C1 ⊂ C2, pak podle poznámky 424 plat́ı δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn. Předpokládejme, že
δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn a existuje bod y ∈ C1 takový, že y ̸∈ C2. Pak podle věty 304 existuje vektor
a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aT y > α ≥ aT y ∀y ∈ C2.

Plat́ı tedy
δC1(a) ≥ aT y > δC2(a),

což je ve sporu s předpokladem. 2

Poznámka 425. Ve větě 316 se můžeme omezit na vektory jednotkové délky. Inkluze C1 ⊂ C2 plat́ı právě
tehdy, když

δC1(x) ≤ δC2(x) ∀ (x ∈ Rn, ∥x∥ = 1).

Plyne to z pozitivńı homogenity opěrné funkce (věta 314).

Důsledek 34. Necht’ množina C ⊂ Rn je konvexńı a kompaktńı. Pak y ∈ C právě tehdy, když

yTx ≤ δC(x) ∀x ∈ Rn.

Věta 317. Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou kompaktńı. Pak

δC1+C2(x) = δC1(x) + δC2(x).

Důkaz Plat́ı

δC1+C2(x) = max
y∈C1+C2

yTx = max
y1∈C1
y2∈C2

(y1 + y2)
Tx = max

y1∈C1

yT1 x+ max
y2∈C2

yT2 x

= δC1(x) + δC2(x).

2

Opěrná funkce množiny C ⊂ Rn má bezprostředńı vztah k poloprostor̊um obsahuj́ıćım tuto množinu.

Věta 318. Množina C ⊂ Rn lež́ı v poloprostoru H(a, α) právě tehdy, když α ≥ δC(a), přičemž H(a, α) je
tečným poloprostorem množiny C právě tehdy, když α = δC(a).

Důkaz Tvrzeńı plyne z definice 107 a z toho, že C ⊂ H(a, α) právě tehdy, když δC(a) = supy∈C a
T y ≤ α a

C ∩ L(a, α) = ∅, pokud δC(a) = supy∈C a
T y < α. 2
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15.2 Konvexńı kužely

Definice 108. Řekneme, že množina K ⊂ Rn je kuželem, jestlǐze z x ∈ K a λ ≥ 0 plyne λx ∈ K.

Věta 319. Pr̊uniky a lineárńı kombinace kužel̊u jsou kužely.

Důkaz (a) Necht’ K = ∩αKα, kde Kα ⊂ Rn jsou kužely. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak plat́ı x ∈ Kα a tedy
λx ∈ Kα ∀α. Odtud plyne, že λx ∈ K.

(b) Necht’ K =
∑m

i=1 λiKi, kde Ki ⊂ Rn jsou kužely a λi ∈ R. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak existuj́ı body
xi ∈ Ki, 1 ≤ i ≤ m, takové, že

λx = λ

m∑
i=1

λixi =

m∑
i=1

λi(λxi).

Jelikož xi ∈ Ki a λ ≥ 0, plat́ı λxi ∈ Ki, 1 ≤ i ≤ m, takže λx ∈ K. 2

Definice 109. Kuželovým obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

cone C =
∩

C⊂Kα

Kα

všech kužel̊u Kα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch C.

Věta 320. Necht’ C ⊂ Rn. Pak plat́ı

cone C =
∪
λ≥0

λC = {x ∈ Rn : x = λy, y ∈ C, λ ≥ 0}

Kužel cone C je tedy množinou všech nezáporných násobk̊u bod̊u z C.

Důkaz Necht’ K̃ =
∪

λ≥0 λC. Jelikož K̃ je kužel obsahuj́ıćı množinu C, plat́ı cone C ⊂ K̃. Necht’ naopak

x ∈ K̃, takže x = λy, kde y ∈ C a λ ≥ 0. Necht’ Kα je libovolný kužel obsahuj́ıćı množinu C. Jelikož y ∈ C,
plat́ı y ∈ Kα a jelikož λ ≥ 0, plat́ı x = λy ∈ Kα. Tud́ıž x ∈ cone C. 2

Věta 321. Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li všechny nezáporné lineárńı
kombinace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina K všechny nezáporné lineárńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı
kombinace tvaru (1169) a nezáporné násobky svých bod̊u, takže je konvexńım kuželem. Necht’ K je
konvexńım kuželem a xi ∈ K, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. Položme λ = λ1 + · · · + λm. Jestliže λ = 0, plat́ı
λ1x1 + . . . λmxm = 0 ∈ K. Jestliže λ > 0, polož́ıme

x′ =
m∑
i=1

λi
λ
xi

∆
=

m∑
i=1

λ′ixi,

kde λ′1 + · · ·+ λ′m = 1. Jelikož množina K je konvexńı, plat́ı x′ ∈ K, takže

x =
m∑
i=1

λixi = λx′ ∈ K.

2

Důsledek 35. Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li nezáporné násobky a
součty svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina K nezáporné násobky a součty svých bod̊u, je kuželem podle definice 108 a
z x1 ∈ K, x2 ∈ K a 0 ≤ λ ≤ 1 plyne λx1 ∈ K, (1− λ)x2 ∈ K, takže λx1 + (1− λ)x2 ∈ K a K je konvexńı
množinou. Opačná implikace plyne bezprostředně z věty 321. 2
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Věta 322. Konvexńı kužel cone (conv C) = conv (cone C) je množinou všech nezáporných lineárńıch
kombinaćı bod̊u z C.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že cone (conv C) = conv (cone C), takže cone (conv C) je konvexńım kuželem.
Necht’ x ∈ cone (conv C). Pak podle věty 296 plat́ı

x = λ
n+1∑
i=1

λixi =
n+1∑
i=1

λi(λxi),
n+1∑
i=1

λi = 1,

kde xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 1, takže x ∈ conv (cone C). Necht’ naopak x ∈ conv (cone C). Pak podle
věty 296 plat́ı

x =

n+1∑
i=1

λi(µixi) = λ′
n+1∑
i=1

λ′ixi,

n+1∑
i=1

λ′i =

n+1∑
i=1

λi = 1,

kde xi ∈ C, λi ≥ 0, µi ≥ 0, λ′i = λiµi/λ
′ ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 1, a λ′ = λ1µ1 + · · · + λn+1µn+1, takže

x ∈ cone (conv C).

(b) Necht’ K̃ je množina všech nezáporných lineárńıch kombinaćı bod̊u z C. Jelikož nezáporná lineárńı
kombinace nezáporných lineárńıch kombinaćı je opět nezápornou lineárńı kombinaćı je podle věty 321 K̃
konvexńım kuželem. Podle definice 109 tedy plat́ı cone (conv C) ⊂ K̃. Necht’ x ∈ K̃ a x ̸∈ cone (conv C).
Pak podle věty 304 existuje poloprostor H(a, 0) takový, že cone (conv C) ⊂ H(a, 0) a x ̸∈ H(a, 0). Jelikož
H(a, 0) je konvexńım kuželem, je podle vět 293 a 319 i H(a, 0)∩ cone (conv C) konvexńım kuželem, což je
spor s minimalitou K̃ (definice 109). 2

Jelikož uzavřený konvexńı kužel je uzavřenou konvexńı množinou, můžeme studovat tečné poloprostory
uzavřených konvexńıch kužel̊u.

Věta 323. Tečný poloprostor uzavřeného konvexńıho kuželu je uzavřeným konvexńım kuželem (takže ob-
sahuje počátek souřadnic). Jestlǐze K ⊂ H(a, 0), je H(a, 0) tečným poloprostorem uzavřeného konvexńıho
kuželu K.

Důkaz Necht’ H(a, α) je tečným poloprostorem uzavřeného konvexńıho kuželu K. Jelikož L(a, α)∩K ̸= ∅,
existuje bod y ∈ K takový, že aT y = α. Protože K je kuželem, muśı platit λy ∈ K ⊂ H(a, α) ∀λ ≥ 0,
neboli

λα = aT (λy) ≤ α ∀λ ≥ 0,

což lze zajistit pouze tehdy, když α = 0. V tomto př́ıpadě 0 ∈ H(a, 0) a pokud x ∈ H(a, 0), pak také
λx ∈ H(a, 0) ∀λ ≥ 0. Uzavřenost a konvexita H(a, 0) plynou z věty 303. Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že
0 ∈ K ∪ L(a, 0). 2

Definice 110. Necht’ C ∈ Rn. Množinu

C∗ = {x ∈ Rn : yTx ≤ 0 ∀y ∈ C}

nazveme polárńım kuželem množiny C.

Poznámka 426. Z definice 110 lze snadno usoudit, že z C1 ⊂ C2 plyne C∗
2 ⊂ C∗

1 .

Věta 324. Necht’ C ⊂ Rn. Pak množina C∗ je uzavřeným konvexńım kuželem a plat́ı C∗
= C∗.

Důkaz (a) Necht’ {xi} ⊂ C∗ je posloupnost taková, že xi → x ∈ C∗. Jelikož yTxi ≤ 0 ∀i ∈ N ∀y ∈ C a
neostrá nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı

yTx = lim
i→∞

yTxi ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže x ∈ C∗ a tedy C∗ = C∗.
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(b) Necht’ x1 ∈ C∗, x2 ∈ C∗. Pak plat́ı yTx1 ≤ 0, yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1 a x = λx1+(1−λ)x2.
Pak

yTx = yT (λx1 + (1− λ)x2) = λyTx1 + (1− λ)yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C,
takže x ∈ C∗.
(c) Necht’ x ∈ C∗ a λ ≥ 0. Pak plat́ı

yT (λx) = λyTx ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže λx ∈ C∗.
(d) Necht’ {yi} ⊂ C je posloupnost taková, že yi → y ∈ C. Jelikož yTi x ≤ 0 ∀i ∈ N ∀x ∈ C∗ a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı

yTx = lim
i→∞

yTi x ≤ 0 ∀x ∈ C∗,

takže z x ∈ C∗ plyne yTx ≤ 0 ∀y ∈ C, neboli C∗
= C∗. 2

Poznámka 427. Polárńım kuželem poloprostoru H(a, 0), kde a ̸= 0, je polopř́ımka H∗(a, 0) = cone {a}.
Plyne to z definice 102 a z toho, že pro libovolný vektor x ̸∈ cone {a}, který lze zapsat ve tvaru x = a+ y,
kde y ̸= 0 a aT y = 0 (takže y ∈ H(a, 0)), plat́ı yTx = yT (a+ y) = yT y > 0, takže x ̸∈ H∗(a, 0).

Ačkoliv polárńı kužel je definovám pro libovolnou množinu C ∈ Rn, má jeho použit́ı význam zejména
tehdy, je-li množin C kuželem.

Věta 325. Necht’ K je kužel s neprázdným vnitřkem a y ∈ K◦. Pak pro libovolný nenulový vektor x ∈ K∗

plat́ı xT y < 0.

Důkaz Necht’ y ∈ K◦ a xT y = 0, kde x ∈ K∗ a ∥x∥ ̸= 0 (bez újmy na obecnosti budeme předpokládat,
že ∥x∥ = 1). Pak existuje č́ıslo ε > 0 takové, že B(y, 2ε) ⊂ K, takže z = y + εx ∈ K. Pak plat́ı
xT z = xT (y + εx) = ε > 0, což je spor, nebot’ x ∈ C∗, takže xT z ≤ 0. 2

Poznámka 428. Předchoźı větu nelze zobecnit pro kužely dimenze nižsš́ı než n. Necht’ x ∈ K∗, ∥x∥ ̸= 0 a
x̃ = Paff Kx = 0 (vektor x̃ je ortogonálńı projekćı vektoru x do podprostoru aff K, takže plat́ı yT (x̃−x) = 0).
Pak lze psát yTx = yT x̃+ yT (x̃− x) = 0 ∀y ∈ K.

Věta 326. Je-li K ⊂ Rn konvexńım kuželem, plat́ı (K∗)∗ = K. Je-li K ⊂ Rn uzavřeným konvexńım
kuželem, plat́ı (K∗)∗ = K.

Důkaz Necht’ y ∈ K. Pak podle definice 110 a věty 324 plat́ı yTx ≤ 0 ∀x ∈ K∗ = K∗
. Jelikož

(K∗)∗ = {y ∈ Rn : yTx ≤ 0 ∀x ∈ K∗},

plat́ı y ∈ (K∗)∗. Necht’ naopak z ̸∈ K. Jelikož K je uzavřeným konvexńım kuželem, existuje podle věty 304
a věty 321 poloprostor H(x, 0) takový, že K ⊂ H(x, 0) a z ̸∈ H(x, 0), neboli xT y ≤ 0 ∀y ∈ K (takže
x ∈ K∗) a xT z > 0. Protože x ∈ K∗ a xT z > 0, muśı platit z ̸∈ (K∗)∗. Je-li K ⊂ Rn uzavřeným konvexńım
kuželem, plat́ı (K∗)∗ = K = K. 2

Věta 327. Necht’ K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak

K∗ = {x ∈ Rn : PK(x) = 0}.

Důkaz Necht’ PK(x) = 0. Pak podle věty 304 existuje tečný poloprostor množiny K s normálovým
vektorem a = x − PK(x) = x a č́ıslem α = aTPK(x) = 0, takže xT y ≤ 0 ∀y ∈ K, neboli x ∈ K∗. Necht’
naopak x ∈ K∗. Pak xT y ≤ 0 ∀y ∈ K, takže K ⊂ H(x, 0), a jelikož PH(x,0)(x) = 0, plat́ı též PK(x) = 0. 2

Věta 328. Necht’K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak K∗ je sjednoceńım normálových vektor̊u tečných
poloprostor̊u kuželu K, neboli

K∗ =
∪

K⊂H(a,0)

a.
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Důkaz Označme K̃∗ množinu na pravé straně dokazované rovnosti. Necht’ a ∈ K̃∗. Pak H(a, 0) je tečným
poloprostorem kuželu K, takže aT y ≤ 0 ∀y ∈ K, neboli a ∈ K∗. Necht’ naopak a ∈ K∗. Pak aT y ≤ 0
∀y ∈ K, takže K ⊂ H(a, 0). Jelikož H(a, 0) je podle věty 321 tečným poloprostorem množiny K, plat́ı
a ∈ K̃∗. 2

Definice 111. Kužel K ∈ Rn, který je pr̊unikem konečného počtu tečných poloprostor̊u, se nazvývá
polyedrálńım kuželem

Věta 329. Necht’ K ∈ Rn je polyedrálńı kužel takový, že

K =
m∩
i=1

H(ai, 0)

Pak
K∗ = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

Důkaz Označme K̃∗ množinu na pravé straně dokazované rovnosti. Necht’ a ∈ K̃∗. Pak podle věty 322
existuj́ı č́ısla λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, taková, že

a =
m∑
i=1

λiai.

Jelikož aTi y ≤ 0 ∀y ∈ K a λi ≥ 0, plat́ı aT y ≤ 0 ∀y ∈ K, takže a ∈ K∗. Necht’ naopak a ̸∈ K̃∗. Pak podle
věty 304 existuje vektor x ∈ Rn takový, že xTai ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, a xTa > 0. To znamená, že x ∈ H(ai, 0),
1 ≤ i ≤ m, neboli x ∈ K, a jelikož xTa > 0, muśı platit a ̸∈ K∗. 2

Př́ıklad 17. Uvažujme polyedrálńı kužel

K = H(e1, 0) ∩H(e2, 0) ∩ L(e3, 0) = H(e1, 0) ∩H(e2, 0) ∩H(e3, 0) ∩H(−e3, 0),

kde e1,e2, e3 jsou sloupce jednotkové matice řádu 3, neboli K = {x : x1 ≤ 0, x2 ≤ 0, x3 = 0}, takže K má
dimenzi 2 (je to záporný kvadrant roviny L(e3, 0)). Pak podle věty 329 plat́ı

K∗ = {a ∈ R3 : a = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ3 ∈ R}
= {a ∈ R3 : a1 ≥ 0, a2 ≥ 0} = H(−e1, 0) ∩H(−e2, 0),

takže K∗ je sjednoceńım dvou oktant̊u prostoru R3 (vektory a ∈ K∗ maj́ı nezáporné prvńı dvě složky).

Věta 330. Necht’ K1, . . . ,Km jsou konvexńı kužely. Pak plat́ı

(K1 + · · ·+Km)∗ = K∗
1 ∩ · · · ∩ K∗

m. (1174)

Jsou-li kužely K1, . . . ,Km uzavřené, plat́ı

(K1 ∩ · · · ∩ Km)∗ = K∗
1 + · · ·+K∗

m. (1175)

Důkaz (a) Necht’ x ∈ (K1 + · · ·+Km)∗. Pak podle definice 110 plat́ı xT y ≤ 0 ∀y ∈ K1 + · · ·+Km. Jelikož
y = y1 + · · ·+ ym, kde y1 ∈ K1, . . . , ym ∈ Km, plat́ı

xT y1 + · · ·+ xT ym = xT (y1 + · · ·+ ym) = xT y ≤ 0 ∀(y1 ∈ K1, . . . , ym ∈ Km).

Zvoĺıme-li yk ∈ Kk libovolně a polož́ıme-li yi = 0 ∈ Ki ∀i ̸= k, dostaneme z předchoźı nerovnosti xT yk ≤ 0
∀yk ∈ Kk, ∀1 ≤ k ≤ m, takže x ∈ K∗

1 ∩ · · · ∩ K∗
m, neboli (K1 + · · · + Km)∗ ⊂ K∗

1 ∩ · · · ∩ K∗
m. Necht’

530



naopak x ∈ K∗
1 ∩ · · · ∩ K∗

m. Pak plat́ı xT y1 ≤ 0, . . . , xT ym ≤ 0, ∀(y1 ∈ K1, . . . , ym ∈ Km), takže xT y ≤ 0
∀y = y1 + · · ·+ ym, a tedy x ∈ (K1 + · · ·+Km)∗, neboli K∗

1 ∩ · · · ∩ K∗
m ⊂ (K1 + · · ·+Km)∗.

(b) Podle (1174) a věty 326 plat́ı

(K∗
1 + · · ·+K∗

m)∗ = K∗∗
1 ∩ · · · ∩ K∗∗

m = K1 ∩ · · · ∩ Km,

nebot’ konvexńı kužely K1, . . . ,Km jsou uzavřené. Jelikož konvezńı kužel K∗
1 + · · ·+K∗

m je podle věty 324
uzavřený, můžeme podle věty 326 psát

K∗
1 + · · ·+K∗

m = (K∗
1 + · · ·+K∗

m)∗∗ = (K1 ∩ · · · ∩ Km)∗.

2

Poznámka 429. Necht’ K1, . . . ,Km jsou konvexńı kužely takové, že K⋄
1 ∩ . . . ∩ K⋄

m ̸= 0. Označme
K = K1 ∩ . . . ∩ Km. Pak plat́ı

K = K1 ∩ . . . ∩ Km, (1176)

K∗ = K∗
1 + . . . + K∗

m. (1177)

Vztah (1176) plyne z věty 298. Ve vzorci (1177), který je analogíı vzorce (1175), se nepředpokládá
uzavřenost množin K1, . . . ,Km. Důkaz tohoto silněǰśıho tvrzeńı, který vyžaduje zavedeńı nových pojmů a
je formálně dosti komplikovaný, je uveden např́ıklad v [170].

Definice 112. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Kuželem př́ıpustných směr̊u množiny C v
bodě x nazveme množinu

FC(x) = {y ∈ Rn : existuje č́ıslo t > 0 takové, že x+ ty ∈ C pro 0 ≤ t ≤ t}

Věta 331. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak FC(x) je kuželem. Je-li C konvexńı, je i
FC(x) konvexńı a plat́ı C − x ⊂ FC(x).

Důkaz (a) Zřejmě 0 ∈ FC(x). Necht’ y ∈ FC(x) a λ > 0. Podle definice 112 existuje č́ıslo t > 0 takové,
že x + ty ∈ C pro 0 ≤ t ≤ t. Pak ale x + tλy ∈ C pro 0 ≤ t ≤ t/λ, takže λy ∈ FC(x) a množina FC(x) je
kuželem.

(b) Necht’ y1 ∈ FC(x) a y2 ∈ FC(x). Podle definice 112 existuj́ı č́ısla t1 a t1 taková, že x + ty1 ∈ C pro
0 ≤ t ≤ t1 a x+ ty2 ∈ C pro 0 ≤ t ≤ t2. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1 a y = λy1+(1−λ)y2. Pak, je-li C konvexńı, plat́ı

x+ ty = x+ t(λy1 + (1− λ)y2) = λ(x+ ty1) + (1− λ)(x+ ty2) ∈ C

pro 0 ≤ t ≤ min(t1, t2), takže y ∈ FC(x). Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že pokud y ∈ C − x, plat́ı podle
(1170) x+ ty ∈ C pro 0 ≤ t ≤ 1, takže y ∈ FC(x). 2

Definice 113. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Tečným kuželem množiny C v bodě x nazveme
množinu

TC(x) = {y ∈ Rn : existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C}

Poznámka 430. Tečný kužel obsahuje kužel př́ıpustných směr̊u. Z definice 112 plyne, že množina FC(x)
je kuželem př́ıpustných směr̊u množiny C v bodě x právě tehdy, když

FC(x) = {y ∈ Rn : existuje posloupnost ti ↓ 0 taková, že x+ tiy ∈ C}.

Zvoĺıme-li v definici 113 yi = y, i ∈ N , dostaneme FC(x) ⊂ TC(x).

Věta 332. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak TC(x) je uzavřeným kuželem. Je-li C
konvexńı, je i TC(x) konvexńı a plat́ı C − x ⊂ TC(x).
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Důkaz (a) Necht’ yk ∈ TC(x), yk → y a ε > 0. Pak existuje index k ∈ N takový, že ∥yk−y∥ < ε/2 ∀k ≥ k.
Jelikož yk ∈ TC(x), existuj́ı posloupnosti

yki → yk, tki ↓ 0

takové, že x+ tki y
k
i ∈ C. Pro každé k ∈ N tedy existuje index ik ∈ N takový, že

∥yki − yk∥ < ε/2, tki < 1/k, a x+ tki y
k
i ∈ C

∀i ≥ ik. Zkonstruujeme-li posloupnost index̊u {ik} ⊂ N tak, že i1 = i1 a ik+1 = max(ik+1, ik+1), můžeme
psát

∥ykik − yk∥ < ε/2, tkik < 1/k a x+ tkiky
k
ik

∈ C

pro libovolný index k ∈ N a
∥ykik − y∥ ≤ ∥ykik − yk∥+ ∥yk − y∥ < ε

pro k ≥ k. Plat́ı tedy ykik → y, tkik ↓ 0 a x + tkiky
k
ik

∈ C, což implikuje y ∈ TC(x), takže množina TC(x) je
uzavřená.

(b) Necht’ y ∈ TC(x) a λ ≥ 0. Podle definice 113 existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C.
Pak ale

λyi → λy, ti/λ ↓ 0 a x+ (ti/λ)λyi = x+ tiyi ∈ C,

takže λy ∈ TC(x) a množina TC(x) je kuželem.

(c) Necht’ y1 ∈ TC(x) a y2 ∈ TC(x). Podle definice 113 existuj́ı posloupnosti

y1i → y1, t1i ↓ 0, y2i → y2, t2i ↓ 0

takové, že x + t1i y
1
i ∈ C, x + t2i y

2
i ∈ C. Je-li C konvexńı, plat́ı podle (1170) x + tiy

1
i ∈ C, x + tiy

2
i ∈ C pro

ti = min(t1i , t
2
i ). Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme y = λy1 + (1− λ)y2 a yi = λy1i + (1− λ)y2i , i ∈ N . Pak

yi = λy1i + (1− λ)y2i → λy1 + (1− λ)y2 = y,

ti ↓ 0 a
x+ tiyi = λ(x+ tiy

1
i ) + (1− λ)(x+ tiy

2
i ) ∈ C,

takže y ∈ TC(x) a množina TC(x) je konvexńı. Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že pokud y ∈ C−x, plat́ı podle
věty 331 a poznámky 430 y ∈ FC(x) ⊂ TC(x). 2

Poznámka 431. Tečný kužel lze též definovat předpisem

TC(x) = {y ∈ Rn : existuj́ı posloupnosti xi ∈ C, xi → x, ti ↓ 0 takové, že (xi − x)/ti → y}.

Existuj́ı-li posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C, můžeme položit xi = x+ tiyi, takže xi ∈ C,
xi → x a (xi − x)/ti = yi → y. Existuj́ı-li posloupnosti xi ∈ C, xi → x, ti ↓ 0, takové, že (xi − x)/ti → y,
můžeme položit yi = (xi − x)/ti, takže x+ tiyi = xi ∈ C a yi = (xi − x)/ti → y.

Poznámka 432. V poznámce 431 jsme použili posloupnosti xi ∈ C, ti > 0, i ∈ N . Tečný kužel lze též
definovat pomoćı hladké funkce (křivky) h(t) ∈ C, h(0) = x tak, že

TC(x) = {y ∈ Rn : existuje hladká funkce h(t) ∈ C, t ≥ 0, taková, že h(0) = x a h′(0) = y}

(h′(t) je derivace funkce h(t)). Je to zřejmé z toho, že podle předchoźı poznámky plat́ı

h′(t) = lim
ti↓0

h(ti)− h(0)

ti
=
xi − x

ti
∈ T (x).
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Věta 333. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

FC(x) = cone (C − x) =
∪
λ≥0

λ(C − x), TC(x) = FC(x).

Důkaz (a) Necht’ y ∈ cone (C − x). Pokud y = 0, plat́ı y ∈ FC(x), nebot’ FC(x) je kužel. Pokud y ̸= 0,
existuje bod z ∈ C a č́ıslo λ > 0 tak, že y = λ(z − x) neboli x+ y/λ ∈ C. Jelikož množina C je konvexńı,
plat́ı x + ty ∈ C pro 0 ≤ t ≤ 1/λ, takže y ∈ FC(x). Necht’ naopak y ∈ FC(x). Pak x + ty ∈ C a tedy
ty ∈ C − x pro nějaké t > 0, což dává y ∈ cone (C − x).

(b) Necht’ y ∈ FC(x). Pak existuje t > 0 tak, že x+ ty ∈ C, pokud 0 ≤ t ≤ t. Zvolme posloupnosti yi = y,
ti = t/i, i ∈ N . Pak yi → y, ti ↓ 0 a x+yiti ∈ C, takže y ∈ TC(x). Plat́ı tedy FC(x) ⊂ TC(x) a jelikož TC(x)
je uzavřená množina, též FC(x) ⊂ TC(x). Necht’ naopak y ∈ TC(x). Pak existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0
takové, že x+ tiyi ∈ C. Označme zi = x+ tiyi ∈ C. Pak yi = (zi − x)/ti, takže yi ∈ cone (C − x). Jelikož
yi → y, plat́ı y ∈ cone (C − x), takže TC(x) ⊂ cone (C − x) = FC(x). 2

Věta 334. Necht’ C1, . . . Cm jsou uzavřené konvexńı množiny C = C1 ∩ · · · ∩ Cm a x ∈ C. Pak plat́ı

FC(x) = FC1(x) ∩ · · · ∩ FCm(x) (1178)

a pokud C⋄
1 ∩ · · · ∩ C⋄

m ̸= ∅, plat́ı
TC(x) = TC1(x) ∩ · · · ∩ TCm(x), (1179)

T ∗
C (x) = T ∗

C1
(x) + · · ·+ TC∗

m
(x). (1180)

Důkaz (a) Necht’ y ∈ FC(x). pak existuje č́ıslo t > 0 takové, že x+ ty ∈ C = C1 ∩ · · · ∩ Cm pro 0 ≤ t ≤ t.
Pak ale x + ty ∈ Ck, 1 ≤ k ≤ m, pro 0 ≤ t ≤ t, takže y ∈ FC1(x) ∩ · · · ∩ FCm(x). Necht’ naopak
y ∈ FC1(x) ∩ · · · ∩ FCm(x). Pak existuj́ı č́ısla tk > 0, 1 ≤ k ≤ m, taková, že x + ty ∈ Ck pro 0 ≤ t ≤ tk.
Plat́ı tedy x+ ty ∈ C1 ∩ · · · ∩ Cm pro 0 ≤ t ≤ min(t1, . . . , tm), neboli y ∈ FC(x).

(b) Pokud C⋄
1∩· · ·∩C⋄

m ̸= ∅, je též (FC1(x))
⋄∩· · ·∩(FCm(x))⋄ ̸= ∅, nebot’ podle věty 333 plat́ı Ck−x ⊂ FCk

(x)
a dimFCk

(x) = dim Ck, 1 ≤ k ≤ m. Použijeme-li větu 333, vztah (1178) a vztah (1174), dostaneme

TC(x) = FC(x) = FC1(x) ∩ · · · ∩ FCm(x) = FC1(x) ∩ · · · ∩ FCm(x) = TC1(x) ∩ · · · ∩ TCm(x).

(c) Vztah (1180) plyne z rovnost́ı (1179) a (1175), nebot’ Ck−x ⊂ TCk
(x), 1 ≤ k ≤ m, takže z C⋄

1∩· · ·∩C⋄
m ̸= ∅

plyne (TC1(x))
⋄ ∩ · · · ∩ (TCm(x))⋄ ̸= ∅. 2

Př́ıklad 18. Necht’ C1 = {y ∈ R2 : (y1− 1)2+ y22 ≤ 4} a C2 = {y ∈ R2 : (y1+1)2+ y22 ≤ 4} a x = [0,−
√
3]

(C1 je kruh se středem v bodě [1, 0] a poloměrem 2 a C2 je kruh se středem v bodě [−1, 0] a poloměrem 2).
Pak C⋄

1 ∩ C⋄
2 ̸= ∅ (tento pr̊unik obsahuje bod [0, 0]). Zřejmě

TC1(x) = {y = [y1, y2] ∈ R2, y1 ≥ −
√
3 y2}

TC2(x) = {y = [y1, y2] ∈ R2, y1 ≤
√
3 y2},

takže plat́ı
TC1∩C2(x) = TC1(x) ∩ TC2(x) = {y = [y1, y2] ∈ R2 : −

√
3y2 ≤ y1 ≤

√
3y2}.

Př́ıklad 19. Necht’ C1 = {y ∈ R2 : y21 + (y2 − 1)2 ≤ 1} a C2 = {y ∈ R2 : y21 + (y2 + 1)2 ≤ 1} a x = [0, 0]
(C1 je kruh se středem v bodě [0, 1] a poloměrem 1 a C2 je kruh se středem v bodě [0,−1] a poloměrem 1).
Pak C⋄

1 ∩ C⋄
2 = ∅. Zřejmě

FC1(x) = {λs : λ ≥ 0, s = [s1, s2] ∈ R2, s2 > 0} = {y = [y1, y2] ∈ R2, y2 > 0} ∪ [0, 0]

FC2(x) = {λs : λ ≥ 0, s = [s1, s2] ∈ R2, s2 < 0} = {y = [y1, y2] ∈ R2, y2 < 0} ∪ [0, 0],

takže tak jako v poznámce 415 dostaneme FC1(x)∩FC2(x) = {[0, 0]} a F⋄
C1
(x)∩F⋄

C2
(x) = ∅. Jelikož FC1(x)

je uzavřená horńı polorovina a FC1(x) je uzavřená dolńı polorovina, plat́ı

TC1∩C2(x) = FC1∩C2(x) = {[0, 0]} ≠ {[y1, 0] : y1 ∈ R} = FC1(x) ∩ FC2(x) = TC1(x) ∩ TC2(x).
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Věta 335. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım bodem. Pak TC(x) je
p̊unikem všech tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic, neboli

TC(x) =
∩

C−x⊂H(a,0)

H(a, 0).

Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, je i tečný kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné poloprostory H(ai, 0),
1 ≤ i ≤ m, takové, že

TC(x) =
m∩
i=1

H(ai, 0).

Důkaz (a) Označme K pr̊unik všech tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic.
Necht’ y ∈ cone (C − x). Pak existuje bod z ∈ C − x takový, že y = λz, λ ≥ 0, a pro libovolný tečný
poloprostor H(a, 0) množiny C − x plat́ı aT y = λaT z ≤ 0, neboli y ∈ H(a, 0). Plat́ı tedy cone (C − x) ⊂ K
a jelikož K je uzavřeným kuželem, též TC(x) ⊂ K.

(b) Necht’ y ∈ K a y ̸∈ TC(x). Jelikož TC(x) je uzavřená konvexńı množina, existuje podle věty 304 tečný
poloprostor této množiny takový, že TC(x) ⊂ H a y ̸∈ H. Podle věty 321 je 0 ∈ H, takže H je tečným
poloprostorem množiny C − x obsahuj́ıćım počátek souřadnic. Plat́ı tedy K ⊂ H a jelikož y ̸∈ H, muśı být
y ̸∈ K, což je ve sporu s předpokladem, že y ∈ K.

(c) Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, má tuto vlastnost i množina C − x. Jelikož C − x je pr̊unikem
konečného počtu poloprostor̊u, lze i v pr̊uniku definuj́ıćım TC(x) vybrat konečný počet poloprostor̊u. 2

Definice 114. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Normálovým kuželem množiny C v
bodě x nazveme množinu

NC(x) = T ∗
C (x),

kde T ∗
C (x) je polárńı kužel tečného kuželu TC(x).

Poznámka 433. Podle věty 324 je množina NC(x) uzavřeným konvexńım kuželem.

Věta 336. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Důkaz Plat́ı

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈ TC(x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈
∪
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈
∪
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Prvńı rovnost plyne z definic 110 a 114, druhá z věty 333, třet́ı z invariance neostré nerovnosti v̊uči
limitńımu přechodu a posledńı z invariance neostré nerovnosti v̊uči násobeńı nezáporným č́ıslem λ. 2

Věta 337. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım bodem. Pak NC(x)
je sjednoceńım normálových vektor̊u tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic,
neboli

NC(x) =
∪

C−x⊂H(a,0)

a.

Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, je i normálový kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné poloprostory
H(ai, 0), 1 ≤ i ≤ m, takové, že

NC(x) = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).
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Důkaz Toto tvrzeńı je d̊usledkem věty 328, věty 329 a věty 335. Vztah pro polyedrálńı množinu plyne
též z poznámky 427 a z věty 334, nebot’ podle (1180) pro K = H(a1, 0) ∩ · · · ∩ H(am, 0) plat́ı

NK = T ∗
K = K∗ = H∗(a1, 0) + · · ·+H∗(am, 0) = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

2

Význam tečného kuželu TC(x) a normálového kuželu NC(x) pro charakterizaci lokálńıho minima spojitě
diferencovatelné funkce F na množně C ∈ Rn dokládá tato věta.

Věta 338. Necht’ C ∈ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Nabývá-li funkce F : Rn → R, která je spojitě
diferencovatelná v nějakém okoĺı B(x, ε) bodu x, v tomto bodě lokálńıho minima na C, plat́ı −g(x) ∈ NC(x).

Důkaz Necht’ −g(x) ̸∈ NC(x). Pak podle definice 114 existuje vektor y ∈ TC(x) takový, že −g(x)T y > 0.
Jelikož y ∈ TC(x), existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C. Podle věty o středńı hodnotě
plat́ı

F (x+ tiyi) = F (x) + tig
T (x)yi + o(tiyi) = F (x) + tig

T (x)y + tig
T (x)(yi − y) + o(tiyi)

≤ F (x) + ti(g
T (x)y + ∥g(x)∥∥yi − y∥+ o(1)).

Jelikož ∥yi − y∥ → 0 a o(1) → 0 pro i→ ∞, existuje index i ∈ N takový, že

∥yi − y∥ ≤ − gT (x)y

3∥g(x)∥
, o(1) ≤ −g

T (x)y

3

pro i ≥ i. Můžeme tedy psát

F (x+ tiyi) ≤ F (x) + ti

(
gT (x)y − gT (x)y

3
− gT (x)y

3

)
= F (x) + ti

gT (x)y

3
< F (x)

pro i ≥ i, což je ve sporu s definićı lokálńıho minima, nebot’ x+ tiyi ∈ C a x+ tiyi → x. 2

Poznámka 434. Podmı́nku −g(x) ∈ NC(x) lze zapsat ve tvaru 0 ∈ g(x) +NC(x).

Poznámka 435. Je-li x vnitřńım bodem množiny C, plat́ı TC(x) = Rn a NC(x) = {0}, takže tvrzeńı
věty 338 je ekvivalentńı prvńı části tvrzeńı věty 3 (plat́ı g(x) = 0).

Věta 339. Necht’ C ∈ Rn je polyedrálńı množina a bod x ∈ C je jej́ım hraničńım bodem (takže podle
věty 335 plat́ı TC(x) =

∩m
i=1 H(ai, 0)). Je-li bod x lokálńım minimem funkce F : Rn → R, která je spojitě

diferencovatelná v nějakém okoĺı B(x, ε) bodu x, existuj́ı č́ısla λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m taková, že

−g(x) =
m∑
i=1

λiai.

Důkaz Dokazované tvrzeńı je d̊usledkem věty 329 a věty 338. Poznamenejme, že polyedrálńı množina je
vždy konvexńı 2

15.3 Konvexńı funkce

Definice 115. Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině C ⊂ Rn, plat́ı-li

F (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λF (x1) + (1− λ)F (x2) ∀ 0 ≤ λ ≤ 1, (1181)

kdykoliv x1 ∈ C a x2 ∈ C. Řekneme, že funkce F : Rn → R je ryze konvexńı na konvexńı množině C ⊂ Rn,
plat́ı-li

F (λx1 + (1− λ)x2) < λF (x1) + (1− λ)F (x2) ∀ 0 < λ < 1, (1182)

kdykoliv x1 ∈ C, x2 ∈ C a x1 ̸= x2. Poznamenejme, že ryze konvexńı funkce je vždy konvexńı, neboť pro
λ = 0, λ = 1 nebo x1 = x2 plat́ı v (1181) rovnost pro každou funkci F : Rn → R.
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Poznámka 436. Vztahy (1181) a (1182) můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru

F (x1 + λ′(x2 − x1)) ≤ F (x1) + λ′(F (x2)− F (x1)) ∀ 0 ≤ λ′ ≤ 1,

F (x1 + λ′(x2 − x1)) < F (x1) + λ′(F (x2)− F (x1)) ∀ 0 < λ′ < 1,

kde λ′ = 1− λ.

Poznámka 437. Indukćı snadno dokážeme, že z xi ∈ C, λi ≥ 0 a
∑m

i=1 λi = 1 plyne

F

(
m∑
i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λiF (xi),

pokud F je konvexńı na C (princip d̊ukazu je shodný s postupem uvedeným v d̊ukazu věty 292).

Důležitou vlastnost konvexńıch funkćı, které nejsou ryze konvexńı udává tato věta.

Věta 340. Je-li funkce F konvexńı, ale neńı ryze konvexńı na C, existuj́ı body x ∈ C, y ∈ C, y ̸= x takové,
že funkce F je lineárńı na úsečce [x, y].

Důkaz Je li funkce F konvexńı, ale neńı ryze konvexńı na C existuj́ı body x ∈ C, y ∈ C, y ̸= x a č́ıslo
0 < λ′ < 1 tak, že

x′ = x+ λ′(y − x) ∈ C, F (x′) = F (x) + λ′(F (y)− F (x)) (1183)

(použ́ıváme nerovnosti uvedené v poznámce 436, kde x1 = y a x2 = x). Předpokládejme, že pro nějaké
č́ıslo λ′ < λ′′ < 1 plat́ı

x′′ = x+ λ′′(y − x) ∈ C, F (x′′) < F (x) + λ′′(F (y)− F (x)). (1184)

Bod x′ lze vyjádřit ve tvaru

x′ = x+ λ(x′′ − x) = x+ λ(x+ λ′′(y − x)− x) = x+ λλ′′(y − x),

takže λ′ = λλ′′. Protože funkce F je konvexńı na C a plat́ı (1184), dostaneme

F (x′) ≤ F (x) + λ(F (x′′)− F (x)) < F (x) + λ(F (x) + λ′′(F (y)− F (x))− F (x))

= F (x) + λλ′′(F (y)− F (x)) = F (x) + λ′(F (y)− F (x))

což je ve sporu s (1183). Muśı tedy platit F (x + λ′′(y − x)) − F (x) = λ′′(F (y) − F (x)) pro λ′ ≤ λ′′ ≤ 1,
což znamená, že funkce F je lineárńı na úsečce [x′, y]. Abychom dokázali, že funkce F je lineárńı na úsečce
[x, x′], stač́ı obrátit pořad́ı bod̊u x a y. 2

Definice 116. Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, existuje-li č́ıslo ε > 0
takové, že F je definovaná a konvexńı v B(x, ε) = {y : ∥y − x∥ < ε}. Řekneme, že funkce F : Rn → R je
ryze konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, je-li ryze konvexńı v B(x, ε).

Poznámka 438. Polož́ıme-li C = B(x, ε), lze definici 116 nahradit definićı 115. Muśıme však mı́t na
paměti, že množina C je v tomto př́ıpadě otevřená, takže má dimenzi n.

Věta 341. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F je lipschitzovská v okoĺı
bodu x.

Důkaz Jelikož F je konvexńı v okoĺı bodu x, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F je definovaná a konvexńı v
B(x, ε

√
n+ 1) a tud́ıž i v nadkrychli

N(x, ε) = {y ∈ Rn : xi − ε ≤ yi ≤ xi + ε, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ B(x, ε
√
n+ 1).

Necht’ y(k), 1 ≤ k ≤ 2n, jsou vrcholy této nadkrychle. Označme

536



M = max
1≤k≤2n

F (y(k)).

Jelikož každý bod N(x, ε) lze podle věty 308 vyjádřit jako konvexńı kombinaci vrchol̊u y(k), 1 ≤ k ≤ 2n,
plat́ı to i o bodech okoĺı B(x, ε) ⊂ N(x, ε). Necht’ tedy y ∈ B(x, ε). Pak plat́ı

y =

2n∑
k=1

λky
(k),

2n∑
k=1

λk = 1,

kde λk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ 2n, takže

F (y) = F

(
2n∑
k=1

λky
(k)

)
≤

2n∑
k=1

λkF (y
(k)) ≤M

2n∑
k=1

λk =M.

Funkce F je tedy omezená shora na B(x, ε). Zvolme nyńı y ∈ B(x, ε) a položme y′ = 2x − y. Pak
∥y′ − x∥ = ∥x− y∥ < ε takže y′ ∈ B(x, ε). Z konvexity plyne

F (x) = F

(
y + y′

2

)
≤ 1

2
(F (y) + F (y′)),

takže

F (y) ≥ 2F (x)− F (y′) ≥ 2F (x)−M

a funkce F je omezená zdola na B(x, ε). Položme δ = ε/2 am = 2F (x)−M . Necht’ z ∈ B(x, δ), z′ ∈ B(x, δ)
a z ̸= z′. Položme

z′′ = z′ + δ
z′ − z

∥z′ − z∥
∈ B(x, ε).

Př́ımým výpočtem dostaneme

z′ =
∥z′ − z∥

δ + ∥z′ − z∥
z′′ +

δ

δ + ∥z′ − z∥
z

a z konvexity plyne

F (z′)− F (z) ≤ ∥z′ − z∥
δ + ∥z′ − z∥

F (z′′) +
δ

δ + ∥z′ − z∥
F (z)− F (z)

=
∥z′ − z∥

δ + ∥z′ − z∥
(F (z′′)− F (z)) ≤ 1

δ
∥z′ − z∥(M −m).

Jelikož nezálež́ı na pořad́ı bod̊u z a z′, dostaneme

|F (z′)− F (z)| ≤ M −m

δ
∥z′ − z∥,

takže F je lipschitzovská s konstantou L = (M −m)/δ na B(x, δ). 2

Lemma 125. Necht’ funkce φ : R → R je konvexńı na intervalu [a, b] a necht’ a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b. Pak
plat́ı

φ(t2)− φ(t1)

t2 − t1
≤ φ(t3)− φ(t1)

t3 − t1
≤ φ(t3)− φ(t2)

t3 − t2
.

Je-li funkce φ ryze konvexńı, plat́ı

φ(t2)− φ(t1)

t2 − t1
<
φ(t3)− φ(t1)

t3 − t1
<
φ(t3)− φ(t2)

t3 − t2
.
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Důkaz Zřejmě

t2 = t1 +
t2 − t1
t3 − t1

(t3 − t1),

kde 0 < (t2 − t1)/(t3 − t1) < 1. Z konvexity funkce φ (poznámka 436) pak dostaneme

φ(t2) ≤ φ(t1) +
t2 − t1
t3 − t1

(φ(t3)− φ(t1)),

což dokazuje levou nerovnost. Pravá nerovnost se dokazuje analogicky pomoćı vztahu

t3 = t2 +
t3 − t2
t3 − t1

(t3 − t1).

Z konvexity funkce φ pak plyne

φ(t3) ≤ φ(t2) +
t3 − t2
t3 − t1

(φ(t3)− φ(t1)),

což dokazuje pravou nerovnost. Je-li funkce φ ryze konvexńı, lze použ́ıt ostré nerovnosti. 2

Definice 117. Řekneme, že funkce F : Rn → R má v bodě x ∈ Rn směrovou derivaci ve směru h ∈ Rn,
existuje-li konečná limita

F ′(x, h) = lim
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
(1185)

(symbol t ↓ 0 znač́ı, že t > 0 a t→ 0).

Věta 342. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je konvexńı a lipschitzovská
s nějakou konstantou L v nějaké nadkouli B(x, ε), ε > 0). Pak:

(a) Směrová derivace F ′(x, h) existuje pro každé h ∈ Rn a plat́ı

F ′(x, h) = inf
0<t<ε/∥h∥

F (x+ th)− F (x)

t

(diferenčńı pod́ıl v tomto vyjádřeńı je neklesaj́ıćı funkćı proměnné t, 0 < t < ε/∥h∥).
(b) Funkce F ′(x, ·) : Rn → R je pozitivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(c) Funkce F ′(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F ′(xi, hi) ≤ F ′(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

Důkaz (a) Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε). Podle lemmatu 125 je funkce

φ(t) =
F (x+ th)− F (x)

t

neklesaj́ıćı (levá nerovnost) a zdola omezená pro 0 < t < ε/∥h∥ (kdy x + th ∈ B(x, ε)). Existuje tedy
limita (1185). Zbytek tvrzeńı (a) plyne z toho, že φ(t) je neklesaj́ıćı pro 0 < t < ε/∥h∥.

(b) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

F ′(x, λh) = lim
t↓0

F (x+ tλh)− F (x)

t
= λ lim

t↓0

F (x+ tλh)− F (x)

λt
= λF ′(x, h),
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takže F ′(x, ·) je pozitivně homogenńı. Dále plat́ı

F ′(x, h1 + h2) = lim
t↓0

F (x+ t(h1 + h2))− F (x)

t

= lim
t↓0

F
(
1
2 (x+ 2th1) +

1
2 (x+ 2th2)

)
− F (x)

t

≤ lim
t↓0

F (x+ 2th1)− F (x)

2t
+ lim

t↓0

F (x+ 2th2)− F (x)

2t

= F ′(x, h1) + F ′(x, h2),

takže F ′(x, ·) je subaditivńı. Dále plat́ı

F (x+ th2)− F (x+ th1) ≤ Lt∥h2 − h1∥

pro t > 0. Můžeme tedy psát

lim
t↓0

F (x+ th2)− F (x)

t
≤ lim

t↓0

F (x+ th1)− F (x)

t
+ L∥h2 − h1∥,

takže

F ′(x, h2)− F ′(x, h1) ≤ L∥h2 − h1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|F ′(x, h2)− F ′(x, h1)| ≤ L∥h2 − h1∥,

což dokazuje lipschitzovskost F (x, ·).

(c) Necht’ xi → x a hi → h. Položme ti =
√

∥xi − x∥ + 1/i (člen 1/i je tam proto, aby platilo ti > 0 i
když xi = x) a předpokládejme bez újmy na obecnosti, že všechny body x+ tih, x+ tihi a xi + tihi lež́ı v
B(x, ε). Pak podle (a) plat́ı

F ′(xi, hi) ≤
F (xi + tihi)− F (xi)

ti
=
F (x+ tih)− F (x)

ti
+
F (xi + tihi)− F (x+ tih)

ti
+
F (x)− F (xi)

ti
.

Ale

|F (xi + tihi)− F (x+ tih)|
ti

≤ L(∥xi − x∥+ ti∥hi − h∥)
ti

≤ L(
√
∥xi − x∥+ ∥hi − h∥) → 0

a

|F (xi)− F (x)|
ti

≤ L∥xi − x∥
ti

≤ L
√
∥xi − x∥ → 0.

Můžeme tedy psát

lim sup
i→∞

F ′(xi, hi) ≤ lim sup
i→∞

F (x+ tih)− F (x)

ti
= lim

t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
= F ′(x, h)

2

Poznámka 439. Z části (b) d̊ukazu věty 342 vyplývá, že pokud směrová derivace F ′(x, ·) existuje, je
pozitivně homogenńı a je-li funkce F : Rn → R lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, je F ′(x, ·) lipschitzovská
a tud́ıž spojitá (tato dvě d́ılč́ı tvrzeńı nevyžaduj́ı konvexitu).
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Poznámka 440. Podle definice 117 plat́ı F ′(x, 0) = 0, takže podle věty 342 (b) dostaneme

|F ′(x, h)| = |F ′(x, h)− F ′(x, 0)| ≤ L∥h∥.

Definice 118. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Elementy g ∈ ∂F (x) budeme nazývat subgradienty funkce F
v bodě x.

Věta 343. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je konvexńı a lipschitzovská
s nějakou konstantou L v nějaké nadkouli B(x, ε), ε > 0). Pak:

(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥g∥ ≤ L ∀g ∈ ∂F (x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak g ∈ ∂F (x) (polospojitost shora).

(d) Vztah g ∈ ∂F (x) plat́ı právě tehdy, když

F (x+ h)− F (x) ≥ gTh ∀h ∈ B(0, ε). (1186)

Důkaz (a) Podle věty 342 (b) je funkce F ′(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (d̊usledek 31) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ F ′(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂F (x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂F (x), g2 ∈ ∂F (x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)
Th = λ1g

T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1F

′(x, h) + λ2F
′(x, h) = F ′(x, h),

takže subdiferenciál ∂F (x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂F (x). Podle definice 118 a poznámky 440 plat́ı

∥g∥2 = gT g ≤ F ′(x, g) ≤ L∥g∥,

čili ∥g∥ ≤ L, takže subdiferenciál ∂F (x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂F (x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ F ′(x, h),

takže g ∈ ∂F (x) a subdiferenciál ∂F (x) je uzavřený.

(b) Podle definice 118 plat́ı

F ′(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
. (1187)

Uvažujme lineárńı funkci l(λh) = λF ′(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂
Rn. Jelikož F ′(x, ·) je pozitivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
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g ∈ Rn takový, že F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λF ′(x, h). Tedy g ∈ ∂F (x) a pro λ = 1
dostaneme F ′(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (1187).

(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂F (xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ lim sup
i→∞

F ′(xi, h).

Podle věty 342 (c) je funkce F ′(·, .) shora polospojitá, takže gTh ≤ F ′(x, h).

(d) Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε) a g ∈ ∂F (x). Podle definice 118 a věty 342 (a) plat́ı

gTh ≤ F ′(x, h) ≤ F (x+ th)− F (x)

t

pro 0 < t ≤ 1 a h ∈ B(0, ε). Zvoĺıme-li t = 1, dostaneme (1186). Plat́ı-li (1186), plat́ı též

gTh ≤ F (x+ th)− F (x)

t

pro 0 < t ≤ 1 a h ∈ B(0, ε). Provedeme-li limitńı přechod tak jako v definici 117, dostaneme gTh ≤ F ′(x, h)
∀h ∈ B(0, ε), což podle definice 118 dává g ∈ ∂F (x). 2

Poznámka 441. Porovnáme-li větu 343 (b) s poznámkou 424, vid́ıme, že směrová derivace je opěrnou
funkćı subdiferenciálu, neboli

F ′(x, h) = δ∂F (x)(h).

Je-li funkce F diferencovatelná, obsahuje subdiferenciál jediný prvek, gradient funkce F .

Věta 344. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v bodě x ∈ Rn.
Pak plat́ı ∂F (x) = {∇F (x)}.

Důkaz Je-li F diferencovatelná v bodě x ∈ Rn, můžeme psát

F ′(x, h) = (∇F (x))Th.
Necht’ g ∈ ∂F (x). Pak podle definice 118 plat́ı

(∇F (x))Th ≥ gTh ∀h ∈ Rn.

Pro žádný vektor h ∈ Rn nemůže nastat př́ıpad, kdy (∇F (x))Th > gTh, nebot’ v tomto př́ıpadě by muselo
platit (∇F (x))T (−h) < gT (−h), což je podle definice subdiferenciálu nemožné. Tedy (∇F (x))Th = gTh
∀h ∈ Rn, neboli g = ∇F (x). 2

Poznámka 442. Necht’ F (x) = ∥x∥ je eukleidovská norma. Tato funkce je konvexńı a spojitě diferenco-
vatelná v Rn \ {0}. Pokud x ̸= 0, podle lemmatu 64 plat́ı

∂∥x∥ = {∇F (x)} =

{
x

∥x∥

}
.

Pokud x = 0, podle definice 118 je g ∈ ∂∥0∥ právě tehdy, když pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh ≤ F ′(0, h) = lim
t↓0

∥th∥
t

= ∥h∥.

Jestliže ∥g∥ ≤ 1, plat́ı podle Schwarzovy nerovnosti gTh ≤ ∥g∥∥h∥ ≤ ∥h∥, takže g ∈ ∂∥0∥. Jestliže ∥g∥ > 1,
můžeme psát gT g = ∥g∥2 > ∥g∥, takže g ̸∈ ∂∥0∥. Plat́ı tedy

∂∥0∥ = {g ∈ Rn : ∥g∥ ≤ 1}.
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Věta 345. Necht’ F (x) = ∥x∥P je nějaká obecná (primárńı) norma. Pak plat́ı

∂∥x∥P = {g ∈ Rn : ∥g∥D ≤ 1, gTx = ∥x∥P }. (1188)

kde
∥g∥D = max

∥h∥P=1
gTh, (1189)

je př́ıslušná duálńı norma.

Důkaz Stejným zp̊usobem jako v poznámce 442 lze ukázat, že g ∈ ∂∥0∥P právě tehdy, když pro libovolný
vektor h ∈ Rn plat́ı gTh ≤ ∥h∥P , neboli gTh ≤ 1, pokud ∥h∥P = 1. Použijeme-li (1189) vid́ıme, že
g ∈ ∂∥0∥P právě tehdy když ∥g∥D ≤ 1. Pokud x = 0 je rovnost gTx = ∥x∥P splněna pro libovolný vektor
g ∈ Rn. Necht’ tedy x ̸= 0 a g ∈ ∂∥x∥P . Pak podle věty 343 (d) plat́ı

2∥x∥P = ∥x+ x∥P ≥ ∥x∥P + gTx ⇒ gTx ≤ ∥x∥P ,
0 = ∥x− x∥P ≥ ∥x∥P − gTx ⇒ gTx ≥ ∥x∥P ,

což dohromady dává gTx = ∥x∥P . Z definice duálńı normy plyne, že gTx ≤ ∥g∥D∥x∥P , takže ∥g∥D ≥ 1.
Ukážeme, že ∥g∥D = 1. Pokud by platilo ∥g∥D > 1, existoval by podle definice duálńı normy vektor h ∈ Rn

takový, že ∥h∥P = 1 a gTh = ∥g∥D∥h∥P > 1 a dostali bychom nerovnost

∥x∥P + 1 = ∥x∥P + ∥h∥P ≥ ∥x+ h∥P ≥ ∥x∥P + gTh > ∥x∥P + 1,

což je spor. Plat́ı tedy
∂∥x∥P ∈ {g ∈ Rn : ∥g∥D ≤ 1, gTx = ∥x∥P }.

Necht’ naopak x ̸= 0, g ∈ G, kde G je množina uvedená na pravé straně rovnosti (1188), a z ∈ Rn. Jelikož
∥g∥D ≤ 1 a gTx = ∥x∥P , dostaneme použit́ım definice duálńı normy

∥z∥P ≥ ∥z∥P ∥g∥D ≥ gT z = gTx+ gT (z − x) = ∥x∥P + gT (z − x),

což podle věty 343 (d) dává g ∈ ∂∥x∥P . 2

Poznámka 443. Funkce F (x) = ∥x∥P nemuśı být spojitě diferencovatelná v Rn \ {0}. Norma ∥x∥1 neńı
diferencovatelná v bodech kde je některá složka vektoru x nulová. Použijeme-li (1188), dostaneme

∂∥x∥1 = {g ∈ Rn : ∥g∥∞ ≤ 1, gTx = ∥x∥1}.

Norma ∥x∥∞ neńı diferencovatelná v bodech kde se absolutńı hodnota v́ıce složek vektoru x rovná ∥x∥∞.
Použijeme-li (1188), dostaneme

∂∥x∥∞ = {g ∈ Rn : ∥g∥1 ≤ 1, gTx = ∥x∥∞}.

Subdiferenciál je užitečný nástroj, který lze použ́ıt k formulaci podmı́nek optimality pro nehladké
konvexńı funkce.

Věta 346. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F má v bodě x lokálńı
minimum právě tehdy, když 0 ∈ ∂F (x).

Důkaz Podle věty 342 (a) má funkce F : Rn → R v bodě x ∈ Rn lokálńı minimum právě tehdy, když
F ′(x, h) ≥ 0, ∀h ∈ Rn. Podle definice 118 tedy plat́ı 0 ∈ ∂F (x). Jestliže 0 ∈ ∂F (x), existuje podle
věty 343 (d) č́ıslo ε > 0 takové, že F (x + h) − F (x) ≥ 0 ∀h ∈ B(0, ε), takže F má v bodě x lokálńı
minimum. 2

Věta 347. Necht’ C ∈ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ C a funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı
bodu x. Pak F má v bodě x lokálńı minimum na C právě tehdy, když 0 ∈ ∂F (x) +NC(x).
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Důkaz (a) Jestliže 0 ∈ ∂F (x) + NC(x), existuje vektor g∗ ∈ ∂F (x) takový že −g∗ ∈ NC(x). Pro tento
vektor plat́ı −(g∗)Th ≤ 0 ∀h ∈ TC(x) a podle věty 343 (b) lze psát

F ′(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
≥ (g∗)Th ≥ 0, ∀h ∈ TC(x).

Podle věty 342 (a) existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F (x + th) ≥ F (x) + tF ′(x, h) ≥ F (x), pokud t > 0,
h ∈ TC(x) a x+ th ∈ B(x, ε), takže bod x je lokálńım minimem funkce F na (x+ TC(x)) ∩ B(x, ε) a tud́ıž
i na C ∩ B(x, ε) ⊂ (x+ TC(x)) ∩ B(x, ε) (věta 332).

(b) Nutnost podmı́nky 0 ∈ ∂F (x)+NC(x) plyne bezprostředně z obecněǰśı věty 361, nebot’ konvexńı funkce
je regulárńı (ve smyslu definice 122). 2

Spojitě diferencovatelné konvexńı funkce lze vyšetřovat pomoćı prostředk̊u lineárńı algebry, nebot’ kon-
vexita implikuje pozitivńı semidefinitnost Hessovy matice a ryźı konvexita je d̊usledkem pozitivńı definit-
nosti Hessovy matice.

Věta 348. Necht’ funkce F : Rn → R je spojitě diferencovatelná v otevřené konvexńı množině C ⊂ Rn.
Pak

(a) Funkce F je konvexńı v C právě tehdy, když F (y)− F (x) ≥ (∇F (x))T (y − x), pokud x ∈ C a y ∈ C.
(b) Funkce F je ryze konvexńı v C právě tehdy, když F (y) − F (x) > (∇F (x))T (y − x), pokud x ∈ C,

y ∈ C a y ̸= x.

Důkaz (a) Je-li funkce F konvexńı v C a plat́ı-li x ∈ C a y ∈ C, můžeme psát F (x + t(y − x)) ≤
F (x) + t(F (y)− F (x)) pro 0 ≤ t ≤ 1 (poznámka 436), takže

(∇F (x))T (y − x) = F ′(x, y − x) = lim
t↓0

F (x+ t(y − x))− F (x)

t
≤ F (y)− F (x). (1190)

Necht’ naopak

F (x)− F (z) ≥ (∇F (z))T (x− z), F (y)− F (z) ≥ (∇F (z))T (y − z),

pokud x ∈ C, y ∈ C a z = λ1x + λ2y, kde λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 a λ1 + λ2 = 1 (takže z ∈ C). Vynásobeńım
uvedených nerovnost́ı č́ısly λ1, λ2 a jejich sečteńım dostaneme

λ1F (x) + λ2F (y)− F (z) ≥ (∇F (z))T (λ1x+ λ2y − z) = 0,

což dává F (z) = F (λ1x+ λ2y) ≤ λ1F (x) + λ2F (y). Protože vektory x ∈ C, y ∈ C lze vybrat libovolně, je
funkce F konvexńı v C.

(b) Důkaz tvrzeńı (b) je v podstatě stejný jako d̊ukaz tvrzeńı (a), použ́ıvaj́ı se však ostré nerovnosti. Plat́ı
F (x+ t(y− x) < F (x) + t(F (y)−F (x)) pro 0 < t < 1 a jelikož podle věty 342 je diferenčńı pod́ıl v (1190)
neklesaj́ıćı, dostaneme (∇F (x))T (y − x) < F (y)− F (x). Ve zbylé části d̊ukazu voĺıme body x ∈ C, y ∈ C
a z ∈ C tak, že y ̸= x a λ1 > 0, λ2 > 0. 2

Věta 349. Necht’ funkce F : Rn → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v otevřené konvexńı množině
C ⊂ Rn. Pak

(a) Funkce F je konvexńı v C právě tehdy, je-li jej́ı Hessova matice pozitivně semidefinitńı v C.
(b) Funkce F je ryze konvexńı v C, je-li jej́ı Hessova matice pozitivně definitńı v C.

Důkaz (a) Necht’ funkce F je konvexńı v C ale jej́ı Hessova matice neńı pozitivně semidefinitńı v C. Pak
existuje bod x ∈ C a vektor v ∈ Rn, ∥v∥ = 1, tak, že vT∇2F (x)v = λ(∇2F (x)) < 0. Ze spojitosti
Hessovy matice a z otevřenosti množiny C plyne existence č́ısla α > 0 takového, že y = x + αv ∈ C a
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vT∇2F (x + αv)v ≤ λ(∇2F (x))/2 < 0 ∀0 ≤ α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě existuje č́ıslo
0 ≤ α̃ ≤ α takové, že

F (y)− F (x) = (∇F (x))T (y − x) +
1

2
(y − x)T∇2F (x+ α̃v)(y − x)

≤ (∇F (x))T (y − x) +
1

4
λ(∇2F (x)) < (∇F (x))T (y − x),

takže podle věty 348 neńı funkce F konvexńı v C. Necht’ naopak Hessova matice funkce F je pozitivně
semidefinitńı v C a x ∈ C. Podle věty o středńı hodnotě pro libovolný vektor y ∈ C plat́ı

F (y)− F (x) = (∇F (x))T (y − x) +
1

2
(y − x)T∇2F (z)(y − x), (1191)

kde z = x + λ(y − x) a 0 < λ < 1 (takže z ∈ C). Jelikož matice ∇2F (z) je pozitivně semidefinitńı (takže
(y − x)T∇2F (z)(y − x) ≥ 0), můžeme psát F (y) − F (x) ≥ (∇F (x))T (y − x), což spolu s tvrzeńım (a)
věty 348 implikuje konvexitu funkce F .

(b) Je-li Hessova matice funkce F pozitivně definitńı v C, plat́ı (y − x)T∇2F (z)(y − x) > 0, pokud z ∈ C,
takže po dosazeńı do (1191) dostaneme F (y)−F (x) > (∇F (x))T (y−x), což spolu s tvrzeńım (b) věty 348
implikuje ryźı konvexitu funkce F . 2

Poznámka 444. Tvrzeńı (b) věty 349 nelze obrátit. Funkce F : R→ R, zadaná předpisem F (x) = x4, je
ryze konvexńı podle věty 348, nebot’ pro x ∈ R, y ∈ R a y ̸= x plat́ı

F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x) = y4 − x4 − 4x3(y − x) = (y − x)2((y − x)2 + 2x2) > 0

(posledńı rovnost lze ověřit roznásobeńım). Jelikož F ′′(x) = 12x2, takže F ′′(0) = 0, neńı Hessova matice
funkce F pozitivně definitńı v bodě x = 0. Uvedený př́ıklad zároveň ukazuje, že i u jednoduchých funkćı
může být ověřeńı konvexity podle definice 115 velmi komplikované, zat́ımco určeńı pozitivńı semidefinit-
nosti nebo pozitivńı definitnosti Hessovy matice nečińı pot́ıže.

Některé daľśı vlastnosti subdiferenciál̊u konvexńıch funkćı budou v obecněǰśı podobě uvedeny v následu-
j́ıćım odd́ılu (věta 362 a věta 363). Ukážeme ještě, jak lze vlastnosti konvexńıch funkćı použ́ıt k vyšetřováńı
konvexńıch množin.

Věta 350. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

TC(x) = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}

(d′C(x, y) je směrová derivace funkce dC(x) ve směru y ∈ Rn).

Důkaz Jelikož množina C je konvexńı, je podle věty 300 funkce dC(x) konvexńı a podle věty 304 existuje
v každém bodě x ∈ C jej́ı směrová derivace d′C(x, y), y ∈ Rn.

(a) Označme K = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}. Předpokládejme nejprve, že y ∈ TC(x). Pak existuj́ı
posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x + tiyi ∈ C. Jelikož d′C(x, y) ≥ 0 (plyne to z toho, že dC(x) = 0 a
dC(z) ≥ 0 ∀z ∈ Rn), stač́ı dokázat, že d′C(x, y) ≤ 0. Plat́ı

d′C(x, y) = lim
t↓0

dC(x+ ty)− dC(x)

t
= lim

i→∞

dC(x+ tiy)− dC(x)

ti
= lim

i→∞

minz∈C ∥x+ tiy − z∥
ti

≤ lim
i→∞

minz∈C ∥x+ tiyi − z∥+ ti∥y − yi∥
ti

.

Ale minz∈C ∥x+ tiyi − z∥ = 0, nebot’ x+ tiyi ∈ C. Můžeme tedy psát

d′C(x, y) ≤ lim
i→∞

ti∥y − yi∥
ti

= lim
i→∞

∥y − yi∥
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a jelikož yi → y, dostaneme d′C(x, y) ≤ 0. Tedy d′C(x, y) = 0, čili y ∈ K, což dává TC(x) ⊂ K.

(b) Necht’ y ∈ K a ti ↓ 0. Z definice množiny K plyne, že

d′C(x, y) = lim
i→∞

dC(x+ tiy)

ti
= 0.

Necht’ body zi ∈ C, i ∈ N , jsou zvoleny tak, že

∥x+ tiy − zi∥ ≤ dC(x+ tiy) +
ti
i

(což je možné vzhledem k definici vzdálenosti dC(x+ tiy)). Položme yi = (zi − x)/ti, i ∈ N . Pak plat́ı

x+ tiyi = x+ (zi − x) = zi ∈ C
a

∥y − yi∥ = ∥y − zi − x

ti
∥ =

1

ti
∥x+ tiy − zi∥ ≤ dC(x+ tiy)

ti
+

1

i
,

takže

lim
i→∞

∥y − yi∥ = d′C(x, y) + lim
i→∞

1

i
= 0.

Tedy yi → y, ti ↓ 0 a x+ tiyi ∈ C, takže y ∈ TC(x), což dává K ⊂ TC(x). 2

Věta 351. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina. Pak funkce dC(x) je konvexńı a plat́ı

∂dC(x) =

{
x− P (x)

∥x− P (x)∥

}
, x ̸∈ C,

∂dC(x) = NC(x) ∩ B(0, 1), x ∈ C.

Důkaz Podle věty 300 je funkce dC konvexńı a ke každému bodu x ∈ Rn existuje právě jeden bod
xC = P (x) ∈ C takový, že dC(x) = ∥x − xC∥. Necht’ z ∈ Rn. Pak dC(z) ≤ ∥z − xC∥ a pokud g ∈ ∂dC(x),
plat́ı

gT (z − x) ≤ dC(z)− dC(x) ≤ ∥z − xC∥ − ∥x− xC∥,
takže g ∈ ∂∥x− xC∥, což dává ∂dC(x) ⊂ ∂∥x− xC∥ (bod xC považujeme nyńı za pevný).

(a) Pokud x ̸∈ C, obsahuje množina ∂∥x− xC∥ jediný prvek g = (x− xC)/∥x− xC∥ (poznámka 442).

(b) Necht’ x ∈ C a g ∈ ∂dC(x). Pak dC(x) = 0 a pro libovolný vektor z ∈ C plat́ı

0 = dC(z)− dC(x) ≥ gT (z − x),

což podle věty 336 dává g ∈ NC(x). Již jsme dokázali, že g ∈ ∂∥x − xC∥, což podle poznámky 442 dává
g ∈ B(0, 1). Lze tedy psát ∂dC(x) ⊂ NC(x) ∩ B(0, 1). Necht’ nyńı g ∈ NC(x) ∩ B(0, 1). Jelikož ∥g∥ ≤ 1 a
dC(x) = 0, můžeme pro libovolný vektor z ∈ Rn psát

dC(z)− dC(x) = min
y∈C

∥z − y∥ ≥ min
y∈C

∥z − y∥∥g∥ ≥ min
y∈C

gT (z − y) = gT (z − x) + min
y∈C

gT (x− y) ≥ gT (z − x)

(nebot’ g ∈ NC(x) a tud́ıž gT (y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C), takže podle věty 343 (d) plat́ı g ∈ ∂dC(x). 2

Důsledek 36. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

NC(x) = cone ∂dC(x) =
∪
λ≥0

λ∂dC(x).

Důkaz Jelikož ∂dC(x) = NC(x)∩B(0, 1), plat́ı 0 ∈ NC(x) i 0 ∈ cone ∂dC(x). Necht’ g ̸= 0 a g ∈ NC(x). Pak
g/∥g∥ ∈ NC(x) ∩ B(0, 1) = ∂dC(x), takže g ∈ cone ∂dC(x). Necht’ g ̸= 0 a g ∈ cone ∂dC(x). Pak g = ∥g∥g̃,
kde g̃ ∈ NC(x) (nebot’ ∥g̃∥ = 1 a ∂dC(x) = NC(x) ∩ B(0, 1)), takže g ∈ NC(x). 2
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15.4 Lipschitzovské funkce

Definice 119. Řekneme, že funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn (s konstantou L),
existuje-li č́ıslo ε > 0 takové, že plat́ı

|F (x2)− F (x1)| ≤ L∥x2 − x1∥, (1192)

pokud x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε). Řekneme, že funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v otevřené
množině Ω ⊂ Rn, je-li lipschitzovská v okoĺı každého bodu x ∈ Ω.

Definice 120. Zobecněnou (Clarkovu) směrovou derivaci funkce F : Rn → R v bodě x ∈ Rn ve směru
h ∈ Rn definujeme předpisem

F 0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th)− F (y)

t
. (1193)

Poznámka 445. Je-li F 0(x, h) zobecněnou směrovou derivaćı funkce F ve smyslu Definice 120, existuj́ı
posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti

Věta 352. Necht’ F : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Funkce F 0(x, ·) : Rn → R je positivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(b) Funkce F 0(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F 0(xi, hi) ≤ F 0(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

(c) Plat́ı F 0(x,−h) = (−F )0(x, h) ∀h ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

F 0(x, λh) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + tλh)− F (y)

t
= λ lim sup

y→x
t↓0

F (y + tλh)− F (y)

λt
= λF 0(y, h),

takže F 0(x, ·) je positivně homogenńı. Dále plat́ı

F 0(x, h1 + h2) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + t(h1 + h2))− F (y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

(
F (y + t(h1 + h2))− F (y + th1)

t
+
F (y + th1)− F (y)

t

)
≤ lim sup

y′→x
t↓0

F (y′ + th2)− F (y′)

t
+ lim sup

y→x
t↓0

F (y + th1)− F (y)

t

= F 0(x, h2) + F 0(x, h1),

kde y′ = y + th1 → x, takže F 0(x, h) je subaditivńı. Jelikož F je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı
bodu x, plat́ı v tomto okoĺı
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F (y + th2) ≤ F (y + th1) + Lt∥h2 − h1∥

(viz (1192)), takže

F 0(x, h2) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th2)− F (y)

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

F (y + th1)− F (y)

t
+ L∥h2 − h1∥

= F 0(x, h1) + L∥h2 − h1∥,

neboli

F 0(x, h2)− F 0(x, h1) ≤ L∥h2 − h1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|F 0(x, h2)− F 0(x, h1)| ≤ L∥h2 − h1∥.

Funkce F 0(x, ·) je tedy lipschitzovská s konstantou L.

(b) Necht’ xi → x a hi → h. Z definice horńı limity (limes superior) existuj́ı posloupnosti yi → x a ti ↓ 0
takové, že

F 0(xi, hi) ≤ F (yi + tihi)− F (yi)

ti
+

1

i

=
F (yi + tih)− F (yi)

ti
+
F (yi + tihi)− F (yi + tih)

ti
+

1

i
.

Z lipschitzovské spojitosti funkce F plyne∥∥∥∥F (yi + tihi)− F (yi + tih)

ti

∥∥∥∥ ≤ L∥hi − h∥

pro dostatečně velké indexy i, takže

lim sup
i→∞

F 0(xi, hi) ≤ F 0(x, h) + lim
i→∞

(
L∥hi − h∥+ 1

i

)
= F 0(x, h).

(c) Zřejmě

F 0(x,−h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y − th)− F (y)

t

= lim sup
z→x
t↓0

(−F )(z + th)− (−F )(z)
t

= (−F )0(x, h)

(zde z = y − th). 2

Poznámka 446. Podle definice 120 plat́ı F 0(x, 0) = 0, takže podle věty 352 (a) dostaneme

|F 0(x, h)| = |F 0(x, h)− F 0(x, 0)| ≤ L∥h∥.
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Definice 121. Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂F (x) = {g ∈ Rn : F 0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn}
nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Elementy g ∈ ∂F (x) budeme nazývat subgradienty funkce F
v bodě x.

Věta 353. Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥g∥ ≤ L ∀g ∈ ∂F (x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak g ∈ ∂F (x) (polospojitost shora).

(d) Plat́ı ∂(−F )(x) = −∂F (x).

Důkaz (a) Podle věty 352 (a) je funkce F 0(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (d̊usledek 31) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ F 0(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂F (x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂F (x), g2 ∈ ∂F (x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)
Th = λ1g

T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1F

0(x, h) + λ2F
0(x, h) = F 0(x, h),

takže subdiferenciál ∂F (x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂F (x). Pak podle definice 121 a poznámky 446 plat́ı

∥g∥2 = gT g ≤ F 0(x, g) ≤ L∥g∥,
čili ∥g∥ ≤ L, takže subdiferenciál ∂F (x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂F (x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ F 0(x, h),

takže g ∈ ∂F (x) a subdiferenciál ∂F (x) je uzavřený.

(b) Podle definice 121 plat́ı

F 0(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
. (1194)

Uvažujme lineárńı formu l(λh) = λF 0(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂
Rn. Jelikož F 0(x, ·) je positivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
g ∈ Rn takový, že F 0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λF 0(x, h). Tedy g ∈ ∂F (x) a pro λ = 1
dostaneme F 0(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (1194).

(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂F (xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ lim sup
i→∞

F 0(xi, h).

Podle věty 352 (b) je funkce F 0(·, ·) shora polospojitá, takže gTh ≤ F 0(x, h).

(d) Vztah g ∈ ∂(−F )(x) plat́ı podle definice 121 právě tehdy, jestliže (−F )0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což je
podle věty 352 (c) ekvivalentńı F 0(x,−h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což podle definice 121 znamená −g ∈ ∂F (x).
Tedy ∂(−F )(x) = −∂F (x). 2
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Poznámka 447. Porovnáme-li větu 353 (b) s poznámkou 424 vid́ıme, že zobecněná směrová derivace je
opěrnou funkćı subdiferenciálu, neboli

F 0(x, h) = δ∂F (x)(h).

Věta 354. Necht’ funkce F : Rn → R je spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F je lipschit-
zovská v okoĺı bodu x a plat́ı

(a) F 0(x, h) = F ′(x, h) = (∇F (x))Th ∀h ∈ Rn.

(b) ∂F (x) = {∇F (x)}.

Důkaz Je-li F spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x ∈ Rn, pak gradient ∇F (x) existuje a je omezený v
okoĺı bodu x. Existuj́ı tedy č́ısla ε > 0 a L > 0 tak, že ∥∇F (y)∥ ≤ L ∀y ∈ B(x, ε). Necht’ x1 ∈ B(x, ε) a
x2 ∈ B(x, ε). Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı

F (x2)− F (x1) = (∇F (y))T (x2 − x1),

kde y ∈ (x1, x2) ⊂ B(x, ε). Můžeme tedy psát

|F (x2)− F (x1)| ≤ ∥∇F (y)∥ ∥x2 − x1∥ ≤ L∥x2 − x1∥,

takže funkce F je lipschitzovská v B(x, ε).

(a) Ze spojité diferencovatelnosti funkce F v bodě x plyne, že F ′(y, h) = (∇F (y))Th pokud y ∈ B(x, ε).
Předpokládejme, že xi ∈ B(x, ε) a xi → x. Pak pro h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) = (∇F (x))Th = lim
xi→x

(∇F (xi))Th

= lim
xi→x

F ′(xi, h) = lim
xi→x

t↓0

F (xi + th)− F (xi)

t

= lim sup
xi→x

t↓0

F (xi + th)− F (xi)

t
= F 0(x, h)

(existuje-li limita, rovná se horńı limitě). Plat́ı tedy F 0(x, h) = (∇F (x))Th = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

(b) Z (a) plyne inkluze ∇F (x) ∈ ∂F (x). Předpokládejme nyńı, že g ∈ ∂F (x) a g ̸= ∇F (x). Pak pro
nějaký vektor h ∈ Rn muśı platit F 0(x, h) = (∇F (x))Th > gTh. Z definice ∂F (x) však nutně plyne
F 0(x,−h) = −(∇F (x))Th ≥ −gTh, neboli (po vynásobeńı č́ıslem −1) (∇F (x))Th ≤ gTh, což je ve sporu
s nerovnost́ı (∇F (x))Th > gTh. 2

Poznámka 448. Je-li funkce F : Rn → R lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v tomto
bodě, plat́ı ∇F (x) ∈ ∂F (x) (nebot’ F 0(x, h) ≥ F ′(x, h) = (∇F (x))Th ∀h ∈ Rn). Vztah ∂F (x) = {∇F (x)}
lze dokázat pouze v př́ıpadě spojité diferencovatelnosti.

Věta 355. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

(a) F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

(b) ∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
.
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Důkaz Vztah (b) plyne bezprostředně z (a) a z definice 121. Abychom dokázali (a), stač́ı dokázat, že
F 0(x, h) ≤ F ′(x, h), nebot’ obrácenou nerovnost dostaneme ihned z definice 120 (použijeme-li speciálńı
volbu y = x). Necht’ xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti

(poznámka 445). Položme ti = max
(
ti,
√
∥xi − x∥

)
, takže ∥xi − x∥ ≤ t

2
i , ti ≤ ti a ti → 0. Podle

věty 341 je funkce F lipschitzovská (s nějakou konstantou L) v okoĺı bodu x (bez újmy na obecnosti
budeme předpokládat, že body xi, xi + tih a x + tih lež́ı v tomto okoĺı). Použijeme-li lemma 125 (levou
nerovnost) dostaneme

F (xi + tih)− F (xi)

ti
≤ F (xi + tih)− F (xi)

ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+
F (xi + tih)− F (x+ tih)

ti
− F (xi)− F (x)

ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+

2L∥xi − x∥
ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+ 2Lti

pro dostatečně velké indexy i. Provedeme-li limitńı přechod na obou stranách této nerovnosti, dostaneme

F 0(x, h) ≤ F ′(x, h) + lim
ti→0

2Lti = F ′(x, h)

2

Poznámka 449. Věta 355 ř́ıká, že v př́ıpadě konvexńıch funkćı je zobecněná směrová derivace totožná s
obyčejnou směrovou derivaćı a subdiferenciál podle definice 121 splývá se subdiferenciálem podle definice 118.
Tato vlastnost je teoreticky i prakticky velmi výhodná, takže je účelné vyšetřovat funkce, pro než plat́ı.

Definice 122. Řekneme, že funkce F : Rn → R je regulárńı v bodě x ∈ Rn, existuje-li směrová derivace
F ′(x, h) ∀h ∈ Rn a plat́ı-li F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

Věta 356. Funkce spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x a funkce konvexńı v okoĺı bodu x jsou regulárńı
v bodě x. Dále jsou v bodě x regulárńı (a) nezáporné lineárńı kombinace regulárńıch funkćı a (b) bodová
maxima regulárńıch funkćı.

Důkaz Spojitě diferencovatelná funkce je regulárńı podle věty 354. Konvexńı funkce je regulárńı podle
věty 355.

(a) Stač́ı dokázat, že funkce λ1F1 a F1+F2 jsou regulárńı, jsou-li funkce F1, F2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0.
Necht’ h ∈ Rn. Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0, pak použit́ım věty 342 (b) a věty 352 (a)
dostaneme

(λ1F1)
0(x, h) = F 0

1 (x, λ1h) = F ′
1(x, λ1h) = (λ1F1)

′(x, h).

Z definice 117 plyne, že (F1 + F2)
′ existuje a plat́ı (F1 + F2)

′ = F ′
1 + F ′

2. Podle definice 120 plat́ı
(F1 + F2)

0 ≥ (F1 + F2)
′ = F ′

1 + F ′
2 = F 0

1 + F 0
2 . Z druhé strany
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(F1 + F2)
0(x, h) = lim sup

y→x
t↓0

(F1 + F2)(y + th)− (F1 + F2)(y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

F1(y + th) + F2(y + th)− F1(y)− F2(y)

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

F1(y + th)− F1(y)

t
+ lim sup

y→x
t↓0

F2(y + th)− F2(y)

t

= F 0
1 (x, h) + F 0

2 (x, h),

takže

(F1 + F2)
′ = F ′

1 + F ′
2 = F 0

1 + F 0
2 ≥ (F1 + F2)

0,

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává (F1 + F2)
0 = (F1 + F2)

′.

(b) Stač́ı dokázat, že funkce F = max(F1, F2) je regulárńı, jsou-li funkce F1, F2 regulárńı. Jestliže
F1(x) > F2(x), pak F = F1, F

′ = F ′
1 a F 0 = F 0

1 = F ′
1 = F ′ (stejně se postupuje pokud F2(x) > F1(x)).

Necht’ tedy F (x) = F1(x) = F2(x) a h ∈ Rn. Pak

F ′(x, h) = lim
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t

= lim
t↓0

max(F1(x+ th), F2(x+ th))− F (x)

t

= max

(
lim
t↓0

F1(x+ th)− F1(x)

t
, lim
t↓0

F2(x+ th)− F2(x)

t

)
= max(F ′

1(x, h), F
′
2(x, h)),

takže F ′(x, h) existuje a plat́ı F ′(x, h) = max(F ′
1(x, h), F

′
2(x, h)). Podle definice 120 plat́ı F 0(x, h) ≥

F ′(x, h). Z druhé strany

F 0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th)− F (y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

max(F1(y + th), F2(y + th))−max(F1(y), F2(y))

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

max

(
F1(y + th)− F1(y)

t
,
F2(y + th)− F2(y)

t

)
≤ max(F 0

1 (x, h), F
0
2 (x, h)).

Plat́ı tedy

F ′(x, h) = max(F ′
1(x, h), F

′
2(x, h)) = max(F 0

1 (x, h), F
0
2 (x, h)) ≥ F 0(x, h),

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává F 0(x, h) = F ′(x, h). 2

Věta 357. Necht’ funkce F1 : Rn → R, F2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a λ1 ∈ R.
Pak

(a) ∂(λ1F1)(x) = λ1∂F1(x),
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(b) ∂(F1 + F2)(x) ⊂ ∂F1(x) + ∂F2(x).

Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı v bodě x nebo je-li alespoň jedna z nich spojitě diferencovatelná v bodě x,
nastává v (b) rovnost.

Důkaz (a) Jestliže λ1 ≥ 0, pak (λ1F1)
0(x, h) = λ1F

0
1 (x, h), takže podle definice 121 plat́ı ∂(λ1F1)(x) =

λ1∂F1(x). V opačném př́ıpadě s použit́ım věty 353 (d) a předchoźıho výsledku dostaneme

∂(λ1F1)(x) = ∂ (−|λ1|F1) (x) = −∂ (|λ1|F1) (x) = −|λ1|∂F1(x) = λ1∂F1(x).

(b) Zřejmě (F1+F2)
0(x, h) ≤ F 0

1 (x, h)+F
0
2 (x, h) ∀h ∈ Rn (d̊ukaz věty 356 (a)). Použijeme-li poznámku 447

a větu 317, dostaneme

δ∂(F1+F2)(x)(h) ≤ δ∂F1(x)(h) + δ∂F2(x)(h) = δ∂F1(x)+∂F2(x)(h) (1195)

∀h ∈ Rn, takže podle věty 316 plat́ı ∂(F1 + F2)(x) ⊂ ∂F1(x) + ∂F2(x). Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı,
pak podle věty 356 (a) plat́ı (F1 + F2)

0 = (F1 + F2)
′ = F ′

1 + F ′
2 = F 0

1 + F 0
2 , takže v (1195) a tedy i v (b)

nastane rovnost. Je-li funkce F1 spojitě diferencovatelná v bodě x, pak podle definice 120 a věty o středńı
hodnotě (z ∈ [y, y + th]) plat́ı

(F1 + F2)
0(x, h) = lim sup

y→x
t↓0

(F1 + F2)(y + th)− (F1 + F2)(y)

t

= lim
y→x
t↓0

(∇F1(z))
Th+ lim sup

y→x
t↓0

F2(y + th)− F2(y)

t

= F 0
1 (x, h) + F 0

2 (x, h),

nebot’ (∇F1(z))
Th→ (∇F1(x))

Th = F ′
1(x, h) = F 0

1 (x, h). 2

Poznámka 450. Indukćı se snadno dokáže, že

∂

(
m∑
i=1

λiFi

)
(x) ⊂

m∑
i=1

λi∂Fi(x),

přičemž rovnost nastane, jsou-li všechny funkce Fi regulárńı nebo jsou-li všechny funkce Fi až na jednu
spojitě diferencovatelné.

Věta 358. Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, který je jej́ım lokálńım
extrémem (minimem nebo maximem). Pak plat́ı 0 ∈ ∂F (x).

Důkaz Necht’ x ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R. Pak nutně

0 ≤ lim sup
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
≤ F 0(x, h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle definice 121 plat́ı 0 ∈ ∂F (x). Je-li bod x lokálńım maximem
funkce F , je nutně lokálńım minimem funkce −F , takže 0 ∈ ∂(−F )(x) a podle věty 353 (d) plat́ı 0 ∈ ∂F (x).

2

Abychom mohli charakterizovat lokálńı extrém x lokálně lipschitzovské funkce F na uzavřené (obecně
nekonvexńı) množině C, je třeba zobecnit pojem tečného kuželu množiny C v bodě x. Má-li funkce dC(x)
směrovou derivaci d′C(x, y) v každém směru y ∈ Rn, plat́ı TC(x) = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}, nebot’ v částech
(a) a (b) d̊ukazu věty 350 nepředpokládáme konvexitu funkce dC(x) (jej́ı konvexita slouž́ı pouze k zaručeńı
existence směrové derivace d′C(x, y)). Důsledek 36 však obecně neplat́ı, neboť neńı-li funkce dC(x) regulárńı,
nelze definovat subdiferenciál ∂dC(x) tak, aby směrová derivace d′C(x, y) byla jeho opěrnou funkćı. Můžeme
však použ́ıt zobecněnou směrovou derivaci a definovat zobecněný (Clark̊uv) tečný kužel.
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Definice 123. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Zobecněným tečným kuželem množiny C v
bodě x nazveme množinu

T̃C(x) = {y ∈ Rn : d0C(x, y) = 0}

Zobecněným normálovým kuželem množiny C v bodě x nazveme množinu ÑC(x) = T̃ ∗
C (x).

Poznámka 451. Je-li funkce dC(x) regulárńı v bodě x ∈ C, plat́ı T̃C(x) = TC(x) a ÑC(x) = NC(x).

Poznámka 452. Jelikož d0C(x, y) ≥ d′C(x, y) ∀y ∈ Rn, plat́ı vždy T̃C(x) ⊂ TC(x) (a tedy NC(x) ⊂ ÑC(x)).
Nemuśı však platit T̃C(x) = TC(x). Necht’ C1 = {x ∈ R2 : x2 − x1 ≥ 0}, C2 = {x ∈ R2 : x2 + x1 ≥ 0}
a C = C1 ∪ C2. Pak se lze snadno přesvědčit, že TC(x) = C1 ∪ C2, T̃C(x) = C1 ∩ C2 a NC(x) = {0},
ÑC(x) = −(C1 ∩ C2).

Věta 359. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak T̃C(x) je uzavřeným konvexńım kuželem.

Důkaz (a) Necht’ yi ∈ T̃C(x), i ∈ N , a yi → y. Pak d0C(x, yi) = 0, i ∈ N . Jelikož funkce dC(x) je
lipschitzovská v Rn (věta 300) je i funkce d0C(x, ·) lipschitzovská v Rn (věta 352 (a)) a tud́ıž spojitá. Plat́ı
tedy

d0C(x, y) = lim
i→∞

d0C(x, yi) = 0,

což dává y ∈ T̃C(x).

(b) Necht’ y =
∑m

i=1 λiyi, kde yi ∈ T̃C(x), λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m a m ≥ 1. Pak podle věty 352 (a) plat́ı

d0C(x, y) = d0C(x,
m∑
i=1

λiyi) ≤
m∑
i=1

λid
0
C(x, yi) = 0

a jelikož d0C(x, y) ≥ 0 (nebot’ dC(x) = 0 a dC(z) ≥ 0 ∀z ∈ Rn), dostaneme d0C(x, y) = 0 a tedy y ∈ T̃C(x).
2

Věta 360. Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak plat́ı

ÑC(x) = cone ∂dC(x) =
∪
λ≥0

λ∂dC(x)

(zde ∂dC(x) je subdiferenciál podle definice 121).

Důkaz (a) Předpokládejme, že z ∈ ∂dC(x). Pak podle definice 121 plat́ı

d0C(x, y) ≥ zT y ∀y ∈ Rn.

Jestliže y ∈ T̃C(x), plat́ı podle definice 123 d0C(x, y) = 0, takže

zT y ≤ 0 ∀y ∈ T̃C(x),

což podle definice 110 a definice 123 dává z ∈ ÑC(x). Jelikož ÑC(x) je uzavřený konvexńı kužel, plat́ı∪
λ≥0

λ∂dC(x) ⊂ ÑC(x)

(b) Necht’ z ∈ ÑC(x). Pak podle definice 110 a definice 123 pro y ∈ T̃C(x) plat́ı

zT y ≤ 0 = d0C(x, y) = λ(y)d0C(x, y),

kde λ(y) = 1 ≥ 0. Zbývá dokázat podobnou nerovnost i pro y ̸∈ T̃C(x). Necht’ y ̸∈ T̃C(x). Jelikož
d0C(x, y) > 0 pro y ̸∈ T̃C(x) (nebot’ d0C(x, y) ≥ 0 a podle definice 123 plat́ı d0C(x, y) ̸= 0 pro y ̸∈ T̃C(x)),
můžeme položit
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λ(y) =
∥z∥∥y∥
d0C(x, y)

≥ 0.

Použit́ım Schwarzovy nerovnosti dostaneme

zT y ≤ ∥z∥∥y∥ = λ(y)d0C(x, y).

Dokázali jsme, že pro libovolný vektor y ∈ Rn existuje λ(y) ≥ 0 tak, že zT y ≤ λ(y)d0C(x, y). Pokud z ̸= 0,
dostaneme (z/λ(y))T y ≤ d0C(x, y), což podle definice 121 dává z/λ(y) ∈ ∂dC(x), neboli z ∈ λ(y)∂dC(x)

(pokud z = 0 je tato inkluze triviálńı). Odtud plyne, že z ∈
∪

λ≥0 λ∂dC(x), takže

ÑC(x) ⊂
∪
λ≥0

λ∂dC(x)

. 2

Věta 361. Necht’ C ∈ Rn je uzavřená množina, x ∈ C a funkce F : Rn → R je lipschitzovská s konstantou
L v okoĺı bodu x, který je jej́ım lokálńım minimem na C. Pak plat́ı 0 ∈ ∂F (x) + ÑC(x).

Důkaz (a) Necht’ funkce F je lipschitzovská s konstantou L v B(x, ε). Ukážeme nejprve, že jsou-li splněny
předpoklady dokazované věty, je bod x lokálńım minimem funkce F (x)+LdC(x) v B(x, ε). Předpokládejme
naopak, že existuje posloupnost xi → x taková, že xi ∈ B(x, ε) a F (xi)+LdC(xi) < F (x)+LdC(x), i ∈ N .
Necht’ yi = PC(xi), i ∈ N , takže yi ∈ C a ∥yi − xi∥ = dC(xi), i ∈ N . Jelikož dC(xi) → 0 (nebot’ xi → x a
x ∈ C), plat́ı ∥yi − x∥ ≤ ∥yi − xi∥+ ∥xi − x∥ = dC(xi) + ∥xi − x∥ → 0 a tedy yi → x. Jelikož funkce F je
lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x, můžeme psát

F (yi) = F (xi) + (F (yi)− F (xi)) ≤ F (xi) + L ∥yi − xi∥
= F (xi) + LdC(xi) < F (x) + LdC(x) = F (x),

což je spor, nebot’ yi ∈ C, yi → x a bod x je lokálńım minimem funkce F na C.

(b) Je-li bod x lokálńım minimem funkce F (x)+LdC(x) na Rn, plat́ı podle věty 358 0 ∈ ∂(F (x)+LdC(x)),
což s použit́ım věty 357 a věty 360 dává

0 ∈ ∂(F (x) + L∂dC(x)) ⊂ ∂F (x) + cone ∂dC(x) ⊂ ∂F (x) + ÑC(x).

2

Poznámka 453. podmı́nka 0 ∈ ∂F (x)+ÑC(x) je obecně mnohem slabš́ı než podmı́nka 0 ∈ ∂F (x)+NC(x).
Je-li však funkce F regulárńı, obě podmı́nky splývaj́ı. Jelikož konvexńı funkce je podle věty 355 regulárńı,
plyne z věty 361 druhá část (nutná podmı́nka) tvrzeńı věty 347.

Pro daľśı analýzu nehladkých funkćı je d̊uležitá věta o středńı hodnotě. Abychom zjednodušili symbo-
liku, budeme pro libovolný vektor v ∈ Rn použ́ıvat označeńı

(∂F (z))T v =
{
gT v : g ∈ ∂F (z)

}
(je to uzavřený interval).

Věta 362. Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı úsečku
[x, y]. Pak existuje bod z ∈ (x, y) takový, že

F (y)− F (x) ∈ (∂F (z))T (y − x). (1196)
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Důkaz Uvažujme funkci φ(λ) = F (x+λ(y− x)). Podle předpokladu je tato funkce lokálně lipschitzovská
na množině obsahuj́ıćı interval [0, 1]. Ukážeme nejprve, že

∂φ(λ) ⊂ (∂F (x+ λ(y − x)))T (y − x). (1197)

Podle věty 353 (a) jsou množiny na obou stranách této inkluze uzavřené intervaly. Podle poznámky 425
stač́ı dokázat, že

δ∂φ(λ)(β) ≤ δ(∂F (x+λ(y−x)))T (y−x)(β) (1198)

pro β = 1 a β = −1. Podle definice 120 a věty 353 (b) plat́ı

φ0(λ, β) = lim sup
λ′→λ
t↓0

φ(λ′ + tβ)− φ(λ′)

t

= lim sup
λ′→λ
t↓0

F (x+ (λ′ + tβ)(y − x))− F (x+ λ′(y − x))

t

≤ lim sup
y′→x+λ(y−x)
t↓0

F (y′ + tβ(y − x))− F (y′)

t

= F 0(x+ λ(y − x), β(y − x))

= max
{
βgT (y − x) : g ∈ ∂F (x+ λ(y − x))

}
pro β = 1 a β = −1, což podle poznámky 424 a poznámky 447 dává (1198) a tedy i (1197). Položme nyńı

ψ(λ) = φ(λ)− φ(0) + λ(φ(0)− φ(1)) = F (x+ λ(y − x))− F (x) + λ(F (x)− F (y)).

Tato funkce je spojitá na intervalu [0, 1] a plat́ı ψ(0) = ψ(1) = 0. Muśı tedy nabývat minima nebo maxima
v nějakém bodě λ∗ ∈ (0, 1), což podle věty 358 dává 0 ∈ ∂ψ(λ∗). Použijeme-li větu 357 a vztah (1197),
dostaneme

0 ∈ ∂ψ(λ∗) ⊂ ∂φ(λ∗) + (φ(0)− φ(1)) ⊂ (∂F (x+ λ∗(y − x)))T (y − x) + (F (x)− F (y)),

protože ∂(λ) = {1}, což přičteńım F (y)− F (x) k oběma stranám inkluze dává (1196). 2

Je-li funkce F : Rn → R lokálně lipschitzovská v otevřené množině Ω ⊂ Rn, je podle Rademacherovy
věty (tvrzeńı 10) diferencovatelná skoro všude v Ω neboli množina

ΩF = {x ∈ Ω : ∇F (x) neexistuje}

má Lebesgueovu mı́ru nula. V tomto př́ıpadě můžeme subdiferenciál definovat též jiným zp̊usobem.

Věta 363. Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

∂F (x) = conv ∂BF (x),

kde

∂BF (x) =
{
lim
i→∞

∇F (xi) : xi → x, xi ̸∈ ΩF

}
.

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že pro libovolné h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y ̸∈ΩF

∇TF (y)h. (1199)
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Zvolme h ∈ Rn, ε > 0 libovolně a označme α pravou stranu v (1199). Z definice horńı limity (limes
superior) plyne existence č́ısla δ > 0 takového, že ∇TF (y)h ≤ α+ε pokud y ∈ B(x, δ) a y ̸∈ ΩF . Bez újmy
na obecnosti můžeme předpokládat, že F je lipschitzovská v B(x, δ), takže podle Rademacherovy věty má
B(x, δ) ∩ ΩF Lebesgueovu mı́ru nula. Označme

Ly = {y + th : 0 < t < δ/(2∥h∥)} ,

takže Ly ⊂ B(x, δ), pokud y ∈ B(x, δ/2). Z teorie Lebesgueovy mı́ry plyne, že pro skoro všechny body
y ∈ B(x, δ/2) má množina Ly ∩ ΩF Lebesgueovu mı́ru nula. Pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro
všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)) tedy existuje integrál

F (y + th)− F (y) =

∫ t

0

∇TF (y + ϑh)hdϑ.

Jelikož ∇TF (y + ϑh)h ≤ α+ ε kdykoliv ∇F (y + ϑh) existuje, můžeme tento integrál majorizovat, takže

F (y + th)− F (y) ≤ t(α+ ε). (1200)

Tato nerovnost plat́ı pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)). Jelikož funkce
F je spojitá, muśı (1200) platit pro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)), což podle
definice 120 dává

F 0(x, h) ≤ α+ ε.

Jelikož ε > 0 je libovolné, dostáváme (1199).

(b) Protože ΩF má Lebesgueovu mı́ru nula, existuje alespoň jedna posloupnost yi → x, yi ̸∈ ΩF . Podle
poznámky 448 plat́ı∇F (yi) ∈ ∂F (yi), takže podle věty 353 (a) je posloupnost {∇F (yi)} omezená a existuje
tedy konvergentńı podposloupnost {∇F (y′i)} ⊂ {∇F (yi)}. Množina ∂BF (x) je tedy neprázdná a podle
věty 353 (c) plat́ı

lim
i→∞

∇F (y′i) ∈ ∂F (x)

takže ∂BF (x) ⊂ ∂F (x). Jelikož ∂F (x) je konvexńı, plat́ı také conv ∂BF (x) ⊂ ∂F (x). Jelikož ∂F (x) je kom-
paktńı, jsou i množiny ∂BF (x) a conv ∂BF (x) kompaktńı. Použijeme-li poznámku 447 a nerovnost (1199),
dostaneme

δ∂F (x)(h) = F 0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y ̸∈ΩF

∇TF (y)h = sup
g∈∂BF (x)

gTh

≤ sup
g∈conv ∂BF (x)

gTh = δconv ∂BF (x)(h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle věty 316 plat́ı ∂F (x) ⊂ conv ∂BF (x). 2

15.5 Lipschitzovská zobrazeńı

Př́ıstup použitý ve větě 363 můžeme využ́ıt k definici zobecněného Jakobiánu lokálně lipschitzovského
zobrazeńı f : Rn → Rm. Stejně jako v př́ıpadě lokálně lipschitzovské funkce zavedeme množinu

Ωf = {x ∈ Ω : ∇f(x) neexistuje} ,

kde
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∇f(x) =
(
∂f(x)

∂x

)T

=


∂f1(x)

∂x1
, . . . ,

∂f1(x)

∂xn
−− −− −−

∂fm(x)

∂x1
, . . . ,

∂fm(x)

∂xn


T

,

která má opět Lebesgueovu mı́ru nula.

Definice 124. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂f(x) = conv ∂Bf(x),

kde

∂Bf(x) =
{
lim
i→∞

(∇f(xi))T : xi → x, xi ̸∈ Ωf

}
,

nazveme zobecněným Jakobiánem zobrazeńı f .

Poznámka 454. Poznamenejme, že se dopoušt́ıme jisté ned̊uslednosti, nebot’ pro m = 1 se zobecněný
Jakobián zobrazeńı f(x) nerovná subgradientu funkce F (x) = f(x) (je jeho transpozićı). Tato konvence,
která se běžně použ́ıvá v literatuře, je výhodná zejména proto, že pro diferencovatelná zobrazeńı plat́ı
∂f(x) = {J(x)}, kde J(x) je př́ıslušná Jacobiova matice. V daľśım textu bude symbol ∂ aplikovaný na
zobrazeńı znamenat zobecněný Jakobián a tentýž symbol aplikovaný na funkci (nebo na prvek zobrazeńı)
bude znamenat subgradient.

Poznámka 455. Je-li zobrazeńı f : Rn → Rm diferencovatelné v bodě x ∈ Rn, pak př́ımo z definice 124
plyne, že

(∇f(x))T ∈ ∂f(x)

(stač́ı zvolit posloupnost xi = x→ x ̸∈ Ωf ).

Věta 364. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak

(a) Plat́ı ∂f(x) ⊂ [∂f1(x), . . . , ∂fm(x)]T , kde ∂fi(x), 1 ≤ i ≤ m, jsou subdiferenciály funkćı fi : R
n → R

(i-tých složek zobrazeńı f) v bodě x ∈ Rn.

(b) Zobecněný Jakobián ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥J∥ ≤ L, pokud
J ∈ ∂f(x).

(c) Jestlǐze xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J , pak J ∈ ∂f(x) (polospojitost shora).

Důkaz (a) plyne bezprostředně z věty 363.

(b) Kompaktnost plyne bezprostředně z (a) a z věty 353 (a). Konvexita plyne př́ımo z definice 124.
Neprázdnost plyne z existence alespoň jedné posloupnosti xi → x, xi ̸∈ Ωf , pro kterou {∇f(xi)} konverguje
(argumentace je stejná jako v d̊ukazu věty 363). Nerovnost ∥J∥ ≤ L plyne z definice 124 a z toho, že
∥∇f(xi)∥ ≤ L pokud ∇f(xi) existuje.

(c) Předpokládejme, že xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J . Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat,
že xi ∈ B(x, 1/(2i)) (v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Jestliže J ̸∈ ∂f(x), muśı
existovat č́ıslo ε > 0 takové, že pro dostatečně velké indexy plat́ı

Ji ̸∈ ∂f(x) + B(0, ε).

Protože množina ∂f(x)+B(0, ε) je konvexńı, nemůže platit ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x)+B(0, ε) (v opačném př́ıpadě
by muselo platit Ji ∈ conv ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x) + B(0, ε)). Existuje tedy matice J i ∈ ∂Bf(xi) taková, že
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J i ̸∈ ∂f(x)+B(0, ε). Podle definice 124 muśı existovat bod yi ∈ B(xi, 1/(2i)) ⊂ B(x, 1/i), yi ̸∈ Ωf takový,
že ∥(∇f(yi))T − J i∥ < ε/2, takže

(∇f(yi))T ̸∈ ∂f(x) + B(0, ε/2). (1201)

Podle (a) jsou matice J i a tedy i (∇f(yi))T stejnoměrně omezené v okoĺı bodu x. Můžeme tedy předpokládat,
že existuje limita

lim
i→∞

(∇f(yi))T = J

(v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Zřejmě yi → x (nebot’ yi ∈ B(x, 1/i)), yi ̸∈ Ωf

(nebot’∇f(yi) existuje) a (∇f(yi))T → J . Podle definice 124 tedy plat́ı J ∈ ∂f(x), což je ve sporu s (1201).
2

Lemma 126. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce
φ : Rm → R je spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu f(x). Pak funkce F = φ◦f : Rn → R je lipschitzovská
v okoĺı bodu x ∈ Rn a plat́ı

∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)).

Důkaz Lipschitzovskost funkce φ◦f je zřejmá (stač́ı použ́ıt větu 354 a definici 119). Necht’ J ∈ ∂Bf(x). Pak
existuje posloupnost xi → x, xi ̸∈ Ωf taková, že (∇f(xi))T → J a tud́ıž ∇F (xi) = ∇f(xi)∇φ(f(xi)) →
JT∇φ(f(x)). Plat́ı tedy JT∇φ(f(x)) ∈ ∂BF (x), což dává

(∂Bf(x))
T∇φ(f(x)) ⊂ ∂BF (x).

Necht’ naopak w ∈ ∂BF (x). Pak existuje posloupnost xi → x, xi ̸∈ ΩF , kde Ωf ⊂ ΩF , taková, že ∇F (xi) =
∇f(xi)∇φ(f(xi)) → w. Jelikož matice ∇f(xi) jsou podle věty 364 (b) omezené v okoĺı bodu x, existuje
podposloupnost {x′i} ⊂ {xi} taková, že (∇f(x′i))T → J ∈ ∂Bf(x), což spolu s ∇f(x′i)∇φ(f(x′i)) → w dává

∂BF (x) ⊂ (∂Bf(x))
T∇φ(f(x)).

Spojeńım obou inkluźı dostaneme ∂BF (x) = (∂Bf(x))
T∇φ(f(x)), což po přechodu ke konvexńım obal̊um

dává ∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)). 2

Abychom mohli zformulovat větu o středńı hodnotě, zavedeme označeńı

∂f ([x, y]) = conv
∪

z∈[x,y]

∂f(z). (1202)

Lemma 127. Množina ∂f ([x, y]) je konvexńı a kompaktńı.

Důkaz Konvexita plyne bezprostředně z (1202). Abychom dokázali kompaktnost, stač́ı podle věty 299
dokázat kompaktnost množiny

∪
z∈[x,y] ∂f(z). Necht’ {Ji} ⊂

∪
z∈[x,y] ∂f(z) je posloupnost taková, že

Ji → J . Zřejmě Ji ∈ ∂f(zi), kde zi ∈ [x, y]. Jelikož množina [x, y] je kompaktńı, existuje podposloupnost
{z′i} ⊂ {zi} taková, že z′i → z ∈ [x, y], a odpov́ıdaj́ıćı podposloupnost {J ′

i} ⊂ {Ji} taková, že J ′
i ∈ ∂f(z′i) .

Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát J ′
i → J , a

podle věty 364 (c) dostaneme J ∈ ∂f(z) ⊂
∪

z∈[x,y] ∂f(z). 2

Věta 365. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı
úsečku [x, y]. Pak plat́ı

f(y)− f(x) ∈ ∂f ([x, y]) (y − x). (1203)
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Důkaz Podle lemmatu 126 pro libovolný bod z ∈ (x, y) a pro libovolný vektor v ∈ Rm plat́ı ∂(vT f)(z) =
vT∂f(z). Můžeme tedy použ́ıt větu 362, podle které pro libovolný vektor v ∈ Rm existuje bod z ∈ (x, y)
takový, že

vT (f(y)− f(x)) ∈ ∂(vT f)(z)(y − x) = vT∂f(z)(y − x). (1204)

Vztah (1203) dokážeme sporem. Předpokládejme, že f(y)− f(x) ̸∈ ∂f ([x, y]) (y − x). Jelikož množina na
pravé straně je podle lemmatu 127 konvexńı a kompaktńı, muśı podle věty 304 existovat vektor v ∈ Rm a
č́ıslo α ∈ R tak, že

vT (f(y)− f(x)) > α ≥ max
J∈∂f([x,y])

vTJ(y − x),

což je ve sporu s vyjádřeńım (1204), nebot’ podle (1204) existuje prvek J ∈ ∂f(z) ⊂ ∂f ([x, y]) takový, že
vT (f(y)− f(x)) = vTJ(y − x). 2

Věta 366. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je
lipschitzovská v okoĺı bodu f(x). Pak funkce F = φ ◦ f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a
plat́ı

∂F (x) ⊂ conv (∂f(x))T∂φ(f(x))
∆
= conv

{
JT v : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
, (1205)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech

(a) Funkce φ je spojitě diferencovatelná v bodě f(x). V tomto př́ıpadě plat́ı

∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)). (1206)

(b) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v bodě x. V tomto př́ıpadě
je funkce F regulárńı v bodě x a plat́ı

∂F (x) = ∇f(x)∂φ(f(x)). (1207)

(c) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x), funkce fi = eTi f , 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný
prvek v ∈ ∂φ(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. V tomto př́ıpadě je funkce F regulárńı v bodě x.

Důkaz Lipschitzovskost funkce φ◦f je zřejmá (stač́ı dvakrát použ́ıt definici 119). Označme S množinu na
pravé straně (1205). Abychom dokázali inkluzi ∂F (x) ⊂ S, použijeme větu 316 a poznámku 447. Jelikož
podle věty 314 pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

δS(h) = max
{
vTJh : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
,

stač́ı podle věty 316 a poznámky 447 ukázat, že pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje matice J ∈ ∂f(x) a
vektor v ∈ ∂φ(f(x)) tak, že

δ∂F (h) = F 0(x, h) ≤ vTJh. (1208)

Podle poznámky 445 můžeme vybrat posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti
.

Je-li bod xi ∈ Rn dostatečně bĺızko k bodu x a je-li č́ıslo ti > 0 dostatečně malé, jsou i body f(xi)
a f(xi + tih) dostatečně bĺızké k bodu f(x). Jsou tedy splněny předpoklady věty 362 (aplikované na
funkci φ) a existuje tedy bod ui ∈ [f(xi), f(xi + tih)] a subgradient vi ∈ ∂φ(ui) tak, že

F (xi + tih)− F (xi) = φ(f(xi + tih))− φ(f(xi)) = vTi (f(xi + tih)− f(xi)).
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Podle věty 365 plat́ı

f(xi + tih)− f(xi)

ti
∈ ∂f([xi, xi + tih])h,

což podle vztahu (1202) a podle věty 296 znamená, že

F (xi + tih)− F (xi)

ti
= vTi

f(xi + tih)− f(xi)

ti
= vTi

m+1∑
k=1

λki J
k
i h,

kde Jk
i ∈ ∂f(yki ), y

k
i ∈ [xi, xi + tih], λ

k
i ≥ 0, k ∈ [1,m + 1], λ1i + · · · + λm+1

i = 1. Z tohoto d̊uvodu muśı
alespoň pro jeden index k ∈ [1,m+ 1] platit

F (xi + tih)− F (xi)

ti
≤ vTi J

k
i h. (1209)

Jelikož xi → x a ti ↓ 0, plat́ı ui → f(x) a yki → x. Z kompaktnosti subdiferenciálu a zobecněného Jakobiánu
plyne existence podposloupnost́ı {x′i} ⊂ {xi} a {t′i} ⊂ {ti} takových, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti
{v′i} ⊂ {vi} a {J ′

i} ⊂ {Jk
i } konverguj́ı k v a J . Podle věty 353 (c) a věty 364 (c) plat́ı v ∈ ∂φ(f(x)) a

J ∈ ∂f(x), takže z (1209) plyne (1208). Nyńı vyšetř́ıme speciálńı př́ıpady:

(a) Tento př́ıpad je tvrzeńım lemmatu 126.

(b) Je-li zobrazeńı f spojitě diferencovatelné, můžeme množinu S zapsat ve tvaru S = ∇f(x)∂φ(f(x))
(protože množina ∂f(x) = {(∇f(x))T } je jednoprvková, nemuśıme použ́ıvat jej́ı konvexńı obal). Použijeme-
li definici 107, poznámku 447 a regularitu funkce φ (definice 122), můžeme psát

δS(h) = max
v∈∂φ(f(x))

vT∇f(x)h = max
v∈∂φ(f(x))

vT f ′(x, h)

= φ0(f(x), f ′(x, h)) = φ′(f(x), f ′(x, h))

= lim
t↓0

φ(f(x) + tf ′(x, h))− φ(f(x))

t
= lim

t↓0

(
φ(f(x+ th))− φ(f(x))

t
+ T (t)

)
,

kde pro dostatečně malá t plat́ı

∥T (t)∥ =
∥φ(f(x) + tf ′(x, h))− φ(f(x+ th))∥

t
≤ L∥f(x) + tf ′(x, h)− f(x+ th)∥

t

= L

∥∥∥∥f ′(x, h)− f(x+ th)− f(x)

t

∥∥∥∥ ,
nebot’ funkce φ je lipschitzovská v nějakém okoĺı bodu f(x) (konstantu jsme označili L). Ze spojité
diferencovatelnosti zobrazeńı f plyne, že (f(x + th) − f(x))/t → f ′(x, h), takže T (t) → 0 pokud t ↓ 0.
Ukázali jsme tedy, že

F ′(x, h) = lim
t↓0

φ(f(x+ th))− φ(f(x))

t

existuje a plat́ı δS(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h), což podle věty 316 dává S ⊂ ∂F (x), takže z (1205) plyne
∂F (x) = S. Z nerovnosti F 0(x, h) ≤ δS(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h) pak plyne regularita funkce F v bodě x.

(c) Označme

S ′ = conv

{
m∑
i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
.
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Podle (1205) plat́ı ∂F (x) ⊂ S a podle věty 364 (a) plat́ı S ⊂ S ′, takže ∂F (x) ⊂ S ′. Jsou-li funkce φ a fi,
1 ≤ i ≤ m, regulárńı a plat́ı-li vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, můžeme psát

δS′(h) = max

{
m∑
i=1

viu
T
i h : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}

≤ max

{
m∑
i=1

vi max
ui∈∂fi(x)

uTi h : v ∈ ∂φ(f(x))

}

= max

{
m∑
i=1

vif
0
i (x, h) : v ∈ ∂φ(f(x))

}

= max

{
m∑
i=1

vif
′
i(x, h) : v ∈ ∂φ(f(x))

}
= φ0(f(x), f ′(x, h)) = φ′(f(x), f ′(x, h)).

Konec d̊ukazu je již stejný jako konec d̊ukazu tvrzeńı (b). Dostaneme δS′(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h),
což podle věty 316 dává S ′ ⊂ ∂F (x), takže z ∂F (x) ⊂ S ⊂ S ′ plyne ∂F (x) = S = S ′. Z nerovnosti
F 0(x, h) ≤ δS(h) ≤ δS′(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h) pak plyne regularita funkce F v bodě x. 2

Důsledek 37. Jsou-li splněny předpoklady věty 366, plat́ı

∂F (x) ⊂ conv

{
m∑
i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x)),

}
(1210)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech:

(a) Funkce φ je spojitě diferencovatelná v bodě f(x) a m = 1.

(b) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné v bodě x.

(c) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný
prvek v ∈ ∂φ(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Důkaz Podle věty 366 plat́ı ∇F (x) ⊂ S a v části (c) d̊ukazu této věty je ukázáno, že S ⊂ S′, takže
∇F (x) ⊂ S′, což je vztah (1210). Co se týče speciálńıch př́ıpad̊u, pak (a) plyne bezprostředně z věty 366
(a), (b) plyne z toho, že množiny ∂fi(x), 1 ≤ i ≤ m, a ∂f(x) jsou jednoprvkové, a (c) je bezprostředňım
d̊usledkem věty 366 (c), nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı S′ = S. 2

Důsledek 38. Necht’ funkce f1 : Rn → R, f2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
funkce F = f1f2 je lipschitzovská v okoĺı bodu x a označ́ıme-li

f =

[
f1
f2

]
, P =

[
0, 1
1, 0

]
,

plat́ı

∂F (x) = (∂f(x))TPf(x) ⊂ ∂f1(x)f2(x) + f1(x)∂f2(x)

přičemž rovnost nastává, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li f1(x) ≥ 0, f2(x) ≥ 0. V tomto př́ıpadě
je funkce F = f1f2 regulárńı.

Důkaz Definujme funkci φ : R2 → R předpisem φ(u1, u2) = u1u2. Tato funkce je spojitě diferencovatelná
a tedy (podle věty 354) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu u ∈ R2, přičemž plat́ı

∇φ(u) =
[
u2
u1

]
= Pu.
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Podle věty 366 je funkce φ ◦ f = f1f2 lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂(f1f2) =
{
JT∇φ(f(x)) : J ∈ ∂f(x)

}
= (∂f(x))TPf.

Vztah ∂(f1f2) ⊂ ∂f1(x)f2(x)+f1(x)∂f2(x) a podmı́nky pro rovnost dostaneme bezprostředně z d̊usledku 37
(c). 2

Důsledek 39. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce F =
(1/2)fT f je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) =
1

2
∂(fT f)(x) = (∂(f(x))T f(x) =

{
JT f(x) : J ∈ ∂(f(x))

}
. (1211)

Důkaz Definujme funkci φ : Rm → R předpisem

φ(u) =
1

2
uTu =

1

2

m∑
i=1

u2i .

Tato funkce je spojitě diferencovatelná a tedy (podle věty 354) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu
u ∈ Rm, přičemž plat́ı ∇φ(u) = u. Podle věty 366 (a) je funkce F = φ ◦ f = (1/2)fT f lipschitzovská v
okoĺı bodu x a plat́ı ∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)) = (∂f(x))T f(x). 2

Věta 367. Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce

F (x) = max
1≤i≤m

fi(x)

je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) ⊂ conv {∂fi(x) : i ∈ I(x)} , (1212)

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . ,m} : fi(x) = F (x)}. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı v bodě x, je funkce F
regulárńı v bodě x a v (1212) plat́ı rovnost.

Důkaz Definujme funkci φ : Rm → R předpisem φ(u) = max(u1, . . . , um). Tato funkce je konvexńı v Rm,
nebot’

φ(λu+ (1− λ)v) = max
1≤i≤m

(λui + (1− λ)vi) ≤ λ max
1≤i≤m

(ui) + (1− λ) max
1≤i≤m

(vi)

= λφ(u) + (1− λ)φ(v)

pro u ∈ Rm, v ∈ Rm a 1 ≤ λ ≤ 1, takže je lokálně lipschitzovská podle věty 341. Necht’ I(u) =
{i ∈ {1, . . . ,m} : ui = φ(u)}. Pak plat́ı

φ′(u, d) = lim
t↓0

φ(u+ td)− φ(u)

t
= lim

t↓0
max

1≤i≤m

(
ui + tdi − φ(u)

t

)
= lim

t↓0
max
i∈I(u)

(
ui + tdi − φ(u)

t

)
= max

i∈I(u)
(di),

takže φ0(u, d) = φ′(u, d) = maxi∈I(u)(di) a podle definice 121 plat́ı

∂φ(u) =

{
v ∈ Rn : max

i∈I(u)
(di) ≥ vT d ∀d ∈ Rn

}
.

Necht’ ei je i-tý sloupec jednotkové matice a δ > 0. Jestliže vi ̸= 0 pro i ̸∈ I(u), dostaneme volbou
di = viei nerovnost vT d = v2i > 0 = max {di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže vi < 0 pro i ∈ I(u),
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dostaneme volbou di = −δei nerovnost vT d = −δvi > −δ = max {di, i ∈ I(u)), takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže
vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a

∑
i∈I(u) vi > 1, dostaneme volbou d =

∑
i∈I(u) δei nerovnost vT d = δ

∑
i∈I(u) vi >

δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a
∑

i∈I(u) vi < 1, dostaneme volbou

d = −
∑

i∈I(u) δei nerovnost v
T d = −δ

∑
i∈I(u) vi > −δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Muśı tedy

platit

∂φ(u) =

v ∈ Rn : vi ≥ 0,
∑

i∈I(u)

vi = 1,
∑

i ̸∈I(u)

vi = 0

 .

Podle d̊usledku 37 pak plat́ı

∂F (x) ⊂ conv

{
m∑
i=1

viui : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}

= conv

 ∑
i∈I(u)

vi∂fi(x) : vi ≥ 0,
∑

i∈I(u)

vi = 1


= conv {∂fi(x), i ∈ I(u)} .

Funkce φ je konvexńı, takže je podle věty 356 regulárńı. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı, je podle
věty 356 i funkce F regulárńı a jelikož vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, plat́ı v (1212) rovnost. 2

Poznámka 456. Polož́ıme-li fi(x) = aTi x + αi, jsou funkce fi(x), 1 ≤ i ≤ m, lineárńı a tedy regulárńı,
takže podle věty 367 plat́ı

∂F (x) = ∂ max
1≤i≤m

(aTi x+ αi) = conv {ai : i ∈ I(x)} , (1213)

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . ,m} : aTi x + αi = F (x)}. Polož́ıme-li fi(x) = aTi f(x) + αi, kde f : Rn → Rk je
spojitě deriferencovatelné zobrazeńı, jsou funkce fi(x), 1 ≤ i ≤ m, spojitě diferencovatelné a tedy regulárńı,
takže podle věty 367 a podle věty 366 (b) plat́ı

∂F (x) = ∂ max
1≤i≤m

(aTi f(x) + αi) = ∇f(x) conv {ai : i ∈ I(x)} , (1214)

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . ,m} : aTi f(x) + αi = F (x)}.

15.6 Polohladká zobrazeńı

Definice 125. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Jestlǐze pro každé
h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh (1215)

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x + th)), řekneme, že zobrazeńı f je slabě polohladké v bodě x. Jestlǐze pro
každé h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

Jh′ (1216)

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x+ th′)), řekneme, že zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

Poznámka 457. Jelikož ∂f(x) je množinové zobrazeńı, mohlo by se zdát, že existence limity (1216) je
výjimečná. V daľśım textu však ukážeme (poznámka 461), že polohladkost je vlastnost převážné většiny
zaj́ımavých lokálně lipschitzovských zobrazeńı.
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Poznámka 458. Z definice 125 plyne, že každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké. Slabá polohlad-
kost se však nezachovává při skládáńı funkćı a také věta 373 vyžaduje platnost vztahu (1216).

Věta 368. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je slabě polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor
h ∈ Rn existuje směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th)− f(x)

t
= lim

J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh.

Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje
směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

f(x+ th′)− f(x)

t
= lim

J∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

Jh′.

Důkaz (a) Zvolme libovolně vektor h ∈ Rn a posloupnost ti ↓ 0. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské
v okoĺı bodu x, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že je lipschitzovské v každém z interval̊u
[x, x+ tih]. Použijeme-li větu 365, dostaneme

f(x+ tih)− f(x)

ti
∈ ∂f ([x, x+ tih])h =

conv
∪

t∈[0,ti]

∂f(x+ th)

h = conv

 ∪
t∈[0,ti]

∂f(x+ th)h

 ⊂ Rm

Podle věty 296 existuje nejvýše m+ 1 prvk̊u Jk
i ∈ ∂f(x+ tki h), t

k
i ∈ [0, ti], 1 ≤ k ≤ m+ 1, tak, že

f(x+ tih)− f(x)

ti
=

m+1∑
k=1

λki J
k
i h,

kde 0 ≤ λki ≤ 1 a λk1 + · · · + λkm+1 = 1. Jelikož interval [0,1] je kompaktńı, můžeme předpokládat, že
λki → λk, 1 ≤ k ≤ m+1 (v opačném př́ıpadě vybereme vhodnou podposloupnost). Pak podle (1215) plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih)− f(x)

ti
= lim

i→∞

(
m+1∑
k=1

λki J
k
i h

)
=

m+1∑
k=1

(
lim
i→∞

λki

)(
lim
i→∞

Jk
i h
)

=

(
m+1∑
k=1

λk

)
lim

J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh = lim
J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh,

takže limita na levé straně nezáviśı na výběru posloupnosti ti ↓ 0 a rovná se směrové derivaci f ′(x, h).
Jelikož každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké a v h′ → h lze volit h′ = h, dostaneme ihned zbytek
tvrzeńı. 2

Poznámka 459. Zobrazeńı f ′(x, ·) : Rn → Rm (směrová derivace) vystupuj́ıćı ve větě 368 je pozitivně
homogeńı a lipschitzovské (poznámka 439). Nemuśı však být subaditivńı jako v př́ıpadě konvexńıch funkćı.

Poznámka 460. Podle věty 368, pro polohladká zobrazeńı plat́ı

f(x+ th′) = f(x) + tf ′

kde f ′ → f ′(x, h), pokud h′ → h a t ↓ 0

V daľśım výkladu budeme často použ́ıvat pojem funkce, tedy zobrazeńı f : Rn → R, neboli f : Rn →
Rm, kde m = 1. V tomto př́ıpadě je třeba mı́t na paměti konvenci zmı́něnou v poznámce 454.
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Věta 369. Jsou-li funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, polohladké v bodě x ∈ Rn, je i zobrazeńı f =
[f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x.

Důkaz Necht’ h ∈ Rn. Limita (1216) existuje právě tehdy, existuj́ı-li pro 1 ≤ i ≤ m limity

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

eTi Jh
′.

(ei je i-tý sloupec jednotkové matice řádu m). Tyto limity však existuj́ı, nebot’ pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı
JT ei ∈ ∂fi(x+ th′) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké. 2

Věta 370. Je-li funkce F : Rn → R spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Pro spojitě diferencovatelné funkce plat́ı

lim
g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ = lim
h′→h
t↓0

(∇F (x+ th′))
T
h′ = (∇F (x))T h.

2

Věta 371. Je-li funkce F : Rn → R konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε), x+ th′ ∈ B(x, ε) a g ∈ ∂F (x+ th′). Pak podle věty 343 (d)
plat́ı

F (x)− F (x+ th′) ≥ gT (x− (x+ th′)),

neboli

F (x+ th′)− F (x)

t
≤ gTh′.

Z druhé strany podle definice 118 plat́ı

gTh′ ≤ F ′(x+ th′, h′).

Jelikož funkce konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn je v okoĺı tohoto bodu lipschitzovská s nějakou konstantou L
(věta 341), můžeme psát

lim
h′→h, t↓0

∥F (x+ th′)− F (x+ th)∥
t

≤ lim
h′→h

L∥h′ − h∥ = 0

a jelikož podle věty 342 (a) existuje směrová derivace F ′(x, ·), plat́ı

lim
h′→h, t↓0

F (x+ th′)− F (x)

t
= lim

t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
+ lim

h′→h, t↓0

F (x+ th′)− F (x+ th)

t
= F ′(x, h).

pro libovolný vektor h ∈ Rn, což spolu s předchoźımi nerovnostmi dává

F ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

F (x+ th′)− F (x)

t
≤ lim inf

g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ ≤ lim sup
g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′

≤ lim sup
h′→h, t↓0

F ′(x+ th′, h′) ≤ F ′(x, h),

(posledńı nerovnost plyne z věty 342 (c)). T́ım je dokázána existence limity (1216) (s gT mı́sto J). 2

Věta 372. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je polohladká
v bodě f(x). Pak funkce F = φ ◦ f je polohladká v bodě x.
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Důkaz Necht’ vektor h ∈ Rn je libovolný. Necht’ xk = x + tkhk, kde hk → h a tk ↓ 0. Podle věty 366
plat́ı ∂F (xk) ⊂ Sk, kde symbol Sk ⊂ Rn označuje kompaktńı množinu na pravé straně výrazu (1205) (s xk
mı́sto x). Necht’

w−
k = (J−

k )T v−k = argmin
w∈Sk

wTh, v−k ∈ ∂φ(f(xk)), J−
k ∈ ∂f(xk),

w+
k = (J+

k )T v+k = argmax
w∈Sk

wTh, v+k ∈ ∂φ(f(xk)), J+
k ∈ ∂f(xk).

Pak pro libovolný vektor wk ∈ ∂F (xk) ⊂ Sk plat́ı

(w−
k )

Th ≤ wT
k h ≤ (w+

k )
Th. (1217)

Jelikož všechny veličiny v těchto vzorćıch jsou podle věty 353 (a) omezené, můžeme předpokládat (po
př́ıpadném přechodu k podposloupnostem), že

J−
k → J− ∈ ∂f(x), v−k → v− ∈ ∂φ(f(x)),

J+
k → J+ ∈ ∂f(x), v+k → v+ ∈ ∂φ(f(x))

(použ́ıváme větu 353 (c)). Jelikož zobrazeńı f je polohladké, plat́ı J−h = J+h = f ′(x, h), takže s
použit́ım (1217) dostaneme

(v−)T f ′(x, h) ≤ lim inf
k→∞

wT
k h ≤ lim sup

k→∞
wT

k h ≤ (v+)T f ′(x, h).

Jelikož funkce φ je polohladká a podle poznámky 460 plat́ı f(xk) = f(x + tkhk) = f(x) + tkf
′
k, kde

f ′k → f ′(x, h), pokud hk → h a tk ↓ 0, můžeme použ́ıt definici 125, podle které

(v−)T f ′(x, h) = lim
k→∞

(v−k )
T f ′(x, h) = lim

k→∞
(v+k )

T f ′(x, h) = (v+)T f ′(x, h),

což dokazuje existenci limity posloupnosti wT
k h nezávislé na volbě vektoru wk ∈ ∂F (xk). 2

Důsledek 40. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je bud’
spojitě diferencovatelná nebo konvexńı v okoĺı bodu f(x). Pak funkce F = φ ◦ f je polohladká v bodě x.

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty 370, věty 371 a věty 372. 2

Důsledek 41. Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m.

Pak funkce F1 =
∑m

i=1 λifi (lineárńı kombinace) a F2 =
∏m

i=1 fi (součin) jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Podle věty 369 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce φ1(u) =
∑m

i=1 λiui a
φ2(u) =

∏m
i=1 ui jsou spojitě diferencovatelné, takže podle d̊usledku 40 jsou funkce F1 = φ1◦f a F2 = φ2◦f

polohladké v bodě x. 2

Důsledek 42. Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a f = [f1, . . . , fm]T .

Pak funkce F = ∥f∥, kde ∥ · ∥ je libovolná norma v Rm, je polohladká v bodě x. Speciálně funkce
F1 = max1≤i≤m(|fi|) (maximum absolutńıch hodnot) a F2 =

∑m
i=1 |fi| (součet absolutńıch hodnot) jsou

polohladké v bodě x. Dále funkce F3 = max1≤i≤m(fi) (bodové maximum) a F4 = min1≤i≤m(fi) (bodové
minimum) jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Podle věty 369 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce φ(u) = ∥u∥ je konvexńı,
nebot’ z vlastnost́ı vektorové normy plyne, že pro 0 ≤ λ ≤ 1 plat́ı

φ(λu+ (1− λ)v) = ∥λu+ (1− λ)v∥ ≤ λ∥u∥+ (1− λ)∥v∥.
Funkce F = φ ◦ f je tedy podle d̊usledku 40 polohladká. Také funkce φ3(u) = max1≤i≤m(ui) je konvexńı
(d̊ukaz věty 367), takže funkce F3 = φ3◦f je polohladká. Jelikož funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké, jsou
podle d̊usledku 41 i funkce funkce −fi, 1 ≤ i ≤ m, polohladké, takže jejich bodové maximum je polohladké.
Podle d̊usledku 41 je tedy i bodové minimum F4 = min1≤i≤m(fi) = −max1≤i≤m(−fi) polohladké. 2
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Důsledek 43. (Obráceńı věty 369). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn přičemž
f = [f1, . . . , fm]T . Pak funkce fi : R

n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Zřejmě fi = φi ◦ f , 1 ≤ i ≤ m, kde funkce φi : R
m → R, definované předpisem φi(u) = eTi u = ui,

jsou spojitě diferencovatelné. Polohladkost funkćı fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, tedy plyne z d̊usledku 40. 2

Důsledek 44. Lineárńı kombinace polohladkých zobrazeńı je polohladké zobrazeńı. Skalárńı součin polo-
hladkých zobrazeńı je polohladká funkce.

Důkaz Podle d̊usledku 43 jsou složky polohladkých zobrazeńı polohladkými funkcemi. Podle d̊usledku 41
je lineárńı kombinace polohladkých funkćı polohladkou funkćı, takže podle věty 369 je lineárńı kombinace
polohladkých zobrazeńı polohladkým zobrazeńım. Polohladkost skalárńıho součinu plyne z d̊usledku 43,
d̊usledku 41 a věty 369. 2

Poznámka 461. Z předchoźıho textu vyplývá, že vycháźıme-li ze spojitě diferencovatelných a konvexńıch
zobrazeńı, dostáváme běžnými operacemi (součet, součin, absolutńı hodnota, maximum, skládáńı funkćı)
pouze polohladká zobrazeńı. Proto má teorie polohladkých zobrazeńı velké uplatněńı v praktických ap-
likaćıch. Nav́ıc je polohladkost základńım předpokladem pro konstrukci numerických metod pro řešeńı
nehladkých rovnic.

V následuj́ıćıch úvahách budeme použ́ıvat symbol o(∥h∥) pokud h→ 0. Tento symbol znamená, že pro
libovolnou posloupnost hi → 0, hi ̸= 0 plat́ı o(∥hi∥)/∥hi∥ → 0.

Věta 373. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f je polohladké v
bodě x právě tehdy, existuje-li směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı-li

Jh− f ′(x, h) = o (∥h∥) (1218)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz (a) Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké. Máme dokázat, že

lim
i→∞

Jihi − f ′(x, hi)

∥hi∥
= 0. (1219)

pro libovolné posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x+hi). Předpokládejme
naopak, že existuj́ı posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x + hi), a č́ıslo
ε > 0 takové, že že

∥Jihi − f ′(x, hi)∥
∥hi∥

= ∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ ≥ ε ∀i ∈ N,

kde h′i = hi/∥hi∥ a ti = ∥hi∥ (takže Ji ∈ ∂f(x+ tih
′
i)). Jelikož vektory h′i jsou omezené (nebot’ ∥h′i∥ = 1),

můžeme tyto posloupnosti vybrat tak, že h′i → h. Pak podle věty 368 plat́ı

lim
i→∞

Jih
′
i = f ′(x, h)

což je však ve sporu s předchoźı nerovnost́ı, nebot’ funkce f ′(x, .) je podle poznámky 439 spojitá.
(b) Předpokládejme nyńı, že existuje směrová derivace f ′(x, .) a zobrazeńı f : Rn → Rm neńı polohladké.
Pak muśı existovat vektor h ∈ Rn (bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že ∥h∥ = 1), posloupnosti
h′i → h, ti ↓ 0, Ji ∈ ∂f(x+ tih

′
i) a č́ıslo ε > 0 tak, že

∥Jih′i − f ′(x, h)∥ ≥ 2ε ∀i ∈ N (1220)

(v opačném př́ıpadě by existovala limita (1216) rovnaj́ıćı se f ′(x, h), takže zobrazeńı f by bylo po-
dle definice 125 polohladké). Jelikož směrová derivace je podle poznámky 439 lipschitzovská, plat́ı pro
dostatečně velké indexy ∥f ′(x, h′i)− f ′(x, h)∥ ≤ ε, což spolu s (1220) dává
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∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ = ∥Jih′i − f ′(x, h)− (f ′(x, h′i)− f ′(x, h))∥
≥ ∥Jih′i − f ′(x, h)∥ − ∥(f ′(x, h′i)− f ′(x, h))∥ ≥ ε,

Položme hi = tih
′
i. Jelikož ∥h′i∥ → 1 a ti ↓ 0, plat́ı ∥hi∥ → 0. Z předchoźı nerovnosti však plyne

lim inf
i→∞

∥Jihi − f ′(x, hi)∥
∥hi∥

= lim inf
i→∞

∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥
∥h′i∥

= lim inf
i→∞

∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ ≥ ε > 0,

takže neplat́ı (1219) a tud́ıž ani (1218). 2

Poznámka 462. Vzhledem k platnosti věty 373 se polohladké zobrazeńı často definuje jako lokálně lips-
chitzovské zobrazeńı, které vyhovuje podmı́nce (1218).

Definice 126. Řekneme, že zobrazeńı f : Rn → Rm je diferencovatelné v Bouligandově smyslu (B-
diferencovatelné) v bodě x ∈ Rn, jestlǐze existuje positivně homogenńı zobrazeńı f ′(x, .) : Rn → Rm

(směrová derivace) takové, že

f(x+ h)− f(x)− f ′(x, h) = o (∥h∥) , (1221)

pokud h→ 0 (to znamená, že zobrazeńı f ′(x, .) má stejné aproximačńı vlastnosti jako Frechetova derivace).

Věta 374. Polohladké zobrazeńı je B-diferencovatelné .

Důkaz Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Máme dokázat, že

lim
i→∞

f(x+ hi)− f(x)− f ′(x, hi)

∥hi∥
= 0.

pro libovolnou posloupnost {hi} ⊂ Rn takovou, že hi → 0. Předpokládejme naopak, že existuje posloup-
nost {hi} ⊂ Rn taková, že hi → 0, a č́ıslo ε > 0 takové, že

|f(x+ hi)− f(x)− f ′(x, hi)|
∥hi∥

=

∣∣∣∣f(x+ tih
′
i)− f(x)

ti
− f ′(x, h′i)

∣∣∣∣ ≥ ε ∀i. (1222)

kde h′i = hi/∥hi∥ a ti = ∥hi∥. Jelikož vektory h′i jsou omezené (nebot’ ∥h′i∥ = 1), můžeme tuto posloupnost
vybrat tak, že h′i → h. Pak podle věty 368 plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih
′
i)− f(x)

ti
= f ′(x, h),

což je však ve sporu s (1222), nebot’ funkce f ′(x, ·) je podle poznámky 439 spojitá. 2

Důsledek 45. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak plat́ı

f(x+ h)− f(x)− Jh = o (∥h∥) , (1223)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty 373 a věty 374. 2
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16 Metody pro řešeńı soustav nehladkých rovnic

16.1 Newtonova metoda

Nyńı se budeme zabývat řešeńım soustavy rovnic

f(x) = 0, (1224)

kde f : Rn → Rn je polohladké zobrazeńı. Nejprve se budeme věnovat nepřesné Newtonově metodě, která
je iteračńı a generuje posloupnost {xk} předpisem

xk+1 = xk + dk, (1225)

kde vektor dk se vyb́ırá tak, aby platilo

ωk =
∥Akdk + f(xk)∥

∥f(xk)∥
≤ ω (1226)

a matice Ak se vyb́ırá tak, aby platilo

∆k = ∥Ak − Jk∥ ≤ ∆ (1227)

pro nějaký prvek Jk ∈ ∂Bf(xk). Přitom ω ≥ 0, ∆ ≥ 0 a normy v (1226) a (1227) jsou euklidovské.

Definice 127. Řekneme, že lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě
x ∈ Rn, jestlǐze všechny matice J ∈ ∂Bf(x) jsou regulárńı (množina ∂Bf(x) je uvedena v definici 124).

Poznámka 463. V iteračńım procesu (1225)-(1227) předpokládáme, že Ak aproximuje prvek z ∂Bf(xk),
nebot’ regularitu všech prvk̊u z ∂Bf(xk) ⊂ ∂f(xk) lze zajistit snadněji než regularitu všech prvk̊u z ∂f(xk).

Věta 375. Necht’ lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě x ∈ Rn. Pak
existuje č́ıslo δ > 0 a konstanta c ≥ 0 tak, že všechny matice J ∈ ∂Bf(y) jsou regulárńı a plat́ı ∥J−1∥ ≤ c
pokud y ∈ B(x, δ).

Důkaz Nejprve dokážeme existenci č́ısla δ > 0 a konstanty c ≥ 0 tak, že všechny matice ∇f(z) jsou
regulárńı a plat́ı

∥(∇f(z))−1∥ ≤ c, (1228)

pokud z ∈ B(x, δ)\Ωf (množina Ωf je uvedena v definici 124). Předpokládejme, že (1228) neplat́ı. Pak muśı
existovat posloupnost xi → x, xi ∈ B(x, δ)\Ωf taková, že bud’ všechny matice ∇f(xi) jsou singulárńı nebo
∥(∇f(xi))−1∥ → ∞. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské v okoĺı bodu x, jsou podle věty 364 (b) matice
∇f(xi) omezené v okoĺı bodu x. Existuje tedy podposloupnost {x′i} ⊂ {xi} taková, že (∇f(x′i))T → J . Ze
spojité závislosti vlastńıch č́ısel na koeficientech matice plyne, že J muśı být singulárńı. Podle definice 124
plat́ı J ∈ ∂Bf(x), což je v rozporu s definićı 127. Necht’ nyńı y ∈ B(x, δ) ∩Ωf a J ∈ ∂Bf(y). Pak existuje
č́ıslo 0 < δ′ < δ tak, že B(y, δ′) ⊂ B(x, δ) a (1228) plat́ı pokud z ∈ B(y, δ′)\Ωf . Jelikož podle definice 124
plat́ı

J = lim
i→∞

(∇f(yi))T

pro nějakou posloupnost yi → y, yi ∈ B(y, δ′)\Ωf , dostaneme z (1228) a ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel
na koeficientech matice nerovnost ∥J−1∥ ≤ c. 2

Věta 376. Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn je polohladké a silně BD-regulárńı v bodě x∗ ∈ Rn takovém,
že f(x∗) = 0. Pak existuj́ı č́ısla ε > 0, ω > 0 a ∆ > 0 taková, že pokud x1 ∈ B(x∗, ε), je iteračńı
proces (1225)-(1227) dobře definován (matice Ak jsou regulárńı) a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗

Q-lineárně. Jestlǐze nav́ıc ωk → 0 a ∆k → 0, pak posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně
a také posloupnost {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně.
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Důkaz Necht’ c a δ jsou č́ısla, jejichž existence plyne z věty 375. Položme ∆ = 1/(5c) a zvolme ε ≤ δ tak,
aby zobrazeńı f bylo lipschitzovské (s nějakou konstantou L) v B(x∗, ε) a aby platilo

∥f(x)− f(x∗)− J(x− x∗)∥ ≤ ∆

2
∥x− x∗∥ ∀J ∈ ∂Bf(x), (1229)

pokud x ∈ B(x∗, ε) (to je možné vzhledem k (1223)). Dále položme ω = ∆/(2L). Předpokládejme, že
xk ∈ B(x∗, ε) (plat́ı to pro k = 1). Pak podle věty 375 plat́ı ∥J−1

k ∥ ≤ c. Zřejmě

A−1
k + J−1

k (Ak − Jk)A
−1
k = J−1

k .

Jelikož rozd́ıl norem neńı větš́ı než norma rozd́ılu, můžeme psát

∥A−1
k ∥ − ∥J−1

k ∥∥Ak − Jk∥∥A−1
k ∥ ≤ ∥J−1

k ∥,

neboli

∥A−1
k ∥ ≤

∥J−1
k ∥

1− ∥J−1
k ∥∥Ak − Jk∥

≤ c

1− c∆
=

5

4
c,

což podle (1225)-(1227) a (1229) (s využit́ım vztahu f(x∗) = 0) dává

∥xk+1 − x∗∥ = ∥xk + dk − x∗∥ = ∥xk +A−1
k (Akdk + f(xk)− f(xk))− x∗∥

= ∥A−1
k (Akdk + f(xk)− (f(xk)− Jk(xk − x∗)) + (Ak − Jk)(xk − x∗))∥

≤ ∥A−1
k ∥ (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+ ∥Ak − Jk∥∥xk − x∗∥+ ωk∥f(xk)− f(x∗)∥)

≤ 5

4
c (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+ ∆k∥xk − x∗∥+ ωkL∥xk − x∗∥)

≤ 5

4
c

(
1

2
∆ +∆+

1

2
∆

)
∥xk − x∗∥ =

1

2
∥xk − x∗∥. (1230)

Odtud plyne, že xk+1 ∈ B(x∗, ε), takže můžeme pokračovat stejným zp̊usobem dále. Dokázali jsme tak
indukćı, že ve všech iteračńıch kroćıch plat́ı xk+1 ∈ B(x∗, ε) a ∥xk+1 − x∗∥ ≤ (1/2)∥xk − x∗∥ čili, že
posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně. Necht’ nyńı ωk → 0 a ∆k → 0. Pak podle (1223)
a (1230) plat́ı

∥xk+1 − x∗∥ ≤ 5

4
c (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+∆k∥xk − x∗∥+ ωkL∥xk − x∗∥)

=
5

4
c (o (∥xk − x∗∥) + o (∥xk − x∗∥) + o (∥xk − x∗∥))

= o (∥xk − x∗∥) (1231)

a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně. Jelikož f(x∗) = 0, můžeme podle (1231) psát

lim
k→∞

∥f(xk+1)∥
∥xk − x∗∥

≤ L lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥

= 0. (1232)

S použit́ım (1225)-(1227) a (1230) dostaneme
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∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥+ ∥xk+1 − x∗∥
≤ ∥A−1

k ∥∥Akdk + f(xk)∥+ ∥A−1
k ∥∥f(xk)∥+ ∥xk+1 − x∗∥

≤ 5

4
c(1 + ω)∥f(xk)∥+

1

2
∥xk − x∗∥,

neboli

∥xk − x∗∥ ≤ 5

2
c(1 + ω)∥f(xk)∥,

takže podle (1232) plat́ı

lim
k→∞

∥f(xk+1)∥
∥f(xk)∥

≤ 5

2
c(1 + ω) lim

k→∞

∥f(xk+1)∥
∥xk − x∗∥

= 0

a {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně. 2

Věta 376 ř́ıká, že nepřesná Newtonova metoda (1225)-(1227) je lokálně konvergentńı, čili že konverguje,
pokud počátečńı bod x1 ∈ Rn je dostatečně bĺızko k řešeńı x∗ ∈ Rn. K zaručeńı globálńı konvergence
(konvergence z libovolného počátečńıho bodu) je třeba vztah (1225) nahradit výběrem délky kroku. V
následuj́ıćım algoritmu se pro výběr délky kroku použ́ıvá funkce

F (x) =
1

2
fT (x)f(x)

a matice Ak se vyb́ıraj́ı tak, že Ak = Jk (takže ∆k = 0).

Algoritmus 4.1

Data ϱ, σ ∈ (0, 1), ω ∈ (0, 1− σ), ε > 0.

Krok 1 (Inicializace). Zvoĺıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a polož́ıme k = 1.

Krok 2 (Směrový vektor). Jestliže F (x) ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě zvoĺıme
Jk ∈ ∂Bf(xk) a urč́ıme směrový vektor dk tak, aby platilo

ωk =
∥Jkdk + f(xk)∥

∥f(xk)∥
≤ ω. (1233)

Krok 3 (Délka kroku). Necht’ tk = ϱik , kde ik je nejmenš́ı nezáporné celé č́ıslo i vyhovuj́ıćı
podmı́nce

F (xk + ϱidk)− F (xk) ≤ −2σϱiF (xk). (1234)

Krok 4 (Aktualizace). Polož́ıme xk+1 := xk + tkdk a k := k + 1. Přejdeme na Krok 2.

Věta 377. Necht’ množina X = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F (x1)} je kompaktńı, necht’ zobrazeńı f : Rn → R je
polohladké a silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a funkce F (x) je spojitě diferencovatelná na X ⊂ Rn. Pak:

(a) Každý hromadný bod posloupnosti {xk}, generovaný Algoritmem 4.1, je řešeńım rovnice (1224).

(b) Jestlǐze σ < 1/2 a ωk → 0, pak xk → x∗ superlineárně.
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Důkaz (a) Jelikož f je silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a množina X je kompaktńı, existuje konstanta
c > 0 tak, že v každém iteračńım kroku plat́ı ∥J−1

k ∥ ≤ c. Krok 2 algoritmu je tedy dobře definován a
podle (1233) plat́ı

∥dk∥ = ∥J−1
k (Jkdk + f(xk))− J−1

k f(xk)∥ ≤ (1 + ω)∥J−1
k ∥∥fk∥ ≤ c(1 + ω)

√
2F (x1). (1235)

Ukážeme, že i Krok 3 algoritmu je dobře definován. Předpokládejme naopak, že pro libovolný exponent i
plat́ı

F (xk + ϱidk)− F (xk) > −2σϱiF (xk),

neboli v limitě

F ′(xk, dk) ≥ −2σF (xk).

Jelikož F je spojitě diferencovatelná, podle d̊usledku 39 a podle (1233) plat́ı

F ′(xk, dk) = (∇F (xk))T dk = fT (xk)Jkdk

= fT (xk)f(xk) + fT (xk)Jkdk − fT (xk)f(xk)

≤ ∥f(xk)∥∥f(xk) + Jkdk∥ − ∥f(xk)∥2

≤ (ω − 1)∥f(xk)∥2 = −2(1− ω)F (xk). (1236)

Jelikož plat́ı F (xk) ̸= 0 (v opačném př́ıpadě by došlo k ukončeńı výpočtu v Kroku 2 algoritmu) dostaneme
porovnáńım obou nerovnost́ı σ ≥ 1 − ω, což je ve sporu s předpokladem σ < 1 − ω. Uvažujme nyńı
posloupnost {xk} generovanou Algoritmem 4.1. Jelikož xk ∈ X a X ⊂ Rn je kompaktńı, muśı existovat
alespoň jeden hromadný bod x∗ ∈ X posloupnosti {xk}. Existuje tedy podmnožina K množiny všech

index̊u taková, že xk
K→ x∗. Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.

(α) Předpokládejme nejprve, že tk ≥ τ > 0 ∀k ∈ K. Pak podle (1234) plat́ı

F (x1) ≥ F (x1)− lim
k→∞

F (xk) =
∞∑
k=1

(F (xk)− F (xk+1))

≥
∞∑
k=1

2σtkF (xk) ≥ 2τσ
∑
k∈K

F (xk),

takže nutně F (xk)
K→ 0, což spolu s xk

K→ x∗ dává F (x∗) = 0 (nebot’ funkce F je spojitá).

(β) Předpokládejme nyńı, že tk
K1→ 0 pro nějakou podmnožinu K1 ⊂ K. Odtud plyne, že ik

K1→ ∞, takže
pro dostatečně velké indexy k ∈ K1 plat́ı ik > 0 a jelikož (1234) neplat́ı pro i = ik − 1, můžeme s použit́ım
věty o středńı hodnotě psát

(∇F (x′k))
T
dk =

F
(
xk + tk

ϱ dk

)
− F (xk)

tk
ϱ

> −2σF (xk),

kde x′k ∈ (xk, xk +(tk/ϱ)dk). Jelikož posloupnost {∥dk∥}K1 je podle (1235) omezená, má tato posloupnost

alespoň jeden hromadný bod d∗. Existuje tedy podmnožina K2 ⊂ K1 taková, že dk
K2→ d∗, což spolu s

xk
K2→ x∗ a tk

K2→ 0 (takže x′k
K2→ x∗) v limitě dává

(∇F (x∗))T d∗ ≥ −2σF (x∗).
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Z druhé strany podle (1236) plat́ı (∇F (xk))T dk ≤ −2(1− ω)F (xk), což v limitě dává

(∇F (x∗))T d∗ ≤ −2(1− ω)F (x∗).

Jelikož podle předpokladu plat́ı σ < 1− ω, dostaneme porovnáńım obou nerovnost́ı F (x∗) = 0. Dokázali
jsme tedy, že pokud x∗ je hromadným bodem posloupnosti generované algoritmem, plat́ı F (x∗) = 0 a tedy
i f(x∗) = 0.

(b) Necht’ K je indexová množina použitá v části (a) d̊ukazu. Našim ćılem je ukázat, že pro dostatečně

velké indexy k ∈ K plat́ı xk+1 = xk+dk, a pak použ́ıt indukčńı postup z d̊ukazu věty 376. Jelikož xk
K→ x∗,

ωk
K→ 0 (a ∆k = 0), jsou pro dostatečně velké indexy k ∈ K splněny předpoklady použité v d̊ukazu věty 376

(xk ∈ B(x∗, ε) a ωk ≤ 1/(10cL)), takže pro bod xk + dk plat́ı (1230) (s xk + dk mı́sto xk+1) a

lim
k

K→∞

∥xk + dk − x∗∥
∥xk − x∗∥

= 0,

lim
k

K→∞

∥f(xk + dk)∥
∥f(xk)∥

= 0.

Jelikož σ < 1/2, existuje index k ∈ K takový, že ∥f(xk + dk)∥ ≤ (1 − 2σ)∥f(xk)∥, pokud k ∈ K a k ≥ k.
Pro tyto indexy plat́ı

F (xk + dk)− F (xk)

F (xk)
=

(∥f(xk + dk)∥ − ∥f(xk)∥) (∥f(xk + dk)∥+ ∥f(xk)∥)
∥f(xk)∥2

≤ ∥f(xk + dk)∥ − ∥f(xk)∥
∥f(xk)∥

≤ −2σ,

takže podmı́nka (1234) je splněna s ik = 0. Plat́ı tedy xk+1 = xk + dk a vzhledem k (1230) můžeme
množinu K formálně doplnit o index k + 1. Pokračujeme-li takto pro daľśı hodnoty indexu, vid́ıme (tak
jako v d̊ukazu věty 376), že xk → x∗ superlineárně. 2

Poznámka 464. Požadavek spojité diferencovatelnosti funkce F = (1/2)fT f se zdá být na prvńı pohled
nerealistický, nebot’ zobrazeńı f neńı spojitě diferencovatelné. Ve skutečnosti je však tento požadavek
splněn v mnoha významných aplikaćıch.

Poznámka 465. V Algoritmu 4.1 se použ́ıvá matice Jk ∈ ∂Bf(xk). Jelikož zobrazeńı f je podle Radema-
cherovy věty diferencovatelné skoro všude, plat́ı obvykle xk ̸∈ Ωf , takže Jk = (∇f(xk))T . Pokud xk ∈ Ωf ,
bývá výpočet Jk ∈ ∂Bf(xk) obt́ıžněǰśı. Z definice 124 plyne, že

∂Bf(xk) ⊂ [∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]
T ∆
= ∂bf(xk),

přičemž určeńı ∂bf(xk) bývá obvykle snadněǰśı než určeńı ∂Bf(xk). Proto se naskýtá otázka, zda by
nebylo možné volit Jk ∈ ∂bf(xk). Odpověd’ na tuto otázku je kladná. Necht’ J ∈ ∂bf(x). Protože funkce
f1, . . . , fn jsou podle d̊usledku 43 polohladké, podle d̊usledku 45 plat́ı

f1(x+ h)− f1(x)− eT1 Jh = o (∥h∥) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x+ h)− f1(x)− eTnJh = o (∥h∥)

a n je konečné, z̊ustává kĺıčový vztah (1223) v platnosti i pro J ∈ ∂bf(x) a v d̊ukazech věty 376 a věty 377
se v podstatě nic nezměńı.
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16.2 Aplikace nehladkých rovnic

Definice 128. Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné. Pak úlohou nelineárńı komple-
mentarity (NCP) rozumı́me nalezeńı bodu x∗ ∈ Rn

+ takového, že p(x∗) ∈ Rn
+ a (x∗)T p(x∗) = 0, tedy

x∗i ≥ 0, pi(x
∗) ≥ 0, x∗i pi(x

∗) = 0 (1237)

pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n.

Úlohu nelineárńı komplementarity lze snadno převést na řešeńı ekvivalentńı soustavy polohladkých
rovnic f(x) = 0, kde

f(x) =

 ψ(x1, p1(x))
. . . . . . . . . . . .
ψ(xn, pn(x))

 (1238)

a ψ : Rn → R je polohladká funkce, pro kterou plat́ı ψ(u1, u2) = 0 právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a
u1u2 = 0. Funkce, která má tuto vlastnost se nazývá NCP funkćı. Vyšetř́ıme tři základńı NCP funkce,
Pangovu funkci

ψ(u) = min(u1, u2), (1239)

Fischerovu-Burmeisterovu funkci

ψ(u) =
√
u21 + u22 − (u1 + u2) (1240)

a Kanzowovu funkci

ψ(u) = u1u2 −
1

2
min2(0, u1 + u2). (1241)

Nejprve vyšetř́ıme vlastnosti Pangovy funkce.

Lemma 128. Funkce ψ : R2 → R definovaná vztahem (1239) je spojitě diferencovatelná v R2\L, kde
L = {u ∈ R2 : u1 = u2}, a polohladká na L, přičemž ∂Bψ(u) = {e1, e2} a ∂ψ(u) = conv {e1, e2} pro
u ∈ L, kde e1 = [1, 0]T a e2 = [0, 1]T . Pro každý vektor g(u) ∈ ∂ψ(u), u ∈ L, a g(u) = ∇ψ(u), u ̸∈ L,
plat́ı ∥g(u)∥ ≥

√
2/2. Rovnost ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a u1u2 = 0. Druhá

mocnina funkce ψ neńı spojitě diferencovatelná na L\{0}.

Důkaz Spojitá diferencovatelnost funkce ψ v R2\L je zřejmá: Pokud u1 > u2, plat́ı ψ(u) = u1, ∇ψ(u) =
e1, a pokud u2 > u1, plat́ı ψ(u) = u2, ∇ψ(u) = e2. Vztahy pro ∂Bψ(u), ∂ψ(u), u ∈ L, plynou z věty 363
a věty 367. Polohladkost funkce ψ na L plyne z d̊usledku 42. Vztah ∥g(u)∥ ≥

√
2/2, u ∈ R2, plyne z toho,

že g(u) lež́ı vždy na úsečce spojuj́ıćı body e1 a e2. To, že rovnost ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když
u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a u1u2 = 0, plyne bezprostředně ze vztahu (1239). Podle d̊usledku 39, kde m = 1, plat́ı
∂ψ2(u) = 2ψ(u)∂ψ(u). Necht’ u ∈ L\{0}. Pak ψ(u) ̸= 0 a jelikož množina ∂ψ(u) neńı jednobodová, neńı
ani množina ∂ψ2(u) jednobodová. 2

Věta 378. Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn. Necht’ f : Rn → Rn je
zobrazeńı definované předpisem (1238), kde ψ : R2 → R je funkce definovaná předpisem (1239). Pak:

(a) Zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

(b) Plat́ı ∂Bf(x) ⊂ [∂Bf1(x), . . . , ∂Bfn(x)]
T , kde

∂Bfi(x) = ∇fi(x) = ei, xi > pi(x), (1242)

∂Bfi(x) = ∇fi(x) = ∇pi(x), xi < pi(x), (1243)

∂Bfi(x) = {ei,∇pi(x)}, xi = pi(x). (1244)
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Důkaz (a) Polohladkost zobrazeńı f plyne z věty 369 a věty 372, nebot’ fi(x) = ψ(xi, pi(x)), funkce ψ je
polohladká podle lemmatu 128 a zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné.

(b) Podle lemmatu 128 je funkce ψ(xi, pi) spojitě diferencovatelná, pokud xi ̸= pi. Vztahy (1242) a (1243)
plynou ze vztah̊u ∇ψ(u) = e1, u1 > u2, a ∇ψ(u) = e2, u2 > u1 (d̊ukaz lemmatu 128) použit́ım pravidla
pro derivováńı složené funkce. Vztah (1244) plyne z věty 363, nebot’ z x ̸∈ Ωfi plyne xi ̸= pi(x), neboli
∇fi(x) ∈ {ei,∇pi(x)}. 2

Nyńı vyšetř́ıme vlastnosti Fischerovy-Burmeisterovy funkce.

Lemma 129. Funkce ψ : R2 → R definovaná vztahem (1240) je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a
polohladká v bodě 0, přičemž ∂Bψ(0) = S(−e, 1) a ∂ψ(0) = B(−e, 1), kde e = [1, 1]T (S(−e, 1) je kružnice
a B(−e, 1) = convS(−e, 1) kruh se středem −e a poloměrem 1). Pro každý vektor g(u) ∈ ∂ψ(u), u = 0,
a g(u) = ∇ψ(u), u ̸= 0, plat́ı ∥g(u)∥ ≥

√
2− 1. Rovnost ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když u1 ≥ 0,

u2 ≥ 0 a u1u2 = 0. Druhá mocnina funkce ψ je spojitě diferencovatelná v R2.

Důkaz Spojitá diferencovatelnost funkce ψ v R2\{0} je zřejmá: Pro u ∈ R2\{0} plat́ı

∇ψ(u) =

 u1√
u2
1+u2

2

− 1

u2√
u2
1+u2

2

− 1

 . (1245)

Polohladkost funkce ψ v bodě 0 plyne z věty 371, nebot’ funkce ψ je konvexńı (je součtem euklidovské
normy

√
u21 + u22 a lineárńı funkce −(u1 + u2)). Uvažujme posloupnost {ui}, kde ui = [ti cosφi, ti sinφi]

T

a ti ↓ 0. Pak plat́ı ∇ψ(ui) = [cosφi−1, sinφi−1]T a posloupnost {∇ψ(ui)} má limitu [cosφ−1, sinφ−1]T

právě tehdy, když φi → φ. Odtud plyne, že

∂Bψ(0) =
∪

φ∈[0,2π]

[cosφ− 1, sinφ− 1]T = S(−e, 1)

a

∂ψ(0) = conv ∂Bψ(0) = conv S(−e, 1) = B(−e, 1).

Vztah ∥g(u)∥ ≥
√
2− 1, u ∈ R2, plyne z toho, že g(u) lež́ı vždy na kružnici S(−e, 1). Pokud u1 < 0, plat́ı

ψ(u) =
√
|u1|2 + u22 + |u1| − u2 ≥ |u2|+ |u1| − u2 > 0

(stejný výsledek dostaneme pro u2 < 0). Pokud u1 > 0, u2 > 0, plat́ı

ψ(u) =
√
u21 + u22 − (u1 + u2) <

√
u21 + 2u1u2 + u22 − (u1 + u2) = 0.

Pokud u1 = 0 a u2 > 0, plat́ı

ψ(u) = |u2| − u2 = 0

(stejný výsledek dostaneme pro u1 > 0 a u2 = 0). Rovnost ψ(0) = 0 je zřejmá. Druhou mocninu funkce
ψ můžeme vyjádřit ve tvaru

ψ2(u) = u21 + u22 + (u1 + u2)
2 − 2(u1 + u2)

√
u21 + u22.

Tato funkce je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a je spojitě diferencovatelná v bodě 0 právě tehdy, je-li
funkce ψ(u) = (u1 + u2)

√
u21 + u22 spojitě diferencovatelná v bodě 0. Ale

lim
∥u∥→0

ψ(u)− ψ(0)

∥u∥
= lim

∥u∥→0
(u1 + u2)

√
u21 + u22√
u21 + u22

= 0,

575



takže ψ je diferencovatelná v bodě 0 a plat́ı ∇ψ(0) = 0. Spojitost parciálńı derivace ∂ψ/∂u1 v bodě 0
plyne z nerovnosti

∣∣∣∣∂ψ(u)∂u1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ u1√
u21 + u22

(u1 + u2) +
√
u21 + u22

∣∣∣∣∣
≤ |u1|√

u21 + u22
|u1 + u2|+

√
u21 + u22 ≤ |u1 + u2|+

√
u21 + u22

a z toho, že pravá strana této nerovnosti konverguje k nule pokud u → 0 (stejný výsledek dostaneme pro
parciálńı derivaci ∂ψ/∂u2). 2

Věta 379. Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn. Necht’ f : Rn → Rn je
zobrazeńı definované předpisem (1238), kde ψ : R2 → R je funkce definovaná předpisem (1240). Pak:

(a) Zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

(b) Plat́ı ∂Bf(x) ⊂ [∂Bf1(x), . . . , ∂Bfn(x)]
T , kde

∂Bfi(x) = ∇fi(x) =

(
xi√

x2i + p2i (x)
− 1

)
ei +

(
pi(x)√

x2i + p2i (x)
− 1

)
∇pi(x), (1246)

pokud x2i + p2i (x) ̸= 0 a

∂Bfi(x) =
∪

φ∈[0,2π]

[(cosφ− 1)ei + (sinφ− 1)∇pi(x)], (1247)

pokud x2i + p2i (x) = 0.

(c) Funkce F = (1/2)fT f je spojitě diferencovatelná v bodě x.

Důkaz (a) Polohladkost zobrazeńı f plyne z věty 369 a věty 372, nebot’ fi(x) = ψ(xi, pi(x)), funkce ψ je
polohladká podle lemmatu 129 a zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné.

(b) Podle lemmatu 129 je funkce ψ(xi, pi) spojitě diferencovatelná, pokud x
2
i +p

2
i ̸= 0. Vztah (1246) plyne

z (1245) použit́ım pravidla pro derivováńı složené funkce. V př́ıpadě, že x2i +p
2
i = 0, můžeme použ́ıt stejný

limitńı proces jako v lemmatu 129, takže

∂Bfi(x) = [ei,∇pi(x)]∂Bψ(0) = [ei,∇pi(x)]S(−e, 1),

což dává (1247).

(c) Plat́ı

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

n∑
i=1

ψ2(xi, pi(x)).

Zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné. Podle lemmatu 129 je druhá mocnina funkce ψ spojitě diferenco-
vatelná, takže i funkce F je spojitě diferencovatelná. 2

Poznámka 466. Fischerovu-Burmeistrovu funkci lze zobecnit tak že mı́sto eukleidovské normy vystupuj́ıćı
v (1240) použijeme jinou vhodnou normu. Dostaneme tak funkci

ψ(u) = ∥u∥ − (u1 + u2). (1248)
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Vhodné jsou např́ıklad normy ∥u∥p = (up1 + up2)
1/p, p > 1 a ∥u∥∞ = max(|u1|, |u2|). Nelze však použ́ıt

normu ∥u∥1 = |u1|+ |u2|. Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že u1 ≥ u2. Pokud u2 > 0, plat́ı

∥u∥p − (u1 + u2) = (|u1|p + |u2|p)1/p − (u1 + u2) < ((|u1|+ |u2|)p)1/p − (|u1|+ |u2|) = 0,

∥u∥∞ − (u1 + u2) = max(|u1|, |u2|)− (u1 + u2) = |u1| − (|u1|+ |u2|) = −|u2| < 0,

∥u∥1 − (u1 + u2) = |u1|+ |u2| − (u1 + u2) = |u1|+ |u2| − (|u1|+ |u2|) = 0.

Prvńı nerovnost plyne ze zobecněné binomické věty podle které plat́ı |u1|p+ |u2|p < (|u1|+ |u2|)p. Posledńı
rovnost ukazuje, že normu ∥u∥1 nelze použ́ıt ke konstrukci NCP funkce. Pokud u2 = 0, přejdou uvedené
nerovnosti v rovnosti a plat́ı ψ(u) = 0. Pokud u2 < 0, můžeme použ́ıt zobecněné Schwarzovy nerovnosti

|uT v| ≤ ∥u∥p∥v∥q, 1/p+ 1/q = 1,

|uT v| ≤ ∥u∥∞∥v∥1,

které přejdou v rovnosti pouze tehdy, jsou-li vektory u a v lineárně závislé. Necht’ e1 = [1, 0]T . Jelikož
předpokládáme, že u2 < 0, jsou vektory u a e1 lineárné nezávislé, a jelikož ∥e1∥q = 1 a ∥e1∥1 = 1 (lze to
snadno ověřit dosazeńım do definičńıch vztah̊u pro uvedené normy), můžeme psát

|u1| = |uT e1| < ∥u∥p ∥e1∥q = ∥u∥p,
|u1| = |uT e1| < ∥u∥∞∥e1∥1 = ∥u∥∞,

takže

∥u∥p − (u1 + u2) > |u1| − |u1|+ |u2| = |u2| > 0,

∥u∥∞ − (u1 + u2) = |u1| − |u1|+ |u2| = |u2| > 0.

V obou př́ıpadech tedy plat́ı ψ(u) = 0 právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a u1u2 = 0.

Nakonec vyšestř́ıme vlastnosti Kanzowovy funkce.

Lemma 130. Funkce ψ : R2 → R definovaná vztahem (1241) je spojitě diferencovatelná v R2. Rovnost
ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a u1u2 = 0. Plat́ı ∇ψ(0) = 0.

Důkaz Pro funkci (1241) plat́ı

ψ(u) = u1u2, ∇ψ(u) =
[

u2
u1

]
, u1 + u2 > 0, (1249)

ψ(u) = −1

2
(u21 + u22), ∇ψ(u) =

[
−u1
−u2

]
, u1 + u2 < 0. (1250)

Odtud je vidět, že funkce ψ(u) je spojitá a spojitě diferencovatelná i v bodech, kde u1 + u2 = 0, přičemž
∇ψ(0) = 0. Jestliže u1 + u2 ≥ 0, pak ψ(u) = u1u2 = 0 právě tehdy, když u1 = 0, a tedy u2 ≥ 0, nebo
u2 = 0, a tedy u1 ≥ 0. Jestliže u1 + u2 < 0, pak bud’ u1 < 0 nebo u2 < 0, takže ψ(u) = −(u21 + u22)/2 < 0.

2

Věta 380. Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn. Necht’ f : Rn → Rn je
zobrazeńı definované předpisem (1238), kde ψ : R2 → R je funkce definovaná předpisem (1241). Pak:

(a) Zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v bodě x.

(b) Plat́ı ∇f(x) = [∇f1(x), . . . ,∇fn(x)], kde

∇fi(x) = pi(x)ei + xi∇pi(x), xi + pi(x) ≥ 0, (1251)

∇fi(x) = −xiei − pi(x)∇pi(x), xi + pi(x) < 0. (1252)
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Důkaz (a) Spojitá diferencovatelnost plyne z toho, že fi(x) = ψ(xi, pi(x)), funkce ψ je spojitě diferenco-
vatelná podle lemmatu 130 a zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné.

(b) Vztahy (1251) a (1252) plynou ze vztah̊u (1249) a (1250) použit́ım pravidla pro derivováńı složené
funkce (funkce ψ(u) je spojitě diferencovatelná i v bodě u ∈ Rn takovém, že u1 + u2 = 0). 2

Věta 379 naznačuje jednu z možnost́ı jak řešit úlohy nelineárńı komplementarity. Úloha nelineárńı kom-
plementarity se pomoćı vhodné NCP funkce převede na ekvivalentńı soustavu nehladkých rovnic (1238),
které se řeš́ı pomoćı Algoritmu 4.1. Podle poznámky 465 lze volit Jk ∈ ∂bf(xk), kde množinu ∂bf(xk) =
[∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]

T lze určit podle (1246)-(1247). Zvoĺıme-li NCP funkci (1240) nebo (1241), je
funkce F = (1/2)fT f použ́ıvaná při výběru délky kroku spojitě diferencovatelná.

Ukážeme ještě jednu aplikaci nehladkých rovnic. Uvažujme úlohu nelineárńıho programováńı: Naj́ıt
minimum spojitě diferencovatelné funkce F : Rn → R na množině určené omezeńımi ci(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,
kde c : Rn → Rm, je spojitě diferencovatelné zobrazeńı. Jsou-li splněny podmı́nky regularity, muśı řešeńı
této úlohy vyhovovat podmı́nkám

∇F (x) +
m∑
i=1

λi∇ci(x) = 0, (1253)

−ci(x) ≥ 0, λi ≥ 0,
λici(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m

}
(1254)

(tvrzeńı 4). Podmı́nky (1254) jsou v podstatě podmı́nkami nelineárńı komplementarity (1237). Můžeme
tedy sestavit soustavu n+m nehladkých rovnic

f(x, λ)
∆
=


∇F (x) +

∑m
i=1 λi∇ci(x)

ψ(λ1,−c1(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψ(λm,−cm(x))

 = 0, (1255)

kde ψ je vhodná NCP funkce. Zobrazeńı f : Rn+m → Rn+m je polohladké a zvoĺıme-li NCP funkci (1240)
nebo (1241), je funkce F = (1/2)FTF spojitě diferencovatelná, takže soustavu rovnic (1255) lze řešit
pomoćı Algoritmu 4.1.
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17 Úvod do problematiky nelineárńıho programováńı

17.1 Základńı pojmy

Zat́ım jsme se zabývali hledáńım lokálńıch minim spojitých funkćı bez jakýchkoliv omezuj́ıćıch podmı́nek,
tedy v Rn. Nyńı budeme hledat lokálńı minima spojitých funkćı na podmnožině C ⊂ Rn, definované
soustavou rovnost́ı a nerovnost́ı. Tedy

C = {x ∈ Rn : ck(x) ≤ 0, k ∈ I, ck(x) = 0, k ∈ E}, (1256)

kde I a E jsou nějaké indexové množiny (obvykle I = {1, . . . ,mI}, E = {mI + 1, . . . ,mI +mE = m})
a ck : Rn → R, k ∈ I ∪ E jsou spojité funkce. Množina C se nazývá množinou př́ıpustných bod̊u nebo
stručněji př́ıpustnou množinou. Omezuj́ıćı podmı́nky budeme stručně zapisovat ve tvaru cI ≤ 0, cE = 0,
kde cI : Rn → RmI , cE : Rn → RmE jsou spojitá zobrazeńı (cI(x) ≤ 0 je mı́něno po složkách).

Definice 129. Minimalizace spojité funkce F : Rn → R na množině C definované soustavou rovnost́ı a
nerovnost́ı (1256) se nazývá úlohou matematického programováńı. Je-li některá z funkćı F a ck, k ∈ I∪E,
nelineárńı, jde o úlohu nelineárńıho programováńı.

Poznámka 467. Úlohu nelineárńıho programováńı budeme často zapisovat v úsporném tvaru

minimalizovat F (x) pokud ck(x) ≤ 0, k ∈ I, ck(x) = 0, k ∈ E. (1257)

Poznámka 468. V definici 129 předpokládáme, že DF ⊂ Rn. Do oblasti matematického programováńı
jsou často zařazovány i jiné úlohy. Je-li DF ⊂ Zn, mluv́ıme o celoč́ıselném programováńı. Je-li DF ,
část́ı obecněǰśı diskrétńı množiny, mluv́ıme o diskrétńım programováńı. Tyto úlohy však představuj́ı zcela
odlǐsnou problematiku a k jejich řešeńı se použ́ıvaj́ı speciálńı metody, kterými se zde zabývat nebudeme.

Př́ıpustná množina může být obecně prázdná (zejména tehdy, vyskytuj́ı-li se v (1256) vylučuj́ıćı se
nerovnosti, např́ıklad x ≤ 0 a 1 − x ≤ 0, nebo tehdy, neńı-li daná nerovnost nikdy splněna, např́ıklad
x2+1 ≤ 0). Tyto př́ıpady odstrańıme zavedeńım vhodných předpoklad̊u. V daľśım textu budeme použ́ıvat
tyto základńı předpoklady.

Předpoklad C1. Př́ıpustná množina C ⊂ Rn určená vztahy (1256) je neprázdná. Funkce F : C → R a
ck : C → R, k ∈ I ∪ E, jsou definované a spojité na C.

Předpoklad C2. Př́ıpustná množina C ⊂ Rn je kompaktńı.

Poznámka 469. Předpoklad C2 je rozumný a snadno zajistitelný. Uzavřenost C plyne př́ımo z (1256)
nebot’ limitńı přechod zachovává neostré nerovnosti. Jelikož nás obvykle nezaj́ımaj́ı úlohy, kde fukce F má
infimum v nekonečnu, lze omezenost množiny C snadno zajistit použit́ım dodatečného omezeńı

n∑
i=1

x2i ≤ R2, (1258)

kde R > 0 je vhodné dostatečně velké č́ıslo.

Předpoklad C3. Funkce F : C → R a ck : C → R, k ∈ I ∪ E, jsou spojitě diferencovatelné na C.

Předpoklad C4. Funkce F : C → R a ck : C → R, k ∈ I ∪E, jsou dvakrát spojitě diferencovatelné na C.

Z předpokladu C4 plyne C3. Jsou-li splněny předpoklady C1–C2, jsou funkce F a ck, k ∈ I∪E omezené na
C. Existuj́ı tedy konstanty F a c takové, že |F (x)| ≤ F a |ck(x)| ≤ c, k ∈ I∪E. Jsou-li splněny předpoklady
C1–C3 maj́ı funkce F a ck, k ∈ I ∪ E omezené prvńı derivace na C. Jsou-li splněny předpoklady C1–C4
maj́ı funkce F a ck, k ∈ I ∪ E omezené i druhé derivace na C.

I když je snahou nalézt globálńı minimum funkce F na množině C, omeźıme se zde na metody určené k
hledáńı lokálńıch minim. Úlohy globálńı optimalizace vyžaduj́ı odlǐsný př́ıstup (nelze zformulovat obecné
podmı́nky pro globálńı minimum a př́ıslušné metody nemaj́ı standardńı iteračńı charakter).
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Definice 130. Řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je lokálńım řešeńım úlohy matematického programováńı (definice
129), existuje-li č́ıslo ε > 0 takové, že

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ C ∩ B(x∗, ε).

kde C ⊂ Rn je př́ıpustná množina definovaná předpisem (1256) a F : Rn → R je funkce spojitá na
C ∩ B(x∗, ε).

Př́ıtomnost omezeńı (1256) značně komplikuje řešeńı úloh matematického programováńı. Velmi přitom
zálež́ı na typu omezuj́ıćıch podmı́nek, takže je účelné klasifikovat úlohy matematického programováńı podle
typu omezeńı:

• Úlohy s konvexńımi omezeńımi. V tomto př́ıpadě jsou funkce ck, k ∈ I, konvexńı a funkce ck, k ∈ E,
lineárńı, takže př́ıpustná množina C je konvexńı (věta 381). Je-li nav́ıc funkce F konvexńı, jde o
úlohu konvexńıho programováńı.

• Úlohy s lineárńımi omezeńımi. V tomto př́ıpadě jsou funkce ck, k ∈ I ∪ E, lineárńı. Je-li nav́ıc
funkce F kvadratická, jde o úlohu kvadratického programováńı, a je-li funkce F lineárńı, jde o úlohu
lineárńıho programováńı.

• Úlohy s nelineárńımi omezeńımi ve tvaru rovnost́ı, kdy I = ∅ a E ̸= ∅.
• Úlohy s nelineárńımi omezeńımi ve tvaru nerovnost́ı, kdy I ̸= ∅ a E = ∅.
• Smı́̌sené úlohy s nelineárńımi omezeńımi, kdy I ̸= ∅ a E ̸= ∅.

Je-li množina C, konvexńı, je odvozeńı podmı́nek optimality jednodušš́ı než v obecném př́ıpadě (věta 381).
Nav́ıc pro úlohy konvexńıho programováńı existuj́ı speciálńı metody maj́ıćı výhodné teoretické vlastnosti
(odd́ıl 20.6). Řešeńı úloh s lineárńımi omezeńımi (která jsou nutně konvexńı) neřináš́ı zásadńı teoretické
problémy, nebot’ lze použ́ıt metody aktivńıch omezeńı, které převáděj́ı úlohu matematického programováńı
na posloupnost optimalizačńıch úloh na lineárńıch varietách (odd́ıl 18.3). Tyto úlohy jsou po vhodné
transformaci proměnných ekvivalentńı úlohám nepodmı́něné minimalizace. Jelikož se přitom pohybujeme
v př́ıpustné množině neńı zapotřeb́ı použ́ıvat pokutové funkce ani jiné prostředky zaručuj́ıćı konvergenci
metody k bodu lež́ıćımu v př́ıpustné množině. Nav́ıc pro úlohy kvadratického a zejména lineárńıho pro-
gramováńı existuj́ı speciálńı účinné metody. Výhodou úloh s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı je snadné použit́ı
metod rekursivńıho kvadratického programováńı (odd́ıl 20.2) a na úlohy s omezeńımi ve tvaru nerovnost́ı
lze s výhodou použ́ıt metody vnitřńıch bod̊u (odd́ıl 20.3). V př́ıpadě smı́̌sených úloh je použit́ı metod
rekursivńıho kvadratického programováńı i metod vnitřńıch bod̊u poněkud komplikovaněǰśı.

Jak již bylo poznamenáno, velký význam pro formulaci podmı́nek optimality a pro konstrukci efek-
tivńıch algoritmů má pojem aktivńıch omezeńı.

Definice 131. Necht’ C ⊂ Rn je př́ıpustná množina úlohy matematického programováńı (definice 129) a
x ∈ C. Pak množinu Ē(x) = Ī(x)∪E, kde Ī(x) = {k ∈ I : ck(x) = 0}, nazveme množinou index̊u omezeńı
aktivńıch v bodě x. Omezeńı s indexy k ∈ Ē(x) nazveme aktivńımi omezeńımi.

Význam aktivńıch omezeńı spoč́ıvá v tom, že při formulaci podmı́nek optimality v bodě x ∈ C, můžeme
neaktivńı omezeńı vynechat (tečný kužel TC(x) je určen pouze omezeńımi s indexy k ∈ Ē(x)).

Abychom zjednodušili značeńı budeme v souladu s běžnou konvenćı gradienty omezuj́ıćıch funkćı
označovat symboly ak(x) = ∇ck(x). Dále označ́ıme AI(x) a AE(x) matice, jejichž sloupci jsou vek-
tory ak(x), k ∈ I, a ak(x), k ∈ E a polož́ıme A(x) = [AI(x), AE(x)]. Symbolem Ā(x) označ́ıme matici
jej́ımiž sloupci jsou vektory ak(x), k ∈ Ē(x), tedy gradienty omezeńı aktivńıch v bodě x. Hessovy matice
funkćı ck(x), k ∈ I ∪ E budeme označovat symboly Gk(x), k ∈ I ∪ E.

17.2 Podḿınky optimality pro úlohy s konvexńımi omezeńımi

V tomto odd́ılu budeme zabývat úlohami s konvexńımi omezeńımi. Pro zjednodušeńı zápisu polož́ıme
Ī = Ī(x) a Ē = Ē(x) (o který bod x ∈ Rn se jedná bude zřejmé z kontextu). Abychom zjednodušili
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výklad, budeme použ́ıvat označeńı Ck = {x ∈ Rn : ck(x) ≤ 0}, k ∈ I, Ck = {x ∈ Rn : ck(x) = 0}, k ∈ E, a

CI =
∩
k∈I

Ck, CE =
∩
k∈E

Ck, C = CI ∩ CE =
∩

k∈I∪E

Ck. (1259)

Mı́sto předpokladu C1 budeme použ́ıvat silněǰśı předpoklad.

Předpoklad C1a. (Slater) Př́ıpustná množina C ⊂ Rn určená vztahy (1256) je neprázdná. Funkce
F : C → R je spojitá na C. Funkce ck : Rn → R, k ∈ I, jsou konvexńı na C a funkce ck : Rn → R, k ∈ E,
jsou lineárńı. Existuje bod y ∈ C takový, že ck(y) < 0, pokud k ∈ I.

Poznámka 470. K formulaci podmı́nek optimality se použ́ıvaj́ı lineárńı omezeńı

lk(x, s) = ck(x) + aTk (x)s = aTk (x)s ≤ 0, k ∈ Ī ,

lk(x, s) = ck(x) + aTk (x)s = aTk (x)s = 0, k ∈ E,

vzniklá linearizaćı funkćı ck(x), k ∈ Ī ∪ E, v bodě x ∈ C (lk(x, s) je lineárńı funkce vektoru s a x je bod
ve kterém funkci ck(x) linearizujeme). Množinám určeným těmito omezeńımi odpov́ıdaj́ı tečné kužely

TLk
(x) = H(ak(x), 0) = {s ∈ Rn : aTk (x)s ≤ 0, k ∈ Ī},

TLk
(x) = L(ak(x), 0) = {s ∈ Rn : aTk (x)s = 0, k ∈ E},

kde H(ak(x), 0), k ∈ Ī, a L(ak(x), 0), k ∈ E, jsou poloprostory a nadroviny v Rn definované v odd́ılu 15.1
(přitom H(0, 0) = Rn a L(0, 0) = Rn), a

TL(x) =
∩
k∈Ē

TLk
(x) = {s ∈ Rn : aTk (x)s ≤ 0, k ∈ Ī , aTk (x)s = 0, k ∈ E}. (1260)

Množinu TL(x) nazveme tečným kuželem př́ıpustné množiny omezeńı linearizovaných v bodě x.

Poznámka 471. Pro daľśı zjednodušeńı zápisu budeme často argument x vynechávat (množiny odpov́ıdaj́ı-
ćı bodu x∗ budeme označovat hvězdičkou). Tuto konvenci jsme již použili u množin Ī = Ī(x), Ē = Ē(x).
Budeme tedy psát ak = ak(x) = ∇ck(x), Gk = Gk(x) = ∇2ck(x) a také a∗k = ak(x

∗), G∗
k = Gk(x

∗) pro
k ∈ I ∪ E. Toto zjednodušeńı zápisu je užitečné zejména pro označováńı Lagrangeových multiplikátor̊u a
jejich množin (definice 130 a poznámka 475).

Poznámka 472. K odvozeńı prakticky použitelných podmı́nek optimality pro úlohy matematického pro-
gramováńı je d̊uležité aby ve vyšetřovaném bodě x ∈ C platilo TC(x) = TL(x), kde TC(x) je tečný kužel
množiny C v bodě x (definice 113). Zřejmě TC(x) ⊂ TL(x), nebot’ pro libovolný vektor s ∈ FC(x) existuje
posloupnost ti ↓ 0, taková, že x+ tis ∈ C, neboli

ck(x+ tis) = tia
T
k s+ o(ti) ≤ 0, ⇒ aTk s+ o(1) ≤ 0, k ∈ Ī ,

ck(x+ tis) = tia
T
k s+ o(ti) = 0, ⇒ aTk s+ o(1) = 0, k ∈ E,

což v limitě dává aTk s ≤ 0, k ∈ Ī, aTk s = 0, k ∈ E, neboli s ∈ TL(x). Jelikož TC(x) = FC(x) a množina
TL(x) je uzavřená, plat́ı TC(x) ⊂ TL(x).

Ukážeme, že v př́ıpadě konvexńıch omezeńı splňuj́ıćıch podmı́nky C1a a C3, plat́ı TC(x) = TL(x).

Lemma 131. Je-li funkce c : Rn → R konvexńı, je množina C = {x ∈ Rn : c(x) ≤ 0} konvexńı a existuje-li
bod y ∈ C takový, že c(y) < 0, má množina C neprázdný vnitřek. Je-li nav́ıc funkce c : Rn → R spojitě
diferencovatelná na C, plat́ı pro libovolný bod x ∈ C TC(x) = TL(x), kde TL(x) = {s ∈ Rn : (∇c(x))T s ≤ 0}.
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Důkaz (a) Necht’ x1 ∈ C (takže c(x1) ≤ 0) a x2 ∈ C (takže c(x2) ≤ 0). Jelikož funkce c je konvexńı, plat́ı
c(λx1+(1−λ)x2) ≤ λc(x1)+(1−λ)c(x2) ≤ 0 pro 0 ≤ λ ≤ 1, takže λx1+(1−λ)x2 ∈ C. Jelikož funkce c je
konvexńı, je podle věty 341 lokálně lipschitzovská a tedy spojitá, takže pokud c(y) < 0 je bod y vnitřńım
bodem množiny C (množina C má tedy neprázdný vnitřek).

(b) Necht’ s ∈ FC(x). Pak podle definice 112 existuje č́ıslo t > 0 takové, že x + ts ∈ C, pokud 0 ≤ t ≤ t.
Jelikož funkce c je konvexńı a spojitě diferencovatelná, můžeme podle věty 348 pro x + ts ∈ C (kde
0 < t ≤ t), psát

0 ≥ c(x+ ts) ≥ (∇c(x))T ts,

takže s ∈ TL(x), neboli FC(x) ⊂ TL(x), a jelikož množina TL(x) je uzavřená, plat́ı také TC(x) = FC(x) ⊂
TL(x).

(c) Necht’ s ∈ TL(x) a (∇c(x))T s < 0. Pak podle věty 1 existuje č́ıslo t takové, že c(x+ ts) < c(x) a tedy
x+ ts ∈ C, pokud 0 < t ≤ t, což podle definice 112 znamená, že s ∈ FC(x) ⊂ TC(x).

(d) Necht’ s ∈ TL(x) a (∇c(x))T s = 0 a necht’ p ∈ Rn je vektor takový, že (∇c(x))T p < 0. Pak pro ti ↓ 0
plat́ı (∇c(x))T (s+ tip) < 0, takže s+ tip ∈ FC(x), a s+ tip→ s. Plat́ı tedy s ∈ FC(x) = TC(x). 2

Věta 381. Jsou-li splněny předpoklady C1a a C3, je množina C určená vztahem (1256) konvexńı a pro
libovolný bod x ∈ C plat́ı TC(x) = TL(x).

Důkaz (a) Podle lemmatu 131 jsou množiny Ck, k ∈ I, konvexńı. Jelikož funkce ck, k ∈ E, jsou lineárńı,
jsou množiny Ck, k ∈ E, afinńı a tud́ıž konvexńı. Podle (1259) a podle věty 293 je tedy množina C konvexńı.

(b) Jelikož množina CE je lineárńı varietou a x ∈ CE , plat́ı x ∈ C′
k = Ck ∩ CE , k ∈ I, a jelikož podle

lemmatu 131 je bod y ∈ C z předpokladu C1a společným vnitřńım bodem množin Ck, k ∈ I, a tedy
společným relativńım vnitřńım bodem množin C′

k, k ∈ I, má pr̊unik
∩

k∈I C′
k, neprázdný relativńı vnitřek.

Podle věty 334, lemmatu 131 a (1260) tedy plat́ı

TC(x) = T∩k∈ĪC′
k
(x) =

∩
k∈Ī

TC′
k
(x) =

∩
k∈Ē

TCk
(x) =

∩
k∈Ē

TLk
(x) = TL(x).

2

Věta 382. Jsou-li splněny předpoklady věty 381, plat́ı

NC(x) = {z ∈ Rn : z =
∑
k∈Ī

ukak(x) +
∑
k∈E

ukak(x), uk ≥ 0, k ∈ Ī}. (1261)

Důkaz Podle poznámky 470 plat́ı TLk
(x) = H(ak(x), 0), k ∈ Ī, a TLk

(x) = L(ak(x), 0), k ∈ E, kde
L(ak(x), 0) = H(ak(x), 0) ∩H(−ak(x), 0). Můžeme tedy psát

TL(x) =
∩
k∈Ī

H(ak(x), 0) ∩
∩
k∈E

H(ak(x), 0) ∩
∩
k∈E

H(−ak(x), 0).

Tečný kužel TL(x) je tedy polyedrálńım kuželem a podle věty 329 plat́ı

NL(x) = cone (conv {ak(x), k ∈ Ī , ak(x), k ∈ E, −ak(x), k ∈ E})
= {z ∈ Rn : z =

∑
k∈Ī

ukak(x) +
∑
k∈E

ukak(x), uk ≥ 0, k ∈ Ī}.

Jelikož TC(x) = TL(x), plat́ı NC(x) = NL(x). 2

Poznámka 473. Podmı́nka TC(x) = TL(x) se nazývá Abadieho kvalifikačńı podmı́nkou pro omezeńı.
Později (definice 137) uvedeme silněǰśı kvalifikačńı podmı́nky, které se snadněji ověřuj́ı a které rovnost
TC(x) = TL(x) implikuj́ı. Je d̊uležité, že konvexńı omezeńı vyhovuj́ıćı předpoklad̊um C1a a C3 kvalifikačńı
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podmı́nku TC(x) = TL(x) splňuj́ı. Význam Abadieho kvalifikačńı podmı́nky spoč́ıvá v tom, že implikuje
rovnost NC(x) = NL(x), což umožňuje vyjádřit normálový kužel ve tvaru (1261). Rovnost NC(x) = NL(x)
se nazývá Guignardovou kvalifikačńı podmı́nkou. Je-li (uzavřená) množina C konvexńı a x ∈ C, je TC(x)
uzavřeným konvexńım kuželem (věta 332), takže podle věty 326 z NC(x) = NL(x) plyne

TC(x) = T ∗∗
C (x) = N ∗

C (x) = N ∗
L(x) = T ∗∗

L (x) = TL(x),

takže podmı́nky TC(x) = TL(x) a NC(x) = NL(x) jsou v konvexńım př́ıpadě ekvivalentńı.

Nyńı zavedeme dva d̊uležité pojmy použ́ıvané při teoretickém vyšetřováńı úloh matematického pro-
gramováńı a při konstrukci numerických metod použ́ıvaných k jejich řešeńı.

Definice 132. Funkci
L(x, u) = F (x) +

∑
k∈I∪E

ukck(x) (1262)

nazveme Lagrangeovou funkćı úlohy matematického programováńı. Vektor u = [u1, . . . , um]T (kde m =
mI +mE) nazveme Lagrangeovým vektorem a jeho složky uk, k ∈ I ∪ E, Lagrangeovými multiplikátory.
Je-li splněn předpoklad C3, označ́ıme symbolem

g(x, u) = g(x) +
∑

k∈I∪E

ukak(x) (1263)

gradient Lagrangeovy funkce. Je-li splněn předpoklad C4, označ́ıme symbolem

G(x, u) = G(x) +
∑

k∈I∪E

ukGk(x) (1264)

Hessovu matici Lagrangeovy funkce.

Definice 133. Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C3, kde C ⊂ Rn je množina určená vztahem (1256),
a necht’ x ∈ C. Jestlǐze existuj́ı Lagrangeovy multiplikátory uk, k ∈ I ∪ E, kde uk ≥ 0 a ukck(x) = 0 pro
k ∈ I, takové, že

g(x, u) = g(x) +
∑

k∈I∪E

ukak(x) = 0, (1265)

řekneme, že bod x je KKT (Karush, Kuhn, Tucker) bodem a dvojice (x, u) ∈ Rn×Rm je KKT párem úlohy
matematického programováńı. Podmı́nky ck(x) ≤ 0, uk ≥ 0 a ukck(x) = 0, k ∈ I, se nazývaj́ı podmı́nkami
komplementarity.

Poznámka 474. Jelikož ck(x) < 0 a uk = 0, pokud k ∈ I \ Ī, můžeme vztah (1265) zapsat ve tvaru

g(x, u) = g(x) +
∑
k∈Ē

ukak(x) = 0, (1266)

kde uk ≥ 0, k ∈ Ī.

Věta 383. (Nutné podmı́nky prvńıho řádu) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C3, kde C ⊂ Rn je
množina určená vztahem (1256), a necht’ x∗ ∈ C je bod splnǔj́ıćı kvalifikačńı podmı́nku TC(x∗) = TL(x∗).
Pak je-li bod x∗ lokálńım minimem funkce F na množině C, je nutně KKT bodem dané úlohy.

Důkaz Je-li bod x∗ ∈ C lokálńım minimem funkce F na množině C, muśı podle věty 338 a poznámky 434
platit 0 ∈ g(x∗) +NC(x

∗), což s použit́ım (1261) dává

g(x∗) +
∑
k∈Ī∗

u∗kak(x
∗) +

∑
k∈E

u∗kak(x
∗) = 0, (1267)
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kde u∗k ≥ 0 pro k ∈ Ī∗ = Ī(x∗). Použijeme-li dodatečnou podmı́nku u∗kck(x
∗) = 0 pro k ∈ I, plat́ı u∗k = 0

pro k ∈ I \ Ī∗ a dostaneme (1265). 2

Věta 383 ř́ıká, že je-li splněna podmı́nka TC(x∗) = TL(x∗) a je-li bod x∗ ∈ C lokálńım řešeńım úlohy
matematického programováńı, existuj́ı Lagrangeovy multiplikátory u∗k, k ∈ I ∪ E, takové, že u∗k ≥ 0,
u∗kck(x

∗) = 0 pro k ∈ I a plat́ı (1265).

Poznámka 475. Je-li bod x ∈ C KKT bodem úlohy matematického programováńı, označ́ıme symbolem
U = U(x) ⊂ Rm (kde m = mI + mE) neprázdnou množinu Lagrangeových vektor̊u u = [u1, . . . , um]T ,
které splňuj́ı podmı́nku (1265) (neńı-li bod x ∈ C KKT bodem úlohy matematického programováńı, je
tato množina prázdná). Jsou-li vektory ak(x

∗), k ∈ Ē, lineárně nezávislé, je množina U(x) jednoprvková,
nebot’ vztah (1265) můžeme zapsat ve tvaru −g(x) = Ā ū, kde Ā = Ā(x), a má-li matice Ā plnou
hodnost, dostaneme ū = −(ĀT Ā)−1ĀT g(x). Jak ukážeme později, je lineárńı nezávislost vektor̊u ak(x),
k ∈ Ē(x), nejsilněǰśı použ́ıvanou kvalifikačńı podmı́nkou implikuj́ıćı rovnost TC(x) = TL(x) v př́ıpadě
obecných nelineárńıch omezeńı (podmı́nka LICQ v definici 137).

Definice 134. Necht’ bod x ∈ C je KKT bodem úlohy matematického programováńı a U je množina
Lagrangeových vektor̊u, pro které plat́ı (1265). Necht’ k ∈ Ī. Jestlǐze existuje alespoň jeden vektor u ∈ U
takový, že uk > 0, řekneme, že omezeńı ck je striktně aktivńı v bodě x. Symbolem Ī+ označ́ıme množinu
index̊u omezeńı striktně aktivńıch v bodě x a polož́ıme Ī0 = Ī \ Ī+, takže Ī0 = {k ∈ Ī : uk = 0 ∀u ∈ U}.
Dále označ́ıme Ē+ = Ī+ ∪E = Ē \ Ī0. Jestlǐze Ī0 = ∅ neboli Ī+ = Ī (věchny aktivńı omezeńı jsou striktně
aktivńı), řekneme, že jsou splněny podmı́nky striktńı komplementarity.

Poznámka 476. Necht’ x ∈ C je KKT bodem úlohy matematického programováńı. Z vyjádřeńı (1265) je
zřejmé, že rovnost (1265) z̊ustává zachována i tehdy odstrańıme-li omezeńı s indexy k ∈ Ī0 (tato omezeńı
jsou v bodě x nadbytečná a lze je při teoretickém vyšetřováńı vynechat). Jako př́ıklad lze uvést úlohu
kvadratického programováńı, kde F (x) = x21 + x22 a C = {x ∈ R2 : c(x) = x2 ≤ 0}. Řešeńım této úlohy je
bod x = 0, ve kterém plat́ı (1265) s Lagrangeovým multiplikátorem u = 0. Bod x = 0 je také globálńım
minimem funkce F na R2.

Nyńı zformulujeme podmı́nky optimality druhého řádu. Jsou-li všechna omezeńı lineárńı, je třeba
(podobně jako v odd́ılu 1.2) vyšetřovat výraz sTG(x∗)s na množině S̃∗ = S̃(x∗), kde

S̃(x) = {s ∈ TC(x) : sT g(x) = 0} (1268)

(v odd́ılu 1.2 se množina S̃∗ = S̃(x∗) rovnala Rn). V obecném př́ıpadě, kdy jsou některé z funkćı ck, k ∈ Ī,
nelineárńı, je situace poněkud komplikovaněǰśı, nebot’ muśıme vźıt v úvahu i křivost ploch ohraničuj́ıćıch
př́ıpustnou množinu, neboli Hessovy matice Gk(x

∗), k ∈ Ē∗. Pro tento účel zavedeme označeńı

C̃ = C̃(x) = {y ∈ Rn : ck(y) = 0, k ∈ Ē+, ck(y) ≤ 0, k ∈ I \ Ī+}, (1269)

kde Ē+ = Ē+(x) a Ī+ = Ī+(x). Zřejmě C̃ ⊂ C, množina C̃ však neńı konvexńı, nejsou-li omezeńı ck,
k ∈ Ē+, lineárńı. V daľśım výkladu budeme použ́ıvat tečné kužely TC̃(x) a TL̃(x). Jelikož C̃ ⊂ C, plat́ı
TC̃(x) ⊂ TC(x), TL̃(x) ⊂ TL(x) a podobně jako v poznámce 472 lze psát TC̃(x) ⊂ TL̃(x), takže pokud
TC(x) = TL(x), dostaneme

TC̃(x) ⊂ TL̃(x) ⊂ TL(x) = TC(x). (1270)

Lemma 132. Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C3, kde C ⊂ Rn je množina určená vztahem (1256).
Necht’ x ∈ C je bod, ve kterém je splněna kvalifikačńı podmı́nka TC(x) = TL(x). Pak je-li bod x KKT bodem,
plat́ı

S̃(x) = TL̃(x) = {s ∈ Rn : sTak(x) = 0, k ∈ Ē+, sTak(x) ≤ 0, k ∈ Ī0}. (1271)

Důkaz Jelikož TC(x) = TL(x), plat́ı s ∈ TC(x) právě tehdy, když s ∈ TL(x), neboli

sTak(x) ≤ 0, k ∈ Ī , sTak(x) = 0, k ∈ E (1272)
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(vztah (1260)). Je-li bod x ∈ C KKT bodem, plat́ı (1266), takže sT g(x) = 0 právě tehdy, když∑
k∈Ī

uks
Tak(x) +

∑
k∈E

uks
Tak(x) = 0

pro libovolný vektor u ∈ U . Jelikož uk ≥ 0, k ∈ Ī a plat́ı (1272), můžeme psát uks
Tak(x) = 0 ∀k ∈ Ē.

Pokud k ∈ Ē+, existuje vektor u ∈ U takový, že uk ̸= 0. Plat́ı tedy sTak(x) = 0, pokud k ∈ Ē+, a
sTak(x) ≤ 0, pokud k ∈ Ī0, což dokazuje (1271). 2

Věta 384. (Nutné podmı́nky druhého řádu) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C4, kde C ⊂ Rn je
množina určená vztahem (1256). Necht’ x∗ ∈ C je bod splňuj́ıćı kvalifikačńı podmı́nku TC(x∗) = TL(x∗).
Pak je-li bod x∗ lokálńım minimem funkce F na množině C, je nutně KKT bodem dané úlohy (věta 383).
Je-li splněna podmı́nka TC̃(x∗) = TL̃(x∗) nebo je-li množina U∗ = U(x∗) omezená, je pro libovolný vektor
u∗ ∈ U∗ matice G(x∗, u∗) positivně semidefinitńı na podprostoru {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, k ∈ Ē∗

+}.

Důkaz Necht’ bod x∗ ∈ C je lokálńım minimem funkce F . Pak existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F (x) ≥ F (x∗),
pokud x ∈ C ∩ B(x∗, ε). Necht’ s ∈ S̃(x∗) = TL̃(x∗) a ∥s∥ = 1.

(a) Pokud TC̃(x∗) = TL̃(x∗) (takže s ∈ TC̃(x∗)), existuj́ı posloupnosti si → s a ti ↓ 0 takové, že xi =

x∗ + tisi ∈ C̃(x∗) ∩ B(x∗, ε), přičemž plat́ı

F (xi) = F (xi) +
∑

k∈I∪E

u∗kck(xi) = L(xi, u
∗), (1273)

nebot’ ck(xi) = 0 pro k ∈ Ē∗
+ a u∗k = 0 pro k ∈ (I ∪ E) \ Ē∗

+. Aplikujeme-li větu o středńı hodnotě na
funkci (1273), dostaneme

F (xi) = L(xi, u
∗) = L(x∗, u∗) + tis

T
i g(x

∗, u∗) + t2i s
T
i G(x

∗ + t̃isi, u
∗)si, (1274)

kde 0 ≤ t̃i ≤ ti. Jelikož g(x∗, u∗) = 0 a F (xi) ≥ F (x∗) = L(x∗, u∗), muśı pro xi ∈ C̃(x∗) ∩ B(x∗, ε) platit
sTi G(x

∗ + t̃isi) ≥ 0, což v limitě dává sTG(x∗, u∗)s ≥ 0.

(b) Pokud TC̃(x∗) ̸= TL̃(x∗), nelze v (1273) použ́ıt rovnosti ck(xi) = 0 pro k ∈ Ī∗+. Jelikož podle (1270)
plat́ı TL̃(x∗) ⊂ TC(x∗), (takže s ∈ TC(x∗)), existuj́ı posloupnosti si → s a ti ↓ 0 takové, že xi = x∗ + tisi ∈
C(x∗) ∩ B(x∗, ε), přičemž podobně jako v (a) plat́ı

F (xi) = F (xi) +
∑

k∈I∪E

u∗kck(xi)−
∑
k∈Ī∗

+

u∗kck(xi) = L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗kck(xi). (1275)

Použijeme-li větu o středńı hodnotě, dostaneme

F (xi) = L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗kck(xi) = L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗k(ck(x
∗) + tis

T
i ak(x

∗) + o(ti))

= L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗k(ti(si − s)TaTk (x
∗) + o(ti)) = L(xi, u

∗)−
∑
k∈Ī∗

+

u∗ko(ti), (1276)

nebot’ si − s = o(1) a pro k ∈ Ī∗+ plat́ı ck(x
∗) = 0 a sTak(x

∗) = 0 (vztah (1271)). Je-li množina U(x∗)
omezená, můžeme podle (1276) psát F (xi) = L(xi, u

∗) + o(ti). Dosad́ıme-li za L(xi, u
∗) pravou stranu

vyjádřeńı (1274), vid́ıme, že pro xi ∈ C(x∗) ∩ B(x∗, ε) muśı platit sTi G(x
∗ + t̃isi) + o(ti) ≥ 0, což v limitě

dává sTG(x∗, u∗)s ≥ 0.

(c) Dokázali jsme, že pro libovolný vektor u∗ ∈ U∗ plat́ı sTG(x∗, u∗)s ≥ 0, pokud s ∈ S̃(x∗), neboli pokud
sTak(x

∗) = 0, k ∈ Ē∗
+, a s

Tak(x
∗) ≤ 0, k ∈ Ī∗0 . Necht’ k ∈ Ī∗0 , s

Tak(x
∗) ≤ 0 a sTG(x∗, u∗)s ≥ 0. Jelikož

hodnota výrazu sTG(x∗, u∗)s nezáviśı na orientaci vektoru s, plat́ı tato nerovnost i pro sTak ≥ 0, takže
omezeńı s indexem k ∈ Ī∗0 neńı třeba uvažovat. Muśı tedy platit sTG(x∗, u∗)s ≥ 0, pokud sTak(x

∗) = 0
pro k ∈ Ē∗

+. 2
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Podobně jako v př́ıpadě nepodmı́něné minimalizace, je podstatou postačuj́ıćıch podmı́nek druhého řádu
záměna pozitivńı semidefinitnosti za pozitivńı definitnost. Situace je však př́ıznivěǰśı, nebot’ neńı třeba
předpokládat splněńı kvalifikačńıch podmı́nek (ty jsou nahrazeny předpokladem, že bod x∗ je KKT bodem
úlohy matematického programováńı).

Věta 385. (Postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C4, kde C ⊂ Rn je
množina určená vztahem (1256), a necht’ x∗ ∈ C. Pak je-li bod x∗ KKT bodem (plat́ı-li (1267) pro u∗ ∈ U∗)
a jsou-li matice G(x∗, u∗), u∗ ∈ U∗, pozitivně definitńı na podprostoru {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, k ∈ Ē∗

+}, je
bod x∗ ryźım lokálńım minimem funkce F na množině C.

Důkaz Hessova matice G(x∗, u∗) je podle předpokladu pozitivně definitńı na tečném kuželu

TL̃(x
∗) ⊂ {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, k ∈ Ē∗

+},

takže je splněna nerovnost sTG(x∗, u∗)s > 0, pokud s ∈ TL̃(x∗) a ∥s∥ = 1. Jelikož množina {s ∈ TL̃(x∗) :
∥s∥ = 1} je kompaktńı, nabývá na ńı výraz sTG(x∗, u∗)s svého minima λ > 0, neboli sTG(x∗, u∗)s ≥
λ > 0, pokud s ∈ TL̃(x∗) a ∥s∥ = 1. Máme dokázat, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F (x) > F (x∗)
∀x ∈ C ∩ B(x∗, ε) \ {x∗}, což je totéž jako dokázat, že neexistuje posloupnost xi ∈ C ∩ B(x∗, ε) \ {x∗},
xi → x∗ taková, že F (xi) ≤ F (x∗) ∀k ∈ N . Předpokládejme naopak, že taková posloupnost existuje. Tuto
posloupnost vyjádř́ıme ve tvaru xi = x∗ + tisi, kde ∥si∥ = 1 a ti ↓ 0. Bez újmy na obecnosti budeme
předpokládat, že si → s (v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Pak s ∈ TC(x∗),
∥s∥ = 1 a podle věty o středńı hodnotě plat́ı

L(xi, u
∗) = L(x∗, u∗) + tis

T
i g(x

∗, u∗) + o(ti) = F (x∗) + o(ti), (1277)

nebot’ L(x∗, u∗) = F (x∗) a g(x∗, u∗) = 0.

(a) Předpokládejme nejprve, že s ∈ TL(x∗) \ TL̃(x∗). Pak existuje index j ∈ Ī∗+ a vektor u∗ ∈ U∗ tak, že

u∗js
Ta∗j

∆
= −δj < 0 a podle (1275) a (1277) plat́ı

F (xi) = L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗kck(xi) ≥ L(xi, u
∗)− u∗jcj(xi)

= F (x∗)− u∗jcj(x
∗)− tiu

∗
js

T
i aj + o(ti) = F (x∗) + tiδj + o(ti)

(použ́ıváme větu o středńı hodnotě pro cj(xi) a poznámku 431). Odtud plyne existence č́ısla l ∈ N
takového, že |o(ti)|/ti < (1/2)δj a tedy F (xi) ≥ F (x∗) + (1/2)tiδj > F (x∗) ∀k ≥ l, což je ve sporu s
předpokladem, že F (xi) ≤ F (x∗) ∀k ∈ N .

(b) Necht’ nyńı s ∈ TL̃(x∗). Použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje a vztahy (1275) a (1277), dostaneme

F (xi) = L(xi, u
∗)−

∑
k∈Ī∗

+

u∗kck(xi) ≥ L(xi, u
∗) = L(x∗, u∗) + tis

T
i g(x

∗, u∗) + t2i s
T
i G(x

∗, u∗)si + o(t2i )

= F (x∗) + t2i s
T
i G(x

∗, u∗)si + o(t2i ) ≥ F (x∗) + t2iλ+ o(t2i ).

Odtud plyne existence č́ısla l ∈ N takového, že |o(t2i )|/t2i < (1/2)λ, takže F (xi) ≥ F (x∗)+(1/2)t2iλ > F (x∗)
∀k ≥ l, což opět je ve sporu s předpokladem, že F (xi) ≤ F (x∗) ∀k ∈ N . 2

Podobně jako v př́ıpadě nepodmı́něné minimalizace se situace zjednoduš́ı, jsou-li funkce F a ck, k ∈ I∪E
konvexńı. To má význam zejména pro lineárńı a konvexńı kvadratické programováńı.

Důsledek 46. Necht’ jsou splněny předpoklady C1a a C4, kde C ⊂ Rn je množina určená vztahem (1256),
a necht’ x∗ ∈ C. Pak je-li funkce F konvexńı v okoĺı bodu x∗, je tento bod lokálńım minimem funkce F na
množině C právě tehdy, je-li KKT bodem dané úlohy.
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Důkaz Jsou-li funkce F a ck, k ∈ I ∪ E, konvexńı, jsou matice G(x∗) a Gk(x
∗), k ∈ I ∪ E pozitivně

semidefinitńı a je-li bod x∗ ∈ C KKT bodem, jsou splněny nutné podmı́nky druhého řádu (věta 384). Necht’
x∗ je KKT bodem dané úlohy. V části (a) d̊ukazu věty 385 jsme ukázali, že funkce F nemůže klesat ve směru
s ∈ TL(x∗) \ TL̃(x∗). Pokud s ∈ TL̃(x∗) = S̃(x∗), plat́ı podle věty 343 (d) F (x) ≥ F (x∗) + sT g(x∗) = 0,
takže funkce F neklesá ani ve směru s ∈ TL̃(x∗). 2

V př́ıpadě konvexńıho programováńı, kdy jsou funkce F a ck, k ∈ I, konvexńı a funkce ck, k ∈ E,
lineárńı, má velký teoretický a ve speciálńıch př́ıpadech (lineárńı programováńı a konvexńı kvadratické
programováńı) i praktický význam teorie duality. Při vyšetřováńı duality budeme použ́ıvat označeńı c(x) =
[cTI (x), c

T
E(x)]

T , A(x) = [AI(x), AE(x)] a u = [uTI , u
T
E ]

T .

Definice 135. Duálńı úlohou k (primárńı) úloze matematického programováńı (definice 129) navýváme
maximalizaci Lagrangeovy funkce L(x, u) = F (x) + uT c(x) : Rn+m → R na množině zadané omezeńımi
uI ≥ 0 a g(x, u) = g(x) +A(x)u = 0.

Věta 386. Necht’ bod x∗ ∈ C je řešeńım primárńı úlohy matematického programováńı, kde funkce F
je konvexńı a funkce ck, k ∈ I ∪ E, splňuj́ı podmı́nky (C1a) a (C3) a necht’ u∗ ∈ U∗ je Lagrange̊uv
vektor vyhovuj́ıćı podmı́nce (1267). Pak dvojice (x∗, u∗) ∈ Rn×m je řešeńım duálńı úlohy matematického
programováńı a plat́ı F (x∗) = L(x∗, u∗).

Důkaz Jsou-li funkce F a ck, k ∈ I, konvexńı a funkce ck, k ∈ E, lineárńı a plat́ı-li uI ≥ 0, je i Lagrangeova
funkce L(x, u) = F (x) + uT c(x) konvexńı. Je-li bod x∗ ∈ C řešeńım primárńı úlohy a splňuje-li dvojice
(x, u) omezeńı uI ≥ 0 a g(x, u) = 0, můžeme podle věty 343 (d) psát

L(x∗, u∗) = F (x∗) ≥ F (x∗) +
m∑
i=1

ukck(x
∗) = L(x∗, u) ≥ L(x, u) + (x∗ − x)T g(x, u) = L(x, u),

takže dvojice (x∗, u∗) je řešeńım duálńı úlohy. 2

Věta 387. Jsou-li funkce F a ck, k ∈ I, konvexńı a funkce ck, k ∈ E, lineárńı a je-li bod z ∈ Rn primárně
př́ıpustný (plat́ı z ∈ C) a dvojice (x, u) ∈ Rn×m duálně př́ıpustná (plat́ı uI ≥ 0 a g(x, u) = 0), je splněna
nerovnost F (z) ≥ L(x, u).

Důkaz Podle věty 343 (d) plat́ı

F (z)− F (x) ≥ (z − x)T g(x) = −
m∑
i=1

(z − x)Tukak(x) ≥ −
m∑
i=1

uk(ck(z)− ck(x)) ≥
m∑
i=1

ukck(x)

(nebot’ g(x, u) = 0, cI(z) ≤ 0, cE(z) = 0 a uI ≥ 0), takže F (z) ≥ F (x) + uT c(x) = L(x, u). 2

Poznámka 477. Z věty 387 plyne, že neexistuje-li optimálńı řešeńı primárńı úlohy (funkce F neńı zdola
omezená na C), neexistuje př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy a naopak.

Věta 388. Jsou-li splněny předpoklady věty 386, je dvojice (x∗, u∗) sedlovým bodem Lagrangeovy funkce.

Důkaz Zřejmě g(x∗, u∗) = 0, takže dvojice (x∗, u∗) je stacionárńım bodem Lagrangeovy funkce. Ukážeme,
že

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗),

pokud x ∈ C a uI ≥ 0. Jelikož Lagrangeova funkce je konvexńı, můžeme podle věty 343 (d) psát

L(x, u∗) ≥ L(x∗, u∗) + (x− x∗)T g(x∗, u∗) = L(x∗, u∗)

(nebot’ g(x∗, u∗) = 0) a
L(x∗, u∗) = F (x∗) ≥ F (x∗) + uTI cI(x

∗) = L(x∗, u)

(nebot’ cI(x
∗) ≤ 0, cE(x

∗) = 0 a uI ≥ 0). 2
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18 Minimalizace s lineárńımi omezeńımi

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že všechny funkce ck(x), k ∈ I ∪ E, jsou lineárńı, takže př́ıpustná
množina je definovaná předpisem

C = {x ∈ Rn : aTk x ≤ αk, k ∈ I, aTk x = αk, k ∈ E} (1278)

a úloha nelineárńıho programováńı má tvar

minimalizovat F (x) pokud aTk x ≤ αk, k ∈ I, aTk x = αk, k ∈ E. (1279)

V tomto př́ıpadě lze podmı́nky optimality značně zjednodušit

Věta 389. (Nutné podmı́nky druhého řádu) Necht’ x∗ ∈ C, kde C ∈ Rn je neprázdná množina určená
vztahem (1278) a F : Rn → R je funkce dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗. Pak je-li bod x∗

lokálńım minimem funkce F na množině C, je nutně KKT bodem úlohy (1279) a Hessova matice G(x∗) je
positivně semidefinitńı na podprostoru {s ∈ Rn : aTk s = 0, k ∈ Ē∗

+}.

Důkaz Jsou-li všechna omezeńı lineárńı plat́ı TC(x∗) = TL(x∗) i TC̃(x∗) = TL̃(x∗), takže jsou splněny
předpoklady věty 384. Nav́ıc plat́ı Gk(x

∗) = 0, k ∈ I ∪ E, takže G(x∗, u∗) = G(x∗) ∀u∗ ∈ U∗. Tvrzeńı
věty 389 pak plyne z tvrzeńı věty 384. 2

Věta 390. (Postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu) Necht’ x∗ ∈ C, kde C ∈ Rn je neprázdná množina určená
vztahem (1278) a F : Rn → R je funkce dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗. Pak je-li bod
x∗ KKT bodem úlohy (1279) a je-li Hessova matice G(x∗), pozitivně definitńı na podprostoru {s ∈ Rn :
sTak = 0, k ∈ Ē∗

+}, je bod x∗ ryźım lokálńım minimem funkce F na množině C.

Důkaz Věta 390 je bezprostředńım d̊usledkem věty 385. 2

Úlohy s lineárńımi omezeńımi maj́ı jistou výhodu v tom, že pokud startujeme z př́ıpustného bodu neńı
obt́ıžné z̊ustat v př́ıpustné množině. Stač́ı, aby směrový vektor ležel v př́ıpustném kuželu, čili aby platilo
aTk s ≤ 0, k ∈ Ī a aTk s = 0, k ∈ E. Neńı tedy třeba použ́ıvat r̊uzné pokutové funkce, které slouž́ı k penalizaci
porušených omezeńı. Metody tohoto typu se nazývaj́ı metodami aktivńıch omezeńı.

Kromě metod aktivńıch omezeńı existuj́ı i daľśı metody pro minimalizaci s lineárńımi omezeńımi. Velmi
účinné, zejména pro lineárńı a kvadratické programováńı, jsou metody vnitřńıch bod̊u, které jsou studovány
v odd́ılu 20.3.

18.1 Minimalizace na lineárńı varietě

Chceme-li aplikovat metody aktivńıch omezeńı na úlohy s lineárńımi omezeńımi, je nutné použ́ıt efektivńı
metody umožňuj́ıćı nalézt minimum účelové funkce na lineárńı varietě zadané lineárńımi omezeńımi ve
tvaru rovnost́ı, tedy minimalizovat funkci F : Rn → R na množině

C = {x ∈ Rn : aTk x = αk, 1 ≤ k ≤ m}, m ≤ n.

Pro tuto úlohu lze KKT podmı́nky vyjádřit pomoćı soustavy n nelineárńıch a m lineárńıch rovnic

g(x) +Au = 0 (1280)

ATx = b (1281)

v proměnných x a u (závislost na u je lineárńı), kde g(x) je gradient funkce F v bodě x, A = [a1, . . . , am]
a b = [α1, . . . , αm]T . Tuto soustavu rovnic lze řešit pomoćı Newtonovy metody, jej́ıž iteračńı krok má tvar
x+ = x+ αs, kde s je směrový vektor určený řešeńım soustavy n+m lineárńıch rovnic[

B A
AT 0

] [
s
u

]
= −

[
g(x)
0

]
(1282)
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a α > 0 je délka kroku. Zde B je symetrická (obvykle pozitivně definitńı) aproximace Hessovy matice
G(x) a u je źıskaná aproximace vektoru Lagrangeových multiplikátor̊u. Předpokládejme, že matice B je
regulárńı a položme H = B−1. Eliminujeme-li ze soustavy rovnic (1282) vektory u a s, dostaneme

u = −(ATHA)−1ATHg, (1283)

s = −H(g +Au) = −(H −HA(ATHA)−1ATH)g (1284)

(za předpokladu, že matice ATHA je regulárńı). K výpočtu vektor̊u (1283) a (1284) lze použ́ıt několik
př́ıstup̊u lǐśıćıch se reprezentaćı použité lineárńı variety.

• Bezprostředńı řešeńı soustavy n + m rovnic (1282) (které se nazývaj́ı rovnicemi sedlového bodu).
Tento př́ıstup se použ́ıvá zejména tehdy, jsou-li matice A a B rozsáhlé a ř́ıdké.

• Použit́ı matice ortogonálńı projekce P = I −A(ATA)−1AT do L(A)⊥, nebo promı́tnuté aproximace
inverzńı Hessovy matice Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH (metody promı́taných gradient̊u).

• Použit́ı matice Z jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(A)⊥ (metody redukovaných gradient̊u).

• Použit́ı matice S jej́ıž sloupce tvoř́ı konjugovanou bázi v L(A)⊥ takovou, že STBS = I (modifikované
metody redukovaných gradient̊u). Tento př́ıstup vyžaduje, aby matice B byla pozitivně definitńı a
je výhodný zejména ve spojeńı s metodami s proměnnou metrikou v součinovém tvaru, studovanými
v odd́ılu 4.2.

V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že matice A má lineárně nezávislé sloupce, plat́ı ZTZ = I,
ATZ = 0, ATS = 0 a matice [A,Z], [A,S] jsou čtvercové a regulárńı. Nemá-li matice A lineárně nezávislé
sloupce, je bud’ C = ∅, nebo jsou některé rovnosti nadbytečné a lze je vynechat. Nejprve ukážeme, jak lze
vyjádřit promı́tnutou matici Ĥ.

Věta 391. Necht’ Ĥ = H−HA(ATHA)−1ATH a B̃ = ZTBZ. Je-li symetrická matice H = B−1 pozitivně
definitńı, plat́ı Ĥ = ZH̃ZT , kde H̃ = B̃−1. Jestlǐze STBS = I, plat́ı Ĥ = SST . Rovnost Ĥ = SST je
splněna pro symetrickou pozitivně definitńı matici H = SST +AAT .

Důkaz (a) Sloupce matic A a BZ, kde B = H−1, tvoř́ı bázi v Rn, nebot’ z Au+BZv = 0 plyne

ZTAu+ ZTBZv = ZTBZv = 0 ⇒ v = 0,

ATHAu+ATZv = ATHAu = 0 ⇒ u = 0

(matice ATHA a ZTBZ jsou pozitivně definitńı). Maticová rovnost Ĥ − ZH̃ZT = 0 plat́ı právě tehdy,
z̊ustane-li zachována po vynásobeńı zprava regulárńı matićı [A,BZ]. Jelikož ĤA = 0 a ĤBZ = Z,
dostaneme

(Ĥ − ZH̃ZT )[A,BZ] = [0, Z − ZH̃ZTBZ] = 0.

(b) Stejným zp̊usobem jako v (a) lze ukázat, že sloupce matic A a BS tvoř́ı bázi v Rn. Jelikož ĤA = 0 a
ĤBS = S, dostaneme

(Ĥ − SST )[A,BS] = [0, S − SSTBS] = 0,

nebot’ B = H−1 a podle předpokladu plat́ı STBS = I.

(c) Necht’ H = SST +AAT . Jelikož sloupce matic A a S tvoř́ı bázi v Rn, lze každý vektor x ∈ Rn vyjádřit
jednoznačně ve tvaru x = Au+ Sv. Plat́ı tedy

xTHx = (Au+ Sv)T (AAT + SST )(Au+ Sv) = uT (ATA)2u+ vT (STS)2v

a jelikož matice ATA a STS jsou pozitivně definitńı, plat́ı xTHx ≥ 0, přižemž xTHx = 0 právě tehdy,
když x = 0 (kdy u = 0 a v = 0), takže matice H je pozitivně definitńı. Dále plat́ı

Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH

= AAT + SST − (AAT + SST )A(AT (AAT + SST )A)−1AT (AAT + SST )

= AAT + SST −AATA(ATA)−2ATAAT = AAT + SST −AAT = SST .

2
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Poznámka 478. Podle věty 391 plat́ı

Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH = Z(ZTBZ)−1ZT = SST , (1285)

kde H = B−1 a STBS = I. Tento d̊uležitý vztah spojuje metody promı́taných gradien̊u s metodami
redukovaných gradient̊u.

Poznámka 479. Necht’ H = Ĥ +AAT , kde Ĥ je matice určená vzorcem (1285). Pak podle (1285) plat́ı

ZTHZ = ZT (Ĥ +AAT )Z = ZT ĤZ = ZTZ(ZTBZ)−1ZTZ = (ZTBZ)−1 = B̃−1 = H̃

(obecně vztah H̃ = ZTHZ neplat́ı). Necht’ Ĥ = SST , kde ATS = 0 a matice [A,S] je regulárńı. Pak
matice H = Ĥ +AAT je pozitivně definitńı a plat́ı (1285).

Nejobecněǰśımi metodami pro minimalizaci na lineárńı varietě jsou metody redukovaných gradient̊u.
Necht’ z ∈ C, takže AT z = b. Pak pokud x ∈ C, můžeme psát AT (x − z) = 0. Má-li matice A m < n
lineárně nezávislých sloupc̊u a tvoř́ı-li n − m sloupc̊u matice Z ortonormálńı bázi v L(A)⊥, lze bod x
jednoznačně vyjádřit ve tvaru x = z + Zx̃. Toto jednoznačné vyjádřeńı ukazuje, že minimalizace funkce
F (x) na C je ekvivalentńı minimalizaci funkce F̃ (x̃) = F (z + Zx̃) na Rn−m. Přitom g̃(x̃) = ZT g(x) a
G̃(x̃) = ZTG(x)Z. Jestliže x+ = x + αs, kde x+ ∈ C, můžeme psát αs = x+ − x = Z(x̃+ − x̃) = αZs̃.
To znamená, že s = Zs̃, kde s̃ je směrový vektor źıskaný pomoćı redukovaného gradientu g̃ s př́ıpadným
použit́ım aprozimace B̃ redukované Hessovy matice G̃ = ZTGZ, nebo jej́ı inverze H̃ = B̃−1. V obecném
př́ıpadě se směrový vektor s̃ poč́ıtá podle vzorc̊u uvedených v poznámce 142. Tedy s = Zs̃, kde např́ıklad

s̃ = −g̃, s̃ = −g̃ + β̃−s̃−, s̃ = −H̃g̃, s̃ = −(G̃)−1g̃

pro metodu největš́ıho spádu, metodu sdružených gradient̊u, metodu s proměnnou metrikou a Newtonovu
metodu. Koeficient β̃ se určuje podle vzorc̊u uvedených v poznámce 67, kam dosazujeme vektory s̃,
g̃ = ZT g, g̃+ = ZT g+ a ỹ = g̃+ − g̃ = ZT y mı́sto vektor̊u s, g, g+ a y = g+ − g. Matice H̃ se aktualizuje
podle vzorc̊u uvedených v poznámce 143, takže např́ıklad pro metodu BFGS plat́ı

1

γ
H̃+ = H̃ +

(
ρ

γ
+
a

b

)
1

b
d̃d̃T − 1

b

(
H̃ỹd̃T + d̃(H̃ỹ)T

)
,

kde ỹ = ZT y, d̃ = αs̃ a a = ỹT H̃ỹ, b = ỹT d̃, c = d̃T B̃d̃. Pro testováńı spádovosti v Rn−m použ́ıváme
podmı́nky (S1), kam mı́sto cosϑ = −sT g/(∥s∥∥g∥) dosazujeme cos ϑ̃ = −s̃T g̃/(∥s̃∥∥g̃∥). Zřejmě s̃T g̃ =
s̃TZT g = sT g a ∥s∥2 = s̃TZTZs̃ = ∥s̃∥2 (nebot’ ZTZ = I), ale obvykle ∥g̃∥2 = gTZZT g < ∥g∥2, takže

cos ϑ̃ = −s̃T g̃/(∥s̃∥∥g̃∥) = −sT g/(∥s∥∥ZT g∥) > −sT g/(∥s∥∥g∥) = cosϑ.

Metody redukovaných gradient̊u lze realizovat jako metody spádových směr̊u nebo jako metody s
lokálně omezeným krokem. V př́ıpadě metod spádových směr̊u se k výběru délky kroku použ́ıvaj́ı Wolfeho
podmı́nky (S2a) a (S3a), kde vystupuj́ı vektory s̃, g̃, g̃+ mı́sto vektor̊u s, g, g+ (plat́ı totiž sT g = (Zs̃)T g =
s̃TZT g = s̃T g̃ a podobně sT g+ = s̃T g̃+). V př́ıpadě metod s lokálně omezeným krokem se snaž́ıme přibližně
řešit úlohu

s̃∗ = argmin
∥s̃∥≤∆

Q̃(s̃), (1286)

kde

Q̃(s̃) = g̃T s̃+
1

2
s̃T B̃s̃. (1287)

Jelikož ZTZ = I, plat́ı ∥s̃∥ = ∥s∥. Můžeme tedy použ́ıt definici 40, kde vystupuje vektor s̃ a kvadratická
funkce Q̃(s̃) mı́sto vektoru s a kvadratické funkce Q(s).
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Poznámka 480. Jelikož minimalizaci na lineárńı varietě určeném rovnostmi převád́ıme na nepodmı́něnou
minimalizaci v Rn−m, z̊ustávaj́ı v platnosti všechny věty o globálńı a superlineárńı konvergenci dokázané v
předchoźıch odd́ılech. Uprav́ıme-li globálně konvergentńı metodu tak, že použijeme redukované veličiny g̃i,
s̃i, H̃i, G̃i mı́sto gi, si, Hi, Gi, plat́ı lim infi→∞ g̃i = 0. Jako kriterium pro identifikaci lokálńıho minima
na Rn−m (čili na uvažované lineárńı varietě) lze použ́ıt podmı́nku ∥g̃i∥ ≤ ε, kde ε > 0 je předpsaná
přesnost. Jelikož ∥si∥ = ∥s̃i∥, můžeme též použ́ıt podmı́nku ∥si∥ ≤ ε, která však neńı vhodná, je-li
Hessova matice účelové funkce špatně podmı́něná. Jelikož plat́ı věta 391, můžeme úvahy o globálńı a
superlineárńı konvergenci rozš́ı̌rit i na metody promı́taných gradient̊u.

Použ́ıváme-li k minimalizaci na lineárńı varietě metody s proměnnou metrikou, je úsporněǰśı pracovat s
jedinou matićı S mı́sto se dvěma maticemi Z a H̃, což je princip modifikovaných metod redukovaných gradi-
ent̊u. V tomto př́ıpadě se směrový vektor poč́ıtá podle vzorce s = Ss̃, kde s̃ = −g̃ = −ST g (poznámka 129)
a matice S se aktualizuje podle vzorc̊u uvedených v d̊usledku 13, takže např́ıklad pro metodu BFGS plat́ı

1
√
γ
S+ = S − 1

b
d

(
ỹ +

√
ρb

γc
d̃

)T

,

kde b = d̃T ỹ a c = d̃T d̃. V tomto př́ıpadě je sice s̃T g̃ = sT g, neplat́ı však ∥s∥ = ∥s̃∥. Jelikož s̃ = −g̃,
můžme psát cos ϑ̃ = −s̃T g̃/(∥s̃∥∥g̃) = 1, takže podmı́nka (S1b) s cos ϑ̃ je vždy splněna a nemůžeme ji použ́ıt
jako kritérium pro přerušeńı iteračńıho procesu. Nahrad́ıme-li cos ϑ̃ hodnotou cosϑ = −sT g/(∥s∥∥g∥), je
třeba zmenšit č́ıslo ε0 v (S1b). Mı́sto cos ϑ̃ je také možné použ́ıt hodnotu −sT g/(∥s∥∥ZT g∥), přičemž
podle (1284) a (1285) (s H = I) plat́ı ∥ZT g∥2 = gT (g + Au). Postup založený na aktualizaci matice S
takové, že Ĥ = SST nelze použ́ıt pro metody s lokálně omezeným krokem, které vyžaduj́ı znalost matice
B̂ = (SST )†.

Metody promı́taných gradient̊u pracuj́ı s matićı projekce P = I − A(ATA)−1AT , nebo s promı́tnutou
matićı Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH, takže plat́ı např́ıklad

s = −Pg, s = −Pg + β−s−, s = −Ĥg = −(H −HA(ATHA)−1ATH)g

pro metodu největš́ıho spádu, metodu sdružených gradient̊u a metodu s proměnnou metrikou (nebo
Newtonovu metodu, pokud H = G−1). Koeficient β se určuje podle vzorc̊u uvedených v poznámce 67,
kam dosazujeme vektory Pg a Pg+ mı́sto vektor̊u g a g+. Použ́ıváme-li k minimalizaci na lineárńı varietě
metody s proměnnou metrikou, máme dvě možnosti. Bud’ aktualizujeme promı́tnutou matici Ĥ pomoćı
rekurentńıho vztahu

Ĥ+ = γ(Ĥ + ÛM̂ÛT ), Û = [d, Ĥy], d = −αĤg
a předpokládáme, že H = Ĥ + AAT (metody s proměnnou vněǰśı metrikou), nebo aktualizujeme matici
H pomoćı rekurentńıho vztahu

H+ = γ(H + UMUT ), U = [d,Hy], d = −α(H −HA(ATHA)−1ATH)g

a předpokládáme, že Ĥ = H−HAWATH, kde W = (ATHA)−1 (metody s proměnnou vnitřńı metrikou).
V př́ıpadě metod s proměnnou vněǰśı metrikou aktualizujeme matici Ĥ (pomocnou maticiH = Ĥ+AAT

nekonstruujeme). Použ́ıváme-li (1284)–(1284), můžeme psát

W = (ATHA)−1 = (AT (Ĥ +AAT )A)−1 = (ATA)−2

(nebot’ ĤA = 0) a

u = −WAT (Ĥ +AAT )g = −(ATA)−2ATAAT g = −(ATA)−1AT g,

takže s = −Ĥg a u = −(ATA)−1AT g. Metody s proměnnou vněǰśı metrikou tedy použ́ıvaj́ı stejnou
reprezentaci lineárńı variety jako metoda největš́ıho spádu a metoda sdružených gradient̊u (s matićı Ĥ
nav́ıc).

V př́ıpadě metod s proměnnou vnitřńı metrikou, je třeba aktualizovat kromě matice H též matici
W = (ATHA)−1 (matice Ĥ se nekonstruuje).
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Věta 392. Necht’ W = (ATHA)−1 a W+ = (ATH+A)
−1, kde H+ = γ(H + UMUT ), U = [d,Hy] a

matice M je určena podle (284). Pak lze psát

γW+ =W − m3WATHyyTHAW

1 +m3 yTHAWATHy
, (1288)

kde m3 = (η − 1)/a, takže pro metodu BFGS (kdy η = 1) plat́ı γW+ =W .

Důkaz Jelikož AT d = −αAT ((H −HA(ATHA)−1ATH)g = 0, můžeme podle (284) a (285) psát

ATH+A = γ

(
ATHA+ [0, ATHy]M

[
0
yTHA

])
= γ(ATHA+m3A

THyyTHA).

Označ́ıme-li u = ATHy, v = m3 u a použijeme-li Shermann̊uv-Morrison̊uv vzorec (poznámka 108),
dostaneme

γW+ =W − m3WuuTW

1 +m3 uTWu
=W − m3WATHyyTHAW

1 +m3 yTHAWATHy
,

kde podle (285) plat́ı m3 = (η − 1)/a. 2

Poznamenejme, že metody s proměnnou vněǰśı metrikou jsou efektivněǰśı než metody s proměnnou
vnitřńı metrikou, zejména proto, že zaokrouhlovaćı chyby mohou porušit platnost věty 392 (matice W+

určená podle (1288) se může lǐsit od matice (ATH+A)
−1).

Poznámka 481. Uvažujme kvadratickou funkci

Q(s) =
1

2
sTGs+ gT s (1289)

a lineárńı varietu určenou soustavou rovnic AT s = 0. Nutné KKT podmı́nky maj́ı tvar

Gs+ g +Au = 0, AT s = 0,

odkud plynou vztahy

u = −(ATHA)−1ATHg, s = −H(Au+ g) = −(H −HA(ATHA)−1ATH)g = −Ĥg,

kde H = G−1, což je krok Newtonovy metody promı́taných gradient̊u. Dosad́ıme-li optimáńı vektor
s = −Ĥg do (1289), dostanem optimálńı hodnotu Q(s) = −(1/2)gT Ĥg.

Následuj́ıćı shrnut́ı ukazuje, které matice se použ́ıvaj́ı k reprezentaci lineárńı variety pro jednotlivé opti-
malizačńı metody (R je horńı trojúhelńıková matice).

Metody redukovaných gradient̊u:

Metoda největš́ıho spádu: A, Z, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Metody sdružených gradient̊u: A, Z, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Metody s proměnnou metrikou: A, Z, H̃, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Newtonova metoda: A, Z, B̃, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.

Modifikované metody redukovaných gradient̊u:

Metody s proměnnou metrikou: A, S, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.

Metody promı́taných gradient̊u:

Metoda největš́ıho spádu: A, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Metody sdružených gradient̊u: A, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Metody s proměnnou vněǰśı metrikou: A, Ĥ, W nebo R, kde W = (ATA)−1 a RTR = ATA.
Metody s proměnnou vnitřńı metrikou: A, H, W nebo R, kde W = (ATHA)−1 a RTR = ATHA.
Newtonova metoda: A, B, W nebo R, kde W = (ATB−1A)−1 a RTR = ATB−1A.

Toto shrnut́ı demonstruje náročnost Newtonovy metody pro minimalizaci na lineárńı varietě, nebot’ je třeba
v každém iteračńım kroku poč́ıtat matici B̃ = ZTBZ, př́ıpadně matici W = (ATB−1A)−1 nebo rozklad
RTR = ATB−1A. Tato obt́ıž odpadá u kvadratického programováńı, kdy matice B = G je konstantńı,
takže matice W a R lze aktualizovat zp̊usobem popsaným v odd́ılu 18.2.
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18.2 Změna lineárńı variety p̌ri p̌ridáńı nebo ubráńı aktivńıho omezeńı

Najdeme-li minimum na lineárńı varietě, je třeba ově̊rit, zda je tento bod řešeńım p̊uvodńı úlohy s lineárńımi
omezeńımi, tedy jsou-li splněny KKT podmı́nky. K tomu je třeba určit vektor Lagrangeových multi-
plikátor̊u, bud’ podle vzorce (1283) nebo aplikaćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u na soustavu rovnic (1280),
kde předpokládáme, že x se neměńı. Ve druhém př́ıpadě podle poznámky 273 plat́ı

u = −(ATA)−1AT g, (1290)

což je vzorec (1283), kde H = I. Z těchto úvah plyne, že je třeba kromě matic uvedených v odd́ılu 18.1
uchovávat nav́ıc matici W = (ATHA)−1 (nebo trojúhelńıkový rozklad RTR = ATHA), kde H = I,
použ́ıváme-li vzorec (1290).

Nejprve se zaměř́ıme na metody promı́taných gradient̊u, které reprezentuj́ı lineárńı varietu pomoćı
matice A, maticeW = (ATHA)−1 (nebo trojúhelńıkového rozkladu RTR = ATHA) a matice Ĥ definované
vztahem (1285). V tomto př́ıpadě lze psát

u = −WATHg = −R−1(R−1)TATHg,

s = −Ĥg.

Přidáváme-li k aktivńım omezeńı nové omezeńı s normálovým vektorem a ̸∈ L(A), udává změnu
reprezentace lineárńı variety tato věta.

Věta 393. Necht’ A+ = [A, a], kde a ̸∈ L(A) a necht’ W+ = ((A+)THA+)−1, (R+)TR+ = (A+)THA+,
Ĥ+ = H −HA+W+(A+)TH. Pak plat́ı

W+ =

 W + WATHaaTHAW
aT Ĥa

, −WATHa
aT Ĥa

−a
THAW
aT Ĥa

, 1
aT Ĥa

 ,
R+ =

[
R, r
0, ρ

]
, Ĥ+ = Ĥ − ĤaaT Ĥ

aT Ĥa
,

kde RT r = ATHa a ρ2 = aTHa− rT r.

Důkaz Je-li A+ = [A, a], můžeme po dosazeńı B = ATHA, b = ATHa, β = aTHa do (781) psát

W+ = (A+)THA+ =

[
ATHA , ATHa
aTHA , aTHa

]−1

=

 W + WATHaaTHAW
aT Ĥa

, −WATHa
aT Ĥa

−a
THAW
aT Ĥa

, 1
aT Ĥa

 , (1291)

kde Ĥ = H −HAWATH. Podobně použit́ım (780) dostaneme

Ĥ+ = H −H[A, a]

[
ATHA , ATHa
aTHA , aTHa

]−1 [
AT

aT

]
H

= H −H

(
AWAT +

(a−AWATHa)(a−AWATHa)T

aT Ĥa

)
H

= Ĥ − (H −HAWATH)aaT (H −HAWATH)T

aT Ĥa
= Ĥ − ĤaaT Ĥ

aT Ĥa
(1292)

Necht’ RTR = ATHA, kde R je horńı trojúhelńıková matice. Položme

R+ =

[
R, r
0, ρ

]
.
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Pak lze psát

(R+)TR+ =

[
RTR, RT r
rTR, rT r + ρ2

]
,

takže (R+)TR+ = (A+)THA+ plat́ı právě tehdy, když RT r = ATHa a rT r + ρ2 = aTHa (r dostaneme
řešeńım soustavy rovnic s dolńı trojúhelńıkovou matićı a ρ2 = aTHa− rT r). 2

Poznamenejme, že matici W = (ATHA)−1 (nebo trojúhelńıkový rozklad RTR = ATHA) použ́ıváme
pouze v př́ıpadě metod s proměnnou vnitřńı metrikou, kdy známe matici H. V tomto př́ıpadě nekonstruu-
jeme explicitně matici Ĥ a vektor s = −Ĥg poč́ıtáme podle vzorce s = −H(g +Au), kde u = −WATHg.
V ostatńıch př́ıpadech použ́ıváme matici W = (ATA)−1 (nebo trojúhelńıkový rozklad RTR = ATA) a
matici Ĥ (nebo matici P ) a v př́ıslušných vzorćıch pokládáme H = I.

Ub́ıráme-li od aktivńıch omezeńı staré omezeńı s normálovým vektorem a, udává změnu reprezentace
lineárńı variety tato věta.

Věta 394. Necht’ AΠ = [A−, a], kde Π je permutačńı matice, která převede sloupec a na posledńı
pozici a nezměńı pořad́ı ostatńıch sloupc̊u (takže matice RΠ je horńı Hessenbergova). Necht’ W− =
((A−)THA−)−1, (R−)TR− = (A−)THA−, H− = H −HA−W−(A−)TH a

ΠWΠ =

[
W̄ w
wT ω

]
, QRΠ =

[
R̄ r
0 ρ

]
,

kde Q je ortogonálńı matice taková, že matice QRΠ je horńı trojúhelńıková (poznámka 277). Pak plat́ı

W− = W̄ − wwT

ω
, R− = R̄, Ĥ− = Ĥ +

H−aaTH−

aTH−a
,

kde H−a = H(a−A−W−(A−)THa).

Důkaz Vztah pro matici W− plyne bezprostředně z vyjádřeńı (1291) (kde ṕı̌seme A−, W− mı́sto A, W
a W mı́sto W+). Jelikož matice QRΠ je horńı trojúhelńıková je i matice R− = R̄ horńı trojúhelńıková a
jelikož[

R̄T R̄ R̄T r
rT R̄ rT r + ρ2

]
= ΠRTQTQRΠ = ΠRTRΠ = ΠATHAΠ =

[
(A−)THA− (A−)THa
aTHA− aTHa

]
(nebot’ permutačńı matice Π je symetrická), plat́ı (R−)TR− = R̄T R̄ = (A−)THA−. Vztah pro matici Ĥ−

plyne bezprostředně ze vztahu pro matici Ĥ+ uvedeného ve větě 393 (kde ṕı̌seme Ĥ− mı́sto Ĥ a Ĥ mı́sto
Ĥ+). 2

Vztah pro matici Ĥ− vyžaduje znalost matice H. V metodách s proměnnou vněǰśı metrikou se tato
matice nepouž́ıvá, takže je účelné nalézt vhodnou aproximaci matice Ĥ− bez znalosti matice H. Jednu
z možnost́ı udává tato věta, ve které Z je matice jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v ortogonálńım
doplňku podprostoru generovaného sloupci matice A.

Věta 395. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 394 a necht’ Ĥ = ZH̃ZT a P− = I − A−W−(A−)T , kde
W− = ((A−)TA−)−1. Pak, polož́ıme-li

Ĥ− = Ĥ +
P−aaTP−

aTP−a
, (1293)

kde P−a = a−A−W−(A−)Ta, plat́ı

Ĥ− = Z−
[
H̃ 0
0 1

]
(Z−)T = ZH̃ZT + zzT ,

kde Z− = [Z, z] je matice jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v ortogonálńım doplňku podprostoru ge-
nerovaného sloupci matice A−.
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Důkaz Podle věty 391 lze matici P− = I − A−((A−)TA−)−1(A−)T vyjádřit ve tvaru P− = Z−(Z−)T ,
což spolu s předpokladem Ĥ = ZH̃ZT a vyjádřeńım (1293), dává

Ĥ− = [Z, z]

[
H̃ 0
0 0

] [
ZT

zT

]
+ [Z, z]

(Z−)TaaTZ−

aTZ−(Z−)Ta

[
ZT

zT

]
= [Z, z]

[
H̃ 0
0 1

] [
ZT

zT

]
,

nebot’ aTZ = 0, takže aTZ− = [0, aT z]. 2

Věta 395 dokládá vhodnost aktualizace (1293). Redukovaná matice H̃ se ovroub́ı sloupcem a řádkem
jednotkové matice, což sice změńı maticiH v definici matice Ĥ, ale výsledná změna matice Ĥ má hodnost 1,
takže se ztráćı pouze minimum informaćı.

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak se změńı výraz −gT s = gT Ĥg po ubráńı aktivńıho omezeńı.

Věta 396. Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice a Ĥ, Ĥ− jsou matice definované vztahem
(1285), kde A, A− jsou matice vystupuj́ıćı ve větě 394. Pak plat́ı

gT Ĥ−g = gT Ĥg + µ2aT Ĥ−a = gT Ĥg +
µ2

ω
= gT Ĥg + µ2ρ2, (1294)

přičemž µ je posledńı prvek vektoru Πu, kde u = −(ATHA)−1ATHg, ω je posledńı diagonálńı prvek matice
ΠWΠ , kde W = (ATHA)−1, a ρ je posledńı diagonálńı prvek matice QRΠ , kde RTR = ATHA.

Důkaz Použijeme-li (1283) a (1285), dostaneme

g = H−1Ĥg +A(ATHA)−1ATHg = H−1Ĥg +Au. (1295)

Jelikož Ĥ−A− = 0, můžeme psát Ĥ−H−1Ĥ− = Ĥ−(I −A−((A−)THA−)−1(A−)TH) = Ĥ−, což spolu se
vztahem (1292) (kde ṕı̌seme Ĥ a Ĥ− mı́sto Ĥ+ a Ĥ) dává

Ĥ−H−1Ĥ = Ĥ−H−1Ĥ− − Ĥ−H−1Ĥ−aaT Ĥ−

aT Ĥ−a
= Ĥ− − Ĥ−aaT Ĥ−

aT Ĥ−a
= Ĥ,

takže podle (1295) plat́ı

Ĥ−g = Ĥ−H−1Ĥg + Ĥ−Au = Ĥg + Ĥ−[A−, a]Πu = Ĥg + [0, Ĥ−a]Πu = Ĥg + µĤ−a, (1296)

kde µ je posledńı prvek vektoru Πu. Jelikož Ĥa = 0, můžeme podle (1296) psát aT Ĥ−g = µaT Ĥ−a,
což spolu s (1296) dává gT Ĥ−g = gT Ĥg + µ2aT Ĥ−a. Podle vzorce (1291) plat́ı aT Ĥ−a = 1/ω, kde ω je
posledńı diagonálńı prvek matice ΠWΠ . Zřejmě

ΠWΠ = Π (ATHA)−1Π = Π (RTR)−1Π = (ΠRTRΠ )−1

= (ΠRTQTQRΠ )−1 = (QRΠ )−1((QRΠ )T )−1,

takže pro posledńı prvek této matice plat́ı ω = vT v, kde vektor v je řešeńım soustavy rovnic (QRΠ )T v = e
a e je posledńı sloupec jednotkové matice př́ıslušného řádu. Jelikož matice (QRΠ )T je dolńı trojúhelńıková
a e = [0, . . . , 0, 1]T , plat́ı v = [0, . . . , 0, ν]T , přičemž ρν = 1, takže ω = vT v = ν2 = 1/ρ2. 2

Důsledek 47. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 396 a necht’ Q(s) je kvadratická funkce (1289). Pak
minimálńı hodnoty Q(s) a Q(s−) na lineárńıch varietách určených rovnostmi As = 0 a A−s− = 0 splňuj́ı
rovnici

Q(s−) = Q(s)− 1

2
µ2aT Ĥ−a = Q(s)− µ2

2ω
= Q(s)− 1

2
µ2ρ2. (1297)

Důkaz Podle poznámky 481 plat́ı Q(s) = −(1/2)gT Ĥg a Q(s−) = (1/2)gT Ĥ−g, což spolu s (1294) dává
(1313). 2
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Poznámka 482. Věta 396 a d̊usledek 47 plat́ı i tehdy, poč́ıtáme-li matici Ĥ− podle vzorce (1293). Jelikož
P−A− = 0, můžeme psát Ĥ−H−1P− = (I −HA−((A−)THA−)−1(A−)T )P− = P−, takže, podobně jako
v d̊ukazu věty 396, plat́ı Ĥ−H−1Ĥ = Ĥ.

Poznámka 483. V př́ıpadě metod s proměnnou vněǰśı metrikou, kdy pokládáme H = Ĥ + AAT , lze ve
větě 396 použ́ıt vektor u = −(ATA)−1AT g, matici W = (ATA)−1 a rozklad RTR = ATA.

Nyńı se zaměř́ıme na metody redukovaných gradient̊u, které reprezentuj́ı lineárńı varietu pomoćı
matic A a Z takových, že [A,Z] je čtvercová regulárńı matice a plat́ı ATZ = 0, ZTZ = I, pomoćı
trojúhelńıkového rozkladu RTR = ATA a pomoćı redukované matice H̃ = B̃−1, kde B̃ = ZTBZ, nebo
trojúhelńıkového rozkladu LLT = B̃. V tomto př́ıpadě lze psát

u = −R−1(R−1)TAT g,

s = −ZH̃ZT g.

Přidáváme-li k aktivńım omezeńı nové omezeńı s normálovým vektorem a ̸∈ L(A), udávaj́ı změnu
reprezentace lineárńı variety tyto věty.

Věta 397. Necht’ A+ = [A, a], kde a ̸∈ L(A). Necht’ ã = ZTa a Q je ortogonálńı matice taková, že

QT ã = [0, . . . , 0, ∥ã∥]T (1298)

Položme ZQ = [Z+, z]. Pak (A+)TZ+ = 0 a (Z+)TZ+ = I. Necht’ B̃ = ZTBZ a H̃ = B̃−1 = (ZTBZ)−1.
Pak matice B̃+ = (Z+)TBZ+ vznikne z matice QT B̃Q vyškrtnut́ım posledńıho řádku a posledńıho sloupce
a matici H̃+ = ((Z+)TBZ+)−1 urč́ıme podle vzorce

H̃+ = H̄ − hhT

η
, (1299)

kde [
H̄ h
hT η

]
= QT H̃Q.

Důkaz Matice Q je ortogonálńı, takže ∥QT ã∥ = ∥ã∥. Jelikož ATZ = 0, takže ATZQ = 0, plat́ı ATZ+ = 0.
Dále podle (1298) plat́ı

[aTZ+, aT z] = aTZQ = ãTQ = [0, ∥ã∥],

takže aTZ+ = 0, což dohromady dává (A+)TZ+ = 0. Jelikož ZTZ = I a matice Q je ortogonálńı, můžeme
psát [

(Z+)TZ+ (Z+)T z
zTZ+ zT z

]
= QTZTZQ = QTQ = I,

takže (Z+)TZ+ = I. Jestliže B̃ = ZTBZ a ZQ = [Z+, z], můžeme psát[
(Z+)T

zT

]
B
[
Z+, z

]
= QTZTBZQ = QT B̃Q,

takže matice B̃+ = (Z+)TBZ+ je hlavńı submatićı řádu n −m − 1 matice QT B̃Q. Jelikož H̃ = B̃−1 a
matice Q je ortogonálńı, plat́ı[

H̄ h
hT η

]
= QT H̃Q = QT B̃−1Q = (QT B̃Q)−1 = (QTZTBZQ)−1 =

[
(Z+)TBZ+ (Z+)TBz
zTBZ+ zTBz

]−1

.

Porovnáme-li tento vztah se vzorcem (1291), kam dosad́ıme Z+, z, B, H̃+ = ((Z+)TBZ+)−1 mı́sto A, a,
H, W = (ATHA)−1, vid́ıme, že plat́ı H̄ = H̃+ + hhT /η, což dává H̃+ = H̄ − hhT /η. 2
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Poznámka 484. Jelikož se omezeńı obvykle nepřidávaj́ı př́ılǐs často (věta ??), je možné mı́sto matice
(1299) použ́ıt jej́ı aproximaci H̄. T́ım se dopoušt́ıme podobné nepřesnosti, jako když při ubráńı omezeńı
použijeme matici H̃− uvedenou v poznámce 485.

Nyńı ukážeme, jak lze źıskat Choleského rozklad matice B̃+ z Choleského rozkladu matice B̃.

Věta 398. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 397, přičemž ortogonálńı matice Q = Qm−1,m . . . Q23Q12

je součinem Givensových matic elementárńıch rotaćı (poznámka 276). Necht’ B̃ = L̃L̃T , kde L̃ je dolńı
trojúhelńıková matice řádu n−m, takže QT L̃ je dolńı Hessenbergova matice řádu n−m. Necht’ Givensovy
matice elementárńıch rotaćı v součinu Q̃ = Q̃12Q̃23 . . . Q̃m−1,m jsou vybrány tak, že QT L̃Q̃ je dolńı

trojúhelńıková matice (poznámka 277). Pak pro trojúhelńıkovou matici L̃+ řádu n−m− 1, která vznikne
z matice QT L̃Q̃ vyškrtnut́ım posledńıho řádku a posledńıho sloupce, plat́ı B̃+ = (L̃+)T L̃+.

Důkaz Tvrzeńı věty plyne z toho, že

QT H̃Q = QT L̃L̃TQ = QT L̃Q̃Q̃T L̃TQ =

[
L̃+ 0

l̃T λ

] [
(L̃+)T l̃

0 λ

]
=

[
L̃+(L̃+)T L̃+ l̃

l̃T (L̃+)T l̃T l̃ + λ

]
a z toho, že matice B̃+ vznikne z matice QT B̃Q vyškrtnut́ım posledńıho řádku a posledńıho sloupce. 2

Ub́ıráme-li od aktivńıch omezeńı staré omezeńı s normálovým vektorem a, udává změnu reprezentace
lineárńı variety tato věta.

Věta 399. Necht’ AΠ = [A−, a], kde Π je permutačńı matice použitá ve větě 394. Necht’ Q je ortogonálńı
matice taková, že matice

QRΠ =

[
R̄ r
0 ρ

]
,

je horńı trojúhelńıková. Necht’ R− = R̄ a Z− = [Z, z], kde

z = AΠ (QRΠ )−1[0, . . . , 0, 1]T (1300)

Pak plat́ı (R−)TR− = (A−)TA−, (A−)TZ− = 0 a (Z−)TZ− = I.

Důkaz (a) Jelikož ATZ = 0, je též (A−)TZ = 0. Dále podle (1300) plat́ı

[A−, a]T z = ΠAT z = ΠATAΠ (QRΠ )−1

[
0
1

]
= ΠRTQTQRΠ (QRΠ )−1

[
0
1

]
= (QRΠ )T

[
0
1

]
(permutačńı matice Π je symetrická) a jelikož matice (QRΠ )T je dolńı trojúhelńıková, má vektor [A−, a]T z
nenulový pouze posledńı prvek (aT z ̸= 0, nebot’ matice A, R a QRΠ maj́ı lineárně nezávislé sloupce), takže
(A−)T z = 0. Spoj́ıme-li oba výsledky, dostaneme (A−)TZ− = 0.

(b) Jelikož ATZ = 0, plyne z (1300), že zTZ = 0. Dále plat́ı

zT z = [1, 0](ΠRTQT )−1ΠATAΠ (QRΠ )−1

[
0
1

]
= [0, 1](ΠRTQT )−1ΠRTQTQRΠ (QRΠ )−1

[
0
1

]
= [0, 1]

[
0
1

]
= 1.

Spoj́ıme-li oba výsledky a použijeme-li rovnost ZTZ = I, dostaneme (Z−)TZ− = I. 2

Poznámka 485. Použ́ıváme-li redukované metody s proměnou metrikou, je třeba po ubráńı aktivńıho
omezeńı určit některou z matic B̃−, H̃−, L̃−, jejichž řád je o jednotku vyšš́ı nežli řád matic B̃, H̃ L̃. Jelikož
neznáme matici B, nedokážeme určit vektor ZTBz a č́ıslo zTBz (v matici B̃ se kumuluj́ı pouze informace
źıskané v podprostoru generovaném sloupci matice Z). V tomto př́ıpadě lze postupovat podobně jako ve
větě 395 a položit

B̃− =

[
B̃ 0
0 1

]
, H̃− =

[
H̃ 0
0 1

]
, L̃− =

[
L̃ 0
0 1

]
.
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Poznámka 486. Použ́ıváme-li redukovanou Newtonovu metodu, kdy známe metici G, můžeme položit

G̃− =

[
G̃ ZTGz

zTGZ zTGz

]
, L̃− =

[
L̃ 0

l̃T λ̃

]
.

kde L̃T l̃ = ZTGz a λ̃2 = zTGz − l̃T l̃.

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak se změńı výraz −gT s = gTZH̃ZT g po ubráńı aktivńıho omezeńı.

Věta 400. Necht’ H̃ je symetrická pozitivně definitńı matice a Z, A, Z−, A− jsou matice vystupuj́ıćı ve
větě 399. Pak plat́ı

gTZ−H̃(Z−)T g = gTZH̃ZT g + µ2aTZ−H̃(Z−)Ta = gTZH̃ZT g +
µ2

ω
= gTZH̃ZT g + µ2ρ2, (1301)

přičemž µ je posledńı prvek vektoru Πu, kde u = −(ATA)−1AT g, ω je posledńı diagonálńı prvek matice
ΠWΠ , kde W = (ATA)−1, a ρ je posledńı diagonálńı prvek matice QRΠ , kde RTR = ATA.

Důkaz Necht’ Ĥ = ZH̃ZT . Polož́ıme-li B = ZH̃−1ZT +AAT , plat́ı

ZTBZ = ZTZH̃−1ZTZ + ZTAATZ = H̃−1,

takže podle (1285) plat́ı

Ĥ = Z(ZTBZ)−1ZT = H −HA(ATHA)−1ATH,

kde H = B−1 (matice B je regulárńı). Podobně lze psát

Ĥ− = Z−H̃(Z−)T = H −HA−((A−)THA−)−1(A−)TH,

takže podle věty 396 a poznámky 483 plat́ı (1301). 2

Poznámka 487. Polož́ıme-li H̃ = I, dostaneme

∥(Z−)T g∥2 = ∥ZT g∥2 + µ2∥(Z−)Ta∥2 = ∥ZT g∥2 + µ2

ω
= ∥ZT g∥2 + µ2ρ2. (1302)

Nakonec se zaměř́ıme na metody s proměnnou metrikou v součinovém tvaru (modifikované metody
redukovaných gradient̊u), které reprezentuj́ı lineárńı varietu pomoćı matic A a S takových, že [A,S] je
čtvercová regulárńı matice a plat́ı ATS = 0, STBS = I, a pomoćı trojúhelńıkového rozkladu RTR = ATA.
V tomto př́ıpadě lze psát

u = −R−1(R−1)TAT g,

s = −SST g.

Tak jako ve větě 391 budeme předpokládat, že

SST = Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH. (1303)

Přidáváme-li k aktivńım omezeńı nové omezeńı s normálovým vektorem a ̸∈ L(A), udává změnu
reprezentace lineárńı variety tato věta.

Věta 401. Necht’ A+ = [A, a], kde a ̸∈ L(A). Necht’ S = [S̃, s] a

S+ = S̃ −
(
1− λsTa

aTSSTa
SSTa+ λs

)
aT S̃ (1304)

kde λ je kořenem kvadratické rovnice

λ2aT S̃S̃Ta+ 2λsTa = 1 (1305)

Pak (A+)TS+ = 0 a z (1303) plyne

S+(S+)T = H −HA+((A+)THA+)−1(A+)TH (1306)
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Důkaz Jelikož matice S̃ vznikne z matice S vyškrtnut́ım sloupce s, mužeme psát SST = S̃S̃T + ssT .
Nejprve ukážeme, že plat́ı

S+(S+)T = SST − SSTaaTSST

aTSSTa
, (1307)

což spolu s (1292) a (1303) dává S+(S+)T = Ĥ+ = H − HA+((A+)THA+)−1(A+)TH. Položme pro
zjednodušeńı zápisu

α =
1− λsTa

aTSSTa
=

1− λsTa

ω + (sTa)2
, ω = aT S̃S̃Ta = aTSSTa− (sTa)2.

Pak podle (1304) plat́ı

S+(S+)T = (S̃ − (αSSTa+ λs) aT S̃)(S̃ − (αSSTa+ λs) aT S̃)T

= S̃S̃T − (αSSTa+ λs) aT S̃S̃T − S̃S̃Ta(αSSTa+ λs)T

+ (αSSTa+ λs) aT S̃S̃Ta(αSSTa+ λs)T

= SST − ssT − (αSSTa+ λs) aTSST + (αSSTa+ λs)aT ssT

− SSTa(αSSTa+ λs)T + ssTa(αSSTa+ λs)T + ω(αSSTa+ λs)(αSSTa+ λs)T

= SST + (ωα2 − 2α)SSTaaTSST + (αsTa− λ+ αωλ)SSTasT

+ (αsTa− λ+ αωλ)saTSST + (2λsTa+ ωλ2 − 1)ssT .

Použijeme-li vztah (1305), dostaneme 2λsTa+ ωλ2 − 1 = 0,

αsTa− λ+ αωλ =
sTa (1− λsTa)− λ(ω + (sTa)2) + λω(1− λsTa)

ω + (sTa)2

=
sTa (1− 2λsTa− ωλ2)

ω + (sTa)2
= 0 ,

ωα2 − 2α =
ω(1− λsTa)2 − 2(1− λsTa)(ω + (sTa)2)

aTSSTa(ω + (sTa)2)

=
ωλ2(sTa)2 + 2λ(sTa)3 − 2(sTa)2 − ω

aTSSTa(ω + (sTa)2)
= − 1

aTSSTa
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává (1307). Z vyjádřeńı (1306) plyne, že (A+)TS+(S+)TA+ = 0
a jelikož A+ a S+ maj́ı plnou hodnost, také (A+)TS+ = 0. 2

Poznámka 488. Zřejmě aT S̃S̃Ta = ∥STa∥2 − (sTa)2, takže rovnice (1305) má tvar

λ2(∥STa∥2 − (sTa)2) + 2λsTa− 1 = 0

a řešeńı

λ =
−sTa±

√
(sTa)2 + ∥STa∥2 − (sTa)2

∥STa∥2 − (sTa)2
=

sTa∓ ∥STa∥
(sTa)2 − ∥STa∥2

=
1

sTa± ∥STa∥
.

Znaménko ve jmenovateli vyb́ıráme tak, aby jmenovatel byl v absolutńı hodnotě co největš́ı. Označ́ıme-li
ν = (1− λsTa)/aTSSTa), můžeme pro sTa ≥ 0 psát

λ =
1

∥STa∥+ sTa
, ν =

1

∥STa∥(∥STa∥+ sTa)

a pro sTa < 0 plat́ı

λ =
−1

∥STa∥ − sTa
, ν =

1

∥STa∥(∥STa∥ − sTa)

Pak S+ = S̃ − (νSSTa+ λs)aT S̃ (vektor S̃Ta vznikne vyškrtnut́ım posledńıho prvku vektoru STa).
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Ub́ıráme-li od aktivńıch omezeńı staré omezeńı s normálovým vektorem a, udává změnu reprezentace
lineárńı variety tato věta.

Věta 402. Necht’ AΠ = [A−, a], kde Π je permutačńı matice použitá ve větě 394. Necht’ Q je ortogonálńı
matice taková, že QRΠ je horńı trojúhelńıková. Necht’ S− = [S, s] a

s = AΠ (QRΠ )−1[0, . . . , 0, 1]T (1308)

Pak plat́ı (A−)TS− = 0 a

S−(S−)T = H −HA−((A−)THA−)−1(A−)TH. (1309)

Pro směrový vektor s− = −S−(S−)T g plat́ı

(A−)T s− = 0, aT s− = aTS−(S−)Taµ, (1310)

kde µ je posledńı prvek vektoru Πu = −Π (ATA)−1AT g.

Důkaz (a) Vztah (A−)TS− = 0 se dokazuje postupem, který jsme použili v části (a) d̊ukazu věty 399
(mı́sto Z−, Z a z ṕı̌seme S−, S a s), nebot’ v této části d̊ukazu se nepouž́ıvá ortogonalita sloupc̊u matice Z.
Vektor s je nenulový (nebot’ matice A má plnou hodnost a matice QRΠ je regulárńı) a z STA = 0 plyne
ST s = 0. Také vektor AT s je nenulový (nebot’ matice ATA a QRΠ jsou regulárńı) a jelikož (A−)T s = 0,
muśı platit aT s ̸= 0.

(b) Jelikož S−(S−)T = SST + ssT a ATS = 0, můžeme psát S−(S−)Ta = ssTa. Plat́ı tedy

S−(S−)T = SST + ssT = SST +
ssTaaT ssT

aT ssTa

= SST +
S−(S−)TaaTS−(S−)T

aTS−(S−)Ta
,

což spolu s (1292) (kde ṕı̌seme Ĥ = SST a Ĥ− = (S−)TS− mı́sto Ĥ+ a Ĥ) dává (1309).

(c) Jelikož ATS = 0 a čtvercová matice [A,S] je regulárńı, existuje jednoznačné vyjádřeńı g = −(Au+Sv),
takže AT g = −ATAu−ATSv = −ATAu. Matice ATA je regulárńı, takže plat́ı u = −(ATA)−1AT g. Jelikož
S− = [S, s], vektor s je nenulový a podle (a) plat́ı (A−)T s = 0, ST s = 0, (S−)Ta ̸= 0 a sTa ̸= 0, můžeme
psát

STS−(S−)Ta = STSSTa+ ST ssTa = 0. (1311)

Necht’ s− = −S−(S−)T g. Pak s použit́ım (1311) dostaneme

aT s− = −aTS−(S−)T g = aTS−(S−)T (Au+ Sv)

= aTS−[0, (S−)Ta]Πu+ aTS−(S−)TSv = aTS−(S−)Taµ,

kde µ je posledńı prvek vektoru Πu = −Π (ATA)−1AT g. 2

Poznámka 489. Jestliže µ < 0, je směrový vektor s− př́ıpustný (podle (1310) plat́ı (A−)T s− = 0 a
aT s− < 0). Totéž plat́ı i pro ostatńı metody. Použ́ıváme-li metodu s proměnnou vněǰśı metrikou, lze podle
(1285) psát

Ĥ = H −HA(ATHA)−1ATH = Z(ZTBZ)−1ZT = SST , S = Z(ZTBZ)−1/2 ⇒ STBS = I,

kde B = H−1 a H = Ĥ + AAT . Podle věty 402 lze matici Ĥ− = H − HA−((A−)THA−)−1(A−)TH
vyjádřit ve tvaru Ĥ− = S−(S−)T , kde S− = [S, s] a ST s = 0, takže pro směrový vektor s = −Ĥ−g
plat́ı (A−)T s− = 0 a aT s− < 0, pokud µ < 0, kde µ je posledńı prvek vektoru Πu = −Π (ATA)−1AT g.
Použ́ıváme-li metodu redukovaných gradient̊u s proměnnou metrikou, můžeme podle (1285) psát

Ĥ = ZH̃ZT = Z(ZTBZ)−1ZT = SST , S = Z(ZTBZ)−1/2 ⇒ STBS = I,

takže podobně jako v předchoźım př́ıpadě je směrový vektor s− = −Z−H̃−(Z−)T př́ıpustný, pokud µ < 0,
kde µ je posledńı prvek vektoru Πu = −Π (ATA)−1AT g.
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Následuj́ıćı věta ukazuje, jak se změńı norma redukovaného gradientu ∥ST g∥ po ubráńı aktivńıho
omezeńı.

Věta 403. Necht’ S, A a S−, A− jsou matice použité ve větě 402. Pak plat́ı

∥(S−)T g∥2 = ∥ST g∥2 + µ2∥(S−)Ta∥2 = ∥ST g∥2 + µ2

ω
= ∥ST g∥2 + µ2ρ2, (1312)

přičemž µ je posledńı prvek vektoru Πu, kde u = −(ATA)−1AT g), ω je posledńı diagonálńı prvek matice
ΠWΠ , kde W = (ATA)−1, a ρ je posledńı diagonálńı prvek matice QRΠ , kde RTR = ATA.

Důkaz Podle (1285) a (1303) lze psát SST = Ĥ a S−(S−)T = Ĥ−, takže podle (1294) a poznámky 483
plat́ı

gTS−(S−)T g = gTSST g + µ2aTS−(S−)Ta = ∥ST g∥2 + µ2

ω
= ∥ST g∥2 + µ2ρ2.

2

18.3 Metody aktivńıch omezeńı

Myšlenka metod aktivńıch omezeńı, použ́ıvaných pro řešeńı úloh s lineárńımi omezeńımi tvaru (1279),
spoč́ıvá v postupné minimalizaci účelové funkce na lineárńıch varietách určených omezeńımi aktivńımi v
pr̊uběžném bodě. Množiny index̊u aktivńıch omezeńı se adaptivně měńı tak, abychom z̊ustali v př́ıpustné
množině a aby docházelo ke sńıžeńı hodnoty účelové funkce. Použ́ıvaj́ı se přitom tyto základńı kroky:

(1) Najdeme př́ıpustný bod x ∈ C, urč́ıme množinu Ē(x) index̊u omezeńı aktivńıch v bodě x a zvoĺıme
reprezentaci lineárńı variety L̄(x) určené omezeńımi aktivńımi v bodě x. Toho lze dosáhnout řešeńım
speciálńı úlohy lineárńıho programováńı studováné v odd́ılu 18.4 (prvńı fáze algoritmu 37). V bodě
x vypočteme hodnotu a gradient účelové funkce F .

(2) Zp̊usobem popsaným v odd́ılu 18.1 urč́ıme směrový vektor s ∈ Rn a vektor Lagrangeových multi-
plikátor̊u u ∈ Rm a najdeme index l ∈ Ē(x) ∩ I, pro který je hodnota ul minimálńı. Pokud s
požadovanou přesnost́ı plat́ı ∥s∥ = 0 a ul ≥ 0, ukonč́ıme výpočet (źıskali jsme aproximaci KKT
bodu).

(3) Jsou-li splněny podmı́nky pro ubráńı omezeńı, ubereme omezeńı s indexem l, č́ımž změńıme množinu
Ē(x), varietu L̄(x) a jej́ı reprezentaci, a přejdeme na krok (2).

(4) Urč́ıme maximálńı délku kroku ᾱ > 0 zaručuj́ıćı, že z̊ustaneme na dané lineárńı varietě. Tato
maximálńı délka kroku odpov́ıdá nejbližš́ımu p̊uvodně neaktivńımu omezeńı, které se v bodě x+ ᾱs
stane aktivńım. Urč́ıme délku kroku 0 < α ≤ ᾱ (např́ıklad Armijovým výběrem), polož́ıme x :=
x+ αs a v bodě x vypočteme hodnotu a gradient účelové funkce F .

(5) Pokud α = ᾱ, přidáme nová aktivńı omezeńı, č́ımž změńıme množinu Ē(x), varietu L̄(x) a jej́ı
reprezentaci. Přejdeme na krok (2).

V tomto odd́ılu poṕı̌seme několik algoritmů založených na uvedeném principu. Pro zjednodušeńı
vynecháme škálováńı a korekci a z tř́ıdy metod s proměnnou metrikou vybereme pouze metodu BFGS
(v obecném př́ıpadě stač́ı do vzorc̊u (288), (308) dosadit veličiny d̃i, ỹi, H̃i, B̃i mı́sto d, y, H, B, nebo
použ́ıt obecný vzorec (343)).

Nejprve uvedeme dvě metody spádových směr̊u s proměnnou metrikou.

Algoritmus 32. (Metoda spádových směr̊u s proměnnou redukovanou metrikou)

Krok 1 Pomoćı prvńı fáze algoritmu 37 najdeme př́ıpustný bod x1 ∈ C, množinu Ē1 = Ē(x1) obsahuj́ıćı
m1 index̊u lineárně nezávislých omezeńı aktivńıch v bodě x1, lineárńı varietu L̄1 = {x ∈ C :
aTk x = αk, k ∈ Ē1} dimenze n1 = n − m1, matici A1 se sloupci ak, k ∈ Ē1, matici W1 =
(AT

1 A1)
−1 a matici Z1 takovou, že AT

1 Z1 = 0, ZT
1 Z1 = I, přičemž matice [A1, Z1] je čtvercová

a regulárńı. Polož́ıme H̃1 = I, kde I je jednotková matice dimenze n1. Vypočteme hodnotu
F1 := F (x1) a gradient g1 := g(x1) účelové funkce F v bodě x1 a polož́ıme i := 1.
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Krok 2 Pomoćı matic Ai, Zi a Wi vypočteme vektor Lagrangeových multiplikátor̊u ui := −WiA
T
i gi,

redukovaný gradient g̃i := ZT
i gi, a index 1 ≤ l ≤ mi takový, že

λi = −eTl ui/
√
ωl = − min

1≤k≤mi

eTk ui/
√
ωk,

kde eTk ui je k-tý prvek vektoru ui a ωk je odpov́ıdaj́ıćı diagonálńı prvek matice Wi. Pokud
plat́ı ∥g̃i∥ ≤ εx max(1, ∥gi∥) a λi ≤ εu max(1, ∥gi∥), ukonč́ıme výpočet (dvojice (xi, ui) je s
předepsanou přesnost́ı KKT párem řešené úlohy).

Krok 3 Pokud ∥g̃i∥ ≤ δx λi, ubereme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ē−
i := Ēi \ {l}

(takže mi := mi − 1 a ni := ni + 1), urč́ıme matice A−
i , Z

−
i podle věty 399, matici W−

i

podle věty 394 (kde Hi = I), matici H̃−
i podle poznámky 485, polož́ıme Ēi := Ē−

i , Ai := A−
i ,

Zi := Z−
i , Wi :=W−

i , H̃i := H̃−
i a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme redukovaný směrový vektor s̃i ∈ Rni splňuj́ıćı podmı́nku −s̃Ti g̃i ≥ ε0∥s̃i∥∥g̃i∥ tak, že
nejprve polož́ıme s̃i := −H̃ig̃i a neńı-li splněna podmı́nka −s̃Ti g̃i ≥ ε0∥s̃i∥∥g̃i∥, polož́ıme H̃i := I
a s̃i := −g̃i. Nakonec polož́ıme si := Zis̃i.

Krok 5 Urč́ıme maximálńı délku kroku

ᾱi =
αl − aTl xi
aTl si

= min
k ̸∈Ēi,aT

k si>0

αk − aTk xi
aTk si

(pokud neexistuje index k ̸∈ Ēi takový, že aTk si > 0, polož́ıme ᾱi = ∞). Pomoćı algoritmu 1
urč́ıme délku kroku αi ≤ ᾱi tak, aby byla splněna podmı́nka (S2a) a bud’ podmı́nka (S3a) nebo
rovnost αi = ᾱi. Polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnotu Fi+1 := F (xi+1) a gradient
gi+1 := g(xi+1) účelové funkce F v bodě xi+1

Krok 6 Polož́ıme d̃i := αis̃i, ỹi := ZT
i (gi+1 − gi) a urč́ıme matici H̃i+1 podle vzorce

H̃i+1 := H̃i +

(
1 +

ai
bi

)
1

bi
d̃id̃i

T − 1

bi

(
H̃iỹid̃

T
i + d̃i(H̃iỹi)

T
)
,

kde ai = ỹTi H̃iỹi a bi = d̃Ti ỹi.

Krok 7 Pokud αi = ᾱi přidáme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ēi+1 := Ēi ∪{l} (takže
mi+1 := mi+1 + 1 a ni+1 = ni+1 − 1), urč́ıme matice Ai+1, Zi+1 podle věty 397, matici Wi+1

podle věty 393 (kde Hi = I), matici H̃i+1 podle věty 397 nebo poznámky 484, polož́ıme i := i+1
a přejdeme na krok 2.

Poznámka 490. Algoritmus inverzńı metody s proměnnou redukovanou metrikou dostaneme tak, že v
algoritmu 32 nahrad́ıme matici H̃i matićı B̃i, kterou v kroku 3 aktualizujeme podle poznámky 485 a v
kroku 7 podle věty 398. V kroku 6 pokládáme

B̃i+1 := B̃i +
1

bi
ỹiỹi

T − 1

ci
B̃id̃i(B̃id̃i)

T ,

kde bi = d̃Ti ỹi a ci = d̃Ti B̃id̃i.

Poznámka 491. Algoritmus modifikované metody s proměnnou redukovanou metrikou dostaneme tak, že
z algoritmu 32 odstrańıme všechny př́ıkazy týkaj́ıćı se matice H̃i. Mı́sto toho v kroku 1 polož́ıme S1 := Z1

a v daľśıch kroćıch nahrad́ıme matici Zi matićı Si, kterou v kroku 3 aktualizujeme podle věty 402 a v
kroku 7 podle věty 401. V kroku 6 pokládáme

Si+1 := Si −
1

bi
di

(
ỹi +

√
bi
ci
d̃i

)T

,

kde bi := d̃Ti ỹi a ci := d̃Ti d̃i.
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Algoritmus 33. (Metoda spádových směr̊u s proměnnou vněǰśı metrikou)

Krok 1 Pomoćı prvńı fáze algoritmu 37 najdeme př́ıpustný bod x1 ∈ C, množinu Ē1 = Ē(x1) obsahuj́ıćı
m1 index̊u lineárně nezávislých omezeńı aktivńıch v bodě x1, lineárńı varietu L̄1 = {x ∈ C :
aTk x = αk, k ∈ Ē1} dimenze n1 = n − m1, matici A1 se sloupci ak, k ∈ Ē1, matici W1 =

(AT
1 A1)

−1 a matici Ĥ1 = I − A1(A
T
1 A1)

−1AT
1 . Vypočteme hodnotu F1 := F (x1) a gradient

g1 := g(x1) účelové funkce F v bodě x1 a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pomoćı matic Ai a Wi vypočteme vektor Lagrangeových multiplikátor̊u ui := −WiA
T
i gi,

promı́taný gradient ĝi := gi −Aiui a index 1 ≤ l ≤ mi takový, že

λi = −eTl ui/
√
ωl = − min

1≤k≤mi

eTk ui/
√
ωk,

kde eTk ui je k-tý prvek vektoru ui a ωk je odpov́ıdaj́ıćı diagonálńı prvek matice Wi. Pokud
ĝi ≤ εx max(1, ∥gi∥) a λi ≤ εu max(1, ∥gi∥), ukonč́ıme výpočet (dvojice (xi, ui) je s předepsanou
přesnost́ı KKT párem řešené úlohy).

Krok 3 Pokud ĝi ≤ δx λi, ubereme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ē−
i := Ēi \ {l}

(takže mi := mi − 1 a ni := ni + 1), urč́ıme matice A−
i , a W

−
i podle věty 394 (kde Hi = I),

matici Ĥ−
i podle vzorce (1293), kde vystupuje vektor P−

i al = al − A−
i W

−
i (A−

i )
Tal, polož́ıme

Ēi := Ē−
i , Ai := A−

i , Wi :=W−
i , Ĥi := Ĥ−

i a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme směrový vektor si ∈ Rn splňuj́ıćı podmı́nku (S1b) tak, že nejprve polož́ıme si := −Ĥigi
a neńı-li splněna podmı́nka (S1b), polož́ıme Ĥi := I −Ai(A

T
i Ai)

−1AT
i a si := −gi.

Krok 5 Urč́ıme maximálńı délku kroku

ᾱi =
αl − aTl xi
aTl si

= min
k ̸∈Ēi,aT

k si>0

αk − aTk xi
aTk si

(pokud neexistuje index k ̸∈ Ēi takový, že aTk si > 0, polož́ıme ᾱi = ∞). Pomoćı algoritmu 1
urč́ıme délku kroku αi ≤ ᾱi tak, aby byla splněna podmı́nka (S2a) a bud’ podmı́nka (S3a) nebo
rovnost αi = ᾱi. Polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnotu Fi+1 := F (xi+1) a gradient
gi+1 := g(xi+1) účelové funkce F v bodě xi+1.

Krok 6 Polož́ıme di := xi+1 − xi, yi := gi+1 − gi a urč́ıme matici H̃i+1 podle vzorce

Ĥi+1 := Ĥi +

(
1 +

ai
bi

)
1

bi
did

T
i − 1

bi

(
Ĥiyid

T
i + di(Ĥiyi)

T
)
,

kde ai := yTi Ĥiyi a bi := dTi yi.

Krok 7 Pokud αi = ᾱi přidáme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ēi+1 := Ēi ∪{l} (takže
mi+1 := mi+1 + 1 a ni+1 = ni+1 − 1), urč́ıme matice Ai+1, Wi+1, Ĥi+1 podle věty 393 (kde
Hi = I), polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

Poznámka 492. Je zřejmé, že posloupnost krok̊u 2 a 3 se může v obou uvedených algoritmech opakovat
několikrát po sobě. T́ımto zp̊usobem ubereme několik omezeńı najednou. Podobně lze přidat několik
omezeńı najednou, když v kroku 5 sestroj́ıme množinu

Ii =

{
l ̸∈ Ēi : l = argmin

k ̸∈Ēi, aT
k si>0

αk − aTk xi
aTk si

}

a v kroku 7 přidáme postupně všechna omezeńı s indexy z Ii.

Poznámka 493. Použ́ıváme-li mı́sto matice Wi = (AT
i Ai)

−1 horńı trojúhelńıkovou matici Ri takovou, že
RT

i Ri = AT
i Ai, je výpočet hodnoty λi obt́ıžněǰśı. V tomto př́ıpadě lze v kroćıch 2 a 3 mı́sto hodnoty λi

použ́ıt hodnotu µi = −eTl ui = −min1≤k≤mi e
T
k ui, aniž t́ım poruš́ıme globálńı konvergenci.
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Nyńı poṕı̌seme redukovanou Newtonovu metodu s lokálně omezeným krokem.

Algoritmus 34. (Redukovaná Newtonova metoda s lokálně omezeným krokem)

Krok 1 Pomoćı prvńı fáze algoritmu 37 najdeme př́ıpustný bod x1 ∈ C, množinu Ē1 = Ē(x1) obsahuj́ıćı
m1 index̊u lineárně nezávislých omezeńı aktivńıch v bodě x1, lineárńı varietu L̄1 = {x ∈ C :
aTk x = αk, k ∈ Ē1} dimenze n1 = n − m1, matici A1 se sloupci ak, k ∈ Ē1, matici W1 =
(AT

1 A1)
−1 a matici Z1 takovou, že AT

1 Z1 = 0, ZT
1 Z1 = I, přičemž matice [A1, Z1] je čtvercová a

regulárńı. Zvoĺıme počátečńı poloměr oblasti přijatelnosti ∆1. Vypočteme hodnotu F1 := F (x1),
gradient g1 := g(x1) a Hessovu matici G1 := G(x1) účelové funkce F v bodě x1. Polož́ıme
G̃1 = ZT

1 G1Z1 a i := 1.

Krok 2 Pomoćı matic Ai, Zi a Wi vypočteme vektor Lagrangeových multiplikátor̊u ui := −WiA
T
i gi,

redukovaný gradient g̃i := ZT
i gi, a index 1 ≤ l ≤ mi takový, že

λi = −eTl ui/
√
ωl = − min

1≤k≤mi

eTk ui/
√
ωk,

kde eTk ui je k-tý prvek vektoru ui a ωk je odpov́ıdaj́ıćı diagonálńı prvek matice Wi. Pokud
plat́ı ∥g̃i∥ ≤ εx max(1, ∥gi∥) a λi ≤ εu max(1, ∥gi∥), ukonč́ıme výpočet (dvojice (xi, ui) je s
předepsanou přesnost́ı KKT párem řešené úlohy).

Krok 3 Pokud ∥g̃i∥ ≤ δx λi, ubereme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ē−
i := Ēi \ {l}

(takže mi := mi − 1 a ni := ni + 1), urč́ıme matice A−
i , Z

−
i podle věty 399, matici W−

i podle
věty 394 (kde Hi = I) a matici G̃−

i podle poznámky 486. Polož́ıme Ēi := Ē−
i , Ai := A−

i ,
Zi := Z−

i , Wi :=W−
i , G̃i := G̃−

i a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Řeš́ıme přibližně úlohu

s̃i = argmin
∥s̃∥≤∆i

Q̃i(s̃), Q̃i(s̃) = g̃Ti s̃+
1

2
s̃T G̃is̃

pomoćı některé z metod popsaných v odd́ılu 6. Polož́ıme si = Zis̃i
Krok 5 Urč́ıme maximálńı délku kroku

ᾱi =
αl − aTl xi
aTl si

= min
k ̸∈Ēi,aT

k si>0

αk − aTk xi
aTk si

(pokud neexistuje index k ̸∈ Ēi takový, že aTk si > 0, polož́ıme ᾱi = ∞). Polož́ıme αi =

min(1, ᾱi), vypočteme hodnotu F (xi + αisi) a pod́ıl ρi(si) = (F (xi + αisi) − F (xi))/Q̃i(s̃i).
Pokud ρi(si) < ρ, urč́ıme nový poloměr ∆i+1 podle (T3a) a přejdeme na krok 4. Pokud ρi(si) ≥
ρ, urč́ıme nový poloměr ∆i+1 podle (T3b), polož́ıme xi+1 = xi + αisi, Fi+1 = F (xi + αisi) a
vypočteme gradient gi+1 := g(xi+1) a Hessovu matici Gi+1 := G(xi+1) účelové funkce F v bodě
xi+1

Krok 6 Pokud αi = ᾱi přidáme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ēi+1 := Ēi ∪{l} (takže
mi+1 := mi+1 + 1 a ni+1 = ni+1 − 1), urč́ıme matice Ai+1, Zi+1 podle věty 397, matici Wi+1

podle věty 393 (kde Hi = I), polož́ıme G̃i+1 = ZT
i+1Gi+1Zi+1, i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

18.4 Metody rekurzivńıho kvadratického programováńı

Podobně jako v př́ıpadě nepodmı́něné minimalizace, kdy směrový vektor s ∈ Rn realizuje minimum
kvadratické funkce Q(s) (určené vzorcem (239)) v Rn nebo v oblasti přijatelnosti, lze v př́ıpadě podmı́něné
minimalizace hledat směrový vektor minimalizaćı funkce Q(x) na množině určené linarizaćı zadaných
omezeńı. Tento př́ıstup, použitelný pro obecné úlohy s nelineárńımi omezeńımi, je studován v odd́ılu 20.
V př́ıpadě lineárńıch omezeńı, která se linearizaćı neměńı, se metody rekurzivńıho kvadratického pro-
gramováńı značně zjednoduš́ı, nebot’ je snadné z̊ustat v př́ıpustné množině a neńı třeba složitě zajǐst’ovat
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(např́ıklad pomoćı pokutových funkćı), abychom v ńı nakonec skončili.
Linearizujeme-li omezeńı (1278) v bodě x ∈ Rn, můžeme psát aTk (x+ s)−αk = aTk s+ ck(x) ≤ 0, k ∈ I,

aTk (x+ s)−αk = aTk s+ ck(x) = 0, k ∈ E, kde ck(x) = aTk x−αk, k ∈ I ∪E, jsou lineárńı funkce vektoru x.

Necht’ g = g(x) je gradient a B ≈ G(x) je aproximace Hessovy matice funkce F : Rn → R v bodě x. Úloha
kvadratického programováńı slouž́ıćı k určeńı směrového vektoru s ∈ Rn v metodách spádových směr̊u má
tvar

minimalizovat Q(s) =
1

2
sTBs+ gT s, pokud AT

I s+ cI ≤ 0, AT
Es+ cE = 0, (1313)

kde AI = [ak, k ∈ I], AE = [ak, k ∈ E], cI = [ck(x), k ∈ I]T , cE = [ck(x), k ∈ E]T . Zd̊uvodněńı této
volby směrového vektoru udává následuj́ıćı věta.

Věta 404. Uvažujme úlohu (1279), kde F : Rn → R je funkce spojitě diferencovatelná v př́ıpustné množině
C určené vzorcem (1278). Necht’ x ∈ C a dvojice (s, u) je KKT párem úohy (1313), kde B je symetrická
pozitivně definitńı matice. Pokud s = 0, je dvojice (x, u) KKT párem úlohy (1279). Pokud s ̸= 0, plat́ı
sT g(x) = sT g(s, u) < 0, kde g(s, u) = g(x)+AIuI+AEuE (takže funkce F (x) klesá ve směru s). Splňuje-li
matice B podmı́nku κ(B) ≤ 1/ε20, plat́ı −sT g(s, u) ≥ ε0∥s∥∥g(s, u)∥.

Důkaz Je-li dvojice (s, u) KKT párem úlohy (1313), plat́ı

Bs+ g +AIuI +AEuE = 0,

AT
I s+ cI ≤ 0, uI ≥ 0, uTI (A

T
I s+ cI) = 0,

AT
Es+ cE = 0.

(a) Necht’ s = 0. Pak z předchoźıch vztah̊u dostaneme

g +AIuI +AEuE = 0,

cI = AT
I x− bI ≤ 0, uI ≥ 0, uTI cI = uTI (A

T
I x− bI) = 0,

cE = AT
Ex− bE = 0,

takže dvojice (x, u) je KKT párem úlohy (1279)

(b) Necht’ s ̸= 0. Označme Ā = [ak, k ∈ Ē(s)] a ū = [uk, k ∈ Ē(s)]T , kde Ē(s) je množina index̊u omezeńı
aktivńıch v KKT bodě úlohy (1313). Předpokádejme nejprve, že sloupce matice Ā jsou lineárně nezávislé.
Pak, označ́ıme-li g = g(x) a H = B−1, můžeme podle (1283)–(1284) psát

sT g(s, u) = sT g + sT Āū = sT Ā(ĀTHĀ)−1ĀTHg

= sT g + gT (H −HĀ(ĀTHĀ)−1ĀTH)Ā(ĀTHĀ)−1ĀTHg = sT g. (1314)

Jsou-li vektory ak, k ∈ Ē(s), lineárně závislé, nejsou Lagrangeovy multiplikátory určeny jednoznačně a
lze je volit tak, aby nenulové multiplikátory odpov́ıdaly lineárně nezávislým aktivńım omezeńım. Pak,
označ́ıme-li Ā = [ak, k ∈ Ē+(s)] a ū = [uk, k ∈ Ē+(s)]

T , má matice Ā lineárně nezávislé sloupce a plat́ı
opět (1314). Jelikož Bs = −g(s, u), plat́ı v obou př́ıpadech sT g = sT g(s, u) = −sTBs < 0.

(c) Pokud κ(B) ≤ 1/ε20, můžeme použ́ıt větu 10, podle které z Bs = −g(s, u) plyne

−sT g(s, u) ≥ 1√
κ(B)

∥s∥∥g(s, u)∥ ≥ ε0∥s∥∥g(s, u)∥.

2

Algoritmus 35. (Spádová metoda rekursivńıho kvadratického programováńı)

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı bod x1 ∈ Rn. Vypočteme hodnotu F1 := F (x1), gradient g1 := g(x1) účelové
funkce F v bodě x1 a urč́ıme počátečńı aproximaci B1 Hessovy matice G(x1). Polož́ıme i := 1.
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Krok 2 Najdeme řešeńı úlohy kvadratického programováńı

si = argmin
s∈Ci

Qi(s), (1315)

kde Qi(s) je kvadratická funkce vystupuj́ıćı v (1313) a Ci = C je př́ıpustná množina určená
omezeńımi v (1313) (index i se vztahuje k bodu xi).

Krok 3 Pokud ∥g(si, ui)∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet (bod xi je požadovaným přibližným řešeńım úlohy
(1279)).

Krok 4 Pomoćı Armijova výběru s α1
i = 1 (poznámka 25) urč́ıme délku kroku 0 < αi ≤ 1 tak, aby byla

splněna podmı́nka (S2a), polož́ıme xi+1 := xi+αisi, Fi+1 := F (xi+αisi) a vypočteme gradient
gi+1 := g(xi+1).

Krok 5 Urč́ıme aproximaci Bi+1 Hessovy matice G(xi+1), polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

V daľśıch úvahách budeme předpokládat, že existuj́ı konstanty 0 < B ≤ B takové, že

B ≤ λ(Bi) ≤ λ(Bi) ≤ B, i ∈ N. (1316)

Pak podle poznámky 27 a věty 404 pro i ∈ N plat́ı

1

B
∥g(si, ui)∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1

B
∥g(si, ui)∥, −sTi g(si, ui) ≥ ε0∥si∥∥g(si, ui)∥, (1317)

kde ε20 = B/B.

Věta 405. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1 a F3. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost
generovaná spádovou metodou rekursivńıho kvadratického programováńı (algoritmus 35), kde matice Bi,
i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (1316). Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥g(si, ui)∥ = 0. (1318)

Je-li splněn předpoklad F2, existuje hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , který je KKT bodem
úlohy (1279).

Důkaz (a) Použ́ıváme-li Armij̊uv výběr délky kroku, plat́ı bud’ αi = α1
i = 1, nebo αi/β ≥ α̃i, kde

α̃i ≥
(ε1 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(ε1 − 1)sTi g(si, ui)

G∥si∥2
≥ (ε1 − 1)ε0∥g(si, ui)∥

G∥si∥
≥ ε0(ε1 − 1)B

G

je hodnota definovaná v d̊ukazu lemmatu 4 (použili jsme rovnost sTi gi = sTi g(si, ui), plynoućı z věty 404,
a nerovnosti (1317)). Plat́ı tedy αi ≥ α, kde α = min(1, βε0(ε1 − 1)B/G). Z podmı́nky (S2a) a vztah̊u
(1317) plyne nerovnost

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi = ε1αis

T
i g(si, ui) ≤ −ε0ε1α∥si∥∥g(si, ui)∥ ≤ −ε0ε1α

B
∥g(si, ui)∥2. (1319)

(b) Podobně jako v d̊ukazu věty 11 lze psát

Fi+1 = F1 +
i∑

j=1

(Fj+1 − Fj) ≤ F1 −
ε0ε1α

B

i∑
j=1

∥g(sj , uj)∥2.

Podle (1319) je posloupnost Fi, i ∈ N , klesaj́ıćı a podle předpokladu F1 je zdola omezená. Existuje tedy
limita

F ≤ lim
i→∞

Fi ≤ F1 −
ε0ε1α

B

∞∑
i=1

∥g(si, ui)∥2,
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takže
∞∑
i=1

∥g(si, ui)∥2 ≤ (F1 − F )B

ε0ε1α
<∞.

Předpokládejme, že lim infi→∞ ∥g(si, ui)∥ > 0. Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥g(si, ui)∥ ≥ ε,
i ∈ N , takže plat́ı

∞∑
i=1

∥g(si, ui)∥2 ≥
∞∑
i=1

ε2 = ∞,

což je ve sporu s předchoźı nerovnost́ı.

(c) Je li splněn předpoklad F2, lze z posloupnosti xi, i ∈ N , vybrat konvergentńı podposloupnost xi,

i ∈ M ⊂ N takovou, že xi
M→ x a ∥g(si, ui)∥

M→ 0. Vzhledem k tomu, že řešeńı úlohy (1315) spojitě záviśı
na parametrech g(xi) a c(xi), má tato úloha v bodě x = lim

i
M→∞

xi řešeńı s = 0, nebot’

∥s∥ = ∥B−1g(s, u)∥ ≤ ∥g(s, u)∥
B

= lim
i
M→∞

∥g(si, ui)∥
B

= 0,

takže bod x je podle věty 404 KKT bodem úlohy (1279). 2

U metod s lokálně omezeným krokem se obvykle nerovnost ∥s∥ ≤ ∆ nahrazuje nerovnost́ı ∥s∥∞ ≤ ∆,
neboli nerovnostmi −∆ ≤ sj ≤ ∆, 1 ≤ j ≤ n, které lze přidat k omezeńım v (1313), aniž se změńı
charakter této úlohy.

Algoritmus 36. (Metoda rekursivńıho kvadratického programováńı s lokálně omezeným krokem)

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a počátečńı poloměr oblasti přijatelnosti ∆1. Vypočteme
hodnotu F1 := F (x1), gradient g1 := g(x1) účelové funkce F v bodě x1 a urč́ıme počátečńı
aproximaci B1 Hessovy matice G(x1). Polož́ıme i := 1.

Krok 2 Najdeme řešeńı úlohy kvadratického programováńı

si = argmin
s∈Ci, ∥s∥∞≤∆i

Qi(s), (1320)

kde Qi(s) je kvadratická funkce vystupuj́ıćı v (1313) a Ci = C je př́ıpustná množina určená
omezeńımi v (1313) (index i se vztahuje k bodu xi).

Krok 3 Pokud ∥g(si, ui)∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet (bod xi je požadovaným přibližným řešeńım úlohy
(1279))

.

Krok 4 Vypočteme hodnotu F (xi + si) a pod́ıl

ρi(si) =
F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
.

Pokud ρi(si) < ρ, urč́ıme nový poloměr ∆i+1 podle (T3a) a přejdeme na krok 2. Pokud
ρi(si) ≥ ρ, urč́ıme nový poloměr ∆i+1 podle (T3b), polož́ıme xi+1 := xi+ si, Fi+1 := F (xi+ si)
a vypočteme gradient gi+1 := g(xi+1).

Krok 5 Urč́ıme aproximaci Bi+1 Hessovy matice G(xi+1), polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

Věta 406. Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje předpoklady F1–F3. Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost
generovaná metodou rekursivńıho kvadratického programováńı s lokálně omezeným krokem (algoritmus 36),
kde ∥Bi∥ ≤ B, i ∈ N . Pak existuje hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , který je KKT bodem
úlohy (1279).

Důkaz (a) Předpokádejme, že neexistuje hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , který je KKT
bodem úlohy (1279). Ukážeme, že v tomto př́ıpadě plat́ı

lim
i→∞

∆i = 0. (1321)
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Neplat́ı-li (1321), existuje konstanta ∆ > 0 a nekonečná množina M ⊂ N taková, že ∆i ≥ ∆ a ρi(si) ≥ ρ,

pokud i ∈ M . Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že xi
M→ x (v opačném př́ıpadě vybereme

vhodnou podposloupnost). Necht’ s ∈ Rn je řešeńım úlohy (1313) s přidaným omezeńım ∥s∥∞ ≤ ∆ a
s̃i ∈ Rn je řešeńım úlohy (1313) s přidaným omezeńım ∥s∥∞ ≤ ∆i. Jelikož předpokládáme, že x ∈ Rn

neńı KKT bodem úlohy (1279), plat́ı podle věty 404 s ̸= 0 a tedy Q(s) = Q < 0 a jelikož ∆i ≥ ∆, plat́ı
Q(s̃i) ≤ Q(s) = Q. Vzhledem k tomu, že řešeńı úlohy (1320) spojitě záviśı na parametrech g(xi) a c(xi),

plat́ı si
M→ s̃i a Qi(si) ≤ Q(s̃i)/2 ≤ Q/2, i ∈M . Ze spojitosti funkce F pak pro i ∈M dostaneme

Fi+1 − Fi = F (xi + si)− F (xi) ≤ ρQi(si) ≤
1

2
ρQ.

Jelikož posloupnost Fi, i ∈ N , je nerostoućı, můžeme podobně jako v d̊ukazu věty 405 s použit́ım
předpokladu F1 psát

F ≤ lim
i→∞

Fi = F1 +
∞∑
i=1

(Fi+1 − Fi) ≤
∑
i∈M

(Fi+1 − Fi) ≤
ρ

2

∑
i∈M

Q = −∞,

což je spor.

(b) Předpokádejme, že neexistuje hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti xi, i ∈ N , který je KKT bodem
úlohy (1279). Pak podle (a) plat́ı (1321), takže existuje nekonečná množina K ⊂ N neobsahuj́ıćı index
i = 1 (takže xi ∈ C, i ∈ K) taková, že ∆i ≤ 1 a ρi(si) < ρ, pokud i ∈ K. Bez újmy na obecnosti budeme

předpokládat, že xi
K→ x (v opačném př́ıpadě vybereme vhodnou podposloupnost). Necht’ s ∈ Rn je KKT

bodem úlohy (1313) s přidaným omezeńım ∥s∥∞ ≤ 1. Jelikož předpokládáme, že x ∈ Rn neńı KKT bodem
úlohy (1279), plat́ı podle věty 404 s ̸= 0 a tedy Q(s) = Q < 0. Necht’ s̃i ∈ Rn je řešeńım úlohy (1313) s
přidaným omezeńım ∥s∥∞ ≤ ∆i. Jelikož vektor ∆is je př́ıpustným bodem této úlohy, plat́ı

Q(s̃i) ≤ Q(∆is) =
1

2
∆2

i s
TBs+∆ig

T s ≤ ∆iQ(s) = ∆iQ

(nebot’ ∆i ≤ 1). Vzhledem k tomu, že řešeńı úlohy (1320) spojitě záviśı na parametrech g(xi) a c(xi), plat́ı

si
K→ s̃i a Qi(si) ≤ Q(s̃i)/2 ≤ ∆iQ/2 ≤ ∥si∥Q/2, i ∈ K. Jelikož je splněn předpoklad F3, plat́ı podle věty

o středńı hodnotě F (xi+si)−F (xi) = sTi gi+o(∥si∥) a z podmı́nky Bi ≤ B plyne Qi(si) = sTi gi+o(∥si∥).
Můžeme tedy pro i ∈ K psát

ρi(si) =
F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
=
Qi(si) + o(∥si∥)

Qi(si)
= 1 +

o(∥si∥)
|Qi(si)|

= o(1)

(nebot’ |Qi(si)| ≥ Q∥si∥/2). Jelikož ∥si∥ ≤ ∆i
K→ 0, plat́ı ρi(si)

K→ 1, což je ve sporu s předpokladem, že
pro i ∈ K plat́ı ρi(si) < ρ < 1. 2

18.5 Lineárńı programováńı

Úlohou lineárńıho programováńı rozumı́me minimalizaci lineárńı funkce gTx na množině určené lineárńımi
omezeńımi (1278), neboli

minimalizovat gTx pokud aTk x ≤ αk, k ∈ I, aTk x = αk, k ∈ E. (1322)

Důležitou vlastnost́ı úlohy lineárńıho programováńı je skutečnost, že jej́ım řešeńım je obvykle vrchol
př́ıpustné množiny.

Věta 407. Obsahuje-li úloha (1322) alespoň n lineárně nezávislých omezeńı a má-li tato úloha alespoň
jedno řešeńı, existuje vrchol př́ıpustné množiny, který je jej́ım řešeńım.

608



Důkaz Je-li bod x ∈ Rn řešeńım úlohy (1322) a plat́ı-li aTk x = αk, k ∈ Ē, aTk x < αk, k ̸∈ Ē, kde Ē ⊂ I∪E,
jsou splněny KKT podmı́nky, takže plat́ı g = Āu, kde Ā = [ak, k ∈ Ē]. Obsahuje-li množina Ē alespoň n
index̊u odpov́ıdaj́ıćıch lineárně nezávislým omezeńım, je bod x vrcholem př́ıpustné množiny. Obsahuje-li
množina Ē méně než n takových index̊u, plat́ı L(Ā)⊥ ̸= 0, takže existuje nenulový vektor s ∈ L(Ā)⊥
takový, že gT s = uT ĀT s = 0. Podle předpokladu existuje index l ̸∈ Ē takový, že al ̸∈ L(Ā), takže lze
vektor s vybrat tak, že aTl s > 0. Polož́ıme-li x+ = x + αs, kde α = (αl − aTl x)/a

T
l s, plat́ı g

Tx+ = gTx
a aTk x+ = αk, k ∈ Ē ∪ {l}, takže bod x+ lež́ı na lineárńı varietě nižš́ı dimenze a je řešeńım úlohy (1322).
Takto lze postupovat dál, až se dostaneme na lineárńı varietu nulové dimenze, která je vrcholem př́ıpustné
množiny. 2

Úlohu lineárńıho programováńı lze řešit metodou největš́ıho spádu (s redukovanými nebo promı́tanými
gradienty). Necht’ x ∈ Rn. Označme

I− = I−(x) = {k ∈ I : aTk x < αk}, E− = E−(x) = {k ∈ E : aTk x < αk},
I+ = I+(x) = {k ∈ I : aTk x > αk}, E+ = E+(x) = {k ∈ E : aTk x > αk}

(I+ ∪E+ ∪E− je množina index̊u omezeńı porušených v bodě x ∈ Rn). Nejprve je třeba nalézt př́ıpustný
bod x ∈ C, vyhovuj́ıćı omezeńım v (1322), pro který plat́ı I+ ∪ E+ ∪ E− = ∅. Za t́ım účelem se snaž́ıme
minimalizovat lineárńı funkci ∑

k∈I+∪E+

(aTk x− αk)−
∑

k∈E−

(aTk x− αk) (1323)

na množině zadané omezeńımi aTk x ≤ αk, k ∈ I \ I+, aTk x = αk, k ∈ E \ (E+ ∪ E−), což je ekvivalentńı
úloze lineárńıho programováńı

minimalizovat gTx pokud aTk x ≤ αk, k ∈ I \ I+, aTk x = αk, k ∈ E \ (E+ ∪ E−),

kde
g =

∑
k∈I+∪E+

ak −
∑

k∈E−

ak, (1324)

(bod x ∈ Rn je zřejmě př́ıpustným bodem této úlohy). Jelikož je třeba, aby všechny závorky v (1323)
byly nezáporné, měńıme adaptivně množiny I+, E+, E− (a tud́ıž i vektor g). Pokud v některém kroku
metody největš́ıho spádu plat́ı aTl x = αl pro l ∈ I+ (nebo l ∈ E+ nebo l ∈ E−), polož́ıme I+ := I+ \ {l}
(nebo E+ := E+ \ {l} nebo E− := E− \ {l}) a pokračujeme v řešeńı úlohy s novým vektorem (1324).
Algoritmus metody největš́ıho spádu má dvě fáze. V prvńı fázi plat́ı I+ ∪ E+ ∪ E− ̸= ∅ a g je vektor
určený vzorcem (1324). Ve druhé fázi plat́ı I+ ∪E+ ∪E− = ∅ a g je vektor vystupuj́ıćı v (1322). Metoda
největš́ıho spádu s redukovanými gradienty použ́ıvá matice Zi, i ∈ N , přičemž AT

i Zi = 0, ZT
i Zi = I

a matice [Ai, Zi] jsou čtvercové a regulárńı. Metoda největš́ıho spádu s promı́tanými gradienty použ́ıvá
matice Pi = I −Ai(A

T
i Ai)

−1AT
i , i ∈ N .

Algoritmus 37. (Metoda největš́ıho spádu s redukovanými nebo promı́tanými gradienty)

Krok 1 Zvoĺıme bod x1 ∈ Rn a urč́ıme množiny index̊u I−1 := I−(x1), I
+
1 := I+(x1), E

−
1 := E−(x1),

E+
1 := E+(x1) a množinu Ē1 := (I \ (I+1 ∪ I−1 )) ∪ (E \ (E+

1 ∪ E−
1 )) index̊u omezeńı aktivńıch

v bodě x1. Postupným přidáváńım omezeńı z množiny Ē1 urč́ıme (zp̊usobem popsaným v
odd́ılu 18.2) matici A1 se sloupci ak, k ∈ Ē1, matici W1 = (AT

1 A1)
−1 a matici Z1 takovou,

že AT
1 Z1 = 0, ZT

1 Z1 = I, přičemž matice [A1, Z1] je čtvercová a regulárńı (nebo matici P1 =
I −A1(A

T
1 A1)

−1AT
1 ). Polož́ıme i := 1.
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Krok 2 Pokud I+i ∪E+
i ∪E−

i ̸= ∅ (prvńı fáze), urč́ıme vektor g podle (1324). Pokud I+i ∪E+
i ∪E−

i = ∅
(druhá fáze), použijeme vektor g vystupuj́ıćı v (1322). Pomoćı matic Ai, Wi a Zi (nebo Pi)
vypočteme vektor Lagrangeových multiplikátor̊u ui = −WiA

T
i g, promı́taný gradient ĝi = ZiZ

T
i g

(nebo ĝi = Pig) a index 1 ≤ l ≤ mi takový, že

µi = −eTl ui = − min
1≤k≤mi

eTk ui,

kde eTk ui je k-tý prvek vektoru ui. Pokud I+i ∪ E+
i ∪ E−

i = ∅, ∥ĝi∥ ≤ εx max(1, ∥g∥) a µi ≤
εu max(1, ∥g∥), ukonč́ıme výpočet (dvojice (xi, ui) je s předepsanou přesnost́ı KKT párem řešené
úlohy).

Krok 3 Pokud ∥ĝi∥ ≤ εx max(1, ∥g∥), ubereme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ē−
i :=

Ēi \ {l}, urč́ıme matice A−
i , W

−
i podle věty 394, kde Hi = I, a matici Z−

i podle věty 399 (nebo
matici P−

i podle vzorce P−
i = Pi − P−

i al(P
−
i al)

T /aTl P
−
i al, kde P

−
i al = al − A−

i W
−
i (A−

i )
Tal),

polož́ıme Ēi := Ē−
i , Ai := A−

i , Wi :=W−
i , Zi := Z−

i (nebo Pi := P−
i ) a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Polož́ıme si := ĝi a urč́ıme délku kroku

αi =
αl − aTl xi
aTl si

= min

(
min

k∈I−
i ∪E−

i ,aT
k si>0

αk − aTk xi
aTk si

, min
k∈I+

i ∪E+
i ,aT

k si<0

αk − aTk xi
aTk si

)

(pokud neexistuje index k ∈ I−i ∪ E−
I takový, že aTk si > 0, ani index k ∈ I+i ∪ E+

I takový, že
aTk si < 0, polož́ıme αi = ∞). Jestliže αi = ∞, ukonč́ıme výpočet (pokud I+i ∪ E+

i ∪ E−
i ̸= ∅,

neexistuje př́ıpustný bod, pokud I+i ∪ E+
i ∪ E−

i = ∅, neexistuje optimálńı řešeńı). V opačném
př́ıpadě polož́ıme xi+1 := xi + αisi.

Krok 5 Přidáme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ēi+1 := Ēi ∪ {l} a urč́ıme matice
Ai+1, Wi+1 podle věty 393, kde Hi = I, a matici Zi+1 podle věty 397 (nebo matici Pi+1 podle
věty 393, kde Hi = I). Pokud k ∈ I+i (nebo k ∈ E+

i nebo k ∈ E−
i ), polož́ıme I+i+1 = I+i \ {l}

(nebo E+
i+1 = E+

i \ {l} nebo E−
i+1 = E−

i \ {l}). Polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

Metoda největš́ıho spádu najde řešeńı úlohy lineárńıho programováńı i tehdy, když př́ıpustná množina
neobsahuje žádný vrchol. Tato metoda se použ́ıvá k nalezeńı výchoźıho př́ıpustného bodu pro ostatńı
metody aktivńıch omezeńı. Použ́ıvá však maticové operace, které nejsou vhodné pro práci s ř́ıdkými
maticemi. Z tohoto d̊uvodu má výhodněǰśı vlastnosti simplexová metoda [43], která je též vhodná pro
ručńı poč́ıtáńı (použ́ıvá přehlednou siplexovou tabulku). Simplexová metoda je určena k řešeńı speciálńı
úlohy lineárńıho programováńı

minimalizovat gTx pokud aTi x = αi, 1 ≤ i ≤ m, xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, m ≤ n. (1325)

Poznámka 494. Standardńı úlohu (1322) lze na tvar (1325) převést přidáńım pomocných proměnných.
Jestliže I = {1, . . . ,mI}, nahrad́ıme p̊uvodńı omezeńı aTi x ≤ αi, 1 ≤ i ≤ mI , novými omezeńımi aTi x +
xn+i = αi a xn+i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ mI (t́ım v matici AI přibude mI sloupc̊u jednotkové matice). Složitěǰśı
je odstraněńı podmı́nek nezápornosti proměnných. Pokud proměnná xj nabývá kladných i záporných
hodnot, vyjádř́ıme ji pomoćı dvou proměnných x+j a x−j tak, že xj = x+j − x−j , kde x

+
j ≥ 0 a x−j ≥ 0. T́ım

se sloupec aj objev́ı v matici A dvakrát, jednou se znaménkem + a jednou se znaménkem −. Naštěst́ı jsou
ve většině aplikaćı podmı́nky nezápornosti proměnných přirozené a neńı třeba je odstraňovat.

Př́ıpustnou množinu úlohy (1325) lze zapsat maticově ve tvaru C = {x ∈ Rn : ATx = b, x ≥ 0}.
Použijeme-li Lagrangeovu funkci

L(x, u, v) = gTx+ uT (ATx− b)− vTx, u ∈ Rm, v ∈ Rn,

můžeme KKT podmı́nky zapsat ve tvaru

g +Au = v, x ≥ 0, v ≥ 0, vTx = 0.

Simplexová metoda je založena na těchto poznatćıch:
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• Př́ıpustná množina použitá v (1325) je konvexńım mnohostěnem (definice 106).

• Lineárńı funkce gTx nabývá svého minima ve vrcholu konvexńıho mnohostěnu (věta 407).

• Vrchol konvexńıho mnohostěnu je charakterizován t́ım, že jeho alespoň n − m složek je nulových
(věta 312).

Simplexová metoda vycháźı ze zvoleného (nebo předem nalezeného) vrcholu př́ıpustné množiny. V každém
kroku simplexové metody se testuje, je-li daný vrchol řešeńım úlohy (1325). Nejsou-li splněny KKT
podmı́nky, přecháźı se do sousedńıho vrcholu s nižš́ı hodnotou účelové funkce.

Necht’ B = {B1, . . . , Bm} a N = {N1, . . . , Nn−m} jsou množiny index̊u takové, že B ∩N = ∅, B ∪N =
{1, . . . , n} a necht’ xi = 0, pokud i ∈ N . Pak bod x = (xB , xN ) je vrcholem př́ıpustné množiny, pokud

AT
BxB +AT

NxN = b, xB ≥ 0, xN = 0,

neboli xB = (AT
B)

−1b ≥ 0 a xN = 0, kde AB je regulárńı čtvercová matice. Je-li tento vrchol řešeńım
úlohy (1325), muśı být splněny KKT podmı́nky

gB +ABu = 0, (1326)

gN +ANu = vN , vN ≥ 0. (1327)

Věta 408. Necht’ bod x = (xB, xN ), kde xB = (AT
B)

−1b ≥ 0 a xN = 0, je vrcholem př́ıpustné množiny,
u = −A−1

B gB a l ∈ N je index takový, že vl = gl + eTl Au < 0. Necht’

k = argmin
i∈B, yi>0

xi
yi
,

kde y = (yB, yN ), yB = (AT
B)

−1AT el a yN = 0. Položme B̃ = (B \ {k}) ∪ {l} a Ñ = (N \ {l}) ∪ {k}. Pak
bod x̃ = (x̃B̃ , x̃Ñ ), kde x̃B = (AT

B̃
)−1b ≥ 0 a x̃Ñ = 0 je vrcholem př́ıpustné množiny a plat́ı gT x̃ < gTx.

Důkaz Necht’ bod x = (xB, xN ), kde xB = (AT
B)

−1b ≥ 0 a xN = 0, je vrcholem př́ıpustné množiny. Jsou-li
splněny KKT podmı́nky (1326)–(1327), je bod x řešeńım úlohy (1325). V opačném př́ıpadě má vektor
v = g + Au, kde u = −A−1

B gB (takže vB = gB + ABu = gB − ABA
−1
B gB = 0), alespoň jednu zápornou

složku, čili vl = gl + eTl Au < 0 pro nějaký index l ∈ N . Zvětšme nyńı hodnotu proměnné xl, která byla
p̊uvodně nulová, na x̃l > 0 a ponechme nulové všechny ostatńı složky vektoru xN . Protože muśı platit
ATx = b, změńı se přitom vektor xB na x̃B, přičemž plat́ı AT

Bx̃B +AT elx̃l = b, neboli

x̃B = (AT
B)

−1b− (AT
B)

−1AT elx̃l = xB − (AT
B)

−1AT elx̃l, (1328)

a podle (1326)–(1328) dostaneme

gT x̃ = gTBx̃B + gTN x̃N = gTBx̃B + glx̃l = gTBxB − gTB(A
T
B)

−1AT elx̃l + glx̃l

= gTx+ (gl + uTAT el)x̃l = gTx+ vlx̃l < gTx. (1329)

Zvětšováńım hodnoty x̃l se tedy snižuje hodnota účelové funkce a vl udává rychlost tohoto snižováńı.
Hodnotu x̃l nelze obvykle zvětšovat nade všechny meze. Muśı totiž platit x̃B ≥ 0, což s použit́ım (1328)
dává

xB − (AT
B)

−1AT elx̃l ≥ 0. (1330)

Necht’ y = (yB , yN ), kde yB je řešeńım soustavy rovnic AT
ByB = AT el a yN = 0. Pak lze (1330) zapsat ve

tvaru xB − yBx̃l ≥ 0, nebo po složkách
xi − yix̃l ≥ 0, (1331)

kde i ∈ B. Jestliže yi ≤ 0 je nerovnost (1331) splněna nebot’ xi ≥ 0 a x̃l ≥ 0. Zvoĺıme-li

x̃l =
xk
yk
, k = argmin

i∈B, yi>0

xi
yi
, (1332)

je nerovnost (1331) splněna pro všechny indexy i ∈ B a plat́ı x̃k = 0. T́ım jsme źıskali nový vrchol
konvexńıho mnohostěnu, který lze zapsat ve tvaru x̃ = (x̃B̃ , x̃Ñ ), kde x̃B̃ = (AT

B̃
)−1b ≥ 0 a x̃Ñ = 0,

přičemž B̃ = (B \ {k}) ∪ {l} a Ñ = (N \ {l}) ∪ {k}. 2
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Poznámka 495. Index l pro který plat́ı vl = gl + eTl Au < 0 lze volit r̊uzným zp̊usobem. Nejčastěji se
pokládá vl = minj∈N vj , což určuje hranu př́ıpustné množiny, podle ńıž účelová funkce klesá nejrychleji.

Poznámka 496. Podmı́nku (1332) může splňovat v́ıce index̊u (v tom př́ıpadě existuje v novém vrcholu
v́ıce než m tečných nadrovin). Označme

K =

{
j ∈ B : j = argmin

i∈B, yi>0

xi
yi

}
.

Aby se předešlo zacykleńı, voĺı se index k ∈ K v (1332) pomoćı Blandova pravidla (1335).

Simplexovou metodu lineárńıho programováńı lze efektivně realizovat pomoćı simplexové tabulky

T =

 T̄ xB

vT −φ

 =

 (AT
B)

−1AT (AT
B)

−1b

gT − gTB(A
T
B)

−1AT −gTB(AT
B)

−1b

 , (1333)

což je matice, která má m + 1 řádk̊u a n + 1 sloupc̊u. Vektor xB obsahuje souřadnice vrcholu př́ıpustné
množiny, v je vektor Lagrangeových multiplikátor̊u a φ je hodnota účelové funkce.

Krok simplexové metody popsaný ve větě 408 lze snadno realizovat pomoćı simplexové tabulky, jej́ıž
prvky označ́ıme tij , 1 ≤ i ≤ m + 1, 1 ≤ j ≤ n + 1. Jelikož posledńı řádek simplexové tabulky obsahuje
hodnoty Lagrangeových multiplikátor̊u, maj́ı podmı́nky optimality tvar tm+1,l ≥ 0, kde

tm+1,l = min
1≤j≤n

tm+1,j . (1334)

Pokud tm+1,l < 0, najdeme množinu K a hlavńı prvek tkl pomoćı Blandova pravidla

Bk = min
j∈K

Bj , kde K =

{
1 ≤ j ≤ m : j = argmin

1≤i≤m, til>0

ti,n+1

til

}
(1335)

a Bj je index sloupce simplexové tabulky, který je j-tým sloupcem jednotkové matice. Pak se pomoćı
Gaussovy-Jordanovy eliminace převede l-tý sloupec simplexové tabulky na k-tý sloupec jednotkové matice
podle vzorc̊u

t̃ij = tij −
tiltkj
tkl

, t̃kj =
tkj
tkl
, t̃i,Bk

= − til
tkl
, t̃k,Bk

=
1

tkl
, t̃il = 0, t̃kl = 1, (1336)

kde 1 ≤ i ≤ m + 1, i ̸= k a 1 ≤ j ≤ n + 1, j ̸= l, j ̸∈ B}. Jsou-li splněny podmı́nky optimality, plat́ı
xBi = ti,n+1, 1 ≤ i ≤ m. Ostatńı složky vektoru x jsou nulové a plat́ı gTx = −tm+1,n+1.

Známe-li množinu index̊u B, lze simplexovou tabulku určit tak, že polož́ıme

T =

 AT b

gT 0

 ,
a pomoćı Gaussovy-Jordanovy eliminace (děleńım vedoućıho řádku hodnotou vedoućıho prvku a přič́ıtáńım
jeho násobk̊u k ostatńım řádk̊um tabulky) dostaneme matici, jej́ıž sloupce s indexy Bi jsou vektory ei
(odpov́ıdaj́ıćı sloupce jednotkové matice). Tento proces, který se nazývá reinverze, se použ́ıvá při řešeńı
velkých ř́ıdkých úloh. K nalezeńı výchoźıho vrcholu př́ıpustné množiny takto obvykle nepřistupujeme,
nebot’ množinu B obvykle neznáme. Výchoźı simplexová tabulka se pak źıskává pomoćı prvńı fáze sim-
plexové metody, která je velmi podobná prvńı fázi metody největš́ıho spádu.

V prvńı fázi simplexové metody použijeme m daľśıch proměnných xn+i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, které přičteme
k jednotlivým omezeńım a řeš́ıme úlohu

minimalizovat
m∑
i=1

xn+i pokud aTi x+xn+i = αi, 1 ≤ i ≤ m, xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n̄ = n+m, (1337)
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přičemž předpokládáme, že αi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m (pokud pro nějaký lndex 1 ≤ i ≤ m plat́ı αi < 0, stač́ı
př́ıslušnou rovnici vynásobit č́ıslem -1). Výchoźı simplexová tabulka této úlohy má tvar

T =

 T̄1 T̄2 x̄B

v̄T1 v̄T2 −φ̄

 =


AT I b

gT 0 0

−eTAT 0 −eT b

 , (1338)

kde předposledńı řádek je připraven pro druhou fázi simplexové metody, a dostaneme ji tak, že nejprve
polož́ıme

T =


AT I b

gT 0 0

0 eT 0


a pak od posledńıho řádku matice T odečteme všechny jej́ı předchoźı řádky (abychom vynulovaly prvky
lež́ıćı pod jednotkovou matićı). Najdeme-li simplexovou tabulku představuj́ıćı řešeńı úlohy (1337) urč́ıme
výchoźı simplexovou tabulku pro druhou fázi tak, že ve stávaj́ıćı tabulce vyškrtneme posledńı řádek a
sloupce s indexy n+ 1 ≤ j ≤ n+m, čili polož́ıme

T =

[
T̄1 x̄B

]
=

 T̄ xB

vT −φ

 . (1339)

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, kde č́ısla m̄ a n̄ udávaj́ı rozměry simplexové
tabulky a lǐśı se v jednotlivých fáźıch simplexové metody.

Algoritmus 38. (Simplexová metoda)

Krok 1 Sestav́ıme tabulku (1338) pro prvńı fázi simplexové metody. Polož́ıme m̄ := m+ 1, n̄ := n+m
a Bi := n+ i, 1 ≤ i ≤ m.

Krok 2 Urč́ıme index 1 ≤ l ≤ n̄ podle vzorce (1334) (s m̄ a n̄ mı́sto m a n).

Krok 3 Pokud tm̄+1,l ≥ 0 a n̄ = n, polož́ıme xBi = ti,n+1, 1 ≤ i ≤ m a ukonč́ıme výpočet (vektor x je
řešeńım úlohy (1325)). Pokud tm̄+1,l ≥ 0 a n̄ > n, sestav́ıme tabulku (1339) pro druhou fázi
simplexové metody tak, že ve stávaj́ıćı tabulce vyškrtneme posledńı řádek a sloupce s indexy
n+ 1 ≤ j ≤ n+m. Polož́ıme x = 0, m̄ := m, n̄ := n a přejdeme na krok 2

.

Krok 4 Pokud tm̄+1,l < 0, najdeme množinu K a hlavńı prvek tkl pomoćı Blandova pravidla (1335) (s
m̄ a n̄ mı́sto m a n). Pokud K = ∅ a n̄ > n, ukonč́ıme výpočet (neexixtuje př́ıpustný bod).
Pokud K = ∅ a n̄ = n, ukonč́ıme výpočet (neexistuje optimálńı řešeńı). Pokud K ̸= ∅, urč́ıme
novou simplexovou tabulku T̃ podle vzorc̊u (1336) (s m̄ a n̄ mı́sto m a n). Polož́ıme T := T̃ ,
Bk = l a přejdeme na krok 2.

Výhoda simplexové metody spoč́ıvá v tom, že zaokrouhlovaćı chyby neovlivňuj́ı aktivitu omezeńı (vždy
plat́ı xj = 0 pro j ̸∈ B). Algoritmus simplexové metody je poměrně jednoduchý, nebot’ se provád́ı pouze
Gaussova-Jordanova eliminace, což je standardńı prostředek numerické lineárńı algebry. Hlavńı nevýhoda
simplexové metody (i metody největš́ıho spádu) spoč́ıvá v tom, že řešeńı, které je vrcholem konvexńıho
mnohostěnu, se určuje ř́ızeným prohledáváńım ostatńıch vrchol̊u, kterých bývá obvykle alespoň 2m. Pokud
např́ıklad n ≥ m, má úloha řešená v prvńı fázi simplexového algoritmu(

n+m

m

)
≥
(
2m

m

)
=

∏m
i=1(2m− (i− 1))

m!
≥
∏m

i=1(2m− 2(i− 1))

m!
=

2m
∏m

i=1(m− (i− 1))

m!
= 2m
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vrchol̊u. V nejhorš́ım př́ıpadě může simplexová metoda provést 2m eliminačńıch krok̊u. Tento nejhorš́ı
př́ıpad je popsán v práci [104], kde je uvedena úloha

maximalizovat
m∑
j=1

10m−jxj , pokud 2
i−1∑
j=1

10i−jxj + xi + xm+i = 100i−1, 1 ≤ i ≤ m, x ≥ 0

(zkroucená krychle). Zvoĺıme-li jako výchoźı vrchol bod xi = 0, xm+i = 100i−1, 1 ≤ i ≤ m, prohledá
algoritmus 38 všechny vrcholy př́ıpustné množiny, kterých je 2m. To znamená, že simplexová metota (i
metoda největš́ıho spádu) je exponenciálně složitá. Nicméně v praktických úlohách tento nejhorš́ı př́ıpad
nenastává a simplexová metoda je velmi efektivńı. Exponenciálńı složitost simplexové metody lze obej́ıt
použit́ım metody vnitřńıch bod̊u, která je studována v od́ılu 20.3

Úlohy lineárńıho programováńı slouž́ı často k určeńı př́ıpustného bodu v metodách rekurzivńıho kvadra-
tického programováńı. V tomto př́ıpadě má úloha lineárńıho programováńı tvar

minimalizovat gT s, pokud AT
I s+ cI ≤ 0, AT

Es+ cE = 0, (1340)

kde AI = [ak, k ∈ I], AE = [ak, k ∈ E]T , cI = [ck, k ∈ I], cE = [ck, k ∈ E]T . K řešeńı této úlohy lze
použ́ıt algoritmus 37, kde mı́sto vektor̊u x a b použ́ıváme vektory s a −c. Také je možné použ́ıt duálńı
metodu lineárńıho programováńı, která vycháźı z teorie duality (definice 135 a věta 386).

Věta 409. Uvažujme úlohu lineárńıho programováńı (1340) (která je konvexńı). Pak duálńı úlohu lze
zapsat ve tvaru

minimalizovat − cTu, pokud Au+ g = 0, uI ≥ 0. (1341)

Úloha (1341) je také konvexńı a duálńı úlohou k této úloze je primárńı úloha (1340). Je-li dvojice (s, u)
KKT párem primárńı úlohy, je dvojice (u, (w, vI)), kde w = −s a vI = −(AT

I s + cI), KKT párem duálńı
úlohy. Je-li dvojice (u, (w, vI)) KKT párem duálńı úlohy, je dvojice (s, u), kde s = −w, KKT párem
primárńı úlohy a plat́ı AT

I s+ cI = −vI , AT
Es+ cE = 0.

Důkaz Lagrangeova funkce úlohy (1340) má tvar

L(s, u) = gT s+ uT (AT s+ c) (1342)

a pro jej́ı gradient plat́ı
g(s, u) = g +Au. (1343)

Podle definice 135 spoč́ıvá duálńı úloha v maximalizaci Lagrangeovy funkce L(x, u) na množině zadané
omezeńımi uI ≥ 0 a g(x, u) = g+Au = 0, neboli g = −Au. Dosad́ıme-li tuto hodnotu do (1342), dostaneme

L(s, u) = −uTAs+ uTAs+ uT c = cTu,

takže maximalizace Lagrangeovy funkce L(s, u) je ekvivalentńı minimalizaci funkce −cTu. Duálńı úloha
(1341) také konvexńı a lze k ńı přǐradit duálńı úlohu spoč́ıvaj́ıćı v maximalizaci Lagrangeovy funkce

L̃(u,w, vI) = −cTu+ wT (g +AIuI +AEuE)− vTI uI

= uTI (A
T
I w − cI − vI) + uTE(A

T
Ew − cE) + wT g (1344)

na množině zadané omezeńımi

g̃(u,w, vI) =

[
AT

I w − cI − vI
AT

Ew − cE

]
= 0, vI ≥ 0 (1345)

(kde w a vI jsou vektory Lagrangeových multiplikátor̊u úlohy (1341)). Dosad́ıme-li (1345) do (1344) a
polož́ıme-li s = −w, plat́ı L̃(u,w, vi) = gTw = −gT s, takže maximalizace Lagrangeovy funkce L̃(u,w, vi)
je ekvivalentńı minimalizaci funkce gT s, a omezeńı (1345) lze zapsat ve tvaru AT

I s+ ci ≤ 0, AT
Es+ cE = 0.

2
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Poznámka 497. Pokud E = ∅, čili maj́ı-li všechna omezeńı tvar nerovnost́ı, má duálńı úloha tvar (1325),
takže ji lze s výhodou řešit simplexovou metodou (algoritmus 38). Úlohu (1325) s s mı́sto x a −c mı́sto b
lze zapsat ve tvaru

minimalizovat gT s pokud AT s+ c = 0, −Is ≤ 0,

takže duálńı úloha má tvar
minimalizovat − cTu pokud Au ≤ 0

(nebot’ Au− v = 0 a v ≥ 0 plat́ı právě tehdy, když Au ≤ 0).

18.6 Kvadratické programováńı

Úlohou kvadratického programováńı rozumı́me minimalizaci kvadratické funkce Q(x) na množině určené
lineárńımi omezeńımi (1278), neboli

minimalizovat Q(x) =
1

2
xTGx+ gTx pokud aTk x ≤ αk, k ∈ I, aTk x = αk, k ∈ E, (1346)

kde G je konstantńı Hessova matice funkce Q(x). Úlohu kvadratického programováńı lze řešit Newtovovou
metodou (s redukovanými nebo promı́tanými gradienty). Pokud neńı matice G pozitivně definitńı, je
nutné použ́ıt redukovanou Newtonovu metodu s lokálně omezeným krokem (algoritmus 34). Řeš́ıme-
li úlohy vznikaj́ıćı v metodách rekurzivńıho kvadratického programováńı (odd́ıl 20.2), bývá matice G
obvykle pozitivně definitńı a můžeme použ́ıt redukovanou Newtonovu metodu spádových směr̊u, kterou
nyńı poṕı̌seme

Algoritmus 39. (Redukovaná Newtonova metoda spádových smětr̊u)

Krok 1 Pomoćı prvńı fáze algoritmu 37 najdeme př́ıpustný bod x1 ∈ C, množinu Ē1 = Ē(x1) obsahuj́ıćı
m1 index̊u lineárně nezávislých omezeńı aktivńıch v bodě x1, lineárńı varietu L̄1 = {x ∈ C :
aTk x = αk, k ∈ Ē1} dimenze n1 = n − m1, matici A1 se sloupci ak, k ∈ Ē1, matici W1 =
(AT

1 A1)
−1, matici Z1 takovou, že AT

1 Z1 = 0, ZT
1 Z1 = I, přičemž matice [A1, Z1] je čtvercová,

a regulárńı a matici L̃1 takovou, že L̃1L̃
T
1 = ZT

1 GZ1. Vypočteme gradient g1 := g + Gx1 a
polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pomoćı matic Ai, Zi a Wi vypočteme vektor Lagrangeových multiplikátor̊u ui := −WiA
T
i gi,

redukovaný gradient g̃i := ZT
i gi, a index 1 ≤ l ≤ mi takový, že

µi = −eTl ui = − min
1≤k≤mi

eTk ui,

kde eTk ui je k-tý prvek vektoru ui. Pokud plat́ı ∥g̃i∥ ≤ εx max(1, ∥gi∥) a µi ≤ εu max(1, ∥gi∥),
ukonč́ıme výpočet (dvojice (xi, ui) je s předepsanou přesnost́ı KKT párem řešené úlohy).

Krok 3 Pokud ∥g̃i∥ ≤ εx max(1, ∥gi∥), ubereme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ē−
i :=

Ēi \ {l} (takže mi := mi − 1 a ni := ni +1), urč́ıme matice A−
i , Z

−
i podle věty 399, matici W−

i

podle věty 394 (kde Hi = I) a matici L̃−
i podle poznámky 486. Polož́ıme Ēi := Ē−

i , Ai := A−
i ,

Zi := Z−
i , Wi :=W−

i , L̃i := L̃−
i a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme redukovaný směrový vektor s̃i ∈ Rni řešeńım soustavy lineárńıch rovnic L̃iL̃
T
i s̃i = −g̃i

a polož́ıme si = Zis̃i
Krok 5 Urč́ıme maximálńı délku kroku

ᾱi =
αl − aTl xi
aTl si

= min
k ̸∈Ēi,aT

k si>0

αk − aTk xi
aTk si

(pokud neexistuje index k ̸∈ Ēi takový, že aTk si > 0, polož́ıme ᾱi = ∞). Polož́ıme αi =
min(1, ᾱi), xi+1 = xi + αisi a vypočteme gradient gi+1 := gi + αiGsi (nebo gi+1 := g +Gxi+1)
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Krok 6 Pokud αi = ᾱi, přidáme omezeńı s indexem l tak, že sestroj́ıme množinu Ēi+1 := Ēi∪{l} (takže
mi+1 := mi+1 + 1 a ni+1 = ni+1 − 1), urč́ıme matice Ai+1, Zi+1 podle věty 397, matici Wi+1

podle věty 393 (kde Hi = I) a matici L̃i podle věty 398. Polož́ıme i := i + 1 a přejdeme na
krok 2.

Úlohy kvadratického programováńı slouž́ı nejčastěji k určováńı směrového vektoru v metodách rekurziv-
ńıho kvadratického programováńı, které se použ́ıvaj́ı k řešeńı obecných úloh nelineárńıho programováńı a
které jsou studovány v odd́ılu 20.2. V tomto př́ıpadě má úloha kvadratického programováńı tvar

minimalizovat Q(s) =
1

2
sTBs+ gT s, pokud AT

I s+ cI ≤ 0, AT
Es+ cE = 0, (1347)

kde AI = [ak, k ∈ I], AE = [ak, k ∈ E], cI = [ck, k ∈ I]T , cE = [ck, k ∈ E]T . K řešeńı této úlohy lze
použ́ıt algoritmus 39, kde mı́sto vektor̊u x a b použ́ıváme vektory s a −c. Je-li matice G pozitivně definitńı,
je výhodné použ́ıt k řešeńı úlohy (1347) duálńı metodu kvadratického programováńı, která vycháźı z teorie
duality (definice 135 a věta 386).

Věta 410. Uvažujme úlohu kvadratického programováńı (1347), kde matice B je pozitivně definitńı (takže
tato úloha je konvexńı). Pak duálńı úlohu lze zapsat ve tvaru

minimalizovat Q̃(u) =
1

2
(Au+ g)TH(Au+ g)− cTu, pokud uI ≥ 0, (1348)

kde H = B−1. Úloha (1348) je také konvexńı a duálńı úlohou k této úloze je primárńı úloha (1347). Je-li
dvojice (s, u) KKT párem primárńı úlohy, je dvojice (u, vI), kde vI = −(AT

I s + cI), KKT párem duálńı
úlohy. Je-li dvojice (u, vI) KKT párem duálńı úlohy, je dvojice (s, u), kde s = −H(Au+ g), KKT párem
primárńı úlohy a plat́ı AT

I s+ cI = −vI , AT
Es+ cE = 0.

Důkaz Lagrangeova funkce úlohy (1347) má tvar

L(s, u) =
1

2
sTBs+ gT s+ uT (AT s+ c) =

1

2
sTBs+ (Au+ g)T s+ cTu (1349)

a pro jej́ı gradient plat́ı
g(s, u) = Bs+Au+ g. (1350)

Podle definice 135 spoč́ıvá duálńı úloha v maximalizaci Lagrangeovy funkce L(x, u) na množině zadané
omezeńımi uI ≥ 0 a g(x, u) = 0. Dosad́ıme-li (1350) do rovnice g(x, u) = 0, dostaneme

s = −H(Au+ g), (1351)

což po dosazeńı do (1349) dává

L(s, u) =
1

2
(Au+ g)TH(Au+ g)− (Au+ g)TH(Au+ g) + cTu = −1

2
(Au+ g)TH(Au+ g) + cTu,

takže maximalizace Lagrangeovy funkce L(s, u) je ekvivalentńı minimalizaci funkce Q̃(u). Jelikož matice
H je pozitivně definitńı, je úloha (1348) také konvexńı a lze k ńı přǐradit duálńı úlohu spoč́ıvaj́ıćı v
maximalizaci Lagrangeovy funkce

L̃(u, vI) =
1

2
(Au+ g)TH(Au+ g)− cTu− vTI uI (1352)

na množině zadané omezeńımi

g̃(u, vI) =

[
AT

I H(Au+ g)− cI − vI
AT

EH(Au+ g)− cE

]
= 0, vI ≥ 0. (1353)
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Polož́ıme-li s = −H(Au+ g) a dosad́ıme-li tento vztah do (1353) a pak do (1352), dostaneme

−vI = cI +AT
I s ≤ 0, (1354)

cE +AT
Es = 0 (1355)

a

L̃(u, vI) =
1

2
sTBs− cTu+ (cI +AT

I s)uI + (cE +AT
Es)uE =

1

2
sTBs+ uTAT s

=
1

2
sTBs+ (g +Au)s− gT s =

1

2
sTBs− sTBs− gT s = −

(
1

2
sTBs+ gT s

)
= −Q(s),

takže maximalizace Lagrangeovy funkce L̃(u, vI) je ekvivalentńı minimalizaci funkce Q(s). Zbytek tvrzeńı
plyne z věty 386 a ze vztah̊u (1351) a (1354)–(1355). 2

Poznámka 498. Poznamenejme, že podle (1348) a (1351) plat́ı

Q̃(u) =
1

2
sTGs− cTu, (1356)

takže
Q(s)− Q̃(u) = gT s+ cTu. (1357)

Podle věty 410 lze řešeńı primárńı úlohy (1347) źıskat řešeńım duálńı úlohy (1348) metodou aktivńıch
omezeńı. Necht’ E ⊂ K ⊂ I ∪ E je množina index̊u takových, že uk = 0, pokud k ̸∈ K, a vk = 0, pokud
k ∈ K, kde −vk = ck+A

T
k s, k ∈ K, jsou hodnoty omezeńı primárńı úlohy (vk, k ∈ K∩I jsou Lagrangeovy

multiplikátory duálńı úlohy). Použit́ım vztah̊u (1351) a (1354)–(1355) můžeme určit prvky uk, k ∈ K,
vektoru uK . Polož́ıme-li vk = 0, k ∈ K, dostaneme

vK = −AT
Ks− cK = AT

KH(AKuK + g)− cK = 0 ⇒ uK = (AT
KHAK)−1

(
cK −AT

KHg
)
. (1358)

Definice 136. Množinu index̊u E ⊂ K ⊂ I ∪ E takovou, že uk = 0, k ̸∈ K, a vk = 0, k ∈ K, nazveme
množinou index̊u aktivńıch omezeńı (zkráceně aktivńı množinou) primárńı úlohy. Pokud plat́ı uk ≥ 0,
k ∈ K ∩ I, řekneme, že K je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy.

Metoda aktivńıch omezeńı pro duálńı úlohu konvexńıho kvadratického programováńı je založena na
generováńı posloupnosti přijatelných aktivńıch množin primárńı úlohy. Počátečńı přijatelnou aktivńı
množinu urč́ıme tak, že polož́ıme K = E, takže uk = 0, pokud k ∈ I. V každém kroku nejprve otes-
tujeme, zda jsou splněny nutné (v konvexńım př́ıpadě i postačuj́ıćı) KKT podmı́nky. Pokud pro nějaký
index l ̸∈ K plat́ı vl < 0, snaž́ıme se ubrat aktivńı omezeńı ul = 0 duálńı úlohy t́ım, že uvažujeme množinu
K+ = K ∪ {l}. Tato množina však nemuśı být přijatelná (může platit uk < 0 pro nějaký index k ∈ K+).
Proto je třeba předem ubrat některá aktivńı omezeńı primárńı úlohy, neboli sestrojit přijatelnou množinu
K̄ ⊂ K tak, aby i množina K+ = K̄ ∪ {l} byla přijatelná. Pro tento účel změńıme omezeńı primárńı
úlohy s indexem l na −vl(λ) = AT

l s + cl + (1 − λ)vl ≤ 0 (parametr λ uvád́ıme jako argument), takže
−vl(0) = AT

l s+ cl + vl = 0 a uk(0) ≥ 0, pokud k ∈ K+ ∩ I.
Pro zjednodušeńı zápisu budeme v daľśım výkladu index K (vystupuj́ıćı v (1358)) vynechávat a psát

A, c, u, v mı́sto AK , cK , uK , vK .

Lemma 133. Necht’ K je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy a vl < 0. Předpokládejme, že
vektor al neńı lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A a označme ql = CATHal, δl = aTl (H−HACATH)al =
aTl H(al −Aql), kde C = (ATHA)−1, takže δl > 0. Pak plat́ı

u(λ) = u(0)− αql, ul(λ) = ul(0) + α, (1359)

kde α = −λvl/δl.
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Důkaz Podle (1358) lze psát[
ATHA ATHal
aTl HA aTl Hal

] [
u(λ)
ul(λ)

]
=

[
c−ATHg

cl + (1− λ)vl − aTl Hg

]
. (1360)

Odečteme-li od těchto rovnic rovnice pro u(0) a ul(0), dostaneme[
ATHA ATHal
aTl HA aTl Hal

] [
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]
=

[
0

−λvl

]
,

takže podle (1291) plat́ı

[
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]
=

 C +
qlq

T
l

δl
−ql
δl

−q
T
l

δl

1

δl

[ 0
−λvl

]
, (1361)

což po úpravě dává (1359). 2

Lemma 134. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 133. Pak plat́ı

Q(s(λ)) = Q(s(0)) +
1

2
α2δl + αδlul(0) = Q(s(0)) +

1

2
α(ul(λ) + ul(0)), (1362)

Q̃(u(λ)) = Q̃(u(0)) +
1

2
α2δl + αvl. (1363)

Důkaz (a) Použijeme-li (1351) a (1359) dostaneme

s(λ)− s(0) = −H(A(u(λ)− u(0)) + al(ul(λ)− ul(0)) = αH(Aql − al),

s(0) = −H(Au(0) + alul(0) + g).

Plat́ı (Aql − al)
TH(Aql − al) = aTl H(al −Aql) = δl, nebot’ C = (ATHA)−1 a

ATH(Aql − al) = ATHACATHal −ATHal = 0. (1364)

Můžeme tedy psát

Q(s(λ)) = Q(s(0)) + sT (0)G(s(λ)− s(0)) +
1

2
(s(λ)− s(0))TG(s(λ)− s(0)) + gT (s(λ)− s(0))

= Q(s(0))− α(Au(0) + alul(0) + g)TH(Aql − al)

+
α2

2
(Aql − al)

TH(Aql − al) + αgTH(Aql − al)

= Q(s(0))− α(Au(0) + alul(0))
TH(Aql − al) +

α2

2
δl

= Q(s(0)) +
1

2
α2δl + αδlul(0) = Q(s(0)) +

1

2
α(ul(λ) + ul(0))

(použ́ıváme rovnost (1364), definici č́ısla δl a vztah (1359), podle kterého plat́ı α = ul(λ)− ul(0)).

(b) Použijeme-li vyjádřeńı (1360) pro λ = 0, dostaneme

ATH(Au(0) + alul(0) + g) = c,

aTl H(Au(0) + alul(0) + g) = cl + vl.

Odečteme-li od druhé rovnice prvńı rovnici vynásobenou zleva vektorem qTl , můžeme psát

(al −Aql)
TH(Au(0) + alul(0) + g) = cl + vl − qTl c.
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Podle (1359), plat́ı
A(u(λ)− u(0)) + al(ul(λ)− ul(0)) = α(al −Aql).

Dosad́ıme li źıskané vztahy do výrazu pro Q̃(u(λ)), podobnými úpravami jako v (a) dostaneme

Q̃(u(λ)) = Q̃(u(0)) + α(cl − qTl c+ vl) +
α2

2
(al −Aql)

TH(al −Aql)− α(cl − qTl c)

= Q̃(u(0)) +
1

2
α2δl + αvl.

2

Poznámka 499. Označme Ĩ = {k ∈ I ∩K : eTk ql > 0} a položme

α1 = −vl
δl
, α2 =

uj(0)

eTj ql
= min

k∈Ĩ

uk(0)

eTk ql
, (1365)

přižemž α1 = ∞, pokud δl = 0, a α2 = ∞, pokud Ĩ = ∅. Necht’ α = min(α1, α2). Mohou nastat tři
př́ıpady

(1) Pokud α = α1 = ∞, nemá duálńı úloha optimálńı řešeńı, nebot’ δl = 0 a vl < 0, takže podle (1363)
plat́ı Q̃(u(α)) → −∞, pokud α → ∞. Podle poznámky 477 nemá v tomto př́ıpadě primárńı úloha
př́ıpustné řešeńı.

(2) Pokud α = α1 < ∞, takže δl > 0, můžeme položit K+ = K ∪ {l}, což odpov́ıdá přidáńı omezeńı
s indexem k do množiny aktivńıch omezeńı primárńı úlohy. V tomto př́ıpadě je třeba aktualizovat
reprezentaci lineárńı variety definované novými aktivńımi omezeńımi (věta 393).

(3) Pokud α = α2 < α1, je třeba omezeńı s indexem j (vzorec (1365)) ubrat z množiny aktivńıch omezeńı
primárńı úlohy. V tomto př́ıpadě je třeba aktualizovat reprezentaci lineárńı variety definované novými
aktivńımi omezeńımi (věta 394).

Poznámka 500. Pokud α = α2 < α1, nemůžeme přidat index l do množiny K. V tomto př́ıpadě je
třeba ubrat index j z množiny K a vytvořit tak množinu K̄1 = K̄0 \ {j}, kde K̄0 = K, což je možné,
nebot’ uj = 0. Přitom je třeba vynásobit hodnotu vl č́ıslem 1 − α/α1 (pokud α1 = ∞, hodnota vl se
nezměńı). Provedeme-li tyto úpravy, můžeme se pokusit přidat index l k množině K̄1. Opakováńım tohoto
postupu dostaneme posloupnost množin K = K̄0 ⊃ K̄1 ⊃ · · · ⊃ K̄p. Protože počet omezeńı primárńı
úlohy je konečný, muśı existovat množina K̄ = K̄p, kde p ≥ 0, taková, že bud’ α = ∞ (řešeńı úlohy (1347)
neexistuje), nebo α = α1, takže množina K+ = K̄ ∪ {l} je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy.

Lemma 135. Necht’ úloha (1347) má řešeńı a K, K+ = K̄ ∪ {l} jsou množiny uvedené v poznámce 500.
Necht’ s a s+ jsou směrové vektory určené vzorcem (1351), kde vystupuj́ı vektory u a u+ odpov́ıdaj́ıćı
přijatelným množinám K a K+. Pak plat́ı Q(s+) > Q(s).

Důkaz Označme s̄i, 0 ≤ i ≤ p, směrové vektory určené vzorcem (1351), kde vystupuj́ı vektory ūi,
0 ≤ i ≤ p, odpov́ıdaj́ıćı množinám K̄i, 0 ≤ i ≤ p. Pak podle lemmatu 134 plat́ı Q(s̄i) ≥ Q(s̄i−1),
1 ≤ i ≤ p. Jelikož v posledńım kroku, určeném množinou K̄ = K̄p, plat́ı α = α1, takže δl > 0 a α > 0, a
jelikož ūl(0) ≥ 0, můžeme psát Q(s+) > Q(s̄) = Q(s̄p) ≥ Q(s̄0) = Q(s). 2

Algoritmus 40. (duálńı metoda aktivńıch omezeńı)

Krok 1 Polož́ıme K := E, A := AE , c := cE , urč́ıme horńı trojúhelńıkovou matici R tak, aby platilo
RTR = ATHA a vypočteme vektor u := (RTR)−1(c − ATHg). Polož́ıme vk := 0 pro k ∈ K a
uk := 0 pro k ̸∈ K. Pokud E = ∅, matice A, R a vektory c, u neobsahuj́ı žádné prvky (maj́ı
nulovou dimenzi).

Krok 2 Vypočteme vektor s := −H(Au+ g) (vzorec (1351)), polož́ıme vk := −(aTk s+ ck) pro k ̸∈ K a
urč́ıme index l ̸∈ K takový, že vl = mink ̸∈K vk. Pokud vl ≥ 0, ukonč́ıme výpočet (vektor s ∈ Rn

je řešeńım primárńı úlohy (1347) a vektor u ∈ Rm je řešeńım duálńı úlohy (1348)).
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Krok 3 Urč́ıme vektor ql řešeńım soustavy rovnic RTRql = ATHal a polož́ıme δl := aTl H(al − Aql).
Vypočteme č́ısla α1, α2 definovaná v poznámce 499 a polož́ıme α := min(α1, α2). Pokud α = ∞,
ukonč́ıme výpočet (primárńı úloha nemá př́ıpustné řešeńı a duálńı úloha nemá optimálńı řešeńı).
Pokud α <∞, polož́ıme u := u− αql, ul := ul + α a vl := (1− α/α1)vl.

Krok 4 Pokud α = α1, polož́ımeK := K∪{l}, u := u+, c := c+, A := A+, R := R+, kde u+ = [uT , ul]
T ,

c+ = [cT , cl]
T a A+, R+ jsou matice určené podle věty 393. Přejdeme na krok 2.

Krok 5 Pokud α ̸= α1, polož́ıme K := K \ {j}, u := u−, c := c−, A := A−, R := R−, kde j ∈ K je
index určený podle vzorce (1365), vektory u−, c− vzniknou z vektor̊u u, c vyškrtnut́ım prvku s
indexem j a A−, R− jsou matice určené podle věty 394. Přejdeme na krok 3.

Poznámka 501. Vektor ql a č́ıslo δl použité v kroku 3 algoritmu 40 lze spoč́ıtat tak, že řeš́ıme dvě soustavy
rovnic RT rl = ATHal a Rql = rl s trojúhelńıkovými maticemi RT a R a polož́ıme δl = ρ2l , kde ρ2l =
aTl Hal − rTl rl. Podle věty 393 pak plat́ı

R+ =

[
R rl
0 ρl

]
.

Věta 411. Algoritmus 40 najde řešeńı úloh (1347) a (1348) po konečném počtu krok̊u nebo po konečném
počtu krok̊u zjist́ı, že tyto úlohy nemaj́ı řešeńı.

Důkaz Algoritmus 40 generuje posloupnost aktivńıch množin primárńı úlohy Kj , j ∈ N , přičemž množina
Kj1 , j1 = 1, je přijatelná. Předpokládejme, že množina Kji , ji ∈ N , je přijatelná. Podle lemmatu 134 po
nejvýše m kroćıch bud’ zjist́ıme, že úlohy (1347) a (1348) nemaj́ı řešeńı, nebo źıskáme přijatelnou množinu
Kji+1 , kde ji+1− ji ≤ m, přižemž Q(sji+1) > Q(sji). Množiny Kji+1 a Kji jsou tedy r̊uzné a protože počet
r̊uzných podmnožin množiny {1, . . . ,m} je konečný, muśı výpočet skončit po konečném počtu krok̊u. 2

18.7 Úlohy s jednoduchými omezeńımi

V praktických úlohách se velmi často použ́ıvaj́ı jednoduchá omezeńı tvaru

xk ≤ xk ≤ xk, k ∈ I ⊂ {1, . . . , n},

přičemž daľśı lineárńı nebo nelineárńı omezeńı se už neuvažuj́ı (velmi často je třeba omezit parametry
modelu tak, aby byly nezáporné). Abychom zjednodušili daľśı výklad, budeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že xk = −∞, k ∈ I, tedy že existuj́ı pouze horńı meze (omezeńı xk ≤ xk a xk ≤ xk
nemohou být současně aktivńı). Označme Ē = {i ∈ I : xk = xk} množinu omezeńı aktivńıch v bodě x a
položme

A =
[
ak, k ∈ Ē

]
=
[
ek, k ∈ Ē

]
, Z =

[
ek, k ̸∈ Ē

]
.

Pak plat́ı ATA = I, ZTZ = I, ZTA = 0 a [A,Z] = Π , kde Π je permutačńı matice. Tato skutečnost
vede ke značnému zjednodušeńı výpočt̊u potřebných k určeńı reprezentace lineárńı variety při přidáńı
nebo ubráńı jednoduchého omezeńı. Např́ıklad matice ATHA nebo ZTBZ vzniknou z matic H nebo B
vyškrtnut́ım některých řádk̊u a sloupc̊u, což znamená, že neńı třeba tyto matice explicitně konstruovat.
Mı́sto toho upravujeme matice H a B a blokujeme některé jejich řádky a sloupce.

Poznámka 502. Použ́ıváme-li metody promı́taných gradient̊u pro řešeńı úloh s jednoduchými omezeńımi,
plat́ı

W = (AAT )−1 = I, P = I −AAT = ZZT , Pg = ZZT g, u = −AT (I − P )g = −AT g

(vektory Pg a (I − P )g vzniknou vynulováńım některých prvk̊u vektoru g). Přidáváme-li jednoduché
omezeńı s normálovým vektorem ek, plat́ı

Ĥ+ = Ĥ − Ĥeke
T
k Ĥ

eTk Ĥek
.
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Ub́ıráme-li jednoduché omezeńı s normálovým vektorem ek, můžeme použ́ıt matici Ĥ− = Ĥ − eke
T
k

(poznámka 484). Prvńı sada vztah̊u plyne bezprostředně z definice matic A, Z a ze vzorce pro výpočet
vektoru Lagrangeových multiplikátor̊u. Vztahy pro matice Ĥ+ a Ĥ− plynou z vět 393 a 395.

Poznámka 503. Použ́ıváme-li metody redukovaných gradient̊u pro řešeńı úloh s jednoduchými omezeńımi,
vzniknou vektory g̃ = ZT g a −u = AT g vyškrtnut́ım některých prvk̊u vektoru g. Matice G̃ = ZTGZ a
B̃ = ZTBZ vzniknou vyškrtnut́ım některých řádk̊u a sloupc̊u matic G a B. Mı́sto matic H̃+ a H̃−

uvedených ve větě 397 a poznámce 485 lze použ́ıt matice H̃+ = (Z+)THZ+ a H̃− = (Z−)THZ−, které
jsou dobrou aproximaćı matic H̃+ = (B̃+)−1 a H̃− = (B̃−)−1. Použ́ıváme-li metody redukovaných
gradient̊u s proměnnou metrikou, je účelné aktualizovat matici ZH̃ZT (považovanou za část matice H)
pomoćı vektor̊u Zd̃ a Zỹ. T́ım se aktualizuj́ı pouze prvky obsažené v matici H̃ a ostatńı prvky matice
H z̊ustanou beze změny. Tyto ostatńı prvky lze pak využ́ıt pro konstrukci matice H̃− = (Z−)THZ− při
ubráńı omezeńı.
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19 Minimalizace s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı

minimalizovat F (x) pokud ck(x) ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m. (1366)

19.1 Podḿınky optimality

Nejprve odvod́ıme nutné podmı́nky pro extrém pomoćı věty o implicitńım zobrazeńı dokázané např́ıklad
v [T11]. Protože budeme derivovat složené funkce a použ́ıvat pravidlo řetězeńı přidrž́ıme se konvence
uvedené v poznámce 1, takže ∂F (x)/∂x = (∇F (x))T = (g(x))T bude řádkový vektor. Symbol ∂c(x)/∂x
bude značit Jacobiovu matici zobrazeńı c(x).

Tvrzeńı 11. (Věta o implicitńım zobrazeńı) Necht’ zobrazeńı c : Rn → Rm, m < n, je spojitě dife-
rencovatelné na otevřené množině D ⊂ Rn a necht’ x ∈ D, přičemž c(x) = 0 a matice ∂c(x)/∂x má plnou
hodnost. Necht’ (po př́ıpadném přerovnáńı proměnných) plat́ı x = (xB, xN ), kde xB ∈ Rm, xN ∈ Rn−m,
přičemž c(xB , xN ) = 0 a matice ∂c(xB , xN )/∂xB je regulárńı. Pak existuje č́ıslo ε a zobrazeńı h : Rn−m →
Rm spojitě diferencovatelné na B(xN , ε) takové, že xB = h(xN ) a pro libovolný bod yN ∈ B(xN , ε) plat́ı
c̃(yN ) = c(h(yN ), yN ) = 0 a

∂c̃(yN )

∂yN
=
∂c(h(yN ), yN )

∂yB

∂h(yN )

∂yN
+
∂c(h(yN ), yN )

∂yN
= 0. (1367)

Věta 412. Necht’ funkce F : Rn → R a zobrazeńı c : Rn → Rm, m < n, jsou spojitě diferencovatelné na
otevřené množině D ⊂ Rn a necht’ bod x∗ ∈ D, je lokálńım minimem funkce F (x) na množině

C = {x ∈ Rn : c(x) = 0} ⊂ D, (1368)

přičemž matice A(x∗) = ∇c(x∗) má plnou hodnost. Pak existuje vektor u∗ ∈ Rm takový, že

g(x∗) +A(x∗)u∗ = 0, (1369)

kde g(x) je gradient funkce F (x).

Důkaz Necht’ (po př́ıpadném přerovnáńı proměnných) plat́ı x∗ = (x∗B , x
∗
N ), kde x∗B ∈ Rm, x∗N ∈ Rn−m,

přičemž c(x∗B, x
∗
N ) = 0 a matice ∂c(x∗B, x

∗
N )/∂xB je regulárńı. Pak podle tvrzeńı 11 plat́ı

∂c̃(x∗N )

∂xN
=
∂c(h(x∗N ), x∗N )

∂xB

∂h(x∗N )

∂xN
+
∂c(h(x∗N ), x∗N )

∂xN
= 0,

a protože matice ∂c(h(x∗N ), x∗N )/∂xB je regulárńı, můžeme psát

∂h(x∗N )

∂xN
= −

(
∂c(h(x∗N ), x∗N )

∂xB

)−1
∂c(h(x∗N ), x∗N )

∂xN
. (1370)

Jelikož bod x∗ je minimem funkce F (x) na množině C = {x ∈ Rn : c(x) = 0}, je též nepodmı́něným
minimem funkce F̃ (xN ) = F (h(xN ), xN ). Podle věty 3 tedy plat́ı

∂F̃ (x∗N )

∂xN
=
∂F (h(x∗N ), x∗N )

∂xB

∂h(x∗N )

∂xN
+
∂F (h(x∗N ), x∗N )

∂xN
= 0,

což s použit́ım vztah̊u x∗B = h(x∗N ) a (1370) dává

∂F (x∗B , x
∗
N )

∂xN
− ∂F (x∗B , x

∗
N )

∂xB

(
∂c(x∗B, x

∗
N )

∂xB

)−1
∂c(x∗B , x

∗
N )

∂xN
=
∂F (x∗B , x

∗
N )

∂xN
+ (u∗)T

∂c(x∗B , x
∗
N )

∂xN
= 0,
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kde

(u∗)T = −∂F (x
∗
B , x

∗
N )

∂xB

(
∂c(x∗B, x

∗
N )

∂xB

)−1

.

Zřejmě

∂F (x∗B , x
∗
N )

∂xB
+ (u∗)T

∂c(x∗B , x
∗
N )

∂xB
=
∂F (x∗B, x

∗
N )

∂xB
− ∂F (x∗B , x

∗
N )

∂xB

(
∂c(x∗B , x

∗
N )

∂xB

)−1
∂c(x∗B, x

∗
N )

∂xB
= 0

což spolu s předchoźı rovnost́ı dává

∂F (x∗B, x
∗
N )

∂x
+ (u∗)T

∂c(x∗B , x
∗
N )

∂x
= 0.

Po transponováńı tohoto vztahu dostaneme (1369). 2

Podmı́nka, že matice A(x∗) = ∇c(x∗) má plnou hodnost je kvalifikačńı podmı́nkou LICQ. Jelikož tato
podmı́nka zaručuje, že TC(x) = TL(x) (věta 427), plyne tvrzeńı věty 412 př́ımo z věty 383, kde I = ∅.
Podobně se zjednoduš́ı i podmı́nky druhého řádu.

Věta 413. (Nutné podmı́nky druhého řádu) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C4, kde C ⊂ Rn je
množina určená vztahem (1368), x∗ ∈ C a F : Rn → R je funkce dvakrát spojitě diferencovatelná v
okoĺı bodu x∗, ve kterém má matice A(x∗) plnou hodnost. Pak je-li bod x∗ lokálńım minimem funkce F
na množině C, existuje vektor u∗, pro který plat́ı 1369), a matice G(x∗, u∗) je pozitivně semidefinitńı na
podprostoru {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, 1 ≤ k ≤ m}.

Věta 414. (Postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C4, kde C ⊂ Rn je
množina určená vztahem (1368), x∗ ∈ C a F : Rn → R je funkce dvakrát spojitě diferencovatelná v okoĺı
bodu x∗. Pak existuje-li vektor u∗, pro který plat́ı (1369), a je-li matice G(x∗, u∗) pozitivně definitńı na
podprostoru {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, 1 ≤ k ≤ m}, je bod x∗ ryźım lokálńım minimem funkce F na množině C.

Tyto věty jsou př́ımým d̊usledkem vět 384 a 385.

Poznámka 504. Necht’ Z(x) je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(A(x))⊥, takže plat́ı
ZT (x)Z(x) = I, AT (x)Z(x) = 0 a čtvercová matice [A(x), Z(x)] je regulárńı. Pak matice G(x∗, u∗) je
pozitivně semidefinitńı nebo pozitivně definitńı na podprostoru {s ∈ Rn : sTa∗k = 0, 1 ≤ k ≤ m} právě
tehdy, je-li matice ZT (x∗)G(x∗, u∗)Z(x∗) pozitivně semidefinitńı nebo pozitivně definitńı.

Poznámka 505. Důležitou vlastnost́ı Lagrangeových multiplikátor̊u je to, že udávaj́ı rychlost změny
hodnoty účelové funkce, při změně omezeńı. Necht’ omezeńı c(x) = 0 je změněno na c(x(z)) = z, kde
z ∈ Rm. Vyšetř́ıme citlivost funkce F (x(z)) na změnu vektoru z (derivace ∂F (x(z))/∂zk, k ∈ E) pro
z = 0. Lagrangeova funkce rozš́ı̌rené úlohy má tvar L(x(z), z) = F (x(z))+uT (z)(c(x(z))− z), takže nutné
podmı́nky pro extrém lze zapsat ve tvaru

∇F (x(z)) +
∑
k∈E

uk(z)ak(x(z)) = 0,

∂F (x(z))

∂zk
+
∑
k∈E

∂uk(z)

∂zk
(ck(x(z))− zk)−

∑
k∈E

uk(x(z)) =
∂F (x(z))

∂zk
−
∑
k∈E

uk(x(z)) = 0 ∀k ∈ E

(nebot’ c(x(z))− z = 0), což pro z = 0 dává ∂F (x(0))/∂zk = uk(0) ∀k ∈ E.

19.2 Pokutové funkce a filtry

Věta 415. Funkce ∥x∥p : Rn → R, p > 1, daná předpisem

∥x∥p =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p
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je normou, takže pro x ∈ Rn, y ∈ Rn a λ ∈ R plat́ı

∥x∥p ≥ 0, ∥x∥p = 0 ⇔ x = 0, ∥λx∥p = |λ|∥x∥p, ∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p. (1371)

Pokud p > 1, q ≥ 1 a 1/p+ 1/q = 1, plat́ı

n∑
k=1

|xk||yk| ≤ ∥x∥p∥y∥q =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|yk|q
) 1

q

. (1372)

Důkaz Platnost prvńıch tř́ı vztah̊u v (1371) je zřejmá. Abychom dokázali trojúhelńıkovou nerovnost
∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p, dokážeme nejprve Hölderovu nerovnost (1372). Položme

A =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

, B =

(
n∑

k=1

|yk|q
) 1

q

Pokud A = 0 nebo B = 0, plat́ı Hölderova nerovnost triviálně. Budeme tedy předpokládat, že A ̸= 0 a
B ̸= 0. Z vlastnost́ı exponenciálńı funkce plyne, že existuj́ı č́ısla uk, vk taková, že

|xk|
A

= exp

(
uk
p

)
,

|yk|
B

= exp

(
vk
q

)
Z konvexity exponenciálńı funkce plyne nerovnost

exp

(
uk
p

+
vk
q

)
≤ 1

p
exp(uk) +

1

q
exp(vk)

neboli (
|xk|
A

)(
|yk|
B

)
≤ 1

p

(
|xk|
A

)p

+
1

q

(
|yk|
B

)q

a sečteńım dostaneme

1

AB

n∑
k=1

|xk||yk| ≤
1

p

1

Ap

n∑
k=1

|xk|p +
1

q

1

Bq

n∑
k=1

|yk|q =
1

p
+

1

q
= 1

Vynásobeńım této rovnosti č́ıslem AB a dosazeńım za A a B dostaneme Hölderovu nerovnost. Nyńı
dokážeme trojúhelńıkovou nerovnost(

n∑
k=1

(|xk|+ |yk|)p
) 1

p

≤

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
n∑

k=1

|yk|p
) 1

p

, (1373)

která se nazývá Minkovského nerovnost́ı. Použit́ım Hölderovy nerovnosti dostaneme

n∑
k=1

|xk|(|xk|+ |yk|)p−1 ≤

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

·

(
n∑

k=1

(|xk|+ |yk|)(p−1)q

) 1
q

a
n∑

k=1

|yk|(|xk|+ |yk|)p−1 ≤

(
n∑

k=1

|yk|p
) 1

p

·

(
n∑

k=1

(|xk|+ |yk|)(p−1)q

) 1
q

což po sečteńı dává

n∑
k=1

(|xk|+ |yk|)p ≤

( n∑
k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
n∑

k=1

|yk|p
) 1

p

 ·

(
n∑

k=1

(|xk|+ |yk|)p
) 1

q

neboť z 1/p+ 1/q = 1 plyne p+ q = pq a tedy (p− 1)q = pq − q = p. Děĺıme-li tuto nerovnost posledńım
výrazem na jej́ı pravé straně a přihlédneme-li k tomu že 1− 1/q = 1/p dostaneme Minkovského nerovnost.

2
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19.3 Metody spádových směr̊u[
G(x, u) A(x)
A(x)T 0

] [
sx
su

]
=

[
−g(x, u)
−c(x)

]
(1374)

19.4 Metody s lokálně omezeným krokem

19.5 Řešeńı lineárńıch KKT systémů

V tomto odd́ılu se budeme zabývat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

Ks =

[
B A
AT 0

] [
sx
su

]
=

[
bx
bu

]
= b, (1375)

kde matice B je pozitivně definitńı a matice A má plnou hodnost. Tato soustava obsahuje n+m lineárńıch
rovnic pro n + m neznámých (sx, su) ∈ Rn+m a jej́ı matice je vždy indefinitńı. Indefinitnost matice K
charakterizuje následuj́ıćı věta [83].

Věta 416. Necht’ k+, k− a k0 znač́ı počet kladných, záporných a nulových vlastńıch č́ısel matice K a č́ısla
l+, l− a l0 udávaj́ı počet kladných, záporných a nulových vlastńıch č́ısel matice ZTBZ. Pak k− = l− +m,
k+ = l+ +m a k0 = l0.

Důkaz Necht’ Y je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(A), takže Y TY = I, Y TZ = 0,
čtvercová matice [Y, Z] je regulárńı a plat́ı A = YM , kde matice M je regulárńı. Polož́ıme-li

V =

[
Y Z 0
0 0 M−1

]
, W =

 I 0 0
0 I 0

−1
2Y

TBY −Y TBZ I

 ,
můžeme psát

V TKV =

 Y T 0
ZT 0
0 (M−1)T

[ B A
AT 0

] [
Y Z 0
0 0 M−1

]
=

 Y TBY Y TBZ I
ZTBY ZTBZ 0
I 0 0

 .

WTV TKVW =

 I 0 −1
2Y

TBY
0 I −ZTBY
0 0 I

 Y TBY Y TBZ I
ZTBY ZTBZ 0
I 0 0

 I 0 0
0 I 0

−1
2Y

TBY −Y TBZ I


=

 0 0 I
0 ZTBZ 0
I 0 0

 .
Z tohoto vyjádřeńı plyne, že matice WTV TKVW má m vlastńıch č́ısel +1, odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vek-
tor̊um (x, 0, x), m vlastńıch č́ısel −1, odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vektor̊um (x, 0,−x). Zbylá vlastńı č́ısla,
kterých je n−m, jsou vlastńımi č́ısly matice ZTBZ (odpov́ıdaj́ı vlastńım vektor̊um (0, y, 0)). Tvrzeńı věty
pak plyne ze Sylvesterova zákona setrvačnosti kvadratických forem. 2

Poznámka 506. Soustava (1375) je idealizaćı soustavy rovnic (1374) vyjadřuj́ıćı krok Newtonovy metody.
Je-li matice G(x, u) pozitivně definitńı, pokládáme obvykle B = G(x, u), bx = −g(x, u), bu = −c(x). Neńı-
li matice G(x, u) pozitivně definitńı, můžeme k źıskáńı pozitivně definitńı matice B použ́ıt Gill̊uv-Murraẙuv
rozklad B = LLT = G(x, u)+E, popsaný v odd́ılu 2.7. Také můžeme uvažovat soustavu lineárńıch rovnic[

G(x, u) + ρA(x)AT (x) A(x)
AT (x) 0

] [
sx
su

]
=

[
−(g(x, u) + ρA(x)c(x))

−c(x)

]
, (1376)

kde ρ ≥ 0, která je ekvivalentńı soustavě rovnic (1374), a má tvar (1375), kde B = G(x, u) + ρA(x)AT (x)
a bx = −(g(x, u) + ρA(x)c(x)) (vznikne přičteńım druhé rovnice v (1374) vynásobené ρA k prvńı rovnici).
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Věta 417. Necht’ matice ZTBZ je pozitivně definitńı. Pak existuje č́ıslo ρ ≥ 0 takové, že matice B+ρAAT

je pozitivně definitńı, pokud ρ ≥ ρ.

Důkaz Je-li matice B pozitivně definitńı, stač́ı položit ρ = 0. Předpokládejme, že matice B neńı pozitivně
definitńı a zvolme libovolně vektor s ∈ Rn. Tento vektor lze jednoznačně zapsat ve tvaru s = y + z, kde
y ∈ L(A) a z ∈ L(A)⊥, takže plat́ı

sT (B + ρAAT )s = yTBy + 2yTBz + zTBz + ρ∥AT y∥2. (1377)

Jelikož matice ZTBZ je pozitivně definitńı, existuje konstanta B > 0 taková, že zTBz ≥ B∥z∥2, pokud
z ∈ L(A)⊥, a jelikož ∥AT y∥ > 0 ∀y ∈ L(A), plat́ı ∥AT y∥ ≥ A∥y∥, kde

A = min
y∈L(A)

∥y∥=1

∥AT y∥ > 0. (1378)

Polož́ıme-li B = ∥B∥, můžeme podle (1377) psát

sT (B + ρAAT )s ≥ B∥z∥2 − 2B∥y∥∥z∥+ (ρA2 −B)∥y∥2

= B

(
∥z∥ − B

B
∥y∥
)2

+

(
ρA2 −B − B

2

B

)
∥y∥2,

takže pokud ρ ≥ ρ, kde ρ > (B/A2)(1 + (B/B)), plat́ı sT (B + ρAAT )s > 0. Jelikož vektor s ∈ Rn byl
zvolen libovolně, je matice B + ρAAT pozitivně definitńı. 2

Věta 418. Necht’ matice K je regulárńı a matice A má plnou hodnost. Pak bud’ matice ATB−1A je
pozitivně definitńı nebo existuje č́ıslo ρ ≥ 0 takové, že matice AT (B + ρAAT )−1A je pozitivně definitńı,
pokud ρ > ρ.

Důkaz Je-li matice B pozitivně definitńı, je i matice ATB−1A pozitivně definitńı (nebot’ A má plnou
hodnost). Je-li matice ATB−1A pozitivně definitńı stač́ı položit ρ = 0. Předpokládejme, že matice
ATB−1A neńı pozitivně definitńı.

(a) Ukážeme, že existuje č́ıslo ρ̃ ≥ 0 takové, že matice B + ρ̃AAT je regulárńı, pokud ρ ≥ ρ̃. Je-li
matice B regulárńı, stač́ı položit ρ̃ = 0. Předpokládejme, že matice B neńı regulárńı. Podle věty 416
regularita matice K implikuje regularitu matice ZTBZ, takže existuje č́ıslo B > 0 takové, že ∥Bz∥ ≥
B∥z∥, pokud z ∈ L(A)⊥. Předpokládejme, že matice B + ρAAT je singulárńı pro nějakou hodnotu
ρ ≥ ρ̃ > (B/A2)(1+ (B/B)), kde B = ∥B∥ a A je č́ıslo určené podle (1378). Pak existuje nenulový vektor
x ∈ Rn takový, že (B + ρAAT )x = 0. Vektor x můžeme jednoznačně vyjádřit ve tvaru x = y + z, kde
y ∈ L(A) a z ∈ L(A)⊥, takže zT y = 0 a zTA = 0. Můžeme tedy psát

(B + ρAAT )x = By +Bz + ρAAT y = 0,

takže
yTBy + yTBz + ρyTAAT y = 0, (1379)

ZTBy + ZTBz = 0. (1380)

Z rovnice (1380) plynou nerovnosti

B∥z∥ ≤ ∥Bz∥ = ∥ZTBz∥ = ∥ZTBy∥ = ∥By∥ ≤ B∥y∥ ⇒ ∥z∥ ≤ B

B
∥y∥

(nebot’ matice Z má ortonormálńı sloupce), takže nutně ∥y∥ > 0 a také

yTBy + yTBz + ρyTAAT y ≥ ρA2∥y∥2 −B∥y∥2 −B∥y∥∥z∥ ≥

(
ρA2 −B − B

2

B

)
∥y∥2.
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Vid́ıme tedy, že pro ρ ≥ ρ̃ > (B/A2)(1 + (B/B)) nemůže platit (1379) a matice (B + ρAAT ) nemůže být
singulárńı.

(b) Označme B̃ = B + ρ̃AAT . Je-li matice B̃ pozitivně definitńı, stač́ı položit ρ = ρ̃. Předpokládejme,
že matice B̃ neńı pozitivně definitńı. Jelikož matice B̃ je podle (a) regulárńı a matice A má plnou
hodnost, je i matice AT B̃−1A regulárńı. Je-li matice AT B̃−1A pozitivně definitńı, můžeme položit ρ = ρ̃.
Předpokládejme nyńı, že matice AT B̃−1A je indefinitńı. Necht’ µ < 0 je vlastńı č́ıslo matice AT B̃−1A a w
je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Pak postupnými úpravami dostaneme

AT B̃−1Aw = µw,

B̃−1AAT B̃−1Aw = µB̃−1Aw,

(I + (ρ− ρ̃)B̃−1AAT )B̃−1Aw = (1 + (ρ− ρ̃)µ)B̃−1Aw,

(1 + (ρ− ρ̃)µ)−1B̃−1Aw = (I + (ρ− ρ̃)B̃−1AAT )−1B̃−1Aw,

(1 + (ρ− ρ̃)µ)−1AT B̃−1Aw = AT (B̃ + (ρ− ρ̃)AAT )−1Aw,

(1 + (ρ− ρ̃)µ)−1µw = AT (B + ρAAT )−1Aw,

takže µ/(1+(ρ− ρ̃)µ) je vlastńı č́ıslo matice AT (B+ρAAT )−1A a w je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Pokud
ρ > ρ̃− 1/µ, je toto vlastńı č́ıslo kladné. Pokud

ρ > ρ̃− 1

maxµi<0(µi)
,

kde µi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice AT B̃−1A, je pro ρ ≥ ρ matice AT (B + ρAAT )−1A pozitivně
definitńı. 2

Poznámka 507. Je-li matice B regulárńı, plat́ı

K−1 =

[
B−1 −B−1A(ATB−1A)−1ATB−1 B−1A(ATB−1A)−1

(ATB−1A)−1ATB−1 −(ATB−1A)−1

]
. (1381)

Plyne to z identity KK−1 = I, kterou snadno ověř́ıme roznásobeńım (jako v d̊ukazu lemmatu 84).

Odvod́ıme nyńı nerovnosti, kterým vyhovuj́ı vlastńı č́ısla matice K.

Věta 419. Necht’ matice B je pozitivně definitńı, takže pro jej́ı vlastńı č́ısla µi, 1 ≤ i ≤ n, plat́ı nerovnosti
0 < µ1 ≤ · · · ≤ µn, a matice A má plnou hodnost, takže pro jej́ı singulárńı č́ısla σi, 1 ≤ i ≤ m, plat́ı
nerovnosti 0 < σ1 ≤ · · · ≤ σm. Pak vlastńı č́ısla λi, 1 ≤ i ≤ n +m, matice K lež́ı v sjednoceńı interval̊u
J− a J+, kde

J− =

[
1

2
(µ1 −

√
µ2
1 + 4σ2

m),
1

2
(µn −

√
µ2
n + 4σ2

1)

]
J+ =

[
µ1,

1

2
(µn +

√
µ2
n + 4σ2

m)

]
.

Důkaz Vlastńı č́ısla matice K splňuj́ı rovnost[
B A
AT 0

] [
x
y

]
= λ

[
x
y

]
neboli

Bx+Ay = λx, ATx = λy. (1382)

Z těchto rovnost́ı plyne, že y = 0, pokud x = 0, takže (x, y) ̸= 0 implikuje x ̸= 0.
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(a) Necht’ λ > 0. Vynásob́ıme-li prvńı rovnici v (1382) zleva transponovaným vektorem x a druhou
transponovaným vektorem y, dostaneme

xTBx+ xTAy = λ∥x∥2, yTATx = λ∥y∥2, (1383)

neboli xTBx+ λ∥y∥2 = λ∥x∥2. Ale xTBx ≥ µ1∥x∥2, takže

(µ1 − λ)∥x∥2 ≤ −λ∥y∥2 ≤ 0 ⇒ λ ≥ µ1.

(b) Necht’ λ > 0. Vynásob́ıme-li druhou rovnici v (1382) transponovaným vektorem ATx, dostaneme
∥ATx∥2 = λxTAy, což po dosazeńı do prvńı rovnice v (1383) vynásobené λ dává λxTBx + ∥ATx∥2 =
λ2∥x∥2. Dosad́ıme-li do této rovnosti odhady xTBx ≤ µn∥x∥2 a ∥ATx∥2 ≤ σ2

m, můžeme psát

(λ2 − µnλ− σ2
m)∥x∥2 ≤ λ2∥x∥2 − λxTBx− ∥ATx∥2 = 0,

neboli λ2 − µnλ− σ2
m ≤ 0, což dává

λ ≤ 1

2

(
µn +

√
µ2
n + 4σ2

m

)
.

(c) Necht’ λ < 0. Použijeme-li odhady xTBx ≥ µ1∥x∥2 a ∥ATx∥2 ≤ σ2
m, můžeme tak jako v (b) psát

(λ2 − µ1λ− σ2
m)∥x∥2 ≤ λ2∥x∥2 − λxTBx− ∥ATx∥2 = 0,

neboli λ2 − µ1λ− σ2
m ≤ 0, což dává

λ ≥ 1

2

(
µ1 −

√
µ2
1 + 4σ2

m

)
.

(d) Necht’ λ < 0 a x = u+ v, kde u ∈ L(A) a v ∈ L(A)⊥, takže uT v = 0 a AT v = 0. Vynásob́ıme-li prvńı
rovnici v (1382) postupně transponovanými vektory u a v, dostaneme

uTBu+ uTBv + uTAy = λ∥u∥2, vTBu+ vTBv = λ∥v∥2

a z druhé rovnice v (1382) plyne

ATx = ATu = λy ⇒ y =
1

λ
ATu,

takže

uTBv = λ∥u∥2 − uTBu− 1

λ
∥ATu∥2 ≥ (λ− µn − 1

λ
σ2
1)∥u∥2,

vTBu = λ∥v∥2 − vTBv ≤ (λ− µn)∥v∥2 ≤ 0.

Spojeńım těchto nerovnost́ı dostaneme (λ2 − µnλ− σ2
1)∥u∥2 ≥ 0, takže pokud u ̸= 0 plat́ı

λ ≤ 1

2

(
µn −

√
µ2
n + 4σ2

1

)
.

Př́ıpad, kdy u = 0, nemůže nastat, nebot’ z u = 0 plyne y = 0 a tedy Bv = λv, kde λ < 0, což je ve sporu
s pozitivńı definitnost́ı matice B. 2

Jednou z možnost́ı jak lze naj́ıt řešeńı indefinitńı KKT soustavy (1375) je použ́ıt́ı př́ımé eliminačńı
metody založené na Bunchově-Parlettově rozkladu (definice 30). Je-li matice K velká a ř́ıdká, je třeba
použ́ıt ř́ıdkou verzi tohoto rozkladu (program MA27 z knihovny HSL, který lze nalézt na internetové
adrese http://www.hsl.rl.ac.uk/archive/). Iteračně lze KKT systém řešit předpodmı́něnou metodou
MINRES popsanou v odd́ılu 6.7. Zde se zaměř́ıme na iteračńı metody dovoluj́ıćı použ́ıt́ı indefinitńıch
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předpodmiňovač̊u, které jsou velmi výhodné pro řešeńı indefinitńıch KKT systémů. Patř́ı mezi ně metoda
sdružených gradient̊u (CG), zhlazená metoda sdružených gradient̊u (SCG), metoda sdružených rezidúı
(CR) a symetrická metoda kvaziminimálńıch rezidúı (QMR).

Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u je popsaná v definici 37. Jej́ı úprava pro indefinitńı
systém (1375) je realizována algoritmem PCG. Jelikož matice K je indefinitńı, může algoritmus PCG
teoreticky selhat, pokud pTKp = 0. Je-li předpodmiňovač C indefinitńı, může algoritmus PCG selhat
také, když pTC−1p = 0.

Zhlazená metoda sdružených gradient̊u, popsaná v [203], použ́ıvá vektory v+ a w+ generované metodou
PCG (vektory s+ a r+ jsou v PCG nahraženy vektory v+ a w+). V zhlazovaćım kroku jsou vypočteny
vektory s+ = s+ λ(v+ − s) a r+ = r+ λ(w+ − r), kde parametr λ se vyb́ırá tak, aby reziduum ∥r+∥ bylo
minimálńı. Zhlazovaćı krok zaručuje, že norma reziduálńıho vektoru monotonně klesá. V knize [203] je
ukázáno, že zhlazená metoda sdružených gradient̊u je ekvivalentńı metodě MINRES, pokud C = I (bez
předpodmı́něńı). Předpodmı́něná zhlazená metoda sdružených gradient̊u pro indefinitńı systém (1375) je
realizována algoritmem PSCG.

Algoritmus PCG

s ∈ Rn+m, r = b−Ks,
r̃ = C−1r, γ = r̃T r,
p = r̃,

while ∥rx∥ > ω∥bx∥ or ∥ru∥ > ω∥bu∥ do

q = Kp, α = γ/pT q,
s+ = s+ αp, r+ = r − αq,
r̃+ = C−1r+, γ+ = (r̃+)T r+,
β = γ+/γ, p+ = r̃+ + βp,
zrušit index +

end while.

Algoritmus PSCG

s ∈ Rn+m, v = s, r = b−Ks, w = r,
w̃ = C−1w, γ = w̃Tw,
p = w̃,

while ∥rx∥ > ω∥bx∥ or ∥ru∥ > ω∥bu∥ do

q = Kp, α = γ/pT q,
v+ = v + αp, w+ = w − αq,
λ = −rT (w+ − r)/∥w+ − r∥2,
s+ = s+ λ(v+ − s), r+ = r + λ(w+ − r),
w̃+ = C−1w+, γ+ = (w̃+)Tw+,
β = γ+/γ, p+ = w̃+ + βp,
zrušit index +

end while.

Metoda sdružených rezidúı, popsaná v [181], je podobně jako metoda MINRES založena na mini-
malizaci norem rezidúı, ale použ́ıvá odlǐsné rekurence, podobné rekurenćım metody sdružených gradient̊u.
Předpodmı́něná zhlazená metoda sdružených rezidúı pro indefinitńı systém (1375) je realizována algorit-
mem PCR.

Symetrická metoda kvaziminimálńıch rezidúı, popsaná v [70], vznikla zjednodušeńım obecněǰśı nesymet-
rické metody kvaziminimálńıch rezidúı. Předpodmı́něná metoda kvaziminimálńıch rezidúı pro indefinitńı
systém (1375) realizována algoritmem PQMR.
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Algoritmus PCR

s ∈ Rn+m, r = b−Ks,
r̃ = C−1r, w̃ = Kr̃, γ = w̃T r̃,
p = r̃, q = w̃,

while ∥rx∥ > ω∥bx∥ or ∥ru∥ > ω∥bu∥ do

q̃ = C−1q, α = γ/qT q̃,
s+ = s+ αp, r+ = r − αq, r̃+ = r̃ − αq̃,
w̃+ = Kr̃+, γ+ = (w̃+)T r̃+, β = γ+/γ,
p+ = r̃+ + βp, q+ = w̃+ + βq,
zrušit index +

end while.

Algoritmus PQMR

s ∈ Rn+m, r = b−Ks, w = r,
u = 0, v = 0, ϑ = 0, τ = wTw,
w̃ = C−1w, γ = w̃Tw,
p = w̃,

while ∥rx∥ > ω∥bx∥ or ∥ru∥ > ω∥bu∥ do

q = Kp, α = γ/pT q,
w+ = w − αq, σ = (w+)Tw+/τ,
u+ = (ϑu+ αp)/(1 + σ),
v+ = (ϑv + αq)/(1 + σ),
s+ = s+ u+, r+ = r − v+,
ϑ+ = σ, τ+ = τσ/(1 + σ),
w̃+ = C−1w+, γ+ = (w̃+)Tw+,
β = γ+/γ, p+ = w̃+ + βp,
zrušit index +

end while.

Řeš́ıme-li soustavy lineárńıch rovnic iteračńımi metodami, je vhodné tyto soustavy předpodmı́nit. V
př́ıpadě rovnic tvaru (1375) je vhodné využ́ıt strukturu matice K. V tomto odd́ılu se budeme zabývat
třemi typy předpodmiňovač̊u:

• Pozitivně definitńı předpodmiňovač založený na diagonálńı aproximaci Hessovy matice.

• Indefinitńı předpodmiňovače založené na diagonálńı aproximaci Schurova doplňku.

• Indefinitńı předpodmiňovač založený na diagonálńı aproximaci Hessovy matice.

Pozitivně definitńı předpodmiňovač založený na diagonálńı aproximaci Hessovy matice má tvar

C =

[
D 0
0 ATD−1A

]
, (1384)

kde D je diagonálńı (nebo jiná snadno invertovatelná) aproximace matice B.

Věta 420. Uvažujme soustavu rovnic (1375) s regulárńı matićı K. Necht’ C je předpodmiňovač tvaru
(1384), kde matice D je pozitivně definitńı. Pak plat́ı

K̄ = C−1/2KC−1/2 =

[
B̄ Ā
ĀT 0

]
, (1385)

kde

B̄ = D−1/2BD−1/2,

Ā = D−1/2A(ATD−1A)−1/2

ĀT B̄−1Ā = (ATD−1A)−1/2ATB−1A(ATD−1A)−1/2,

a matice Ā má ortonormálńı sloupce (plat́ı ĀT Ā = I). Vlastńı č́ısla matice (1385) lež́ı v sjednoceńı
interval̊u J̄− a J̄+, kde

J̄− =

[
− 1

µ̄1
, − 1

µ̄n + 1

]
, J̄+ = [µ̄1, µ̄n + 1]

a kde 0 < µ̄1 ≤ · · · ≤ µ̄n jsou vlastńı č́ısla matice D−1/2BD−1/2.
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Důkaz (a) Jelikož matice K je regulárńı, má matice A plnou hodnost, takže ATDA je pozitivně definitńı
a existuje jej́ı druhá odmocnina. Můžeme tedy psát

C−1/2KC−1/2 =

[
B̄ Ā
ĀT 0

]
=

[
D−1/2 0

0 (ATD−1A)−1/2

] [
B A
AT 0

] [
D−1/2 0

0 (ATD−1A)−1/2

]
=

[
D−1/2BD−1/2 D−1/2A(ATD−1A)−1/2

(ATD−1A)−1/2ATD−1/2 0

]
∆
=

[
B̄ Ā
ĀT 0

]
.

Tedy B̄ = D−1/2BD−1/2 a

ĀT Ā = (ATD−1A)−1/2ATD−1/2D−1/2A(ATD−1A)−1/2 = I,

ĀT B̄−1Ā = (ATD−1A)−1/2ATD−1/2ATB−1AD−1/2A(ATD−1A)−1/2

= (ATD−1A)−1/2ATB−1A(ATD−1A)−1/2.

(b) Matice Ā má ortonormálńı sloupce, takže pro jej́ı singulárńı č́ısla plat́ı σ̄i = 1, 1 ≤ i ≤ m. Podle
věty 419 lež́ı vlastńı č́ısla matice K̄ v sjednoceńı interval̊u

J− =

[
1

2
(µ̄1 −

√
µ̄2
1 + 4),

1

2
(µ̄n −

√
µ̄2
n + 4)

]
=

[
− 2

µ̄1 +
√
µ2
1 + 4

, − 2

µ̄n +
√
µ2
n + 4

]

J+ =

[
µ̄1,

1

2
(µn +

√
µ2
n + 4)

]
.

Pro libovolné kladné č́ıslo a plat́ı

2a ≤ a+
√
a2 + 4 ≤ a+

√
(a+ 2)2 = 2a+ 2,

takže J− ⊂ J̄− a J+ ⊂ J̄+, kde J̄− a J̄+ jsou intervaly uvedené ve větě 420. 2

Indefinitńı předpodmiňovače založené na diagonálńı aproximaci Schurova doplňku maj́ı tvar

C =

[
B A
AT −N

]
, (1386)

kde bud’ N = ATD−1A−ATB−1A, nebo N je diagonálńı pozitivně definitńı matice.

Poznámka 508. Roznásobeńım identity CC−1 = I se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı

C−1 =

[
B−1 −B−1A(ATB−1A+N)−1ATB−1 B−1A(ATB−1A+N)−1

(ATB−1A+N)−1ATB−1 −(ATB−1A+N)−1

]
, (1387)

C−1 =

[
(B +AN−1AT )−1 (B +AN−1AT )−1AN−1

N−1A(B +AN−1AT )−1 N−1A(B +AN−1AT )−1AN−1 −N−1

]
. (1388)

Pokud N = ATD−1A − ATB−1A, takže ATB−1A + N = ATD−1A, použ́ıváme vzorec (1387), kam
mı́sto matice B dosazujeme úplný nebo neúplný ř́ıdký Choleského rozklad LLT = B + E (s př́ıpadnou
Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0) a mı́sto matice ATD−1A dosazujeme úplný nebo neúplný ř́ıdký
Choleského rozklad RTR = ATD−1A + E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0). Pokud N
je diagonálńı, použ́ıváme vzorec (1388), kam mı́sto matice B +AN−1AT dosazujeme úplný nebo neúplný
ř́ıdký Choleského rozklad LLT = B +AN−1AT +E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0).

Věta 421. Uvažujme soustavu rovnic (1375) s regulárńı matićı K. Necht’ C je předpodmiňovač tvaru
(1386), kde matice B a ATB−1A+N jsou pozitivně definitńı. Pak matice KC−1 má alespoň n jednotkových
vlastńıch č́ısel, kterým odpov́ıdá systém n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. Zbylá vlastńı č́ısla matice
KC−1 jsou vlastńımi č́ısly matice ATB−1A(ATB−1A+N)−1. Tato vlastńı č́ısla jsou kladná.
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Důkaz Použijeme-li (1387), dostaneme po vynásobeńı

KC−1 =

[
I 0

(I −M)ATB−1 M

]
,

kde M = ATB−1A(ATB−1A + N)−1. Matice KC−1 je blokově dolńı trojúhelńıková, takže má alespoň
n jednotkových vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch diagonálńımu bloku I. Protože pro n lineárně nezávislých
vektor̊u ej ∈ Rn, 1 ≤ j ≤ n plat́ı[

I 0
(I −M)ATB−1 M

] [
ej

ATB−1ej

]
=

[
ej

ATB−1ej

]
,

existuje n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch jednotkovým vlastńım č́ısl̊um. Zbylá
vlastńı č́ısla matice KC−1 jsou vlastńımi č́ısly diagonálńıho bloku M = ATB−1A(ATB−1A+N)−1. Tato
vlastńı č́ısla jsou kladná, nebot’ matice B, ATB−1A a ATB−1A + N jsou podle předpokladu pozitivně
definitńı. 2

Věta 422. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 421. Pak Krylov̊uv podprostor

K = L{r,KC−1r, (KC−1)2r, . . . }, r ∈ Rn+m (1389)

má dimenzi nanejvýš m+ 1.

Důkaz Z teorie matic v́ıme, že dimenze Krylovova podprostoru (1389) nepřevýš́ı stupeň minimálńıho
polynomu matice KC−1. Jelikož matice KC−1 dimenze n +m má n +m lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u, je stupeň minimálńıho polynomu roven počtu r̊uzných vlastńıch č́ısel této matice (násobnost se
nepoč́ıtá). Podle věty 421 má matice KC−1 alespoň n jednotkových vlastńıch č́ısel, takže počet r̊uzných
vlastńıch č́ısel se rovná n+m− (n− 1) = m+ 1. 2

Lemma 136. Uvažujme algoritmus PCG s předpodmiňovačem (1386), kde matice B a D jsou pozitivně
definitńı, aplikovaný na soustavu rovnic (1375) s regulárńı matićı K. Předpokládejme, že počátečńı vektor
d ∈ Rn+m je zvolen tak, že rx = 0. Pak v každém iteračńım kroku plat́ı rx = 0, r̃x = −B−1Ar̃u, qx = 0,
px = −B−1Apu, a

r̃u = −(ATB−1A+N)−1ru,

rT r̃ = rTu r̃u = −rTu (ATB−1A+N)−1ru,

qu = −ATB−1Apu,

pT q = pTu qu = −pTuATB−1Apu,

s+u = su + αpu,

r+u = ru − αqu,

p+u = r̃u + βpu,

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Necht’ v nějakém iteračńım kroku plat́ı rx = 0. Pak dosazeńım (1387)
do vztahu r̃ = C−1r, dostaneme

r̃u = −(ATB−1A+N)−1ru, r̃x = B−1A(ATB−1A+N)−1 = −B−1Ar̃u.

Plat́ı tedy
rT r̃ = rTx r̃x + rTu r̃u = rTu r̃u = −rTu (ATB−1A+N)−1ru.

Jelikož v prvńım iteračńım kroku plat́ı p = r̃, můžeme předpokládat, že px = −B−1Apu. Můžeme tedy
psát

q = Kp =

[
B A
AT 0

] [
−B−1Apu

pu

]
=

[
0

−ATB−1Apu

]
,
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takže qu = −ATB−1Apu a jelikož qx = 0, plat́ı

pT q = pTx qx + pTu qu = pTu qu = −pTuATB−1Apu.

Rekurentńı vztahy pro s+u , r
+
u a p+u plynou z rekurentńıch vztah̊u pro d+, r+ a p+. Jelikož rx = 0 a qx = 0,

plat́ı r+x = 0. Jelikož r̃+x = −B−1Ar̃+u , a px = −B−1Apu, plat́ı p
+
x = −B−1Ap+u . 2

Věta 423. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 136. Pak:

(a) Vektor s∗, který je řešeńım soustavy rovnic Ks = b, je nalezen po nejvýše m iteračńıch kroćıch.

(b) Algoritmus nem̊uže selhat (na děleńı nulou) dř́ıve než je nalezen vektor s∗u.

(c) Noma ∥su − s∗u∥ konverguje k nule alespoň R - lineárně s asymptotickou rychlost́ı
√
κ− 1√
κ+ 1

,

kde κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice ATB−1A(ATB−1A+N)−1.

Důkaz (a) Lemma 136 implikuje, že pokud je soustava rovnic (1375) řešena metodou sdružených gradient̊u
s předpodmiňovačem (1386), je vektor su generován metodou sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem
ATB−1A+N aplikovanou na soustavu rovnic

ATB−1Asu = −b̃u (1390)

(explicitńı vyjádřeńı pro b̃u nás zat́ım nezaj́ımá). Jelikož matice ATB−1A a ATB−1A+N jsou pozitivně
definitńı, źıskáme řešeńı s∗u po nejýše m iteračńıch kroćıch. Jelikož r∗x = 0, plat́ı s∗x = −B−1As∗u, takže z
rovnice AT s∗x = bu plyne ATB−1As∗u = −bu a protože s∗u je řešeńım této rovnice, plat́ı r∗u = 0. Můžeme
tedy psát d = s∗ pokud su = s∗u.

(b) Protože jmenovatele vystupuj́ıćı v metodě sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem (1386) aplikované
na soustavu rovnic (1375) jsou stejné (až na znaménko) jako jmenovatele vystupuj́ıćı v metodě sdružených
gradient̊u s předpodmiňovačem ATB−1A+N aplikované na soustavu rovnic ATB−1Asu = −bu a matice
ATB−1A a ATB−1A+N jsou pozitivně definitńı, nemůže doj́ıt k děleńı nulou dř́ıve, než je nalezen vektor
s∗u a tedy i vektor s∗.

(c) Můžeme tedy použ́ıt standardńı odhad asymptotické rychlosti konvergence pro metodu sdružených
gradient̊u s předpodmiňovačem ATB−1A+N aplikovanou na soustavu rovnic ATB−1Asu = −bu. 2

Poznámka 509. Ve větě 423 požadujeme aby počátečńı reziduum splňovalo podmı́nku rx = 0. Toho lze
doćılit, polož́ıme-li v prvńım iteračńım kroku sx = B−1bx a su = 0.

Poznámka 510. Použ́ıváme-li algoritmus PCG s předpodmiňovačem (1386), je třeba poč́ıtat vektor r̃ =
C−1r. Pokud N = ATD−1A−ATB−1A, a tedy ATB−1A+N = ATD−1A, plat́ı

C−1r =

[
B−1 −B−1A(ATD−1A)−1ATB−1 B−1A(ATD−1A)−1

(ATD−1A)−1ATB−1 −(ATD−1A)−1

] [
rx
ru

]
=

[
B−1(rx −Ar̃u)

r̃u

]
,

kde r̃u = (ATD−1A)−1(ATB−1rx − ru). Matici (ATD−1A)−1 neńı třeba určovat, použ́ıvá se ř́ıdký
Choleského rozklad RTR = ATD−1A + E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0). Matice
ATD−1A však může být hustá, má li matice A husté řádky. Je-li hustých řádk̊u malý počet, můžeme
předpokládat, že AT = [AT

s , A
T
d ] a D = diag(Ds, Dd), kde matice AT

s D
−1
s As je ř́ıdká a matice Ad má husté

řádky. Pak podle d̊usledku 12 plat́ı

(ATD−1A)−1 = (AT
s D

−1
s As +AT

dD
−1
d Ad)

−1

= (AT
s D

−1
s As)

−1 − (AT
s D

−1
s As)

−1AT
dM

−1
d Ad(A

T
s D

−1
s As)

−1, (1391)
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kde
Md = Dd +Ad(A

T
s D

−1
s As)

−1AT
d

je malá hustá matice. Mı́sto matice (AT
s D

−1
s As)

−1 se opět použije ř́ıdký Choleského rozklad.

Podle věty 423 je metoda sdružených gradient̊u aplikovaná na soustavu rovnic (1375) v jistém smyslu ek-
vivalentńı metodě sdružených gradient̊u aplikované na soustavu rovnic (1390). Toho využ́ıvaj́ı metody pod-
prostoru obraz̊u založené na řešeńı soustavy rovnic (1390). Použijeme-li prvńı rovnici v (1375), dostaneme

Bsx +Asu = bx ⇒ sx = B−1(bx −Asu)

a z druhé rovnice plyne

ATB−1(bx −Asu) = bu ⇒ ATB−1Asu = −(bu −ATB−1bx).

řešeńı soustavy rovnic (1375) lze tedy źıskat tak, že řeš́ıme soustavu rovnic

ATB−1Asu = −b̃u, b̃u = bu −ATB−1bx, (1392)

a polož́ıme sx = B−1(bx − Asu). Je-li matice B velká a ř́ıdká, použijeme úplný nebo neúplný ř́ıdký
Choleského rozklad LLT = B+E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0). Dosavadńı úvahy jsou
realizovány v algoritmech RPCG a RPSCG (algoritmus RPSCG použ́ıvá zhlazenou metodu sdružených
gradient̊u).

Algorithm RPCG

su = 0, ru = ATB−1bx − bu,
r̃u = C−1ru, γ = r̃u

T ru, γ = γ,
pu = r̃u,

while γ > ωγ do

qu = ATB−1Apu, α = γ/pTu qu,
s+u = su + αpu, r+u = ru − αqu,
r̃+u = C−1r+u , γ+ = (r̃+u )

T r+u ,
β = γ+/γ, p+u = r̃+u + βpu,
zrušit index +

end while,

sx = B−1(bx −Asu).

Algorithm RPSCG

su = 0, ru = ATB−1bx − bu,
vu = 0, wu = ru,
w̃u = C−1wu, γ = w̃u

Twu, γ = γ,
pu = w̃u,

while γ > ωγ do

qu = ATB−1Apu, α = γ/pTu qu,
v+u = vu + αpu, w+

u = wu − αqu,
λ = −(ru − w+

u )
Tw+

u /∥ru − w+
u ∥2,

s+u = v+u + λ(su − v+u ),
r+u = w+

u + λ(ru − w+
u ),

w̃+
u = C−1w+

u , γ+ = (w̃+
u )

Tw+
u ,

β = γ+/γ, p+u = w̃+
u + βpu,

zrušit index +

end while,

sx = B−1(bx −Asu).

Poznámka 511. Algoritmus RPCG s předpodmiňovačem C = ATD−1A je ekvivalentńı algoritmu PCG
s předpodmiňovačem (1386), kde N = ATD−1A − ATB−1A. V algoritmu RPCG však můžeme použ́ıt
libovolný jiný předpodmiňovač, např́ıklad

C−1 = A†B(A†)T = (ATA)−1ATBA(ATA)−1.

Rovnost (ATB−1A)−1 = A†B(A†)T sice neplat́ı, ale matici C−1 = A†B(A†)T lza považovat za dobrou
aproximaci matice (ATB−1A)−1.

Indefinitńı předpodmiňovač založený na diagonálńı aproximaci Hessovy matice má tvar

C =

[
D A
AT 0

]
. (1393)

kde D je diagonálńı aproximace matice B.

634



Poznámka 512. Nahrad́ıme-li v (1381) matici B diagonálńı matićı D, dostaneme.

C−1 =

[
D−1 −D−1A(ATD−1A)−1ATD−1 D−1A(ATD−1A)−1

(ATD−1A)−1ATD−1 −(ATD−1A)−1

]
, (1394)

Do tohoto vzorce mı́sto matice ATD−1A dosazujeme úplný nebo neúplný ř́ıdký Choleského rozklad RTR =
ATD−1A+ E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0).

Věta 424. Uvažujme soustavu rovnic (1375) s regulárńı matićı K. Necht’ C je předpodmiňovač tvaru
(1393), kde matice ATD−1A je regulárńı a matice D je pozitivně definitńı. Pak matice KC−1 má alespoň
2m jednotkových vlastńıch č́ısel. Je-li matice B − D regulárńı, existuje pouze m lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch těmto vlastńım č́ısl̊um. Ostatńı vlastńı č́ısla matice KC−1 jsou vlastńımi
č́ısly matice ZTBZ(ZTDZ)−1. Je-li matice ZTBZ pozitivně definitńı, jsou všechna vlastńı č́ısla matice
KC−1 kladná. Jestlǐze nav́ıc vTZTDZv = vTZTBZv pro nějaký vektor v ∈ Rn, jsou všechna vlastńı č́ısla
matice KC−1 obsažena v intervalu určeném extremálńımi vlastńımi č́ısly matice ZTBZ(ZTDZ)−1.

Důkaz Použijeme-li (1375) a (1394), dostaneme

C−1 =

[
P Q
QT −(ATD−1A)−1

]
, KC−1 =

[
I + (B −D)P (B −D)Q

0 I

]
, (1395)

kde P = D−1 −D−1A(ATD−1A)−1ATD−1 a Q = D−1A(ATD−1A)−1, takže PA = 0. Matice KC−1 je
blokově horńı trojúhelńıková, takže má alespoňm jednotkových vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch diagonálńımu
bloku I. Zbylá vlastńı č́ısla matice KC−1 jsou vlastńımi č́ısly diagonálńıho bloku I + (B−D)P . V tomto
př́ıpadě pro vlastńı č́ıslo λ plat́ı

(I + (B −D)P )x = λx, (1396)

kde matice I + (B −D)P má dimenzi n. Jelikož matice A má podle předpokladu plnou hodnost, existuje
m lineárně nezávislých vektor̊u tvaru x = Au takových, že Px = 0, což jsou vlastńı vektory matice
I + (B −D)P odpov́ıdaj́ıćı jednotkovým vlastńım č́ısl̊um. Odtud plyne, že matice KC−1 má alespoň 2m
jednotkových vlastńıch č́ısel. Předpokládejme nyńı, že[

I + (B −D)P (B −D)Q
0 I

] [
x
y

]
=

[
x
y

]
Pak nutně Px+Qy = 0 (pokud (B −D) je regulárńı), což po vynásobeńı matićı D−1 dává

x−A(ATD−1A)−1ATD−1x+A(ATD−1A)−1y = 0,

takže x = Au pro nějaký vektor u ∈ Rm. Plat́ı tedy Px = 0, což dává Qy = D−1A(ATD−1A)−1y = 0.
Ale matice A má plnou hodnost a matice D−1, ATD−1A jsou regulárńı, takže y = 0. Plat́ı tedy [xT , yT ] =
[(Au)T , 0], což dává právě m lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch jednotkovým vlastńım
č́ısl̊um. Předpokládejme nyńı, že λ ̸= 1 v (1396) a položme x = Au+DZv. Toto vyjádřeńı je jednoznačné,
nebot’ Au + DZv = 0 implikuje ATD−1Au = 0 a ZTDZv = 0, takže u = 0 a v = 0. Jelikož PA = 0 a
PDZ = Z, můžeme psát

(B −D)Px = (B −D)P (Au+DZv) = (B −D)Zv = BZv −DZv

a (1396) implikuje (B −D)Px = (λ− 1)x = (λ− 1)(Au+ Zv). Plat́ı tedy

ZTBZv − ZTDZv = (λ− 1)ZTDZv,

neboli ZTBZv = λZTDZv, takže λ je vlastńı č́ıslo matice ZTBZ(ZTDZ)−1. Je-li matice ZTBZ pozitivně
definitńı, jsou všechna vlastńı č́ısla matice ZTBZ(ZTDZ)−1 a tedy i matice KC−1 kladná. Posledńı část
tvrzeńı se dokáže zp̊usobem, který byl použit v d̊ukazu věty 421. 2
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Věta 425. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 424 a matice B−D je regulárńı. Pak Krylov̊uv podprostor
(1389) má dimenzi nanejvýš n−m+ 2.

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 422 je třeba určit stupeň minimálńıho polynomu matice KC−1. Nyńı
je situace složitěǰśı, nebot’ matice KC−1 nemá n + m lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. V tomto
př́ıpadě se stupeň minimálńıho polynomu rovná součtu řád̊u největš́ıch Jordanových blok̊u př́ıslušných
r̊uzným vlastńım č́ısl̊um. Ukážeme, že k jednotkovým vlastńım č́ısl̊um existuje m dvojic vektor̊u tvaru

x =

[
Au
0

]
, y =

[
D
AT

]
(B −D)−1Au, u ∈ Rm, (1397)

pro které plat́ı

KC−1[x, y] = [x, y]

[
1 1
0 1

]
= [x, x+ y] (1398)

(matice uprostřed je Jordan̊uv blok řádu 2 odpov́ıdaj́ıćı jednotkovému vlastńımu č́ıslu). Použijeme-li
(1397), dostaneme

KC−1x =

[
I + (B −D)P (B −D)Q

0 I

] [
Au
0

]
=

[
Au
0

]
= x

KC−1y =

[
I + (B −D)P (B −D)Q

0 I

] [
D(B −D)−1Au
AT (B −D)−1Au

]
=

[
Au+D(B −D)−1Au
AT (B −D)−1Au

]
= x+ y

takže skutečně plat́ı (1398). Odtud plyne že Jordanovy bloky odpov́ıdaj́ıćı jednotkovým vlastńım č́ısl̊um
matice KC−1 jsou řádu 2 a tedy stupeň minimálńıho polynomu matice je n+m− (2m− 2) = n−m+ 2.

2

Lemma 137. Uvažujme algoritmus PCG s předpodmiňovačem (1393) aplikovaný na soustavu rovnic
(1375) s regulárńı matićı K. Předpokládejme, že počátečńı vektor d ∈ Rn+m je zvolen tak, že ru = 0.
Necht’

sx = Zsz +D−1Asy ⇒ sz = (ZTDZ)−1ZTDsx sy = (ATD−1A)−1AT sx,

px = Zpz +D−1Apy ⇒ pz = (ZTDZ)−1ZTDpx py = (ATD−1A)−1AT px,

r̃x = Zr̃z +D−1Ar̃y ⇒ r̃z = (ZTDZ)−1ZTDr̃x r̃y = (ATD−1A)−1AT r̃x,

a

rx = DZ(ZTDZ)−1rz +A(ATD−1A)−1ry ⇒ rz = ZT rx, ry = AD−1rx,

qx = DZ(ZTDZ)−1qz +A(ATD−1A)−1qy ⇒ qz = ZT qx, qy = AD−1qx,

(všechny tyto rozklady jsou určeny jednoznačně, nebot’ matice A má plnou hodnost). Pak v každém ite-
račńım kroku plat́ı ru = 0, r̃y = 0, qu = 0, py = 0 a

r̃z = (ZTDZ)−1rz,

rT r̃ = rTz r̃z = rTz (Z
TDZ)−1rz,

qz = ZTBZpz,

pT q = pTz qz = pTz Z
TBZpz,

s+z = sz + αpz,

r+z = rz − αqz,

p+z = r̃z + βpz,

s+y = sy + αpy = sy
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Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Necht’ v nějakém iteračńım kroku plat́ı ru = 0. Pak dosazeńım (1395)
do vztahu r̃ = C−1r, dostaneme

r̃x = Prx = P
(
DZ(ZTDZ)−1rz +A(ATD−1A)−1ry

)
= Z(ZTDZ)−1rz

(nebot’ PA = 0 a PDZ = Z), což porovnáńım se vztahem r̃x = Zr̃z +D−1Ar̃y dává

r̃z = (ZTDZ)−1rz, r̃y = 0

a jelikož ru = 0, dostaneme

rT r̃ = rTx r̃x = (DZ(ZTDZ)−1rz +A(ATD−1A)−1ry)
TZ(ZTDZ)−1rz = rTz (Z

TDZ)−1rz.

Jelikož v prvńım iteračńım kroku plat́ı p = r̃, můžeme předpokládat, že py = 0, neboli px = Zpz. Můžeme
tedy psát

q = Kp =

[
B A
AT 0

] [
Zpz
pu

]
=

[
BZpz +Apu

0

]
,

takže
qz = ZT qx = ZT (BZpz +Apu) = ZTBZpz.

a jelikož qu = 0, plat́ı
pT q = pTx qx = pTz Z

T (BZpz +Apu) = pTz Z
TBZpz.

Rekurentńı vztahy pro s+z , r
+
z a p+z plynou z rekurentńıch vztah̊u pro s+, r+ a p+, nebot’ př́ıslušné rozklady

jsou jednoznačně určeny. Jelikož ru = 0 a qu = 0, plat́ı r+u = 0. Jelikož r̃y = 0 a py = 0, plat́ı p+y = 0.
Jelikož py = 0 je vektor sx určen svou počátečńı hodnotu a vektorem sz. 2

Věta 426. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 136 přičemž matice ZTBZ je pozitivně definitńı.
Pak:

(a) Vektor s∗x = Zs∗z + D−1As∗y (prvńı část vektoru s∗, který je řešeńım soustavy rovnic Ks = b) je
nalezen po nejvýše n−m iteračńıch kroćıch.

(b) Algoritmus nem̊uže selhat (na děleńı nulou) dř́ıve než je nalezen vektor s∗x.

(c) Norma ∥sx − s∗x∥ konverguje k nule alespoň R - lineárně s asymptotickiu rychlost́ı

√
κ− 1√
κ+ 1

,

kde κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice ZTBZ(ZTDZ)−1.

(d) Pokud sx = s∗x, pak vektor s∗u je určen vztahem

s∗u = su + (ATD−1A)−1ATD−1rx.

Důkaz (a) Lemma 137 implikuje, že je-li soustava rovnic (1375) řešena metodou sdružených gradient̊u
s předpodmiňovačem (1393), plat́ı s = Zsz + D−1Asy, kde vektor sz je generován metodou sdružených
gradient̊u s předpodmiňovačem ZTDZ aplikovanou na soustavu rovnic

ZTBZsz = bz (1399)

a vektor sy z̊ustává beze změny (explicitńı vyjádřeńı pro bz nás zat́ım nezaj́ımá). Jelikož matice ZTBZ je
pozitivně definitńı, źıskáme řešeńı s∗z a tedy i s∗x po nejvýše n−m iteračńıch kroćıch.

(b) Protože jmenovatele vystupuj́ıćı v metodě sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem (1393) apliko-
vané na soustavu rovnic (1375) jsou stejné jako jmenovatele vystupuj́ıćı v metodě sdružených gradient̊u
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s předpodmiňovačem ZTDZ aplikované na soustavu rovnic ZTBZsz = bz a matice ZTBZ je pozitivně
definitńı, nemůže doj́ıt k děleńı nulou dř́ıve, než je nalezen vektor s∗z a tedy i vektor s∗x.

(c) Protože vektor sy se neměńı a ZTZ = I, dostaneme ∥sx − s∗x∥ = ∥Z(sz − s∗z)∥ = ∥sz − s∗z∥. Můžeme
tedy použ́ıt standardńı odhad asymptotické rychlosti konvergence pro metodu sdružených gradient̊u s
předpodmiňovačem ZTDZ aplikovanou na soustavu rovnic ZTBZsz = bz.

(d) Jelikož sx = s∗x, můžeme podle (1375) psát

b−Bs∗x −Asu = rx,

b−Bs∗x −As∗u = 0,

což po odečteńı dává A(s∗u − su) = rx. Vynásob́ıme-li tuto rovnici matićı ATD−1, dostaneme vztah
s∗u − su = (ATD−1A)−1ATD−1rx. 2

Poznámka 513. Ve větě 426 požadujeme, aby počátečńı reziduum splňovalo podmı́nku ru = 0. Toho lze
doćılit, polož́ıme-li v prvńım iteračńım kroku sx = D−1A(ATD−1A)−1bu a su = 0.

Poznámka 514. Podle věty 426 je d̊uležité, aby matice ZTBZ byla pozitivně definitńı, ale nejsou kladeny
žádné nároky na vlastnosti matice B (kromě regularity). Pokud B = G+ ρAAT , plat́ı ZTBZ = ZT (G+
ρAAT )Z = ZTGZ, takže účinnost metody sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem (1393) nezáviśı
na volbě parametru ρ ≥ 0. To je velká výhoda, nebot’ při použit́ı předpodmiňovače (1393) (kde N =
ATD−1A−ATB−1A) je třeba hodnotu parametru ρ ≥ 0 pečlivě nastavovat.

Poznámka 515. Použ́ıváme-li algoritmus PCG s předpodmiňovačem (1393), je třeba poč́ıtat vektor r̃ =
C−1r. Je-li matice K velká a ř́ıdká můžeme postupovat dvoj́ım zp̊usobem. Bud’ řeš́ıme indefinitńı soustavu
lineárńıch rovnic

C r̃ =

[
D A
AT 0

] [
r̃x
r̃u

]
=

[
rx
ru

]
pomoćı ř́ıdkého Bunchova-Parlettova rozkladu (odd́ıl 2.7). Druhá možnost spoč́ıvá v použit́ı vzorce (1394),
což dává

C−1r =

[
D−1 −D−1A(ATD−1A)−1ATD−1 D−1A(ATD−1A)−1

(ATD−1A)−1ATD−1 −(ATD−1A)−1

] [
rx
ru

]
=

[
D−1(rx −Ar̃u)

r̃u

]
,

kde r̃u = (ATD−1A)−1(ATD−1rx − ru). Matici (ATD−1A)−1 neńı třeba určovat, použ́ıvá se ř́ıdký
Choleského rozklad RTR = ATD−1A + E (s př́ıpadnou Gillovou-Murrayovou korekćı E ≽ 0). Má-li
matice A husté řádky, poč́ıtáme matici (ATD−1A)−1 podle vzorce (1391).

Podle věty 426 je metoda sdružených gradient̊u aplikovaná na soustavu rovnic (1375) v jistém smyslu
ekvivalentńı metodě sdružených gradient̊u aplikované na soustavu rovnic (1399). Toho využ́ıvaj́ı metody
nulového podprostoru založené na řešeńı soustavy rovnic (1399). Uvažujme, tak jako v lemmatu 137,
rozklad sx = Zsz + D−1Asy, kde sz = (ZTDZ)−1ZTDsx ∈ Rn−m a sy = (ATD−1A)−1AT sx ∈ Rm

Poznamenejme, že matice Z nemuśı mı́t ortonormálńı sloupce. Stač́ı, když jej́ı sloupce tvoř́ı bázi v L(A)
⊥
.

Použijeme-li druhou rovnici v (1375), dostaneme sy = (ATD−1A)−1bu a z prvńı rovnice v (1375) plyne
BZsz = bx −BD−1AsA −Asu, což po vynásobeńı zleva matićı ZT dává

ZTBZsz = bz, bz = ZT (bx −BD−1Asy). (1400)

Vektor sz lze tedy źıskat metodou sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem ZTDZ, aplikovanou na
soustavu rovnic (1400). V tomto př́ıpadě je však třeba určit matici Z.
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Poznámka 516. Jednou z možnost́ı je použ́ıt matici Z s neortonormálńımi sloupci. Uvažujme matice

A =

[
AB

AN

]
, Z =

[
−(A−1

B )TAT
N

I

]
,

kde AB je čtvercová regulárńı (bázová) matice řádu m a I je jednotková matice řádu n−m. Pak ATZ = 0
a matice [A,Z] je regulárńı. Použijeme-li trojuhelńıkový rozklad AB = LU , může být matice ZTBZ
vyjádřena ve tvaru

ZTBZ =
[
−ANU

−1L−1, I
]
B
[
−ANU

−1L−1, I
]T
.

Je-li matice A velká a ř́ıdká, vyžaduje tento zp̊usob použit́ı ř́ıdkého trojúhelńıkového rozkladu. Nav́ıc
matice Z může být špatně podmı́něná.

Použit́ı matice Z můžeme obej́ıt pracujeme-li s vektory sZ = Zsz, r̃Z = Zr̃z, pZ = Zpz a s vektory rZ ,
qZ takovými, še rz = ZT rZ , qz = ZT qZ . Po této transformaci je násobeńı r̃z = (ZTDZ)−1rz nahraženo
vztahem

r̃Z = Z(ZTDZ)−1ZT rZ = (D−1 −D−1A(ATD−1A)−1ATD−1)rZ , (1401)

takže matici Z neńı třeba určovat. Správnost vztahu Z(ZTDZ)−1ZT = D−1−D−1A(ATD−1A)−1ATD−1,
který je analogíı vztahu uvedeného v poznámce 478, lze ověřit, vynásob́ıme li ho zleva regulárńı čtvercovou
matićı [DZ,A]T . Vektor sZ nevystupuje ve vzorćıch popisuj́ıćıch metodu sdružených gradient̊u př́ımo,
takže ho můžeme nahradit vektorem sx = sZ + D−1Asy. Jelikož vektor su nemůže být źıskán metodou
sdružených gradient̊u, muśı být určen jiným zp̊usobem. Nejpřirozeněǰśı zp̊usob je minimalizace rezidua
rZ − Asu váženou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, což vede na vztah su = (ATD−1A)−1ATD−1rZ , takže
(1401) lze zapsat ve tvaru r̃Z = D−1(rZ−Ar̃u). Má-li matice A husté řádky, poč́ıtáme matici (ATD−1A)−1

podle vzorce (1391). Dosavadńı úvahy jsou realizovány v algoritmech NPCG a NPSCG (algoritmus NPSCG
použ́ıvá zhlazenou metodu sdružených gradient̊u).

Algorithm NPCG

sx = D−1A(ATD−1A)−1bu rZ = bx −Bsx,
su = (ATD−1A)−1ATD−1rZ
r̃Z = D−1(rZ −Asu),
γ = rTZ r̃Z , γ = γ
pZ = r̃Z ,

while γ > ωγ do

qZ = BpZ , α = γ/pTZqZ ,
s+x = sx + αpZ , r+Z = rZ − αqZ ,
s+u = (ATD−1A)−1ATD−1r+Z
r̃+Z = D−1(r+Z −As+u ),
γ+ = (r+Z )

T r̃+Z , β = γ+/γ,
p+Z = r̃+Z + βpZ ,
zrušit index +

end while

Algorithm NPSCG

sx = D−1A(ATD−1A)−1bu rZ = bx −Bsx,
vx = sx wZ = rZ ,
vu = (ATD−1A)−1ATD−1wZ

w̃Z = D−1(wZ −Avu),
γ = wT

Z w̃Z , γ = γ
pZ = w̃Z ,

while γ > ωγ do

qZ = BpZ , α = γ/pTZqZ ,
v+x = vx + αpZ , w+

Z = wZ − αqZ ,
λ = −(rZ − w+

Z )
Tw+

Z/∥rZ − w+
Z∥2,

s+x = v+x + λ(sx − v+x ),
r+Z = w+

Z + λ(rZ − w+
Z ),

γ+ = (w+
Z )

T w̃+
Z , β = γ+/γ,

p+Z = w̃+
Z + βpZ ,

zrušit index +

end while

Poznámka 517. V práci [137] je ukázáno, že algoritmus NPCG s předpodmiňovačem ZTDZ je ekviva-
lentńı algoritmu PCG s předpodmiňovačem (1393).

19.6 Numerické porovnáńı
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20 Obecné úlohy nelineárńıho programováńı

V tomto odd́ılu budeme vyšetřovat obecné úlohy nelineárńıho programováńı tvaru (1257). Budeme tedy

minimalizovat F (x) pokud ck(x) ≤ 0, k ∈ I, ck(x) = 0, k ∈ E, (1402)

kde F : Rn → R a ck : Rn → R, k ∈ I ∪ E, jsou spojitě diferencovarelné funkce.

20.1 Podḿınky optimality

V odd́ılu 17.2 jsme ukázali, že pokud bod x ∈ C je řešeńım úlohy (1402) a TC(x) = TL(x), muśı být splněny
KKT podmı́nky (věta 383). Jsou-li všechna omezeńı lineárńı je rovnost TC(x) = TL(x) zřejmá. Jsou-li
funkce ck(x), k ∈ I ∪ E, konvexńı plyne tato nerovnost ze Slaterovy podmı́nky (předpoklad C1a), jak
ukazuje věta 381. V obecném př́ıpadě je situace komplikovaněǰśı. Je třeba použ́ıt složitěǰśı kvalifikačńı
podmı́nky, z nichž nejd̊uležitěǰśı jsou uvedeny v následuj́ıćı definici.

Definice 137. (Kvalifikačńı podmı́nky pro nelineárńı omezeńı) Necht’ jsou splněny předpoklady C1 a C3,
kde C ⊂ Rn je množina určená vztahem (1256), a necht’ x ∈ C.
(a) Jsou-li vektory ak(x), k ∈ Ē, lineárně nezávislé, řekneme, že je splněna kvalifikačńı podmı́nka lineárńı
nezávislosti aktivńıch omezeńı LICQ (linear independence constraint qualification).

(b) Jsou-li vektory ak(x), k ∈ E, lineárně nezávislé a existuje-li vektor v ∈ Rn takový, že aTk (x)v < 0,
k ∈ Ī, a aTk (x)v = 0, k ∈ E, řekneme, že je splněna Mangasarianova-Fromovitzova kvalifikačńı podmı́nka
MFCQ (Mangasarian-Fromovitz constraint qualification [141]).

(c) Existuje-li č́ıslo ε > 0 takové, že pro libovolnou podmnožinu K ⊂ Ē(x) má matice AK(y) = [ak(y), k ∈
K] stejnou hodnost pro všechny vektory y ∈ B(x, ε) ∩ C, řekneme, že je splněna kvalifikačńı podmı́nka
konstantńı hodnosti aktivńıch omezeńı CRCQ [103] (constant rank constraint qualification).

(d) Plat́ı-li TC(x) = TL(x), řekneme že je splněna Abadieho kvalifikačńı podmı́nka ACQ [1].

(e) Plat́ı-li NC(x) = NL(x), řekneme že je splněna Guignardova kvalifikačńı podmı́nka GCQ [92].

Př́ıklad 20. (Plat́ı MFCQ, neplat́ı LICQ) Uvažujme omezeńı tvaru

c1(x) = 1− x1 ≤ 0, c2(x) = x2 − 1 ≤ 0, c3(x) = x21 + x22 − 2 ≤ 0.

Př́ıpustná množina je kruh se středem v počátku a poloměrem
√
2 oř́ıznutý posunutým kvadrantem, kde

x1 ≥ −1 a x2 ≤ 1. Necht’ x∗ = [−1, 1]T . Zřejmě x∗ ∈ C, přičemž plat́ı

∇c1(x∗) =
[

−1
0

]
, ∇c2(x∗) =

[
0
1

]
, ∇c3(x∗) =

[
2x∗1
2x∗2

]
=

[
−2
2

]
,

takže a3(x
∗) = 2(a1(x

∗) + a2(x
∗)). Vektory a1(x

∗), a2(x
∗), a3(x

∗) jsou lineárně závislé a neplat́ı LICQ.
Polož́ıme-li v = [1,−1]T , dostaneme aT1 (x

∗)v = −1 < 0, aT2 (x
∗)v = −1 < 0, aT3 (x

∗)v = −4 < 0, takže je
splněna podmı́nka MFCQ.

Př́ıklad 21. (Plat́ı ACQ, neplat́ı MFCQ) Uvažujme omezeńı tvaru

c1(x) = x21 − x2 ≤ 0, c2(x) = −2x21 + x2 ≤ 0.

Př́ıpustná množina, oblast sevřená mezi dvěma konvexńımi parabolami, neńı konvexńı. Necht’ x∗ = [0, 0]T .
Zřejmě x∗ ∈ C, přičemž plat́ı

∇c1(x∗) =
[

2x∗1
−1

]
=

[
0
−1

]
, ∇c2(x∗) =

[
−2x∗1
1

]
=

[
0
1

]
.

Nerovnosti a1(x
∗)T v = −v2 < 0 a a2(x

∗)T v = v2 < 0 nemohou být obě splněny pro žádný vektor v ∈ Rn,
takže neplat́ı MFCQ. Omezeńı linearizovaná v bodě x∗ maj́ı tvar l1(s;x

∗) = s2 ≥ 0, l2(s;x
∗) = s2 ≤ 0,
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takže TL(x∗) = {[t, 0]T , t ∈ R}, neboli TL(x∗) = cone
{
[1, 0]T , [−1, 0]T

}
. Uvažujme nyńı křivku h(t) =

[t, 3t2/2]. Jelikož t2 ≤ 3t2/2 ≤ 2t2, plat́ı h(t) ∈ C a podle poznámky 432 dostaneme h′(0) = [1, 0] ∈ T (x∗).
Podobně pro křivku h(t) = [−t, 3t2/2] plat́ı h(t) ∈ C a h′(0) = [−1, 0] ∈ T (x∗). Plat́ı tedy TL(x∗) ⊂ TC(x∗).
Obrácená inkluze je zřejmá (poznámka 472).

Př́ıklad 22. (Plat́ı MFCQ, neplat́ı CRCQ) Uvažujme omezeńı tvaru

c1(x) = x21 − x2 ≤ 0, c2(x) = −x2 ≤ 0.

Př́ıpustná množina je oblast nad konvexńı parabolou. Necht’ x∗ = [0, 0]T . Zřejmě x∗ ∈ C, přičemž plat́ı

∇c1(x∗) =
[

2x∗1
−1

]
=

[
0
−1

]
, ∇c2(x∗) =

[
0
−1

]
,

takže vektory a1(x
∗) a a2(x

∗) jsou lineárně závislé. Necht’ y = [y1, y2]. Pokud y1 ̸= 0, jsou vektory
a1(y) = [2y1,−1]T , a2(y) = [0,−1]T lineárně nezávislé, takže neplat́ı CRCQ. Polož́ıme-li v = [0, 1]T

dostaneme aT1 (x
∗)v = −1 < 0, aT2 (x

∗)v = −1 < 0, takže je splněna podmı́nka MFCQ.

Př́ıklad 23. (Plat́ı CRCQ, neplat́ı MFCQ) Uvažujme omezeńı tvaru

c1(x) = x1 − x2 ≤ 0, c2(x) = x2 − x1 ≤ 0, c3(x) = x21 − x2 ≤ 0.

Př́ıpustná množina je úsečka s krajńımi body [0, 0]T a [1, 1]T . Necht’ x∗ = [0, 0]T . Zřejmě x∗ ∈ C, přičemž
plat́ı

∇c1(x∗) =
[

1
−1

]
, ∇c2(x∗) =

[
−1
1

]
, ∇c3(x∗) =

[
2x∗1
−1

]
=

[
0
−1

]
,

Nerovnosti a1(x
∗)T v = v1 − v2 < 0 a a2(x

∗)T v = v2 − v1 < 0 nemohou být současně splněny pro žádný
vektor v ∈ Rn, takže neplat́ı MFCQ. Vektory a1(x

∗), a2(x
∗) jsou lineárně závislé a vektor a3(x

∗) neńı
jejich lineárńı kombinaćı. Totéž plat́ı pro vektory a1(y), a2(y), a3(y), pokud y ∈ B(x∗, ε), kde 0 < ε < 1,
takže plat́ı CRCQ.

Př́ıklad 24. (Plat́ı GCQ, neplat́ı ACQ) Uvažujme omezeńı tvaru

c1(x) = −x1 ≤ 0, c2(x) = −x2 ≤ 0, c3(x) = x1x2 = 0.

Př́ıpustnou množinu tvoř́ı kladné části souřadnicových os, tedy sjednoceńı polopř́ımek [t, 0] a [0, t], t ≥ 0.
Necht’ x∗ = [0, 0]T . Zřejmě x∗ ∈ C, přičemž plat́ı

∇c1(x∗) =
[

−1
0

]
, ∇c2(x∗) =

[
0
−1

]
, ∇c3(x∗) =

[
0
0

]
.

Použijeme-li definici 113 a poznámku 470, dostaneme

TC(x∗) = {x ∈ R2 : x1 ≥ 0} ∪ {x ∈ R2 : x2 ≥ 0}

a
TL(x∗) = {x ∈ R2 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},

takže TC(x∗) ̸= TL(x∗) a neplat́ı ACQ. Použijeme-li definici 110, vid́ıme, že

T ∗
C (x∗) = T ∗

L (x∗) = {x ∈ R2 : x1 ≤ 0, x2 ≤ 0},

což podle definice 114 dává NC(x
∗) = NL(x

∗), takže plat́ı GCQ.

Věta 427. Jsou-li splněny předpoklady C1 a C3, plat́ı implikace

LICQ ⇒
{

MFCQ
CRCQ

}
⇒ ACQ ⇒ GCQ.
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Důkaz (a) Necht’ plat́ı LICQ, takže matice AĒ(x) = [AĪ(x), AE(x)] (kde Ē = Ē(x) a Ī = Ī(x)) má
lineárně nezávislé sloupce. Pak soustava rovnic[

AT
Ī
(x)

AT
E(x)

]
v = −

[
ẽ
0

]
,

kde ẽ je vektor, jehož všechny prvky jsou jednotky, má řešeńı v ̸= 0. Pro tento vektor plat́ı vTak(x) =
−1 < 0, k ∈ Ī, a vTak(x) = 0, k ∈ E, takže je splněna podmı́nka MFCQ.

(b) Má-li matice Ā(x) = AĒ(x) lineárně nezávislé sloupce, je matice ĀT (x)Ā(x) regulárńı, takže

λ = λ(ĀT (x)Ā(x)) > 0.

Sloupce matice Ā(x) závisej́ı spojitě na x (předpoklad C1) a vlastńı č́ısla této matice závisej́ı spojitě na
jej́ıch prvćıch. Existuje tedy č́ıslo ε > 0 takové, že λ(Ā(y)T Ā(y)) ≥ (1/2)λ (takže matice Ā(y) má lineárně
nezávislé sloupce), pokud y ∈ B(x, ε) ∩ C. Je tedy splněna podmı́nka CRCQ.

(c) Necht’ je splněna podmı́nka MFCQ a d ∈ TL(x), takže aTk (x)d ≤ 0, k ∈ Ī, aTk (x)d = 0, k ∈ E. Necht’
v ∈ Rn je vektor takový, že aTk (x)v < 0, k ∈ Ī, aTk (x)v = 0, k ∈ E, a d(λ) = (1− λ)d+ λv, kde 0 < λ ≤ 1.
Uvažujme soustavu nelineárńıch rovnic

f(y, t) =

[
cE(y)− tAT

E(x)d(λ)
ZT
K(y − x− td(λ))

]
= 0,

kde ZE je matice taková, že ZT
EAE(x) = 0, ZT

EZE = I a matice [AE(x), ZE ] je čtvercová regulárńı. Pro
t = 0 má tato soustava řešeńı f(x, 0) = 0, přičemž matice

∂f(x, 0)

∂x
=

[
AT

E(x)
ZT
E

]
je regulárńı. Podle tvrzeńı 11 tedy existuje č́ıslo ε > 0 a zobrazeńı y = h(t) takové, že f̃(t) = f(h(t), t) = 0,
pokud 0 < t < ε, a [

AT
E(x)
ZT
E

]
dh(0)

dt
−
[
AT

E(x)
ZT
E

]
d(λ) = 0

(vztah(1367)), neboli h′(0) = d(λ). Jelikož AT
Ed = 0, AT

Ī
d ≤ 0, a AT

Ev = 0, AT
Ī
v < 0, plat́ı AT

Ed(λ) = 0,

AT
Ī
d(λ) < 0. Uvažujme posloupnosti 0 < ti < ε, a yi = h(ti), i ∈ N , takové, že ti → 0. Jelikož x = h(0),

můžeme psát
yi − x

ti
=
h(ti)− h(0)

ti
→ h′(0) = d(λ), (1403)

takže
yi − x

∥yi − x∥
=
yi − x

ti

ti
∥yi − x∥

→ d(λ)

∥d(λ)∥
. (1404)

Zřejmě cE(yi) = 0 a

cĪ(yi) = cĪ(x) +AT
Ī (x)(yi − x) + o(∥yi − x∥) = AT

Ī (x)(yi − x) + o(∥yi − x∥)

(nebot’ cĪ(x) = 0), což spolu s (1404) dává

lim
ti↓0

cĪ(yi)

∥yi − x∥
= lim

ti↓0

(
AT

Ī
(x)(yi − x)

∥yi − x∥
+ o(1)

)
= AT

Ī (x)
d(λ)

∥d(λ)∥
< 0.

Odtud plyne, že pro dostatečně malé hodnoty ti, i ∈ N , plat́ı cĪ(yi) ≤ 0, což spolu s cE(yi) = 0 dává
yi ∈ C, takže podle (1403) a poznámky 431 dostaneme

d(λ) = lim
ti↓0

yi − x

ti
∈ TC(x).

Jelikož tato inkluze plat́ı pro libovolnou hodnotu 0 < λ ≤ 1 a množina TC(x) je uzavřená, dostaneme
d = d(0) ∈ TC(x). Inkluze TC(x) ⊂ TL(x) je zřejmá (poznámka 472). 2
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Věta 428. Necht’ x ∈ C je KKT bodem úlohy (1402) a U(x) je množina Lagrangeových multiplikátor̊u v
bodě x (takže dvojice (x, u), u ∈ U(x), je KKT párem úlohy (1402)).

(a) Jsou-li vektory ak(x), k ∈ Ē(x) \ Ī0, lineárně nezávislé (např́ıklad je-li splněna kvalifikačńı podmı́nka
LICQ), je množina U(x) jednoprvková.

(b) Je-li splněna kvalifikačńı podmı́nka MFCQ, je množina U(x) omezená.

Důkaz (a) Jelikož uk = 0, k ∈ Ī0, lze podmı́nku (1266) zapsat ve tvaru −g(x) = Ā+ū+, kde Ā+ = AĒ+
(x)

a ū+ = uĒ+
. Jelikož matice Ā+ má lineárně nezávislé sloupce, dostaneme ū+ = −(ĀT

+Ā+)
−1ĀT

+g(x), což

spolu s uk = 0, k ∈ I \ Ī+, dokazuje jednoznačnost vektoru u ∈ U(x).

(b) Z poznámky 475 vyplývá, že množina U(x) je konvexńı. Předpokládejme, že tato množina je neomezená.
Pak podle věty 309 existuje vektor p ∈ Rm takový, že pro libovolný vektor u ∈ U(x) plat́ı u+ λp ∈ U(x),
pokud λ ≥ 0, neboli

−g(x) = AĪ(uĪ + λpĪ) +AE(uE + λpE) = AĪuĪ +AEuE , uI + λpI ≥ 0, ∀λ ≥ 0,

kde AĪ = AĪ(x) a AE = AE(x). Odtud plyne, že AĪpĪ + AEpE = 0 a pI ≥ 0. Tato podmı́nka neńı nutná
pro to, aby množina U(x) byla neomezená, nebot’ neomezuje velikost vektoru uE (jeho prvky mohou být
kladné i záporné). Jelikož však vektory ak(x), k ∈ E, jsou lineárně nezávislé, je vektor uE jednoznačně
určen vektorem uĪ (řešeńım soustavy rovnic uE = −(AT

E(x)AE(x))
−1(g(x)+AĪuĪ) s regulárńı čtvercovou

matićı AT
E(x)AE(x)). Má-li tedy vektor uĪ konečnou hodnotu, má i vektor uE konečnou hodnotu. Podle

definice 137 (b) existuje vektor v ∈ Rm takový, že AT
Ī
v < 0 a AT

Ev = 0. Z nerovnosti AT
Ī
v < 0 plyne

existence č́ısla ϑ > 0 takového, že AT
Ī
v ≤ −ϑẽ, kde ẽ je vektor, jehož všechny prvky jsou jednotky.

Jelikož lze tuto nerovnost spolu s rovnost́ı AT
Ev = 0 vynásobit libovolným nezáporným č́ıslem, existuje pro

libovolné č́ıslo ϑ ≥ 0 vektor v takový, že AT
Ī
v + ϑẽ ≤ 0, takže úloha lineárńıho programováńı, spoč́ıvaj́ıćı

v minimalizaci účelové funkce

F (v, ϑ) = −eTm+1

[
v
ϑ

]
na množině zadané omezeńımi[

AĪ

ẽT

]T [
v
ϑ

]
≤ 0,

[
AE

0

]T [
v
ϑ

]
= 0,

[
0

−em+1

]T [
v
ϑ

]
≤ 0,

nemá omezené řešeńı. Z tohoto d̊uvodu duálńı úloha spoč́ıvaj́ıćı v minimalizaci konstantńı funkce na
množině zadané omezeńımi[

AĪ

ẽT

]T
pĪ +

[
AE

0

]T
pE +

[
0

eTm+1

]T
q = 0, pĪ ≥ 0, q ≥ 0

nemá př́ıpustné řešeńı (plyne to z věty 409 a poznámky 477). Neexistuj́ı tedy vektory pĪ , pE a q takové,
že AĪpĪ + AEpe = 0, pĪ ≥ 0, ẽT pĪ = qm+1 a qm+1 ≥ 0. Rovnost ẽT pĪ = qm+1 určuje normu vektoru pĪ a
nerovnost gm+1 ≥ 0 ukazuje, že tato norma může být libovolná. Neexistuj́ı tedy vektory pĪ , pE takové, že
AĪpĪ +AEpe = 0, pĪ ≥ 0, což implikuje, že norma vektor uĪ je omezená. Jelikož vektor uE je jednoznačně
určen vektorem uĪ , je i norma vektoru u = [uĪ , uE ] ∈ U omezená. 2

20.2 Metody rekurzivńıho kvadratického programováńı

20.3 Metody vniťrńıch bodů

20.4 Metody nehladkých rovnic

20.5 Řešeńı lineárńıch KKT systémů

20.6 Konvexńı programováńı

643



21 Zobecněné minimaxové úlohy

V mnoha praktických úlohách je třeba hledat minima funkćı, které obsahuj́ı absolutńı hodnoty nebo
bodová maxima d́ılč́ıch funkćı. Takové funkce jsou nehladké, často však maj́ı speciálńı strukturu umožňuj́ıćı
použ́ıt́ı speciálńıch metod, které jsou efektivneǰśı než metody pro minimalizaci obecných nehladkých funkćı.
Typickým př́ıpadem jsou minimaxové úlohy, kdy F (x) = max1≤k≤m fk(x) nebo úlohy, kde minimalizo-
vaná funkce je nehladkou normou, např́ıklad F (x) = ∥f(x)∥∞, F (x) = ∥f+(x)∥∞, F (x) = ∥f(x)∥1,
F (x) = ∥f+(x)∥1, kde f+(x) = [max(f1(x), 0), . . . ,max(fm(x), 0)]T . Takovéto funkce je možné považovat
za speciálńı př́ıpady obecněǰśıch funkćı, takže je možné formulovat obecněǰśı teorie a konstruovat obecněǰśı
numerické metody. V daľśım výkladu budeme pro zpřehledněńı zápisu ztotožňovat dvojice vektor̊u (a, b) ∈
Rn ×Rm s vektory [aT , bT ]T ∈ Rn+m.

Jednou z možnost́ı zobecněńı je uvažovat funkce tvaru

F (x) = max
1≤k≤k

pTk f(x), (1405)

kde pk ∈ Rm, 1 ≤ k ≤ k, a f : Rn → Rm je hladké zobrazeńı, které jsou speciálńım př́ıpadem složených
nehladkých funkćı [63] tvaru F (x) = f0(x) + max1≤k≤k(p

T
k f(x) + bk), kde f0 : Rn → R je spojitě diferen-

covatelná funkce.

Poznámka 518. Ve tvaru (1405) lze vyjádřit všechny zmı́něné minimaxové úlohy a nehladké normy.

(a) Polož́ıme-li pk = ek, kde ek je k-tý sloupec jednotkové matice, plat́ı k = m a F (x) = max1≤k≤m fk(x)
(klasický minimax).

(b) Polož́ıme-li pk = ek a pm+k = −ek, plat́ı k = 2m a F (x) = max1≤k≤m max(fk(x),−fk(x)) = ∥f(x)∥∞.

(c) Polož́ıme-li pk = ek a pm+1 = 0, plat́ı k = m+ 1 a F (x) = max(max1≤k≤m fk(x), 0) = ∥f(x)+∥∞.

(d) Pokud k = 2m a pk, 1 ≤ k ≤ 2m, jsou všechny r̊uzné vektory, jejichž prvky jsou bud’ 1 nebo −1, tedy
např́ıklad pro m = 3 vektory 1

1
1

 ,
 −1

1
1

 ,
 1

−1
1

 ,
 1

1
−1

 ,
 −1

−1
1

 ,
 −1

1
−1

 ,
 1

−1
−1

 ,
 −1

−1
−1

 ,
plat́ı F (x) =

∑m
k=1 max(fk(x),−fk(x)) = ∥f(x)∥1.

(e) Pokud k = 2m a pk, 1 ≤ k ≤ 2m, jsou všechny r̊uzné vektory, jejichž prvky jsou bud’ 1 nebo 0, tedy
např́ıklad pro m = 3 vektory 1

1
1

 ,
 0

1
1

 ,
 1

0
1

 ,
 1

1
0

 ,
 0

0
1

 ,
 0

1
0

 ,
 1

0
0

 ,
 0

0
0

 ,
plat́ı F (x) =

∑m
k=1 max(fk(x), 0) = ∥f+(x)∥1.

Poznámka 519. Jelikož zobrazeńı f(x) je spojitě diferencovatelné, je funkce (1405) lipschitzovská, takže
je-li bod x ∈ Rn lokálńım minimem funkce F (x), muśı podle věty 358 platit 0 ∈ ∂F (x). Podle poznámky 456
(vzorec (1214)) plat́ı

∂F (x) = (∇f(x))T conv
{
pk : k ∈ Ī(x)

}
,

kde Ī(x) = {k ∈ {1, . . . , k} : pTk f(x) = F (x)}. Takže je-li bod x ∈ Rn lokálńım minimem funkce F (x),
muśı existovat multiplikátory λk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ k, takové, že λk(p

T
k f(x)− F (x)) = 0, 1 ≤ k ≤ k,

k∑
k=1

λk = 1 a
k∑

k=1

λkJ(x)
T pk = 0,

kde J(x) je Jacobiova matice zobrazeńı f(x).
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Poznámka 520. Je zřejmé, že minimum funkce (1405) je řešeńım úlohy nelineárńıho programováńı
spoč́ıvaj́ıćı v minimalizaci funkce F̃ : Rn+1 → R, kde F̃ (x, z) = z, na množině

C = {(x, z) ∈ Rn+1 : pTk f(x) ≤ z, 1 ≤ k ≤ k}.

Zřejmě ak = ∇ck(x, z) = (pTk J(x),−1), 1 ≤ k ≤ k, a gk = ∇F̃ (x, z) = (0, 1), takže nutné KKT podmı́nky
lze zapsat ve tvaru [

0
1

]
+

k∑
k=1

[
JT (x)pk

−1

]
λk = 0,

kde λk ≥ 0, λk(p
T
k f(x)− z) = 0, 1 ≤ k ≤ k, jsou Lagrangeovy multiplikátory a z = F (x). Dostaneme tak

stejné nutné podmı́nky pro extrém jako v poznámce 519.

Z př́ıklad̊u uvedených v poznámce 518 plyne, že složené nediferencovatelné funkce nejsou vhodné pro
reprezentaci funkćı F (x) = ∥f(x)∥1 a F (x) = ∥f+(x)∥1, nebot’ v tomto př́ıpadě výraz na pravé straně
(1405) obsahuje 2m člen̊u s vektory pk, 1 ≤ k ≤ 2m. V daľśım výkladu zvoĺıme poněkud odlǐsný př́ıstup.
Budeme uvažovat zobecněné minimaxové funkce zavedené v [52] a [131].

Definice 138. Řekneme, že funkce F : Rn → R je zobecněnou minimaxovou funkćı, pokud

F (x) = h(F1(x), . . . , Fm(x)), Fk(x) = max
1≤l≤mk

fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, (1406)

kde h : Rm → R a fkl : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou hladké funkce splňuj́ıćı následuj́ıćı
předpoklady.

Předpoklad X1. Funkce Fk, 1 ≤ k ≤ m, jsou zdola omezené na Rn, takže existuj́ı konstanty F k ∈ R
takové, že Fk(x) ≥ F k, 1 ≤ k ≤ m, pokud x ∈ Rn.

Předpoklad X2. Funkce h je dvakrát spojitě diferencovatelná a konvexńı, přičemž plat́ı

0 < hk ≤ ∂h(z)/∂zk ≤ hk, 1 ≤ k ≤ m, (1407)

pokud z ∈ Z = {z ∈ Rm : zk ≥ F k, 1 ≤ k ≤ m} (vektor z ∈ Rm se nazývá minimaxovým vektorem).

Předpoklad X3. Funkce fkl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou dvakrát spojitě diferencovatelné na konvexńım
obalu množiny

DF (F ) = {x ∈ Rn : Fk(x) ≤ F , 1 ≤ k ≤ m}

pro dostatečně velkou horńı mez F a maj́ı omezené prvńı a druhé derivace na convDF (F ). Existuj́ı tedy
konstanty g a G takové, že ∥∇fkl(x)∥ ≤ g a ∥∇2fkl(x)∥ ≤ G, pokud 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk a
x ∈ convDF (F ).

Někdy se mı́sto předpokladu X1 použ́ıvá silněǰśı předpoklad X1a.

Předpoklad X1a. Funkce fkl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou zdola omezené na Rn, takže existuje
konstanta F ∈ R taková, že fkl(x) ≥ F , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, pokud x ∈ Rn.

Poznámka 521. Podmı́nky kladené na funkci h(z) jsou relativně silné, ale řada d̊uležitých nehladkých
funkćı tyto podmı́nky splňuje.

(a) Necht’ h : R→ R je identické zobrazeńı, takže h(z) = z a h′(z) = 1 > 0. Pak polož́ıme-li k = 1, m1 = l
a F (x) = h(F1(x)) = F1(x) = max1≤l≤l p

T
l f(x) (pokládáme f1l = pTl f(x)), dostaneme složenou nehladkou

funkci (1405) a tedy i funkce F (x) = max1≤k≤m fk(x), F (x) = ∥f(x)∥∞, F (x) = ∥f+(x)∥∞.

(b) Necht’ h : Rm → R, kde h(z) = z1 + · · ·+ zm, takže ∂h(z)/∂zk = 1 > 0, 1 ≤ k ≤ m. Pak funkce (1406)
má tvar

F (x) =
m∑

k=1

Fk(x) =
m∑

k=1

max
1≤l≤mk

fkl(x) (1408)
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(součet maxim). Pokud mk = 2 a Fk(x) = max(fk(x),−fk(x)), dostaneme funkci F (x) = ∥f(x)∥1.
Pokud mk = 2 a Fk(x) = max(fk(x), 0), dostaneme funkci F (x) = ∥f+(x)∥1. Z těchto úvah vyplývá, že
vyjádřeńı (1406) pro funkce F (x) = ∥f(x)∥1 a F (x) = ∥f+(x)∥1 obsahuje pouze m sč́ıtanc̊u, z nichž každý
je maximem ze dvou funkčńıch hodnot. Tento př́ıstup je tedy mnohem úsporněǰśı, než použit́ı vzorc̊u
uvedených v částech (d) a (e) poznámky 518.

Poznámka 522. Jelikož funkce Fk(x), 1 ≤ k ≤ m, jsou regulárńı (věta 356 (b)) a funkce h(z) je spojitě
diferencovatelná a plat́ı hk = ∂h(z)/∂zk > 0, můžeme podle podle d̊usledku 37 (c) a věty 295 psát

∂F (x) = conv
m∑

k=1

hk∂Fk(x) =
m∑

k=1

hk∂Fk(x) =
m∑

k=1

hkconv{gkl : l ∈ Īk(x)},

kde Īk(x) = {l : 1 ≤ l ≤ mk, fkl(x) = Fk(x)}. Plat́ı tedy

∂F (x) =
m∑

k=1

hk

mk∑
l=1

λklgkl,

kde pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı λkl ≥ 0, λkl(Fk(x) − fkl(x)) = 0, 1 ≤ l ≤ mk, a
∑mk

l=1 λkl = 1. Polož́ıme-li
ukl = hkλkl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, můžeme psát

∂F (x) =

m∑
k=1

mk∑
l=1

uklgkl,

kde pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı ukl ≥ 0, ukl(Fk(x)− fkl(x)) = 0, 1 ≤ l ≤ mk, a
∑mk

l=1 ukl = hk. Je-li bod x ∈ Rn

minimem funkce F (x) plat́ı 0 ∈ ∂F (x), takže existuj́ı multiplikátory ukl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, takové,
že

m∑
k=1

mk∑
l=1

gkl(x)ukl = 0,

mk∑
l=1

ukl = hk, hk =
∂h(z)

∂zk
, 1 ≤ k ≤ m, (1409)

ukl ≥ 0, Fk − fkl(x) ≥ 0, ukl(Fk − fkl(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk. (1410)

Poznámka 523. Nalezeńı minima funkce (1406) je ekvivalentńı úloze nelineárńıho programováńı

minimalizovat F̃ (x, z) = h(z) pokud fkl(x) ≤ zk, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk (1411)

Podmı́nka (1407) stač́ı k tomu, aby v bodě minima platilo zk = Fk(x), 1 ≤ k ≤ m. Označme akl(x, z)
gradienty funkćı ckl(x, z) = fkl(x) − zk. Zřejmě akl(x, z) = (gkl(x),−ek), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, (kde
gkl(x) je gradient funkce fkl(x) v bodě x a ek je k-tý sloupec jednotkové matice řádu m). Nutné KKT
podmı́nky lze tedy zapsat ve tvaru

g(x, u) =
m∑

k=1

mk∑
l=1

gkl(x)ukl = 0,

mk∑
l=1

ukl = hk, hk =
∂h(z)

∂zk
, 1 ≤ k ≤ m, (1412)

ukl ≥ 0, zk − fkl(x) ≥ 0, ukl(zk − fkl(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, (1413)

kde ukl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou Lagrangeovy multiplikátory a zk = Fk(x), 1 ≤ k ≤ m. Dostaneme
tak stejné nutné podmı́nky pro extrém jako v poznámce 522.

Poznámka 524. Klasickou minimaxovou úlohu, kdy

F (x) = max
1≤k≤m

fk(x), (1414)
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lze nahradit ekvivalentńı úlohou nelineárńıho programováńı

minimalizovat F̃ (x, z) = z pokud fk(x) ≤ z, 1 ≤ k ≤ m (1415)

a nutné KKT podmı́nky maj́ı tvar

m∑
k=1

gk(x)uk = 0,

m∑
k=1

uk = 1, (1416)

uk ≥ 0, z − fk(x) ≥ 0, uk(z − fk(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ m. (1417)

Poznámka 525. Minimalizaci součtu absolutńıch hodnot, kdy

F (x) =
m∑

k=1

|fk(x)| =
m∑

k=1

max(f+k (x), f−k (x)), f+k (x) = fk(x), f−k (x) = −fk(x) (1418)

lze nahradit ekvivalentńı úlohou nelineárńıho programováńı

minimalizovat F̃ (x, z) =

m∑
k=1

zk pokud − zk ≤ fk(x) ≤ zk (1419)

(pro každý index 1 ≤ k ≤ m máme dvě omezeńı c+k (x) = zk − fk(x) ≥ 0 a c+k (x) = zk + fk(x) ≥ 0) a nutné
KKT podmı́nky maj́ı tvar

m∑
k=1

gk(x)(u
+
k − u−k ) = 0, u+k + u−k = 1, 1 ≤ k ≤ m, (1420)

u+k ≥ 0, zk − fk(x) ≥ 0, u+k (zk − fk(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ m, (1421)

u−k ≥ 0, zk + fk(x) ≥ 0, u−k (zk + fk(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ m, (1422)

Polož́ıme-li uk = u+k −u−k a použijeme-li rovnost u+k +u−k = 1, dostaneme u+k = (1+uk)/2, u
−
k = (1−uk)/2.

Z podmı́mek u+k ≥ 0, u−k ≥ 0 plynou nerovnosti −1 ≤ uk ≤ 1, neboli |uk| ≤ 1. Podmı́nka u+k + u−k = 1
implikuje, že č́ısla u+k , u

−
k nemohou být současně nulová, takže bud’ zk = fk(x) nebo zk = −fk(x), neboli

zk = |fk(x)|. Pokud fk(x) ̸= 0, nemůže současně platit zk = fk(x) a zk = −fk(x), takže č́ısla u+k , u
−
k

nemohou být současně nenulová. Pak bud’ uk = u+k = 1 a zk = fk(x) nebo uk = −u−k = −1 a zk = −fk(x),
neboli uk = fk(x)/|fk(x)|. Nutné KKT podmı́nky lze tedy zapsat ve tvaru

m∑
k=1

gk(x)uk = 0, zk = |fk(x)|, |uk| ≤ 1 a uk =
fk(x)

|fk(x)|
, pokud |fk(x)| > 0. (1423)

Poznámka 526. Minimalizaci součtu absolutńıch hodnot můžeme přeformulovat i tak, že použijeme v́ıce
pomocných proměnných. Dostaneme tak úlohu

minimalizovat F̃ (x, z) =
m∑

k=1

(z+k + z−k ) pokud fk(x) = z+k − z−k , z+k ≥ 0, z−k ≥ 0, (1424)

kde 1 ≤ k ≤ m. Tato úloha obsahuje m obecných omezeńı ve tvaru rovnost́ı a 2m jednoduchých omezeńı
pro 2m pomocných proměnných.
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21.1 Metody rekursivńıho kvadratického programováńı

V tomto odd́ılu, se omeźıme na př́ıpad, kdy funkce h : Rn → Rm je součtem svých argument̊u, takže plat́ı
(1408). Tento př́ıpad zahrnuje funkce tvaru (1405) a všechny d̊uležité funkce vyjmenované na začátku této
kapitoly. V tomto speciálńım př́ıpadě maj́ı nutné KKT podmı́nky tvar (1412)–(1413), kde ∂h(z)/∂zk = 1,
1 ≤ k ≤ m. Linearizujeme-li tyto podmı́nky v okoĺı bodu x ∈ Rn, můžeme pro s ∈ Rn psát

m∑
k=1

mk∑
l=1

(gkl(x) +Gkl(x)s)ukl = 0,

mk∑
l=1

ukl = 1, 1 ≤ k ≤ m,

ukl ≥ 0, fkl(x) + gTkl(x)s− zk ≤ 0, ukl(fkl(x) + gTkl(x)s− zk) = 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk,

což jsou nutné KKT podmı́ky pro řešeńı úlohy kvadratickéko programováńı: minimalizovat kvadratickou
funkci

Q(s, z) =
m∑

k=1

zk +
1

2
sTGs, G =

m∑
k=1

mk∑
l=1

Gkl(x)ukl (1425)

na množině
C = {(s, z) ∈ Rn+m : fkl(x) + gTkl(x)s ≤ zk, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk}. (1426)

Poznamenejme, že koeficienty ukl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, v (1425) jsou staré Lagrangeovy multiplikátory.
Nové Lagrangeovy multiplikátory se spolu s novými hodnotami proměnných zk, 1 ≤ k ≤ m, urč́ı řešeńım
úlohy kvadratického programováńı (1425)–(1426).

Abychom zjednodušili zápis, budeme argument x vynechávat a použijeme označeńı

fk =

 fk1(x)
. . .

fkmk
(x)

 , uk =

 uk1
. . .
ukmk

 , ẽk =

 1
. . .
1

 ,
Ak(x) = JT

k (x) = [gk1(x), . . . , gkmk
(x)] a úlohu (1425)–(1426) zaṕı̌seme ve tvaru

minimalizovat Q(s, z) =

m∑
k=1

zk +
1

2
sTGs, pokud fk +AT

k s ≤ zkẽk, 1 ≤ k ≤ m, (1427)

odkud plynou nutné KKT podmı́nky

Gs+
m∑

k=1

Akuk = 0, ẽTk uk = 1, 1 ≤ k ≤ m, (1428)

uk ≥ 0, fk +AT
k s− zkẽk ≤ 0, uTk (fk +AT

k s− zkẽk) = 0, 1 ≤ k ≤ m. (1429)

Poznamenejme, že z (1428)–(1429) plyne

zk = uTk (fk +AT
k s), 1 ≤ k ≤ m. (1430)

Úloha kvadratického programováńı (1427) je konvexńı, takže podle definice 135 existuje duálńı úloha
splňuj́ıćı předpoklady věty 386. Při odvozováńı duálńı úilohy kvadratického programováńı budeme použ́ıvat
označeńı

f =

 f1. . .
fm

 , u =

u1. . .
um

 , v =

 v1. . .
vm

 , w =

w1

. . .
wm

 , z =

 z1. . .
zm

 ,
A = [A1, . . . , Am]. Zřejmě f ∈ Rm, u ∈ Rm, v ∈ Rm a w ∈ Rm, z ∈ Rm, kde m =

∑m
k=1mk.
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Věta 429. Uvažujme úlohu kvadratického programováńı (1427), kde matice G je pozitivně definitńı (takže
tato úloha je konvexńı). Pak duálńı úlohu lze zapsat ve tvaru

minimalizovat Q̃(u) =
1

2
uTATHAu− fTu, pokud uk ≥ 0, ẽTk uk = 1, 1 ≤ k ≤ m, (1431)

kde H = G−1. Úloha (1431) je také konvexńı a duálńı úlohou k této úloze je primárńı úloha (1427).
Je-li dvojice ((s, z), u) KKT párem primárńı úlohy, je dvojice (u, (v, w)), kde vk = −(AT

k s+ fk − zkẽk) a
wk = zk, 1 ≤ k ≤ 1, KKT párem duálńı úlohy. Je-li dvojice (u, (v, w)) KKT párem duálńı úlohy, je dvojice
((s, z), u), kde s = −HAu a zk = wk, 1 ≤ k ≤ 1, KKT párem primárńı úlohy a plat́ı AT

k s+fk−zkẽk = −vk,
1 ≤ k ≤ m.

Důkaz Lagrangeova funkce úlohy (1427) má tvar

L(s, z, u) =
m∑

k=1

zk +
1

2
sTGs+

m∑
k=1

uTk (fk +AT
k s− zkẽk) (1432)

a pro jej́ı gradient plat́ı

g(s, z, u) =


Gs+

∑m
k=1Akuk

1− ẽT1 u1
. . .

1− ẽTmum

 . (1433)

Podle definice 135 spoč́ıvá duálńı úloha v maximalizaci Lagrangeovy funkce L(x, z, u) na množině zadané
omezeńımi u ≥ 0 a g(x, z, u) = 0. Dosad́ıme-li (1433) do rovnice g(x, z, u) = 0, dostaneme

s = −H
m∑

k=1

Akuk = −HAu, ẽTk uk = 1, 1 ≤ k ≤ m, (1434)

což po dosazeńı do (1432) dává

L(s, z, u) =
m∑

k=1

zk +
1

2
sTGs+ uT (f +AT s)−

m∑
k=1

zk =
1

2
uTATHAu+ uT f − uTATHAu

= −1

2
uTATHAu+ fTu,

takže maximalizace Lagrangeovy funkce L(s, z, u) je ekvivalentńı minimalizaci funkce Q̃(u). Jelikož matice
H je pozitivně definitńı, je úloha (1431) také konvexńı a lze k ńı přǐradit duálńı úlohu spoč́ıvaj́ıćı v
maximalizaci Lagrangeovy funkce

L̃(u, v, w) =
1

2
uTATHAu− fTu−

m∑
k=1

vTk uk +
m∑

k=1

wk(ẽ
T
k uk − 1) (1435)

na množině zadané omezeńımi g̃(u, v, w) = 0, neboli

AT
kHAu− fk − vk + wkẽk = 0, 1 ≤ k ≤ m, (1436)

a
uk ≥ 0, ẽTk uk = 1, vk ≥ 0, vTk uk = 0, 1 ≤ k ≤ m.

Polož́ıme-li s = −HAu, a dosad́ıme-li tento vztah do (1436) dostaneme

−vk = fk +AT
k s− wkẽk, 1 ≤ k ≤ m, (1437)
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což spolu s uTk vk = 0 a uTk ẽ = 1 dává wk = uTk (fk + AT
k s), takže podle (1430) plat́ı wk = zk, 1 ≤ k ≤ m.

Dosad́ıme-li tyto rovnosti spolu s s = −HAu do (1435), můžeme psát

L̃(u, v, w) =
1

2
sTGs−

m∑
k=1

fTk uk +
m∑

k=1

(fk +AT
k s− zkẽk)

Tuk =
1

2
sTGs−

m∑
k=1

uTkA
T
k s−

m∑
k=1

zk

=
1

2
sTGs− sTGs−

m∑
k=1

zk = −

(
m∑

k=1

zk +
1

2
sTGs

)
,

takže maximalizace Lagrangeovy funkce L̃(u, v, w) je ekvivalentńı minimalizaci funkce Q(s, z). 2

Poznámka 527. Poznamenejme, že podle (1431) a (1434) plat́ı

Q̃(u) =
1

2
sTGs− fTu, (1438)

takže

Q(s, z)− Q̃(u) =

m∑
k=1

zk + fTu. (1439)

Věta 430. Necht’ je splněn předpoklad X3 a necht’ vektory s ∈ Rn, z ∈ Rm jsou řešeńım úlohy kvadra-
tického programováńı (1425)–(1426), kde matice G je pozitivně definitńı, a u ∈ Rm je odpov́ıdaj́ıćı vektor
Lagrangeových multiplikátor̊u. Pokud s = 0, je dvojice ((x, z), u) KKT párem úlohy (1411). Pokud s ̸= 0,
plat́ı F ′(x, s) = sT g(x, u) < 0, kde F ′(x, s) je směrová derivace funkce (1408) v bodě x ve směru s a g(x, u)
je vektor určený vzorcem (1412). Pokud κ(G) ≤ 1/ε20, kde κ(G) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice G,
plat́ı sT g(s, u) ≤ −ε0∥s∥∥g(x, u)∥ a pro libovolné č́ıslo 0 < ε1 < 1/2 existuje délka kroku 0 < α ≤ 1 taková,
že

F (x+ αs)− F (x) ≤ ε1αs
T g(x, u), (1440)

pokud 0 < α ≤ α.

Důkaz (a) Pokud s = 0, jsou podmı́nky (1428)–(1429) totožné s podmı́nkami (1431)–(1432), takže je-li
dvojice ((0, z), u) KKT párem úlohy (1427), je dvojice ((x, z), u) KKT párem úlohy (1411).

(b) Funkce (1408) je součtem maxim diferencovatelných funkćı, takže je podle věty 356 regulárńı a existuje
směrová derivace

F ′(x, s) = lim
α↓0

F (x+ αs)− F (x)

α
=

m∑
k=1

lim
α↓0

Fk(x+ αs)− Fk(x)

α
.

Necht’ 0 < α ≤ 1 a lk jsou indexy takové, že fklk(x + αs) = F (x + αs), 1 ≤ k ≤ m. Pak podle
předpokladu X3 plat́ı

fklk(x+ αs) ≤ fklk(x) + αgTklk(x)s+
1

2
α2G∥s∥2, 1 ≤ k ≤ m.

Použijeme-li nerovnost 0 < α ≤ 1 a vztahy (1428)–(1429), dostaneme

fklk + α gTklks ≤ fklk + α(zk − fklk) = αzk + (1− α)fklk ≤ αzk + (1− α)Fk

= Fk + α(zk − Fk) = Fk + αuTk (zkẽk − Fkẽk) ≤ Fk + αuTk (zkẽk − fk)

= Fk + αuTk (zkẽk − fk −AT
k s) + αukA

T
k s = Fk + αuTkA

T
k s.

Lze tedy psát
Fk(x+ αs)− Fk(x)

α
=
fklk(x+ αs)− Fk(x)

α
≤ sTAkuk +

1

2
αG∥s∥2, (1441)
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takže

F ′(x, s) =
m∑

k=1

lim
α↓0

Fk(x+ αs)− Fk(x)

α
≤

m∑
k=1

sTAkuk = sTAu = sT g(s, u).

Jelikož Gs = −Au = −g(x, u) (vzorec (1428)) a matice G je pozitivně definitńı, plat́ı F ′(x, s) = sT g(x, u) =
−sTGs < 0.

(c) Pokud κ(G) ≤ 1/ε20, můžeme podle věty 10 psát sT g(x, u) ≤ −ε0∥s∥∥g(x, u)∥. Jelikož s = −G−1g(x, u),
plat́ı ∥s∥ ≤ ∥g(x, u)∥/G, což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

∥s∥2 ≤ 1

G
∥s∥∥g(x, u)∥ ≤ − 1

ε0G
sT g(x, u)

a použijeme-li (1441), dostaneme

F (x+ αs)− F (x)

α
=

m∑
k=1

Fk(x+ αs)− Fk(x)

α
=

m∑
k=1

(
sTAkuk +

1

2
αG∥s∥2

)

= sT g(x, u) +
m

2
αG∥s∥2 ≤

(
1− α

mG

1ε0G

)
sT g(x, u),

takže (1440) plat́ı pokud

1− α
mG

2ε0G
≥ ε1 ⇒ α ≤ 2ε0(1− ε1)G

mG

∆
= α.

2

Poznámka 528. Č́ıslo 0 < α ≤ 1 pro které plat́ı (1440) lze určit pomoćı Armijova výběru délky kroku
(poznámka 25). Pak α je prvńım členem vyhovuj́ıćım podmı́nce (1440) v posloupnosti αj , j ∈ N , takové,
že α1 = 1 a βαj ≤ αj+1 ≤ βαj , kde 0 < β ≤ β < 1. Použije se přitom nanejvýš int(logα/ log β+1) krok̊u,
kde int(t) je největš́ı celé č́ıslo takové, že int(t) ≤ t, a plat́ı α ≥ βα. Dosad́ıme-li tuto nerovnost do (1440),
dostaneme

F (x+ αs)− F (x) ≤ ε1β αs
T g(x, u) ≤ −ε0ε1β α∥s∥∥g(x, u)∥ ≤ −

ε0ε1β α

G
∥g(x, u)∥2

∆
= −c∥g(x, u)∥2. (1442)

21.2 Řešeńı speciálńıch úloh kvadratického programováńı

V tomto odd́ılu se budeme zabývat primárńımi a duálńımi metodami pro řešeńı úloh kvadratického pro-
gramováńı tvaru (1425)–(1426). Při výkladu se omeźıme na klasické minimaxové úlohy. V př́ıpadě součtu
maxim jsou teoretické úvahy prakticky stejné, ale formálńı popis algoritmů se značně zkomplikuje. Budeme
tedy řešit primárńı úlohu

minimalizovat Q(s, z) = z +
1

2
sTGs, pokud fk + gTk s ≤ z, 1 ≤ i ≤ m, (1443)

a duálńı úlohu

minimalizovat Q̃(u) =
1

2
uTATHAu− fTu, pokud u ≥ 0, ẽTu = 1. (1444)

Poznamenejme, že podle (1434) plat́ı
s = −HAu, (1445)

651



což po dosazeńı do (1444) dává

Q̃(u) =
1

2
sTGs− fTu. (1446)

Podle věty 429 lze řešeńı primárńı úlohy (1443) źıskat řešeńım duálńı úlohy (1444) metodou aktivńıch
omezeńı. Necht’ K ⊂ I = {1, . . .m} je množina index̊u takových, že uk = 0, pokud k ̸∈ K, a vk = 0, pokud
k ∈ K, kde −vk = fk+g

T
k s−z, k ∈ K, jsou hodnoty omezeńı primárńı úlohy (vk, k ∈ K jsou Lagrangeovy

multiplikátory duálńı úlohy). Použit́ım vztah̊u (1434), (1437) a ẽTKu = 1, můžeme určit prvky uk, k ∈ K,
vektoru uK a proměnnou z. Polož́ıme-li vk = 0, k ∈ K, dostaneme

vK = −AT
Ks− fK + ẽKz = AT

KHAKuK − fK + ẽKz = 0, (1447)

takže
uK = (AT

KHAK)−1(fK − ẽKz), (1448)

a jelikož
ẽTKuK = ẽTK(AT

KHAK)−1(fK − ẽKz) = 1,

dostaneme

z =
ẽTK(AT

KHAK)−1fK − 1

ẽTK(AT
KHAK)−1ẽK

. (1449)

Definice 139. Množinu index̊u K ⊂ I takovou, že uk = 0, k ̸∈ K, a vk = 0, k ∈ K, nazveme množinou
index̊u aktivńıch omezeńı (zkráceně aktivńı množinou) primárńı úlohy. Pokud plat́ı uk ≥ 0, k ∈ K,
řekneme, že K je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy.

Pro zjednodušeńı zápisu budeme v daľśım výkladu index K (vystupuj́ıćı v (1448)–(1449) vynechávat a
psát A, f , ẽ, u, v mı́sto AK , fK , ẽK , uK , vK .

Poznámka 529. Vztahy (1448)–(1449) nelze použ́ıt, má-li matice A lineárně závislé sloupce. To může
nastat i tehdy, má-li Jacobiova matice J = [AT ,−ẽ] plnou hodnost. Abychom nemuseli vyšetřovat tento
singulárńı př́ıpad zvlášt’, použijeme matice

Ã =

[
A

−ẽT
]
, H̃ =

[
H 0
0 µ

]
, (1450)

kde µ > 0. Pak ÃT H̃Ã = ATHA+ µẽẽT , takže podle (1447) plat́ı

ÃT H̃Ãu = f + (z − µ)ẽ (1451)

a vztahy (1448)–(1449) můžeme zapsat ve tvaru

u = Cf − (z − µ)p, z = µ+
pT f − 1

pT e
, (1452)

kde C = (ÃT H̃Ã)−1 a p = Cẽ. Výběr hodnoty µ > 0 neńı kritický. Má-li matice Ã plnou hodnost, je
třeba, aby nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice ÃT H̃Ã nebylo př́ılǐs malé. Obvykle stač́ı položit µ = 1.

Metoda aktivńıch omezeńı pro řešeńı duálńı úlohy (1444) je založena na generováńı posloupnosti
přijatelných aktivńıch množin primárńı úlohy (1443). Počátečńı přijatelnou aktivńı množinu urč́ıme tak,
že zvoĺıme libovolný index k ∈ I a polož́ıme K = {k}, takže uk = 1 a ul = 0, pokud l ∈ I a l ̸= k.
V každém kroku nejprve otestujeme, zda jsou splněny nutné (v konvexńım př́ıpadě i postačuj́ıćı) KKT
podmı́nky. Pokud pro nějaký index l ̸∈ K plat́ı vl < 0, snaž́ıme se ubrat aktivńı omezeńı ul = 0 duálńı
úlohy t́ım, že uvažujeme množinu K+ = K ∪ {l}. Tato množina však nemuśı být přijatelná (může platit
uk < 0 pro nějaký index k ∈ K+). Proto je třeba předem ubrat některá aktivńı omezeńı primárńı úlohy,
neboli sestrojit přijatelnou množinu K̄ ⊂ K tak, aby i množina K+ = K̄ ∪ {l} byla přijatelná. Pro tento
účel změńıme omezeńı primárńı úlohy s indexem l na −vl(λ) = AT

l s+ fl − z + (1− λ)vl ≤ 0 (parametr λ
uvád́ıme jako argument), takže −vl(0) = AT

l s+ fl − z+ vl = 0 a uk(0) ≥ 0, pokud k ∈ K ∪ {l}. Abychom
umožnily snadněǰśı porovnáńı tohoto př́ıstupu s algoritmem 40, budeme použ́ıvat označeńı al = gl.
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Lemma 138. Necht’ K je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy (1443) a vl < 0. Předpokládejme,
že vektor ãl = [aTl ,−1]T neńı lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice Ã a označme p = Cẽ, ql = CÃT H̃ãl,

βl = 1 − ẽT ql, γl = βl/ẽ
T p a δl = ãTl (H̃ − H̃ÃCÃT H̃)ãl = ãTl H̃(ãl − Ãql), kde C = (ÃT H̃Ã)−1, takže

δl > 0. Pak plat́ı

u(λ) = u(0)− α(ql + γlp), ul(λ) = ul(0) + α, z(λ) = z(0) + αγl, (1453)

kde α = −λvl/(βlγl − δl).

Důkaz Podle (1451) lze psát[
ÃT H̃Ã ÃT H̃ãl
ãTl H̃Ã ãTl H̃ãl

] [
u(λ)
ul(λ)

]
=

[
f − (z(λ)− µ)ẽ

fl + (1− λ)vl − (z(λ)− µ)

]
. (1454)

Odečteme-li od těchto rovnic rovnice pro u(0) a ul(0), dostaneme[
ÃT H̃Ã ÃT H̃ãl
ãTl H̃Ã ãTl H̃ãl

] [
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]
= −

[
(z(λ)− z(0))ẽ

λvl + (z(λ)− z(0))

]
,

což podle (1291) dává

[
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]
= −

 C +
qlq

T
l

δl
−ql
δl

−q
T
l

δl

1

δl

[ (z(λ)− z(0))ẽ
λvl + (z(λ)− z(0))

]

= −

 (p− βl
δl
ql)(z(λ)− z(0))− λvl

δl
ql

βl
δl
(z(λ)− z(0)) +

λvl
δl

 . (1455)

Jelikož pro λ ≥ 0 plat́ı ẽTu(λ) + ul(λ) = 1, můžeme psát

ẽT (u(λ)− u(0)) + (ul(λ)− ul(0)) = 0, (1456)

což spolu s (1455) dává

[
ẽT 1

] [ u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]
= −

(
ẽT p+

β2
l

δl

)
(z(λ)− z(0))− βl

δl
λvl = 0,

neboli

z(λ)− z(0) = −βl
δl

δl
δlẽT p+ β2

l

λvl = −γl
λvl

δl + βlγl
= αγl, (1457)

což je posledńı rovnost v (1453). Zbylé rovnosti v (1453) dostaneme, dosad́ıme-li (1457) do (1455) a
provedeme-li formálńı úpravy. 2

Poznámka 530. Použijeme-li (1450), dostaneme[
ÃT H̃Ã ÃT H̃ãl
ãTl H̃Ã ãTl H̃ãl

]
=

[
ATHA ATHal
aTl HA aTl Hal

]
+ µ

[
ẽẽT ẽ
ẽT 1

]
, (1458)

takže
ql = CÃT H̃ãl = CATHal + µp, (1459)

δl = ãTl H̃(ãl − Ãql) = aTl H(al −Aql) + µβl, (1460)

Poznamenejme, že βlγl + δl = β2
l /ẽ

TCẽ+ δl = 0 pouze tehdy, když βl = γl = δl = 0.
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Lemma 139. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 138. Pak plat́ı

Q(s(λ), z(λ)) = Q(s(0), z(0)) +
1

2
α(βlγl + δl)(ul(λ) + ul(0)). (1461)

Q̃(u(λ), ul(λ)) = Q̃(u(0), ul(0)) +
1

2
α2(βlγl + δl) + αvl. (1462)

Důkaz (a) Použijeme-li (1445) a (1453), můžeme psát

s(λ)− s(0) = −HA(u(λ)− u(0))−Hal(ul(λ)− ul(0)) = αH(A(ql + γlp)− al),

s(0) = −H(Au(0) + alul(0))

a podle (1458)–(1459) plat́ı

ATHAql = ÃT H̃Ãql − µẽẽT ql = ATHal + µẽ− µẽẽT ql = ATHal + µβlẽ,

ATHAp = ÃT H̃Ãp− µẽẽT p = ẽ− µẽẽT p,

nebot’ ÃT H̃Ã = C−1. Použijeme-li tyto rovnosti a vztahy (1459)–(1460), dostaneme

ATH(A(ql + γlp)− al) = ATHal + µβlẽ+ γlẽ− µγlẽẽ
T p−ATHal = γlẽ,

−aTl H(A(ql + γlp)− al) = δl − µβl − γla
T
l HACẽ = δl − µβl − γlẽ

T ql + µγlẽ
T p = δl − γlẽ

T ql,

což po dosazeńı dává

(s(λ)− s(0))TGs(0) = −α(A(ql + γlp)− al)
TH(Au(0) + alul(0))

= −αγlẽTu(0) + α(δl − γlẽ
T ql)ul(0)

= −αγl(1− ul(0)) + α(δl − γl(1− βl))ul(0)

= −αγl + α(δl + βlγl)ul(0), (1463)

(s(λ)− s(0))TG(s(λ)− s(0)) = α2(A(ql + γlp)− al)
THA(ql + γlp)− al)

= α2γlẽ
T (ql + γlp) + α2(δl − γlẽ

T ql)

= α2(δl + βlγl) (1464)

(nebot’ pro λ ≥ 0 plat́ı ẽTu(λ) + ul(λ) = 1), a jelikož z(λ)− z(0) = αγl, můžeme podle (1463)–(1464) psát

Q(s(λ), z(λ)) = Q(s(0), z(0)) + z(λ)− z(0) + (s(λ)− s(0))Gs(0) +
1

2
(s(λ)− s(0))TG(s(λ)− s(0))

= Q(s(0)), z(0)) + αγl − αγl + α(δl + βlγl)ul(0) +
1

2
α2(δl + βlγl)

= Q(s(0)), z(0)) +
1

2
α(δl + βlγl)(u(λ) + ul(0)),

nebot’ α = ul(λ)− ul(0)).

(b) Použijeme-li (1454), (1456), a (1458) dostaneme

(s(λ)− s(0))TGs(0) =

[
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]T [
ATHA ATHal
aTl HA aTl Hal

] [
u(0)
ul(0)

]
=

[
u(λ)− u(0)
ul(λ)− ul(0)

]T [
f − z(0)ẽ

fl + vl − z(0)

]
= (u(λ)− u(0))T f + (ul(λ)− ul(0))fl + (ul(λ)− ul(0))vl,

což spolu s (1446) a (1453) dává

Q̃(u(λ), ul(λ)) = Q̃(u(0), ul(0)) + (s(λ)− s(0))Gs(0) +
1

2
(s(λ)− s(0))TG(s(λ)− s(0))

−fT (u(λ)− u(0))− fl(ul(λ)− ul(0))

= Q̃(u(0), ul(0)) +
1

2
(s(λ)− s(0))TG(s(λ)− s(0)) + αvl,
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takže podle (1464) plat́ı (1462). 2

Poznámka 531. Označme Ĩ = {k ∈ I ∩K : eTk (ql + γlp) > 0} a položme

α1 = − vl
βlγl + δl

, α2 =
uj(0)

eTj (ql + γlp)
= min

k∈Ĩ

uk(0)

eTk (ql + γlp)
, (1465)

přižemž α1 = ∞, pokud βlγl + δl = 0, a α2 = ∞, pokud Ĩ = ∅. Necht’ α = min(α1, α2). Mohou nastat tři
př́ıpady

(1) Pokud α = α1 = ∞, nemá duálńı úloha optimálńı řešeńı, nebot’ βlγl + δl = 0 a vl < 0, takže podle
(1462) plat́ı Q̃(u(α), ul(α)) → −∞, pokud α → ∞. Podle poznámky 477 nemá v tomto př́ıpadě
primárńı úloha př́ıpustné řešeńı.

(2) Pokud α = α1 <∞, takže βlγl+δl > 0, můžeme položitK+ = K∪{l}, což odpov́ıdá přidáńı omezeńı
s indexem l do množiny aktivńıch omezeńı primárńı úlohy. V tomto př́ıpadě je třeba aktualizovat
reprezentaci lineárńı variety definované novými aktivńımi omezeńımi (věta 393).

(3) Pokud α = α2 < α1, je třeba omezeńı s indexem j (vzorec (1465)) ubrat z množiny aktivńıch omezeńı
primárńı úlohy. V tomto př́ıpadě je třeba aktualizovat reprezentaci lineárńı variety definované novými
aktivńımi omezeńımi (věta 394).

Poznámka 532. Pokud α = α2 < α1, nemůžeme přidat index l do množiny K. V tomto př́ıpadě je
třeba ubrat index j z množiny K a vytvořit tak množinu K̄1 = K̄0 \ {j}, kde K̄0 = K, což je možné,
nebot’ uj = 0. Přitom je třeba vynásobit hodnotu vl č́ıslem 1 − α/α1 (pokud α1 = ∞, hodnota vl se
nezměńı). Provedeme-li tyto úpravy, můžeme se pokusit přidat index l k množině K̄1. Opakováńım tohoto
postupu dostaneme posloupnost množin K = K̄0 ⊃ K̄1 ⊃ · · · ⊃ K̄p. Protože počet omezeńı primárńı
úlohy je konečný, muśı existovat množina K̄ = K̄p, kde p ≥ 0, taková, že bud’ α = ∞ (řešeńı úlohy (1443)
neexistuje), nebo α = α1, takže množina K+ = K̄ ∪ {l} je přijatelnou aktivńı množinou primárńı úlohy.

Lemma 140. Necht’ úloha (1443) má řešeńı a K, K+ = K̄ ∪ {l} jsou množiny uvedené v poznámce 532.
Necht’ s a s+ jsou směrové vektory určené vzorcem (1445), kde vystupuj́ı vektory u a u+ odpov́ıdaj́ıćı
přijatelným množinám K a K+. Pak plat́ı Q(s+, z+) > Q(s, z).

Důkaz Označme s̄i, 0 ≤ i ≤ p, směrové vektory určené vzorcem (1445), kde vystupuj́ı vektory ūi,
0 ≤ i ≤ p, odpov́ıdaj́ıćı množinám K̄i, 0 ≤ i ≤ p. Pak podle lemmatu 1462 plat́ı Q(s̄i, z̄i) ≥ Q(s̄i−1, z̄i−1),
1 ≤ i ≤ p. Jelikož v posledńım kroku, určeném množinou K̄ = K̄p, plat́ı α = α1, takže βlγl + δl > 0 a
α > 0, a jelikož ūl(0) ≥ 0, můžeme psát Q(s+, z+) > Q(s̄, z̄) = Q(s̄p, z̄p) ≥ Q(s̄0, z̄0) = Q(s, z). 2

Algoritmus 41. (duálńı metoda aktivńıch omezeńı)

Krok 1 Zvoĺıme libovolně index 1 ≤ l ≤ m (např́ıklad l = 1) a č́ıslo µ (např́ıklad µ = 1). Polož́ıme
K := {l}, u := [1], ẽ := [1], A := [al], R = [aTl Hal + µ]1/2 a vypočteme č́ıslo z := fl − aTl Hal.
Polož́ıme vl := 0 a uk := 0 pro k ̸∈ K.

Krok 2 Vypočteme vektor s := −HAu (vzorec (1445)), polož́ıme vk := z − (aTk s + fk) pro k ̸∈ K a
urč́ıme index l ̸∈ K takový, že vl = mink ̸∈K vk. Pokud vl ≥ 0, ukonč́ıme výpočet (dvojice
(s, z) ∈ Rn+1 je řešeńım primárńı úlohy (1443) a vektor u je řešeńım duálńı úlohy (1444)).

Krok 3 Urč́ıme vektor p řešeńım soustavy rovnic RTRp = ẽ a vektor ql řešeńım soustavy rovnic RTRql =
ÃT H̃ãl, polož́ıme βl := 1−ẽT ql, γl := βl/ẽ

T p a δl := ãTl H̃(ãl−Ãql) (poznámka 533). Vypočteme
č́ısla α1, α2 definovaná v poznámce 531 a polož́ıme α := min(α1, α2). Pokud α = ∞, ukonč́ıme
výpočet (primárńı úloha nemá př́ıpustné řešeńı a duálńı úloha nemá optimálńı řešeńı). Pokud
α <∞, polož́ıme u := u− α(ql + γlp), ul := ul + α z := z + αγl a vl := (1− α/α1)vl.

Krok 4 Pokud α = α1, polož́ıme K := K ∪ {l}, u := u+, f := f+, e := e+, A := A+, R := R+, kde
u+ = [uT , ul]

T , f+ = [fT , fl]
T , ẽ+ = [ẽT , 1]T a A+, R+ jsou matice určené podle věty 393.

Přejdeme na krok 2.
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Krok 5 Pokud α ̸= α1, polož́ıme K := K \ {j}, u := u−, f := f−, e := e−, A := A−, R := R−,
kde j ∈ K je index určený podle vzorce (1465), vektory u−, f−, ẽ− vzniknou z vektor̊u u, f ,
ẽ vyškrtnut́ım prvku s indexem j a A−, R− jsou matice určené podle věty 394. Přejdeme na
krok 3.

Poznámka 533. Vektor ql a č́ıslo δl použité v kroku 3 algoritmu 41 lze spoč́ıtat tak, že řeš́ıme dvě soustavy
rovnic RT rl = ÃT H̃ãl = ATHal + µẽ a Rql = rl s trojúhelńıkovými maticemi RT a R a polož́ıme δl = ρ2l ,
kde ρ2l = aTl Hal − rTl rl. Podle věty 393 pak plat́ı

R+ =

[
R rl
0 ρl

]
.

Věta 431. Algoritmus 41 najde řešeńı úloh (1443) a (1444) po konečném počtu krok̊u nebo po konečném
počtu krok̊u zjist́ı, že tyto úlohy nemaj́ı řešeńı.

Důkaz Algoritmus 41 generuje posloupnost aktivńıch množin primárńı úlohyKji , ji ∈ N , přičemž množina
Kj1 , j1 = 1, je přijatelná. Předpokládejme, že množina Kji , ji ∈ N , je přijatelná. Podle lemmatu 1462 po
nejvýše m kroćıch bud’ zjist́ıme, že úlohy (1443) a (1444) nemaj́ı řešeńı, nebo źıskáme přijatelnou množinu
Kji+1 , kde ji+1 − ji ≤ m, přižemž Q(sji+1 , zji+1) > Q(sji , zji). Množiny Kji+1 a Kji jsou tedy r̊uzné
a protože počet r̊uzných podmnožin množiny {1, . . . ,m} je konečný, muśı výpočet skončit po konečném
počtu krok̊u. 2

21.3 Primárńı metody vniťrńıch bodů

Primárńı metody vnitřńıch bod̊u pro úlohy s omezeńımi ve tvaru nerovnost́ı jsou založeny na tom, že se k
minimalizované funkci přidá bariérový člen, obsahuj́ıćı zadaná omezeńı a výsledná bariérová funkce, závislá
na bariérovém parametru 0 < µ ≤ µ, se postupně minimalizuje na Rn (bez omezeńı), přičemž µ → 0.
Aplikujeme-li tento postup na úlohu (1411), dostaneme bariérovou funkci

Bµ(x, z) = h(z) + µ
m∑

k=1

mk∑
l=1

φ(zk − fkl(x)), 0 < µ ≤ µ, (1466)

kde φ : (0,∞) → R je bariéra, která splňuje následuj́ıćı předpoklady.

Předpoklad B1. Funkce φ(t), t ∈ (0,∞), je dvakrát spojitě diferencovatelná, klesaj́ıćı a ryze konvexńı,
přičemž limt→0 φ(t) = ∞. Funkce φ′(t) je rostoućı, ryze konkávńı taková, že limt→∞ φ′(t) = 0. Funkce
−tφ′(t) a t2φ′′(t) jsou shora omezené.

Předpoklad B2. Funkce φ(t), t ∈ (0,∞), je dvakrát spojitě diferencovatelná, plat́ı −tφ′(t) ≤ 1, t2φ′′(t) ≤
1 a existuj́ı č́ısla c > 0, τ > 0 taková že

−tφ′(t) ≥ c, pokud t < τ. (1467)

Někdy je výhodné, aby funkce φ(t) splňovala daľśı předpoklad.

Předpoklad B3. Funkce φ(t), t ∈ (0,∞), je zdola omezená, takže existuje č́ıslo φ ≤ 0 akové, že φ(t) ≥ φ,
pokud t ∈ (0,∞).

Jsou-li splněny předpoklady X1, X2 a B3, je bariérová funkce (1466) zdola omezená, přičemž plat́ı

Bµ(x, z) ≥ h(z) +mµφ ≥ h(F 1, . . . , Fm) +mµφ, m =
m∑

k=1

mk. (1468)
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Poznámka 534. Nejčastěji se použ́ıvá logaritmická bariéra

φ1(t) = log t−1 = − log t, (1469)

která splňuje předpoklady B1, B2, ale nesplňuje předpoklad B3, nebot’ log t → ∞ pro t → ∞. Proto se
někdy použ́ıvaj́ı jiné bariéry, např́ıklad funkce

φ2(t) = log(t−1 + τ−1) = − log
tτ

t+ τ
, (1470)

která je zdola omezená č́ıslem φ = − log τ , nebo funkce

φ3(t) = − log t, 0 < t ≤ τ, φ3(t) = at−2 + bt−1 + c, t ≥ τ, (1471)

která je zdola omezená č́ıslem φ = − log τ − 3/2, nebo funkce

φ4(t) = − log t, 0 < t ≤ τ, φ4(t) = at−1 + bt−1/2 + c, t ≥ τ, (1472)

která je zdola omezená č́ıslem φ = − log τ − 3. Koeficienty a, b, c se vyb́ıraj́ı tak, aby funkce φ(t) i jej́ı
prvńı a druhá derivace byly spojité v bodě t = τ . Vztahy pro tyto funkce a jejich derivace jsou uvedeny v
následuj́ıćı tabulce, kde λ = t/τ (funkce φ3(t) a φ4(t) splývaj́ı s funkćı φ1(t) pro t ≤ τ).

φ(t) φ′(t) φ′′(t) φ′′′(t)

φ1 − log t −1

t

1

t2
− 2

t3

φ2 − log
t

λ+ 1
− 1

t(λ+ 1)

2λ+ 1

t2(λ+ 1)2
−2(3λ2 + 3λ+ 1)

t3(λ+ 1)3

φ3
4λ− 1

2λ2
− log τ − 3

2
−2λ− 1

tλ2
4λ− 3

t2λ2
−12(λ− 1)

t3λ2
t ≥ τ

φ4
4
√
λ− 1

λ
− log τ − 3 −2

√
λ− 1

tλ

3
√
λ− 2

t2λ
−3(5

√
λ− 3)

t3λ
t ≥ τ

Věta 432. Všechny funkce uvedené v poznámce 534 splňuj́ı předpoklady B1 a B2. Nav́ıc pro t < τ plat́ı

φ′(t)φ′′′(t)− φ′′(t)2 > 0. (1473)

Funkce φ2, φ3, φ4 splňuj́ı předpoklad B3.

Důkaz (a) Z tabulky je zřejmé, že funkce −φ′(t), φ′′(t), −φ′′′(t) jsou pro t > 0 kladné (funkce φ3(t) a
φ4(t) splývaj́ı pro t < τ s funkćı φ1(t) a pro t ≥ τ je λ ≥ 1).

(b) Zřejmě −tφ′
1(t) = 1, t2φ′′

1(t) = 1 a pro t < τ to plat́ı i pro funkce φ3(t) a φ4(t). Nerovnosti −tφ′
2(t) ≤ 1,

t2φ′′
2(t) ≤ 1 jsou zřejmé z tabulky. U funkćı φ3 a φ4 lze využ́ıt toho, že λ je rostoućı funkćı proměnné t,

takže funkce −tφ′
3(t), t

2φ′
3(t) a −tφ′

4(t), t
2φ′

4(t) jsou pro t ≥ τ klesaj́ıćı a nabývaj́ı svého maxima, když
λ = t/τ = 1.

(c) Jelikož podle (b) plat́ı −tφ′
1(t) = 1, je splněna nerovnost (1467) s c = 1 a s libovolnou hodnotou

τ > 0 (formálně i s τ = ∞). Totéž plat́ı pro funkce φ3 a φ4 (tentokrát s konkrétńı hodnotou τ). Zřejmě
−tφ′

2(t) = 1/(λ+ 1), což pro t < τ (neboli λ < 1) dává −tφ′
2(t) ≥ 1/2, takže plat́ı (1467) s c = 1/2.

(d) Zřejmě φ′
1(t)φ

′′′
1 (t) − φ′′

1(t)
2 = 1/t4 > 0 a pro t < τ to plat́ı i pro funkce φ3(t) a φ4(t). Z tabulky je

patrné, že

φ′
2(t)φ

′′′
2 (t)− φ′′

2(t)
2 =

6λ2 + 6λ+ 1

t4(λ+ 1)4
− 4λ2 + 4λ+ 1

t4(λ+ 1)4
=

2λ2 + 2λ+ 1

t4(λ+ 1)4
> 0.

(e) To, že funkce φ2, φ3, φ4 splňuj́ı předpoklad B3 je zřejmé (poznámka 534). 2
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Věta 433. Necht’ je splněn předpoklad B1. Pak rovnice αφ′(t) + 1 = 0, α > 0, má jediné kladné řešeńı
t(α), přičemž t′(α) > 0. Je-li splněn předpoklad B2, plat́ı

c min(α, τ) ≤ t(α) ≤ α. (1474)

Je-li splňena podmı́nka (1473), plat́ı (αφ′′(t(α)))′ ≤ 0.

Důkaz Podle předpokladu B1 je spojitá funkce φ′(t) rostoućı a plat́ı limt→0 φ
′(t) = −∞ (nebot’ limt→0 φ(t) =

∞) a limt→∞ φ′(t) = 0, takže pro libovolné č́ıslo α > 0 má rovnice φ′(t) = −1/α jediné kladné řešeńı.

(a) Derivujeme-li rovnost
αφ′(t(α)) = −1 (1475)

podle proměnné α a použijeme-li nerovnosti φ′(t(α)) < 0 a φ′′(t(α)) > 0, dostaneme

φ′(t(α)) + αφ′′(t(α))t′(α) = 0 ⇒ t′(α) = − φ′(t(α))

αφ′′(t(α))
> 0.

(b) Necht’ je splněn předpoklad B2. Přičteme-li rovnost (1475) k nerovnosti −t(α)φ′(t(α)) ≤ 1, dostaneme

−(t(α)− α)φ′(t(α)) ≤ 0,

což spolu s nerovnost́ı φ′(t(α)) < 0 dává t(α) ≤ α. Pokud α < τ , přičteme rovnost (1475) vynásobenou
č́ıslem c > 0 k nerovnosti (1467) (kde t = t(α)), č́ımž dostaneme

−(t(α)− cα)φ′(t(α)) ≥ 0,

takže t(α) ≥ cα.

(c) Je-li splněna nerovnost (1473), můžeme psát

d(αφ′′(t(α)))

dα
= φ′′(t(α)) + αφ′′′(t(α))t′(α) = φ′′(t(α))− φ′′′(t(α))

φ′(t(α))

φ′′(t(α))
≤ 0.

2

Poznámka 535. Pro funkci φ1 plat́ı φ′
1(t) = −1/t, což dává t(α) = α, takže je splněna nerovnost (1474),

kde c = 1 (č́ıslo τ > 0 může být pro funkci φ1 libovolné). Totéž plat́ı pro funkce φ3 a φ4, které jsou pro
t < τ totožné s funkćı φ1 a pro t ≥ τ lze psát

φ′
3(t)− φ′

1(t) =
1

t

(
1− 2λ− 1

λ2

)
=

(λ− 1)2

tλ2
≥ 0,

φ′
4(t)− φ′

1(t) =
1

t

(
1− 2

√
λ− 1

λ

)
=

(
√
λ− 1)2

tλ
≥ 0.

Pro funkci φ2 dostaneme rovnici

ατ

t(t+ τ)
= 1 ⇒ t2 + τt− τα = 0,

která má řešeńı

t(α) =
τ

2

(√
1 + 4α/τ − 1

)
=

2α

1 +
√
1 + 4α/τ

≤ α.

Z tohoto vzorce je patrné, že funkce t(α)/α je klesaj́ıćı a v intervalu 0 < α ≤ τ nabývá svého minima
2/(

√
5 + 1) > 1/2 v bodě α = τ , takže plat́ı (1474), s hodnotou c = 1/2 uvedenou v části (c) d̊ukazu

věty 432. Pokud α ≥ τ dostaneme pro funkce φ3 a φ4 kubickou a bikvadratickou rovnici. Výsledné vzorce
jsou značně nepraktické, takže se spokoj́ıme s mezemi uvedenými v (1474).
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Poznámka 536. Jak uvid́ıme později, největš́ı uvažovanou hodnotou v rovnici αφ′(α) + 1 = 0 bývá č́ıslo
α = mkµ/hk. Zvoĺıme-li τ > mµ/hk, bude pro funkce φ3, φ4 platit φ3(t) = φ1(t), φ4(t) = φ1(t), a tedy
t(α) = α. Obvykle µ = 1 a pro součet maxim nebo pro klasický minimax plat́ı hk = 1. V tomto př́ıpadě
stač́ı, když τ ≥ m (vhodná hodnota je např́ıklad τ = 106). Poznamenejme, že ve všech př́ıpadech plat́ı
t(α) ≤ α, takže α můžeme považovat za dobrou horńı mez pro t(α).

Poznámka 537. V daľśım výkladu označ́ıme gkl(x) a Gkl(x) gradienty a Hessovy matice funkćı fkl(x),
1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, a polož́ıme

ukl(x, z) = −µφ′(zk − fkl(x)), vkl(x, z) = µφ′′(zk − fkl(x)), (1476)

uk(x, z) =

 uk1(x, z)
. . .

ukmk
(x, z)

 , vk(x, z) =

 vk1(x, z)
. . .

vkmk
(x, z)

 , ẽk =

 1
. . .
1


(poznamenejme, že ukl(x, z) > 0 a vkl(x, z..) > 0, je-li splněn předpoklad B1). Pro logaritmickou bariéru
φ(t) = − log t plat́ı

ukl(x, z) =
µ

zk − fkl(x)
, vkl(x, z) =

µ

(zk − fkl(x))2
=

1

µ
u2kl(x, z), (1477)

Označ́ıme-li g(x, z) gradient funkce Bµ(x, z) a γk(x, z) = ∂Bµ(x, z)/∂zk, můžeme nutné podmı́nky pro
extrém bariérové funkce (1466) zapsat ve tvaru

g(x, z) =
m∑

k=1

mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x, z) =
m∑

k=1

Ak(x)uk(x, z) = 0, (1478)

γk(x, z) = hk(z)−
mk∑
l=1

ukl(x, z) = hk(z)− ẽTk uk(x, z) = 0, 1 ≤ k ≤ m, (1479)

kde Ak(x) = JT
k (x) = [gk1(x), . . . , gkmk

(x)] a hk(z) = ∂h(z)/∂zk, 1 ≤ k ≤ m, což je soustava n + m
nelineárńıch rovnic pro neznámé vektory x a z. Tyto rovnice lze řešit Newtonovou metodou. V tomto
př́ıpadě je třeba určit druhé derivace Lagrangeovy funkce (což jsou prvńı derivace výraz̊u (1478) a (1479)).
Označ́ıme-li

G(x, z) =
m∑

k=1

mk∑
l=1

Gkl(x)ukl(x, z) (1480)

Hessovu matici Lagrangeovy funkce a polož́ıme-li Vk(x, z) = diag(vk1(x, z), . . . , vkmk
(x, z)), můžeme psát

∂g(x, z)

∂x
=

m∑
k=1

mk∑
l=1

Gkl(x)ukl(x, z) +
m∑

k=1

mk∑
l=1

gkl(x)vkl(x, z)g
T
kl(x)

= G(x, z) +
m∑

k=1

Ak(x)Vk(x, z)A
T
k (x),

∂g(x, z)

∂zk
= −

mk∑
l=1

gkl(x)vkl(x, z) = −Ak(x)vk(x, z),

∂γk(x, z)

∂x
= −

mk∑
l=1

vkl(x, z)g
T
kl(x) = −vTk (x, z)AT

k (x),

∂γk(x, z)

∂zk
= h′′k(z) +

mk∑
l=1

vkl(x, z) = h′′k(z) + ẽTk vk(x, z),
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kde h′′kk(z) = ∂2h(z)/∂z2k. Použit́ım těchto vztah̊u źıskáme soustavu lineárńıch rovnic popisuj́ıćıch krok
Newtonovy metody


W (x, z) −A1(x)v1(x, z) . . . −Am(x)vm(x, z)

−vT1 (x, z)AT
1 (x) h′′11(z) + ẽT1 v1(x, z) . . . h′′1m(z)

. . . . . . . . . . . .
−vTm(x, z)AT

m(x) h′′m1(z) . . . h′′mm(z) + ẽTmvm(x, z)



∆x
∆z1
. . .
∆zm

 = −


gk(x, z)
γ1(x, z)
. . .

γm(x, z)

 , (1481)

kde

W (x, z) = G(x, z) +
m∑

k=1

Ak(x)Vk(x, z)A
T
k (x). (1482)

Poznámka 538. Polož́ıme-li

C(x, z) = [A1(x)v1(x, z), . . . , Am(x)vm(x, z)], M(x, z) = diag(ẽT1 v1(x, z), . . . , ẽ
T
mvm(x, z)),

D(x, z) = ∇2h(z) +M(x, z)

a γ(x, z) = [γ1(x, z), . . . , γm(x, z)]T , můžeme krok Newtonovy metody zapsat ve tvaru[
W (x, z) −C(x, z)

−CT (x, z) D(x, z)

] [
∆x
∆z

]
= −

[
g(x, z)
γ(x, z)

]
. (1483)

Matice D(x, z) je pozitivně definitńı, nebot’ matice ∇2h(z) je pozitivně semidefinitńı podle předpokladu X2
a diagonálńı matice V (x, z) má kladné diagonálńı prvky.

Poznámka 539. Je-li č́ıslo m malé (jako v př́ıpadě klasické minimaxové úlohy, kde m = 1), použijeme
vyjádřeńı[

W −C
−CT D

]−1

=

[
W−1 −W−1C(CTW−1C −D)−1CTW−1 −W−1C(CTW−1C −D)−1

−(CTW−1C −D)−1CTW−1 −(CTW−1C −D)−1

]
.

Předpokládáme, že maticeW je regulárńı (v opačném př́ıpadě ji můžeme regularizovat např́ıklad Gillovým-
Murrayovým rozkladem popsaným v odd́ılu 2.7). Řešeńı soustavy rovnic (1483) pak vypočteme podle
vzorc̊u

∆z = (CTW−1C −D)−1(CTW−1g + γ), (1484)

∆x =W−1(C∆z − g). (1485)

V tomto př́ıpadě je třeba rozložit velkou ř́ıdkou matici W řádu n a malou hustou matici CTW−1C −D
řádu m.

Poznámka 540. Jsou-li č́ısla mk, 1 ≤ k ≤ m, malá a matice ∇2h(z) je diagonálńı (jako v př́ıpadé součtu
absolutńıch hodnot), je matice W (x, z)− C(x, z)D−1(x, z)CT (x, z) ř́ıdká. Můžeme tedy použ́ıt vyjádřeńı[

W −C
−CT D

]−1

=

[
(W − CD−1CT )−1 (W − CD−1CT )−1CD−1

D−1CT (W − CD−1CT )−1 D−1 +D−1CT (W − CD−1CT )−1CD−1

]
.

Řešeńı soustavy rovnic (1483) pak vypočteme podle vzorc̊u

∆x = −(W − CD−1CT )−1(g + CD−1γ), (1486)

∆z = D−1(CT∆x− γ). (1487)

V tomto př́ıpadě je třeba rozložit velkou ř́ıdkou matici W − CD−1CT řádu n. Inverze diagonálńı matice
D řádu m nečińı žádný problém.
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Při iteračńım určováńı minimaxového vektoru známe hodnotu parametru µ a vektory x ∈ Rn, z ∈ Rm

takové, že zk > Fk(x), 1 ≤ k ≤ m. Použit́ım vztah̊u (1484)–(1485) nebo (1486)–(1487) urč́ıme směrové
vektory ∆x, ∆z. Pak vybereme délku kroku α tak, aby platilo

Bµ(x+ α∆x, z + α∆z) < Bµ(x, z) (1488)

a zk +α∆zk > Fk(x+α∆x), 1 ≤ k ≤ m. Nakonec polož́ıme x+ = x+α∆x, z+ = z+α∆z a urč́ıme novou
hodnotu µ+ < µ. Je-li matice soustavy rovnic (1483) pozitivně definitńı, je nerovnost (1488) splněna pro
dostatečně malou délku kroku α.

Věta 434. Necht’ matice G(x, z) určená vzorcem (1480) je pozitivně definitńı. Pak matice soustavy rovnic
(1483) je pozitivně definitńı.

Důkaz Matice soustavy rovnic (1483) je pozitivně definitńı právě tehdy když matice D i jej́ı Schur̊uv
doplněk W − CD−1CT jsou pozitivně definitńı (d̊ukaz je uveden v [T3]). Matice D je pozitivně definitńı
podle poznámky 538. Dále použijeme výsledek dokázaný v části (a) d̊ukazu lemmatu 66, podle kterého je
matice M−1 −D−1 pozitivně semidefinitńı, nebot’ matice ∇2h = D −M je pozitivně semidefinitńı. Plat́ı
tedy vT (W −CD−1CT )v = vT (W −CM−1CT )v+vTC(M−1−D−1)CT v ≥ vT (W −CM−1CT )v ∀v ∈ Rn,
takže stač́ı dokázat, že matice W − CM−1CT je pozitivně definitńı. Ale

W − CM−1CT = G+

m∑
k=1

(
AkVkA

T
k −AkVkẽk(ẽ

T
k Vkẽk)

−1(AkVkẽk)
T
)
,

matice AkVkA
T
k −AkVkẽk(ẽ

T
k Vkẽk)

−1(AkVkẽk)
T , 1 ≤ k ≤ m, jsou pozitivně semdefinitńı podle Schwarzovy

nerovnosti a matice G je pozitivně definitńı podle předpokladu. 2

Ukážeme nyńı, jak lze soustavu rovnic (1478)–(1479) řešit př́ımým určováńım minimaxového vektoru
pomoćı dvojúrovňové optimalizace

z(x;µ) = argmin
z∈Rm

Bµ(x, z), (1489)

x∗ = argmin
x∈Rn

B(x;µ), B(x;µ)
∆
= Bµ(x, z(x;µ)). (1490)

Rovnice (1489) slouž́ı k určeńı optimálńıho vektoru z(x;µ) ∈ Rm. Necht’ B̃µ(z) = Bµ(x, z) pro pevně

zvolený vektor x ∈ Rn. Funkce B̃µ(z) je ryze konvexńı (jako funkce vektoru z), nebot’ je součtem konvexńı

funkce h(z) a ryze konvexńıch funkćı µφ(zk − fkl(x)), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk. Minimum funkce B̃µ(z) je
jej́ım stacionárńım bodem, takže je řešeńım soustavy rovnic (1479) s Lagrangeovými multiplikátory (1476).
Následuj́ıćı věta ukazuje, že toto řešeńı existuje a je jediné.

Věta 435. Funkce B̃µ(z) : (F (x),∞) → R má jediný stacionárńı bod, který je jej́ım globálńım minimem.
Tento stacionarńı bod je charakterizován soustavou rovnic γ(x, z) = 0, neboli

ẽTk uk = −
mk∑
l=1

µφ′(zk − fkl(x)) = hk(z), hk(z) =
∂h(z)

∂zk
, 1 ≤ k ≤ m, (1491)

která má jediné řešeńı z(x;µ) ∈ Z ⊂ Rm takové, že pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı

Fk(x) < zk(x;µ) ≤ zk(x;µ) ≤ zk(x;µ), γ(x, zk(x;µ)) ≤ 0 ≤ γ(x, zk(x;µ)), (1492)

kde
zk(x;µ) = Fk(x) + t(µ/hk), zk(x;µ) = Fk(x) + t(mkµ/hk), (1493)

přičemž t(α) je hodnota pro kterou plat́ı (1475) a 0 < hk ≤ hk, 1 ≤ k ≤ m, jsou meze použité v (1407).
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Důkaz Pro zkráceńı zápisu budeme u hodnot zk a zk vynechávat argumenty. Podle předpokladu B1 je
funkce φ(t) záporná a rostoućı a podle definice 138 pro 1 ≤ k ≤ m plat́ı fkl(x) ≤ Fk(x), 1 ≤ l ≤ mk,
přičemž alespoň pro jeden index l nastane rovnost.

(a) Pokud plat́ı (1491), můžeme psát

hk ≥ −
mk∑
l=1

µφ′(zk − fkl(x)) ≥ −µφ′(zk − Fk(x)) ⇒ zk − Fk(x) ≥ t(µ/hk),

hk ≤ −
mk∑
l=1

µφ′(zk − fkl(x)) ≤ mkµφ
′(zk − Fk(x)) ⇒ zk − Fk(x) ≤ t(mkµ/hk),

což dokazuje lokalizačńı nerovnosti (1492)–(1493).

(b) Zvolme libovolně č́ıslo 0 < ε ≤ min1≤k≤m(zk − Fk(x))/2. Funkce B̃µ(z) nabývá svého minima na
kompaktńı množině

Zε(x;µ) = {z ∈ Rm : zk − εt(µ/hk) ≤ zk ≤ zk + εt(mkµ/hk), 1 ≤ k ≤ m} ⊂ Z◦,

nebot’ je spojitá na Z◦. Ukážeme, že toto minimum nemůže ležet na hranici množiny Zε(x;µ). Je zřejmé,
že pro libovolný bod této hranice existuje alespoň jeden index 1 ≤ k ≤ m takový, že bud’ zk = zk−εt(µ/hk)
nebo zk = zk + εt(mkµ/hk). Pokud zk = zk − εt(αk), kde αk = µ/hk, můžeme s použit́ım (1475) psát

∂B̃µ(z)

∂zk
= hk(z) +

mk∑
l=1

µφ′(zk − fkl(x)) ≤ hk + µφ′(zk − Fk(x))

= hk + µφ′ (zk − εt(αk)− Fk(x)) = hk (1 + αkφ
′((1− ε)t(αk))

< hk (1 + αkφ
′(αk))) = 0,

takže malé zvýšeńı hodnoty proměnné zk může sńıžit hodnotu funkce B̃µ(z). Pokud zk = zk + εt(αk), kde
αk = mkµ/hk, můžeme s použit́ım (1475) psát

∂B̃µ(z)

∂zk
= hk(z) +

mk∑
l=1

µφ′(zk − fkl(x)) ≥ hk +mkµφ
′(zk − Fk(x))

= hk +mkµφ
′ (zk + εt(αk)− Fk(x)) = hk (1 + αkφ

′((1 + ε)t(αk))

> hk (1 + αkφ
′(t(αk))) = 0,

takže malé sńıžeńı hodnoty proměnné zk může sńıžit hodnotu funkce B̃µ(z). Tyto úvahy implikuj́ı, že

minimum funkce B̃µ(z) je vnitřńım bodem množiny Zε(x;µ) a protože funkce B̃µ(z) je spojitě diferenco-
vatelná na Zε(x;µ), muśı podle věty 3 platit (1491). Jelikož č́ıslo ε > 0 lze vybrat libovolně malé, splňuje
toto řešeńı nerovnosti Fk(x) < zk ≤ zk(x;µ) ≤ zk, 1 ≤ i ≤ m. Jednoznačnost řešeńı plyne z ryźı konvexity
funkce B̃µ(z). 2

Poznámka 541. Soustavu rovnic (1491) lze řešit pomoćı Newtonovy metody startuj́ıćı např́ıklad z bodu
z takového, že zk = zk, 1 ≤ i ≤ m. Krok Newtonovy metody lze zapsat ve tvaru

D(x, z)∆z = −γ(x, z),

kde předpokládáme, že vektor x se neměńı (takže ∆x = 0 v (1483)).

Poznámka 542. Je-li matice ∇2h(z) diagonálńı, redukuj́ı se rovnice (1491) na m skalárńıch rovnic s
lokalizačńımi nerovnostmi (1492)–(1493). Tyto skalárńı rovnice lze efektivně řešit robustńımi metodami
popsanými např́ıklad v [106] a [107] (podrobnosti jsou uvedeny v [127]). Je-li funkce h(z) součtem svých
argument̊u, takže plat́ı (1408), a zvoĺıme-li logaritmickou bariéru (1469), lze rovnice (1491) zapsat ve tvaru

1− ẽTk uk = 1−
mk∑
l=1

µ

zk − fkl(x)
= 0, 1 ≤ k ≤ m, (1494)
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a lokalizačńı nerovnosti (1492) maj́ı pro 1 ≤ k ≤ m tvar

Fk(x) < Fk(x) + µ = zk(x;µ) ≤ zk(x;µ) ≤ zk(x;µ) = Fk(x) +mkµ, (1495)

1− ẽTk uk(x, zk(x;µ)) ≤ 0 ≤ 1− ẽTk uk(x, zk(x;µ)). (1496)

Předpokládejme, že z = z(x;µ), a označme

B(x;µ) = h(z(x;µ)) + µ
m∑

k=1

mk∑
l=1

φ(zk(x;µ)− fkl(x)). (1497)

Bariérová funkce B(x;µ) záviśı pouze na vektoru x. Abychom našli minimum funkce Bµ(x, z) v Rn+m,
stač́ı minimalizovat B(x;µ) v Rn.

Věta 436. Uvažujme bariérovou funkci (1497). Pak plat́ı

∇B(x;µ) =
m∑

k=1

Ak(x)uk(x;µ) = A(x)u(x;µ), (1498)

kde A(x) = [A1(x), . . . , Am(x)] a u(x;µ) = [uT1 (x;µ), . . . , u
T
m(x;µ)]T . Dále plat́ı

∇2B(x;µ) = W (x;µ)− C(x;µ)D−1(x;µ)CT (x;µ)

= G(x;µ) +A(x)V (x;µ)AT (x)− C(x;µ)D−1(x;µ)CT (x;µ), (1499)

kde
V (x;µ) = diag(V1(x;µ), . . . , Vm(x;µ)) = diag(V1(x, z(x;µ)), . . . , Vm(x, z(x;µ)),

W (x;µ) = W (x, z(x;µ)), G(x;µ) = G(x, z(x;µ)), M(x;µ) = M(x, z(x;µ)), C(x;µ) = C(x, z(x;µ)),
D(x;µ) = D(x, z(x;µ)) = ∇2h(z(x;µ)) + M(x, z(x;µ)). Je-li funkce h(z) součtem svých argument̊u,
m̊užeme vztah (1499) zapsat ve tvaru

∇2B(x;µ) = G(x;µ) +
m∑

k=1

Ak(x)Vk(x;µ)A
T
k (x)−

m∑
k=1

Ak(x)Vk(x;µ)ẽkẽ
T
k Vk(x;µ)A

T
k (x)

ẽTk Vk(x;µ)ẽk
. (1500)

Řešeńı rovnice
∇2B(x;µ)∆x = −∇B(x;µ) (1501)

se shoduje s vektorem ∆x určeným vztahem (1486), kde z = z(x;µ) (takže γ(x, z(x;µ)) = 0).

Důkaz Derivováńım bariérové funkce (1497) a použit́ım vzahu (1479) dostaneme

∇B(x;µ) =
m∑

k=1

∂h(z(x;µ))

∂zk

∂zk(x;µ)

∂x
−

m∑
k=1

mk∑
l=1

ukl(x;µ)

(
∂zk(x;µ)

∂x
− ∂fkl(x)

∂x

)

=
m∑

k=1

∂zk(x;µ)

∂x

(
∂h(z(x;µ))

∂zk
−

mk∑
l=1

ukl(x;µ)

)
+

m∑
k=1

mk∑
l=1

∂fkl(x)

∂x
ukl(x;µ)

=
m∑

k=1

mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x;µ) =
m∑

k=1

Ak(x)uk(x;µ),

kde
ukl(x;µ) = −µφ′(zk(x;µ)− fkl(x)), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk. (1502)
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Vzorec (1499) lze určit daľśım derivováńım vztah̊u (1479) a (1498) s použit́ım (1502). Snažš́ı zp̊usob je
založen na použit́ı vzorce (1486). Jelikož (1479) implikuje γ(x, z(x;µ)) = 0, můžeme dosadit γ = 0 do
(1486), č́ımž źıskáme rovnici(

W (x, z)− C(x, z)D−1(x, z)CT (x, z)
)
∆x = −g(x, z),

kde z = z(x;µ), která potvrzuje správnost vzorc̊u (1499) a (1501) (podrobněji je to ukázáno v práci [127]).
2

Poznámka 543. K určeńı inverzńı Hessovy matice lze použ́ıt d̊usledek 12, podle kterého plat́ı

(∇2B(x;µ))−1 = W−1(x;µ)−W−1(x;µ)C(x;µ)(
CT (x;µ)W−1(x;µ)C(x;µ)−∇2h(z(x;µ))−M(x;µ)

)−1

CT (x;µ)W−1(x;µ). (1503)

Neńı-li matice ∇2B(x;µ) pozitivně definitńı, můžeme j́ı nahradit matićı LLT = ∇2B(x;µ) + E, źıskanou
Gillovým-Murrayovým rozkladem popsaným v odd́ılu 2.7. Poznamenejme, že k určeńı směrového vektoru
∆x je výhodněǰśı použ́ıt soustavu lineárńıch rovnic (1483) mı́sto (1501), nebot’ soustavu nelineárńıch rovnic
(1491) řeš́ıme s předepsanou konečnou přesnost́ı, takže vektor γ(x, z), definovaný vztahem (1479), nemuśı
být nulový.

Použijeme-li logaritmickou bariéru (1469), pak z rovnost́ı

Vk(x;µ) =
1

µ
U2
k (x;µ), uk(x;µ) ≥ 0, ẽTk uk(x;µ) = 1, 1 ≤ k ≤ m,

kde Uk(x;µ) = diag(uk1(x;µ), . . . , ukmk
(x;µ)), plyne že ∥Vk(x;µ)∥ → ∞, pokud µ → 0, takže Hessova

matice (1499) může být špatně podmı́něná, je-li hodnota µ velmi malá. Z tohoto d̊uvodu je nutné použ́ıt
dolńı mez µ > 0 pro µ. Následuj́ıćı lemma udává horńı mez pro ∥∇2B(x;µ)∥ pro libovolnou bariéru
splňuj́ıćı předpoklady B1 a B2.

Lemma 141. Necht’ je splněn předpoklad X3 a plat́ı µ ≥ µ > 0. Pak splňuje-li bariéra předpoklady B1 a
B2, existuje konstanta c > 0 taková, že

∥∇2B(x;µ)∥ ≤ c

µ
≤ c

µ
. (1504)

Důkaz Použijeme-li vzorce (1406), (1474) a vztahy (1492)–(1493), můžeme pro 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk

psát

zk(x;µ)− fkl(x) ≥ zk(x;µ)− Fk(x) ≥ zk − Fk(x) = t(µ/h)

≥ cmin(µ/h, τ) ≥ µcmin(1/h, τ/µ)
∆
= µ/v,

kde h = max1≤k≤m hk, takže

vkl(x;µ) = µφ′′(zk(x;µ)− fkl(x)) =
µ (zk(x;µ)− fkl(x))

2φ′′(zk(x;µ)− fkl(x))

(zk(x;µ)− fkl(x))2
≤ v2

µ
, (1505)

nebot’ podle předpokladu B2 plat́ı t2φ′′(t) ≤ 1. Použijeme-li vzorec (1499) a předpoklad X3, dostaneme

∥∇2B(x;µ)∥ ≤

∥∥∥∥∥G(x;µ) +
m∑

k=1

Ak(x)Vk(x;µ)A
T
k (x)

∥∥∥∥∥
≤

m∑
k=1

mk∑
l=1

(
∥Gkl(x)ukl(x, µ)∥+

∥∥vkl(x;µ)gkl(x)gTkl(x)∥∥)
≤ m

(
G+ g2 max

1≤k≤m

(
max

1≤l≤mk

vkl(x;µ)

))
≤ m

µ

(
µG+ (g v)2

) ∆
=
c

µ
≤ c

µ
. (1506)

2
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Věta 437. Necht’ je splněn předpoklad X3 a plat́ı µ ≥ µ > 0. Je-li matice G(x;µ) stejnoměrně pozitivně

definitńı (existuje-li konstanta G pro kterou plat́ı (6)), existuje č́ıslo κ takové, že κ(∇2B(x;µ)) ≤ κ.

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 434 pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı

vT∇2B(x;µ)v = vT (W (x;µ)− C(x;µ)D−1(x;µ)CT (x;µ))v

≥ vT (W (x;µ)− C(x;µ)M−1(x;µ)CT (x;µ))v

= vTG(x;µ)v + vTAk(x)Vk(x;µ)A
T
k (x)v −

vTAk(x)Vk(x;µ)ẽkẽ
T
k V (x;µ)AT

k (x)v

ẽTk Vk(x;µ)ẽk

≥ vTG(x;µ)v ≥ G∥v∥2,

takže λ(∇2B(x;µ)) ≥ G. Jelikož podle (1504) plat́ı

λ(∇2B(x;µ)) = ∥∇2B(x;µ)∥ ≤ c

µ
,

můžeme psát

κ(∇2B(x;µ)) =
λ(∇2B(x;µ))

λ(∇2B(x;µ))
≤ c

µG

∆
= κ. (1507)

2

Poznámka 544. Existuje-li č́ıslo κ > 0 takové, že κ(∇2B(xi;µi)) ≤ κ, i ∈ N , splňuje podle věty 10
směrový vektor ∆xi podmı́nku (S1b), čili plat́ı

(∆xi)
T g(xi;µi) ≤ −ε0∥∆xi∥∥g(xi;µi)∥, i ∈ N,

kde ε0 = 1/
√
κ, a podle lemmatu 4 lze nalézt parametr délky kroku αi > 0 vyhovuj́ıćı nerovnostem (S2)

a (S3b). Podle lemmatu 5 tedy existuje č́ıslo c > 0 takové, že

B(xi+1;µi)−B(xi;µi) ≤ −c∥g(xi;µi)∥2, i ∈ N. (1508)

Neńı-li splněn předpoklad X3, plat́ı pouze (∆xi)
T g(xi;µi) < 0 (nebot’ matice ∇2B(x;µ) je podle věty 434

pozitivně definitńı) a
B(xi+1;µi)−B(xi;µi) ≤ 0, i ∈ N, (1509)

Poznámka 545. Ve vzorci (1482) se předpokládá, že G(x, z) je Hessova matice Lagrangeovy funkce.
Př́ımý výpočet matice G(x;µ) = G(x, z(x;µ)) je obvykle obt́ıžný (dá se použ́ıt automatické derivováńı
popsané v odd́ılu 14.3). Proto se většinou použ́ıvaj́ı r̊uzné aproximace G ≈ G(x;µ).

(a) Matici G ≈ G(x;µ) lze jako v odd́ılu 10.2 určit pomoćı diferenćı

Gwj =
A(x+ δwj)u(x;µ)−A(x)u(x;µ)

δ
, 1 ≤ j ≤ k.

Vektory wj , 1 ≤ j ≤ k, voĺıme tak, aby jejich počet byl co nejmenš́ı.

(b) Matice G ≈ G(x;µ) se určuje pomoćı metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy (odd́ıl 10.3). K
jej́ı aktualizaci se použ́ıvaj́ı vektory

d = x+ − x, y = A(x+)u(x+;µ)−A(x)u(x+;µ).

(c) Je-li úloha separovatelná (fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou funkcemi malého počtu nkl = O(1)
proměnných), lze jako v odd́ılu 10.5 položit

G =
m∑

k=1

mk∑
l=1

ZklĜklZ
T
klukl(x, z)

(vzorec (948)), kde redukované Hessovy matice Ĝkl se aktualizuj́ı pomoćı redukovaných vektor̊u d̂kl =
ZT
kl(x+ − x) a ŷkl = Zkl(gkl(x+)− gkl(x)).
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Poznámka 546. Matice G ≈ G(x;µ) źıskaná postupem uvedeným v poznámce 545 může být špatně
podmı́něná, takže podmı́nka (S1b) (se zvolenou hodnotou ε0 > 0) nemuśı být splněna. V tomto př́ıpadě
lze iteračńı proces přerušit a položit G = I. Pak G = 1 a G = 1 v (1506) a (1507), takže je větš́ı
pravděpodobnost, že podmı́nka (S1b) bude splěna. Pokud ani tato volba nevyhov́ı, polož́ıme ∆x = −g(x;µ)
(směr největš́ıho spádu).

Důležitou součást́ı metody vnitřńıch bod̊u je aktualizace parametru µ. Předně muśı platit µ → 0,
což je hlavńı vlastnost metod vnitřńıch bod̊u. Z druhé strany zaokrouhlovaćı chyby mohou zp̊usobit, že
zk(x;µ) = Fk(x), když hodnota µ je malá (nebot’ Fk(x) < zk(x;µ) ≤ zk(x;µ) a zk(x;µ) → Fk(x), pokud
µ → 0), což vede k selháńı (děleńı č́ıslem zk(x;µ) − Fk(x) = 0) při výpočtu φ′(zk(x;µ) − Fk(x)). Proto
je třeba použ́ıt dolńı mez µ pro bariérový parametr (např́ıklad µ = 10−10, poč́ıtáme-li ve dvojnásobné
přesnosti).

Účinnost metody vnitřńıch bod̊u též záviśı na zp̊usobu snižováńı hodnoty bariérového parametru. V
praxi se osvědčily následuj́ıćı heuristické procedury, kde g(xi;µi) = A(xi)u(xi;µi) a g je vhodná konstanta.

Procedura A

Fáze 1: Pokud ∥g(xi;µi)∥ ≥ g, polož́ıme µi+1 = µi (hodnota bariérového parametru se neměńı).

Fáze 2: Pokud ∥g(xi;µi)∥ < g, polož́ıme

µi+1 = max
(
µ̃i+1, µ, 10 εM |F (xi+1)|

)
, (1510)

kde F (xi+1) = h (F1(xi+1), . . . , Fm(xi+1)), εM je strojová přesnost a

µ̃i+1 = min
[
max(λµi, µi/(σµi + 1)), max(∥g(xi;µi)∥2, 10−2k)

]
. (1511)

Obvykle se použ́ıvaj́ı hodnoty µ = 10−10, λ = 0.85 a σ = 100.

Procedura B

Fáze 1: Pokud ∥g(xi;µi)∥2 ≥ ϑµi, polož́ıme µi+1 = µi (hodnota bariérového parametru se neměńı).

Fáze 2: Pokud ∥g(xi;µi)∥2 < ϑµi, polož́ıme

µi+1 = max(µ, ∥gi(xi;µi)∥2). (1512)

Obvykle se použ́ıvaj́ı hodnoty µ = 10−10 a ϑ = 0.1.

Volba g v proceduře A neńı kritická. Můžeme položit g = ∞, ale nižš́ı hodnota je někdy výhodněǰśı. Vzorec
(1511) vyžaduje několik poznámek. Prvńı argument minima ř́ıd́ı rychlost snižováńı hodnoty bariérového
parametru, která je lineárńı (geometrická posloupnost) pro malá i (člen λµi) a sublineárńı (harmonická
posloupnost) pro velká i (člen µi/(σµi + 1)), takže pro velká i má hlavńı význam druhý argument, který
zajǐst’uje, že hodnote µ je malá v okoĺı hledaného řešeńı. Tato situace může nastat, je-li norma gradientu
∥g(xi;µi)∥ malá, i když xi je daleko od řešeńı. Myšlenka procedury B vycháźı z toho, že bariérová funkce
B(x;µ) by měla být s dostatečnou přesnost́ı minimalizována pro danou hodnotu parametru µ.

Dosavadńı úvahy jsou použity v následuj́ıćım algoritmu, který realizuje dvě metody:

M1 – metoda pro minimalizaci součtu maxim (1408) použ́ıvaj́ıćı logaritmickou bariéru φ(t) = − log t.

M2 – metoda pro minimalizaci zobecněné minimaxové funkce (1406), která použ́ıvá omezenou bariéru
splňuj́ıćı předpoklady B1, B2, B3.
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Algoritmus 42. Data. Tolerance pro normu gradientu Lagrangeovy funkce ε > 0. Přesnost určeńı mini-
maxového vektoru δ > 0. Meze pro bariérový parametr 0 < µ < µ. Koeficienty pro snižováńı bariérového
parametru 0 < λ < 1, σ > 1 (př́ıpadně 0 < ϑ < 1). Tolerance pro stejnoměrnou spádovost ε0 > 0.
Tolerance pro výběr délky kroku ε1 > 0. Maximálńı délka kroku ∆ > 0.

Vstup Ř́ıdká struktura matice A(x). Počátečńı odhad řešeńı x ∈ Rn.

Krok 1 Inicializace. Zvoĺıme µ ≤ µ. Urč́ıme ř́ıdkou strukturu matice W = W (x;µ) z ř́ıdké struktury
matice A(x) a provedeme symbolický rozklad matice W (popsaný v odd́ılu 10.2). Vypočteme
hodnoty fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, hodnoty Fk(x) = max1≤l≤mk

fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, a
hodnotu účelové funkce (1408) pro metodu M1 nebo (1406) pro metodu M2. Polož́ıme r := 0
(indikátor přerušeńı).

Krok 2 Ukončeńı výpočtu. Řešeńım nelineárńıch rovnic (1494) pro metodu M1 nebo (1491) pro metodu
M2 s přesnost́ı δ źıskáme minimaxovou proměnnou z(x;µ) a vektor Lagrangeových multiplikáto̊u
u(x;µ). Urč́ıme matici A := A(x) a vektor g := g(x;µ) = A(x)u(x;µ). Pokud µ ≤ µ a ∥g∥ ≤ ε,
ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Aproximace Hessovy matice. Polož́ıme G = G(x;µ) nebo vypočteme aproximaci G Hessovy
matice G(x;µ) použit́ım diferenćı gradient̊u nebo pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı
(poznámka 545).

Krok 4 Určeńı směrového vektoru. Urč́ıme matici ∇2B(x;µ) podle vztahu (1500) pro metodu M1 nebo
(1499) pro metodu M2 a vektor ∆x řešeńım rovnic (1501) s pravou stranou definovanou vztahem
(1498).

Krok 5 Přerušeńı iteračńıho procesu. Pokud r = 0 a neplat́ı (S1b) (kde s = ∆x), polož́ıme G = I, r := 1
a přejdeme na krok 4. Pokud r = 1 a neplat́ı (S1b), polož́ıme ∆x := −g. Polož́ıme r := 0.

Krok 6 Výběr délky kroku. Urč́ıme parametr délky kroku α > 0 tak aby pro bariérovou funkci B(x;µ)
definovanou vztahem (1497) platila nerovnost (S2) a bud’ (S3b) nebo α = ∆/∥∆x∥ (poznamene-
jme, že v bodě x+α∆x je třeba řešit nelineárńı rovnice (1491) pro metodu M2 nebo (1494) pro
metodu M1). Polož́ıme x := x + α∆x. Vypočteme hodnoty fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk,
hodnoty Fk(x) = max1≤l≤mk

fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, a hodnotu účelové funkce (1408) pro metodu
M1 nebo (1406) pro metodu M2.

Krok 7 Aktualizace bariérového parametru. Urč́ıme novou hodnotu bariérového parametru µ ≥ µ
procedurou A nebo procedurou B. Přejdeme na krok 2.

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci metod M1 a M2 realizavaných algoritmem 42.

Lemma 142. Necht’ vektory zk(x;µ), 1 ≤ k ≤ m, jsou řešeńım rovnic (1494). Pak plat́ı

∂zk(x;µ)

∂µ
> 0, 1 ≤ k ≤ m,

∂B(x;µ)

∂µ
= −

m∑
k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x)).

Důkaz Derivujeme-li rovnice (1494) podle µ, můžeme pro 1 ≤ k ≤ m psát

−
mk∑
l=1

1

zk(x;µ)− fkl(x)
+

mk∑
l=1

µ

(zk(x;µ)− fkl(x))2
∂zk(x;µ)

∂µ
= 0,

což po vynásobeńı µ spolu s (1477) a (1494) dává

∂zk(x;µ)

∂µ
=

(
mk∑
l=1

µ2

(zk(x;µ)− fkl(x))2

)−1

=

(
mk∑
l=1

u2kl(x;µ)

)−1

> 0.

Derivováńım funkce

B(x;µ) =
m∑

k=1

zk(x;µ)− µ
m∑

k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x)), (1513)
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a použit́ım (1494) dostaneme

∂B(x;µ)

∂µ
=

m∑
k=1

∂zk(x;µ)

∂µ
−

m∑
k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x))−
m∑

k=1

mk∑
l=1

µ

zk(x;µ)− fkl(x)

∂zk(x;µ)

∂µ

=
∂zk(x;µ)

∂µ

m∑
k=1

(
1−

mk∑
l=1

µ

zk(x;µ)− fkl(x)

)
−

m∑
k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x))

= −
m∑

k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x)).

2

Lemma 143. Necht’ je splněn předpoklad X1a. Necht’ xi a µi, i ∈ N , jsou posloupnosti generované metodou
M1. Pak posloupnosti B(xi;µi), z(xi;µi) a F (xi), i ∈ N , jsou omezené. Nav́ıc existuje konstanta L ≥ 0
taková, že pro i ∈ N plat́ı

B(xi+1;µi+1) ≤ B(xi+1;µi) + L(µi − µi+1). (1514)

Důkaz (a) Nejprve dokážeme omezenost zdola. Použijeme-li vztah (1513) a předpoklad X1a, můžeme
psát

B(x;µ)− F =
m∑

k=1

zk(x;µ)− F − µ
m∑

k=1

mk∑
l=1

log(zk(x;µ)− fkl(x))

≥
m∑

k=1

(zk(x;µ)− F −mkµ log(zk(x;µ)− F )) .

Konvexńı funkce ψ(t) = t−mµ log(t) má jediné minimum v bodě t = mµ, nebot’ ψ′(mµ) = 1−mµ/mµ = 0.
Plat́ı tedy

B(x;µ) ≥ F +

m∑
k=1

(mkµ−mkµ log(mkµ)) ≥ F +

m∑
k=1

min (0, mkµ(1− log(mkµ))

≥ F +
m∑

k=1

min (0, mkµ(1− log(2mkµ))
∆
= B.

Omezenost zdola posloupnost́ı z(xi;µi) a F (xi), i ∈ N , plyne z nerovnost́ı (1495) a z předpokladu X1a.

(b) Podobně jako v (a) můžeme psát

B(x;µ)− F ≥
m∑

k=1

zk(x;µ)− F

2
+

m∑
k=1

(
zk(x;µ)− F

2
−mkµ log(z(x;µ)− F )

)
.

Konvexńı funkce t/2−mµ log(t) má jediné minimum v bodě t = 2mµ. Plat́ı tedy

B(x;µ) ≥
m∑

k=1

zk(x;µ)− F

2
+ F +

m∑
k=1

min (0, mµ(1− log(2mkµ)) =
m∑

k=1

zk(x;µ)− F

2
+B

neboli
m∑

k=1

(zk(x;µ)− F ) ≤ 2(B(x;µ)−B) (1515)
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(c) Použijeme-li větu o středńı hodnotě 1 a lemma 142, dostaneme

B(xi+1;µi+1)−B(xi+1;µi) =
m∑

k=1

mk∑
l=1

log(zk(xi+1, µ̃i)− fkl(xi+1))(µi − µi+1)

≤
m∑

k=1

mk∑
l=1

log(zk(xi+1;µi)− fkl(xi+1))(µi − µi+1)

≤
m∑

k=1

mk log(zk(xi+1;µi)− F )(µi − µi+1), (1516)

kde 0 < µi+1 ≤ µ̃i ≤ µi. Jelikož pro t > 0 plat́ı log(t) ≤ t/e (kde e = exp(1)), můžeme s použit́ım
nerovnost́ı (1515), (1516) a (1495) psát

B(xi+1;µi+1)−B ≤ B(xi+1;µi)−B +
m∑

k=1

mk log(zk(xi+1;µi)− F )(µi − µi+1)

≤ B(xi+1;µi)−B + e−1
m∑

k=1

mk(zk(xi+1;µi)− F )(µi − µi+1)

≤ B(xi+1;µi)−B + 2e−1m(B(xi+1;µi)−B)(µi − µi+1)

= (1 + λδi)(B(xi+1;µi)−B) ≤ (1 + λδi)(B(xi;µi)−B),

kde λ = 2m/e a δi = µi − µi+1, takže

B(xi+1;µi+1)−B ≤
i∏

j=1

(1 + λδj)(B(x1;µ1)−B) ≤
∞∏
i=1

(1 + λδi)(B(x1;µ1)−B) (1517)

a jelikož
∞∑
i=1

λδi = λ
∞∑
i=1

(µi − µi+1) = λ(µ− lim
i→∞

µi) ≤ λµ

je výraz na pravé straně (1517) konečný. Posloupnost B(xi;µi), i ∈ N , je tedy shora omezená a podle
(1515) a (1495) jsou i posloupnosti z(xi;µi) a F (xi), i ∈ N , shora omezené.

(d) Použijeme-li (1516) a (1495), dostaneme

B(xi+1;µi+1)−B(xi+1;µi) ≤
m∑

k=1

mk log(zk(xi+1;µi)− F )(µi − µi+1)

≤
m∑

k=1

mk log(Fk(xi+1) +mkµi − F )(µi − µi+1)

≤
m∑

k=1

mk log(F +mkµ− F )(µi − µi+1)
∆
= L(µi − µi+1)

(existence konstanty F plyne z omezenosti posloupnosti F (xi), i ∈ N), což dohromady s (1509) dává
B(xi+1;µi+1) ≤ B(xi;µi) + L(µi − µi+1), i ∈ N . Plat́ı tedy

B(xi;µi) ≤ B(x1;µ1) + L(µ1 − µi) ≤ B(x1;µ1) + Lµ
∆
= B, i ∈ N. (1518)

2

Lemma 144. Necht’ jsou splněny předpoklady X1, X2, B1, B2, B3. Necht’ xi a µi, i ∈ N , jsou posloupnosti
generované metodou M2. Pak posloupnosti B(xi;µi), z(xi;µi) a F (xi), i ∈ N , jsou omezené. Nav́ıc
existuje konstanta L ≥ 0 taková, že pro i ∈ N plat́ı (1514).
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Důkaz (a) Podle poznámky 534 lze psát

B(x;µ) ≥ h(z(x;µ)) +mµφ ≥ h(F 1, . . . , Fm) +mµφ
∆
= B

a podle (1492) plat́ı, zk(x;µ) ≥ Fk(x) ≥ F k, 1 ≤ k ≤ m, takže uvažované posloupnosti jsou zdola omezené.

(b) Derivujeme-li funkci (1497) a použijeme-li (1491), dostaneme

∂B(x;µ)

∂µ
=

m∑
k=1

∂h(z(x;µ))

∂zk

∂zk(x;µ)

∂µ
+ µ

m∑
k=1

mk∑
l=1

φ′(zk(x;µ)− fkl(x))
∂zk(x;µ)

∂µ

+

m∑
k=1

mk∑
l=1

φ (zk(x;µ)− fkl(x)) =

m∑
k=1

mk∑
l=1

φ (zk(x;µ)− fkl(x)) ≥ mφ.

(c) Použijeme-li větu o středńı hodnotě 1, (b) a předpoklad B1, kde φ ≤ 0, můžeme psát

B(xi+1;µi+1)−B(xi+1;µi) =

m∑
k=1

mk∑
l=1

φ (zk(xi+1; µ̃i)− fkl(x)) (µi+1 − µi)

≤ mφ (µi+1 − µi)
∆
= L(µi − µi+1),

kde 0 < µi+1 ≤ µ̃i ≤ µi, což dohromady s (1509) dává B(xi+1;µi+1) ≤ B(xi;µi) + L(µi − µi+1), i ∈ N .
Plat́ı tedy (1518). Použijeme-li (1468), předpoklady X2, B3 a (a), dostaneme

B ≥ B(xi;µi) ≥ h(z(xi;µi)) +mµφ ≥ B +

m∑
k=1

hk(zk(xi;µi)− F k)

≥ B + hk(zk(xi;µi)− F k), 1 ≤ k ≤ m,

což dává Fk(xi) ≤ zk(xi;µi) ≤ (B − B)/hk + F k pro 1 ≤ k ≤ m a i ∈ N , takže uvažované posloupnosti
jsou shora omezené. 2

V lemmatech 143 a 144 se nepouž́ıvaj́ı horńı meze g a G, takže nemuśı být splně předpoklad X3.
Existuje tedy horńı mez F (nezávislá na g a G) taková, že F (xi) ≤ F pro všechna i ∈ N . Tuto horńı mez
lze použ́ıt v definici množiny DF (F ) v předpokladu X3.

Lemma 145. Necht’ je splněn předpoklad X3 a bud’ předpoklady lemmatu 143 nebo předpoklady lem-
matu 144. Pak použijeme-li k aktualizaci parametru µ proceduru A nebo proceduru B, tvoř́ı hodnoty µi,
i ∈ N , nerostoućı posloupnost takovou, že µi → 0.

Důkaz V prvńı fázi procedury A nebo procedury B se hodnota parametru µ neměńı. Jelikož funkce
B(x;µ) je spojitá, podle lemmatu 143 nebo lemmatu 144 zdola omezená a protože je splněna nerovnost
(1508) (s µi = µ), plat́ı ∥g(xi;µ)∥ → 0, pokud fáze 1 obsahuje nekonečný počet po sobě jdoućıch iteračńıch
krok̊u. Existuje tedy krok (s indexem i) patř́ıćı do prvńı fáze takový, že bud’ ∥g(xi;µ)∥ < g v proceduře A

nebo ∥g(xi;µ)∥2 < ϑµ v proceduře B. To je však ve sporu s definićı prvńı fáze. Existuje tedy nekonečný
počet krok̊u patř́ıćıch do druhé fáze, ve kterých se hodnota parametru µ snižuje tak, že µi → 0. 2

Věta 438. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 145. Uvažujme posloupnost xi, i ∈ N , generovanou
bud’ metodou M1 nebo metodou M2, přičemž δ = ε = µ = 0. Pak

lim
i→∞

m∑
k=1

mk∑
l=1

gkl(xi)ukl(xi;µi) = 0,

mk∑
l=1

ukl(xi;µi) = hk(z(xi;µi)),

zk(xi;µi)− fkl(xi) ≥ 0, ukl(xi;µi) ≥ 0,

lim
i→∞

ukl(xi;µi)(zk(xi;µi)− fkl(xi)) = 0

pro 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk.
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Důkaz (a) Rovnosti ẽTk uk(xi;µi) = hk(z(xi;µi)), 1 ≤ k ≤ m, jsou splněny, nebot’ δ = 0. Nerovnosti
zk(xi;µi)− fkl(xi) ≥ 0 a ukl(xi;µi) ≥ 0 plynou ze vztah̊u (1492) nebo (1495) a z vyjádřeńı (1502).

(b) Podle (1508) a (1514) plat́ı

B(xi+1;µi+1)−B(xi;µi) = (B(xi+1;µi+1)−B(xi+1;µi)) + (B(xi+1;µi)−B(xi;µi))

≤ L (µi − µi+1)− c ∥g(xi;µi)∥2,

a jelikož limi→∞ µi = 0 (lemma 145), můžeme podle (1518) psát

B ≤ lim
i→∞

B(xi+1;µi+1) ≤ B(x1;µ1) + L
∞∑
i=1

(µi − µi+1)− c
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2

≤ B(x1;µ1) + Lµ− c
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2 = B − c
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2,

Plat́ı tedy
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2 ≤ 1

c
(B −B) <∞,

což dává g(xi;µi) =
∑m

k=1

∑mk

l=1 gkl(xi)ukl(xi;µi) → 0.

(c) Necht’ indexy 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk jsou zvoleny libovolně. Použit́ım vztahu (1502), nerovnosti
−tφ′(t) ≤ 1 (předpoklad B2) a lemmatu 145 dostaneme

ukl(xi;µi)(zk(xi;µi)− fkl(xi)) = −µiφ
′(zk(xi;µi)− fkl(xi))(zk(xi;µi)− fkl(xi))

≤ µi → 0.

2

Důsledek 48. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 438. Pak každý hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti xi,
i ∈ N , splňuje nutné KKT podmı́nky (1412)-(1413), kde z a u (s prvky zk a ukl, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk)
jsou hromadné body posloupnost́ı z(xi;µi) a u(xi;µi), i ∈ N .

Nyńı budeme předpokládat, že hodnoty δ, ε a µ jsou nenulové a ukážeme jak přesné řešeńı systému
KKT rovnic dostaneme po ukončeńı výpočtu.

Věta 439. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 145. Uvažujme posloupnost xi, i ∈ N , generovanou
bud’ metodou M1 nebo metodou M2. Pak jsou-li hodnoty δ > 0, ε > 0 a µ > 0 zvoleny libovolně, existuje
index i ≥ 1 takový, že

∥g(xi;µi)∥ ≤ ε,

∣∣∣∣∣hk(z(xi;µi))−
mk∑
l=1

ukl(xi;µi)

∣∣∣∣∣ ≤ δ,

zk(xi;µi)− fkl(xi) ≥ 0, ukl(xi;µi) ≥ 0,

ukl(xi;µi)(zk(xi;µi)− fkl(xi)) ≤ µ

pro 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk.

Důkaz Nerovnost |hk(z(xi;µi))− ẽTk uk(xi;µi)| ≤ δ plyne bezprostředně z toho, že rovnice ẽTk uk(xi;µi) =
hk(z(xi;µi)), 1 ≤ k ≤ m, řeš́ıme s přesnost́ı δ. Nerovnosti zk(xi;µi)− fkl(xi) ≥ 0, ukl(xi;µi) ≥ 0 plynou
ze vztah̊u (1492) nebo (1495) a z vyjádřeńı (1502) jako v d̊ukazu věty 438. Jelikož podle lemmatu 145 a
věty 438 plat́ı µi → 0 a g(xi;µi) → 0, existuje index i ≥ 1 takový, že µi ≤ µ a ∥g(xi;µi)∥ ≤ ε. Použijeme-li
vztah (1502), dostaneme

ukl(xi;µi)(zk(xi;µi)− fkl(xi)) = −µiφ
′(zk(xi;µi)− fkl(xi))(zk(xi;µi)− fkl(xi))

≤ µi ≤ µ,
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nebot’ podle předpokladu B2 plat́ı −tφ(t) ≤ 1 pro t ∈ (0,∞). 2

Nejjednodušš́ı a zároveň nejčastěji uvažovanou zobecněnou minimaxovou úlohou je klasická minimaxová
úloha (1414), kdy m = 1 v (1406) (v tomto př́ıpadě ṕı̌seme m a z mı́sto m1 a z1). Pro řešeńı klasické
minimaxové úlohy lze použ́ıt algoritmus 42 (metodu M1), většina výpočt̊u se však velmi zjednoduš́ı.
Soustava rovnic (1481) je řádu n+ 1 a má tvar[

G(x, z) +A(x)V (x, z)AT (x) −A(x)V (x, z)ẽ
−ẽTV (x, z)AT (x) ẽTV (x, z)ẽ

] [
∆x
∆z

]
= −

[
g(x, z)
γ(x, z)

]
, (1519)

kde g(x, z) = A(x)u(x, z), γ(x, z) = 1− ẽTu(x, z), V (x, z) = U2(x, z)/µ = diag(u21(x, z), . . . , u
2
m(x, z))/µ a

uk(x, z) = µ/(z − fk(x), 1 ≤ k ≤ m. Soustava rovnic (1494) se redukuje na jedinou nelineárńı rovnici

1− ẽTu(x, z) = 1−
m∑

k=1

µ

z − fk(x)
= 0,

jej́ıž řešeńı z(x;µ) je lokalizováno v intervalu F (x) + µ ≤ z(x;µ) ≤ F (x) + mµ a jeho nalezeńı pomoćı
robustńıch metod [106], [107] nečińı pot́ıže. Bariérová funkce má tvar

B(x;µ) = z(x;µ)− µ

m∑
k=1

log(z(x;µ)− fk(x)),

přičemž plat́ı

∇B(x;µ) = A(x)u(x;µ),

∇2B(x;µ) = G(x;µ) +A(x)V (x;µ)AT (x)− A(x)V (x;µ)ẽẽTV (x;µ)AT (x)

ẽTV (x;µ)ẽ
.

Zaṕı̌seme-li soustavu (1519) ve tvaru[
W (x, z) −c(x, z)
−cT (x, z) δ(x, z)

] [
∆x
∆z

]
= −

[
g(x, z)
γ(x, z)

]
kde W (x, z) = G(x, z) +A(x)V (x, z)AT (x), c(x, z) = A(x)V (x, z)ẽ a δ(x, z) = ẽTV (x, z)ẽ, plat́ı

∇2B(x;µ) =W (x;µ)− c(x;µ)cT (x;µ)

δ(x;µ)
.

Jelikož [
W −c
−cT δ

]−1

=

[
W−1 −W−1c ω−1cTH−1 −W−1c ω−1

−ω−1cTW−1 −ω−1

]
,

kde ω = cTW−1c− δ, můžeme psát[
∆x
∆z

]
= −

[
W −c
−cT δ

]−1 [
g
γ

]
=

[
W−1(c∆z − g)

∆z

]
,

kde
∆z = ω−1(cTW−1g + γ).

Matice W je ř́ıdká, má-li matice A(x) ř́ıdké sloupce. Neńı-li matice W pozitivně definitńı, můžeme použ́ıt
Gill̊uv-Murraẙuv rozklad

W + E = LLT , (1520)

kde E je pozitivně semidefinitńı diagonálńı matice. Pak řeš́ıme rovnice

LLT p = g, LLT q = c (1521)

a polož́ıme

∆z =
cT p+ γ

cT q − δ
, ∆x = q∆z − p. (1522)
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21.4 Metody vniťrńıch bodů s lokálně omezeným krokem pro součet absolutńıch hodnot

Minimalizace součtu absolutńıch hodnot je velmi speciálńı úloha, kterou je vhodné řešit metodou vnitřńıch
bod̊u s lokálně omezeným krokem. Součet absolutńıch hodnot (1418) dostaneme, polož́ıme-li ve vzorci
(1406) mk = 2 a fk1(x) = fk(x), fk2(x) = −fk(x), 1 ≤ k ≤ m. Pro součet absolutńıch hodnot má
ekvivalentńı úloha nelineárńıho programováńı tvar

minimalizovat

m∑
k=1

zk pokud − zk ≤ fk(x) ≤ zk, 1 ≤ k ≤ m, (1523)

a nutné KKT podmı́nky lze zapsat ve tvaru

m∑
k=1

gk(x)uk = 0, zk = |fk(x)|, |uk| ≤ 1 a uk =
fk(x)

|fk(x)|
pro |fk(x)| > 0, (1524)

kde gk(x) jsou gradienty funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m, a uk, 1 ≤ k ≤ m, jsou Lagrangeovy multiplikátory. Lze
tedy použ́ıt logaritmickou bariérovou funkci

Bµ(x, z) =
m∑

k=1

zk − µ
m∑

k=1

log(zk − fk(x))− µ
m∑

k=1

log(zk + fk(x))

=
m∑

k=1

zk − µ
m∑

k=1

log(z2k − f2k (x)), (1525)

kde zk > |fk(x)|, 1 ≤ k ≤ m. Derivováńım funkce Bµ(x, z) podle x a z dostaneme nutné podmı́nky pro
extrém

m∑
k=1

2µfk(x)

z2k − f2k (x)
gk(x) =

m∑
k=1

uk(x, zk) gk(x) = 0, uk(x, zk) =
2µfk(x)

z2k − f2k (x)
(1526)

a

1− 2µzk
z2k − f2k (x)

= 1− uk(x, zi)
zk

fk(x)
= 0 ⇒ uk(x, zk) =

fk(x)

zk
, 1 ≤ k ≤ m. (1527)

Označ́ıme-li A(x) = JT (x) = [g1(x), . . . , gm(x)],

f(x) =

 f1(x). . .
fm(x)

 , z =

 z1. . .
zm

 , u(x, z) =

 u1(x, z1). . .
um(x, zm)

 (1528)

a Z = diag(z1, . . . , zm), můžeme psát

A(x)u(x, z) = 0, u(x, z) = Z−1f(x). (1529)

V daľśım výkladu se omeźıme na př́ımé určováńı minimaxového vektoru z pomoćı dvojúrovňové opti-
malizace (1489)–(1490). Necht’ B̃µ(z) = Bµ(x, z) pro pevně zadaný vektor x ∈ Rn.

Věta 440. Funkce B̃µ(z) má jediný stacionárńı bod, který je jej́ım globálńım minimem. Tento stacionárńı
bod je charakterizován rovnicemi

2µzk(x;µ)

z2k(x;µ)− f2k (x)
= 1 ⇔ z2k(x;µ)− f2k (x) = 2µzk(x;µ), 1 ≤ k ≤ m, (1530)

které maj́ı řešeńı

zk(x;µ) = µ+
√
µ2 + f2k (x), 1 ≤ k ≤ m. (1531)
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Důkaz Funkce B̃µ(z) je konvexńı pro zk > |fk(x)|, 1 ≤ k ≤ m, nebot’ je součtem konvexńıch funkćı.

Stacionárńı bod funkce B̃µ(z) tedy existuje a je jej́ım globálńım minimem. Derivujeme-li funkci B̃µ(z)
podle z dostaneme kvadratické rovnice (1530), definuj́ıćı jej́ı jediný stacionárńı bod (1531) (druhá řešeńı
kvadratických rovnic (1530) nesplňuj́ı podmı́nku zk > |fk(x)|, takže źıskaný vektor z nelež́ı v definičńım
oboru funkce B̃µ(z)). 2

Necht’ z = z(x;µ). Použijeme-li (1527) a (1531), dostaneme

uk(x;µ) = uk(x, z(x;µ)) =
fk(x)

zk(x;µ)
=

fk(x)

µ+
√
µ2 + f2k (x)

, 1 ≤ k ≤ m, (1532)

a

B(x;µ) = B(x, z(x;µ)) =

m∑
k=1

zk(x;µ)− µ

m∑
k=1

log(z2k(x;µ)− f2k (x))

=
m∑

k=1

zk(x;µ)− µ
m∑

k=1

log(2µzk(x;µ))

=
m∑
i=1

[zi(x;µ)− µ log(zi(x;µ))]− µm log(2µ). (1533)

Bariérová funkce B(x;µ) záviśı pouze na vektoru x. Abychom našli minimum funkce Bµ(x, z) v Rn+m,
stač́ı minimalizovat B(x;µ) v Rn.

Věta 441. Uvažujme bariérovou funci (1533). Pak

∇B(x;µ) = A(x)u(x;µ) (1534)

a
∇2B(x;µ) = G(x;µ) +A(x)V (x;µ)AT (x), (1535)

kde

G(x;µ) =
m∑

k=1

Gk(x)uk(x;µ), (1536)

Gk(x) jsou Hessovy matice funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m, V (x;µ) = diag(v1(x;µ), . . . , vm(x;µ)) a

vk(x;µ) =
2µ

z2k(x;µ) + f2k (x)
, 1 ≤ k ≤ m. (1537)

Důkaz Derivujeme-li (1533) a použijeme-li (1530) a (1526), dostaneme

∇B(x;µ) =
m∑

k=1

∇zk(x;µ)− 2µ
m∑
i=1

zi(x;µ)∇zk(x;µ)− fk(x)gk(x)

z2k(x;µ)− f2k (x)

=

m∑
k=1

(
1− 2µzk(x;µ)

z2k(x;µ)− f2k (x)

)
∇zk(x;µ) +

m∑
k=1

2µfk(x)gk(x)

z2k(x;µ)− f2k (x)

=
m∑

k=1

uk(x;µ)gk(x) = A(x)u(x;µ).

Derivujeme-li (1530), dostaneme

∇zk(x;µ)
z2k(x;µ)− f2k (x)

− 2zk(x;µ)(zk(x;µ)∇zk(x;µ)− fk(x)gk(x))

(z2k(x;µ)− f2k (x))
2

= 0
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pro 1 ≤ k ≤ m, což po úpravách dává

∇zk(x;µ) =
2zk(x;µ)fk(x)gk(x)

z2k(x;µ) + f2k (x)
(1538)

pro 1 ≤ k ≤ m. Podle (1532), (1538), (1530) a (1534) tedy plat́ı

∇uk(x;µ) = ∇
(

fk(x)

zk(x;µ)

)
=
zk(x;µ)gk(x)− fk(x)∇zk(x;µ)

z2k(x;µ)

=

(
1− 2f2k (x)

z2k(x;µ) + f2k (x)

)
gk(x)

zk(x;µ)
=
z2k(x;µ)− f2k (x)

z2k(x;µ) + f2k (x)

gk(x)

zk(x;µ)

=
2µ

z2k(x;µ) + f2k (x)
gk(x) = vk(x;µ)gk(x).

Derivujeme-li (1534) a použijeme-li předchoźı výraz, dostaneme

∇2B(x;µ) = ∇
m∑

k=1

uk(x;µ)gk(x) =
m∑

k=1

uk(x;µ)Gk(x) +
m∑

k=1

∇uk(x;µ)gTk (x)

=

m∑
k=1

uk(x;µ)Gk(x) +

m∑
k=1

vk(x;µ)gk(x)g
T
k (x),

což je rovnost (1535). 2

Věta 442. Necht’ vektor ∆x ∈ Rnje řešeńım rovnice

∇2B(x;µ)∆x = −g(x;µ), (1539)

kde g(x;µ) = ∇B(x;µ) ̸= 0. Je-li matice G(x;µ) pozitivně definitńı, plat́ı (∆x)T g(x;µ) < 0 (směrový
vektor ∆x je spádový pro funkci B(x;µ)).

Důkaz Z rovnice (1539) plyne

(∆x)T g(x;µ) = −(∆x)T∇2B(x;µ)∆x = −(∆x)TG(x;µ)∆x− (∆x)TA(x)V (x;µ)AT (x)∆x

≤ −(∆x)TG(x;µ)∆x,

nebot’ matice V (x;µ) je podle (1537) pozitivně definitńı. Plat́ı tedy (∆x)T g(x;µ) < 0, je-li matice G(x;µ)
pozitivně definitńı. 2

Podle vzorce (1537) je norma matice V (x;µ) shora omezená, jsou-li č́ısla f2k (x), 1 ≤ k ≤ m, dostatečně
kladná. Pokud se f2k (x) bĺıž́ı k nule rychleji než µ, může prvek vk(x;µ) r̊ust nade všechny meze a matice
∇2B(x;µ) (určená vzorcem (1535)) může být špatně podmı́něná. Následuj́ıćı lemma udává horńı mez pro
∥∇2B(x;µ)∥.

Lemma 146. Necht’ je splněn předpoklad X3 a plat́ı 0 < µ ≤ µ ≤ µ. Pak existuje konstanta c taková, že

∥∇2B(x;µ)∥ ≤ c

µ
≤ c

µ
(1540)

Důkaz Použijeme-li (1535) a předpoklad X3, dostaneme

∥∇2B(x;µ)∥ =
∥∥G(x;µ) +A(x)V (x;µ)AT (x)

∥∥
≤

∥∥∥∥∥
m∑

k=1

uk(x;µ)Gk(x)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

m∑
k=1

vk(x;µ)gk(x)g
T
k (x)

∥∥∥∥∥
≤ mG+mg2∥V (x;µ)∥,
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nebot’ podle (1532) plat́ı |uk(x;µ)| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ m. Jelikož matice V (x;µ) je diagonálńı, můžeme podle
(1537) psát

∥V (x;µ)∥ = max
1≤k≤m

|vk(x;µ)| = max
1≤k≤m

(
2µ

z2k(x;µ) + f2k (x)

)
. (1541)

Použijeme-li (1530) a (1531), dostaneme

z2k(x;µ) + f2k (x) = 2µzk(x;µ) = 2µ

(
µ+

√
µ2 + f2k (x)

)
≥ 4µ2

pro 1 ≤ k ≤ m, což po dosazeńı do (1541) dává ∥V (x;µ)∥ ≤ 1/(2µ). Je tedy splněna nerovnost (1540),
kde c = m(µG+ g2/2). 2

Vektor ∆x ∈ Rn źıskaný řešeńım soustavy rovnic (1539) je spádový pro funkci B(x;µ), je-li ma-
tice G(x;µ) pozitivně definitńı. Tato podmı́nka však nemuśı být splněna, což omezuje použit́ı metod
spádových směr̊u. Proto je výhodné volit metody s lokálně omezeným krokem popsané v odd́ılu 5.1, které
určuj́ı směrový vektor ∆x přibližnou minimalizaćı kvadratické funkce

Q(∆x) =
1

2
(∆x)T∇2B(x;µ)∆x+ gT (x;µ)∆x (1542)

na množině ∥∆x∥ ≤ ∆, kde ∆ je poloměr oblasti přijatelnosti, tak aby byly splněny podmı́nky (T1a)–(T1c).
Směrový vektor ∆x slouž́ı k určeńı nové aproximace řešeńı x+ podle (T2a)–(T2b). Označ́ıme-li

ρ(∆x) =
B(x+∆x;µ)−B(x;µ)

Q(∆x)
, (1543)

pokládáme

x+ = x, pokud ρ(∆x) < ρ, nebo x+ = x+∆x, pokud ρ(∆x) ≥ ρ. (1544)

Poloměr oblasti přijatelnosti ∆ se aktualizuje podle (T3a)–(T3c).

Algoritmus 43. Data. Tolerance pro normu gradientu Lagrangeovy funkce ε > 0. Meze pro bariérový
parametr 0 < µ < µ. Koeficienty pro snižováńı bariérového parametru 0 < λ < 1, σ > 1 (př́ıpadně
0 < τ < 1). Parametry pro lokálně omezený krok 0 < ρ < ρ < 1. Koeficienty pro lokálně omezený krok

0 < β ≤ β < 1 < γ. Maximálnńı délka kroku ∆ > 0.

Vstup: Ř́ıdká struktura matice A(x). Počátečńı odhad řešeńı x ∈ Rn.

Krok 1: Inicializace. Polož́ıme µ = µ a zvoĺıme počátečńı poloměr oblasti přijatelnosti 0 < ∆ ≤ ∆.
Urč́ıme ř́ıdkou strukturu matice ∇2B z ř́ıdké struktury matice A(x) a provedeme symbolický
rozklad matice ∇2B. Vypočteme hodnoty fk(x), 1 ≤ k ≤ m, a F (x) =

∑
1≤k≤m |fk(x)|.

Krok 2: Ukončeńı výpočtu. Urč́ıme vektor z(x;µ) podle vzorce (1531) a vektor u(x;µ) podle vzorce
(1529). Urč́ıme matici A := A(x) a vektor g := g(x;µ) = A(x)u(x;µ). Pokud µ ≤ µ a ∥g∥ ≤ ε,
ukonč́ıme výpočet.

Krok 3: Aproximace Hessovy matice. Polož́ıme G = G(x;µ) nebo vypočteme aproximaci G matice
G(x;µ) použit́ım diferenćı gradient̊u nebo pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı (poznámka
545).

Krok 4: Určeńı směrového vektoru. Urč́ıme matici ∇2B(x;µ) podle (1535) a vektor ∆x přibližným
řešeńım úlohy (1542) (tak, aby byly splněny podmı́nky (T1a)–(T1c)).

Krok 5: Výběr délky kroku. Polož́ıme x := x+, kde x+ je bod určený podle (1544). Vypočteme hodnoty
fk(x), 1 ≤ k ≤ m, a F (x) =

∑
1≤k≤m |fk(x)|.
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Krok 6: Aktualizace oblasti přijatelnosti. Urč́ıme nový poloměr oblasti přijatelnosti ∆ podle (T3a)–
(T3c) a polož́ıme. ∆ := min(∆,∆).

Krok 7: Aktualizace bariérového parametru. Jestliže ρ(∆) ≥ ρ, urč́ıme novou hodnotu bariérového
parametru µ ≥ µ procedurou A nebo procedurou B. Přejdeme na krok 2.

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci metody vnitřńıch bod̊u s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ıćı
logaritmickou bariéru φ(t) = − log t, která je realizovaná algoritmem 43.

Lemma 147. Necht’ zk(x, µ), 1 ≤ k ≤ m, jsou hodnoty určené podle věty 440 Pak plat́ı

∂zk(x, µ)

∂µ
> 1, ∀1 ≤ k ≤ m,

a
∂B(x, µ)

∂µ
= −

m∑
k=1

log(z2k(x, µ)− f2k (x)) = −
m∑

k=1

log(2µzk(x, µ)).

Důkaz Derivujeme-li vztahy (1531) podle µ, dostaneme

∂zk(x, µ)

∂µ
= 1 +

µ√
µ2 + f2k (x)

> 1, 1 ≤ k ≤ m.

Derivujeme-li funkci

B(x, µ) =

m∑
k=1

zk(x, µ)− µ

m∑
k=1

log(z2k(x, µ)− f2k (x)),

můžeme podle (1530) psát

∂B(x, µ)

∂µ
=

m∑
k=1

∂zk(x, µ)

∂µ
−

m∑
k=1

log(z2k(x, µ)− f2k (x))−
m∑

k=1

2µzk(x, µ)

z2k(x, µ)− f2k (x)

∂zk(x, µ)

∂µ

=
m∑

k=1

∂zk(x, µ)

∂µ

(
1− 2µzk(x, µ)

z2k(x, µ)− f2k (x)

)
−

m∑
k=1

log(z2k(x, µ)− f2k (x))

= −
m∑

k=1

log(z2k(x, µ)− f2k (x)) = −
m∑

k=1

log(2µzk(x, µ))

2

Lemma 148. Je-li splněn předpoklad X3, existuje konstanta L ∈ R taková, že pro i ∈ N plat́ı

B(xi+1;µi+1) ≤ B(xi+1;µi)− L(µi+1 − µi). (1545)

Důkaz Použijeme-li lemma 146, větu o středńı hodnotě a (1531), dostaneme

B(xi+1, µi+1)−B(xi+1, µi) = −
m∑

k=1

log(2µ̃kzk(xi+1, µ̃k))(µi+1 − µi)

≤ −
m∑

k=1

log
(
2µ̃k(2µ̃k + F )

)
(µi+1 − µi)

≤ −
m∑

k=1

log
(
2µ(2µ+ F )

)
(µi+1 − µi)

∆
= −L(µi+1 − µi),

kde 0 < µi+1 ≤ µ̃k ≤ µi ≤ µ. 2

V následuj́ıćım lemmatu se předpokládá použit́ı procedury B v kroku 7 algoritmu 43. V př́ıpadě použit́ı
procedury A je d̊ukaz analogický.
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Lemma 149. Necht’ je splněn předpoklad X3. Pak hodnoty µi, i ∈ N , generované algoritmem 43,
použ́ıvaj́ıćım v kroku 7 proceduru B, tvoř́ı nerostoućı posloupnost takovou, že µi → 0. Nav́ıc existuje
nekonečná množina index̊u K ⊂ N taková, že ρ(∆xi) ≥ ρ a ∥g(xi;µi)∥2 ≤ ϑµi pokud i ∈ K.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že funkce B(x;µ) s konstantńı hodnotou parametru µ je zdola omezená.
Jelikož podle (1531) plat́ı zk(x;µ) ≥ 2µ, můžeme podle (1533) psát

∂B(x;µ)

∂zk
= 1− µ

zk(x;µ)
≥ 1− µ

2µ
=

1

2

pro 1 ≤ k ≤ m, takže funkce B(x;µ) nabývá svého minima, pokud zk(x;µ) = 2µ pro 1 ≤ k ≤ m. Podle
(1533) tedy plat́ı

B(x;µ) =

m∑
k=1

[zk(x;µ)− µ log(zk(x;µ))]−mµ log(2µ)

≥ m[2µ− µ log(2µ)]−mµ log(2µ) = 2mµ(1− log(2µ)). (1546)

(b) Nyńı ukážeme, že množina K index̊u krok̊u, ve kterých se hodnota parametru µ zmenšuje, je nekonečná
(poznamenejme, žeK je množina index̊u, pro které plat́ı ρ(∆xi) ≥ ρ a ∥g(xi;µi)∥2 ≤ ϑµi). Předpokládejme
naopak, že existuje index i1 ∈ N takový, že µi = µi1 ∀i ≥ i1. Jelikož funkce B(x;µi1) je spojitá,
zdola omezená podle (a) a má podle lemmatu 146 omezené druhé derivace, plat́ı limi→∞ ∥g(xi;µi1)∥ = 0
(věta 119). Existuje tedy index i2 ≥ i1 takový, že ρ(∆xi2) ≥ ρ a ∥g(xi2 ;µi1)∥2 ≤ ϑµi1 (nebot’ podle (1544)

z ρ(∆xi) < ρ plyne, že xi a tedy ani ∥g(xi;µi1)∥ se neměńı). Plat́ı tedy µi2+1 = ∥g(xi2 ;µi1)∥2 ≤ ϑµi1 < µi1 .
To je však ve sporu s předpokladem, že µi = µi1 ∀i ≥ i1. Jelikož množina K index̊u, pro které µi+1 ≤ ϑµi

je nekonečná, plat́ı µi → 0. 2

Věta 443. Necht’ je splněn předpoklad X3. Uvažujme posloupnost xi, i ∈ N , generovanou algoritmem 43.
Pak plat́ı

lim inf
i→∞

m∑
k=1

uk(xi;µi)gk(xi) = 0,

a
lim
i→∞

(z2k(xi;µi)− f2k (xi)) = 0, |uk(xi;µi)| ≤ 1,

lim
i→∞

uk(xi;µi) = 1 pokud lim inf
i→∞

fk(xi) > 0,

lim
i→∞

uk(xi;µi) = −1 pokud lim sup
i→∞

fk(xi) < 0

pro 1 ≤ k ≤ m.

Důkaz Nerovnosti |uk(xi;µi)| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ m, a posledńı dva vztahy plynou bezprostředně z (1532) a ze
spojitosti funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m.

(a) Jelikož plat́ı (1545), můz
¯
eme psát

B(xi+1;µi+1)−B(xi;µi) = (B(xi+1;µi+1)−B(xi+1;µi)) + (B(xi+1;µi)−B(xi;µi))

≤ −L(µi+1 − µi) + (B(xi+1;µi)−B(xi;µi)),

což dohromady s (1545), (528) a s Lemmatem 149 dává

B ≤ lim
i→∞

B(xi;µi) ≤ B(x1;µ1)− L
∞∑
k=1

(µi+1 − µi) +
∞∑
k=1

(B(xi+1;µi)−B(xi;µi))

≤ B(x1;µ1) + Lµ+
∑

ρ(∆xk)≥ρ

(B(xi+1;µi)−B(xi;µi))

≤ B(x1;µ1) + Lµ− C
∑

ρ(∆xk)≥ρ

µi∥g̃k∥2,
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kde
B = min

0≤µ≤µ
2mµ(1− log(2µ)) ≥ 2mµ(1− log(2µ))

(viz (1546)) a ∥g̃k∥ = min1≤j≤k ∥g(xj ;µj)∥. Pokud neplat́ı lim infi→∞ ∥g(xi;µi)∥ = 0, existuje č́ıslo ε > 0
takové, že

∥g̃k∥ ≥ ε ∀k ∈ N. (1547)

Pak použit́ım posledńı dokázané nerovnosti dostaneme

B(x1;µ1) + Lµ−B ≥ Cε2
∑

ρ(∆xk)≥ρ

µi ≥ Cε2
∑
k∈K

µi ≥
Cε2

τ

∑
k∈K

∥g(xi;µi)∥2,

kde K je nekonečná množina definovaná v lemmatu 149. Plat́ı tedy ∥g(xi;µi)∥
K→ 0 což je ve spporu s

(1547).

(b) Použijeme-li (1530) a (1531), dostaneme z2k(xi;µi) − f2k (xi) ≤ 2µi(2µi + F ). Plat́ı tedy z2k(xi;µi) −
f2k (xi) → 0, pokud µi → 0. 2

Důsledek 49. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 443. Pak existuje hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti
xi, i ∈ N , splňuj́ıćı nutné KKT podmı́nky (1524), kde z a u jsou hromadné body posloupnost́ı z(xi;µi) a
u(xi;µi), i ∈ N .

Nyńı budeme předpokládat, že hodnoty ε a µ jsou nenulové a ukážeme jak přesné řešeńı systému KKT
rovnic dostaneme po ukončeńı výpočtu algoritmem 43

Věta 444. Necht’ je splněn předpoklad X3. Je-li algoritmus 43 ukončen v i-tém iteračńım kroku, plat́ı∥∥∥∥∥
m∑

k=1

uk(xi;µi)gk(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

a
zk(xi;µi)− |fk(xi)| ≤ 2µ, |uk(xi;µi)| ≤ 1,∣∣∣∣uk(xi;µi)−

fk(xi)

|fk(xi)|

∣∣∣∣ ≤ 2µ

|fk(xi)|
pro 1 ≤ k ≤ m.

Důkaz Prvńı nerovnost je d̊usledkem podmı́nek pro ukončeńı výpočtu (Krok 2 algoritmu 43). Druhá
nerovnost plyne z (1531), nebot’

zk(xi;µi) = µi +
√
µ2
i + f2k (xi) ≤ 2µ+ |fk(xi)|

(µi = µ je-li výpočet ukončen). Třet́ı nerovnost plyne bezprostředně z (1532) a posledńı nerovnost je
d̊usledkem druhé nerovnosti, nebot’ (1532) implikuje∣∣∣∣uk(xi;µi)−

fk(xi)

|fk(xi)|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ fk(xi)

zk(xi;µi)
− fk(xi)

|fk(xi)|

∣∣∣∣ = zk(xi;µi)− |fk(xi)|
zk(xi;µi)

≤
2µ

zk(xi;µi)
≤

2µ

|fk(xi)|
.

2

Věta 444 ukazuje, že prvńı tři KKT podmı́nky mohou být splněny s požadovanou přesnost́ı, ale posledńı
podmı́nka může být velmi nepřesná, je li hodnota |fk(xi)| velmi malá.
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21.5 Zhlazovaćı metody

Podobně jako v odd́ılu 21.1 se omeźıme na součty maxim, kdy funkce h : Rn → Rm je součtem svých
argument̊u, takže plat́ı (1408). Zhlazovaćı metody pro minimalizaci součt̊u maxim nahražuj́ı funkci (1408)
zhlazovaćı funkćı

S(x;µ) =
m∑

k=1

Sk(x;µ), (1548)

kde

Sk(x;µ) = µ log

mk∑
l=1

exp

(
fkl(x)

µ

)
= Fk(x) + µ log

mk∑
l=1

exp

(
fkl(x)− Fk(x)

µ

)
, (1549)

závislou na zhlazovaćım parametru 0 < µ ≤ µ, která se postupně minimalizuje na Rn, přičemž µ → 0.
Jelikož fkl(x) ≤ Fk(x), 1 ≤ l ≤ mk, a alespoň pro jeden index nastává rovnost, má alespoň jedna
exponenciálńı funkce na pravé straně (1549) hodnotu 1, takže logaritmus je kladný. Plat́ı tedy

Fk(x) ≤ Sk(x;µ) ≤ Fk(x)+µ log mk, 1 ≤ k ≤ m ⇒ F (x) ≤ S(x;µ) ≤ F (x)+µ

m∑
k=1

log mk, (1550)

takže S(x; , µ) → F (x), pokud µ→ 0.

Poznámka 547. Podobně jako v odd́ılu 21.2 označ́ıme gkl(x) a Gkl(x) gradienty a Hessovy matice funkćı
fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk a

uk(x, z) =

 uk1(x, z)
. . .

ukmk
(x, z)

 , ẽk =

 1
. . .
1

 ,
kde

ukl(x;µ) =
exp(fkl(x)/µ)∑mk

l=1 exp(fkl(x)/µ)
=

exp((fkl(x)− Fk(x))/µ)∑mk

l=1 exp((fkl(x)− Fk(x))/µ)
, (1551)

takže plat́ı ukl(x;µ) ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, a

ẽTk uk(x;µ) =

mk∑
l=1

ukl(x;µ) = 1. (1552)

Dále označ́ıme Ak(x) = JT
k (x) = [gk1(x), . . . , gkmk

(x)] a Uk(x;µ) = diag(uk1(x;µ), . . . , ukmk
(x;µ)) pro

1 ≤ k ≤ m.

Věta 445. Uvažujme zhlazovaćı funkci (1548). Pak plat́ı

∇S(x;µ) =
m∑

k=1

Ak(x)uk(x;µ) = A(x)u(x) (1553)

a

∇2S(x;µ) = G(x;µ) +
1

µ

m∑
k=1

Ak(x)Uk(x;µ)A
T
k (x)−

1

µ

m∑
k=1

Ak(x)uk(x;µ)(Ak(x)uk(x;µ))
T

= G(x;µ) +
1

µ
A(x)U(x;µ)AT (x)− 1

µ
C(x;µ)C(x;µ))T (1554)

kde G(x;µ) =
∑m

k=1

∑mk

l=1Gk(x)uk(x;µ), A(x) = [A1(x), . . . , Am(x)], U(x;µ) = diag(U1(x;µ), . . . , Um(x;µ))
a C(x, z) = [A1(x)u1(x, z), . . . , Am(x)um(x, z)].
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Důkaz Zřejmě

∇S(x;µ) =
m∑

k=1

∇Sk(x;µ), ∇2S(x;µ) =

m∑
k=1

∇2Sk(x;µ).

Derivováńım funkćı (1549) a použit́ım (1551) dostaneme

∇Sk(x;µ) =
µ∑mk

l=1 exp(fkl(x)/µ)

mk∑
l=1

1

µ
exp(fkl(x)/µ)gkl(x)

=

mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x;µ) = Ak(x)uk(x;µ). (1555)

Sečteme-li tyto výrazy, dostaneme (1553). Dále plat́ı

∇ukl(x;µ) =
1

µ

exp(fkl(x)/µ)gkl(x)∑mk

l=1 exp(fkl(x)/µ)
− exp(fkl(x)/µ)

(
∑mk

l=1 exp(fkl(x)/µ))
2

mk∑
l=1

1

µ
exp(fkl(x)/µ)gkl(x)

=
1

µ
ukl(x;µ)gkl(x)−

1

µ
ukl(x;µ)

mk∑
l=1

ukl(x;µ)gkl(x). (1556)

Derivujeme-li výraz (1555) a použijeme-li (1556), dostaneme

∇2Sk(x;µ) =

mk∑
l=1

Gkl(x)ukl(x;µ) +

mk∑
l=1

gkl(x)∇ukl(x;µ)

= Gk(x;µ) +
1

µ

mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x;µ)g
T
kl(x)−

1

µ

mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x;µ)

(
mk∑
l=1

gkl(x)ukl(x;µ)

)T

= Gk(x;µ) +
1

µ
Ak(x)Uk(x;µ)A

T
k (x)−

1

µ
Ak(x)uk(x;µ)(Ak(x)uk(x;µ))

T ,

kde Gk(x;µ) =
∑mk

l=1Gkl(x)ukl(x;µ). Sečteme-li tyto výrazy, dostaneme vstah (1554). 2

Poznámka 548. Poznamenejme, že použit́ım vztahu (1554) a Schwarzovy nerovnosti dostaneme

vT∇2S(x;µ)v = vTG(x;µ)v +
1

µ

m∑
k=1

(
vTAk(x)Uk(x;µ)A

T
k (x)v −

m∑
k=1

(vTAk(x)Uk(x;µ)ẽk)
2

ẽTkUk(x;µ)ẽk

)
≥ vTG(x;µ)v,

nebot’ ẽTkUk(x;µ)ẽk = ẽTk uk(x;µ) = 1, takže Hessova matice ∇2S(x;µ) je pozitivně definitńı, je-li matice
G(x;µ) pozitivně definitńı.

Použijeme-li větu 445, můžeme krok Newtonovy metody zapsat ve tvaru x+ = x+ α∆x, kde

∇2S(x;µ)∆x = −∇S(x;µ),

neboli (
W (x;µ)− 1

µ
C(x;µ)CT (x;µ)

)
∆x = −g(x;µ), (1557)

kde

W (x;µ) = G(x;µ) +
1

µ
A(x)U(x;µ)AT (x), g(x;µ) = A(x)u(x;µ). (1558)
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Matice W v (1558) má stejnou strukturu jako matice W v (1500) a podle věty 445 má zhlazovaćı funkce
(1548) podobné vlastnosti jako bariérová funkce (1497), kde funkce h(z(x;µ)) je součtem svých argu-
ment̊u. Můžeme tedy použ́ıt algoritmus, který je analogíı algoritmu 42 (metody M1) a úvahy uvedené v
poznámce 544, kde mı́sto B(x;µ) a ∇2B(x;µ) použijeme S(x;µ) a ∇2S(x;µ). To znamená, že plat́ı

S(xi+1;µi)− S(xi;µi) ≤ −c∥g(xi;µi)∥2 ∀i ∈ N. (1559)

je-li splněn předpoklad X3 a
S(xi+1;µi)− S(xi;µi) ≤ 0 ∀i ∈ N (1560)

v ostatńıch př́ıpadech.

Algoritmus 44. Data. Tolerance pro normu gradientu zhlazovaćı funkce ε > 0. Meze pro zhlazovaćı
parametr 0 < µ < µ. Koeficienty pro snižováńı zhlazovaćıho parametru 0 < λ < 1, σ > 1 (př́ıpadně
0 < ϑ < 1). Tolerance pro stejnoměrnou spádovost ε0 > 0. Tolerance pro výběr délky kroku ε1 > 0.
Maximálńı délka kroku ∆ > 0.

Vstup Ř́ıdká struktura matice A(x). Počátečńı odhad řešeńı x ∈ Rn.

Krok 1 Inicializace. Zvoĺıme µ ≤ µ. Urč́ıme ř́ıdkou strukturu matice W = W (x;µ) z ř́ıdké struktury
matice A(x) a provedeme symbolický rozklad matice W (popsaný v odd́ılu 10.2). Vypočteme
hodnoty fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, hodnoty Fk(x) = max1≤l≤mk

fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, a
hodnotu účelové funkce (1408). Polož́ıme r := 0 (indikátor přerušeńı).

Krok 2 Ukončeńı výpočtu. Urč́ıme vektor zhlazovaćıch multiplikáto̊u u(x;µ) podle (1551). Urč́ıme
matici A := A(x) a vektor g := g(x;µ) = A(x)u(x;µ). Pokud µ ≤ µ a ∥g∥ ≤ ε, ukonč́ıme
výpočet.

Krok 3 Aproximace Hessovy matice. Polož́ıme G = G(x;µ) nebo vypočteme aproximaci G Hessovy
matice G(x;µ) použit́ım diferenćı gradient̊u nebo pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı
(poznámka 545).

Krok 4 Určeńı směrového vektoru. Urč́ıme matici W podle (1558) a vektor ∆x podle (1557) použit́ım
Gillova-Murrayova rozkladu matice W .

Krok 5 Přerušeńı iteračńıho procesu. Pokud r = 0 a neplat́ı (S1b) (kde s = ∆x), polož́ıme G = I, r := 1
a přejdeme na krok 4. Pokud r = 1 a neplat́ı (S1b), polož́ıme ∆x := −g. Polož́ıme r := 0.

Krok 6 Výběr délky kroku. Urč́ıme parametr délky kroku α > 0 tak aby pro zhlazovaćı funkci S(x;µ)
platilo (S2) a bud’ (S3b) nebo α = ∆/∥∆x∥. Polož́ıme x := x + α∆x. Vypočteme hodnoty
fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, hodnoty Fk(x) = max1≤l≤mk

fkl(x), 1 ≤ k ≤ m, a hodnotu
účelové funkce (1408).

Krok 7 Aktualizace zhlazovaćıho parametru. Urč́ıme novou hodnotu zhlazovaćıho parametru µ ≥ µ
procedurou A nebo procedurou B. Přejdeme na krok 2.

Algoritmus 44 se lǐśı od algoritmu 42 t́ım, že v kroku 2 neńı třeba řešit nelineárńı rovnici ẽTu(x;µ) = 1
(nebot’ z (1551) plyne (1552)), v kroku 4 se použ́ıvaj́ı rovnice (1557)–(1558) mı́sto rovnic (1521)–(1522) a
v kroku 6 je bariérová funkce B(x;µ) nahražena zhlazovaćı funkćı S(x;µ). Poznamenejme, že parametr
µ v (1548) má jiný význam než tentýž parametr v (1497), takže bychom v kroku 7 mohli použ́ıt jinou
proceduru pro jeho aktualizaci. Ukazuje se však, že použit́ı procedury A nebo procedury B v algoritmu 44
je velmi efektivńı. Je však třeba poznamenat, že použit́ı exponenciálńıch funkćı v algoritmu 44 má jisté
nevýhody. Výpočet hodnot exponenciálńıch funkćı je časové náročněǰśı než prováděńı standardńıch arit-
metických operaćı a také může docházet k podtékáńı (nahražováńı nenulových hodnot nulou), je-li hodnota
parametru µ velmi malá.

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci zhlazovaćı metody realizované algoritmem 44.
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Lemma 150. Zvoĺıme-li pevně vektor x ∈ Rn, jsou funkce Sk(x;µ) : (0,∞) → R, 1 ≤ k ≤ m, neklesaj́ıćımi
konvexńımi funkcemi proměnné µ > 0 a plat́ı

0 ≤ logmk ≤ ∂Sk(x;µ)

∂µ
≤ logmk, (1561)

kde mk je počet aktivńıch funkćı (pro něž plat́ı fkl(x) = Fk(x)), a

∂Sk(x;µ)

∂µ
= log

mk∑
l=1

exp

(
fkl(x)− Fk(x)

µ

)
−

mk∑
l=1

(
fkl(x)− Fk(x)

µ

)
ukl(x;µ), (1562)

Důkaz Označ́ıme-li φkl(x;µ) = (fkl(x)− Fk(x))/µ ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m, takže

φ′
kl(x;µ)

∆
=
∂φkl(x;µ)

∂µ
= −φkl(x;µ)

µ
≥ 0,

můžeme podle (1549) psát

Sk(x;µ) = Fk(x) + µ log

mk∑
l=1

expφkl(x;µ),

a

∂Sk(x;µ)

∂µ
= log

mk∑
l=1

expφkl(x;µ) + µ

∑mk

l=1 φ
′
kl(x;µ) expφkl(x;µ)∑mk

l=1 expφkl(x;µ)

= log

mk∑
l=1

expφkl(x;µ)−
mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ) ≥ 0, (1563)

nebot’ φkl(x;µ) ≤ 0, ukl(x;µ) ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m a alespoň pro jeden index plat́ı φkl(x;µ) = 0. Funkce
Sk(x;µ), 1 ≤ k ≤ m, jsou tedy neklesaj́ıćı. Derivujeme-li výraz (1551) podle proměnné µ dostaneme

∂ukl(x;µ)

∂µ
= − 1

µ

φkl(x;µ) expφkl(x;µ)∑mk

l=1 expφkl(x;µ)
+

1

µ

expφkl(x;µ)∑
k

l=1m expφkl(x;µ)

∑mk

l=1 φkl(x;µ) expφkl(x;µ)∑mk

l=1 expφkl(x;µ)

= − 1

µ
φkl(x;µ)ukl(x;µ) +

1

µ
ukl(x;µ)

mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ). (1564)

Derivujeme-li výraz (1563) podle proměnné µ a použijeme-li rovnosti (1552) a (1564), můžeme psát

∂2Sk(x;µ)

∂µ2
= − 1

µ

mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ) +
1

µ

mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ)−
1

µ

mk∑
l=1

φkl(x;µ)
∂ukl(x;µ)

∂µ

= − 1

µ

mk∑
l=1

φkl(x;µ)
∂ukl(x;µ)

∂µ

=
1

µ2

(
mk∑
l=1

φ2
kl(x;µ)ukl(x;µ)

)(
mk∑
l=1

ukl(x;µ)

)
− 1

µ2

(
mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ)

)2

≥ 0,

nebot’ podle Schwarzovy nerovnosti plat́ı(
mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ)

)2

=

(
mk∑
l=1

φkl(x;µ)
√
ukl(x;µ)

√
ukl(x;µ)

)2

≤
mk∑
l=1

φ2
kl(x;µ)ukl(x;µ)

mk∑
l=1

ukl(x;µ).
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Funkce Sk(x;µ), 1 ≤ k ≤ m, jsou tedy konvexńı, takže jejich derivace ∂Sk(x;µ)/∂µ jsou neklesaj́ıćı.
Zřejmě plat́ı

lim
µ→0

∂Sk(x;µ)

∂µ
= lim

µ→0
log

mk∑
l=1

expφkl(x;µ)− lim
µ→0

mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ)

= logmk − 1

mk

lim
µ→0

mk∑
l=1

φkl(x;µ) expφkl(x;µ) = logmk,

nebot’ φkl(x;µ) = 0, pokud fkl(x) = Fk(x), a limµ→0 φkl(x;µ) = −∞, limµ→0 φkl(x;µ) expφkl(x;µ) = 0,
pokud fkl(x) < Fk(x). Podobně plat́ı

lim
µ→∞

∂Sk(x;µ)

∂µ
= lim

µ→∞
log

mk∑
l=1

expφkl(x;µ)− lim
µ→∞

mk∑
l=1

φkl(x;µ)ukl(x;µ) = logm,

nebot’ limµ→∞ φkl(x;µ) = 0 a limµ→∞ |ukl(x;µ)| ≤ 1 pro 1 ≤ k ≤ m. 2

Lemma 151. Necht’ jsou splněny předpoklady X1 a X3. Pak hodnoty µi, i ∈ N , generované algoritmem 44
tvoř́ı nerostoućı posloupnost takovou, že µi → 0.

Důkaz Lemma 151 je př́ımým d̊usledkem lemmatu 145, nebot’ se použ́ıvaj́ı stejné procedury pro aktualizaci
parametru µ a plat́ı (1559). 2

Věta 446. Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 151. Uvažujme posloupnost xi i ∈ N , generovanou
algoritmem 44, kde ε = µ = 0. Pak

lim
i→∞

m∑
k=1

mk∑
l=1

ukl(xi;µi)gkl(xi) = 0,

mk∑
l=1

ukl(xi;µi) = 1

a
Fk(xi)− fkl(xi) ≥ 0, ukl(xi;µi) ≥ 0, lim

i→∞
ukl(xi;µi)(Fk(xi)− fkl(xi)) = 0

pro 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk.

Důkaz (a) Rovnosti ẽTk uk(xi;µi) = 1 pro 1 ≤ k ≤ m plynou z (1552). Nerovnosti Fk(xi) − fkl(xi) ≥ 0 a
ukl(xi;µi) ≥ 0 pro 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk plynou z (1408) a (1551).

(b) Jelikož podle lemmatu 150 jsou Sk(x;µ) neklesaj́ıćımi funkcemi parametru µ a plat́ı (1559), můžeme
psát

F ≤
m∑

k=1

Fk(xi+1) ≤ S(xi+1;µi+1) ≤ S(xi+1;µi) ≤ S(xi;µi)−c∥g(xi;µi)∥2 ≤ S(x1;µ1)−c
i∑

j=1

∥g(xj ;µj)∥2,

kde F =
∑m

k=1 F k a F k, 1 ≤ k ≤ m, jsou dolńı meze z předpokladu X1. Plat́ı tedy

F ≤ lim
i→∞

S(xi+1;µi+1) ≤ S(x1;µ1)− c
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2,

neboli
∞∑
i=1

∥g(xi;µi)∥2 ≤ 1

c
(S(x1;µ1)− F ),

takže ∥g(xi;µi)∥ → 0, což spolu s nerovnostmi 0 ≤ ukl(xi;µi) ≤ 1, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, dává
limi→∞ ukl(xi;µi)gkl(xi) = 0.
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(c) Necht’ indexy 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk jsou zvoleny libovolně. Použit́ım (1551) dostaneme

0 ≤ ukl(xi;µi)(Fk(xi)− fkl(xi)) = −µi
φkl(xi;µi) expφkl(xi;µi)∑mk

l=1 expφkl(xi;µi)

≤ −µiφkl(xi;µi) expφkl(xi;µi) ≤
µi

e
,

kde φkl(xi;µi), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, jsou funkce použité v d̊ukazu lemmatu 150, nebot’

mk∑
l=1

expφkl(xi;µi) ≥ 1

a funkce t exp t nabývá své minimálńı hodnoty −1/e v bodě t = −1. Jelikož µi → 0, dostaneme
ukl(xi;µi)(Fk(xi)− fkl(xi)) → 0. 2

Důsledek 50. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 446. Pak každý hromadný bod x ∈ Rn posloupnosti
xi, i ∈ N , splňuje nutné KKT podmı́nky (1409)–(1410), kde u (s prvky uk, 1 ≤ k ≤ m) je hromadný bod
posloupnosti u(xi;µi), i ∈ N .

Nyńı budeme předpokládat, že hodnoty ε a µ jsou nenulové a ukážeme jak přesné řešeńı systému KKT
rovnic dostaneme po ukončeńı výpočtu algoritmem 44

Věta 447. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 151 a necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná algorit-
mem 44. Zvoĺıme-li ε > 0, µ > 0 libovolně, existuje index i ≥ 1 takový, že

∥g(xi;µi)∥ ≤ ε, ẽTk uk(xi;µi)| = 1, 1 ≤ k ≤ m

a

Fk(xi)− fkl(xi) ≥ 0, ukl(xi;µi) ≥ 0, ukl(xi;µi)(Fk(xi)− fkl(xi)) ≤
µ

e

pro všechna 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk.

Důkaz (a) Rovnosti ẽTk uk(xi;µi) = 1, 1 ≤ k ≤ m, plynou z (1552). Nerovnosti Fk(xi) − fkl(xi) ≥ 0 a
ukl(xi;µi) ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ mk, plynou z (1414) a (1551). Jelikož podle lemmatu 150 plat́ı µi → 0
a podle věty 1553 plat́ı ∥g(xi;µi)∥ → 0, existuje index i ≥ 1 takový, že µi ≤ µ a ∥g(xi;µi)∥ ≤ ε. Podle
(1551), tak jako v d̊ukazu věty 446, lze pro 1 ≤ k ≤ m a 1 ≤ l ≤ mk psát

ukl(xi;µi)(Fk(xi)− fkl(xi)) ≤ −µiφkl(xi;µi) expφkl(xi;µi) ≤
µi

e
≤
µ

e
.

2

Nejjednodušš́ı a zároveň nejčastěji uvažovanou zobecněnou minimaxovou úlohou je klasická minimaxová
úloha (1414), kdy m = 1 v (1406) (v tomto př́ıpadě ṕı̌seme m a z mı́sto m1 a z1). Pro řešeńı klasické
minimaxové úlohy lze použ́ıt algoritmus 44, většina výpočt̊u se však velmi zjednoduš́ı. Krok Newtonovy
metody můžeme zapsat ve tvaru x+ = x+ α∆x, kde

∇2S(x;µ)∆x = −∇S(x;µ),

neboli (
W (x;µ)− 1

µ
g(x;µ)gT (x;µ)

)
∆x = −g(x;µ), (1565)

kde

W (x;µ) = G(x;µ) +
1

µ
A(x)U(x;µ)AT (x), g(x;µ) = A(x)u(x;µ). (1566)
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Jelikož podle Shermanova-Morrisonova vzorce (poznámka 108) plat́ı(
W − 1

µ
ggT

)−1

=W−1 +
W−1ggTW−1

µ− gTW−1g
,

můžeme řešeńı soustavy rovnic (1565) zapsat ve tvaru

∆x =
µ

gTW−1g − µ
W−1g. (1567)

Neńı-li matice W pozitivně definitńı, můžeme j́ı nahradit matićı LLT = W + E, źıskanou Gillovým-
Murrayovým rozkladem popsaným v odd́ılu 2.7. Pak řeš́ıme rovnici

LLT p = g (1568)

a polož́ıme

∆x =
µ

gT p− µ
p. (1569)

Daľśı d̊uležitou zobecněnou minimaxovou úlohou je minimalizace součtu absolutńıch hodnot, neboli
minimalizace funkce

F (x) =

m∑
k=1

|fk(x)| =
m∑

k=1

max(f+k (x), f−k (x)), f+k (x) = fk(x), f−k (x) = −fk(x).

V tomto př́ıpadě má zhlazovaćı funkce tvar

S(x;µ) = F (x) + µ
m∑

k=1

log

(
exp

(
−
|fk(x)| − f+k (x)

µ

)
+ exp

(
−
|fk(x)| − f−k (x)

µ

))

=

m∑
k=1

|fk(x)|+ µ

m∑
k=1

log

(
1 + exp

(
−2|fk(x)|

µ

))
,

nebot’ f+k (x) = |fk(x)|, pokud fk(x) ≥ 0, a f−k (x) = |fk(x)|, pokud fk(x) ≤ 0, a podle věty 445 plat́ı

∇S(x;µ) =
m∑

k=1

(g+k u
+
k + g−k u

−
k ) =

m∑
k=1

gk(u
+
k − u−k ) =

m∑
k=1

gkuk = g(x;µ),

∇2S(x;µ) =
m∑

k=1

Gk(u
+
k −u−k )+

1

µ

m∑
k=1

gkg
T
k (u

+
k +u−k )−

1

µ

m∑
k=1

gkg
T
k (u

+
k −u−k )

2 = G(x;µ)+
1

µ

m∑
k=1

gkg
T
k (1−u2k)

(nebot’ u+k + u−k = 1), kde gk = gk(x) a

uk = u+k − u−k =
exp

(
− |fk(x)|−f+

k (x)

µ

)
− exp

(
− |fk(x)|−f−

k (x)

µ

)
exp

(
− |fk(x)|−f+

k (x)

µ

)
+ exp

(
− |fk(x)|−f−

k (x)

µ

) =
1− exp

(
− 2|fk(x)|

µ

)
1 + exp

(
− 2|fk(x)|

µ

) sign(fk(x)),

1− u2k =
4 exp

(
−2|fk(x)|

µ

)
(
1 + exp

(
− 2|fk(x)|

µ

))2 ,
přičemž sign(fk(x)) je znaménko funkce fk(x).
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21.6 Numerické porovnáńı

Newtonovy metody Metody s proměnnou metrikou
Metoda NIT NFV NFG čas N S NIT NFV NFG čas N S
LSMXPI-A1 1704 4518 19357 9.70 5 - 3237 12929 3258 5.91 6 -
LSMXPI-A2 1572 3076 16962 7.94 7 - 3335 4807 3354 4.49 8 -
LSMXPI-B1 3494 8160 26580 12.24 5 - 1522 3287 1544 2.68 5 -
LSMXPI-B2 3546 7425 26720 12.16 8 - 1606 2896 1627 2.94 7 -
LSMXSM-A 10874 33812 74178 46.75 11 - 4221 9519 4242 8.00 8 -
LSMXSM-B 24539 96806 168371 106.75 9 1 13618 54655 13639 45.10 9 1
LSMXDI 3796 6677 48204 49.95 6 - 2371 5548 2371 18.89 3 -

Tabulka T1: TEST14 (minimalizace maxima) – 22 úloh

Newtonovy metody Metody s proměnnou metrikou
Metoda NIT NFV NFG čas N S NIT NFV NFG čas N S
LSMXPI-A1 2961 10132 29548 16.38 8 - 1549 2636 1571 2.51 3 -
LSMXPI-A2 2737 7849 28430 15.84 9 - 1457 2460 1497 2.51 5 -
LSMXPI-B1 10683 48915 110470 75.86 7 3 1992 6403 2013 4.96 4 -
LSMXPI-B2 6986 22734 74185 46.83 7 3 1844 4390 1865 4.44 8 -
LSMXSM-A 8220 19436 72887 51.37 13 - 6164 15545 6185 29.37 8 -
LSMXSM-B 24105 89158 187914 160.97 11 1 24027 92477 24048 132.08 8 1
LSMXDI 3528 9084 26206 49.78 12 - 1932 2845 1932 18.73 5 -

Tabulka T2: TEST14 (l∞ aproximace) – 22 úloh

Newtonovy metody Metody s proměnnou metrikou
Metoda NIT NFV NFG čas N S NIT NFV NFG čas N S
LSMXPI-A1 12692 17899 65167 32.02 8 - 6484 9904 6502 13.77 2 -
LSMXPI-A2 11882 14819 60734 27.70 12 - 7167 9173 7185 14.47 6 -
LSMXPI-B1 20933 50445 111484 67.78 13 2 7388 15875 7409 19.98 3 -
LSMXPI-B2 13528 26523 69567 47.26 14 2 7605 13245 7623 20.60 14 -
LSMXSM-A 11722 24882 69643 61.57 10 - 6659 12824 6681 41.55 8 -
LSMXSM-B 15886 42127 103307 81.33 12 1 15125 25984 15147 61.62 10 -
LSMXDI 1408 2406 10121 15.63 6 - 2228 3505 2228 35.13 10 -

Tabulka T3: TEST15 (l∞ aproximace) – 22 úloh
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Newtonovy metody Metody s proměnnou metrikou
Metoda NIT NFV NFG čas N S NIT NFV NFG čas N S
TRSAPI-A 6474 7657 39930 9.20 3 - 24896 25307 24916 16.22 5 1
TRSAPI-B 9953 11760 66189 16.78 5 - 25013 25492 25033 16.64 5 1
LSSAPI-A 7592 19621 46100 15.39 4 - 22277 36610 22298 19.09 7 1
LSSAPI-B 9067 35463 56292 19.14 6 - 16650 35262 16672 14.47 6 1
TRSASM-A 7922 9453 49104 12.66 2 - 26358 26966 26378 26.44 4 1
TRSASM-B 9559 11358 58418 16.39 7 - 24283 24911 24303 17.79 6 1
LSSASM-A 5696 13534 41347 15.28 4 - 20020 30736 20042 23.05 5 1
LSSASM-B 8517 30736 57878 23.60 6 - 18664 28886 18686 18.65 5 1
LSSABM 40373 40458 40458 56.64 19 -
LSSADI 7377 12971 52233 105.28 7 1 13123 14610 13124 295.46 8 2
LSSADE 4069 11328 41840 142.81 11 1 15757 17064 15760 712.90 8 2

Tabulka T4: TEST14 (l1 aproximace) – 22 úloh

Newtonovy metody Metody s proměnnou metrikou
Metoda NIT NFV NFG čas N S NIT NFV NFG čas N S
TRSAPI-A 14828 16249 85433 29.95 7 - 23758 24120 23778 17.50 9 1
TRSAPI-B 8048 9003 39532 17.50 8 - 13328 14311 13346 13.99 9 1
TRSASM-A 11496 13335 63214 26.78 8 1 20588 21114 20607 36.66 13 1
TRSASM-B 9833 11502 14904 24.03 8 - 13648 14707 13668 15.60 13 1
LSSABM 50039 50599 50599 55.25 17 -
LSSADI 2093 3681 12616 20.01 3 1 23957 28000 23960 186.92 5 3
LSSADE 3608 10709 27618 55.77 4 1 3897 4155 3897 57.48 7 2

Tabulka T5: TEST15 (l1 aproximace) – 22 úloh
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22 Metody pro obecné úlohy nehladké optimalizace

22.1 Svazkové metody

Budeme předpokládat, že funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská a že umı́me v každém bodě x ∈ Rn

spoč́ıtat nějaký subgradient g ∈ ∂F (x). Jelikož lokálně lipschitzovská funkce je podle Rademacherovy
věty diferencovatelná skoro všude, plat́ı obvykle g = ∇F (x). Zvláštnost́ı úloh nehladké optimalizace je,
že se gradient ∇F (x) může měnit skokem a že nemuśı být malý v okoĺı extrému funkce F . Z tohoto
d̊uvodu nestač́ı chováńı funkce F vystihnout hodnoty Fk = F (xk), gk ∈ ∂F (xk), v jediném bodě xk, ale
je zapotřeb́ı celý svazek hodnot

Fj = F (yj), gj ∈ ∂F (yj), (1570)

źıskaných v pokusných bodech yj , j ∈ Jk ⊂ {1, . . . , k}, který slouž́ı ke konstrukci po částech lineárńı
funkce

F k
L(x) = max

j∈Jk

(Fj + gTj (x− yj)) = max
j∈Jk

(F k
j + gTj (x− xk)) = max

j∈Jk

(F (xk) + gTj (x− xk)− αk
j ),

kde

F k
j = Fj + gTj (xk − yj), (1571)

αk
j = F (xk)− F k

j (1572)

pro j ∈ Jk. Tato po částech lineárńı funkce je v konvexńım př́ıpadě majorizována funkćı F .

Věta 448. Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı. Pak pro libovolný index k plat́ı αk
j ≥ 0 ∀j ∈ Jk a

F (x) ≥ F k
L(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jelikož gj ∈ ∂F (yj), plat́ı podle věty 343 (d) F (x) ≥ Fj + gTj (x− yj) ∀j ∈ Jk, takže podle (1571)

dostaneme F (xk) ≥ F k
j , což podle (1572) dává αk

j ≥ 0. Nav́ıc

F (x) ≥ max
j∈Jk

(Fj + gTj (x− yj)) = F k
L(x).

2

V př́ıpadě, že funkce F neńı konvexńı, věta 448 neplat́ı. Abychom v tomto př́ıpadě zaručili vhodnost po
částech lineárńıho modelu F k

L(x), je třeba č́ısla αk
j , j ∈ Jk, definovat jiným zp̊usobem. Jednou z možnost́ı

je pro j ∈ Jk položit

αk
j = max

(
|F (xk)− F k

j |, γ∥xk − yj∥ν
)
,

kde γ ≥ 0 a ν ≥ 1. Jelikož by však bylo nutné ukládat body yj , j ∈ Jk, využ́ıvá se toho, že pro j ∈ Jk

plat́ı

∥xk − yj∥ ≤ ∥xj − yj∥+
k−1∑
i=j

∥xi+1 − xi∥
∆
= skj (1573)

a č́ısla αk
j se určuj́ı podle vzorce

αk
j = max

(
|F (xk)− F k

j |, γ(skj )ν
)
, j ∈ Jk. (1574)

Funkce F k
L neńı sama o sobě vhodná k určeńı nové aproximace minima, nebot’ jej́ı minimum nemuśı

existovat (F k
L je po částech lineárńı) a pokud existuje, může být př́ılǐs daleko od minima funkce F . Proto

se k funkci F k
L přidává tlumı́ćı kvadratický člen. Dostáváme tak po částech kvadratickou funkci
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F k
Q(x) =

1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + F k
L(x)

=
1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + max
j∈Jk

(F (xk) + gTj (x− xk)− αk
j ),

kde Gk je nějaká symetrická positivně definitńı matice. Tato po částech kvadratická funkce může být
interpretována r̊uzným zp̊usobem bud’ k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u nebo k
určeńı oblasti přijatelnosti v metodách s lokálně omezeným krokem. V tomto textu se omeźıme na metody
spádových směr̊u.

Protože je z praktických d̊uvod̊u možné pracovat pouze s omezenými svazky, kdy |Jk| ≤ m (|Jk|
je mohutnost množiny Jk), určuje se množina Jk obvykle tak, že Jk = {1, . . . , k}, pokud k ≤ m, a
Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1 − m}, pokud k ≥ m. Poznamenejme, že to neńı jediný a dokonce ani
nejvhodněǰśı zp̊usob jak určovat svazky, je to však zp̊usob jednoduchý, který vyhovuje všem teoretickým
požadavk̊um, takže se ho v tomto textu přidrž́ıme.

Jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}, je třeba použ́ıvat agregované hodnoty, které v sobě kumuluj́ı informace z
předchoźıch iteračńıch krok̊u. Agregace bude podrobně popsána později (definičńı vztahy (1581), (1587),
(1588) a transformačńı vztahy (1592)). Zde pouze uvedeme, že v bodě xk máme k disposici hodnoty
F k
a ∈ R, gka ∈ Rn, ska ∈ R reprezentuj́ıćı jistou lineárńı funkci, která se přidává k lineárńım funkćım

obsaženým ve svazku a že v pr̊uběhu k-tého iteračńıho kroku se řešeńım úlohy kvadratického programováńı
určuj́ı nové hodnoty F̃ k

a ∈ R, g̃ka ∈ Rn, s̃ka ∈ R, které se pak transformuj́ı do bodu xk+1.
Použijeme-li agregované hodnoty, má po částech kvadratická funkce tvar

F k
Q(x) =

1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + max(F k
L(x), F (xk) + (x− xk)

T gka − αk
a),

kde

αk
a = max

(
|F (xk)− F k

a |, γ(ska)ν
)
. (1575)

Minimum této funkce lze vyjádřit ve tvaru xk+1 = xk + dk, kde směrový vektor dk je řešeńım úlohy
kvadratického programováńı: Minimalizovat funkci

1

2
dTGkd+ v (1576)

na množině určené omezeńımi

−αk
j + dT gj ≤ v, j ∈ Jk, (1577)

−αk
a + dT gka ≤ v, (1578)

(minimalizuje se přes všechny dvojice (d, v) ∈ Rn+1 vyhovuj́ıćı nerovnostem (1577), (1578)).

Věta 449. Řešeńı úlohy (1576)-(1578) lze vyjádřit ve tvaru

dk = −G−1
k g̃ka , (1579)

vk = −dTkGkdk − α̃k
a, (1580)

kde

g̃ka =
∑
j∈Jk

λkj gj + λkag
k
a , (1581)

α̃k
a =

∑
j∈Jk

λkjα
k
j + λkaα

k
a (1582)
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a kde Lagrangeovy multiplikátory λkj , j ∈ Jk, λ
k
a, jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı:

Minimalizovat funkci

1

2

∑
j∈Jk

λjgj + λag
k
a

T

G−1
k

∑
j∈Jk

λjgj + λag
k
a

+
∑
j∈Jk

λjα
k
j + λaα

k
a (1583)

na množině určené omezeńımi

λj ≥ 0, j ∈ Jk, λa ≥ 0,∑
j∈Jk

λj + λa = 1.

}
(1584)

Minimálńı hodnota funkce (1583), odpov́ıdaj́ıćı řešeńı úlohy (1583)-(1584), je

wk =
1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka + α̃k

a = −vk − 1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka . (1585)

Důkaz Jelikož matice Gk je positivně definitńı, je funkce (1576) konvexńı. Omezeńı (1577)-(1578) jsou
lineárńı a tud́ıž také konvexńı, takže pár (dk, vk) ∈ Rn+1 je podle tvrzenv́ı 4 řešeńım úlohy (1576)-(1578)
právě tehdy, existuj́ı-li Lagrangeovy multiplikátory λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ

k
a ≥ 0, takové, že[

Gkdk
1

]
+
∑
j∈Jk

λkj

[
gj
−1

]
+ λka

[
gka
−1

]
= 0, (1586)

přičemž

λkj > 0 ⇒ −αk
j + dTk gj = vk,

λka > 0 ⇒ −αk
a + dTk g

k
a = vk

(podmı́nky komplementarity). Z posledńı rovnice soustavy (1586) dostaneme∑
j∈Jk

λkj + λka = 1.

Plat́ı tedy (1579) (1581) a (1584). Použijeme-li označeńı (1581)-(1582) a podmı́nky komplementarity,
můžeme psát

−α̃k
a + dTk g̃

k
a = vk,

což spolu s (1579) dává (1580). Zbývá dokázat, že Lagrangeovy multiplikátory λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ
k
a ≥ 0

jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı (1583)-(1584). Tato úloha je opět konvexńı, takže
č́ısla λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ

k
a ≥ 0, jsou podle tvrzeńı 4 jej́ım řešeńım právě tehdy, existuj́ı-li Langrangeovy

multiplikátory vk (odpov́ıdaj́ıćı rovnosti v (1584)) a µk
j ≥ 0, j ∈ Jk, µ

k
a ≥ 0 (odpov́ıdaj́ıćı nerovnostem

v (1584)) tak, že

−(gj)
T dk + αk

j + vk − µk
j = 0, j ∈ Jk,

−(gka)
T dk + αk

a + vk − µk
a = 0,

přičemž λkjµ
k
j = 0, j ∈ Jk, λ

k
aµ

k
a = 0 (pro zjednodušeńı jsme použili označeńı (1579) a (1581)). Posledńı

rovnosti však nejsou nic jiného než nerovnosti (1577), (1578), nebot’ µk
j ≥ 0, j ∈ Jk, µ

k
a ≥ 0, a podmı́nky

λkjµ
k
j = 0, j ∈ Jk, λ

k
aµ

k
a = 0 jsou ekvivalentńı podmı́nkám komplementarity pro úlohu (1576)-(1578). 2
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Poznámka 549. Poznamenejme, že omezeńı (1578) neńı třeba použ́ıvat pokud Jk = {1, . . . , k}, nebot’ je
v tomto př́ıpadě lineárńı kombinaćı omezeńı (1577). Pak ale λka = 0 v (1581)-(1582).

Poznámka 550. Kromě agregovaných gradient̊u (1581) se pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u λkj ≥ 0,

j ∈ Jk, λ
k
a ≥ 0 definuj́ı agregované hodnoty

F̃ k
a =

∑
j∈Jk

λkjF
k
j + λkaF

k
a , (1587)

s̃ka =
∑
j∈Jk

λkj s
k
j + λkas

k
a. (1588)

Máme-li k dispozici směrový vektor dk, je třeba určit novou aproximaci minima funkce F . Abychom
zaručili globálńı konvergenci svazkové metody, nelze jednoduše položit xk+1 = xk + dk, ale je třeba použ́ıt
složitěǰśı proceduru jej́ımž výstupem jsou dva body

xk+1 = xk + tkLdk,

yk+1 = xk + tkRdk,

kde 0 ≤ tkL ≤ tkR ≤ 1 jsou délky kroku. Délky kroku se vyb́ıraj́ı takovým zp̊usobem (Algoritmus 5.2),
aby nastala právě jedna z možnost́ı popsaných v definici 140 a definici 141. V obou definićıch použ́ıváme
označeńı

βk+1 = max
(
|F (xk)− Fk+1 − (xk − yk+1)

T gk+1|, γ|xk − yk+1|ν
)

(1589)

a konstanty 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , 0 < τ < 1 a D > 0.

Definice 140. (Spádový krok) Spádovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR = tkL > 0,

F (xk+1) ≤ F (xk)− σLt
k
Lwk (1590)

a bud’ tkL ≥ τ nebo βk+1 > σAwk.

Definice 141. (Nulový krok) Nulovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR > tkL = 0,

dTk gk+1 ≥ βk+1 − σRwk (1591)

a ∥yk+1 − zk+1∥ ≤ D, kde zk+1 je libovolný bod, pro který plat́ı F (zk+1) ≤ F (xk).

Máme-li určen nový bod xk+1 je třeba do něj transformovat všechny svazkové i agregované hodnoty.
To se provád́ı pomoćı vzorc̊u

F k+1
j = F k

j + (xk+1 − xk)
T gj , j ∈ Jk

F k+1
a = F̃ k

a + (xk+1 − xk)
T g̃ka

F k+1
k+1 = Fk+1 + (xk+1 − yk+1)gk+1

gk+1
a = g̃ka
sk+1
j = skj + ∥xk+1 − xk∥, j ∈ Jk
sk+1
a = s̃ka + ∥xk+1 − xk∥
sk+1
k+1 = ∥xk+1 − yk+1∥


(1592)

Zbývá uvést podmı́nky, které by měly splňovat matice Gk. Abychom zaručili globálńı konvergenci
svazkové metody, použijeme tento předpoklad.

Předpoklad M. atice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a stejnoměrně omezené (jejich vlastńı
č́ısla lež́ı v kompaktńım intervalu neobsahuj́ıćım nulu). Je-li k-tý krok nulový, plat́ı hTG−1

k+1h ≤ hTG−1
k h

∀h ∈ Rn.

Nyńı můžeme popsat základńı algoritmus svazkových metod.
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Algoritmus 11

Data ε > 0, γ ≥ 0, ν ≥ 1, m ≥ 1.

Krok 1 (Inicializace). Urč́ıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a počátečńı symetrickou pozitivně definitńı
matici G1. Polož́ıme y1 = x1 a vypočteme hodnoty F1 = F (y1), g1 ∈ ∂F (y1). Polož́ıme
s11 = s1a = 0, F 1

1 = F 1
a = F1, g

1
1 = g1a = g1, J1 = {1} a k = 1.

Krok 2 (Směrový vektor). Najdeme řešeńı úlohy kvadratického programováńı (1576)-(1578)
(omezeńı (1578) použ́ıváme pouze tehdy, jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}.) Dostaneme tak Lagrangeovy
multiplikátory λkj , j ∈ Jk a λka (λka ̸= 0 pouze tehdy, jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}), agregované hod-

noty g̃ka , α̃
k
a, F̃

k
a , s̃

k
a, směrový vektor dk a č́ısla vk, wk (věta 449). Jestliže wk ≤ ε, ukonč́ıme

výpočet.

Krok 3 (Délka kroku). Pomoćı Algoritmu 5.2 urč́ıme délky kroku tkL, t
k
R tak, abychom dostali bud’

spádový krok (definice 140) nebo nulový krok (definice 141). Polož́ıme xk+1 = xk + tLdk,
yk+1 = xk + tRdk a vypočteme hodnoty Fk+1 = F (yk+1), gk+1 ∈ ∂F (yk+1).

Krok 4 (Aktualizace). Vypočteme transformované hodnoty podle (1592) a urč́ıme matici Gk+1 tak, aby
vyhovovala Předpokladu M. Jestliže |Jk| < m, polož́ıme Jk+1 = Jk∪{k+1}. Jestliže |Jk| = m,
polož́ıme Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1−m}. Polož́ıme k := k + 1 a přejdeme na Krok 2.

Poznámka 551. Množinu Jk+1 můžeme určovat i jiným zp̊usobem než je uvedeno v Kroku 4 algoritmu.
V podstatě jde o to, aby obsahovala dostatečný počet index̊u a aby platilo k + 1 ∈ Jk+1.

Výběr délky kroku (Krok 3 algoritmu) je poměrně komplikovaná procedura, kterou uvedeme ve formě
samostatného algoritmu. Abychom zjednodušili označeńı vynecháme index k a index k + 1 nahrad́ıme
symbolem +.

Algoritmus 12

Data 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , γ > 0, ν ≥ 1, 0 < κ < 1/2, 0 < τ < 1/2, D > 0.

Vstup x ∈ Rn, d ∈ Rn, F = F (x), w > 0.

Krok 1 (Inicializace). Polož́ıme t1 = 1, t1A = 0, t1U = 1 a i = 1.

Krok 2 (Nové hodnoty). Vypočteme hodnoty F i = F (x+ tid), gi ∈ ∂F (x+ tid) a

βi = max
(
|F − F i + tidT gi|, γ(ti∥d∥)ν

)
.

Jestliže F i ≤ F − σT t
iw, polož́ıme tiA = ti. V opačném př́ıpadě polož́ıme tiU = ti.

Krok 3 (Spádový krok). Jestliže F i ≤ F − σLt
iw a bud’ ti ≥ τ nebo βi > σAw, polož́ıme tR = tL = ti,

tA = tiA, β
+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 (Nulový krok). Jestliže dT gi ≥ βi −σRw a (ti − tiA)∥d∥ ≤ D, polož́ıme tR = ti, tL = 0, tA = tiA,
β+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 (Aktualizace). Zvoĺıme ti+1 ∈ [tiA + κ(tiU − tiA), t
i
U − κ(tiU − tiA)], polož́ıme i := i+1 a přejdeme

na Krok 2.

Věta 450. Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská a necht’ pro libovolnou posloupnost ti ↓ 0
plat́ı

lim sup
gi∈∂F (x+tid)
i→∞

dT gi ≥ lim inf
i→∞

F (x+ tid)− F (x)

ti
. (1593)

Pak Algoritmus 5.2 najde po konečném počtu krok̊u délky kroku tL, tR, tA takové, že pro body x+ = x+tLd,
y+ = x+ tRd, z

+ = x+ tAd nastane právě jeden z těchto př́ıpad̊u:
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(a) Spádový krok: Plat́ı tR = tL > 0,

F (x+) ≤ F (x)− σLtLw

a bud’ tL ≥ τ nebo β+ > σAw.

(b) Nulový krok: Plat́ı tR > tL = 0,

dT g(y+) ≥ β+ − σRw,

∥y+ − z+∥ ≤ D a F (z+) ≤ F (x).

V obou př́ıpadech se použ́ıvá označeńı

β+ = max
(
|F (x)− F (y+)− (x− y+)T g+|, γ∥x− y+∥)ν

)

Důkaz K ukončeńı algoritmu dojde bud’ v Kroku 3, pak zřejmě plat́ı (a), nebo v Kroku 4, pak plat́ı (b).
Zbývá tedy dokázat, že k ukončeńı algoritmu dojde po konečném počtu krok̊u. Abychom to dokázali,
budeme naopak předpokládat, že k ukončeńı algoritmu nedojde po konečném počtu krok̊u. Necht’ {ti},
{tiA}, {tiU}, {gi}, {βi} jsou posloupnosti hodnot generovaných algoritmem (takže bud’ ti = tiA nebo ti = tiU ).
Jelikož tiA ≤ ti+1

A ≤ ti+1
U ≤ tiU a ti+1

U − ti+1
A ≤ (1−κ)(tiU − tiA) pro všechny indexy i, existuje nutně hodnota

t∗ ≥ 0 taková, že tiA ↑ t∗, tiU ↓ t∗ a ti → t∗. Nav́ıc pro dostatečně velké indexy plat́ı (ti − tiA)∥d∥ ≤ D.
Označme S = {t ≥ 0 : F (x + td) ≤ F − σT tw}. Protože {tiA} ⊂ S, tiA ↑ t∗ a funkce F je spojitá, muśı
platit

F (x+ t∗d) ≤ F − σT t
∗w, (1594)

takže t∗ ∈ S. Necht’ I = {i : ti ̸∈ S}. Ukážeme nejprve, že množina I je nekonečná. Pokud by existoval

index i ∈ I takový, že ti ∈ S ∀i > i, muselo by platit tiU = tiU ↓ t∗ ∀i > i, neboli t∗ = tiU ̸∈ S, což je ve
sporu s t∗ ∈ S. Množina I je tedy nekonečná a plat́ı F (x + tid) > F − σT t

iw ∀i ∈ I, což spolu s (1594)
dává

F (x+ tid)− F (x+ t∗d)

ti − t∗
> −σTw ∀i ∈ I.

Použijeme-li předpoklad (1593), dostaneme

−σTw ≤ lim inf
i

I→∞

F (x+ t∗d+ (ti − t∗)d)− F (x+ t∗d)

ti − t∗
≤ lim sup

i
I→∞

dT gi. (1595)

Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.
(a) Necht’ t∗ > 0. Podle (1594) pro dostatečně velké indexy plat́ı F (x+ tid) ≤ F − σLt

iw, nebot’ σL < σT ,
ti → t∗ a funkce F je spojitá. Protože nedojde k ukončeńı algoritmu, muśı pro dostatečně velké indexy
platit βi ≤ σAw (Krok 3 algoritmu) a βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), což dohromady dává

dT gi < βi − σRw ≤ −(σR − σA)w < −σTw
(nebot’ w > 0) a což je pro i ∈ I (I je nekonečná) ve sporu s (1595).
(b) Necht’ t∗ = 0. Pak ti → 0 implikuje βi → 0 (nebot’ funkce F je spojitá a subgradienty gi jsou podle
věty 353 (a) omezené v okoĺı bodu x). Protože nedojde k ukončeńı výpočtu, muśı pro velké indexy platit
βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), takže

lim sup
i

I→∞

dT gi ≤ −σRw < −σTw,

což je opět ve sporu s (1595). 2
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Poznámka 552. Podle věty 368 splňuje podmı́nku (1593) každá slabě polohladká funkce, nebot’ výraz na
pravé straně (1593) je v tomto př́ıpadě směrovou derivaćı (která existuje) a výraz na levé straně je roven
limitě (1215).

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci Algoritmu 5.1. Vzhledem k tomu, že budeme vyšetřovat vlastnosti
nekonečné posloupnosti bod̊u generovaných t́ımto algoritmem, budeme předpokládat, že ε = 0 (Krok 2).
Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı předpoklad.

Předpoklad F. unkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská na množině DF (F1) + B(0, D), kde množina
DF (F1) = {x ∈ D : F (x) ≤ F (x1)} je kompaktńı, a je splněna podmı́nka (1593) (např́ıklad, když F je
slabě polohladká).

Poznámka 553. Protože ve spádových kroćıch hodnota funkce F neroste, plat́ı xk ∈ X a protože DF (F1)
je kompaktńı, je posloupnost {xk} omezená. Jelikož podle věty 450 plat́ı ∥yk − zk∥ ≤ D, kde zk ∈ X,
můžeme psát yk ∈ DF (F1) + B(0, D). Množina DF (F1) + B(0, D) je kompaktńı, takže posloupnost {yk}
je omezená. Z lokálńı lipschitzovskosti funkce F na DF (F1) + B(0, D) plyne omezenost posloupnosti
{gk}. Podle (1596) je i posloupnost {g̃ka} omezená. Z (1579) a Předpokladu M pak plyne omezenost
posloupnosti {dk}.

Lemma 152. Existuj́ı č́ısla λ̃ki ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k, λ̃k1 + · · ·+ λ̃kk = 1 taková, že hodnoty F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a źıskané v

Kroku 2 Algoritmu 5.1 vyhovuj́ı vztah̊um

(
F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a

)
=

k∑
i=1

λ̃ki (F
k
i , gi, s

k
i ) (1596)

(závorky v (1596) znač́ı, že tato rovnost plat́ı pro všechny prvky dané trojice).

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že hodnoty F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a vyhovuj́ı vztah̊um (1596) (plat́ı

to zřejmě pokud Jk = {1, . . . , k}, kdy λka = 0, takže vztahy (1581), (1587), (1588) implikuj́ı (1596) s
λ̃ki = λki ). Necht’ λk+1

i ≥ 0, i ∈ Jk+1, jsou Lagrangeovy multiplikátory určené řešeńım úlohy (1576)-(1578)
(nebo úlohy (1583)-(1584)), kde index k je nahražen indexem k+ 1, a necht’ λk+1

i = 0, i ̸∈ Jk+1. Položme

λ̃k+1
i = λk+1

i + λk+1
a λ̃ki , i ≤ k a λ̃k+1

k+1 = λk+1
k+1. Pak podle (1584) plat́ı λ̃k+1

i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k + 1, a

k+1∑
i=1

λ̃k+1
i =

k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃ki =
∑

i∈Jk+1

λk+1
i + λk+1

a = 1.

Dále s použit́ım (1592), (1581), (1587), (1588) dostaneme
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(F̃ k+1
a , g̃k+1

a , s̃k+1
a ) =

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i ) + λk+1

a

(
F k+1
a , gk+1

a , sk+1
a

)
=

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

(
F̃ k
a + (xk+1 − xk)

T g̃ka , g̃
k
a , s̃

k
a + ∥xk+1 − xk∥

)
=

k+1∑
i=1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

k∑
i=1

λ̃ki
(
F k
i + (xk+1 − xk)

T gi, gi, s
k
i + ∥xk+1 − xk∥

)
=

(
k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃ki

)
(F k+1

i , gi, s
k+1
i )

=
k+1∑
i=1

λ̃k+1
i

(
F k+1
i , gi, s

k+1
i

)
.

2

Lemma 153. Jestlǐze posloupnost {xk} generovaná Algoritmem 5.1 má hromadný bod x∗ ∈ Rn a existuje

podposloupnost {xk}K ⊂ {xk} taková, že xk
K→ x∗ a wk

K→ 0, pak bod x∗ je stacionárńım bodem funkce F
(plat́ı 0 ∈ ∂F (x∗)).

Důkaz Podle lemmatu 152 plat́ı (1596). Podle věty 296 existuje nanejvýš n + 2 dvojic (gk,i, sk,i), gk,i ∈
∂F (yk,i), (yk,i, gk,i, sk,i) ∈ {(yi, gi, si) : i = 1, . . . , k} tak, že plat́ı

(g̃ka , s̃
k
a) =

n+2∑
i=1

λk,i
(
gk,i, sk,i

)
, (1597)

kde λk,i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 2, λk,1 + · · · + λk,n+2 = 1. Podle poznámky 553 jsou vektory yk,i, gk,i,

1 ≤ i ≤ n + 2, omezené, takže existuje podmnožina K ⊂ K taková, že yk,i
K→ y∗i , g

k,i K→ g∗i , λ
k,i K→ λ∗i ,

1 ≤ i ≤ n+2. Podle věty 353 (c) plat́ı g∗i ∈ ∂F (y∗i ), 1 ≤ i ≤ n+2. Z (1597) pak plyne (g̃ka , s̃
k
a) → (g̃∗a, s̃

∗
a),

kde

(g̃∗a, s̃
∗
a) =

n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i ) (1598)

a λ∗i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 2, λ∗1 + · · · + λ∗n+2 = 1. Nav́ıc (1573) implikuje sk,i ≥ ∥xk − yk,i∥, což spolu s

xk
K→ x∗, yk,i

K→ y∗i a sk,i
K→ s∗i dává

s∗i ≥ ∥x∗ − y∗i ∥ (1599)

pro 1 ≤ i ≤ n + 2. Jelikož wk
K→ 0, matice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a α̃k

a ≥ 0, muśı

podle (1585) platit g̃ka
K→ 0, α̃k

a
K→ 0. Podle (1574), (1575) a (1582) dostaneme
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α̃k
a =

∑
j∈Jk

λkj max
(
|F (xk)− F k

j |, γ(skj )ν
)
+ λka max

(
|F (xk)− F k

a |, γ(ska)ν
)

≥ max

∑
j∈Jk

λkj |F (xk)− F k
j |+ λka|F (xk)− F k

a |, γ

∑
j∈Jk

λkj s
k
j + λkas

k
a

ν
≥ max

(
|F (xk)− F̃ k

a |
)
, γ
(
s̃ka)

ν
)
, (1600)

nebot’ funkce max(·, ·) a | · |ν , ν ≥ 1, jsou konvexńı. Plat́ı tedy g̃ka
K→ 0, s̃ka

K→ 0, což s použit́ım (1598)
a (1599) dává

(0, 0) =
n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i )

a y∗i = x∗, 1 ≤ i ≤ n+ 2. Tedy g∗i ∈ ∂F (y∗i ) = ∂F (x∗) a 0 = λ∗1g
∗
1 + · · ·+ λ∗n+2g

∗
n+2 ∈ ∂F (x∗). 2

Poznámka 554. Pokud výpočet skonč́ı předčasně, čili pokud v některém iteračńım kroku plat́ı wk = 0, má
bod xk stejné vlastnosti jako bod x∗ v lemmatu 153. Plat́ı g̃ka = 0 a s̃ka = 0, což jako v d̊ukazu lemmatu 153
dává 0 ∈ ∂F (xk).

Lemma 154. Necht’ počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 je konečný a necht’ l-tý iteračńı krok je
posledńım spádovým krokem. Pak bod xl+1 je stacionárńım bodem funkce F (plat́ı 0 ∈ ∂F (xl+1)).

Důkaz Nejprve poznamenejme, že pro k > l plat́ı xk+1 = xk, takže z (1592) a (1575) plyne

αk+1
a = max

(
|F (xk)− F k+1

a |, γ(sk+1
a )ν

)
= max

(
|F (xk)− F̃ k

a |, γ(s̃ka)ν
)
,

což spolu s (1600) dává αk+1
a ≤ α̃k

a. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme

gk+1(λ) = λgk+1 + (1− λ)gk+1
a = λgk+1 + (1− λ)g̃ka

∆
= g̃k(λ),

αk+1(λ) = λαk+1
k+1 + (1− λ)αk+1

a ≤ λαk+1
k+1 + (1− λ)α̃k

a
∆
= α̃k(λ).

Vzhledem k tomu, že wk+1 je podle věty 449 minimem funkce (1583) (s indexem k+ 1 mı́sto k), muśı pro
k > l platit

wk+1 ≤ 1

2
gTk+1(λ)G

−1
k+1gk+1(λ) + αk+1(λ) ≤

1

2
g̃Tk (λ)G

−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ)

∆
= wk(λ),

nebot’ pro k > l je hTG−1
k+1h ≤ hTG−1

k h ∀h ∈ Rn (Předpoklad M). Dále poznamenejme, že pro k > l
z (1579) a (1591) plyne

αk+1
k+1 + gTk+1G

−1
k g̃ka ≤ σRwk.

nebot’ v nulových kroćıch podle (1589) plat́ı αk+1
k+1 = βk+1. Postupnými úpravami dostaneme

wk(λ) =
1

2
g̃Tk (λ)G

−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ)

=
1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka + α̃k

a + λ
(
gTk+1G

−1
k g̃ka − (g̃ka)

TG−1
k g̃ka + αk+1

k+1 − α̃k
a

)
+λ2

(
gk+1 − g̃ka

)T
G−1

k (gk+1 − g̃ka)

≤ wk + λσRwk − λwk + λ2
(
gk+1 − g̃ka

)T
G−1

k (gk+1 − g̃ka)

≤ wk + λ(σRwk − wk) + λ2M,
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kde existence konstantyM plyne z omezenosti hodnot gk+1, g̃
k
a (poznámka 553) a ze stejnoměrné pozitivńı

definitnosti matic Gk (Předpoklad M). Výraz na pravé straně nerovnosti nabývá minima pro λ = (1 −
σR)wk/(2M) a jeho minimálńı hodnota se rovná wk − (1− σR)

2w2
k/(4M). Plat́ı tedy

wk+1 ≤ wk − (1− σR)
2w2

k

4M
. (1601)

Nyńı již snadno dokonč́ıme d̊ukaz lemmatu. Ukážeme, že pro k > l plat́ı wk → 0. Kdyby tomu tak nebylo,
musela by existovat konstanta δ > 0 taková, že wk ≥ δ ∀k > l (nebot’ posloupnost kladných č́ısel {wk} je
podle (1601) nerostoućı pro k > l). Pak bychom z (1601) dostali wk+1 ≤ wk − (1− σR)

2δ2/(4M) ∀k > l,
takže pro dostatečně velké indexy by platilo wk < δ, což je spor. Jelikož xk = xl+1 ∀k > l, plat́ı xk → xl+1,
což spolu s wk → 0 dává 0 ∈ ∂F (xl+1) podle lemmatu 153. 2

Věta 451. Necht’ funkce F : Rn → R splňuje Předpoklad F. Pak každý hromadný bod posloupnosti {xk}
generované Algoritmem 5.1 je stacionárńım bodem funkce F .

Důkaz Je-li počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 konečný, existuje podle lemmatu 154 právě jeden

hromadný bod posloupnosti {xk}, který je stacionárńım bodem funkce F . Předpokládejme, že xk
K→ x∗

(množina K a bod x∗ existuj́ı, protože posloupnost {xk} je omezená). Utvořme nekonečnou množinu

K =
{
k = k(i) : k(i) ≥ i, i ∈ K, xi = · · · = xk(i) ̸= xk(i)+1

}
,

takže krok s indexem k ∈ K je spádový a xk
K→ x∗. Jelikož posloupnost {F (xk)} je nerostoućı a zdola

omezená (protože F je lokálně lipschitzovská na kompaktńı množině), muśı mı́t limitu a tud́ıž F (xk) −
F (xk+1)

K→ 0. Jelikož pro k ∈ K plat́ı (1590), můžeme psát

0 ≤ σLt
k
Lwk ≤ F (xk)− F (xk+1),

takže tkLwk
K→ 0. Podle věty 450 plat́ı K = K1 ∪ K2, kde K1 = {k ∈ K : tkL ≥ τ} a K2 = {k ∈ K :

βk+1 > σAwk}. Je-li množina K1 nekonečná, pak z tkLwk
K1→ 0 plyne wk

K1→ 0 a podle lemmatu 153
je bod x∗ stacionárńım bodem funkce F . Je-li množina K1 konečná, muśı být množina K2 nekonečná.
Předpokládejme, že existuje č́ıslo δ takové, že množina K3 = {k ∈ K2, wk > δ} je nekonečná. Pak z

tkLwk
K3→ 0 plyne tkL

K3→ 0. Z Předpokladu M a z omezenosti směrových vektor̊u (poznámka 553) plyne
existence č́ısla M > 0 takového, že

∥xk+1 − xk∥ = tkL∥dk∥ ≤ tkLM,

takže tkL
K3→ 0 implikuje ∥xk+1 − xk∥

K3→ 0. Protože ve spádových kroćıch plat́ı yk+1 = xk+1, dostaneme

∥yk+1−xk∥
K3→ 0. To po dosazeńı do (1589) a využit́ı spojitosti funkce F dává βk+1

K3→ 0. Jelikož K3 ⊂ K2,

plat́ı 0 ≤ σAwk < βk+1, takže wk
K3→ 0, což je ve sporu s definićı množiny K3. Plat́ı tedy wk

K2→ 0 a podle
lemmatu 153 je bod x∗ stacionárńım bodem funkce F . 2

Algoritmus 5.1 reprezentuje jednu tř́ıdu globálně konvergentńıch svazkových metod pro minimalizaci
nehladkých funkćı. Jednotlivé metody se lǐśı výběrem matice Gk. Nejjednodušš́ı svazková metoda použ́ıvá
matici

Gk = ukI

kde uk > 0 jsou váhové koeficienty. Tyto váhové koeficienty se adaptivně nastavuj́ı podle jistých (v́ıceméně
heuristických) pravidel tak, aby umin ≤ uk ≤ umax a aby v nulových kroćıch platilo uk+1 ≥ uk (t́ım je
splněn Předpoklad M). Matice Gk může být také určena pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı V tom
př́ıpadě muśı být v nulových kroćıch použita aktualizace hodnosti jedna, která vyhovuje Předpokladu M.
Výhodou kvazinewtonovských svazkových metod je to, že matice Gk obsahuje poměrně kvalitńı informaci
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o minimalizované nehladké funkci, takže je možné použ́ıvat malé svazky (např́ıklad s m = 1 nebo m = 2)
což vede ke značné úspoře času při řešeńı úlohy kvadratického programováńı (1576)-(1578).
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[135] L.Lukšan, J.Vlček: Subroutines for testing large sparse and partially separable unconstrained and
equality constrained optimization problems. Technical Report V-767. Prague, ICS AS CR 1998.
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