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Datum staženı́: 28.09.2024
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Numerické optimalizačńı metody
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Abstract:
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1.4 Základńı optimalizačńı metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Metody spádových směr̊u 16
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3.4 Asymptotická rychlost konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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1 Úvod

V tomto textu jsou studovány základńı metody pro nepodmı́něnou minimalizaci včetně jejich konver-
genčńıch vlastnost́ı. Po stručném úvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody spádových
směr̊u a jejich nejtypičtěǰśı realizace (metody sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou).
Kapitola 3 je věnována metodám s lokálně omezeným krokem vhodným zejména ke globálně konvergentńı
realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u. V kapitole 4
jsou popsány speciálńı metody pro rozsáhlé a strukturované optimalizačńı úlohy. Kapitola 5 je věnována
metodám pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. V kapitole 6 jsou popsány speciálńı metody pro rozsáhlé
a strukturované soustavy nelineárńıch rovnic. Věty a lemata jsou v této práci téměř vždy dokazovány.
Tvrzeńı z př́ıbuzných obor̊u, která lze nalézt v běžných učebńıch textech, jsou uváděny bez d̊ukazu. Mnoho
chyběj́ıćıch d̊ukaz̊u lze nalézt v knize: L.Lukšan, Metody s proměnnou metrikou, Academia, Praha 1991.

1.1 Základńı pojmy

Budeme použ́ıvat označeńı x ∈ Rn pro vektor dimenze n, F (x) pro funkci F : DF → R a

g(x) =


∂F (x)

∂x1
...

∂F (x)

∂xn

 , G(x) =


∂2F (x)

∂x21
, . . . ,

∂2F (x)

∂x1∂xn
...

...
...

∂2F (x)

∂xn∂x1
, . . . ,

∂2F (x)

∂x2n

 .

Zde F (x) je účelová funkce definovaná na množině DF ⊂ Rn, g(x) je jej́ı gradient a G(x) je jej́ı Hessova
matice (matice druhých parciálńıch derivaćı). Symboly λ(G(x)) a λ(G(x)) budeme označovat nejmenš́ı
a největš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x). Většinou budeme předpokládat, že funkce F : DF → R je dvakrát
spojitě diferencovatelná na nějaké otevřené množině D ⊂ DF . V tomto př́ıpadě budeme psát F ∈ C2 nebo
F ∈ C2 : D → R. Spojitost druhých parciálńıch derivaćı implikuje symetrii matice G(x). Poznamenejme,
že v mnoha př́ıpadech stač́ı mı́sto spojitosti druhých parciálńıch derivaćı předpokládat lipschitzovskost
prvńıch parciálńıch derivaćı. Při vyšetřováńı konvergence optimalizačńıch metod budeme často použ́ıvat
tyto předpoklady.

Předpoklad 1 Funkce F : DF → R je zdola omezená, takže existuje konstanta F taková, že

F (x) ≥ F ∀x ∈ DF . (F1)

Poznámka 1 Předpoklad (F1) je vcelku logický. Hledáme-li lokálńı minimum, je žádoućı, aby funkce F
byla zdola omezená. Přesto je někdy tento předpoklad omezuj́ıćı. Uvažujme funkci F : R→ R definovanou
vztahem F (x) = x3−3x. Tato funkce má lokálńı minimum v bodě x = 1, ale F (x) → −∞, pokud x→ −∞.
Nicméně optimalizačńı metoda může nálézt lokálńı minimum x = 1, odstartujeme-li ji z vhodného bodu
x1 > 1. Podobné vlastnosti má celá řada pokutových funkćı použ́ıvaných k hledáńı vázaných extrémů.

Předpoklad 2 Množina

DF (F ) = {x ∈ DF : F (x) ≤ F} (F2)

je kompaktńı pro vhodnou hodnotu F ∈ R.

Poznámka 2 Předpoklad (F2) je opět logický. Je-li funkce F : DF → R zdola omezená a klesaj́ıćı,
jako např́ıklad funkce F (x) = exp(−x), může optimalizačńı metoda generovat divergentńı posloupnost
xi → ∞ takovou, že g(xi) → 0, takže i přes neschopnost nalézt lokálńı minimum je tato metoda globálně
konvergentńı (podle definice 12). Abychom vysvětlili, co rozumı́me vhodnou hodnotou F ∈ R, uvažujme
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funkci F : R→ R definovanou vztahem F (x) = − cos(x)/(1+x2). Tato funkce nabývá minima F (x∗) = −1
v bodě x∗ = 0 a F (x) → 0, pokud |x| → ∞. Zvoĺıme-li F = −1/2, je množina DF (F ) kompaktńı (je
obsažená v množině {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}). Zvoĺıme-li F = 1/2, plat́ı DF = Rn, takže DF neńı kompaktńı.
Jak uvid́ıme později, pokládáme obvykle F = F (x1), kde x1 je počátečńı bod posloupnosti generované
optimalizačńı metodou.

Předpoklad 3 Funkce F ∈ C1 : D → R, kde DF (F ) ⊂ D ⊂ DF je otevřená množina, má lipschitzovské
prvńı derivace na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

∥g(x2)− g(x1)∥ ≤ G∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (F3)

Poznámka 3 V (F3) je někdy výhodné předpokládat že množina D je konvexńı (definice 60). Je to proto,
že při vyšetřováńı optimalizačńı metody generuj́ıćı posloupnost xi, i ∈ N , potřebujeme, aby (F3) platilo
na úsečce spojuj́ıćı dva po sobě jdoućı body xi a xi+1. Uvažujme funkci F : R \ {0} → R definovanou
vztahem F (x) = x2 + x−2. Tato funkce má lokálńı minima v bodech x = ±1 a neńı definovaná v bodě
x = 0 (plat́ı F (x) → ∞ pro ∥x∥ → 0). Odstartujeme-li optimalizačńı metodu v bodě x1 < −1, může se stát
že x2 > 0 a funkce F neńı definovaná (a nemá lipschitzovské prvńı derivace) na úsečce spojuj́ıćı body x1 a
x2. Předpoklad konvexity množiny D vylučuje př́ıpady, kdy funkce F má póly v convDF . Poznamenejme,
že optimalizačńı metoda většinou funguje i pro funkce s póly v convDF (nebot’ generuje posloupnost bod̊u
lež́ıćıch v DF (F )), může se ale stát, že některý mezilehlý bod lež́ı v bĺızkosti pólu a výpočet skonč́ı na
selháńı poč́ıtačové aritmetiky. Poznamenejme, že pokud je splňena podmı́nka (F2), budeme předpokládat,
že množina D je omezená.

Předpoklad 4 Funkce F ∈ C2 : D → R, kde DF (F ) ⊂ D ⊂ DF je otevřená množina, má omezené druhé
derivace na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

|dTG(x)d| ≤ G∥d∥2 ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (F4)

Podmı́nka (F4) je ekvivalentńı podmı́nce ∥G(x)∥ ≤ G ∀x ∈ D.

Poznámka 4 Předpoklad (F4) je silněǰśı než (F3) (z (F4) plyne (F3)). Jelikož se s (F4) pohodlněji
pracuje, budeme často předpokládat (F4) mı́sto (F3), zejména v př́ıpadech kdy použ́ıváme předpoklad
(F5).

Předpoklad 5 Funkce F ∈ C2 : D → R, kde DF (F ) ⊂ D ⊂ DF je otevřená množina, je stejnoměrně
konvexńı na D, takže existuje konstanta G > 0 taková, že

dTG(x)d ≥ G∥d∥2 ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (F5)

Předpoklad 6 Funkce F ∈ C2 : D → R, kde DF (F ) ⊂ D ⊂ DF je otevřená konvexńı množina, má
lipschitzovské druhé derivace na D, takže existuje konstanta L > 0 taková, že

∥G(x2)−G(x1)∥ ≤ L∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (F6)

Poznámka 5 Podmı́nky (F4)–(F6) jsou často zbytečně silné. Studujeme-li chováńı iteračńıho procesu v
okoĺı minima x∗ ∈ Rn, stač́ı předpokládat, že funkce F : DF → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v
nějakém okoĺı bodu x∗ a plat́ı (F4)–(F6) (mı́sto D použ́ıváme B(x∗, ε) = {x ∈ Rn :∥ x− x∗ ∥< ε}).

Předpoklad 7 Funkce F : DF → R je dvakrát spojiě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn. Pak pro
libovolnou konstantu 0 < λ(G(x∗)) < G existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

|dTG(x)d| ≤ G∥d∥2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (F4)
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Předpoklad 8 Funkce F : DF → R je dvakrát spojiě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a matice
G(x∗) je pozitivně definitńı. Pak pro libovolnou konstantu 0 < G < λ(G(x∗)) existuje č́ıslo ε > 0 takové,
že

dTG(x)d ≥ G∥d∥2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (F5)

Předpoklad 9 Funkce F : DF → R je dvakrát spojiě diferencovatelná v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a existuje
konstanta L a č́ıslo ε > 0 tak, že plat́ı

∥G(x)−G(x∗)∥ ≤ L∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (F6)

Poznámka 6 Jestliže xi → x∗, existuje k danému č́ıslu ε > 0 index k ∈ N takový, že xi ∈ B(x∗, ε) pokud
i ≥ k. Pak, omeźıme-li se na D = B(x∗, ε), podmı́nka (F4) implikuje (F4) a podmı́nka (F5) implikuje (F5).
Abychom nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı xi ∈ B(x∗, ε), budeme často použ́ıvat
podmı́nky (F4) a (F5) (dokonce s D = Rn) mı́sto (F4) a (F5). T́ım se formálně zjednoduš́ı a zpřehledńı
většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě na obecnosti.

V konvergenčńıch d̊ukazech budeme často použ́ıvat věty o středńı hodnotě známé z úvodńıch kurz̊u
matematické analýzy. Symbolem [x, x+ d] označ́ıme úsečku spojuj́ıćı body x ∈ Rn a x+ d ∈ Rn.

Tvrzeńı 1 Necht’ F ∈ C1 : D → R a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dT g(x̃),

kde x̃ ∈ [x, x+ d] (takže x̃ = x+ λ̃d, kde 0 ≤ λ̃ ≤ 1).

Použijeme-li tvrzeńı 1 a (F3), dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≤ dT g(x) +G∥d∥2. (1)

Tvrzeńı 2 Necht’ F ∈ C2 : D → R, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dT g(x) +
1

2
dTG(x̃)d,

kde x̃ ∈ [x, x+ d] (takže x̃ = x+ λ̃d, kde 0 ≤ λ̃ ≤ 1).

Použijeme-li tvrzeńı 2 a (F4), dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≤ dT g(x) +
1

2
G∥d∥2. (2)

Použijeme-li tvrzeńı 2 a (F5), dostaneme

F (x+ d)− F (x) ≥ dT g(x) +
1

2
G∥d∥2. (3)

Tvrzeńı 3 Necht’ F ∈ C2 : D → R, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

g(x+ d) = g(x) +

∫ 1

0

G(x+ λd)ddλ.
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Použijeme-li (F3) nebo tvrzeńı 3 a (F4), dostaneme

∥g(x+ d)− g(x)∥ ≤ G∥d∥, (4)

dT (g(x+ d)− g(x)) ≤ G∥d∥2. (5)

Použijeme-li tvrzeńı 3 a (F5), dostaneme

∥g(x+ d)− g(x)∥ ≥ G∥d∥, (6)

dT (g(x+ d)− g(x)) ≥ G∥d∥2. (7)

Důkaz posledńıch dvou nerovnost́ı:

dT (g(x+ d)− g(x)) =

∫ 1

0

dTG(x+ λd)ddλ ≥
∫ 1

0

G∥d∥2dλ = G∥d∥2,

G∥d∥2 ≤ dT (g(x+ d)− g(x)) ≤ ∥d∥∥g(x+ d)− g(x)∥.

Uvedeme nyńı bez komentáře dvě definice, které budeme často použ́ıvat.

Definice 1 Řekneme, že funkce F : DF → R je konvexńı na množině C ⊂ DF ⊂ Rn, jestlǐze

F

(
m∑
i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λiF (xi),

pokud m ≥ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m a
m∑
i=1

λi = 1.

Řekneme, že funkce F : DF → R je konkávńı na množině C ⊂ DF ⊂ Rn, jestlǐze funkce −F je konvexńı
na C.

Definice 2 Řekneme, že funkce F : DF → R je lipschitzovská na množině C ⊂ DF ⊂ Rn, jestlǐze existuje
konstanta L > 0 taková, že

|F (x2)− F (x1)| ≤ L∥x2 − x1∥,

pokud x1 ∈ C a x2 ∈ C.

Poznámka 7 Konvexńı a lipschitzovské finkce jsou podrobně studovány v kapitole 15. Zde pouze připome-
neme, že dvakrát spojitě diferencovatelná funkce F ∈ C2 : C → R je konvexńı na množině C, je-li jej́ı
Hessova matice pozitivně semidefinitńı na C.

1.2 Podḿınky optimality

Definice 3 Řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : DF → R, jestlǐze existuje č́ıslo
ε > 0 takové, že

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ B(x∗, ε).

Jestlǐze nav́ıc F (x∗) < F (x) pokud x∗ ̸= x, řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je ostrým lokálńım minimem funkce
F . Jestlǐze lze ε > 0 zvolit tak, že B(x∗, ε) jǐz neobsahuje žádné jiné lokalńı minimum funkce F , řekneme,
že bod x∗ ∈ Rn je izolovaným lokálńım minimem funkce F .
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Poznámka 8 Pojem ostrého lokálńıho minima neńı totožný s pojmem izolovaného lokálńıho minima.
Uvažujme funkci F : R→ R zadanou předpisem

F (x) = 0, x = 0,

F (x) = x4(2 + cos(1/x)), x ̸= 0.

Tato funkce je spojitě diferencovatelná v R, má ostré lokálńı minimum v bodě x = 0 a plat́ı

F ′(x) = 0, x = 0,

F ′(x) = 4x3(2 + cos(1/x)) + x2 sin(1/x), x ̸= 0.

Ostatńı extrémy tedy vyhovuj́ı rovnici 4x(2 + cos(1/x)) + sin(1/x) = 0 (věta 1). Zvolme libovolně č́ıslo
0 < ε < 1/(4π). Pak funkce sin(1/x) nabývá v intervalu [ε/2, ε] alespoň dvakrát všech hodnot z intervalu
[−1, 1] a jelikož 4x ≤ 4x(2 + cos(1/x)) ≤ 12x, má funkce F ′(x) na intervalu [ε/2, ε] alespoň dva kořeny
(odpov́ıdaj́ıćı minimu a maximu funkce F (x)). Jelikož č́ıslo 0 < ε < 1/(4π) můžeme volit libovolě malé,
nemá funkce F v bodě x = 0 izolované lokálńı minimum. Je zřejmé, že každé izolované lokálńı minimum
je také ostrým lokálńım minimem.

Věta 1 (Nutné podmı́nky) Necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : DF → R a necht’ F ∈ C1

(spojitě diferencovatelná) na B(x∗, ε). Pak plat́ı

g(x∗) = 0.

Jestlǐze nav́ıc F ∈ C2 (dvakrát spojitě diferencovatelná) na B(x∗, ε), pak plat́ı

G(x∗) ≽ 0

(matice G(x∗) je pozitivně semidefinitńı).

Důkaz (a) Necht’ F ∈ C1 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že g∗ = g(x∗) ̸= 0. Jelikož F ∈ C1 na B(x∗, ε),
existuje č́ıslo α > 0, takové, že x∗ − αg∗ ∈ B(x∗, ε) a (g∗)T g(x∗ − αg∗) ≥ (g∗)T g∗/2, pokud 0 ≤ α ≤ α
(plyne to ze spojitosti gradientu g(x∗ − αg∗)). Necht’ 0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı
F (x∗ − αg∗) = F (x∗)− α(g∗)T g(x∗ − α̃g∗), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ − αg∗) = F (x∗)− α(g∗)T g(x∗ − α̃g∗) ≤ F (x∗)− α(g∗)T g∗/2 < F (x∗),

což je ve sporu s definićı 3.

(b) Necht’ nav́ıc F ∈ C2 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že g(x∗) = 0, ale matice G(x∗) neńı pozitivně
semidefinitńı, takže λ∗ < 0, kde λ∗ je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗). Necht’ v∗ je vlastńı vektor
matice G(x∗) př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ∗. Jelikož F ∈ C2 na B(x∗, ε), existuje č́ıslo α > 0, takové, že
x∗ + αv∗ ∈ B(x∗, ε) a (v∗)TG(x∗ + αv∗)v∗ ≤ λ∗(v∗)T v∗/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze spojitosti
Hessovy matice G(x∗ + αv∗)). Necht’ 0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı F (x∗ + αv∗) =
F (x∗) + α2(v∗)TG(x∗ + α̃v∗)v∗/2 (nebot’ g(x∗) = 0), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ + αv∗) = F (x∗) +
α2

2
(v∗)TG(x∗ + α̃v∗)v∗ ≤ F (x∗) +

α2

4
λ∗(v∗)T v∗ < F (x∗),

což je ve sporu s definićı 3. 2

Věta 2 (Postačuj́ıćı podmı́nky) Necht’ F ∈ C2 na B(x∗, ε) a necht’ plat́ı

g(x∗) = 0

a
G(x∗) ≻ 0

(matice G(x∗) je pozitivně definitńı). Pak bod x∗ ∈ Rn je izolovaným lokálńım minimem funkce F : DF →
R.
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Důkaz Jelikož matice G(x∗) je pozitivně definitńı, plat́ı λ∗ > 0, kde λ∗ je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice
G(x∗). Necht’ v ∈ Rn. Jelikož F ∈ C2 na B(x∗, ε), existuje č́ıslo α > 0 takové, že x∗ + αv ∈ B(x∗, ε) a
vTG(x∗ + αv)v ≥ λ∗vT v/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze spojitosti Hessovy matice G(x∗ + αv)). Necht’
0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı F (x∗ + αv) = F (x∗) + (α2/2)vTG(x∗ + α̃v)v (nebot’
g(x∗) = 0), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ + αv) = F (x∗) +
α2

2
vTG(x∗ + α̃v)v ≥ F (x∗) +

α2

4
λ∗vT v > F (x∗).

Jelikož v ∈ Rn a 0 < α ≤ α lze vybrat libovolně, je bod x∗ je ostrým lokálńım minimem funkce F . Dále
plat́ı

vT g(x∗ + αv) = vT
∫ 1

0

G(x∗ + λαv)ddλ ≥ α

2
λ∗vT v > 0,

takže g(x∗ + αv) ̸= 0. Jelikož v ∈ Rn a 0 < α ≤ α lze vybrat libovolně, je bod x∗ izolovaným lokálńım
minimem funkce F . 2

Poznámka 9 Jsou-li splněny předpoklady věty 2 (postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu) je funkce F ∈ C2 :
DF → R ryze konvexńı v okoĺı bodu x∗ (plat́ı (F4)).

Při vyšetřováńı metod pro nepodmı́něnou minimalizaci budeme někdy potřebovat nutné podmı́nky
prvńıho řádu pro vázané extrémy. Uvedeme proto bez d̊ukazu jednoduchou variantu těchto podmı́nek.

Tvrzeńı 4 Necht’ funkce F : Rn → R a ci : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné. Necht’
vektory {∇ci(x) : ci(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m} jsou lineárně nezávislé v bodě x ∈ Rn, který je lokálńım minimem
funkce F na množině zadané omezeńımi ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E (kde I ∪ E = {1, . . . ,m} a
I ∩ E = ∅). Pak existuje vektor Lagrangeových multiplikátor̊u λ ∈ Rm takový, že plat́ı

∇F (x) +
m∑
i=1

λi∇ci(x) = 0,

ci(x) = 0, i ∈ E,

ci(x) ≤ 0, λi ≥ 0, λici(x) = 0, i ∈ I.

Jsou-li funkce F , ci, i ∈ I, konvexńı, funkce ci, i ∈ E, lineárńı a jsou-li splněny uvedené nutné podmı́nky
prvńıho řádu, je bod x ∈ Rn globálńım minimem funkce F na množině zadané omezeńımi ci(x) ≤ 0, i ∈ I,
ci(x) = 0, i ∈ E.

Podmı́nky pro vázané extrémy jsou studovány v druhé části práce.

1.3 Základńı pojmy z teorie konvergence

Nyńı se budeme zabývat vlastnostmi konvergentńıch posloupnost́ı. V duchu poznámky 6 budeme předpo-
kládat, že plat́ı (F4) a (F5) s D = Rn.

Definice 4 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u. Jestlǐze pro libovolné ε > 0 existuje index k ∈ N
tak, že xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k, řekneme, že posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N konverguje k bodu x∗ ∈ Rn a ṕı̌seme
xi → x∗. Použiváme značeńı Fi = F (xi), gi = g(xi), Gi = G(xi).

Poznámka 10 Při studiu asymptotického chováńı konvergentńıch posloupnost́ı budeme často použ́ıvat
symboly o(ξi) a O(ξi), kde ξi, i ∈ N , je nějaká omezená posloupnost kladných č́ısel. Necht’ ui, vi,
i ∈ N , jsou dvě posloupnosti (č́ısel, vektor̊u nebo matic) a k ≥ 0. Jestliže ∥ui∥/∥vi∥k → 0, budeme
psát ui = o(∥vi∥k). Jestliže existuje konstanta C > 0 taková, že ∥ui∥ ≤ C∥vi∥k ∀i ∈ N , budeme psát
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ui = O(∥vi∥k). Mı́sto o(∥vi∥0) a O(∥vi∥0) budeme psát o(1) a O(1). Pokud současně plat́ı ui = O(∥vi∥) a
vi = O(∥ui∥), čili pokud existuj́ı konstanty 0 < c ≤ c <∞ takové, že

c∥vi∥ ≤ ∥ui∥ ≤ c∥vi∥ ∀i ∈ N,

budeme psát ui ∼ vi nebo ∥ui∥ ∼ ∥vi∥. Pro práci se symboly o(ξi) a O(ξi) plat́ı jednoduchá pravidla.
Nejčastěji použijeme toho, že pro libovolný exponent r ∈ R plat́ı (1 + o(ξi))

r = 1 + o(ξi) a (1 +O(ξi))
r =

1 + O(ξi), pokud o(ξi) → 0 a O(ξi) → 0 (k d̊ukazu těchto vztah̊u lze použ́ıt binomickou větu nebo
rozvoj v mocninnou řadu). Poznamenejme ještě, že jednotlivé veličiny o(ξi) a O(ξi) nemuśıme rozlǐsovat,
takže lze např́ıklad psát uivi = o(ξi)o(ξi) = o(ξi)

2 = o(ξ2i ), pokud ui = o(ξi) a vi = o(ξi), nebo uivi =
(1 +O(ξi))(1 +O(ξi)) = (1 +O(ξi))

2 = (1 +O(ξi)), pokud ui = (1 +O(ξi)) a vi = (1 +O(ξi)).

Věta 3 Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R. Označme ei = xi − x∗, i ∈ N . Pak plat́ı

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi Gidi + o(∥di∥2),

g(xi + di)− g(xi) = Gidi + o(∥di∥)

a

F (xi)− F (x∗) =
1

2
eTi G

∗ei + o(∥ei∥2),

g(xi) = G∗ei + o(∥ei∥)

a

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G

∗di + o(∥di∥2),

g(xi + di)− g(xi) = G∗di + o(∥di∥).

Důkaz Použijeme-li tvrzeńı 2 o středńı hodnotě, dostaneme

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G(xi + λ̃di)di

= dTi gi +
1

2
dTi Gidi +

1

2
dTi (G(xi + λ̃di)−Gi)di,

kde 0 ≤ λ̃ ≤ 1 a

|dTi (G(xi + λ̃di)−Gi)di| ≤ ∥G(xi + λ̃di)−Gi∥∥di∥2.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne ∥G(xi + λ̃di) − G(xi)∥ ≤ ∥G(xi + λ̃di) − G∗∥ + ∥G(xi) − G∗∥ → 0,
nebot’ xi → x∗ a di → 0 (takže xi + λ̃di → x∗). Použijeme-li tvrzeńı 3 o středńı hodnotě, dostaneme

g(xi + di)− g(xi) =

∫ 1

0

G(xi + λdi)didλ

= Gidi +

∫ 1

0

(G(xi + λdi)−Gi)didλ,

kde
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∥∥∥∥∫ 1

0

(G(xi + λdi)−Gi)didλ

∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

∥G(xi + λdi)−Gi∥∥di∥dλ

≤ max
0≤λ≤1

∥G(xi + λdi)−Gi∥∥di∥.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne opět max0≤λ≤1 ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ → 0. T́ım jsme dokázali prvńı
dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuj́ı úplně stejně. Provede se záměna xi mı́sto xi + di, x

∗ mı́sto xi,
ei = xi − x∗ mı́sto di = xi + di − xi a přihlédne se k tomu, že g(x∗) = 0. Posledńı dva vztahy plynou z
toho, že Gidi = G∗di + (Gi −G∗)di, kde ∥(Gi −G∗)∥ → 0 pokud xi → x∗. 2

Je-li nav́ıc splněna podmı́nka (F6), dostaneme silněǰśı odhady.

Věta 4 Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nce (F6). Označme ei = xi − x∗, i ∈ N .
Pak plat́ı

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi Gidi +O(∥di∥3),

g(xi + di)− g(xi) = Gidi +O(∥di∥2)

a

F (xi)− F (x∗) =
1

2
eTi G

∗ei +O(∥ei∥3),

g(xi) = G∗ei +O(∥ei∥2)

a

F (xi + di)− F (xi) = dTi gi +
1

2
dTi G

∗di + ∥di∥2O(∥ei∥),

g(xi + di)− g(xi) = G∗di + ∥di∥O(∥ei∥).

Důkaz Důkaz této věty je prakticky stejný jako d̊ukaz věty 3. Vztahy typu ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ → 0 se
nahrad́ı odhady typu ∥G(xi + λdi)−G(xi)∥ ≤ L∥λdi∥. 2

Definice 5 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i < 1.

Věta 5 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně právě tehdy, jestlǐze
existuj́ı index k ∈ N a č́ısla Mk > 0 a 0 < q < 1, tak že

∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥

∀i ≥ k.
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Důkaz (a) Necht’ ∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥ ∀i ≥ k, kde q < 1. Pak plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ lim
i→∞

(Mk∥xk − x∗∥)1/i lim
i→∞

(qi−k)1/i = lim
i→∞

q1−k/i = q < 1.

(b) Necht’ q̃
∆
= lim supi→∞ ∥xi − x∗∥1/i < 1. Pak pro libovolné č́ıslo q takové že q̃ < q < 1 existuje index

k ∈ N takový, že plat́ı
∥xi − x∗∥1/i ≤ q

∀i ≥ k, neboli
∥xi − x∗∥ ≤ qi

∀i ≥ k. Zvolme

Mk =
qk

∥xk − x∗∥
.

Pak plat́ı

∥xi − x∗∥ ≤Mkq
i−k∥xk − x∗∥.

2

Poznámka 11 Výraz použitý v definici 5 nezáviśı na posunu index̊u. Pro libovolné č́ıslo k ∈ N plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = lim sup
i→∞

∥xi+k − x∗∥1/i.

Definice 6 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ R-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = 0.

Definice 7 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

< 1.

Poznámka 12 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně právě tehdy,
jestlǐze existuje index k ∈ N a konstanta 0 < q < 1 tak, že

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ q ∀i ≥ k.

Definice 8 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.

Věta 6 Necht’ xi → x∗ Q-lineárně (Q-superlineárně). Pak xi → x∗ R-lineárně (R-superlineárně).
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Důkaz R-lineárńı konvergence plyne z Q-lineárńı konvergence bezprostředně (stač́ı položit Mk = 1 ve
větě 5). Necht’ 0 < ε < 1 je libovolné (malé) č́ıslo. Z Q-superlineárńı konvergence plyne existence indexu
k ∈ N takového, že

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ ε ∀i ≥ k,

takže

∥xi − x∗∥ ≤ εi−k∥xk − x∗∥ ∀i ≥ k,

neboli

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ lim
i→∞

(∥xk − x∗∥)1/i lim
i→∞

(ε1−k/i) = ε.

Protože č́ıslo ε je libovolné, muśı platit

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i = 0.

2

Poznámka 13 Q-lineárńı (Q-superlineárńı) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti ∥xi − x∗∥,
i ∈ N (poč́ınaje vhodným indexem k ∈ N).

Definice 9 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze existuje
č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
i→∞

∥xi+m − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.

Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze existuje
č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
k→∞

∥x(k+1)m+1 − x∗∥
∥xkm+1 − x∗∥

= 0.

Poznámka 14 m-kroková Q-superlineárńı konvergence implikuje cyklickou m-krokově Q-superlineárńı
konvergenci.

Ukážeme nyńı, že cyklická m-krokově Q-superlineárńı konvergence implikuje R-superlineárńı konver-
genci.

Lemma 1 Necht’ ξi, i ∈ N , je posloupnost nezáporných č́ısel. Pak jestlǐze ξi → 0, plat́ı

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ξi = 0.

Důkaz Jelikož ξi → 0, existuje pro libovolné č́ıslo ε > 0 index l(ε) ∈ N takový, že ξi < ε ∀i ≥ l(ε). Necht’
k > l(ε). Pak

1

k

k∑
i=1

ξi =
1

k

l(ε)∑
i=1

ξi +
1

k

k∑
i=l(ε)+1

ξi <
1

k
S(ε) +

k − l(ε)

k
ε,

kde S(ε) =
∑l(ε)

i=1 ξi a l(ε) jsou (konečná) č́ısla, která záviśı pouze na zvoleném ε > 0. Plat́ı tedy

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

ξi ≤ lim
k→∞

1

k
S(ε) + lim

k→∞

k − l(ε)

k
ε = ε.

Jelikož č́ıslo ε bylo zvoleno libovolně, je t́ım lemma dokázáno. 2
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Lemma 2 Necht’ ξi, 1 ≤ i ≤ m, jsou nezáporná č́ısla. Pak plat́ı

(
m∏
i=1

ξi

) 1

m
≤ 1

m

m∑
i=1

ξi. (8)

Důkaz Jelikož logaritmická funkce je konkávńı (definice 1), plat́ı

log

(
m∏
i=1

ξi

) 1

m
=

1

m

m∑
i=1

log ξi =

m∑
i=1

1

m
log ξi ≤ log

m∑
i=1

1

m
ξi = log

(
1

m

m∑
i=1

ξi

)

a jelikož logaritmická funkce je rostoućı, dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 7 Necht’ xi → x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně a necht’ existuje konstanta C > 0 taková, že
∥ei+1∥ ≤ C∥ei∥ ∀i ∈ N . Pak xi → x∗ R-superlineárně.

Důkaz Označme i = km+ l, kde 1 ≤ l ≤ m. Abychom dokázali, že limi→∞ ∥ei∥1/i = 0, stač́ı dokázat, že
pro libovolné celé č́ıslo 1 ≤ l ≤ m plat́ı limk→∞ ∥ekm+l∥1/(km+l) = 0. Označme C = ∥e1∥max1≤l≤m Cl−1.
Pak

∥ekm+l∥ = ∥e1∥

 k∏
j=1

∥ejm+1∥
∥e(j−1)m+1∥

 ∥ekm+l∥
∥ekm+1∥

≤ C

1

k

k∑
j=1

∥ejm+1∥
∥e(j−1)m+1∥

k

= C(o(1))k

(použ́ıváme nerovnost (8) a tvrzeńı lemmatu 1, podle kterého plat́ı 1
k

∑k
j=1 o(1) = o(1)). Můžeme tedy

psát

lim
k→∞

∥ekm+l∥
1

km+l ≤ lim
k→∞

C
1

km+l (o(1))
k

km+l = lim
k→∞

(o(1))
1

m+l/k = 0.

2

Poznámka 15 Předpoklady věty 7 jsou splněny pro cyklicky přerušovanou metodu sdružených gradient̊u
s asymptoticky přesným výběrem délky kroku (věta 28).

Definice 10 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) kvadraticky, jestlǐze existuje
index k ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

∥xi+1 − x∗∥ ≤Mk∥xi − x∗∥2 ∀i ≥ k.

Definice 11 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) m-krokově kvadraticky, jestlǐze
existuje index k ∈ N , č́ıslo m ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

∥xi+m − x∗∥ ≤Mk∥xi − x∗∥2 ∀i ≥ k.

1.4 Základńı optimalizačńı metody

Základńı optimalizačńı metoda je iteračńı proces, jehož výsledkem je posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , taková,
že

xi+1 = xi + αisi,

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje pomoćı hodnot xj , Fj , gj , Gj , 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0 se
určuje na základě chováńı funkce F : Rn → R v okoĺı bodu xi ∈ Rn.
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Definice 12 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je globálně konvergentńı, jestlǐze pro libovolný
počátečńı vektor x1 ∈ Rn plat́ı

lim inf
i→∞

∥g(xi)∥ = 0.

Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı optimalizačńı metody patř́ı metoda největš́ıho spádu a Newtonova
metoda. Metoda největš́ıho spádu je definována vztahy

si = −g(xi),

αi = argmin
α≥0

F (xi + αsi).

Výhody:

• Metoda největš́ıho spádu je globálně konvergentńı.
• Metoda největš́ıho spádu použ́ıvá pouze vektory dimenze n. Vyžaduje tedy O(n) pamět’ových mı́st
a O(n) operaćı na iteraci.

Nevýhody:

• Metoda největš́ıho spádu vyžaduje přesný výběr délky kroku.
• Metoda největš́ıho spádu je pouze R-lineárně konvergentńı s asymptotickou rychlost́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥1/i ≤ κ(G(x∗))− 1

κ(G(x∗)) + 1
.

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realistický (neńı nadhodnocený). Jestliže κ(G(x∗)) = 103,
potřebujeme ke sńıžeńı chyby ∥x − x∗∥ o 4 řády zhruba 4600 iteraćı a jestliže κ(G(x∗)) = 106,
potřebujeme ke sńıžeńı chyby ∥x− x∗∥ o 8 řád̊u zhruba 9200000 iteraćı.

Newtonova metoda je definována vztahy

si = −G−1(xi)g(xi),

αi = 1.

Výhody:

• Newtonova metoda je Q – kvadraticky konvergentńı. Pokud tato metoda konverguje, stač́ı k nalezeńı
lokálńıho minima pouze několik iteraćı.

• Newtonova metoda použ́ıvá jednoduchý výběr délky kroku.

Nevýhody:

• Newtonova metoda neńı globálně konvergentńı. Pokud x1 je daleko od x∗, nemuśı tato metoda
konvergovat.

• Newtonova metoda použ́ıvá matici řádu n a je třeba řešit soustavu lineárńıch rovnic. Vyžaduje tedy
O(n2) pamět’ových mı́st a O(n3) operaćı na iteraci.

• Je třeba poč́ıtat druhé derivace.

Aby se odstranily nevýhody těchto jednoduchých metod, byly vyvinuty d̊umyslněǰśı a tud́ıž i složitěǰśı
metody. Můžeme je zhruba rozdělit na metody spádových směr̊u a metody s lokálně omezeným krokem.
Metody spádových směr̊u byly vyvinuty z metody největš́ıho spádu. Předně byl odstraněn požadavek
přesného výběru délky kroku, který byl nahražen slabš́ımi (Wolfeho) podmı́nkami. Dále byla použit́ım
principu sdružených směr̊u podstatně urychlena konvergence. Výsledkem tohoto vývoje jsou metody
sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou.

Metody s lokálně omezeným krokem byly vyvinuty z Newtonovy metody tak, aby byla zaručena jejich
globálńı konvergence i v př́ıpadě, že Hessova matice neńı pozitivně definitńı. Dále byl sńıžen počet ope-
raćı, t́ım že neńı třeba hledat optimálńı lokálně omezený krok, stač́ı pouze nepřesné iteračńı přibĺıžeńı.
Výsledkem jsou modifikace nepřesné Newtonovy metody s lokálně omezeným krokem a hybridńı metody
pro minimalizaci součtu čtverc̊u.
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2 Metody spádových směr̊u

2.1 Základńı vlastnosti metod spádových směr̊u

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že si ̸= 0 a gi ̸= 0 ∀i ∈ N a označ́ıme

cos θi = − sTi gi
∥si∥∥gi∥

(9)

směrové kośıny úhl̊u, které sv́ıraj́ı směrové vektory si, i ∈ N , se záporně vzatými gradienty. Kĺıčový
význam pro konstrukci metod spádových směr̊u má pojem spádových směrových vektor̊u.

Definice 13 Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi > 0 ∀i ∈ N. (S1a)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou stejnoměrně spádové, jestlǐze existuje konstanta
0 < ε0 ≤ 1 taková, že plat́ı

cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N. (S1b)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou dostatečně spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi ≥ 1/Ci ∀i ∈ N (S1c)

a č́ısla Ci, i ∈ N , vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C∥di∥,

kde di = xi+1 − xi = αisi a kde C1 > 1 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty.

Poznámka 16 Definice dostatečné spádovosti směrových vektor̊u se může zdát dosti umělá. Nicméně je
tato definice často velmi užitečná pro d̊ukazy globálńı konvergence (věta 150). Použit́ı podmı́nky dostatečné
spádovosti se často nazývá principem omezeného znehodnoceńı. Poznamenejme, že z rekurentńıch nerovnos-
t́ı použitých v (S1c) plyne

Ci ≤ C1 +
i−1∑
j=1

C∥dj∥ ≤ C1 +
i∑

j=1

C∥dj∥.

Jsou-li směrové vektory stejnoměrně spádové, jsou též dostatečně spádové (stač́ı položit C1 = 1/ε0 a
C = 0). Za určitých předpoklad̊u plat́ı i obrácená implikace (věta 13).

Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se často určuj́ı řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi, i ∈ N .

Věta 8 Necht’ Bisi = −gi ∀i ∈ N , kde Bi, i ∈ N , je posloupnost symetrických pozitivně definitńıch matic.
Pak plat́ı

cos2 θi ≥
1

κi
∀i ∈ N,

kde κi je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice Bi.

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

−gi = Bisi

a
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−si = B−1
i gi,

takže

−sTi gi = sTi Bisi ≥ λi∥si∥2

a

−sTi gi = gTi B
−1
i gi ≥

1

λi
∥gi∥2,

kde λi a λi je nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice Bi. Vynásob́ıme-li obě tyto nerovnosti, dostaneme

(−sTi gi)2 ≥ λi
λi

∥si∥2∥gi∥2 =
1

κi
∥si∥2∥gi∥2,

takže cos2 θi ≥ 1/κi. 2

Poznámka 17 Podle věty 37 plat́ı stejný odhad, určuje-li se směrový vektor si metodou sdružených
gradient̊u aplikovanou na soustavu lineárńıch rovnic Bisi = −gi. Přitom soustavu lineárńıch rovnic neńı
nutné řešit přesně, odhad plat́ı v každém iteračńım kroku metody sdružených gradient̊u.

Daľśı významnou součást́ı metod spádových směr̊u je výběr délky kroku, na který je třeba klást řadu
omezeńı.

Definice 14 Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje Armijovu podmı́nku, jestlǐze existuje č́ıslo
0 < ε1 < 1 (nezávislé na indexu i ∈ N) takové, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi. (S2a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje zobecněnou Wolfeho podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla
0 < ε1 < ε2 < 1 a ε3 ≥ 0 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2a) a

ε2s
T
i gi ≤ sTi gi+1 ≤ ε3|sTi gi|. (S3a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje Goldsteinovu podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla 0 < ε1 <
ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2a) a

Fi+1 − Fi ≥ ε2αis
T
i gi. (S3b)

Poznámka 18 Při vyšetřováńı globálńı konvergence vystač́ıme s nerovnostmi 0 < ε1 < ε2 < 1. Pro
zaručeńı superlineárńı konvergence (věta 16) je třeba, aby platilo 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě
podmı́nky (S3b) nav́ıc 1/2 < ε2 < 1).

Poznámka 19 Existuj́ı r̊uzné varianty zobecněné Wolfeho podmı́nky. Pokud ε3 = ∞ (takže druhá
nerovnost v (S3a) odpadne), dostaneme slabou Wolfeho podmı́nku. Pokud ε3 = ε2, dostaneme silnou
Wolfeho podmı́nku. Někdy je třeba aby platilo ε3 = 0 (věta 25). Polož́ıme-li v silné Wolfeho podmı́nce
ε2 = 0, dostaneme přesný výběr délky kroku, kdy sTi gi+1 = 0. Obvykle se přesným výběrem délky kroku
rozumı́ nalezeńı lokálńıho minima funkce F (xi + αsi) s nejmenš́ı hodnotou parametru α.

Poznámka 20 Armijova podmı́nka (S2a) je součást́ı zbylých dvou podmı́nek. Samotatně ji lze použ́ıt v
Armijově výběru délky kroku. V tomto př́ıpadě je αi > 0 prvńım členem vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2a) v
posloupnosti αj

i , j ∈ N , takové, že α∥gi∥/∥si∥ ≤ α1
i ≤ α∥gi∥/∥si∥, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N,

kde 0 < α ≤ α a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .
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Podmı́nky (S1)–(S3) tvoř́ı základ definice metod spádových směr̊u.

Definice 15 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou spádových
směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S1a) a délky kroku αi > 0, i ∈ N , splňuj́ı
podmı́nku (S2a) a některou z podmı́nek (S3). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi,
i ∈ N , je metodou stejnoměrně spádových směr̊u, je-li metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1b). Řekneme,
že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou dostatečně spádových směr̊u, je-li
metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1c).

Poznámka 21 Při realizaci metod sdružených gradient̊u odvozených z metody největš́ıho spádu se použ́ıvá
silná Wolfeho podmı́nka (S3a) s 0 < ε1 < ε2 < 1/2 a ε3 = ε2. Při realizaci metod s proměnnou metrikou
odvozených z Newtonovy metody (kde αi → 1 pro i → ∞) se použ́ıvá slabá Wolfeho podmı́nka (S3a) s
0 < ε1 < 1/2, ε1 < ε2 < 1 a ε3 = ∞ . Při realizaci metod založených na numerickém výpočtu gradient̊u se
použ́ıvá Goldsteinova podmı́nka (S3b) s 0 < ε1 < 1/2 < ε2 < 1 (obvykle ε2 = 1− ε1). Při realizaci metod
pro nehladké úlohy se použ́ıvá Armij̊uv výběr délky kroku s 0 < ε1 < 1/2.

Poznámka 22 Metoda největš́ıho spádu je metodou stejnoměně spádových směr̊u, nebot’ si = −gi, takže
sTi gi = −∥gi∥2 = −∥si∥∥gi∥ a (S1b) plat́ı pro ε0 = 1.

Lemma 3 (Konzistence) Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3) a směrový vektor
si ∈ Rn vyhovuje podmı́nce (S1a). Pak zobecněná Wolfeho podmı́nka, Goldsteinova podmı́nka i Armij̊uv
výběr délky kroku jsou konzistentńı v tom smyslu, že existuje délka kroku αi > 0, která daný požadavek
splňuje.

Důkaz (a) Necht’ 0 < ε1 < ε2 < 1 a necht’ α̃i ≥ 0 je největš́ı č́ıslo takové, že

F (xi + αsi)− Fi ≤ ε1αs
T
i gi ∀ 0 ≤ α ≤ α̃. (10)

Jelikož sTi gi < 0, plat́ı α̃i > 0. Podle (F1) plat́ı F (xi + α̃isi) ≥ F , což podle (10) dává α̃i ≤ (F −
Fi)/(ε1s

T
i gi), takže č́ıslo α̃i je konečné. Ukážeme nejprve, že

F (xi + α̃isi)− Fi = ε1α̃is
T
i gi,

sTi g(xi + α̃isi) ≥ ε1s
T
i gi,

takže délka kroku αi = α̃i splňuje podmı́nky (S2a), (S3a) s ε3 = ∞ a (S3b) (nebot’ 0 < ε1 < ε2 < 1).
Tud́ıž slabá Wolfeho podmı́nka i Goldsteinova podmı́nka jsou konzistentńı. Rovnost plyne ze spojitosti
funkce F : D → R, nerovnost dokážeme sporem. Předpokládejme, že sTi g(xi + α̃isi) = εsTi gi pro nějaké
č́ıslo ε > ε1. Jelikož nerovnost (10) implikuje F (xi + α̃isi) < F (xi), plat́ı xi + α̃isi ∈ DF (F ) ⊂ D a jelikož
množina D je otevřená, existuje č́ıslo δ > 0 takové, že xi + αsi ∈ D, pokud (α− α̃i)∥si∥ < δ. Pro takové
α > α̃i podle (F3) a (1) plat́ı

F (xi + αsi)− Fi ≤ F (xi + α̃isi)− Fi + sTi g(xi + α̃isi)(α− α̃i) +G∥si∥2(α− α̃i)
2

= ε1α̃is
T
i gi + ε(α− α̃i)s

T
i gi +G∥si∥2(α− α̃i)

2

= ε1αs
T
i gi − (ε1 − ε)(α− α̃i)s

T
i gi +G∥si∥2(α− α̃i)

2.

Necht’ 0 < λ < 1 je libovolné č́ıslo takové, že λ(ε1 − ε)sTi gi/G∥si∥2 < δ. Pak pro

α = α̃i + λ
(ε1 − ε)sTi gi

G∥si∥2
> α̃i

dostaneme

F (xi + αsi)− Fi ≤ ε1αs
T
i gi − λ(1− λ)

(ε− ε1)
2(sTi gi)

2

G∥si∥2
< ε1αs

T
i gi,

což je spor, nebot’ α̃i je největš́ı č́ıslo splňuj́ıćı podmı́nku (10).
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(b) Necht’ sTi g(xi + α̃isi) > 0. Pak z nerovnosti sTi gi < 0 a ze spojité diferencovatelnosti funkce F plyne
existence č́ısla 0 < αi < α̃i takového, že s

T
i g(xi+αisi) = 0. Podle (10) tato délka kroku splňuje podmı́nku

(S2a). Existuje tedy délka kroku 0 < αi ≤ α̃i splňuj́ıćı podmı́nku (S2a), taková, že sTi g(xi+α̃isi) ≤ 0. Pak
je podmı́nka (S3a) splněna pro libovolnou hodnotu ε3 ≥ 0 a zobecněná Wolfeho podmı́nka je konzistentńı.

(c) Jelikož α̃i > 0, α∥gi∥/∥si∥ <∞ a 0 < β < β < 1, existuje č́ıslo j ∈ N takové, že pro αi = αj
i plat́ı

0 < βj−1α∥gi∥/∥si∥ ≤ αi ≤ β
j−1

α∥gi∥/∥si∥ ≤ α̃i,

což dokazuje konzistenci Armijova výběru délky kroku. 2

2.2 Globálńı konvergence

Nyńı budeme studovat globálńı konvergenci metod spádových směr̊u. Nejprve dokážeme pomocnou větu,
která zd̊uvodňuje použit́ı podmı́nek (S2)–(S3).

Lemma 4 Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3), směrový vektor si ∈ Rn vyhovuje
podmı́nce (S1a) a délka kroku αi > 0 je určena Armijovým výběrem nebo tak, že splňuje podmı́nku (S2a)
a některou z podmı́nek (S3a), (S3b). Pak existuje konstanta ε4 > 0 taková, že pro libovolný index i ∈ N
plat́ı

αi ≥ − ε4s
T
i gi

G∥si∥2
=
ε4 cos θi∥gi∥

G∥si∥
(11)

a

Fi+1 − Fi ≤ −ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4

G
cos2 θi∥gi∥2. (12)

Důkaz Nerovnost (12) plyne bezprostředně z nerovnosti (11), nebot’ podle (S2a) plat́ı

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi ≤ −ε1ε4(s

T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4 cos

2 θi

G
∥gi∥2.

Zbývá tedy dokázat nerovnost (11).

(a) Předpokládejme nejprve, že 0 < αi ≤ α̃i, kde α̃i > 0 je hodnota použitá v d̊ukazu lemmatu 3. Pak
x+ αsi ∈ D ∀ 0 < α ≤ αi, takže lze použ́ıt předpoklad (F3). Plat́ı-li (S3a), můžeme podle (5) psát

ε2s
T
i gi ≤ sTi g(xi + αisi) ≤ sTi gi + αiG∥si∥2,

neboli

αi ≥
(ε2 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε2) cos θi∥gi∥
G∥si∥

,

takže plat́ı (11) s ε4 = 1− ε2 > 0. Plat́ı-li (S3b), můžeme s použit́ım odhadu (1) psát

ε2αis
T
i gi ≤ Fi+1 − Fi ≤ αis

T
i gi + α2

iG∥si∥2,

neboli

αi ≥
(ε2 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε2) cos θi∥gi∥
G∥si∥

,

takže plat́ı (11) s ε4 = 1− ε2 > 0.
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(b) Necht’ αi ≥ α̃i. Protoze hodnota α̃i > 0 spluje podmı́nku (S3b) s ε2 = ε1 (d̊ukaz lemmatu 3), plat́ı

αi ≥ α̃i ≥
(ε1 − 1)sTi gi

G∥si∥2
=

(1− ε1) cos θi∥gi∥
G∥si∥

.

takže plat́ı (11) s ε4 = 1− ε1 > 0.

(c) Použ́ıváme-li Armij̊uv výběr délky kroku, pak bud’ αi = α1
i , takže plat́ı (11) s ε4 = αG > 0, nebo

αi ≥ α̃i, takže plat́ı (11) s ε4 = 1− ε1 > 0, nebo αi ≥ βα̃i takže plat́ı (11) s ε4 = β(1− ε1) > 0. 2

Poznámka 23 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 4, plat́ı

∞∑
i=1

(sTi gi)
2

∥si∥2
<∞. (13)

To plyne bezprostředně z (12), nebot’

F1 − F ≥
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∞∑
i=1

ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2

a výraz na levé straně je konečný (podrobněǰśı argumentaci lze nalézt v d̊ukazu věty 9).

Poznámka 24 V některých př́ıpadech, např́ıklad u metod sdružených gradient̊u, lze mı́sto nerovnosti
(S1b) dokázat nerovnost

−sTi gi ≥ ε̃0∥gi∥2, (14)

kde ε̃0 > 0. Pak podle (13) plat́ı

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
<∞. (15)

Věta 9 (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak metoda
spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi = ∞ (16)

je globálně konvergentńı.

Důkaz Použijeme-li (12), můžeme psát

Fi+1 = F1 +
i∑

j=1

(Fj+1 − Fj) ≤ F1 −
ε1ε4

G

i∑
j=1

cos2 θj∥gj∥2.

Podle (12) je posloupnost Fi, i ∈ N klesaj́ıćı a podle (F1) je zdola omezená. Existuje tedy limita

F ≤ lim
i→∞

Fi ≤ F1 − (ε1ε4/G)
∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2,

takže

∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 ≤ (F1 − F )G

ε1ε4
<∞.
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Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε
∀i ∈ N . Plat́ı tedy

ε2
∞∑
i=1

cos2 θi ≤
∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 <∞,

což je ve sporu s předpokladem věty. 2

Poznámka 25 Pro metodu stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı (S1b), takže

ε20

∞∑
i=1

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

cos2 θi∥gi∥2 <∞,

což dává ∥gi∥ → 0 pro i→ ∞. Metoda největš́ıho spádu je tedy globálně konvergentńı, přičemž ∥gi∥ → 0
pro i→ ∞.

Poznámka 26 Podle věty 8 a věty 9 je metoda spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı směrové vektory si ∈ Rn,
i ∈ N , určené řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi globálně konvergentńı, plat́ı-li

∞∑
i=1

1

κi
= ∞, (17)

kde κi jsou spektrálńı č́ısla podmı́něnosti matic Bi. Jestliže existuje č́ıslo κ > 0 takové že κi ≤ κ ∀i ∈ N ,
je tato metoda metodou stejnoměně spádových směr̊u (s ε20 = 1/κ) a plat́ı ∥gi∥ → 0 pro i→ ∞.

Poznámka 27 Podmı́nka 16 je splněna např́ıklad tehdy, existuje-li konstanta c ≤ 1 taková, že plat́ı bud’

i∑
j=1

cos2 θj ≥ c i ∀i ∈ N,

nebo
cos2 θi ≥

c

i
∀i ∈ N.

Označ́ıme-li κi = 1/cos2θi, je posledńı nerovnost splněna např́ıklad tehdy, existuje-li konstanta κ ≥ κ1
taková, že κi+1 − κi ≤ κ ∀i ∈ N , takže κi ≤ κi ∀i ∈ N .

Poznámka 28 Větu 9 lze použ́ıt ke globalizaci metod spádových směr̊u pomoćı restartováńı. Restar-
továńım rozumı́me přerušeńı a nové nastartováńı iteračńıho procesu. Při novém nastartováńı iteračńıho
procesu obvykle plat́ı si = −gi, takže je splněna podmı́nka (S1b). Restartováńı se provád́ı bud’ tehdy,
je-li porušena podmı́nka (S1b), pak dostaneme stejnoměrnou metodu spádových směr̊u, nebo cyklicky v
kroćıch s indexy i = mk + 1, kde m ≥ n a k ∈ N . Při cyklickém restartováńı plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi ≥
∞∑
k=1

cos2 θmk+1 ≥
∞∑
k=1

ε20 = ∞,

takže jsou splňeny předpoklady věty 9 a metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı.

Ukážeme, že metoda dostatečně spádových směr̊u je globálně konvergentńı

Věta 10 Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak metoda dostatečně spádových
směr̊u je globálně konvergentńı.
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Důkaz Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že
∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Použijeme-li (F1), (S2a), definici č́ısla cos θi a definici dostatečné spádovosti (nerovnost
z posnámky 16), dostaneme (podobně jako v d̊ukazu věty 9)

F1 − F ≥
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥ −ε1
∞∑
i=1

dTi gi = ε1

∞∑
i=1

cos θi∥di∥∥gi∥

≥ εε1

∞∑
i=1

cos θi∥di∥ ≥ εε1

C

∞∑
i=1

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

.

Nyńı můžeme využ́ıt známou implikaci

∞∑
i=1

zi <∞ ⇒
∞∏
i=1

(1− zi) > 0,

která plat́ı pokud 0 < zi < 1 ∀i ∈ N . Tato implikace ve spojeńı s předchoźı nerovnost́ı dává

∞∏
i=1

(
1− C∥di∥

C1 +
∑i

j=1 C∥dj∥

)
> 0.

Existuje tedy č́ıslo 0 < C < 1 takové že

C ≤
k∏

i=1

(
1− C∥di∥

C1 +
∑i

j=1 C∥dj∥

)
=

C1

C1 +
∑k

j=1 C∥dj∥

∀k ∈ N , neboli

Ck ≤ C1 +

k∑
j=1

C∥dj∥ ≤ C1

C
,

což spolu s předpoklady věty dává cos θk ≥ 1/Ck ≥ C/C1 ∀k ∈ N . To je však spor, nebot’ stejnoměrná
metoda spádových směr̊u je podle poznámky 25 globálně konvergentńı. 2

Ukážeme ještě jeden zp̊usob, jak lze konstruovat globálně konvergentńı metody pomoćı korekćı směro-
vých vektor̊u, který je obvykle šetrněǰśı než zp̊usob uvedený v poznámce 28.

Věta 11 Uvažujme metodu spádových směr̊u, která použ́ıvá směrové vektory

si = −Higi − σγi ∥Higi∥ gi,

kde Hi, i ∈ N , jsou pozitivně semidefinitńı matice takové, že Higi ̸= 0, kde γi = min(1, 1/∥gi∥) a kde
σ > 0 je č́ıslo, které nezáviśı na indexu i ∈ N . Splňuje-li funkce F ∈ C1 : D → R podmı́nky (F1) a (F3),
je tato metoda globálně konvergentńı.

Důkaz Necht’ si = −Higi − σγi ∥Higi∥ gi, kde Higi ̸= 0 a gTi Higi ≥ 0. Pak plat́ı

sTi si = ∥Higi∥2 + 2σγig
T
i Higi∥Higi∥+ σ2γ2i ∥Higi∥2∥gi∥2

≤ (1 + 2σγi∥gi∥+ σ2γ2i ∥gi∥2)∥Higi∥2 = (1 + σγi∥gi∥)2∥Higi∥2

a

−sTi gi = gTi Higi + σγi∥Higi∥∥gi∥2 ≥ σγi∥Higi∥∥gi∥2.
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Pak

−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σγi∥Higi∥∥gi∥2

(1 + σγi∥gi∥)∥Higi∥∥gi∥
=

σγi∥gi∥
1 + σγi∥gi∥

.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta 0 < ε < 1 taková, že
∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Pro γi = 1/∥gi∥ plat́ı

−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σ

1 + σ
≥ σε

1 + σε

a pro γi = 1 plat́ı
−sTi gi
∥si∥∥gi∥

≥ σ∥gi∥
1 + σ∥gi∥

≥ σε

1 + σε
,

nebot’ funkce t/(1 + t) je pro t > 0 rostoućı. Směrové vektory si, i ∈ N , jsou tedy stejnoměrně spádové,
což podle poznámky 25 implikuje ∥gi∥ → 0. To je však ve sporu s předpokladem, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . 2

Poznámka 29 Metody s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ı směrové vektory si = −Higi, i ∈ N . Věta 65
tvrd́ı, že metody s proměnnou metrikou jsou globálné konvergentńı, splňuje-li funkce F ∈ C2 : Rn → R
podmı́nky (F1), (F4), (F5). Bez požadavku stejnoměrné konvexity (F5) tato věta neplat́ı. Věta 11 dává
návod, jak lze metody s proměnnou metrikou korigovat tak, aby byly globálně konvergentńı i tehdy, jsou-li
splněny pouze podmı́nky (F1) a (F3). Poznamenejme, že č́ıslo σ > 0 je obvykle velmi malé, např́ıklad
σ = 10−12.

Je-li metoda spádových směru globálně konvergentńı (definice 12), nemuśı ještě platit xi → x∗. Splňuje-
li funkce F : DF → R podmı́nku (F2) nemůže posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , divergovat, může však mı́t v́ıce
hromadných bod̊u. Ukážeme nyńı, že vyhovuje-li nějaký hromadný bod x∗ ∈ Rn posloupnosti, generované
metodou stejnoměrně spádových směr̊u, postačuj́ıćım podmı́nkám pro lokálńı minimum (věta 2), pak plat́ı
xi → x∗.

Věta 12 Necht’ funkce F ∈ C1 : D → R splňuje podmı́nky (F1)–(F3) a necht’ x∗ ∈ D je hromadným bodem
posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , generované metodou stejnoměrně spádových směr̊u. Pak, vyhovuje-li bod
x∗ ∈ Rn předpoklad̊um věty 2, plat́ı xi → x∗.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ D vyhovuje předpoklad̊um věty 2, plat́ı g(x∗) = 0 a 0 < λ(G(x∗)) ≤ λ(G(x∗)),
kde λ(G(x∗)) a λ(G(x∗)) je nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗). Necht’

0 < G < λ(G(x∗)) ≤ λ(G(x∗)) < G.

Ze spojitosti Hessovy matice G(x) v okoĺı bodu x∗ ∈ D plyne existence č́ısla ε takového, že

G∥d∥2 ≤ dTG(x)d ≤ G∥d∥2 ∀d ∈ Rn,

pokud x ∈ B(x∗, ε), takže podle (2)–(4) a (3)–(6) plat́ı

F − F ∗ ≤ 1

2
G∥x− x∗∥2, (18)

F − F ∗ ≥ 1

2
G∥x− x∗∥2, (19)

∥g∥ ≤ G∥x− x∗∥, (20)

∥g∥ ≥ G∥x− x∗∥, (21)
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pokud x ∈ B(x∗, ε). Protože Fi → F ∗, existuje index l ∈ N takový, že

Fi − F ∗ <
G

2
ε2

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)−2

(22)

∀i ≥ l. Protože bod x∗ ∈ Rn je hromadným bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , existuje index k ≥ l
takový, že xk ∈ B(x∗, ε), takže podle (18) a (21) plat́ı

Fk − F ∗ ≤ 1

2
G∥xk − x∗∥2 ≤ G

2G2 ∥gk∥
2,

což spolu s Fk+1 ≥ F ∗ a (S2a) dává

αk ≤ F ∗ − Fk

ε1sTk gk
≤ Fk − F ∗

ε0ε1∥sk∥∥gk∥
≤ G

2ε0ε1G
2

∥gk∥
∥sk∥

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s (20), dostaneme

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ αk∥sk∥ ≤ ∥xk − x∗∥+ G

2ε0ε1G
2 ∥gk∥ ≤

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)
∥xk − x∗∥ (23)

a podle (19) a (22) plat́ı

∥xk − x∗∥ ≤
√

2

G
(Fk − F ∗) < ε

(
1 +

G
2

2ε0ε1G
2

)−1

,

což po dosazeńı do (23) dává xk+1 ∈ B(x∗, ε). Postupujeme-li takto dále, dostaneme xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k
a tud́ıž i

∥xi − x∗∥ ≤
√

2

G
(Fi − F ∗)

∀i ≥ k, což spolu s Fi → F ∗ dává xi → x∗. 2

Poznámka 30 Věta 12 vyžaduje stejnoměrnou spádovost směrových vektor̊u. Abychom dostali podobný
výsledek v obecném př́ıpadě (kdy plat́ı pouze (S1a)), je třeba, aby délky kroku αi, i ∈ N , splňovaly
dodatečnou podmı́nku αi ≤ α∥gi∥/∥si∥. Tato podmı́nka neńı př́ılǐs omezuj́ıćı. Splňuje ji Armij̊uv výběr
délky kroku a také ostatńı pravidla lze upravit tak aby platila (stač́ı položit αi = α∥gi∥/∥si∥, kdykoliv
požadovaná hodnota vycháźı větš́ı).

V daľśı části tohoto odd́ılu budeme předpokládat, že xi → x∗ a že bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (věta 2). Abychom nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı xi ∈
B(x∗, ε), nahrad́ıme předpoklady věty 2 silněǰśımi předpoklady (F4) a (F5). T́ım se formálně zjednoduš́ı
a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě na obecnosti. Nejprve ukážeme, že metoda dostatečně
spádových směr̊u je za těchto předpoklad̊u metodou stejmoměrně spádových směr̊u.

Věta 13 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u. Necht’ xi → x∗,
kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak
jsou-li směrové vektory dostatečně spádové, jsou též stejnoměrně spádové (existuje č́ıslo ε0 > 0 takové že
plat́ı (S1b)).

Důkaz Použijeme-li (S2a), definici č́ısla cos θi a definici dostatečné spádovosti (nerovnost z poznámky 16),
můžeme (podobně jako v d̊ukazu věty 10) psát
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Fi − Fi+1

∥gi∥
≥ ε1 cos θi∥di∥ ≥ ε1

C

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

∀i ∈ N . Z druhé strany nerovnosti (18) a (21) implikuj́ı, že

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤ 1

G

√
G

2

(Fi − F ∗)− (Fi+1 − F ∗)√
Fi − F ∗ ≤

√
2G

G

(√
Fi − F ∗ −

√
Fi+1 − F ∗

)
(nebot’ pro libovolná č́ısla a ≥ b > 0 plat́ı (a− b)/

√
a = (

√
a−

√
b)(

√
a+

√
b)/

√
a ≤ 2(

√
a−

√
b)), což po

dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

ε1

C

∞∑
i=1

C∥di∥
C1 +

∑i
j=1 C∥dj∥

≤
∞∑
i=1

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

√
2G

G

√
F1 − F ∗.

Postupujeme-li stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 10, dokážeme že existuje č́ıslo ε0 = C/C1 > 0
takové, že cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N . 2

Jsou li splněny předpoklady věty 13, je metoda stejnoměrně spádových směr̊u (a tud́ıž i metoda
dostatečně spádových směr̊u) lineárně konvergentńı. Vyplývá to z následuj́ıćı věty, která je poněkud
obecněǰśı, nebot’ použ́ıvá slabš́ı podmı́nku uvedenou v poznámce 27.

Věta 14 (Lineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových
směr̊u takovou, že

i∑
j=1

cos2θj ≥ c i ∀i ∈ N,

kde 0 < c ≤ 1. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která
vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak plat́ı

∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤

√
G

G
qi,

kde q =
√

1− cε1ε4G/G (ε4 je č́ıslo z lemmatu 4).

Důkaz Podle (3) plat́ı F ∗ − F ≥ gT (x∗ − x), což po úpravě dává F − F ∗ ≤ gT (x− x∗) ≤ ∥g∥∥x− x∗∥ a
použijeme-li (21), dostaneme

∥g∥2 ≥ G(F − F ∗). (24)

Podle (12) tedy plat́ı

Fi+1 − F ∗ ≤ Fi − F ∗ − cos2 θiε1ε4

G
∥gi∥2 ≤

(
1− cos2 θiε1ε4G

G

)
(Fi − F ∗) = (1− cos2 θi

c
)(Fi − F ∗)

∀i ∈ N , kde c = G/(ε1ε4G). Použijeme-li tuto nerovnost několikrát po sobě, dostaneme

Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤
i∏

j=1

(1− cos2 θj
c

) ≤

1− 1

i

i∑
j=1

cos2 θj
c

i

≤
(
1− c

c

)i
(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem) (8), což s použit́ım (18) a (19) dává
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∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤

√
G

G

√
Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤

√
G

G
qi,

kde q =
√

1− c/c =
√

1− cε1ε4G/G. 2

Poznámka 31 Z monotonie posloupnosti Fi, i ∈ N , a z nerovnost́ı (18), (19) plyne, že ∥ei+1∥ = O(∥ei∥).
Z ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) plyne ∥di∥ = ∥ei+1 − ei∥ ≤ ∥ei∥+ ∥ei+1∥ = O(∥ei∥).

Poznámka 32 Podle věty 14 a poznámky 31 plat́ı

∞∑
i=1

∥ei∥ =

∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ ≤

√
G

G
∥x1 − x∗∥

∞∑
i=1

qi−1 =

√
G

G
∥x1 − x∗∥ 1

1− q
<∞

a také

∞∑
i=1

∥xi+1 − xi∥ ≤
∞∑
i=1

(∥ei+1∥+ ∥ei∥) ≤ ∞.

2.3 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı se budeme zabývat asymptotickým chováńım metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 10.

Definice 16 Řekneme, že výběr délky kroku je asymptoticky přesný, jestlǐze

lim
i→∞

sTi gi+1

sTi gi
= 0.

Lemma 5 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak plat́ı

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 + o(1))

a

Fi+1 − Fi = −1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)).

Důkaz Podle věty 3 plat́ı
gi = G∗ei + o(∥ei∥),

což s použit́ım (F4) a (F5) dává gi ∼ ei, takže podle poznámky 31 plat́ı ∥di∥ = O(∥ei∥) = O(∥gi∥). Dále
z (S1b) plyne dTi gi ∼ ∥di∥∥gi∥. Použijeme-li tyto vztahy a větu 3, můžeme psát

sTi gi+1

sTi gi
=
dTi gi+1

dTi gi
= 1 +

dTi G
∗di + o(∥di∥2)
dTi gi

= 1 + αi
sTi G

∗si
sTi gi

+ o(1),

(nebot’ ∥di∥2/dTi gi ∼ ∥di∥2/∥di∥∥gi∥ ∼ 1), takže

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 + o(1)).
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Podle věty 3 plat́ı

Fi+1 − Fi = αis
T
i gi +

1

2
α2
i s

T
i G

∗si + o(∥di∥2).

Dosad́ıme-li do tohoto vyjádřeńı vztah pro asympticky přesný výběr délky kroku, dostaneme

Fi+1 − Fi = − (sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)) +
1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)) + o(∥di∥2) = −1

2

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

(1 + o(1)),

nebot’ z (F4) a (F5) plyne dTi G
∗di ∼ ∥di∥2 a tud́ıž

(sTi gi)
2

sTi G
∗si

=
(dTi gi)

2

dTi G
∗di

∼ ∥di∥2∥gi∥2

∥di∥2
∼ ∥di∥2

(připomeňme že (1 + o(1))2 = 1 + o(1)). 2

Lemma 6 Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı (SPD) matice. Jestlǐze vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

vyhovuj́ı podmı́nce

(uT v)2

uTuvT v
≤ ε2,

kde 0 ≤ ε ≤ 1, pak plat́ı

(uTBv)2

uTBuvTBv
≤
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

.

Jestlǐze vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce

(uT v)2

uTuvT v
≥ 1− ε2,

kde 0 ≤ ε ≤ 1, pak plat́ı

(uT v)2

uTBuvTB−1v
≥ 4κ(B)(1− ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε)2
.

Zde κ(B) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice B.

Důkaz (a) Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (uT v)2/(uTuvT v) ≤ ε2. Bez újmy na
obecnosti budeme předpokládat, že ∥u∥ = 1, ∥v∥ = 1 a budeme použ́ıvat označeńı V = [u, v]. Necht’
vektor w je lineárńı kombinaćı vektor̊u u a v, přičemž ∥w∥ = 1 a uTw = 0. Pak existuj́ı č́ısla α a β taková,
že

v = αu+ βw

a přihlédneme-li k tomu, že ∥u∥ = 1 a ∥w∥ = 1, plat́ı uT v = α a vT v = α2 + β2. Z nerovnosti
(uT v)2/(uTuvT v) ≤ ε2 a z ∥v∥ = 1 pak plyne

α2 ≤ ε2

a

α2 + β2 = 1.

Položme W = [u,w]. Pak zřejmě plat́ı V =WM , kde

M =

[
1, α
0, β

]
.
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Jelikož V TBV =MTWTBWM , můžeme psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ).

Jelikož vektor w byl zvolen tak, aby platilo WTW = I, dostaneme

xTWTBWx

xTx
=
xTWTBWx

xTWTWx
=
yTBy

yT y
,

kde y =Wx, takže nutně λ(WTBW ) = λ(B), λ(WTBW ) = λ(B) a

κ(WTBW ) =
λ(WTBW )

λ(WTBW )
=
λ(B)

λ(B)
= κ(B).

Jelikož α2 ≤ ε2 a α2 + β2 = 1, plat́ı

MTM =

[
1, α
α, 1

]
,

takže λ(MTM) = 1− |α|, λ(MTM) = 1 + |α| a

κ(MTM) =
λ(MTM)

λ(MTM)
=

1 + |α|
1− |α|

≤ 1 + ε

1− ε
.

Můžeme tedy psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ) ≤ κ(B)
1 + ε

1− ε
.

Necht’ λ a λ jsou vlastńı č́ısla matice V TBV seřazená podle velikosti. Pak plat́ı

det(V TBV ) = λλ = λ2κ(V TBV ).

Z nerovnosti
(√

uTBu−
√
vTBv

)2
≥ 0 plyne, že

√
uTBuvTBv ≤ 1

2
(uTBu+ vTBv) =

1

2
Tr(V TBV ) =

1

2
(λ+ λ) =

1

2
λ(1 + κ(V TBV )).

Můžeme tedy psát

(uTBv)2

uTBuvTBv
= 1− det(V TBV )

uTBuvTBv
≤ 1− 4κ(V TBV )

(1 + κ(V TBV ))2
=

=

(
κ(V TBV )− 1

κ(V TBV ) + 1

)2

≤

(
κ(B) 1+ε

1−ε − 1

κ(B) 1+ε
1−ε + 1

)2

=

=

(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

(funkce (x− 1)/(x+ 1) je pro kladná x rostoućı).

(b) Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (uT v)2/(uTuvT v) ≥ 1 − ε2. Položme w = BHv,
kde

H = B−1 − u(uTBu)−1uT .

Pak plat́ı
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uTw = uTB(B−1 − u(uTBu)−1uT )v = uT v − uTBu(uTBu)−1uT v = 0,

takže vektory u a w jsou ortogonálńı. Zvolme v Rn ortonormálńı bázi vi, 1 ≤ i ≤ n, tak, aby platilo
v1 = u/∥u∥ a v2 = w/∥w∥. Pak plat́ı

v =
n∑

i=1

(vT vi)vi

a

vT v =

n∑
i=1

(vT vi)
2 ≥ (vT v1)

2 + (vT v2)
2 =

(vTu)2

uTu
+

(vTw)2

wTw
,

takže

(vTw)2

wTwvT v
= 1− (vTu)2

uTuvT v
≤ ε2

a použijeme-li (a), dostaneme

(wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v
≤
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

(protože κ(B−1) = κ(B)). Z druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalitě
uTw = 0) plat́ı

wTB−1w = wTB−1BHv = wTB−1v − wTu(uTBu)−1uT v

= wTB−1v = vTHBB−1v = vTHv

a

vTHv = vTB−1v − (uT v)2(uTBu)−1,

takže

(uT v)2

uTBuvTB−1v
= 1− vTHv

vTB−1v
= 1− (wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v
≥

≥ 1−
(
κ(B)− 1 + (κ(B) + 1)ε

κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε

)2

=
4κ(B)(1− ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B)− 1)ε)2
.

2

Věta 15 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥ 1
i ≤ κ(G∗)− 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1− ε20

κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√

1− ε20
.
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Důkaz Podle věty 3 plat́ı

Fi − F ∗ =
1

2
eTi G

∗ei + o(∥ei∥2),

gi = G∗ei + o(∥ei∥),

takže s použit́ım (F4) a (F5) a toho, že ∥gi∥ ∼ ∥ei∥, dostaneme

ei = (G∗)−1gi(1 + o(1))

a

Fi − F ∗ =
1

2
gTi (G

∗)−1gi(1 + o(1)).

Použijeme-li lemma 5 můžeme psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1 +
Fi+1 − Fi

Fi − F ∗ = 1− (sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
(1 + o(1)).

Podle (S1b) plat́ı (sTi gi)
2 ≥ ε20∥si∥2∥gi∥2 takže s použit́ım lemmatu 6 dostaneme

(sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
≥ 4κ(G∗)ε20

(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√

1− ε20)
2
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤

(
(κ(G∗)− 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1− ε20

(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗)− 1)
√
1− ε20

)2

(1 + o(1))

= q̂2(1 + o(1)).

K libovolnému č́ıslu q, q̂ < q < 1, tedy existuje index k ∈ N tak, že

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤ q2

∀i ≥ k. Můžeme tedy postupovat stejně jako v d̊ukazu věty 13, takže

Fi − F ∗

Fk − F ∗ ≤ q2(i−k)

a

∥xi − x∗∥
∥xk − x∗∥

≤

√
G

G
qi−k

a podle věty 5 plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥ 1
i ≤ q.

Jelikož to plat́ı pro libovolné č́ıslo q, q̂ < q < 1, dokázali jsme tvrzeńı věty. 2

Poznámka 33 Pro metodu největš́ıho spádu je ε0 = 1, takže

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥ 1
i ≤ κ(G∗)− 1

κ(G∗) + 1
.
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Poznámka 34 Použ́ıváme-li směrové vektory si = −Higi, plat́ı

lim sup
i→∞

∥xi − x∗∥ 1
i ≤ lim sup

i→∞

κ(Ri)− 1

κ(Ri) + 1
,

kde Ri = (G∗)1/2Hi(G
∗)1/2, nebot’ matice Ri maj́ı stejná vlastńı č́ısla jako matice H

−1/2
i G∗H

−1/2
i a

polož́ıme-li zi = H
−1/2
i gi, můžeme stejně jako v d̊ukazu věty 15 psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1− (sTi gi)
2

sTi G
∗sigTi (G

∗)−1gi
(1 + o(1))

= 1− (zTi zi)
2

zTi H
−1/2
i G∗H

−1/2
i zizTi (H

−1/2
i G∗H

−1/2
i )−1zi

(1 + o(1))

a použit́ım lemmatu 6 dostaneme

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤
(
κ(Ri)− 1

κ(Ri) + 1

)2

(1 + o(1)).

Poznámka 35 Asymptoticky přesný výběr délky kroku dostaneme, vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı
kvadratické nebo kubické interpolace (věta 19).

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u. Budeme použ́ıvat označeńı

ωi =
Bisi + gi

∥gi∥
, ϑi =

(Bi −Gi)si
∥si∥

(25)

a budeme předpokládat, že konstanty ε1 a ε2 v podmı́nkách (S2)–(S3) vyhovuj́ı nerovnostem uvedeným v
poznámce 18, tedy že plat́ı 0 < ε1 < 1/2 a v př́ıpadě podmı́nky (S3b) též 1/2 < ε2 < 1.

Věta 16 (Superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou
spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ D je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R splňuj́ıćım
postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro lokálńı minimum (matice G∗ = G(x∗) je pozitivne definitńı). Necht’
ωi → 0, ϑi → 0, neboli

lim
i→∞

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

= 0, lim
i→∞

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

= 0, (26)

a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2)–(S3). Pak existuje index k ∈ N takový,
že αi = 1 ∀i ≥ k, a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

G∥si∥ ≤ ∥gi∥ ≤ G∥si∥

∀i ≥ k1. Použijeme-li označeńı (25), můžeme psát

Gisi = (Bisi + gi)− (Bi −Gi)si − gi = ωi∥gi∥ − ϑi∥si∥ − gi,

takže

(λ(Gi) + ∥ϑi∥)∥si∥ ≥ (1− ∥ωi∥)∥gi∥,

(λ(Gi)− ∥ϑi∥)∥si∥ ≤ (1 + ∥ωi∥)∥gi∥
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a jelikož ∥ϑi∥ → 0 a ∥ωi∥ → 0 (podle (26) a λ(Gi) → λ(G∗) < G, λ(Gi) → λ(G∗) > G, existuje index
k1 ∈ N takový, že

λ(Gi) + ∥ϑi∥
1− ∥ωi∥

≤ G,

λ(Gi)− ∥ϑi∥
1 + ∥ωi∥

≥ G,

∀i ≥ k1, což implikuje dokazovanou nerovnost.

(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že −sTi gi ≥ (G/G)∥si∥∥gi∥ ∀i ≥ k2. Z definice vektor̊u ωi,
ϑi a z (a) plyne, že

−sTi gi = sTi (Gisi + (Bi −Gi)si − (Bisi + gi)) ≥ (λ(Gi)− ∥ϑi∥)∥si∥2 − ∥ωi∥∥si∥∥gi∥
≥ (λ(Gi)/G− ∥ϑi∥/G− ∥ωi∥)∥si∥∥gi∥

a jelikož ∥ωi∥ → 0 a ∥ϑi∥ → 0 (podle (26) a λ(Gi) → λ(G∗) > G, existuje index k2 ≥ k1 takový, že
−sTi gi ≥ (G/G)∥si∥∥gi∥ ∀i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nkám (S2)–(S3). Označme

ηi =
sTi gi + sTi Gisi

sTi gi
.

Použijeme-li (b), dostaneme

|ηi| =
|sTi gi + sTi Gisi|

|sTi gi|
≤ G∥si∥∥gi +Gisi∥

G∥si∥∥gi∥
≤ G

G

(
∥gi +Bisi∥

∥gi∥
+

∥(Bi −Gi)si∥
∥gi∥

)
pro i ≥ k2, takže podle (26) a (a) plat́ı |ηi| → 0. Nyńı použijeme větu 3, podle které

F (xi + si)− F (xi) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi + o(∥si∥2),

sTi g(xi + si) = sTi gi + sTi Gisi + o(∥si∥2).

Můžeme tedy psát

lim
i→∞

F (xi + si)− F (xi)

sTi gi
=

1

2
+ lim

i→∞
(
1

2
ηi + o(1)) =

1

2
,

lim
i→∞

sTi g(xi + si)

sTi gi
= lim

i→∞
(ηi + o(1)) = 0,

nebot’ sTi gi ∼ ∥si∥2 podle (a) a (b). Protože 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě podmı́nky (S3b) též
1/2 < ε2 < 1), existuje index k ≥ k2 takový, že (S2a) a (S3a), (S3b) (s αi = 1) plat́ı ∀i ≥ k.

(d) Superlineárńı konvergence. Použijeme-li větu 3, podle které

g(xi + si) = gi +Gisi + o(∥si∥),

a předchoźı výsledky, dostaneme xi+1 = xi + si ∀i ≥ k a ∥si∥ ∼ ∥gi∥ → 0. Můžeme tedy psát
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∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ G

G

∥gi+1∥
∥gi∥

≤

≤ G

G

(
∥g(xi + si)− gi −Bisi∥

∥gi∥
+

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

)
≤

≤ G

G

(
∥(Bi −Gi)si∥

∥gi∥
+

∥Bisi + gi∥
∥gi∥

+ o(∥si∥)/∥gi∥
)
,

takže podle (26) a (a) plat́ı

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= 0.

2

Nyńı ukážeme, že metodu spádových směr̊u, pro kterou jsou veličiny ωi a ϑi dostatečně malé, lze
považovat za nepřesnou Newtonovu metodu, pro kterou plat́ı ∥Gisi+gi∥/∥gi∥ ≤ ω′, kde ω′ < 1. Abychom
zjednodušili argumentaci, budeme ve smyslu poznámky 6 předpokládat, že funkce F ∈ C2 : D → R
vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5).

Věta 17 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗,
kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5).
Necht’ ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ ≤ ϑ ∀i ∈ N , kde ω < 1 a ϑ < (1− ω)G/2. Pak pro i ∈ N plat́ı

∥Gisi + gi∥
∥gi∥

≤ ω′ < 1, ω′ =
ω + ϑ/G

1− ϑ/G
.

Důkaz Jelikož Bisi = (Bisi + gi)− gi, můžeme psát ∥Bisi∥ ≤ (1 + ∥ωi∥)∥gi∥, takže dostaneme

(1 + ∥ωi∥)∥gi∥ ≥ ∥Bisi∥ ≥ ∥Gisi∥ − ∥(Bi −Gi)si∥ ≥ (G− ∥ϑi∥)∥si∥, (27)

nebot’ podle předpokladu plat́ı ∥ϑi∥ < G(1− ω)/2 < G. Označme ω′
i = (Gisi + gi)/∥gi∥. Ze vztahu

∥Gisi + gi∥ ≤ ∥Bisi + gi∥+ ∥(Bi −Gi)si∥

dostaneme ∥ω′
i∥ ≤ ∥ωi∥+ ∥ϑi∥∥si∥/∥gi∥, což spolu s (27) dává

∥ω′
i∥ ≤ ∥ωi∥+

1 + ∥ωi∥
G− ∥ϑi∥

∥ϑi∥ =
∥ωi∥+ ∥ϑi∥/G
1− ∥ϑi∥/G

≤ ω + ϑ/G

1− ϑ/G
= ω′,

nebot’ ∥ωi∥ ≤ ω < 1, ∥ϑi∥ ≤ ϑ a funkce (ω+ t)/(1− t) je pro 0 ≤ t < 1 rostoućı. Jelikož ϑ/G < (1− ω)/2,
plat́ı ω′ < (ω + (1− ω)/2)/(1− (1− ω)/2) = 1. 2

Poznámka 36 Dosavadńı úvahy nám dovoluj́ı určit asymptotickou rychlost konvergence nepřesné Newto-
novy metody. Tak jako v části (d) d̊ukazu věty 16 můžeme psát

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ ∥Gisi + gi∥
∥gi∥

+ o(∥si∥)/∥gi∥ = ∥ω′
i∥+ o(∥si∥)/∥gi∥,

takže pokud ∥ω′
i∥ ≤ ω′, plat́ı

lim
i→∞

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ ω′.

Určujeme-li směrový vektor dostatečně přesně (takže č́ıslo ω′ je malé), konverguje nepřesná Newtonova
metoda velmi rychle. Pokud ϑi = 0 (takže ω′

i = ωi), stač́ı dostatečně přesně řešit soustavu lineárńıch rovnic
Gisi+gi = 0, což však může klást velké nároky na výběr vhodné metody (je-li maticeGi špatně podmı́něná,
potřebuj́ı iteračńı metody k nalezeńı tohoto řešeńı velký počet iteračńıch krok̊u). Pokud ϑi ̸= 0, je situace
ještě složitěǰśı. Chceme-li v tomto př́ıpadě dosáhnout asymptotickou rychlost konvergence ω′, je třeba, aby
platilo ω = λω′ a ϑ/G = (1− λ)ω′/(1 + ω′), kde 0 < λ < 1.

33



Poznámka 37 Věta 16 udává postačuj́ıćı podmı́nky pro superlineárńı konvergenci metody spádových
směr̊u. Tyto podmı́nky však nejsou nutné. Plat́ı-li např́ıklad Bisi + gi = 0, Bi = βiGi a xi+1 = xi + αisi,
kde αi = βi ∀i ∈ N , konverguje tato metoda superlineárně, ale neńı splněna druhá z podmı́nek (26). Pot́ıž
je v tom, že č́ısla βi nemuśı být explicitně známa, takže neńı jasné jak volit αi. Dá se ukázat (d̊ukaz neńı
obt́ıžný a podobá se části (d) d̊ukazu věty 16), že metoda spádových směr̊u je superlineárně konvergentńı
právě tehdy pokud

lim
i→∞

∥di −Gisi∥
∥si∥

= 0,

kde di = xi+1 − xi = αisi. Význam věty 16 spoč́ıvá v tom, že udává prakticky ověřitelé postačuj́ıćı
podmı́nky pro superlineárńı konvergenci.

2.4 Výběr délky kroku

Nyńı se budeme zabývat implementaćı metod spádových směr̊u. Poṕı̌seme nejprve algoritmus pro výběr
délky kroku, který použ́ıvá slabou Wolfeho podmı́nku (pro ostatńı podmı́nky je třeba tento algoritmus
mı́rně modifikovat).

Algoritmus 1 Data 0 < β1 < β2 < 1 < γ1 < γ2.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı délku kroku α > 0. Polož́ıme α := 0.

Krok 2 Polož́ıme α := α a α := α. Jsou-li splněny podmı́nky (S2a) a (S3a) s ε3 = ∞, ukonč́ıme výpočet
s αi = α. Neńı-li splněna podmı́nka (S2a), přejdeme na krok 4.

Krok 3 Urč́ıme hodnotu α pomoćı extrapolace tak, aby γ1α ≤ α ≤ γ2α a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme hodnotu α pomoćı interpolace tak, aby β1(α− α) ≤ (α− α) ≤ β2(α− α).

Krok 5 Jsou-li splněny podmı́nky (S2a) a (S3a) s ε3 = ∞, ukonč́ıme výpočet s αi = α. Neńı-li splněna
podmı́nka (S2a) polož́ıme α := α a přejdeme na krok 4. V opačném př́ıpadě polož́ıme α := α a
přejdeme na krok 4.

Poznámka 38 Algoritmus 1 je vnitřńım cyklem iteračńıch metod spádových směr̊u, takže veličiny gene-
rované t́ımto algoritmem by měly mı́t dva indexy (vněǰśı a vnitřńı). Abychom zjednodušili symboliku,
budeme vněǰśı index vynechávat. Budeme tedy psát αj ≤ αj ≤ αj , j ∈ N , kde α1 je počátečńı délka

kroku. Použijeme též označeńı φ(α) = F (x+ αs) a φ′(α) = sT g(x+ αs).

Věta 18 Jsou-li splněny podmı́nky (F1) a (F3) najde algoritmus 1 délku kroku vyhovuj́ıćı podmı́nkám
(S2a) a (S3b) po konečném počtu krok̊u.

Důkaz (a) V prvńı fázi algoritmu plat́ı φ(αj) − φ(0) ≤ ε1αjφ
′(0), takže z (F1) (podobně jako v d̊ukazu

lemmatu 3) plyne

αj ≤
F − φ(0)

ε1φ′(0)
. (28)

Jelikož pro j > 1 plat́ı αj ≥ γj−2
1 α1 a γ1 > 1, dostaneme po konečném počtu extrapolaćı č́ıslo které je

větš́ı než uvedená mez. Prvńı fáze algoritmu tedy obsahuje konečný počet krok̊u.

(b) Ve druhé fázi algoritmu plat́ı φ(αj) − φ(0) ≤ ε1αjφ
′(0) a φ′(αj) < ε2φ

′(0). Necht’ Označme α̃j > αj

největš́ı č́ıslo takové, že
φ(α)− φ(0) ≤ ε1αφ

′(0) ∀αj ≤ α ≤ α̃j .

Pak podobně jako v d̊ukazu lemmatu 3 plat́ı φ(α̃j) − φ(0) = ε1α̃jφ
′(0) a φ′(α̃j) ≥ ε1φ

′(0). Použijeme-li
tyto nerovnosti a (F3), dostaneme

ε1φ
′(0) ≤ φ′(α̃j) ≤ φ′(αj) + (α̃j − αj)G∥s∥2 < ε2φ

′(0) + (α̃j − αj)G∥s∥2,
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neboli

α̃j − αj >
ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0).

Jelikož φ(αj)− φ(0) > ε1αjφ
′(0), muśı platit αj > α̃j , neboli

αj − αj >
ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0). (29)

Ve druhé fázi algoritmu, upravujeme interval tak, že αj+1 − αj+1 ≤ max(1 − β1, β2)(αj − αj). Jelikož

max(1 − β1, β2) < 1, dostaneme po konečném počtu krok̊u interval menš́ı než (ε1 − ε2)/(G∥s∥2)φ′(0).
Druhá fáze algoritmu tedy obsahuje konečný počet krok̊u. 2

Je-li splněna podmı́nka (S1b) (stejnoměrná spádovost) a vyhovuje-li funkce F podmı́nkám (F4) a (F5),
můžeme předchoźı tvrzeńı podstatně ześılit (budeme to potřebovat pro d̊ukaz asymptotické přesnosti
výběru délky kroku).

Lemma 7 Uvažujme algoritmus 1 s počátečńı délkou kroku δ1∥g∥/∥s∥ ≤ α1 ≤ δ2∥g∥/∥s∥, kde konstanty
δ1 a δ2 nezáviśı na vněǰśım indexu. Necht’ je splněna podmı́nka (S1b) a necht’ funkce F ∈ C2 : D → R
vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak existuj́ı konstanty c1 a c2 nezávislé na vněǰśım indexu takové, že

c1∥g∥/∥s∥ ≤ αj − αj ≤ αj ≤ c2∥g∥/∥s∥

∀j ∈ N . V tomto př́ıpadě existuje č́ıslo k ∈ N nezávislé na vněǰśım indexu takové, že počet krok̊u algo-
ritmu 1 nepřekroč́ı k.

Důkaz V prvńım kroku algoritmu plat́ı αj = 0 a αj = α1, takže lze položit c1 = δ1 a c2 = δ2. V daľśıch
kroćıch algoritmu (pro j > 1) použijeme nerovnosti uvedené v d̊ukazu věty 18.
(a) V prvńı fázi algoritmu využijeme toho, že vzhledem k (F5) můžeme F nahradit F ∗ v (28), což s
použit́ım nerovnosti (24) a nerovnosti (S1b) (zapsané ve tvaru −φ′(0) ≥ ε0∥s∥∥g∥) dává

αj − αj ≤ αj ≤ γ2αj ≤ γ2
F ∗ − F

ε1φ′(0)
≤ − γ2∥g∥2

ε1Gφ′(0)
≤ γ2
ε0ε1G

∥g∥
∥s∥

.

S druhé strany v́ıme že αj ≥ γj−2
1 α1 a αj − αj ≥ (γ1 − 1)αj . Plat́ı tedy

αj ≥ αj − αj ≥ (γ1 − 1)γj−2
1 α1 ≥ (γ1 − 1)δ1∥g∥/∥s∥.

Můžeme tedy položit c1 = δ1 min(1, γ1 − 1) a c2 = γ2/(ε0ε1G). Jelikož αj ≥ γj−1
1 α1 ≥ γj−1

1 δ1∥g∥/∥s∥ a
γ1 > 1, existuje index k1 ∈ N takový, že αj ≥ c2∥g∥/∥s∥ ∀j ≥ k1, takže prvńı fáze skonč́ı po nejvýše k1
kroćıch.
(b) Ve druhé fázi algoritmu se již αj nezvětšuje, takže s použit́ım (29) a (a) můžeme psát

ε0
ε2 − ε1

G

∥g∥
∥s∥

≤ ε1 − ε2

G∥s∥2
φ′(0) ≤ αj − αj ≤ αj ≤ max

(
γ2

ε0ε1G
, δ2

)
∥g∥
∥s∥

.

Můžeme tedy položit c1 = ε0(ε2 − ε1)/G a c2 = max(γ2/(ε0ε1G), δ2). Označme j2 index kroku, ve kterém
zač́ıná druhá fáze algoritmu. Jelikož pro j ≥ j2 plat́ı

αj − αj ≤ max(1− β1, β2)
j−j2(αj2 − αj2) ≤ max(1− β1, β2)

j−j2c2∥g∥/∥s∥

a max(1−β1, β2) < 1, existuje č́ıslo k2 ∈ N takové, že αj −αj ≤ c1∥g∥/∥s∥ ∀j ≥ j2 + k2, takže druhá fáze
skonč́ı po nejvýše k2 kroćıch.
(c) Podle (a) a (b) existuje č́ıslo k ≤ k1+k2 nezávislé na vněǰśım indexu takové, že počet krok̊u algoritmu 1
nepřekroč́ı k. 2
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Poznámka 39 Hodnotu α použitou v algoritmu 1 můžeme určit pomoćı kvadratické nebo kubické ex-
trapolace či interpolace. Označme

A =
φ(α)− φ(α)

(α− α)φ′(α)
,

B =
φ′(α)

φ′(α)
.

Kvadratická interpolace (dvě hodnoty):

α− α =
α− α

2(1−A)
. (30)

Kvadratická interpolace (dvě derivace):

α− α =
α− α

1−B
. (31)

Kubická interpolace:

α− α =
α− α

D +
√
D2 − 3C

, (32)

kde
C = (B − 1)− 2(A− 1),

D = (B − 1)− 3(A− 1).

Věta 19 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 7. Pak je-li délka kroku v algoritmu 1 spočtena podle
(30) nebo (31) nebo (32), je výběr délky kroku asymptoticky přesný.

Důkaz V d̊ukazu budeme použ́ıvat symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 10.
Jelikož z (F4) a (F5) plyne sTi G

∗si ∼ ∥si∥2 a z (S1b) plyne sTi gi ∼ ∥si∥∥gi∥, plat́ı α∗
i ∼ ∥gi∥/∥si∥, kde

α∗
i = − sTi gi

sTi G
∗si

.

Podle lemmatu 7 plat́ı αi ∼ ∥gi∥/∥si∥ a αi − αi ∼ ∥gi∥/∥si∥, takže také α∗
i − αi = O(∥gi∥/∥si∥) a

(α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Označme di = αisi, di = αisi a ei+1 = xi + di − x∗, ei+1 = xi + di − x∗.

Pak z αi < αi = O(∥gi∥/∥si∥) a z ∥gi∥ ∼ ∥ei∥ ((F4), (F5) a věta 3) dostaneme di = O(∥gi∥) = O(∥ei∥),
di = O(∥gi∥) = O(∥ei∥) a ei+1 = O(∥ei∥), ei+1 = O(∥ei∥). Použijeme-li větu 3 dostaneme úpravou výraz̊u
A, B uvedených v poznámce 39

A =
F (xi + αisi)− F (xi + αisi)

(αi − αi)s
T
i g(xi + αisi)

=
(αi − αi)s

T
i gi +

1
2 (α

2
i − α2

i )s
T
i G

∗si + o(∥ei∥2)
(αi − αi)(s

T
i gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)

=
sTi gi +

1
2 (αi + αi)s

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
=

1− (αi + αi)/(2α
∗
i ) + o(1)

1− αi/α
∗
i + o(1)

,

B =
sTi g(xi + αisi)

sTi g(xi + αisi)
=
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
sTi gi + αis

T
i G

∗si + ∥si∥o(∥ei∥)
=

1− αi/α
∗
i + o(1)

1− αi/α
∗
i + o(1)

,

takže

1−A = 1− 1− (αi + αi)/(2α
∗
i )

1− αi/α
∗
i

+ o(1) =
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),

1−B = 1− 1− αi/α
∗
i

1− αi/α
∗
i

+ o(1) =
αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),
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(předpokládáme, že α∗
i ̸= αi, nebot’ pro αi neplat́ı (S3a), zat́ımco sTi g(xi + α∗

i si)/s
T
i gi → 0). Nyńı se

omeźıme na vzorec (32) (d̊ukaz pro (30) a (31) je mnohem jednodušš́ı a přenecháme ho čtenáři). Použijeme-
li právě źıskané vztahy, dostaneme

C = 2(1−A)− (1−B) =
αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) = o(1)

D = 3(1−A)− (1−B) =
3

2

αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) =
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),

nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Plat́ı tedy

D +
√
D2 − 3C =

1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +

√
1

4

(
αi − αi

α∗
i − αi

)2

(1 + o(1))2 + o(1)

=
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +
1

2

αi − αi

α∗
i − αi

√
(1 + o(1))2 +

(
α∗
i − αi

αi − αi

)2

o(1)

=
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),

nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Dosad́ıme-li tento výraz do (32), dostaneme

αi = αi +
αi − αi

D +
√
D2 − 3C

= αi +
α∗
i − αi

αi − αi

αi − αi

1 + o(1)

= αi + (α∗
i − αi)(1 + o(1)) = α∗

i (1 + o(1)),

nebot’ αi/α
∗
i = O(1). 2

Poznámka 40 Je-li kromě podmı́nek (F4) a (F5) splněna i podmı́nka (F6), můžeme mı́sto věty 3 použ́ıt
větu 4 a tud́ıž mı́sto o(1) psát O(∥ei∥). Dostaneme tak kvalitněǰśı odhady

sTi gi+1

sTi gi
= O(∥ei∥)

a

αi = − sTi gi
sTi G

∗si
(1 +O(∥ei∥)).

Poznámka 41 Počátečńı výběr délky kroku. Pokud si ∼ gi, což je př́ıpad většiny efektivńıch metod,
je výhodné volit α0 ∼ 1. Pro superlineárně konvergentńı metody voĺıme α0 = 1. U metod sdružených
gradient̊u voĺıme α0 = min(1, 2(Fi − Fi−1)/s

T
i gi, 2(F − Fi)/s

T
i gi) (v prvńım iteračńım kroku pokládáme

α0 = min(1, 2(F − Fi)/s
T
i gi).

2.5 Nemonotonńı metody spádových směr̊u

Zat́ım jsme se zabývali pouze metodami, kde posloupnost Fi, i ∈ N , byla nerostoućı. Někdy je výhodné
(zejména ve spojeńı s Newtonovou metodou) použ́ıvat nemonotonńı metody spádových směr̊u, kdy posloup-
nost Fi, i ∈ N , neńı nerostoućı. V definici nemonotonńıch metod spádových směr̊u se mı́sto hodnot Fi,
i ∈ N , použ́ıvaj́ı č́ısla F i ≥ Fi, i ∈ N , jejichž výběr je určen konkrétńı metodou. Poznamenejme, že pro
tato č́ısla plat́ı F i ≤ F , ∀i ∈ N (kde F = F1), takže opět xi ∈ DF (F ) ⊂ D ∀i ∈ N

Definice 17 Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı Armijovu podmı́nku, jestlǐze
existuje č́ıslo 0 < ε1 < 1 (nezávislé na indexu i ∈ N) takové, že

Fi+1 − F i ≤ ε1αis
T
i gi. (S2b)
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Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı zobecněnou Wolfeho podmı́nku, jestlǐze
existuj́ı č́ısla 0 < ε1 < ε2 < 1 a ε3 ≥ 0 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2b) a

ε2s
T
i gi ≤ sTi gi+1 ≤ ε3|sTi gi|. (S3a)

Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje nemonotonńı Goldsteinovu podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla
0 < ε1 < ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že plat́ı (S2b) a

Fi+1 − Fi ≥ ε2αis
T
i gi. (S3b)

Poznámka 42 Nemonotonńı Armijova podmı́nka (S2b) je součást́ı zbylých dvou nemonotonńı podmı́nek.
Samotatně ji lze použ́ıt v nemonotonńım Armijově výběru délky kroku. V tomto př́ıpadě je αi > 0 prvńım
členem vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2b) v posloupnosti αj

i , j ∈ N , takové, že α∥gi∥/∥si∥ ≤ α1
i ≤ α∥gi∥/∥si∥, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N,

kde 0 < α ≤ α a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .

Definice 18 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je nemonotonńı metodou
spádových směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S1a) a délky kroku αi > 0,
i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S2b) a některou z podmı́nek (S3). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda
xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je nemonotonńı metodou stejnoměrně spádových směr̊u, je-li nemonotonńı
metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1b).

Poznámka 43 Pro každou nemonotonńı metodou spádových směr̊u plat́ı rovnice (11) z lemmatu 4, nebot’
F i ≥ Fi ∀i ∈ N . Rovnici (12) je třeba nahradit vztahem

Fi+1 − F i ≤ −ε1ε4(s
T
i gi)

2

G∥si∥2
= −ε1ε4

G
cos2 θi∥gi∥2. (33)

Nejprve vyšetř́ıme jednoduchou nemonotonńı metodu spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

F i = max{Fj : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i}, (34)

kde m je č́ıslo udávaj́ıćı počet funkčńıch hodnot použitých k určeńı F i.

Věta 20 (Globálńı konvergence metody (34)) Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak nemonotonńı metoda stejnoměrně spádových směr̊u definovaná vztahem (34) je globálně konvergentńı.

Důkaz (a) Z (S2b) a (34) vyplývá, že posloupnost F i, i ∈ N , je nerostoućı. Plat́ı totiž

F i+1 = max{Fj+1 : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i} ≤ max(F i, Fi+1) = F i.

Použijeme-li nav́ıc (S1b) a (33) vid́ıme, že pro libovolné indexy k ∈ N a 1 ≤ j ≤ m plat́ı

Fmk+j ≤ Fmk+j−1 −
ε1ε4(s

T
mk+jgmk+j)

2

G∥smk+j∥2
≤ Fmk − ε0ε1ε4

G
∥gmk+j∥2,

takže
Fm(k+1) − Fmk ≤ −ε0ε1ε4

G
∥gj(k)∥2,

38



kde
∥gj(k)∥ = min

1≤j≤m
∥gmk+j∥.

(b) Podle (a) plat́ı

ε0ε1ε4

G

∞∑
k=1

∥gj(k)∥2 ≤
∞∑
k=1

(Fmk − Fm(k+1)) = Fm − lim
k→∞

Fm(k+1) ≤ F 1 − F <∞,

takže limk→∞ ∥gj(k)∥ = 0 a tedy lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

Nyńı vyšetř́ıme nemonotonńı metodu spádových směr̊u, kde se č́ısla F i, i ∈ N , určuj́ı rekurentně tak,
že n1 = 1, F 1 = F1 a

ni+1 = λni + 1, F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
(35)

pro i ∈ N , kde 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 44 Pokud λ = 0, plat́ı ni = 1 a F i = Fi pro i ∈ N . Pokud λ = 1, plat́ı ni = i a

F i =
1

i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N . V obecném př́ıpadě plat́ı 1 ≤ ni ≤ i a

Fi+1 ≤ F i+1 ≤ F i ≤
1

i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N , nebot’ z (S2b) a (35) plyne

Fi+1 =
λni + 1

ni+1
Fi+1 ≤ λniF i + Fi+1

ni+1
≤ λni + 1

ni+1
F i = F i

a funkce

F i(λ) =
λni−1F i−1 + Fi

λni−1 + 1

je pro Fi ≤ F i−1 neklesaj́ıćı.

Věta 21 (Globálńı konvergence metody (35)) Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak nemonotonńı metoda spádových směr̊u definovaná rekurentńımi vztahy (35) je globálně konvergentńı,
pokud

∞∑
i=1

cos2 θi
i

= ∞.

Důkaz Podle (33) plat́ı

Fi+1 ≤ F i −
ε1ε4 cos

2 θi

G
∥gi∥2,

což spolu s (35) dává

F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
≤ λni + 1

ni+1
F i −

ε1ε4 cos
2 θi

ni+1G
∥gi∥2 = F i −

ε1ε4 cos
2 θi

ni+1G
∥gi∥2.
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Jelikož podle (F1) a poznámky 44 plat́ı F i+1 ≥ Fi+1 ≥ F , můžeme psát

ε1ε4

G

∞∑
i=1

cos2 θi
ni+1

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

(F i − F i+1) ≤ F 1 − F .

Dostaneme tedy

1

2

∞∑
i=1

cos2 θi
i

∥gi∥2 ≤
∞∑
i=1

cos2 θi
ni+1

∥gi∥2 ≤ (F 1 − F )G

ε1ε4
<∞,

nebot’ podle poznámky 44 plat́ı ni+1 ≤ i + 1 ≤ 2i. Z posledńı nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeńı
postupem uvedeným v d̊ukazu věty 9. 2

Poznámka 45 Podmı́nka použitá ve větě 21 je mnohem silněǰśı než podmı́nka vystupuj́ıćı ve větě 9. Je
však splněna pro nemonotonńı metody stejnoměrně spádových směr̊u, kdy cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N . Jestliže
kromě cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N plat́ı též 0 ≤ λ < 1, dá se dokázat, že limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Poznámka 46 Realizace nemonotonńıch metod spádových směr̊u se př́ılǐs nelǐśı od realizace standardńıch
metod spádových směr̊u. Stač́ı poč́ıtat hodnoty F i, i ∈ N , a v algoritmu 1 nahradit podmı́nku (S2a)
podmı́nkou (S2b).

Poznámka 47 jsou-li splněny podmı́nky pro superlineárńı konvergenci (26) a pokládáme-li αi = 1, kdyko-
liv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2b) a (S3), jsou nemonotonńı metody spádových směr̊u super-
lineárně konvergentńı. Plyne to z části (c) d̊ukazu věty 16 a z toho, že slabš́ı podmı́nky (S2b) a (S3) jsou
splněny pokud plat́ı (S2a) a (S3). Proto se nemonotonńı metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ı zejména ve
spojeńı s Newtonovou metodou.
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3 Metody sdružených gradient̊u

3.1 Základńı vlastnosti metod sdružených gradient̊u

Definice 19 Řekneme, že metoda spádových směr̊u (definice 15) je metodou sdružených gradient̊u, jestlǐze

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi pro i ∈ N, (36)

kde parametr βi se vyb́ırá tak, aby směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, byly sdružené (nebo G–ortogonálńı,
podmı́nka (40)), aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗)

a použ́ıváme-li přesný výběr délky kroku.

Označme di = xi+1 − xi = αisi a yi = gi+1 − gi. Pak pro kvadratickou funkci Q plat́ı yi = Gdi a
podmı́nku G–ortogonality vektor̊u si, si+1 lze zapsat ve tvaru αis

T
i Gsi+1 = yTi si+1 = 0 (předpokládáme,

že αi ̸= 0). Odtud prostřednictv́ım (36) dostaneme rovnici βiy
T
i si − yTi gi+1 = 0 neboli

βi =
yTi gi+1

yTi si
. (37)

Ukážeme, že tato volba již zaručuje vzájemnou G–ortogonalitu směrových vektor̊u si, 1 ≤ i ≤ n, a nalezeńı
minima ryze konvexńı kvadratické funkce Q po konečném počtu krok̊u (je-li výběr délky kroku přesný).

Věta 22 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ Q : Rn → R je ryze konvexńı kvadratická funkce a xi, i ∈ N ,
je posloupnost generovaná metodou sdružených gradient̊u (36)–(37) s přesným výběrem délky kroku (plat́ı
sTi gi+1 = 0 ∀i ∈ N). Pak existuje index m ≤ n tak, že gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0 ∀1 ≤ i ≤ n (neńı-li tato podmı́nka splněna, plat́ı gm+1 = 0 a xm+1 = x∗

pro nějaký index m < n). Dokážeme indukćı, že si ̸= 0, αi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n, a že pro 1 ≤ j < i ≤ n+1 plat́ı

sTj gi = 0, (38)

gTj gi = 0, (39)

sTj Gsi = 0, (40)

sTj yi = yTj si = 0. (41)

Rovnosti (40) a (41) jsou ekvivalentńı, nebot’ pro kvadratickou funkci Q(x) plat́ı yi = gi+1−gi = G(xi+1−
xi) = Gdi = αiGsi a αi ̸= 0 podle indukčńıho předpokladu. Z (39) plyne, že nenulové gradienty gi,
1 ≤ i ≤ n, jsou vzájemně ortogonálńı, tud́ıž lineárně nezávislé, takže nutně gn+1 = 0 a xn+1 = x∗.
Indukčńı předpoklad je triviálně splňen v prvńım iteračńım kroku, nebot’ sT1 g1 = −gT1 g1 < 0 takže s1 ̸= 0
a α1 ̸= 0 a dále neńı co dokazovat. Indukčńı krok:
(a) Necht’ i ≤ n. Podle indukčńıch předpoklad̊u (38) a (41) plat́ı:

sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = 0,

1 ≤ j < i. Z přesného výběru délky kroku plyne sTi gi+1 = 0. Je tedy sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i.
(b) Necht’ i ≤ n. Z (36) plyne

g1 = −s1,
gj = −sj + βj−1sj−1, 1 < j ≤ i,
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takže podle (a) plat́ı

gT1 gi+1 = −sT1 gi+1 = 0,

gTj gi+1 = −sTj gi+1 + βj−1s
T
j−1gi+1 = 0, 1 < j ≤ i.

(c) Necht’ i < n. Z (37) a (a) dostaneme

sTi+1gi+1 = −gTi+1gi+1 +
yTi gi+1

yTi si
sTi gi+1 = −gTi+1gi+1 < 0,

takže si+1 ̸= 0 a αi+1 ̸= 0. Z (37) a (b) dostaneme

yTj si+1 = −yTj gi+1 + βiy
T
j si = −yTj gi+1 = −(gj+1 − gj)

T gi+1 = 0,

1 ≤ j < i nebot’ podle předpokladu (41) plat́ı yTj si = 0, 1 ≤ j < i. Dále podle (37) plat́ı

yTi si+1 = −yTi gi+1 +
yTi gi+1

yTi si
yTi si = 0,

takže sTj Gsi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i. 2

Poznámka 48 Z rovnost́ı sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i, vyplývá, že bod xi+1 realizuje minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce Q na podprostoru generovaném vektory sj , 1 ≤ j ≤ i.

Poznámka 49 Použ́ıváme-li přesný výběr délky kroku, můžeme podle (36) psát

yTi si = gTi+1si − gTi si = −gTi si = gTi gi − βi−1g
T
i si−1 = gTi gi.

Je-li nav́ıc minimalizovaná funkce kvadratická, plat́ı (39), takže

yTi gi+1 = gTi+1gi+1 − gTi gi+1 = gTi+1gi+1.

Odtud plyne, že ve vzorci (37) můžeme použ́ıt tři r̊uzné jmenovatele a dva r̊uzné čitatele, aniž bychom
porušili platnost věty 22. Dostaneme tak šest základńıch metod sdružených gradient̊u.

βHS
i =

yTi gi+1

yTi si
, βPR

i =
yTi gi+1

gTi gi
, βLS

i =
yTi gi+1

|gTi si|
(42)

(HS – Hestenes a Stiefel, PR – Polak a Ribiére, LS – Liu a Storey),

βDY
i =

gTi+1gi+1

yTi si
, βFR

i =
gTi+1gi+1

gTi gi
, βCD

i =
gTi+1gi+1

|gTi si|
(43)

(DY – Dai a Yuan, FR – Fletcher a Reeves, CD – conjugate descent). Tyto metody můžeme rozdělit do
dvou skupin podle použitého čitatele. Metody prvńı skupiny (HS, PR, LS) jsou výhodněǰśı pro praktické
použit́ı, ale nejsou bez nutných úprav globálně konvergentńı. Metody druhé skupiny (DY, FR, CD) jsou
za určitých předpoklad̊u (kladených na výběr délky kroku) globálně konvergentńı, ale h̊uře zachovávaj́ı
sdruženost směrových vektor̊u v př́ıpadě, že nepouž́ıváme přesný výběr délky kroku a minimalizovaná
funkce neńı kvadratická. Metody patř́ıćı do téže skupiny se svými vlastnostmi př́ılǐs nelǐśı.

Poznámka 50 Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice. Položme x̃ = H−1/2x a F̃ (x̃) = F (x),
takže g̃(x̃) = H1/2g(x) a G̃(x̃) = H1/2G(x)H1/2. Aplikujeme-li metodu sdružených gradient̊u na funkci
F̃ (x̃) a vrát́ıme-li se k p̊uvodńım proměnným, dostaneme

s1 = −Hg1 a si+1 = −Hgi+1 + βisi pro i ∈ N,
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kde

βPHS
i =

yTi Hgi+1

yTi si
, βPPR

i =
yTi Hgi+1

gTi Hgi
, βPLS

i =
yTi Hgi+1

|gTi si|
,

nebo

βPDY
i =

gTi+1Hgi+1

yTi si
, βPFR

i =
gTi+1Hgi+1

gTi Hgi
, βPCD

i =
gTi+1Hgi+1

|gTi si|
.

Metoda, která použ́ıvá tyto vzorce se nazývá předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u. Pro tuto
metodu plat́ı všechny věty, které jsme zat́ım dokázali (splňuje-li funkce F (x) podmı́nky (F1)–(F3), př́ıpadně
(F5)–(F6), splňuje tyto podmı́nky i funkce F̃ (x̃)). Je však třeba psát g̃ = H1/2g mı́sto g a s̃ = H−1/2s
mı́sto s, takže vzorce (38), (40), (41) z̊ustanou beze změny, ale mı́sto (39) plat́ı

gTj Hgi = 0,

1 ≤ j < i ≤ n+ 1.

3.2 Globálńı konvergence

Jak již bylo poznamenáno (poznámka 49), jsou metody (43) za určitých předpoklad̊u (kladených na výběr
délky kroku) globálně konvergentńı bez jakýchkoliv úprav. Nejprve dokážeme globálńı konvergenci metody
DY. Větu zformulujeme tak, aby zahrnovala poněkud širš́ı tř́ıdu metod sdružených gradient̊u.

Věta 23 (Globálńı konvergence metody DY). Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak metoda sdružených gradient̊u (36) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku (S2a)
a (S3a), kde 0 < ε1 < ε2 < 1 a ε3 = ∞, je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
gTi+1gi+1

yTi si
, (44)

kde −(1− ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1 ∀i ∈ N .

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že

|βi| ≤
gTi+1si+1

gTi si
(45)

∀i ∈ N . Použijeme-li (36) a vztah yi = gi+1 − gi, můžeme psát

gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 + βig
T
i+1si

=
−gTi+1gi+1(gi+1 − gi)

T si + λig
T
i+1gi+1g

T
i+1si

yTi si

= −(1− λi)
gTi+1gi+1g

T
i+1si

yTi si
+
gTi+1gi+1g

T
i si

yTi si
,

což s použit́ım (S3b) dává

gTi+1si+1

gTi si
= |λi|

gTi+1gi+1

yTi si
+ (1− |λi|)

gTi+1gi+1

yTi si
− (1− λi)

gTi+1gi+1

yTi si

gTi+1si

gTi si

≥ |βi|+
(
1− |λi| − (1− λi)ε2

gTi si
gTi si

)
gTi+1gi+1

yTi si
≥ |βi|,

nebot’ yTi si > 0 a pro −(1− ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1 plat́ı (1− |λi| − (1− λi)ε2) ≥ 0. Z (45) plyne indukćı,
že směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové (pokud gradienty gi, i ∈ N , jsou nenulové). Plat́ı totiž
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gT1 s1 = −gT1 g1 < 0 a předpokládáme-li, že gTi si < 0, dává (45) gTi+1si+1 ≤ |βi|gTi si < 0, pokud βi ̸= 0.
Jestliže βi = 0, dostaneme podle (36) gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 < 0.
(b) Zaṕı̌seme-li (36) ve tvaru si+1+gi+1 = βisi, dostaneme umocněńım, převedeńım dvou člen̊u na pravou
stranu a použit́ım nerovnosti (45) vztah

∥si+1∥2 = β2
i ∥si∥2 − 2gTi+1si+1 − ∥gi+1∥2 ≤

(
gTi+1si+1

gTi si

)2

∥si∥2 − 2gTi+1si+1 − ∥gi+1∥2,

neboli

∥si+1∥2

(gTi+1si+1)2
=

∥si∥2

(gTi si)
2
− 2

gTi+1si+1
− ∥gi+1∥2

(gTi+1si+1)2

=
∥si∥2

(gTi si)
2
−
(

1

∥gi+1∥
+

∥gi+1∥
gTi+1si+1

)2

+
1

∥gi+1∥2

≤ ∥si∥2

(gTi si)
2
+

1

∥gi+1∥2
.

Protože ∥s1∥2/(gT1 s1)2 = 1/∥g1∥2, dává předchoźı nerovnost

∥si∥2

(gTi si)
2
≤

i∑
j=1

1

∥gj∥2
∀i ∈ N.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε
∀i ∈ N , takže

∥si∥2

(gTi si)
2
≤ i

ε2
∀i ∈ N,

neboli

∞∑
i=1

(gTi si)
2

∥si∥2
≥

∞∑
i=1

ε2

i
= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı. To je však ve sporu s nerovnost́ı (13) uvedenou v poznámce 23. 2

Nyńı se budeme zabývat d̊ukazem globálńı konvergence metody FR. Opět budeme vyšetřovat poněkud
širš́ı tř́ıdu metod sdružených gradient̊u.

Věta 24 (Globálńı konvergence metody FR). Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak metoda sdružených gradient̊u (36) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku (S2a)
a (S3a), kde 0 < ε1 < ε2 < 1/2 a ε3 = ε2, je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
∥gi+1∥2

∥gi∥2
, (46)

kde |λi| ≤ 1 ∀i ∈ N .

Důkaz (a) (Al-Baali) Dokážeme indukćı nerovnost

−1− ε2
1− ε2

≤ gTi si
∥gi∥2

≤ −1 +
ε2

1− ε2
< 0. (47)

Pro i = 1 nerovnost plat́ı, nebot’ s1 = −g1 a tedy gT1 s1/∥g1∥2 = −1. Předpokládejme, že nerovnost plat́ı
pro nějaký index i ∈ N . Zaṕı̌seme-li (36) ve tvaru si+1 + gi+1 = βisi, můžeme psát
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gTi+1si+1

∥gi+1∥2
+ 1 = βi

gTi+1si

∥gi+1∥2
= λi

gTi+1si

∥gi∥2
.

Podle (S3a) plat́ı |gTi+1si| ≤ −ε2gTi si a z indukčńıho předpokladu (levá část nerovnosti) plyne−gTi si/∥gi∥2 ≤
1 + ε2/(1− ε2). Použijeme-li tyto vztahy spolu s předchoźı rovnost́ı, dostaneme∣∣∣∣gTi+1si+1

∥gi+1∥2
+ 1

∣∣∣∣ ≤ −ε2|λi|
gTi si
∥gi∥2

≤ −ε2
gTi si
∥gi∥2

≤ ε2

(
1 +

ε2
1− ε2

)
=

ε2
1− ε2

(prvńı nerovnost plyne z (S3a), druhá z toho, že |λi| ≤ 1 a třet́ı z indukčńıho předpokladu). T́ım je indukčńı
krok dokončen (stač́ı odstranit absolutńı hodnotu). Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı −1+ ε2/(1− ε2) < 0,
pokud 0 < ε2 < 1/2, takže směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové a plat́ı (14) s ε̃0 = (1− 2ε2)/(1− ε2),
což podle poznámky 24 implikuje nerovnost (15).

(b) Použijeme-li levou část podmı́nky (S3a) a levou část nerovnosti (47), dostaneme

|sTi gi+1| ≤ −ε2sTi gi ≤ ε2

(
1 +

ε2
1− ε2

)
∥gi∥2 =

ε2
1− ε2

∥gi∥2.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s (36), můžeme psát

∥si+1∥2 ≤ ∥gi+1∥2 + 2|βi||sTi gi+1|+ β2
i ∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
|βi|∥gi∥2 + β2

i ∥si∥2

= ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
|λi|∥gi+1∥2 + λ2i

∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 +
2ε2

1− ε2
∥gi+1∥2 +

∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2

=
1 + ε2
1− ε2

∥gi+1∥2 +
∥gi+1∥4

∥gi∥4
∥si∥2,

nebot’ |λi| ≤ 1. dosazováńım dostaneme Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + ε2

1− ε2

1

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ 1 + ε2

1− ε2

i+ 1

ε2

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ (1 + ε2)/(1− ε2)). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ 1− ε2

1 + ε2
ε2

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (15) uvedenou v poznámce 24. 2

Poznámka 51 Věta 24 vyžaduje silněǰśı předpoklady než věta 23. Je třeba, aby byla splněna silná
Wolfeho podmı́nka a aby nav́ıc platilo ε2 < 1/2. Samotnou nerovnost (47) však můžeme zobecnit tak, že
ji lze použ́ıt i za poněkud slabš́ıch předpoklad̊u. Jestliže |λi| ≤ ε2/ε2, kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2, můžeme psát

−1− ε2
1− ε2

≤ gTi si
∥gi∥2

≤ −1 +
ε2

1− ε2
< 0. (48)

Pokud ε2 ≈ 1/10 (což je doporučená hodnota) a ε2 ≈ 1/2, plat́ı tato nerovnost i pro |λi| ≈ 5 (λi je
koeficient v (46)).
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Poznámka 52 V předpokladech věty 24 můžeme silnouWolfeho podmı́nku (S2a) a (S3a) nahradit zobecně-
nou Wolfeho podmı́nkou (S2a) a (S3e), kde 0 < ε1 < ε2 < 1 a 0 < ε3 < 1/2. Pro metodu FR to nemá
žádný praktický význam. Zobecněná Wolfeho podmı́nka je však podstatná pro d̊ukaz globálńı konvergence
metody CD.

Věta 25 (Globálńı konvergence metody CD). Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak
metoda sdružených gradient̊u (36) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım zobecněnou Wolfeho podmı́nku (S2a)
a (S3a), kde 0 < ε1 < ε2 < 1 a ε3 = 0, je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
∥gi+1∥2

|gTi si|
, (49)

kde 0 ≤ λi ≤ 1 ∀i ∈ N .

Důkaz (a) Použijeme-li (36), (49) a (S3a) s ε3 = 0 (takže gTi+1si ≤ 0), dostaneme

−gTi+1si+1 = gTi+1gi+1 − λi
gTi+1gi+1

|gTi si|
gTi+1si ≥ gTi+1gi+1,

takže směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové a plat́ı (14) s ε̃0 = 1, což podle poznámky 24 implikuje
nerovnost (15).

(b) Použijeme-li vztahy (37), (49), podmı́nku |λi| ≤ 1 a nerovnost gTi+1si ≤ 0, dostaneme

∥si+1∥2 =

(
−gi+1 + λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)T (
−gi+1 + λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)
= ∥gi+1∥2 − 2λi

∥gi+1∥2

|gTi si|
gTi+1si + λ2i

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2

≤ ∥gi+1∥2 + 2ε2∥gi+1∥2 +
∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2,

neboli
∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + 2ε2

∥gi+1∥2
+

∥si∥2

∥gi∥4
.

Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ 1 + 2ε2

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ 1 + 2ε2

ε2
(i+ 1)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ 1 + 2ε2). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ ε2

1 + 2ε2

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (15) uvedenou v poznámce 24. 2

Poznámka 53 Podmı́nka ε3 = 0 v (S3a) je nutná. Pro libovolnou hodnotu ε3 > 0 lze nalézt funkci
F : Rn → R a počátečńı bod x1 ∈ Rn tak, že metoda CD nekonverguje.
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Poznámka 54 Jak již bylo zmı́něno v poznámce 49, dávaj́ı metody (42) lepš́ı praktické výsledky než
metody (43). Vlastnosti metod (42) lze zlepšit t́ım, že vylouč́ıme záporné hodnoty, takže

βHS+
i = max(0, βHS

i ), βPR+
i = max(0, βPR

i ), βLS+
i = max(0, βLS

i ). (50)

Metody (42) lze též kombinovat s metodami (43). Tyto kombinované metody použ́ıvaj́ı vztahy

βHSC
i = max(0,min(βHS

i , βDY
i )),

βPRC
i = max(0,min(βPR

i , βFR
i )), (51)

βLSC
i = max(0,min(βLS

i , βCD
i )).

Kladné hodnoty se použ́ıvaj́ı proto, aby se předešlo možnému zacykleńı. Z předchoźıch vět je zřejmé, že
kombinované metody HSC, PRC, LSC jsou globálně konvergentńı za stejných podmı́nek jako metody DY,
FR a CD. Nav́ıc jsou efektivńı pro praktické výpočty.

Poznámka 55 Globálńı konvergenci metod HS, PR a LS lze zajistit pomoćı restartováńı. Pokud neplat́ı
−gTi+1si+1 ≥ ε0∥gi+1∥∥si+1∥, kde ε0 > 0, pokládáme si+1 = −gi+1 (což odpov́ıdá hodnotě βi = 0). Podle
poznámky 28 je restartovaná metoda globálně konvergentńı. Zvoĺıme li č́ıslo ε0 dostatečně malé, docháźı
k restartováńı pouze sporadicky a takto upravené metody HS, PR a LS jsou velmi efektivńı.

3.3 Přerušované metody sdružených gradient̊u

Poznámka 56 Metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku najde minimum kvadratické
funkce po nejvýše n kroćıch (věta 22). Neplat́ı to však jestliže:

(a) Výběr délky kroku neńı přesný.

(b) Funkce neńı kvadratická.

(c) Hessova matice je špatně podmı́něná a projevuj́ı se zaokrouhlovaćı chyby.

Pak je třeba pokračovat ve výpočtu. Aby byly i nadále splněny předpoklady věty 22, je třeba iteračńı
proces přerušit (sn+1 = −gn+1). V daľśıch úvahách se budeme zabývat cyklicky přerušovanými metodami
sdružených gradient̊u.

Definice 20 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je cyklicky přerušovanou metodou sdružených
gradient̊u, jestlǐze si = −gi pro i ∈ M a jestlǐze plat́ı některý ze vzorc̊u (42)–(43) pro i ̸∈ M , kde
M = {l ∈ N : l = nk + 1, k ∈ N}.

Poznámka 57 Definice 20 je jistou idealizaćı. Ve skutečnosti může doj́ıt k přerušeńı iteračńıho procesu
dř́ıve než po n kroćıch. V tomto př́ıpadě lze množinu M posunout. Pro naše úvahy je podstatné, že k
přerušeńı dojde nejpozději po n kroćıch.

Nejprve ukážeme, že cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u, kde parametr βi se vyb́ırá
tak, aby byla splněna nerovnost z poznámky 51, je metodou stejnoměrně spádových směr̊u a plat́ı si ∼ gi.

Věta 26 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených gradi-
ent̊u s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku (S2a) a (S3a) s ε3 = ε2, přičemž plat́ı

0 < βi ≤
ε2
ε2

∥gi+1∥2

∥gi∥2
, (52)

kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F : D → R vyhovuj́ıćı
podmı́nkám (F4) a (F5). Pak jsou směrové vektory si, i ∈ N , stejnoměrně spádové a plat́ı si ∼ gi.
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Důkaz Připomeňme, že je-li splněna podmı́nka (52), můžeme použ́ıt nerovnost (48) uvedenou v poznámce 51.
(a) Zřejmě ∥ei∥ = O(∥ei−1∥) (poznámka 31) a ∥gi−1∥ ∼ ∥ei−1∥ (věta 3), takže ∥gi∥ = O(∥gi−1∥). Existuje
tedy konstanta c <∞ tak, že

∥gi∥
∥gi−1∥

≤ c
ε2
ε2

∀i ̸∈M.

Necht’ i ̸∈M . Pak podle (52) plat́ı

∥si∥ ≤ ∥gi∥+ |βi−1|∥si−1∥ ≤ ∥gi∥+
ε2
ε2

∥gi∥2

∥gi−1∥2
∥si−1∥,

takže
∥si∥
∥gi∥

≤ 1 +
ε2
ε2

∥gi∥
∥gi−1∥

∥si−1∥
∥gi−1∥

≤ 1 + c
∥si−1∥
∥gi−1∥

.

Necht’ k = sup{j ∈ M, j ≤ i}. Protože sk = −gk, plat́ı ∥sk∥/∥gk∥ = 1, takže rekurentńım použit́ım
posledńı nerovnosti dostaneme

∥si∥
∥gi∥

≤
i−k∑
j=0

cj ≤
n∑

j=0

cj
∆
= c.

(b) Použijeme-li nerovnost (48) (pravou část) dostaneme

− sTi gi
∥gi∥2

≥ 1− ε2
1− ε2

=
1− 2ε2
1− ε2

,

což spolu s (a) dává

− sTi gi
∥si∥∥gi∥

= − sTi gi
∥gi∥2

∥gi∥
∥si∥

≥ −1

c

sTi gi
∥gi∥2

≥ 1

c

1− 2ε2
1− ε2

=
c

c
,

kde c = (1− 2ε2)/(1− ε2) > 0, takže −sTi gi ≥ ε0∥si∥/∥gi∥, kde ε0 = c/c > 0.
(c) Použit́ım nerovnosti (48) a Schwarzovy nerovnosti dostaneme

∥si∥∥gi∥ ≥ −sTi gi ≥
1− 2ε2
1− ε2

∥gi∥2,

což dává ∥si∥ ≥ c∥gi∥. Jelikož z (a) plyne ∥si∥ ≤ c∥gi∥, plat́ı si ∼ gi. 2

3.4 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı budeme vyšetřovat cyklicky přerušované metody sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným
výběrem délky kroku. Budeme předpokládat, že ei ̸= 0 a gi ̸= 0 ∀i ∈ N , nebot’ v opačném př́ıpadě
iteračńı proces konč́ı ve stacionárńım bodě. Dále budeme předpokládat, že

∥ei∥ ∼ ∥el∥ ∀l = nk + 1 ∈M, ∀l ≤ i < l + n.

Pokud pro nějaký index l ≤ i < l + n neplat́ı ∥ei∥ ∼ ∥el∥, pak nutně ∥ei∥ = o(∥el∥) (jelikož podle
poznámky 31 je ∥ei∥ = O(∥el∥)), takže rychlost konvergence je vyšš́ı než lineárńı (tato úvaha je precizována
ve větě 28).

Věta 27 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených gradi-
ent̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem
funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuj́ıćı podmı́nkám (F4) a (F5). Necht’ ∥ei∥ ∼ ∥el∥ ∀l ∈ M , ∀l ≤ i < l + n.
Pak pro i ∈ N plat́ı

βi = O(1), (53)

si ∼ gi, αi ∼ 1, (54)

−sTi gi = gTi gi(1 + o(1)). (55)
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Důkaz (Pro metodu Hestenese a Stiefela (42)). Poznamenejme, že předpokláme, že ei ̸= 0 a gi ̸= 0 pro
l ≤ i < l + n. Důkaz věty provedeme indukćı. Dokážeme nav́ıc, že pro l ≤ j < i < l + n plat́ı

sTj gi = o(∥el∥2), (56)

gTj gi = o(∥el∥2), (57)

sTj G
∗si = o(∥el∥2), (58)

sTj yi = yTj si = o(∥el∥2), (59)

Na začátku cyklu plat́ı sl = −gl ∼ gl a −sTl gl = gTl gl = gTl gl(1 + o(1)). Z asymptotické přesnosti výběru
délky kroku plyne, že αl ∼ ∥gl∥/∥sl∥ (lemma 5), což spolu s sl ∼ gl dává αl ∼ 1. Dále neńı co dokazovat
(plat́ı βl−1 = 0 = O(1) a vztah pro βl je dokázán v (c)). Necht’ l ≤ i < l + n− 1.
(a) Podle indukčńıch předpoklad̊u (56) a (59) plat́ı

sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = o(∥el∥2)

pro l ≤ j < i. Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (55) plyne, že

sTi gi+1 = sTi gio(1) = o(∥gi∥2) = o(∥ei∥2) = o(∥el∥2).

Plat́ı tedy sTj gi+1 = o(∥el∥2) pro l ≤ j ≤ i.
(b) Zřejmě

gl = −sl,
gj = −sj + βj−1sj−1 ∀l < j ≤ i,

takže podle (a) a (53) plat́ı

gTl gi+1 = −sTl gi+1 = o(∥el∥2),
gTj gi+1 = −sTj gi+1 + βj−1s

T
j−1gi+1 = o(∥el∥2) ∀l < j ≤ i.

(c) Protože gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme podle (b) psát

yTi gi+1 = gTi+1gi+1 − gTi gi+1 = gTi+1gi+1 + o(∥el∥2) = gTi+1gi+1 + o(∥gi+1∥2) = gTi+1gi+1(1 + o(1)).

Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (55) plyne, že yTi si = −gTi si(1 + o(1)) = gTi gi(1 + o(1)).
Po dosazeńı dostaneme

βi =
yTi gi+1

yTi si
=
gTi+1gi+1

gTi gi

(1 + o(1))

(1 + o(1))
=
gTi+1gi+1

gTi gi
(1 + o(1)) = O(1),

nebot’ z gi+1 ∼ ei+1 ∼ el a gi ∼ ei ∼ el plyne gi+1 ∼ gi.
(d) Podle (53) a (54) plat́ı

∥si+1∥ ≤ ∥gi+1∥+ ∥βisi∥ = ∥gi+1∥+O(1)∥si∥ = ∥gi+1∥+O(∥gi∥) = O(∥gi+1∥)

a z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (53) a (55) plyne, že

sTi+1si+1 = (−gi+1 + βisi)
T (−gi+1 + βisi) ≥ gTi+1gi+1 − 2βig

T
i+1si = gTi+1gi+1 − gTi sio(1)

= gTi+1gi+1 + gTi gi(1 + o(1))o(1) = gTi+1gi+1(1 + o(1))

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi). Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme si+1 ∼ gi+1. Z asymptotické přesnosti
výběru délky kroku plyne, že αi+1 ∼ ∥gi+1∥/∥si+1∥ (lemma 5), což spolu s si+1 ∼ gi+1 dává αi+1 ∼ 1.
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(e) Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (53) a (55) plyne, že

−gTi+1si+1 = gTi+1gi+1 − βig
T
i+1si = gTi+1gi+1 + gTi sio(1) = gTi+1gi+1 + o(∥gi∥2) = gTi+1gi+1(1 + o(1))

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi).
(f) Použijeme-li (53), (59) a (b), dostaneme

yTj si+1 = βiy
T
j si − yTj gi+1 = o(∥el∥2) + (gj − gj+1)

T gi+1 = o(∥el∥2)

pro 1 ≤ j < i a podle (42) plat́ı

yTi si+1 = −yTi gi+1 +
yTi gi+1

yTi si
yTi si = 0,

což dohromady dává yTj si+1 = o(∥el∥2) pro 1 ≤ j ≤ i. Použijeme-li větu 3, můžeme pro 1 ≤ j ≤ i psát

yj = gj+1 − gj = G∗dj + o(∥dj∥) = αjG
∗sj + o(∥el∥),

takže

sTj G
∗si+1 =

1

αj
yTj si+1 +

∥si+1∥
αj

o(∥el∥) = o(∥el∥2),

nebot’ podle (54) plat́ı αj ∼ 1 a podle (d) je si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el. Použijeme-li znovu větu 3, dostaneme

yi+1 = gi+2 − gi+1 = G∗di+1 + o(∥di+1∥) = αi+1G
∗si+1 + o(∥el∥),

takže
sTj yi+1 = αi+1s

T
j G

∗si+1 + ∥sj∥o(∥el∥) = o(∥el∥2),
nebot’ podle (54) plat́ı sj ∼ gj ∼ el a podle (d) je αi+1 ∼ 1. 2

Poznámka 58 Je-li kromě podmı́nek (F4) a (F5) splněna i podmı́nka (F6), můžeme mı́sto věty 3 použ́ıt
větu 4 a tud́ıž mı́sto o(1) a o(∥el∥2) psát O(∥el∥) a O(∥el∥3).

Poznámka 59 Podle věty 27 (vztah (53)) existuje pro cyklicky přerušovanou metodu sdružených gra-
dient̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku index l ∈ M takový, že nerovnost uvedená v
poznámce 54 je splněna pro i ≥ l. Pak již nedocháźı k přerušováńı iteračńıho procesu vlivem porušeńı této
nerovnosti a plat́ı beze zbytku definice 20. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme od této chv́ıle
předpokládat, že l = 1 (v opačném př́ıpadě lze posunout indexy aniž by se změnilo asymptotické chováńı
uvažované posloupnosti).

Definice 21 Při vyšetřováńı asymptotického chováńı metod sdružených gradient̊u budeme porovnávat dva
iteračńı procesy, p̊uvodńı iteračńı proces

xi+1 = xi + αisi, i ∈ N,

použitý pro minimalizaci funkce F (x), a referenčńı iteračńı proces

x̄i+1 = x̄i + ᾱis̄i, i ∈ N,

použitý pro minimalizaci kvadratické funkce

Q(x) = F (x∗) +
1

2
(x− x∗)TG∗(x− x∗),

která má v bodě x∗ stejnou hodnotu, gradient a Hessovu matici jako funkce F . Veličiny spjaté s p̊uvodńım
procesem budeme označovat prostými symboly xi, gi, αi, si, ei = xi − x∗, di = xi+1 − xi = αisi, yi =
gi+1 − gi a veličiny spjaté s referenčńım procesem budeme označovat symboly s pruhem x̄i, ḡi, ᾱi, s̄i,
ēi = x̄i − x∗, d̄i = x̄i+1 − x̄i = αis̄i, ȳi = ḡi+1 − gi. Oba procesy budeme cyklicky startovat v bodech
xl ∈ Rn, l = nk + 1 ∈M , k ∈ N tak, že x̄l = xl, ēl = el.
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Lemma 8 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 27. Necht’ x̄i ∈ Rn, i ∈ N , je referenčńı posloupnost z
definice 21 źıskaná metodou sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku aplikovanou na kvadrat-
ickou funkci Q(x) a odstartovanou v bodě xl. Pak ei − ēi = o(∥el∥) pro l ≤ i ≤ l + n.

Důkaz Poznamenejme, že z ei − ēi = o(∥el∥) a ei ∼ el plyne ēi = ei + o(∥el∥)) ∼ el = ēl, takže referenčńı
posloupnost x̄i ∈ Rn, i ∈ N , vyhovuje předpoklad̊um věty 27. Pro l ≤ i < l + n tedy plat́ı β̄i = O(1),
ᾱi ∼ 1 a s̄i ∼ ḡi ∼ ēi ∼ ēl = el. Důkaz věty provedeme indukćı. Dokážeme nav́ıc, že pro i ∈ N plat́ı

ᾱi = αi(1 + o(1)), β̄i = βi(1 + o(1)),

ēi = ei(1 + o(1)), ḡi = gi(1 + o(1))

a
s̄i = si(1 + o(1)).

Na začátku cyklu plat́ı ēl = el = el(1+o(1)) a použijeme-li větu 3, dostaneme ḡl = gl+o(∥el∥) = gl(1+o(1)),
což spolu s sl = −gl dává s̄l = sl(1 + o(1)). Použijeme-li lemma 5, můžeme psát

ᾱl = − s̄Tl ḡl
s̄Ti G

∗s̄i
= − sTl gl(1 + o(1))2

sTl G
∗sl(1 + o(1))2

= αl(1 + o(1)),

nebot’ ᾱl = −s̄Tl ḡl/s̄Tl G∗s̄l realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z asymp-
totické přesnosti výběru délky kroku plyne −sTl gl/sTl G∗sl = αl(1 + o(1)). Dále neńı co dokazovat (plat́ı
β̄l−1 = 0 a vztah pro β̄l je dokázán v (b)). Necht’ l ≤ i < l + n− 1.
(a) Jelikož podle věty 27 plat́ı αi ∼ 1, si ∼ gi ∼ ei ∼ el a si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme psát

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = ei+1 + o(∥el∥) = ei+1(1 + o(1))

a použijeme-li větu 3, dostaneme

gi+1 = gi +G∗di + o(∥di∥) = gi + αiG
∗si + αisio(1) = gi + αiG

∗si + o(∥el∥),

Plat́ı tedy

ḡi+1 = ḡi + ᾱiG
∗s̄i = gi(1 + o(1)) + αiG

∗si(1 + o(1))2 = gi + αiG
∗si + o(∥el∥) = gi+1(1 + o(1)).

(b) Podle (a) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ȳi = ḡi+1 − ḡi = gi+1(1 + o(1))− gi(1 + o(1)) = yi + o(∥el∥) = yi(1 + o(1)),

nebot’ z (F4) a (F5) plyne

yi =

∫ 1

0

G(xi + tdi)didt ∼ di = αisi ∼ el.

Můžeme tedy psát

β̄i =
ȳTi ḡi+1

s̄Ti ȳi
=
yTi gi+1(1 + o(1))2

sTi yi(1 + o(1))2
=
yTi gi+1

sTi yi
(1 + o(1)) = βi(1 + o(1)).

(c) Podle (b) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

s̄i+1 = −ḡi+1 + β̄is̄i = −gi+1(1 + o(1)) + βisi(1 + o(1))2

= −gi+1 + βisi + o(∥el∥) = si+1(1 + o(1)).

(d) Podle lemmatu 5 a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ᾱi+1 = −
s̄Ti+1ḡi+1

s̄Ti+1G
∗s̄i+1

= −
sTi+1gi+1(1 + o(1))2

sTi+1G
∗si+1(1 + o(1))2

= −
sTi+1gi+1

sTi+1G
∗si+1

(1 + o(1)) = αi+1(1 + o(1)),
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nebot’ ᾱi+1 = −s̄Ti+1ḡi+1/s̄
T
i+1G

∗s̄i+1 realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z
asymptotické přesnosti výběru délky kroku plyne −sTi+1gi+1/s

T
i+1G

∗si+1 = αi+1(1 + o(1)).
(e) Necht’ l ≤ i < l + n. Pak podle indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = ei + αisi + o(∥el∥) = ei+1 + o(∥el∥),

nebot’ ∥ei∥ ∼ ∥el∥, αi ∼ 1 a si ∼ gi ∼ ei ∼ el. Všimněme si, že k d̊ukazu vztahu el+n − ēl+n = o(∥el∥)
nepotřebujeme, aby platilo ∥el+n∥ ∼ ∥el∥. 2

Poznámka 60 Tvrzeńı lemmatu 8 plat́ı, pokud ∥ei∥ ∼ ∥el∥ pro l ≤ i < l + n. Jestliže ∥ei∥ ∼ ∥el∥ pouze
pro l ≤ i < l +m, kde m < n, můžeme psát ei − ēi = o(∥el∥) pro l ≤ i ≤ l +m (plyne to z induktivńı
povahy d̊ukazu).

Věta 28 (n-kroková superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky
přerušovanou metodou sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku. Necht’ xi → x∗,
kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D → R vyhovuj́ıćı podmı́nkám (F4) a (F5). Pak plat́ı

lim
l
M→∞

∥xl+n − x∗∥
∥xl − x∗∥

= 0.

Důkaz Ve větě 28 mlčky předpokládáme, že k přerušováńı iteračńıho procesu docháźı vždy po n kroćıch
(poznámka 59). Podle věty 22 v́ıme, že metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku
najde minimum kvadratické funkce Q(x) po m ≤ n kroćıch. Mohou nastat dva př́ıpady.

(a) Jestliže ∥ei∥ = o(∥el∥) pro nějaký index l < i < l +m, pak z el+m = O(∥ei∥) (poznámka 31), plyne
el+m = o(∥el∥).
(b) Protože referenčńı metoda sdružených gradient̊u najde minimum kvadratické funkceQ(x) pom kroćıch,
plat́ı ∥ēl+m∥ = 0. Použijeme-li tvrzeńı lemmatu 8 (které podle poznámky 60 plat́ı pro l ≤ i ≤ l + m),
dostaneme

∥el+m∥ ≤ ∥ēl+m∥+ ∥el+m − ēl+m∥ = o(∥el∥).

Jelikož el+n = O(∥el+m∥) (poznámka 31), v obou př́ıpadech plat́ı ∥el+n∥ = o(∥el∥), což dává tvrzeńı věty.
2

Poznámka 61 Podle věty 7 a poznámky 15 je cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı.

Nyńı se budeme věnovat odhadu asymptotické rychlosti konvergence metody sdružených gradient̊u ve
vnitřńıch kroćıch každého cyklu.

Lemma 9 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 22. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
P 2
i (λk), (60)

kde Pi(λ) je libovolný polynom stupně i takový, že Pi(0) = 1, a λk, 1 ≤ k ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice G
seřazená vzestupně.

Důkaz (a) Dokážeme indukćı, že pro 1 ≤ j ≤ i plat́ı gj ∈ Kj a sj ∈ Kj , kde

Kj = span{g1, Gg1, . . . , Gj−1g1}

je Krylov̊uv podprostor stupně j generovaný matićı G a vektorem g1. Pro j = 1 je to zřejmé. Necht’ tedy
gj−1 ∈ Kj−1 a sj−1 ∈ Kj−1. Protože pro každou kvadratickou funkci xj = xj−1 + αj−1sj−1 implikuje
gj = gj−1 + αj−1Gsj−1 a protože podle indukčńıho předpokladu plat́ı

gj−1 ∈ Kj−1, Gsj−1 ∈ span(Gg1, G
2g1, . . . , G

j−1g1) ⊂ Kj ,
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dostaneme gj ∈ Kj . Podle (36) lze psát sj = −gj +βj−1sj−1. Protože podle indukčńıho předpokladu plat́ı
sj−1 ∈ Kj−1 ⊂ Kj a jak jsme právě dokázali gj ∈ Kj , dostaneme sj ∈ Kj

(b) Podle (a) plat́ı

xi+1 − x∗ = x1 − x∗ +

i∑
j=1

αjsj = x1 − x∗ + p∗i−1(G)g1 =

= x1 − x∗ + p∗i−1(G)G(x1 − x) = (I +Gp∗i−1(G))(x1 − x∗),

kde p∗i−1(G) je nějaký polynom stupně i−1 v G (matice p∗i−1(G) a G komutuj́ı). Označme P ∗
i = I+Gp∗i−1,

takže P ∗
i je polynom stupně i a P ∗

i (0) = 1. Jelikož podle poznámky 22 bod xi+1 = x1 + P ∗
i (G)(x1 − x)

realizuje minimum ryze konvexńı kvadratické funkce Q na Ki, plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗) =
1

2
(xi+1 − x∗)TG(xi+1 − x∗) =

1

2
(x1 − x∗)TP ∗

i (G)GP
∗
i (G)(x1 − x∗) ≤

≤ 1

2
(x1 − x∗)TPi(G)GPi(G)(x1 − x∗)

pro libovolný polynom Pi stupně i takový, že Pi(0) = 0. Necht’ λk a vk 1 ≤ k ≤ n jsou vlastńı č́ısla
(nezáporná) a vlastńı vektory (ortonormálńı) matice G a necht’

x1 − x∗ =
n∑

k=1

γkvk.

Pak

Q(x1)−Q(x∗) =
1

2
(x1 − x∗)TG(x1 − x∗) =

1

2

(
n∑

k=1

γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

γkvk

)
=

1

2

n∑
k=1

γ2kλk

a

Q(xi+1)−Q(x∗) ≤ 1

2
(x1 − x∗)TPi(G)GPi(G)(x1 − x∗) =

=
1

2

(
n∑

k=1

Pi(λk)γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

Pi(λk)γkvk

)
=

=
1

2

n∑
k=1

P 2
i (λk)γ

2
kλk ≤ 1

2
max

1≤k≤n
P 2
i (λk)

n∑
k=1

γ2kλk.

Po vyděleńı dostaneme

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
P 2
i (λk).

2

Věta 29 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 22. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤
(
λm+1−i − λ1
λm+1−i + λ1

)2

, (61)

kde λk, 1 ≤ k ≤ m, jsou r̊uzná vlastńı č́ısla matice G seřazená vzestupně.
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Důkaz Podle lemmatu 9 plat́ı
Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
P 2
i (λk)

pro libovolný polynom Pi(λ) stupně nanejvýš i takový, že Pi(0) = 1. Zvoĺıme polynom Pi(λ) tak, aby měl
kořeny (λ1 + λm+1−i)/2 a λm+1−j , 1 ≤ j ≤ i − 1. Tento polynom stupně i má i reálných kořen̊u, takže
jeho kořeny a stacionárńı body se stř́ıdaj́ı. Nebudeme provádět podrobnou analýzu tohoto polynomu,
spokoj́ıme se pouze s konstatováńım, že v intervalu λ1 ≤ λ ≤ λm+1−i (v okoĺı prvńıho kořenu) plat́ı

|Pi(λ)| ≤
∣∣∣∣1− 2λ

λ1 + λm+1−i

∣∣∣∣ .
Výraz na pravé straně této nerovnosti nabývá v intervalu λ1 ≤ λ ≤ λm+1−i maxima pro λ = λ1 nebo
λ = λm+1−i. Plat́ı tedy

max
1≤k≤m

P 2
i (λk) = max

1≤k≤m+1−i
P 2
i (λk) ≤ max

λ1≤λ≤λm+1−i

P 2
i (λ)

≤ max
λ1≤λ≤λm+1−i

(
1− 2λ

λ1 + λm+1−i

)2

=

(
λm+1−i − λ1
λm+1−i + λ1

)2

,

což spolu s (60) dává (61). 2

Důsledek 1 Metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku nalezne minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce po nejvýše m kroćıch, kde m je počet r̊uzných vlastńıch č́ısel matice G.

Důkaz Polož́ıme-li v (61) i = m, dostaneme Q(xm+1) − Q(x∗) ≤ 0. jelikož Q(xm+1) − Q(x∗) ≥ 0, muśı
platit Q(xm+1) = Q(x∗), což pro ryze konvexńı kvadratickou funkci znamená, že xm+1 = x∗. 2

Věta 30 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 22. Necht’ gi ̸= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ 4

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)2i

. (62)

Důkaz Podle lemmatu 9 plat́ı
Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤ max

1≤k≤n
(Pi(λk))

2

pro libovolný polynom Pi(λ) stupně nanejvýš i takový, že Pi(0) = 1. Zvoĺıme polynom Pi(λ) tak, aby
minimalizoval hodnotu

max
λ1≤λ≤λn

|Pi(λ)|.

Tuto vlastnost má Čebyšev̊uv polynom transformovaný na interval λ1 ≤ λ ≤ λn a normovaný tak, aby
nabýval hodnotu 1 pro λ = 0, tedy polynom

Pi(λ) =
Ti

(
λn+λ1−2λ

λn−λ1

)
Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

) ,

kde Ti(ξ) je klasický Čebyšev̊uv polynom, pro který plat́ı |Ti(ξ)| ≤ 1, pokud |ξ| ≤ 1, a

Ti(ξ) =
1

2
((ξ +

√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i),

pokud |ξ| ≥ 1. Jelikož pro λ1 ≤ λ ≤ λ2 plat́ı |(λn + λ1 − 2λ)/(λn − λ1)| ≤ 1, můžeme psát

max
λ1≤λ≤λn

|Pi(λ)| ≤
1

Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

) .
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Zbývá tedy vyč́ıslit hodnotu na pravé straně posledńı nerovnosti. Označme ξ = (λn + λ1)/(λn − λ1).
Zřejmě |ξ| ≥ 1, takže

Ti(ξ) =
1

2
((ξ +

√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i) ≥ 1

2
(ξ +

√
ξ2 − 1)i =

=
1

2

1

2i
(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2i,

nebot’
(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2 = 2(ξ +

√
ξ2 − 1).

Dosad́ıme-li ξ = (λn + λ1)/(λn − λ1), dostaneme

Ti

(
λn + λ1
λn − λ1

)
≥ 1

2

(√
λn

λn − λ1
+

√
λ1

λn − λ1

)2i

=
1

2

(
(
√
λn +

√
λ1)

2

λn − λ1

)i

=

=
1

2

(√
λn +

√
λ1√

λn −
√
λ1

)i

.

Plat́ı tedy

Q(xi+1)−Q(x∗)

Q(x1)−Q(x∗)
≤

(
max

1≤k≤n
|Pi(λk)|

)2

≤

 1

Ti

(
λn+λ1

λn−λ1

)
2

≤

≤ 4

(√
λn −

√
λ1√

λn +
√
λ1

)2i

= 4

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)2i

.

2

Poznámka 62 Použijeme-li odhad (62) spolu s (c) a (d) z d̊ukazu věty 12, dostaneme

∥xi+1 − x∗∥
∥x1 − x∗∥

≤ 2
√
κ(G)

(√
κ(G)− 1√
κ(G) + 1

)i

pro 1 ≤ i ≤ n.

Poznámka 63 Větu 30 lze snadno zobecnit tak, aby platila pro předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u. Podle poznámky 50 stač́ı použ́ıt κ(H1/2GH1/2) mı́sto κ(G). Pokud H ≈ G−1, může být
κ(H1/2GH1/2) mnohem menš́ı než κ(G), a konvergence se velmi urychĺı.

Věta 31 (Asymptotický odhad) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 27. Pak pro l ∈ M a l ≤ i < l + n
plat́ı

∥xi − x∗∥
∥xl − x∗∥

≤ 2
√
κ(G∗)

(√
κ(G∗)− 1√
κ(G∗) + 1

)i−l

+ o(1),

takže posloupnost xi, l ≤ i < l+n, konverguje k bodu x∗ ∈ Rn (alespoň) lineárně s asymptotickou rychlost́ı

q =

√
κ(G∗)− 1√
κ(G∗) + 1

.
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Důkaz Zvolme l ∈ M tak, aby pro i ≥ l docházelo k přerušováńı iteračńıho procesu vždy po n kroćıch.
Necht’ M = 2

√
κ(G∗) a q je kvocient uvedený ve větě 31. Pak podle poznámky 62 pro l ≤ i ≤ l + n plat́ı

∥x̄i − x∗∥ ≤Mqi−l∥x̄l − x∗∥ =Mqi−l∥xl − x∗∥.

Použijeme-li lemma 8, můžeme pro l ≤ i ≤ l + n psát

∥xi − x̄i∥ = o(∥xl − x∗∥) = ∥xl − x∗∥o(1).

Plat́ı tedy
∥xi − x∗∥
∥xl − x∗∥

≤ ∥x̄i − x∗∥
∥xl − x∗∥

+
∥xi − x̄i∥
∥xl − x∗∥

≤Mqi−l + o(1).

2

Poznámka 64 Věta 31 se týká pouze vnitřńıch iteraćı každého cyklu. Celkově je cyklicky přerušovaná
metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı (poznámka
61).

Poznámka 65 Odhad (
√
κ − 1)/(

√
κ + 1) je mnohem př́ıznivěǰśı než odhad (κ − 1)/(κ + 1) platný pro

metodu největš́ıho spádu jak ukazuje tato tabulka, ve které je uveden počet iteraćı potřebný k dosažeńı
požadované přesnosti ε.

Problém SD CG
κ = 102, ε = 10−4 460 46
κ = 104, ε = 10−6 69077 690
κ = 106, ε = 10−8 9210340 9210

3.5 Modifikace a implementace metod sdružených gradient̊u

Abychom zlepšili účinnost metod sdružených gradient̊u můžeme vztah (36) r̊uzně upravovat. Obvykle se
to provád́ı tak, že se přidávaj́ı výrazy úměrné sTi gi+1, které v př́ıpadě přesného výběru délky kroku vymiźı
a platnost věty 22 z̊ustane zachována. Jednou z možnost́ı je nahradit vztah (36) předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −
(
1 + βi

gTi+1si

gTi+1gi+1

)
gi+1 + βisi pro i ∈ N, (63)

kde βi je některá z hodnot (42) nebo (43).

Věta 32 Pro modifikovanou metodu sdružených gradient̊u (63) plat́ı věta 22. Nav́ıc pro i ∈ N plat́ı

−gTi+1si+1 = gTi+1gi+1. (64)

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı gTi+1si = 0, takže (63) přejde na (36) a platnost
věty 22 z̊ustane zachována. Vynásob́ıme-li vztah (63) skalárně vektorem gi+1, dostaneme rovnost (64). 2

Dosad́ıme-li hodnotu βCD
i do (63), dostaneme si+1 = −ϑCD

i gi+1 + βCD
i si, kde ϑ

CD
i = −yTi si/gTi si.

Podobným zp̊usobem lze modifikovat i metodu FR. Tyto modifikace dovoluj́ı značně oslabit podmı́nky pro
globálńı konvergenci.
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Věta 33 Uvažujme modifikované metody DY, FR, CD dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N, (65)

kde hodnoty βDY
i , βFR

i , βCD
i jsou určeny podle (43) a

ϑDY
i =

yTi si
yTi si

= 1, ϑFR
i =

yTi si
gTi gi

, ϑCD
i =

yTi si
|gTi si|

. (66)

Pak plat́ı věta 22. Splňuje-li funkce F : D → R podmı́nky (F1) a (F3) a použ́ıváme-li při výběru délky
kroku zobecněnou Wolfeho podmı́nku (S2a) a (S3a), kde 0 < ε1 < ε2 < 1 a 0 ≤ ε3 < ∞, jsou tyto metody
globálně konvergentńı.

Důkaz Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, plat́ı yTi si = −gTi si = gTi gi (poznámka 49), neboli ϑDY
i =

ϑFR
i = ϑCD

i = 1, takže (65) přejde na (36) a platnost věty 22 z̊ustane zachována. Nyńı dokážeme globálńı
konvergenci.

(a) Jelikož ϑDY
i = 1, metoda DY se použit́ım (65) nezměńı, takže globálńı konvergence plyne z věty 23.

(b) Pro modifikovanou metodu FR plat́ı

gTi+1si+1 = −yTi si
gTi+1gi+1

gTi gi
+
gTi+1gi+1

gTi gi
gTi+1si =

gTi+1gi+1

gTi gi
gTi si < 0.

Jelikož gT1 s1 = −gT1 g1, postupným dosazováńım do předchoźıho vztahu (indukćı) dostaneme rovnost (64).
Modifikovaná metoda FR je tedy totožná s modifikovanou metodou CD a pro obě tyto metody je splněna
rovnost (64).

(c) Uvažujme modifikovanou metodu CD. Jelikož je splněna rovnost (64), jsou směrové vektory si, i ∈ N ,
spádové a plat́ı (14) s ε̃0 = 1, což podle poznámky 24 implikuje nerovnost (15). Protože při výběru délky
kroku použ́ıváme zobecněnou Wolfeho podmı́nku (S2a) a (S3a), plat́ı

yTi si = gTi+1si − gTi si ≤ ε3|gTi si| − gTi si = (1 + ε3)|gTi si|,

neboli ϑi ≤ 1 + ε3. Použijeme-li tento odhad spolu se vztahy (64)–(66), můžeme psát

∥si+1∥2 =

(
−ϑigi+1 +

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)T (
−ϑigi+1 +

∥gi+1∥2

|gTi si|
si

)
= ϑ2i ∥gi+1∥2 − 2ϑi

∥gi+1∥2

|gTi si|
gTi+1si +

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2

≤ (1 + ε3)
2∥gi+1∥2 + 2ε2(1 + ε3)∥gi+1∥2 +

∥gi+1∥4

|gTi si|2
∥si∥2,

neboli
∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

∥gi+1∥2
+

∥si∥2

∥gi∥4
.

Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

∥si+1∥2

∥gi+1∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

ε2
+

∥si∥2

∥gi∥4
≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

ε2
(i+ 1)
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(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2∥s1∥2/∥g1∥4 ≤ (1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

∥gi∥4

∥si∥2
≥ ε2

(1 + ε3)(1 + 2ε2 + ε3)

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

což je ve sporu s nerovnost́ı (15) uvedenou v poznámce 24. 2

Poznámka 66 Z věty 33 plyne, že modifikace (65) dovoluje značně oslabit podmı́nky pro globálńı kon-
vergenci metod FR a CD. Stač́ı vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı zobecněné Wolfeho podmı́nky (S2a), kde
ε3 ≥ 0 je libovolně velké ale konečné č́ıslo. Tato podmı́nka se př́ılǐs nelǐśı od slabé Wolfeho podmı́nky, kde
ε3 = ∞.

Vztah (65) lze také použ́ıt ke zlepšeńı konjugovanosti směrových vektor̊u v metodách PR a LS.

Věta 34 Uvažujme modifikace metod HS, PR, LS dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N,

kde hodnoty βHS
i , βPR

i , βLS
i jsou určeny podle (42) a

ϑHS
i =

yTi si
yTi si

= 1, ϑPR
i =

yTi si
gTi gi

, ϑLS
i =

yTi si
|gTi si|

. (67)

Pak plat́ı věta 22 a nav́ıc
yTi si+1 = 0 pro i ∈ N. (68)

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 33 plat́ı ϑHS
i = ϑPR

i = ϑLS
i = 1, použ́ıváme-li přesný výběr déky kroku,

takže (65) přejde na (36) a platnost věty 22 z̊ustane zachována. Metoda HS, pro kterou plat́ı (68), se
nezměńı. V př́ıpadě metod PR a LS dostaneme

yTi si+1 = −y
T
i si
gTi gi

yTi gi+1 +
yTi gi+1

gTi gi
yTi si = 0

a

yTi si+1 = − yTi si
|gTi si|

yTi gi+1 +
yTi gi+1

|gTi si|
yTi si = 0.

2

Poznámka 67 Použit́ım vzorce (65) nelze zajistit spádovost směrových vektor̊u metod HS, PR, LS. To
umožnǔje vztah (63) nebo vzorec

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi − γiyi pro i ∈ N, (69)

kde hodnoty βHS
i , βPR

i , βLS
i jsou určeny podle (42) a

γHS
i =

gTi+1si

yTi si
, γPR

i =
gTi+1si

gTi gi
, γLS

i =
gTi+1si

|gTi si|
. (70)

Vynásobeńım vzorce (69) skalárně vektorem gi+1 se můžeme snadno přesvědčit, že plat́ı (64). Z hlediska
praktické účinnosti je vzorec (69) méně vhodný než vztah (63).
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Poznámka 68 Základńı metody sdružených gradient̊u lze také kombinovat tak, že voĺıme

βi =
λ1i g

T
i+1yi + λ2i g

T
i+1gi+1

µ1
i y

T
i si + µ2

i g
T
i gi − µ3

i g
T
i si

=
gTi+1(gi+1 − λ1i gi)

µ1
i y

T
i si + µ2

i g
T
i gi − µ3

i g
T
i si

, (71)

kde λ1i , λ
2
i , µ

1
i , µ

2
i , µ

3
i jsou nezáporná č́ısla taková, že λ1i + λ2i = 1 a µ1

i + µ2
i + µ3

i = 1. Jednou z možnost́ı
je volba λ1i = min(1, ∥gi+1∥/∥gi∥), která vede k modifikaćım

βHSM
i =

gTi+1ỹi

yTi si
, βPRM

i =
gTi+1ỹi

gTi gi
, βLSM

i =
gTi+1ỹi

|gTi si|
, (72)

kde

ỹi = gi+1 −min

(
1,

∥gi+1∥
∥gi∥

)
gi. (73)

Poznámka 69 Jak již bylo zmı́něno, můžeme do vzorce (36) přidat členy, které vymiźı, pokud sTi gi+1 = 0.
Jednou z možnost́ı je použ́ıt vztah si+1 = −Hi+1gi+1, kde Hi+1 je matice, která vznikne z jednotkové
matice pomoćı aktulizace BFGS uvedené v odd́ılu 4.1. V tomto př́ıpadě plat́ı

Hi+1 = I +

(
yTi yi
yTi di

+ 1

)
1

yTi di
did

T
i − 1

yTi di
(yid

T
i + diy

T
i ),

kde di = xi+1 − xi = αisi a yi = gi+1 − gi. Pokud s
T
i gi+1 = 0, můžeme psát

−Hi+1gi+1 = −gi+1 −
(
yTi yi
yTi di

+ 1

)
dTi gi+1

yTi di
di +

dTi gi+1

yTi di
yi +

yTi gi+1

yTi di
di = −gi+1 +

yTi gi+1

yTi di
di.

Matice Hi+1 je pozitivně definitńı, takže směrový vektor si+1 je spádový i když sTi gi+1 ̸= 0. Tato myšlenka
tvoř́ı podklad pro metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı a bude dále rozv́ıjena v odd́ılu 8.1.

Poznámka 70 Matice uvedená v předchoźı posnámce splňuje kvazinewtonovskou podmı́nku Hi+1yi = di,
takže −yTi si+1 = yTi Hi+1gi+1 = dTi gi+1, zat́ımco pro metodu HS plat́ı −yTi si+1 = 0. Nab́ıźı se tedy
myšlenka, upravit metodu HS co nejjednodušš́ım zp̊usobem tak, aby platilo −yTi si+1 = ρid

T
i gi+1, kde

ρi > 0. Použijeme-li vztah (36), dostaneme −yTi si+1 = yTi gi+1 − βiy
T
i si, takže −yTi si+1 = ρid

T
i gi+1 plat́ı

pro

βDL
i =

yTi gi+1 − ρid
T
i gi+1

yTi si
= βHS

i − ρi
dTi gi+1

yTi si
(74)

(DL – Dai a Liao). Také se použ́ıvá hodnota

βDL+
i = max(0, βHS

i )− ρi
dTi gi+1

yTi si
. (75)

Parametr ρi lze volit r̊uzným zp̊usobem, např́ıklad tak jako v odd́ılu 4.4. Dai a Liao použ́ıvaj́ı konstantńı
hodnotu ρi = 0.1. Polož́ıme-li ve vzorci (74) ρi = 2yTi yi/y

T
i di, dostaneme

βHZ
i =

yTi gi+1

yTi si
− 2

yTi yi
yTi si

sTi gi+1

yTi si
(76)

(HZ – Hager a Zhang).

Věta 35 Necht’ si+1 je směrový vektor určený metodou HZ. Pak plat́ı

−gTi+1si+1 ≥ 7

8
gTi+1gi+1. (77)
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Důkaz Použijeme-li (36) a (76), dostaneme

gTi+1si+1 = −gTi+1gi+1 +

(
yTi gi+1

yTi si
− 2

yTi yi
yTi si

sTi gi+1

yTi si

)
gTi+1si

=
yTi gi+1y

T
i sis

T
i gi+1 − gTi+1gi+1(y

T
i si)

2

(yTi si)
2

− 2
yTi yi(s

T
i gi+1)

2

(yTi si)
2

Dosad́ıme-li do nerovnosti

uT v ≤ ∥u∥∥v∥ ≤ 1

2
(∥u∥2 + ∥v∥2)

vektory

u =
1

2
(yTi si)gi+1, v = 2(sTi gi+1)yi,

můžeme psát

yTi gi+1 y
T
i si s

T
i gi+1 ≤ 1

2

(
1

4
∥gi+1∥2(yTi si)2 + 4∥yi∥2(sTi gi+1)

2

)
a tedy

gTi+1si+1(y
T
i si)

2 ≤ 1

8
∥gi+1∥2(yTi si)2 − ∥gi+1∥2(yTi si)2 + 2∥yi∥2(sTi gi+1)

2 − 2∥yi∥2(sTi gi+1)
2

= −7

8
∥gi+1∥2(yTi si)2,

což bezprostředně dává (77). 2

Poznámka 71 Někdy je výhodné metodu sdružených gradient̊u škálovat. Škálováńı je nejjednodušš́ım
předpodmı́něńım, kdy H = γi+1I. V tomto př́ıpadě se mı́sto (36) použ́ıvá vzorec

−si+1 = γi+1(gi+1 − βisi),

kde

γi+1 =
yTi di
yTi yi

(78)

a di = xi+1−xi = αisi, yi = gi+1− gi. Hodnoty βHS
i , βLS

i , βDY
i , βCD

i se nezměńı. Zbylé hodnoty je třeba
upravit tak, že

βPR
i =

1

γi

yTi gi+1

gTi gi
, βFR

i =
1

γi

gTi+1gi+1

gTi gi
.

Parametr γi+1, je nutné udržovat v určitých meźıch, např́ıklad v intervalu 0.01 ≤ γi+1 ≤ 100. Pokud
hodnota (78) v tomto intervalu nelež́ı, polož́ıme γi+1 = 1.

Poznámka 72 Účinnost metod sdružených gradient̊u lze zvýšit vhodným restartováńım. Restartováńı
se provád́ı tak, že se po výpočtu směrového vektoru testuje splněńı předepsané podmı́nky. Neńı-li tato
podmı́nka splněna, nahrad́ı se vypočtený směrový vektor záporně vzatým gradientem (což odpov́ıdá volbě
βi = 0). Velmi vhodné je použ́ıt podmı́nku stejnoměrné spádovosti −gTi+1si+1 ≥ ε0∥gi+1∥∥si+1∥, kde
ε0 > 0 je nějaké malé č́ıslo (např́ıklad ε0 = 10−8). V poznámce 55 je uvedeno, že takto upravená metoda
sdružených gradient̊u je globálně konvergentńı, aniž by k restart̊um docházelo př́ılǐs často. Použ́ıváme-
li metody (43), je výhodné testovat sdruženost směrových vektor̊u. V tomto př́ıpadě se iteračńı proces
přeruš́ı, pokud neplat́ı

yTi si+1 ≤ η1∥si+1∥∥yi∥, (79)

kde hodnota η1 záviśı na zvolené Wolfeho podmı́nce. Také je možné testovat ortogonalitu gradient̊u. V
tomto př́ıpadě se iteračńı proces přeruš́ı, pokud neplat́ı

gTi gi+1 ≤ η2∥gi+1∥∥gi∥. (80)
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kde hodnota η2 záviśı na zvolené Wolfeho podmı́nce. Je-li počet proměnných dostatečně velký, vyplat́ı
se iteračńı proces přerušovat vždy po n kroćıch, poč́ıtaných od posledńıho restartu (pak jsou splněny
předpoklady věty 28).

Poznámka 73 Závěrem uvedeme několik poznámek k implementaci metod sdružených gradient̊u.

• Chceme-li implementovat metodu sdružených gradient̊u, muśıme se rozhodnout, kterou základńı
metodu použijeme. Zde se omeźıme na metody HS, PR, LS, DY, FR, CD. Metody DL a HZ v této
poznámce uvažovat nebudeme.

• Zvoĺıme-li metody HS, PR, LS, můžeme použ́ıt základńı hodnoty (42), nezáporné hodnoty (50),
kombinované metody (51), nebo modifikované metody (72). Mı́sto vztahu (36) můžeme použ́ıt vzorec
(63), vzorec (65) s hodnotami (67), nebo vzorec (69) s hodnotami (70). Je vhodné provést restart,
neńı-li směrový vektor dostatečně spádový.

• Zvoĺıme-li metody DY, FR, CD, můžeme použ́ıt základńı hodnoty (43). Mı́sto vztahu (36) můžeme
použ́ıt vzorec (63), nebo vzorec (65) s hodnotami (66). Je vhodné provést restart, nejsou-li směrové
vektory dostatečně sdružené (podmı́nka (79)).

• Pro metody sdružených gradien̊u je nejvhodněǰśı použ́ıvat silnou Wolfeho podmı́nku s parametry ε1 =
10−4 a ε2 = 10−1. V tomto př́ıpadě je vhodné pokládat η1 = 0.05 a η2 = 0.5. Algoritmus 1 je třeba
pozměnit tak, že v něm ponecháme podmı́nku (S3b) ale společně s podmı́nkou (S2a) vyhodnocujeme
podmı́nku

sTi gi+1 ≤ ε2|sTi gi|,
která je část́ı podmı́nky (S3a).

• Metody sdružených gradien̊u jsou citlivé na počátečńı volbu délky kroku. Obvykle je vhodné položit

α1
i = min

(
1,

2(Fi − Fi−1)

sTi gi
,
2(F − Fi)

sTi gi

)
,

kde F je dolńı odhad pro minimálńı hodnotu funkce F . Daľśı hodnoty αj
i , j > 1, se určuj́ı pomoćı

kubické extrapolace nebo interpolace.

Algoritmus metody sdružených gradient̊u lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 2 Data ε1 = 10−4, ε2 = 10−1, η1 = 0.05, η2 = 0.5, ε > 0.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme F1 := F (x1), g1 := g(x1) a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě urč́ıme směrový vektor pomoćı zvolené
metody sdružených gradient̊u a rozhodneme o přerušeńı iteračńıho procesu podle pokyn̊u uve-
dených v poznámce 73. Rozhodneme-li se pro škálováńı, urč́ıme škálovaćı koeficient γi > 0
podle poznámky 71 (obvykle se škálováńı neprovád́ı, takže γi = 1). Pokud γi ̸= 0 vynásob́ıme
směrový vektor si č́ıslem γi.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1 upraveného podle poznámky 73. Polož́ıme xi+1 :=
xi + αisi, vypočteme Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1).

Krok 4 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Následuj́ıćı dvě tabulky ukazuj́ı srovnáńı jednotlivých metod sdružených gradient̊u při minimalizaci
22 testovaćıch funkćı s 1000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV
a selháńı S, jakož i celkový čas výpočtu). V prvńı tabulce jsou uvedeny výsledky metod použ́ıvaj́ıćıch silnou
Wolfeho podmı́nku (S2a) a (S3a), kde ε1 = 10−4 a ε2 = 10−1. V podmı́nce (79) byla použita hodnota
η1 = 0.05. Druhá tabulka obsahuje výsledky metod použ́ıvaj́ıćıch slabou Wolfeho podmı́nku (S2a) a (S3b),
kde ε1 = 10−4 a ε2 = 0.9. V podmı́nce (79) byla použita hodnota η1 = 0.2.
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Metoda HS Metoda PR Metoda LS
Realizace NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas

(42) 28861 - 42022 - 14.4 41491 - 65603 - 22.2 40696 - 61925 - 21.7
(51) 27259 - 39556 - 12.6 34991 - 51760 - 17.0 33269 - 48688 - 16.9
(63) 27692 - 39905 - 13.0 30326 - 44581 - 15.1 29772 - 43519 - 14.3

(65) + (67) 28861 - 42022 - 14.4 29321 - 44248 - 14.8 30360 - 44452 - 15.0
(69) + (70) 36389 - 57339 - 19.6 36132 - 55544 - 19.3 37120 - 57401 - 19.6
(72) + (73) 30985 - 43307 - 14.9 41891 - 65560 - 22.8 39537 - 60093 - 20.7

Metoda DY Metoda FR Metoda CD
Realizace NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas

(43) 58777 - 66087 1 16.0 61462 - 80726 1 20.1 93678 -116997 2 37.9
(63) 91617 -115841 2 35.5 60173 - 67924 1 16.0 59440 - 66822 1 15.9

(65) + (66) 58777 - 66087 1 16.0 58218 - 65532 1 15.9 59095 - 66288 1 16.0
(43) + (79) 30358 - 49816 - 12.7 31277 - 51394 - 13.9 35170 - 57068 - 16.1
(63) + (79) 36341 - 61332 - 12.7 29600 - 48584 - 12.4 30115 - 49309 - 12.7
(65) + (79) 30358 - 49816 - 12.7 31111 - 51291 - 13.0 29225 - 47775 - 12.3

Metoda HS Metoda PR Metoda LS
Realizace NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas

(42) 72582 - 88844 - 31.4 68670 - 90081 1 23.3 79986 -104883 2 27.1
(51) 71904 - 87072 - 27.2 109825 -137358 4 48.0 96854 -119264 2 39.2
(63) 66217 - 80905 - 25.6 74880 - 91404 1 26.6 73783 - 90037 1 25.3

(65) + (67) 72582 - 88844 - 31.3 24342 - 53003 - 14.0 72343 - 88302 - 26.4
Metoda DY Metoda FR Metoda CD

Realizace NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas NIT - NFV S čas
(43) 62785 - 63457 1 15.1 110743 -133252 1 43.9 160486 -177113 4 60.7
(63) 155859 -181578 5 78.7 61272 - 62014 1 14.8 61381 - 62185 1 14.8

(65) + (66) 62785 - 63457 1 15.1 62213 - 62900 1 14.8 61618 - 62321 1 15.0
(43) + (79) 42755 - 46596 - 12.9 63714 - 76588 1 23.1 99616 -113680 2 43.2
(63) + (79) 140668 -169084 - 55.1 42740 - 46553 - 12.5 43380 - 47363 - 13.5
(65) + (79) 42755 - 46596 - 12.9 42156 - 45914 - 12.6 42287 - 46093 - 13.1

Z údaj̊u uvedených v těchto tabulkách lze vyvodit několik závěr̊u:

• Při realizaci metod sdružených gradient̊u, zejména metod HS, PR, LS a jejich modifikaćı, je výhodné
použ́ıvat silnou Wolfeho podmı́nku s ε2 = 10−1 (tato hodnota byla źıskána experimentálně).

• V př́ıpadě, že použ́ıváme silnou Wolfeho podmı́nku, zlepšuj́ı kombinace (51) nebo modifikace (63) a
(65) + (67) účinnost metod HS, PR, LS. Metoda HS dává nejlepš́ı výsledky.

• Modifikace (69) + (70) nebo (72) + (73) mı́rně zlepšuj́ı účinnost metod PR, LS, ale zhoršuj́ı účinnost
metody HS.

• V př́ıpadě, že použ́ıváme silnou Wolfeho podmı́nku, dávaj́ı metody DY, FR, CD horš́ı výsledky
než metody HS, PR, LS. Vlastnosti metod DY, FR, CD se výrazně zlepš́ı, přerušujeme-li je vždy
tehdy, neńı-li splněna podmı́nka (79). Volba hodnoty η1 v (79) záviśı na použité Wolfeho podmı́nce
(vhodnou hodnotu je třeba určit experimentálně).

• Účinnost metod FR a CD výrazně zlepšuj́ı modifikace (63) nebo (65) + (66) (které jsou v tomto
př́ıpadě ekvivalentńı). U těchto modifikaćı nezáviśı na volbě Wolfeho podmı́nky, což potvrzuje
význam věty 33. Doplńıme-li uvedené modifikace o test sdruženosti (79), jsou výsledné metody
rovnocenné nejlepš́ım modifikaćım metody HS.
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3.6 Předpodḿıněná metoda sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Podle vět 22 a 30 je metoda sdružených gradient̊u zvláště vhodná k hledáńı minima ryze konvexńı kvadrat-
ické funkce nebo, což je totéž, pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se symetrickou pozitivně definitńı
matićı. Nyńı budeme uvažovat kvadratickou funkci

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs, (81)

která se použ́ıvá k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u (i v metodách s lokálně
omezeným krokem popsaných v páté kapitole). V poznámce 50 jsme ukázali, že metodu sdružených
gradient̊u lze předpodmı́nit tak, že se mı́sto kvadratické funkce Q(s) minimalizuje kvadratická funkce

Q̃(s̃) = g̃T s̃+
1

2
s̃T B̃s̃, (82)

kde s̃ = C1/2s, g̃ = C−1/2g a B̃ = C−1/2BC−1/2 (v poznámce 50 bylo použito označeńı H = C−1). Matice
C se vyb́ırá tak, aby soustava lineárńıch rovnic B̃s̃ = −g̃, definuj́ıćı minimum kvadratické funkce Q̃(s̃),
byla co nejlépe podmı́něná. Pokud C ≈ B, plat́ı B̃ ≈ I a κ(B̃) ≈ 1, což podle věty 30 zaručuje rychlou
konvergenci metody.

Definice 22 Necht’ B ∈ Rn×n, C ∈ Rn×n jsou symetrické pozitivně definitńı matice a g ∈ Rn. Pak
iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a

qi = Bpi, αi = gTi C
−1gi, /p

T
i qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gTi+1C
−1gi+1/g

T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u (s předpodmiňovačem C) pro
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Bs = −g.

Poznámka 74 Z definice 22 plyne, že gi = Bsi + g, kde

si =
i−1∑
j=1

αjpj , (83)

Poznámka 75 Hodnota

αi =
gTi C

−1gi
pTi Bpi

(84)

realizuje přesný výběr délky kroku, nebot’ z definice 22 plyne, že

pTi gi+1 = pTi gi + αip
T
i qi = −gTi C−1gi + (gTi C

−1gi/p
T
i Bpi)p

T
i Bpi = 0.

Poznámka 76 Některé vlastnosti nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u jsou ukázány v d̊ukazu
věty 22 (vztahy (38)–(40)). Analogické vztahy pro předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u dostane-
me formálně tak, že mı́sto s, g, p, q a B dosazujeme s̃ = C1/2s, g̃ = C−1/2g, p̃ = C1/2p, q̃ = C−1/2q a
B̃ = C−1/2BC−1/2. Plat́ı

pTj gi = 0, (85)
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gTj C
−1gi = 0, (86)

pTj Bpi = 0 (87)

pro 1 ≤ j < i ≤ m, kde m je index takový, že pTi Bpi > 0 pro 1 ≤ i ≤ m. Tento postup budeme použ́ıvat
i nadále. Nejprve zformulujeme a dokážeme tvrzeńı pro C = I a pak jako d̊usledek uvedeme tvrzeńı pro
C ̸= I.

Poznámka 77 Budeme použ́ıvat označeńı si(α) = si + αpi pro 0 ≤ α ≤ αi, takže si+1 = si(αi).

Věta 36 Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plat́ı-li gTj gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, m̊užeme pro 0 < α < αi psát

Q(si+1) < Q(si(α)) < Q(si), (88)

gT si+1 < gT si(α) < gT si, (89)

∥si+1∥ > ∥si(α)∥ > ∥si∥, (90)

gT si+1

∥g∥∥si+1∥
>

gT si(α)

∥g∥∥si(α)∥
>

gT si
∥g∥∥si∥

. (91)

Důkaz (a) Plat́ı

Q(si(α)) = gT (si + αpi) +
1

2
(si + αpi)

TB(si + αpi)

= Q(si) + α(g +Bsi)
T pi +

1

2
α2pTi Bpi

= Q(si)− αgTi gi +
1

2
α2pTi Bpi

nebot’ g + Bsi = gi podle poznámky 74 a gTi pi = −gTi gi + βi−1g
T
i pi−1 = −gTi gi podle (85). Jelikož

pTi Bpi > 0, je kvadratická funkce Q(si(α)) ryze konvexńı. Jej́ı derivace Q′(si(α)) = −gTi gi + αpTi Bpi je
záporná pro 0 ≤ α < αi a nulová pro α = αi, takže funkce Q(si(α)) klesá pro 0 ≤ α < αi a nabývá svého
minima pro α = αi. Pro α = αi plat́ı

Q(si+1) = Q(si)− αig
T
i gi +

1

2
α2
i p

T
i Bpi = Q(si)−

(gTi gi)
2

pTi Bpi
+

1

2

(gTi gi)
2

pTi Bpi

= Q(si)−
1

2

(gTi gi)
2

pTi Bpi
.

(b) Jelikož z (85)–(86) plyne

gTj pi = −gTj gi + βi−1g
T
j pi−1 =

i−1∏
k=j

βk

 gTj pj = − gTi gi
gTj gj

gTj (gj − βj−1pj−1) = −gTi gi

pro 1 ≤ j < i a jelikož g = g1, můžeme psát

gT si(α) = gT si + αgT pi = gT si − αgTi gi.

Tato lineárńı funkce klesá pro α ≥ 0.
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(c) Použijeme-li vztah (83), dostaneme

si(α)
T si(α) = (si + αpi)

T (si + αpi) = sTi si + α2pTi pi + 2αsTi pi

= sTi si + α2pTi pi + 2α
i−1∑
j=1

αjp
T
j pi

= sTi si + α2pTi pi + 2αgTi gi

i−1∑
j=1

pTj pj

pTj Bpj
,

nebot’ pro 1 ≤ j < i plat́ı αj = gTj gj/p
T
j Bpj a

pTj pi = pTj (−gi + βi−1pi−1) = βi−1p
T
j pi−1 =

i−1∏
k=j

βk

 pTj pj =
gTi gi
gTj gj

pTj pj .

Tato kvadratická funkce roste pro α ≥ 0.

(d) Pro 1 ≤ j ≤ i můžeme psát

pj
∥gj∥2

= − gj
∥gj∥2

+
pj−1

∥gj−1∥2
= −

j∑
k=1

gk
∥gk∥2

,

takže

−si(α) = −
i−1∑
j=1

αjpj − αpi =

i−1∑
j=1

αj∥gj∥2
(

j∑
k=1

gk
∥gk∥2

)
+ α∥gi∥2

(
i∑

k=1

gk
∥gk∥2

)

= α1∥g1∥2
(

g1
∥g1∥2

)
+ α2∥g2∥2

(
g1

∥g1∥2
+

g2
∥g2∥2

)
+ . . .+ α∥gi∥2

(
g1

∥g1∥2
+

g2
∥g2∥2

+ . . .+
gi

∥gi∥2

)

=

i∑
j=1

i−1∑
k=j

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2
 gj

∥gj∥2
.

Použijeme-li (86) s C = I, dostaneme

sTi (α)si(α) =
i∑

j=1

(
i−1∑
k=1

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2
)2

1

∥gj∥2

a

−gT si(α) =
i−1∑
k=j

αk∥gk∥2 + α∥gi∥2,

takže

sTi (α)si(α)

(gT si(α))2
=

i∑
j=1

(∑i−1
k=j αk∥gk∥2 + α∥gi∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2 + α∥gi∥2

)2
1

∥gj∥2
.

Nyńı použijeme toho, že racionálńı funkce φ(t) = (a + t)/(b + t) je pro a < b rostoućı (můžeme se o tom
přesvědčit derivováńım). Pro 0 < α < αi tedy plat́ı∑i

k=j αk∥gk∥2∑i
k=1 αk∥gk∥2

>

∑i−1
k=j αk∥gk∥2 + α∥gi∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2 + α∥gi∥2

>

∑i−1
k=j αk∥gk∥2∑i−1
k=1 αk∥gk∥2

,

což po dosazeńı dává
sTi+1si+1

(gT si+1)2
>
si(α)

T si(α)

(gT si(α))2
>

sTi si
(gT si)2

Bezprostředńım použit́ım této nerovnosti dostaneme (91). 2
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Důsledek 2 Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C
na kvadratickou funkci Q(s) a plat́ı-li gTj C

−1gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, m̊užeme pro 0 < α < αi

psát
Q(si+1) < Q(si(α)) < Q(si),

gT si+1 < gT si(α) < gT si,

∥si+1∥C > ∥si(α)∥C > ∥si∥C , (92)

gT si+1

∥g∥D∥si+1∥C
>

gT si(α)

∥g∥D∥si(α)∥C
>

gT si
∥g∥D∥si∥C

, (93)

kde ∥s∥2C = sTCs a ∥g∥2D = gTC−1g (norma ∥.∥D je duálńı k normě ∥.∥C).

Důkaz Stač́ı použ́ıt substituce uvedené v poznámce 76. 2

Věta 37 Jsou-li splněny předpoklady věty 36, plat́ı

−Q(si+1) ≥
1

2

∥g∥2

∥B∥
, −gT si+1 ≥ ∥g∥2

∥B∥
. (94)

Je-li nav́ıc matice B pozitivně definitńı, plat́ı

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1√

κ(B)
. (95)

Důkaz (a) Protože

s2 = s1 + α1p1 =
gT1 g1
pT1 Bp1

p1 = − gT g

gTBg
g,

plat́ı

−Q(s2) =
(gT g)2

gTBg
− 1

2

(gT g)2gTBg

(gTBg)2
=

1

2

(gT g)2

gTBg
≥ 1

2

∥g∥2

∥B∥
,

a

−gT s2 =
(gT g)2

gTBg
≥ ∥g∥2

∥B∥
,

takže podle (88)–(89) dostaneme (94).
(b) Pokud B je pozitivně definitńı, plat́ı pTj Bpj > 0, kdykoliv ∥gj∥ > 0, nebot’ z (85) plyne

pTj pj = (−gj + βj−1pj−1)
T (−gj + βj−1pj−1) = gTj gj + β2

j−1p
T
j−1pj−1 ≥ gTj gj ,

neboli ∥pj∥ ≥ ∥gj∥. Podle věty 22 existuje index m ≤ n takový, že ∥gj∥ > 0 pro 1 ≤ j ≤ m a gm+1 = 0.
Podle (91) můžeme pro i ≤ m psát

gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≤ gT sm+1

∥g∥∥sm+1∥
.

Jelikož gm+1 = g +Bsm+1 = 0, je vektor sm+1 řešeńım soustavy g +Bs = 0, což podle věty 8 dává

− gT sm+1

∥g∥∥sm+1∥
≥ 1√

κ(B)
.

Po dosazeńı do předchoźı nerovnosti dostaneme (95). 2
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Důsledek 3 Jsou-li splněny předpoklady d̊usledku 2, plat́ı

−Q(si+1) ≥
1

2

∥g∥2

κ(C)∥B∥
, −gT si+1 ≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
. (96)

Je-li nav́ıc matice B pozitivně definitńı, plat́ı

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1

κ(C)
√
κ(B)

. (97)

Důkaz (a) Podobně jako v d̊ukazu věty 37 dostaneme

−Q(s2) = −Q(s̃2) =
1

2

(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ 1

2

∥g̃∥2

∥B̃∥
≥ 1

2

gTC−1g

∥C−1∥∥B∥
≥ 1

2

∥g∥2

κ(C)∥B∥
,

a

−gT s2 =
(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
,

což spolu s (88)–(89) dává (96).
(b) Jelikož

1

κ(C)
∥g∥2∥si+1∥2 ≤ gTC−1gsTi+1Csi+1 ≤ κ(C)∥g∥2∥si+1∥2

pro 1 ≤ i ≤ m, můžeme podle (93) psát

(gT si+1)
2

∥g∥2∥si+1∥2
≥ 1

κ(C)

(gT si+1)
2

gTC−1gsTi+1Csi+1
≥ 1

κ(C)

(gT sm+1)
2

gTC−1gsTm+1Csm+1
≥ 1

κ2(C)

(gT sm+1)
2

∥g∥2∥sm+1∥2

a jelikož vektor sm+1 je řešeńım soustavy g + Bs = 0, můžeme použ́ıt stejnou nerovnost jako v d̊ukazu
věty 37. 2

Poznámka 78 Předpokládáme-li, že matice C je vybrána tak, že κ(B̃) ≤ κ(B), můžeme druhou nerovnost
v d̊usledku 3 nahradit nerovnost́ı

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1√

κ(B)κ(C)
,

nebot’ podle věty 37 plat́ı

(gT si+1)
2

∥g∥2∥si+1∥2
≥ 1

κ(C)

(gT si+1)
2

gTC−1gsTi+1Csi+1
=

1

κ(C)

(g̃T s̃i+1)
2

g̃T g̃s̃Ti+1s̃i+1
≥ 1

κ(C)κ(B̃)

Zat́ım jsme se zabývali př́ıpadem, kdy pTj Bpj > 0, 1 ≤ j ≤ i. Nyńı vyšetř́ıme př́ıpad, kdy pTj Bpj > 0,

1 ≤ j ≤ i− 1 a pTi Bpi ≤ 0.

Věta 38 Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plat́ı-li gTj gj > 0, pTj Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i− 1 a gTi gi > 0, pTi Bpi ≤ 0 m̊užeme pro α > 0 psát

Q(si(α)) < Q(si), (98)

gT si(α) < gT si, (99)

∥si(α)∥ > ∥si∥, (100)

gT si(α)

∥g∥∥si(α)∥
>

gT si
∥g∥∥si∥

. (101)
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Důkaz Podobně jako v části (a) d̊ukazu věty 36 plat́ı

Q(si(α)) = Q(si)− αgTi gi +
1

2
α2pTi Bpi ≤ Q(si)− αgTi gi

nebot’ pTi Bpi ≤ 0. Lineárńı funkce na pravé straně této nerovnosti klesá pro α ≥ 0. Zbytek d̊ukazu je
totožný s částmi (b) a (c) d̊ukazu věty 36, nebot’ se v těchto částech nepouž́ıvá výraz pTi Bpi. 2

Věta 38 má velký význam pro vyšetřováńı nepřesných metod s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.3).
Použ́ıváme-li metodu sdružených gradient̊u pro výpočet směrového vektoru v metodách spádových směr̊u,
mohou nastat problémy. Jednak může být pTi Bpi ≈ 0, což vede k selháńı metody (αi ≈ ∞ a ∥si+1∥ ≈ ∞),
nebo plat́ı pTi Bpi < 0, takže stacionárńı bod źıskaný metodou sdružených gradient̊u neńı minimem funkce
Q(s). Proto je třeba výpočet ukončit pokud neplat́ı pTi Bpi ≥ c pTi pi, kde c je zvolená dolńı mez. Jelikož
tato podmı́nka nemuśı být splněna pro všechny indexy 1 ≤ i ≤ m, nemůžeme použ́ıt nerovnost (97). Plat́ı
však tato věta

Věta 39 Aplikujeme-li předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u s pozitivně definitńı matićı C na
kvadratickou funkci Q(s) a plat́ı-li pTj Bpj ≥ c pTj pj pro 1 ≤ j ≤ i, pak

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ c

nκ(C)∥B∥
.

Důkaz Použijeme-li vztahy (85) a (87), dostaneme

gTj C
−1gj = gTj (−pj + βj−1pj−1) = −gTj pj = −

(
g +

j−1∑
k=1

αkBpk

)T

pj = −gT pj

pro 1 ≤ j ≤ i, takže

−gT si+1 = −
i∑

j=1

αjg
T pj =

i∑
j=1

αjg
T
j C

−1gj ≥ α1g
T
1 C

−1g1

=
(gT1 C

−1g1)
2

pT1 Bp1
=
pT1 Cp1
pT1 p1

pT1 p1
pT1 Bp1

gTC−1g ≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
.

Dále plat́ı

si+1 =

i∑
j=1

αjpj = −
i∑

j=1

gT pj
pTj Bpj

pj = −
i∑

j=1

pjp
T
j

pTj Bpj
g,

takže

∥si+1∥ ≤
i∑

j=1

∥pjpTj ∥
pTj Bpj

∥g∥ =
i∑

j=1

pTj pj

pTj Bpj
∥g∥ ≤ n

c
∥g∥.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

− gT si+1

∥si+1∥∥g∥
≥ ∥g∥2

κ(C)∥B∥
c

n∥g∥2
=

c

nκ(C)∥B∥
.

2

Poznámka 79 Je-li matice B pozitivně definitńı, můžeme položit c/∥B∥ = 1/κ(B), takže dostaneme

− gT si+1

∥g∥∥si+1∥
≥ 1

nκ(B)κ(C)
.

Tento odhad je horš́ı než odhad (97) uvedený v d̊usledku 3.
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Algoritmus předpodmı́něné metody sdružených gradient̊u pro výpočet směrových vektor̊u v metodách
spádových směr̊u lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 3 Data C ≻ 0, c > 0, 0 < ω < 1, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s := 0, r := −g, v := C−1r, σ := rT v, σ := σ, p := r a k := 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ := σ, vypočteme vektor q := Bp a č́ıslo τ := pT q. Jestliže τ < c∥p∥, ukonč́ıme
výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α := ρ/τ . Polož́ıme s := s+ αp, r := r − αq, v := C−1r a σ := rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ
nebo k ≥ m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Výpočet skonč́ı bud’ v kroku 2 (matice B neńı pozitivně definitńı) nebo v kroku 3 (je nalezeno řešeńı s
požadovanou přesnost́ı nebo byl překročen povolený počet iteraćı.

Poznámka 80 Plat́ı-li v každém iteračńım kroku ∥B∥ ≤ B a κ(C) ≤ κ, kde B a κ jsou konstanty společné
všem iteračńım krok̊um, pak směrový vektor s vypočtený algoritmem 3, splňuje podle věty 39 podmı́nku

− gT s

∥g∥∥s∥
≥ c

nκB

∆
= ε0,

takže je stejnoměrně spádový a odpov́ıdaj́ıćı metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı. Algorit-
mus 3 lze tedy použ́ıt k realizaci globálně konvergentńı modifikované Newtonovy metody spádových směr̊u.
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4 Metody s proměnnou metrikou

Metody s proměnnou metrikou patř́ı mezi nejefektivněǰśı metody pro řešeńı optimalizač́ıch úloh menš́ıho
rozměru (do 250 proměnných) s hustou Hessovou matićı.

4.1 Základńı vlastnosti metod s proměnnou metrikou

Definice 23 Řekneme, že metoda spádových směr̊u (definice 15) je metodou s proměnnou metrikou,
jestlǐze

si = −Higi, (102)

kde Hi, i ∈ N , jsou symetrické pozitivně definitńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i ), (103)

kde Ui ∈ Rn×2, Mi ∈ R2×2 a γi > 0, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Hi+1yi = ρidi, (104)

kde yi = gi+1 − gi, di = xi+1 − xi = αisi a ρi > 0.

Poznámka 81 Matice Hi+1 se źıskává z matice Hi aktualizaćı jej́ıž hodnost je nanejvýš 2. Nejefek-
tivněǰśı metody s proměnnou metrikou patř́ı do Broydenovy tř́ıdy, která je charakterizovaná výběrem
Ui = [di,Hiyi]. Podmı́nka (104) se nazývá (zobecněnou) kvazinewtonovskou podmı́nkou (předpokládáme,
že di ̸= 0 a yi ̸= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě nemá podmı́nka (104) smysl). Původńı metody s proměnnou
metrikou byly navrženy s hodnotami ρi = 1 a γi = 1 (bez škálováńı a korekce). Jelikož efektivńı škálováńı
a vhodná korekce zlepšuj́ı účinnost metod s proměnnou metrikou, budeme vyšetřovat obecný př́ıpad, kdy
ρi > 0 a γi > 0.

Vývoj metod s proměnnou metrikou byl motivován t́ım, že tyto metody, realizované jako metody
spádových směr̊u s přesným výběrem délky kroku, najdou minimum kvadratické funkce po konečném
počtu krok̊u.

Věta 40 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou
metrikou z Broydenovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0, i ∈ N) aplikovaná na
ryze konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗).

Necht’ gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak gn+1 = 0 a xn+1 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že gi ̸= 0, ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že si ̸= 0, αi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n, a že pro
1 ≤ j < i ≤ n+ 1 plat́ı

Hiyj = λjidj , (105)

sTj gi = 0, (106)

sTj Gsi = 0, (107)

sTj yi = yTj si = 0, (108)

kde λji > 0, 1 ≤ j < i ≤ n+1, (viz (109)). Rovnosti (107) a (108) jsou ekvivalentńı, nebot’ pro kvadratickou
funkci Q(x) plat́ı yi = gi+1 − gi = G(xi+1 − xi) = Gdi = αiGsi a αi ̸= 0 podle indukčńıho předpokladu.
Z (102) a (107) plyne, že si, 1 ≤ i ≤ n, jsou nenulové a vzájemně sdružené (G-ortogonálńı), tud́ıž lineárně
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nezávislé, takže podle (106) nutně gn+1 = 0. Pro i = 1 plat́ı sT1 g1 = −gT1 H1g1 < 0 (H1 je symetrická
pozitivně definit́ı) takže s1 ̸= 0 a α1 ̸= 0 a dále neńı co dokazovat. Indukčńı krok:

(a) Necht’ i ≤ n. Z (108) plyne dTi yj = αis
T
i yj = 0 a (105) nav́ıc dává yTi Hiyj = λjiy

T
i dj = 0, takže

UT
i yj = 0, 1 ≤ j < i. Podle (103) a (105) tedy plat́ı

Hi+1yj = γi(Hiyj + UT
i MiU

T
i yj) = γiHiyj = γiλ

j
idj

∆
= λji+1dj ,

1 ≤ j < i, a použijeme-li (104) dostaneme Hi+1yi = ρidi
∆
= λii+1di. Plat́ı tedy Hi+1yj = λji+1di, 1 ≤ j ≤ i.

(b) Necht’ i ≤ n. Z (106) a (108) plyne sTj gi+1 = sTj gi + sTj yi = 0, 1 ≤ j < i. Z přesného výběru délky

kroku dostaneme sTi gi+1 = 0, takže celkem sTj gi+1 = 0, 1 ≤ j ≤ i.

(c) Podle (102) je gTi+1si+1 = −gTi+1Hi+1gi+1 < 0 takže si+1 ̸= 0 a αi+1 ̸= 0. Použijeme-li (102), (a), (b)
dostaneme

yTj si+1 = −yTj Hi+1gi+1 = −
λji+1

αj
dTj gi+1 = −λji+1s

T
j gi+1 = 0,

1 ≤ j ≤ i. 2

Poznámka 82 Může se stát, že gm = 0 pro nějaký index m < n. V tom př́ıpadě sice nejsou splněny
předpoklady věty 40, ale źıskáme minimum kvadratické funkce Q(x) již v m-tém iteračńım kroku.

Poznámka 83 Z části (a) d̊ukazu věty 40 plyne, že pro 1 ≤ j < i ≤ n+ 1 plat́ı

λji =

i−1∏
k=j

γk

 ρj
γj
. (109)

Důsledek 4 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Pak pro 1 ≤ i ≤ n tvoř́ı vektory si a si+1 bázi v
L(Ui) a pro 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 plat́ı

Higj =

(
i−1∏
k=1

γk

)
H1gj . (110)

Důkaz (a) Necht’ v je libovolný vektor takový, že vTUi = vT [di, Hiyi] = 0 (takže v lež́ı v ortogonálńım
doplňku podprostoru L(Ui)). Pak v

T si = vT di/αi = 0 a

vT si+1 = −vTHi+1gi+1 = −γivT (Higi +Hiyi) = γiv
T (si −Hiyi) = 0,

takže vektory si a si+1 lež́ı v L(Ui), a jelikož podle (107) jsou tyto vektory lineárně nezávislé, tvoř́ı bázi
v L(Ui).

(b) Podle (106) plat́ı sTk gj = 0 a sTk+1gj = 0 ∀1 ≤ k < i < j, což podle (a) dává UT
k gj = 0 ∀1 ≤ k < i < j.

Několikanásobným použit́ım (103) pak dostaneme

Higj = γi−1Hi−1gj = . . . =

(
i−1∏
k=1

γk

)
H1gj .

2

Ukážeme nyńı, že jsou-li splněny předpoklady věty 40, generuj́ı všechny metody s proměnnou metrikou
z Broydenovy tř́ıdy stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N .

Věta 41 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Pak všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy
tř́ıdy generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N .
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Důkaz Protože přesný výběr délky kroku určuje posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jednoznačně, nezávisle na
velikosti směrových vektor̊u si, i ∈ N , stač́ı dokázat že př́ıslušné směrové vektory jsou paralelńı. Uvažujme
iteračńı procesy xi+1 = xi−αiHigi a x̄i+1 = x̄i−ᾱiH̄iḡi, kde x̄1 = x1 a H̄1 = H1, určené dvěma metodami
s proměnnou metrikou (lǐśıćımi se výběrem parametr̊u γi, ρi a maticMi v (103) a (104)). Důkaz provedeme
indukćı. Budeme předpokládat, že pro nějaký index 1 ≤ i < n plat́ı s̄j∥sj a L(Ūj) = L(Uj) ∀1 ≤ j ≤ i (a
tud́ıž také d̄j = dj a ȳj = yj ∀1 ≤ j ≤ i, nebot’ přesný výběr délky kroku je jednoznačný). Plat́ı to zcela
jistě pro i = 1, nebot’ ḡ1 = g1 a H̄1 = H1, takže s̄1 = s1, d̄1 = d1, ȳ1 = ȳ1 H̄1y1 = H1y1 a Ū1 = U1.

(a) Podle d̊usledku 4 lež́ı vektor si+1 v L(Ui) a podle (108) plat́ı s
T
i+1yi = 0. Jelikož yi nelež́ı v ortogonálńım

doplňku podprostoru L(Ui) (nebot’ plat́ı d
T
i yi > 0) a L(Ui) má dimenzi 2, je směr vektoru si+1 jednoznačně

určen podprostorem L(Ui) a vektorem yi. Stejné úvahy plat́ı pro vektor s̄i+1. Jelikož L(Ūi) = L(Ui) a
ȳi = yi, muśı platit s̄i+1∥si+1 a tedy d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1.

(b) Necht’ 1 ≤ j < i+ 1. Použijeme-li vztahy (105) a (108), dostaneme yTj Hi+1yi+1 = αjλ
j
i+1s

T
j yi+1 = 0 a

podobně ȳTj H̄i+1ȳi+1 = 0, což spolu s ȳj = yj a ȳi+1 = yi+1 dává yTj H̄i+1yi+1 = 0. Plat́ı tedy

yTj
(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 = 0 ∀1 ≤ j < i+ 1 (111)

pro libovolné č́ıslo λi > 0. Necht’ i+ 1 < j ≤ n. Použijeme-li (110), můžeme psát

Hi+1yj =

(
i∏

k=1

γk

)
H1yj

∆
= ωiH1yj .

Protože L(Ūj) = L(Uj) ∀1 ≤ j ≤ i, plat́ı také

H̄i+1yj =

(
i∏

k=1

γ̄k

)
H1yj

∆
= ω̄iH1yj ,

což spolu s předchoźı rovnost́ı dává

yTj
(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 = 0 ∀i+ 1 < j ≤ n (112)

pro λi = ωi/ω̄i. Vektory yj , 1 ≤ j ≤ n jsou lineárně nezávislé a podle (108) plat́ı yTj si+1 = 0 pro
1 ≤ j < i + 1 a i + 1 < j ≤ n. Porovnáme-li tyto rovnosti s rovnostmi (111) a (112), vid́ıme, že vektory
si+1 a

(
H̄i+1 − λiHi+1

)
yi+1 jsou rovnoběžné, takže vektor H̄i+1ȳi+1 = H̄i+1yi+1 je lineárńı kombinaćı

vektor̊u si+1 a Hi+1yi+1, což spolu s s̄i+1∥si+1 dává L(Ūi+1) = L(Ui+1). 2

Důsledek 5 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40. Pak metody s proměnnou metrikou z Broydenovy
tř́ıdy generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jako metoda sdružených gradient̊u předpodmı́něná matićı
H1.

Důkaz Protože podle věty 41 generuj́ı všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy stejnou
posloupnost bod̊u, stač́ı si vybrat jednu z těchto metod. Zde poněkud předběhneme výklad a vybereme
metodu BFGS (vzorec (118)). Pak pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n plat́ı

Hi+1 = γi

(
Hi +

(
yTi Hiyi
yTi di

+
ρi
γi

)
1

yTi di
did

T
i − 1

yTi di

(
Hiyid

T
i + diy

T
i Hi

))
.

Jelikož předpokládáme přesný výběr délky kroku, plat́ı dTi gi+1 = 0, takže s použit́ım předchoźıho vztahu
a vzorce (110) dostaneme

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γi
(
Higi+1 −

yTi Higi+1

yTi di
di

)
= −

(
i∏

k=1

γk

)(
H1gi+1 −

yTi H1gi+1

yTi di
di

)
,
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takže směrový vektor si+1 je rovnoběžný se směrovým vektorem metody sdružených gradient̊u předpodmı́-
něné matićı H1 (poznámka 50). Protože přesný výběr délky kroku určuje posloupnost bod̊u xi, i ∈ N ,
jednoznačně, nezávisle na velikosti směrových vektor̊u si, i ∈ N , generuje metoda BFGS (a tud́ıž všechny
metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy) stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , jako metoda
sdružených gradient̊u předpodmı́něná matićı H1 2

Velmi výhodné je volit parametry γi a ρi tak, že γi = 1 a ρi = 1 ∀i ∈ N .

Věta 42 (Aproximace Hessovy matice). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 40 s γi = 1 a ρi = 1 ∀i ∈ N .
Pak plat́ı Hn+1 = G−1.

Důkaz Jestliže γi = 1 a ρi = 1 ∀i ∈ N , plat́ı podle (109) λji = 1, 1 ≤ j < i ≤ n+ 1. Můžeme tedy psát

Hn+1yj = dj , 1 ≤ j ≤ n,

a jelikož vektory dj = αjsj , 1 ≤ j ≤ n (a tedy i yj = Gdj , 1 ≤ j ≤ n) jsou podle (107) lineárně nezávislé,
muśı platit Hn+1 = G−1. 2

V předchoźıch větách jsme využ́ıvali toho, že minimalizovaná funkce je kvadratická. Překvapivě se dá
dokázat, že všechny metody s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku,
generuj́ı stejnou posloupnost bod̊u xi, i ∈ N , i když minimalizovaná funkce neńı kvadratická.

Věta 43 Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splnǔje předpoklady (F4) a (F5). Necht’ xi+1 = xi − αiHigi a
x̄i+1 = x̄i − ᾱiH̄iḡi, jsou iteračńı procesy aplikované na funkci F , určené dvěma metodami s proměnnou
metrikou z Broydenovy tř́ıdy s jednoznačně určeným přesným výběrem délky kroku, které vycházej́ı ze
stejného bodu x̄1 = x1 a v kterých použ́ıváme stejnou počátečńı matici H̄1 = H1. Necht’ sTi gi ̸= 0, s̄Ti ḡi ̸= 0
a γ̄i = γi, ρ̄i = ρi ∀i ∈ N . Pak plat́ı x̄i = xi, s̄i∥si a L(Ūi) = L(Ui) ∀i ∈ N .

Důkaz Větu dokážeme indukćı. Podle předpokladu plat́ı x̄1 = x1, ḡ1 = g1 a H̄1 = H1, což podle (102)
dává s̄1 = s1. Protože délka kroku je určena jednoznačně, plat́ı x̄2 = x2 a ḡ2 = g2, takže d̄1 = d1 a
ȳ1 = y1. Jelikož H̄1 = H1, plat́ı H̄1ȳ1 = H1y1, což spolu s d̄1 = d1 dává L(Ū1) = L(U1). Můžeme tedy
předpokládat, že pro nějaký index i < n plat́ı x̄i = xi, s̄i∥si, L(Ūi) = L(Ui) a H̄iv = Hiv pro každý vektor
v z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui). Zřejmě si ̸= 0, αi ̸= 0 a s̄i ̸= 0, ᾱi ̸= 0, nebot’ s̄Ti ḡi ̸= 0 a
sTi gi ̸= 0. Protože délka kroku je určena jednoznačně, plat́ı x̄i+1 = xi+1 a ḡi+1 = gi+1, takže d̄i = di a
ȳi = yi.

(a) Úplně stejně jako v části (a) d̊ukazu d̊usledku 4 se ukáže, že vektor si+1 lež́ı v L(Ui). Nav́ıc podle
(103) a (104) plat́ı sTi+1yi = 0. Vektor yi nelež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ui), nebot’ d

T
i yi =

αis
T
i (gi+1 − gi) = −αis

T
i gi ̸= 0. Vektor si+1 je tedy, stejně jako v části (a) d̊ukazu věty 41, jednoznačně

určen podprostorem L(Ui) a vektorem yi. Stejné úvahy plat́ı pro vektor s̄i+1. Jelikož L(Ūi) = L(Ui) a
ȳi = yi, muśı platit s̄i+1∥si+1 a tedy d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1.

(b) Necht’ v je libovolný vektor z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1) (takže plat́ı dTi+1v = 0 a
yTi+1Hi+1v = 0). Jelikož si+1 ̸= 0 a αi+1 ̸= 0 (plyne to z nerovnosti sTi+1gi+1 ̸= 0), plat́ı nutně sTi+1v = 0.
Vektor si+1 lež́ı podle (a) v podprostoru L(Ui) a je kolmý k vektoru yi, takže s

T
i+1v = 0 plat́ı pouze tehdy,

jestliže v = w + λyi, kde w lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ui). Použijeme-li vztahy (103) a
(104), dostaneme

Hi+1v = Hi+1w + λHi+1yi = γiHiw + λρidi = γ̄iH̄iw + λρ̄id̄i = H̄i+1w + λH̄i+1ȳi = H̄i+1v, (113)

nebot’ γ̄i = γi, ρ̄i = ρi, d̄i = di, ȳi = yi a H̄iw = Hiw pro libovolný vektor v z ortogonálńıho doplňku
podprostoru L(Ui) (indukčńı předpoklad). Dokázali jsme tedy, že H̄i+1v = Hi+1v pro libovolný vektor v
z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1).

(c) Necht’ v je libovolný vektor z ortogonálńıho doplňku podprostoru L(Ui+1). Jelikož podle (a) plat́ı
d̄i+1 = di+1 a ȳi+1 = yi+1 a z (b) plyne H̄i+1v = Hi+1v, můžeme psát d̄i+1v = 0 a ȳi+1H̄i+1v = 0, takže v
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lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(Ūi+1). Je tedy splněna inkluze L(Ūi+1) ⊂ L(Ui+1) a protože
použité úvahy nezáviśı na pořad́ı použitých metod, plat́ı L(Ūi+1) = L(Ui+1). 2

Nyńı se budeme zabývat vyšetřováńım aktualizace (103). Pro zjednodušeńı budeme index i vynechávat
a index i+1 nahrad́ıme symbolem +. Nejprve uvedeme několik pomocných tvrzeńı týkaj́ıćıch se aktualizaćı.

Lemma 10 Necht’ U ∈ Rn×m, V ∈ Rn×m. Pak:

(a) Matice UV T má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice V TU .

(b) Matice I + UV T má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I + V TU .

(c) Plat́ı det(I + UV T ) = det(I + V TU).

(d) Je-li matice I + UV T regulárńı, plat́ı (I + UV T )−1 = I − U(I + V TU)−1V T .

Důkaz (a) Necht’ UV Tx = λx, x ̸= 0 a λ ̸= 0. Pak nutně V Tx ̸= 0 a můžeme psát V TUV Tx = λV Tx,
neboli V TUy = λy, kde y = V Tx ̸= 0. Necht’ naopak V TUy = λy, y ̸= 0 a λ ̸= 0. Pak nutně Uy ̸= 0 a
můžeme psát UV TUy = λUy, neboli UV Tx = λx, kde x = Uy ̸= 0.
(b) Zřejmě (I + UV T )x = λx právě tehdy, jestliže UV Tx = (λ − 1)x, a (I + V TU)y = λy právě tehdy,
jestliže V TUy = (λ− 1)y. Tvrzeńı (b) tedy plyne z (a).
(c) Determinant matice je roven součinu jej́ıch vlastńıch č́ısel. Tvrzeńı (c) tedy plyne z (b).
(d) Je-li matice I + UV T regulárńı, je podle (b) i matice (I + V TU) regulárńı a plat́ı

(I + UV T )(I − U(I + V TU)−1V T ) = I + UV T − U(I + V TU)(I + V TU)−1V T = I.

2

Lemma 10 má několik d̊uležitých d̊usledk̊u.

Důsledek 6 (Woodbury) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 10 a necht’ H ∈ Rn×n je regulárńı
matice. Pak

det(H + UV T ) = detH det(I + V TH−1U)

a je-li matice H + UV T regulárńı, plat́ı

(H + UV T )−1 = H−1 −H−1U(I + V TH−1U)−1V TH−1.

Důkaz Plat́ı H + UV T = H(I +H−1UV T ), takže můžeme použ́ıt (c) a (d) z lemmatu 10 (matice U se
nahrad́ı matićı H−1U). 2

Poznámka 84 (Sherman-Morrison) Maj́ı-li matice U a V pouze jeden sloupec (takže U = u a V = v, kde
u a v jsou vektory), můžeme předchoźı vztahy zapsat ve tvaru

det(H + uvT ) = detH det(1 + vTH−1u)

a

(H + uvT )−1 = H−1 − H−1uvTH−1

1 + vTH−1u
.

Důsledek 7 Necht’ U ∈ Rn×m a M ∈ Rm×m je symetrická matice. Pak:

(a) Matice UMUT má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice MUTU (nebo jako matice UTUM).

74



(b) Matice I + UMUT má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I +MUTU (nebo jako matice
I + UTUM).

(c) Plat́ı det(I + UMUT ) = det(I + MUTU) = det(I + UTUM). Je-li matice M regulárńı, plat́ı
det(I + UMUT ) = detM det(M−1 + UTU).

(d) Jsou-li matice M a I + UMUT regulárńı, plat́ı (I + UMUT )−1 = I − U(M−1 + UTU)−1UT .

Důkaz Stač́ı v lemmatu 10 použ́ıt UM mı́sto V (nebo UM mı́sto U a U mı́sto V ). Tvrzeńı (c) a (d) jsou
jednodušš́ı verźı d̊usledku 8. 2

Důsledek 8 Necht’ jsou splněny předpoklady d̊usledku 7 a necht’ H ∈ Rn×n je regulárńı symetrická matice.
Pak

(a) Plat́ı det(H +UMUT ) = detH det(I +MUTH−1U) = detH det(I +UTH−1UM). Je-li matice M
regulárńı, plat́ı det(H + UMUT ) = detH detM det(M−1 + UTH−1U).

(b) Jsou-li matice M a H + UMUT regulárńı, plat́ı

(H + UMUT )−1 = H−1 −H−1U(M−1 + UTH−1U)−1UTH−1.

Důkaz Označme V = H−1UM . Jelikož H+UMUT = (I+UMUTH−1)H = (I+UV T )H, můžene podle
lemmatu 10 psát

det(H + UMUT ) = detH det(I + UV T ) = detH det(I + V TU)

= detH det(I +MUTH−1U)

(H + UMUT )−1 = H−1(I + UV T )−1 = H−1(I − U(I + V TU)−1V T )

= H−1 −H−1U(I +MUTH−1U)−1MUTH−1.

Je-li matice M regulárńı, můžeme ji vytknout před závorku (takže matice M−1 se po inverzi dostane za
závorku). 2

Nyńı se vrát́ıme k vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy použ́ıvaj́ıćıch aktu-
alizaci H+ = γ(H + UMUT ), kde U = [d,Hy]. Budeme předpokládat, že H je symetrická pozitivně
definitńı matice a vektory d, y jsou nenulové (stač́ı předpokládat, že y ̸= 0, nebot’ z y = g+ − g ̸= 0 plyne
d = x+ − x ̸= 0).

Věta 44 Necht’ H+ = γ(H+UMUT ), kde H je symetrická pozitivně definit́ı matice a U = [d,Hy], d ̸= 0,
y ̸= 0. Pak rovnost H+y = ρd plat́ı právě tehdy, když

M =


1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
, −η

b

−η
b
,

η − 1

a

 ,
kde η je volný parametr a kde

a = yTHy, b = yT d, c = dTH−1d.
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Důkaz Označme m1, m2, m3 prvky matice M . Pak podle (103) a (104) plat́ı

1

γ
H+y = Hy + [d,Hy]

[
m1, m2

m2, m3

] [
b
a

]
= Hy + (m1b+m2a)d+ (m2b+m3a)Hy =

ρ

γ
d,

takže nutně

m1b+m2a = ρ/γ,

m2b+m3a = −1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m2 = −η/b a zbylé prvky m1,m3 urč́ıme řešeńım uvedených
rovnic, takže

m1 =
1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
, m2 = −η

b
, m3 =

η − 1

a
. (114)

T́ım dostaneme matici M uvedenou ve větě 44. 2

Poznámka 85 Při vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou budeme často použ́ıvat označeńı

µ =
1

ab

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
. (115)

Př́ımým výpočtem se snadno přesvědč́ıme, že µ = −detM , kde M je matice vystupuj́ıćı ve větě 44.

Poznámka 86 Č́ıslo c = dTH−1d se v matici M ani ve vzorci (115) nevyskytuje, často se však použ́ıvá k
určeńı hodnot parametr̊u γ a η (je to popsáno v odd́ılu 4.4). Realizujeme-li metody s proměnnou metrikou
jako metody spádových směr̊u, plat́ı s = −Hg, takže d = αs = −αHg. Můžeme tedy položit c = −αdT g
a neńı třeba řešit soustavu rovnic s matićı H.

Poznámka 87 Z pozitivńı definitnosti matice H a z nenulovosti vektor̊u d a y plyne, že a > 0 a c > 0.
Vyb́ıráme-li délku kroku podle (S3b), plat́ı

b = yT d = α(g+ − g)T s ≥ α(ε2 − 1)gT s > 0.

Můžeme proto předpokládat, že a > 0, b > 0, c > 0. Z pozitivńı definitnosti matice H a ze Schwarzovy
nerovnosti plyne, že ac− b2 ≥ 0. Jsou-li vektory d a Hy lineárně nezávislé, plat́ı ac− b2 > 0.

Poznámka 88 V daľśım textu budeme často předpokládat, že vektory d a Hy jsou lineárně nezávislé,
neboli ac − b2 > 0. Jsou-li vektory d a Hy lineárně závislé, má matice UMUT hodnost 1 a všechny
aktualizace z Broydenovy tř́ıdy jsou ekvivalentńı. Jestliže Hy = λd, kde λ ̸= 0, plat́ı a = λb a vztah (116)
lze zapsat ve tvaru

1

γ
H+ = H +

(
ρ

γ
− a

b

)
ddT .

Zvoĺıme-li ρ/γ = a/b, lze kvazinewtonovskou podmı́nku H+y = ρd splnit prostým vynásobeńım matice H
č́ıslem γ = ρ b/a.

Poznámka 89 Vztah H+ = γ(H + UMUT ) můžeme roznásobit. Pak plat́ı

1

γ
H+ = H +

ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T +

η

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
(116)

(Broydenova tř́ıda). Nejznáměǰśı členy Broydenovy tř́ıdy dostaneme, polož́ıme-li η = ηDFP = 0 (metoda
Davidona, Fletchera a Powella), takže
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1

γ
HDFP

+ = H +
ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T , (117)

nebo η = ηBFGS = 1 (metoda Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shanno), takže

1

γ
HBFGS

+ = H +

(
a

b
+
ρ

γ

)
1

b
ddT − 1

b

(
HydT + d(Hy)T

)
, (118)

nebo η = ηR1 = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda hodnosti 1), takže

1

γ
HR1

+ = H +
1

(ρ/γ)b− a

(
ρ

γ
d−Hy

)(
ρ

γ
d−Hy

)T

, (119)

nebo η = ηH = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b) (Hoshinova metoda), takže

1

γ
HH

+ = H +
2ρ

γb
ddT − 1

(ρ/γ)b+ a

(
ρ

γ
d+Hy

)(
ρ

γ
d+Hy

)T

. (120)

Z těchto čtyř konkrétńıch metod jsou bez daľśıch úprav prakticky použitelné pouze metoda BFGS a
Hoshinova metoda. Metoda DFP vyžaduje přesný výběr délky kroku nebo d̊usledné škálováńı, jinak
konverguje velmi pomalu. Metoda hodnosti 1 obecně nesplňuje podminku pro pozitivńı definitnost matice
H+ (zd̊uvodněńı je uvedeno v poznámce 93), takže může doj́ıt ke ztrátě globálńı konvergence vlivem
porušeńı podmı́nky spádovosti (S1a).

Poznámka 90 Pro konstrukci metod s omezenou pamět́ı je užitečný pseudosoučinový tvar

1

γ
H+ =

(
I −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
yT
)
H

(
I −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
yT
)T

+
ρ

γb
ddT (121)

který lze použ́ıt pouze tehdy, když η ≥ 0. Tento vzorec se velmi zjednoduš́ı pro metodu BFGS, kdy η = 1.
Plat́ı také

1

γ
H+ =

(
I − 1

b
dyT

)(
H +

η − 1

a
Hy(Hy)T

)(
I − 1

b
ydT

)
+

ρ

γb
ddT . (122)

Vzorec (116) lze zapsat ve tvaru

1

γ
H+ =

1

γ
HDFP

+ +
η

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
=

1

γ
HBFGS

+ +
η − 1

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
=

(
I − 1

b
dyT

)
H

(
I − 1

b
ydT

)
+

ρ

γb
ddT +

η − 1

a

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T
, (123)

kde prvńı část posledńıho řádku je pseudosoučinový tvar pro metodu BFGS a druhá část plyne ze vzorce
(116). Plat́ı také

1

γ
H+ = H − µ

m3
ddT +m3

(
m2

m3
d+Hy

)(
m2

m3
d+Hy

)T

= H +
µa

1− η
ddT − 1− η

a

(
ηa

(1− η)b
d+Hy

)(
ηa

(1− η)b
d+Hy

)T

, (124)

nebo

1

γ
H+ = H +m1

(
d+

m2

m1
Hy

)(
d+

m2

m1
Hy

)T

− µ

m1
Hy(Hy)T
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= H +
1

(ρ/γ)b+ ηa

((
η
a

b
+
ρ

γ

)
d− ηHy

)((
η
a

b
+
ρ

γ

)
d− ηHy

)T

− µb2

(ρ/γ)b+ ηa
Hy(Hy)T . (125)

kde m1, m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (114). Prvńı vzorec je zobecněńım vztahu pro metodu DFP
(použ́ıvá se pro η < 1) a druhý vzorec je zobecněńım vztahu pro metodu BFGS (použ́ıvá se pro η > 0).
Tyto dvoučlenné vzorce jsou vhodné pro praktické použit́ı, nebot’ vyžaduj́ı zhruba 2n2 aritmetických
opperaćı, zat́ımco tř́ıčlenný vztah (116) vyžaduje zhruba 3n2 aritmetických operaćı. Pomoćı vzorce (125)
lze aktualizaci metody BFGS vyjádřit ve tvaru

1

γ
HBFGS

+ = H +
1

(ρ/γ)b+ a

((
a

b
+
ρ

γ

)
d−Hy

)((
a

b
+
ρ

γ

)
d−Hy

)T

− 1

(ρ/γ)b+ a
Hy(Hy)T , (126)

Teoretický význam má též vzorec

1

γ
HBFGS

+ = H +
1

b

(
d

(
ρ

γ
d−Hy

)T

+

(
ρ

γ
d−Hy

)
dT

)
−
(
ρ

γ
− a

b

)
1

b
ddT , (127)

který lze źıskat variačńım odvozeńım (poznámka 116). Aktualizaci metody DFP lze vyjádřit v součinovém
tvaru

1

γ
HDFP

+ =

(
I − 1

a

(
Hy ±

√
ρa

γb
d

)
yT
)
H

(
I − 1

a

(
Hy ±

√
ρa

γb
d

)
yT
)T

. (128)

O správnosti všech těchto vztah̊u se můžeme přesvědčit jejich roznásobeńım a porovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch
si člen̊u.

Lemma 11 Necht’ H je symetrická pozitivně definit́ı matice, a > 0, b > 0, c > 0 a necht’ H+ je mat-
ice źıskaná pomoćı aktualizace (116), kde γ > 0 a ρ > 0. Pak matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2 má n − 2
jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou řešeńım kvadratické rovnice.

λ2 − σλ+ δ = 0,

kde

σ =
1

b2
(η(ac− b2) + b2) +

ρ

γ

c

b
=
ρ

γ

c

b
+

(
1− η

η∗

)
, (129)

δ =
ρ

γ

1

ab
(η(ac− b2) + b2) =

ρ

γ

b

a

(
1− η

η∗

)
(130)

a kde

η∗ = − b2

ac− b2
< 0

je kritická hodnota parametru η (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit 1/η∗ = 0 a η∗ = −∞).

Důkaz Podle (103) plat́ı

1

γ
H−1/2H+H

−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2. (131)

Tato matice má n − 2 jednotkových vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch n − 2 vlastńım vektor̊um kolmým k
H−1/2U . Zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou podle d̊usledku 7 vlastńımi č́ısly matice I +MUTH−1U , takže pro
ně muśı platit det((1 − λ)I + MUTH−1U) = 0. Použijeme-li pro M vztah uvedený ve větě 44 a pro
UTH−1U vztah
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UTH−1U =

[
c, b
b, a

]
,

můžeme psát

det((1− λ)I +MUTH−1U) = det

([
1− λ, 0
0, 1− λ

]
+M

[
c, b
b, a

])

= det

 η
ac− b2

b2
+
ρc

γb
+ 1− λ,

ρ

γ

−η ac− b2

ab
− b

a
, −λ

 = 0,

což po úpravě dává λ2 − σλ+ δ = 0 s koeficienty uvedenými v lemmatu 11. 2

Poznámka 91 Poznamenejme, že δ se jako součin vlastńıch č́ısel matice I+MUTH−1U podle d̊usledku 7
rovná determinantu matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2. Plat́ı tedy det((1/γ)H+) =
δ detH, což lze zapsat ve tvaru.

det

(
1

γ
H+

)
=
ρ

γ

b

a

(
1− η

η∗

)
detH (132)

(pokud ac− b2 = 0, můžeme položit 1/η∗ = 0).

Věta 45 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 11. Pak matice H+ je pozitivně definitńı právě tehdy,
je-li splněna nerovnost η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗ (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit η∗ = −∞).

Důkaz Je třeba naj́ıt podmı́nku pro to, aby rovnice λ2 − σλ + δ s koeficienty uvedenými v lemmatu 11
měla kladné kořeny. Označme λ1 a λ2 tyto kořeny. Pak λ1 + λ2 = σ a λ1λ2 = δ takže λ1 > 0 a λ2 > 0
právě tehdy. když σ > 0 a δ > 0. Z definice č́ısel σ a δ plyne, že

σ =
γ

ρ

a

b
δ +

ρ

γ

c

b
.

Jelikož předpokládáme, že a > 0, b > 0, c > 0, γ > 0, ρ > 0, plat́ı σ > 0 kdykoliv δ > 0. Z δ > 0
dostaneme podmı́nku η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗. 2

Poznámka 92 Ve větě 45 předpokládáme, že b > 0. Pokud b = 0, neńı matice H+ definována. Pokud
b < 0 a δ > 0, plyne z d̊ukazu věty 45, že σ < 0, takže matice H+ neńı pozitivně definitńı. Podmı́nka
b > 0 je tedy pro pozitivńı definitnost nutná.

Poznámka 93 Z věty 45 plyne, že matice H+ je pozitivně definitńı, pokud η ≥ 0 (nebot’ η∗ < 0). To
znamená, že metoda DFP, metoda BFGS i Hoshinova metoda generuj́ı pozitivně definitńı matice. Metoda
hodnosti 1 tuto vlastnost nemá, nebot’ př́ımým dosazeńım hodnoty η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) do výrazu pro
δ zjist́ıme, že plat́ı δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a), takže δ > 0 pouze tehdy, když bud’ 0 < ρ/γ < b/c, takže
η∗ < η < 0, nebo a/b < ρ/γ, takže 1 < η (ze Schwarzovy nerovnosti plyne, že b/c ≤ a/b).

V některých aplikaćıch, např́ıklad při minimalizaci s nelineárńımi omezeńımi, je velmi d̊uležitý inverzńı
tvar rekurentńıho vztahu (116).

Věta 46 (Aktualizace matice B = H−1). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 11. Necht’ B = H−1 a
B+ = H−1

+ . Pak plat́ı

γB+ = B +
γ

ρb
yyT − 1

c
Bd(Bd)T +

β

c

(c
b
y −Bd

)(c
b
y −Bd

)T
, (133)

kde

βη(ac− b2) + (β + η)b2 = b2. (134)
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Důkaz Inverźı vztahu (1/γ)H+ = H + UMUT podle d̊usledku 8 dostaneme

γB+ = B −BU(M−1 + UTBU)−1UTB
∆
= B +BUKUTB,

kde K ∈ R2×2. Jelikož podle (104) plat́ı H+y = ρd, muśı platit B+d = (1/ρ)y neboli

γB+d = Bd+ [Bd, y]

[
k1, k2
k2, k3

] [
c
b

]
= Bd+ (k1c+ k2b)Bd+ (k2c+ k3b)y =

γ

ρ
y,

takže nutně
k1c+ k2b = −1,

k2c+ k3b = γ/ρ.

Zvoĺıme k2 = −β/b a zbylé prvky k1, k3 urč́ıme řešeńım uvedených rovnic. T́ım dostaneme

K =


β − 1

c
, −β

b

−β
b
,

1

b

(
β
c

b
+
γ

ρ

)
 ,

což po dasazeńı do γB+ = B +BUKUTB dává (133). Vztah (134), svazuj́ıćı β s η lze źıskat např́ıklad z
rovnosti

K = −(M−1 + UTBU)−1.

Jednodušš́ı zp̊usob je uveden v poznámce 95. 2

Poznámka 94 (Dualita) Vztah (133) dostaneme ze vztahu (116) záměnou γ → 1/γ, ρ → 1/ρ, a → c,
c → a, d → y, y → d, H → B, η → β. Metody DFP a BFGS jsou navzájem duálńı. Metodu DFP
dostaneme pro β = βDFP = 1, takže

γBDFP
+ = B +

(
c

b
+
γ

ρ

)
1

b
yyT − 1

b

(
BdyT + y(Bd)T

)
. (135)

Metodu BFGS dostaneme pro β = βBFGS = 0, takže

γBBFGS
+ = B +

γ

ρb
yyT − 1

c
Bd(Bd)T . (136)

Metoda hodnosti 1 je samoduálńı, dostaneme ji pro β = βR1 = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b), takže

γBR1
+ = B +

1

(γ/ρ)b− c

(
γ

ρ
y −Bd

)(
γ

ρ
y −Bd

)T

. (137)

Hoshinova metoda je také samoduálńı, dostaneme ji pro β = βH = (γ/ρ)/(γ/ρ+ c/b), takže

γBH
+ = B +

2γ

ρb
yyT − 1

(γ/ρ)b+ c

(
γ

ρ
y +Bd

)(
γ

ρ
y +Bd

)T

. (138)

Poznámka 95 Z duality lze snadno určit vztah mezi β a η. Plat́ı totiž

det(γB+) =
γ

ρ

b

c

(
1− β

β∗

)
detB, (139)

což spolu s výrazem (132) pro detH+ a s identitami detB detH = 1, detB+ detH+ = 1 dává
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b2

ac

(
1− β

β∗

)(
1− η

η∗

)
= 1. (140)

Po dosazeńı, roznásobeńı a úpravě tohoto vztahu dostaneme rovnost (134). Z vyjádřeńı (139) vyplývá, že
matice B+ je pozitivně definitńı právě tehdy, jestliže β > β∗, kde

β∗ = η∗ = − b2

ac− b2
< 0. (141)

Poznámka 96 Ze vztah̊u (134) a (140)–(141) plyne, že pro η ≥ η∗ plat́ı β ≥ β∗ a tud́ıž 1 − η/η∗ ≥ 0 a
1−β/β∗ ≥ 0. Jestliže v tomto intervalu η roste pak β klesá a naopak, takže hodnoty η = η∗ a η = ∞ jsou
duálńı k hodnotám β = ∞ a β = β∗. Podle (140)–(141) pro η ≤ η, η ≥ 1, plat́ı

1− β

β∗ =
ac

b2

(
1− η

η∗

)−1

=
ac

η(ac− b2) + b2
≥ ac

η(ac− b2) + b2
=

ac

ηac+ b2(1− η)
≥ 1

η
. (142)

Poznámka 97 Z úvahy použité v poznámce 95 plyne, že při přechodu od vztahu (116) ke vztahu (133)
provád́ıme záměnu δ → 1/δ. Z d̊ukazu věty 46 v́ıme, že −K−1 = M−1 + UTBU = M−1(I +MUTBU),
což podle lemmatu 11 dává det(K−1) = δ det(M−1) (nebot’ K ∈ R2×2, takže det(−K−1) = detK−1).
Odtud plyne, že při přechodu od vztahu (116) ke vztahu (133) provád́ıme záměnu µ → µ/δ. Z duality
plyne, že

1

δ
=
γ

ρ

1

bc
(β(ac− b2) + b2) =

γ

ρ

b

c

(
1− β

β∗

)
, (143)

µ

δ
=

1

bc

(
β
c

b
+ (1− β)

γ

ρ

)
. (144)

Jelikož vlastńı č́ısla matice γB−1/2B+B
−1/2 jsou převrácenými hodnotami vlastńıch č́ısel matice (131),

jsou to bud’ jednotky nebo řešeńı kvadratické rovnice

λ2 − σ

δ
λ+

1

δ
= 0.

Z duality plyne, že
σ

δ
=

1

b2
(η(ac− b2) + b2) +

γ

ρ

a

b
=
γ

ρ

a

b
+

(
1− β

β∗

)
. (145)

Poznámka 98 Jelikož Bs = −g (poznámka 86), lze ve vztahu (133) nahradit vektor Bd vektorem −αg,
takže odpadne maticové násobeńı.

Poznámka 99 V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny hodnoty parametr̊u nejznáměǰśıch metod s proměnnou
metrikou z Broydenovu tř́ıdy.
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DFP BFGS R1 H

η 0 1
ρb

ρb− γa

ρb

ρb+ γa

δ
ρb

γa

ρc

γb

ρ

γ

ρc− γb

ρb− γa

ρ

γ

ρc+ γb

ρb+ γa

µ
ρ

γab

1

b2
0

2

b2
ρb

ρb+ γa

β 1 0
γb

γb− ρc

γb

γb+ ρc
1

δ

γa

ρb

γa

ρc

γ

ρ

γa− ρb

γb− ρc

γ

ρ

γa+ ρb

γb+ ρc
µ

δ

1

b2
γ

ρbc
0

2

b2
γb

γb+ ρc

4.2 Součinový tvar metod s proměnnou metrikou

Nyńı budeme vyšetřovat součinový tvar metod s proměnnou metrikou. Budeme předpokládat že H = SST

a H+ = S+S
T
+, kde matice S ∈ Rn×m a S+ ∈ Rn×m maj́ı plnou hodnost. Matice S+ se určuje pomoćı

aktualizace
1
√
γ
S+ = S + pq̃T , (146)

kde p ∈ Rn a q̃ ∈ Rm. Součinový tvar metod s proměnnou metrikou se použ́ıvá zejména tehdy, kdyžm < n
a to bud’ při minimalizaci na lineárńı varietě rovnoběžné s podprostorem L(S) dimenze m < n, nebo v
př́ıpadě metod s omezenou pamět́ı, kdy uchováváme pouze m < n vektor̊u, tvoř́ıćıch sloupce matice S.
Použ́ıváme-li metody spádových směr̊u, plat́ı s = −Hg = −SST g, takže d = αs ∈ L(S). Budeme tedy
předpokládat, že

d = Sd̃ ̸= 0, p = Sp̃ ̸= 0

(d ̸= 0 plyne z toho, že Hg = 0 pouze tehdy, je-li bod x stacionárńım bodem na lineárńı varietě rovnoběžné
s podprostorem L(S) a p ̸= 0 je záležitost volby tohoto vektoru). Dále budeme předpokládat, že

ỹ = ST y ̸= 0, q̃ = ST q ̸= 0

(ỹ ̸= 0 plyne z toho, že nerovnost b = yT d = yTSd̃ = ỹT d̃ > 0 lze zajistit vhodným výběrem délky kroku
a q̃ ̸= 0 je záležitost volby tohoto vektoru).

Poznámka 100 Pokud H = SST , poč́ıtáme směrový vektor s = −Hg podle vzorc̊u

s̃ = −ST g, s = Ss̃.

Pak d̃ = αs̃ a ỹ = ST y.

Poznámka 101 Pokud p ∈ L(S) (což předpokládáme), lze vzorec (146) zapsat dvoj́ım zp̊usobem, bud’

1
√
γ
S+ = S(I + p̃q̃T ), (147)

nebo
1
√
γ
S+ = (I + pqT )S. (148)

Pokud ale p ̸∈ L(S) (jako u posunutých metod s proměnnou metrikou popsaných v odd́ılu 8.3) jsou tyto
matice r̊uzné.
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V př́ıpadě, že m < n, je pozitivně semidefinitńı matice H singulárńı (má hodnost m < n). Z tohoto
d̊uvodu nelze použ́ıt inverzńı matici H−1. Mı́sto toho se použ́ıvá pseudoinverzńı matice H†

Definice 24 Necht’M je libovolná matice. Pak matici M† stejného typu jako MT nazveme pseudoinverźı
matice M , jsou-li matice MM† a M†M symetrické a plat́ı-li

MM†M =M, M†MM† =M†.

Věta 47 Ke každé matici existuje jej́ı pseudoinverze a je určena jednoznačně.

Důkaz (a) (Existence) Necht’ matice M ∈ Rn×m má hodnost k ≤ min(n,m). Je zřemé, že tuto matici lze
vyjádřit ve tvaru M = UV T , kde matice U ∈ Rn×k a V ∈ Rm×k maj́ı plnou hodnost (hodnost součinu
matic nepřevýš́ı hodnost žádného činitele). Ukážeme, že M† = V (V TV )−1(UTU)−1UT . Symetrie matic
M†M a MM† je zřejmá. Dále plat́ı

MM†M = UV TV (V TV )−1(UTU)−1UTUV T = UV T =M.

M†MM† = V (V TV )−1(UTU)−1UTUV TV (V TV )−1(UTU)−1UT = V (V TV )−1(UTU)−1UT =M†.

(b) (Jednoznačnost) Necht’ M†
1 , M

†
2 jsou dvě matice takové, že

MM†
1 = (MM†

1 )
T , MM†

2 = (MM†
2 )

T ,

M†
1M = (M†

1M)T , M †
2M = (M†

2M)T ,

MM†
1M =M, MM†

2M =M,

M†
1MM†

1 =M†
1 , M†

2MM†
2 =M†

2 .

Nejdř́ıve ukážeme, že MM†
1 =MM†

2 . Plat́ı

MM†
1 = (M†

1 )
TMT = (M†

1 )
TMT (M†

2 )
TMT =MM†

1 (M
†
2 )

TMT =MM†
1MM†

2 =MM†
2

Úplně stejně se dokáže, že M†
1M =M†

2M . Použijeme-li tyto vztahy, dostaneme

M†
1 =M†

1MM†
1 =M†

1MM†
2 =M†

2MM†
2 =M†

2

. 2

Poznámka 102 Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, plnou hodnost, lze podle definice 24 snadno ověřit, že

S† = (STS)−1ST , S†S = I (149)

(SST )† = (S†)TS† = S(STS)−2ST , (STS)−1 = S†(S†)T . (150)

Poznámka 103 Necht’ M je symetrická pozitivně semidefinitńı matice. Pak existuj́ı matice M1/2 a
(M†)1/2 takové, že M1/2M1/2 = M a (M†)1/2(M†)1/2 = M†. Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, plnou
hodnost, lze podle definice 24 snadno ověřit, že

(SST )1/2 = S(STS)−1/2ST , ((SST )†)1/2 = S(STS)−3/2ST . (151)

Věta 48 Necht’ matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost a necht’ U ∈ Rn×k, V ∈ Rm×k, k ≤ m, jsou
matice takové, že S + UV T má plnou hodnost. Pak plat́ı

(S + UV T )† = S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†. (152)
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Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že matice I + V TS†U je regulárńı. Předpokládejme naopak, že pro nějaký
vektor x ̸= 0 plat́ı (I+V TS†U)x = 0. Pak nutně y = S†Ux ̸= 0. Muśı tedy platit (S†U+S†UV TS†U)x =
S†(S + UV T )y = 0, kde y ̸= 0, což je ve sporu s předpokladem, že matice S† a S + UV T maj́ı plnou
hodnost.

(b) Jelikož S + UV T má plnou hodnost, má i (S + UV T )† plnou hodnost a podle (149) je tato matice
určena vztahem (S + UV T )†(S + UV T ) = I. Protože

(S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†)(S + UV T ) = I + S†U(I + V TS†U)(I + V TS†U)−1V T

−S†U(I + V TS†U)−1V T − S†UV TS†U(I + V TS†U)−1V T = I,

plat́ı (S + UV T )† = S† − S†U(I + V TS†U)−1V TS†. 2

Věta 49 Necht’ H je pozitivně semidefinitńı matice a U = HV , kde V ∈ Rn×2. Pak, jsou-li matice M a
M−1 + V THV regulárńı, plat́ı

(H + UMUT )† = B −BU(M−1 + UTBU)−1UTB, B = H†. (153)

Důkaz Jelikož U = HV , můžeme vzorec (153) zapsat ve tvaru

(H +HVMV TH)† = B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB.

Plat́ı (
B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB

) (
H +HVMV TH

)
= BH −BHV (M−1 + V THV )−1V THBH +BHVMV TH

− BHV (M−1 + V THV )−1V THVMV TH = BH,

takže matice (H + UMUT )†(H + UMUT ) = BH je symetrická. Úplně stejným zp̊usobem se dokáže, že
matice (H + UMUT )(H + UMUT )† = HB je symetrická. Nakonec dostaneme

(H + UMUT )(H + UMUT )†(H + UMUT ) = (H +HVMV TH)BH

= H +HVMV TH = H + UMUT ,

(H + UMUT )†(H + UMUT )(H + UMUT )† = BH(B −BHV (M−1 + V THV )−1V THB

= B −BH(M−1 + V THV )−1V THB

= (H + UMUT )†.

2

Poznámka 104 Podmı́nka U = [d,Hy] = HV je splněna, pokud s = −Hg. Pak d = −αHg, takže
V = [−αg, y].

Poznámka 105 Použijeme-li pseudoinverzńı matice S† a B = H†, můžeme psát

ỹ = ST y = S†Hy, q̃ = ST q = S†Hq, (154)

d̃ = S†d = STBd, p̃ = S†p = STBp, (155)

Hy = Sỹ, Hq = Sq̃, (156)

Bd = (S†)T d̃, Bp = (S†)T p̃, (157)

nebot’ podle (149) a (150) plat́ı S†H = ST a STB = S†. Při odvozováńı součinového tvaru metod s
proměnnou metrikou budeme použ́ıvat č́ısla

a = yTSST y = ỹT ỹ, b = yT d = ỹT d̃, c = dT (SST )†d = d̃T d̃. (158)

Nejprve je třeba zobecnit lemma 11.
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Lemma 12 Necht’ H = SST , kde matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost. Necht’ (1/γ)H+ =
H + UMU , kde U = SŨ = S[d̃, ỹ] a M ∈ R2×2. Pak matice (1/γ)(H†)1/2H+(H

†)1/2 má n−m nulových
vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vektor̊um kolmým ke sloupc̊um matice S, m−2 jednotkových vlastńıch
č́ısel a dvě vlastńı č́ısla, která jsou vlastńımi č́ısly matice I+MUTH†U . Tato dvě vlastńı č́ısla jsou řešeńım
kvadratické rovnice.

λ2 − σλ+ δ = 0,

kde

σ =
1

b2
(η(ac− b2) + b2) +

ρ

γ

c

b
, δ =

ρ

γ

1

ab
(η(ac− b2) + b2).

Důkaz Použijeme-li vztahy uvedené v poznámkách 102 a 103, můžeme psát

(1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 = (H†)1/2H(H†)1/2 + (H†)1/2UMUT (H†)1/2

= S(STS)−3/2STSSTS(STS)−3/2ST + (H†)1/2UMUT (H†)1/2

= S(STS)−1ST + S(STS)−3/2STUMUTS(STS)−3/2ST

Je zřejmé, že (1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2v = 0, pro každý vektor v takový, že ST v = 0. Takových lineárně

nezávislých vektor̊u je n−m. Zbylá vlastńı č́ısla matice (1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 tedy odpov́ıdaj́ı vlastńım

vektor̊um tvaru v = Sṽ. Pro tyto vektory plat́ı

S(STS)−1ST v = S(STS)−1STSṽ = Sṽ = v,

takže odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla jsou o jedničku větš́ı než vlastńı č́ısla matice (H†)1/2UMUT (H†)1/2. Podle
d̊usledku 7 jsou to tedy jedničky nebo vlastńı č́ısla matice I +MUTH†U . Jelikož

UTH†U = ŨTSTS(STS)−2STSŨ = ŨT Ũ =

[
c, b
b, a

]
,

můžeme postupovat stejně jako v d̊ukazu lemmatu 11 a źıskat tak vztahy pro dvě zbylá vlastńı č́ısla matice
(1/γ)(H†)1/2H+(H

†)1/2. 2

Ukážeme, jak muśı vypadat aktualizace (146), aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

S+S
T
+y = ρd. (159)

Lemma 13 Uvažujme aktualizaci (146), s nenulovým vektorem q̃ zvoleným tak, že

D2 ∆
= (q̃T ỹ)2 + (

ρ

γ
b− a)q̃T q̃ > 0, (160)

kde ỹ = ST y (pokud (ρ/γ)b > a, lze volit q̃ libovolně). Pak kvazinewtonovská podmı́nka (159) je splněna
právě tehdy, plat́ı-li

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

q̃T (ỹ + τ q̃)
=

(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

D
.

Čı́slo τ = pT y se vypočte z rovnosti q̃T ỹ + τ q̃T q̃ = D (pokud (ρ/γ)b = a, lze volit τ = 0).

Důkaz Použit́ım vztahu (146) dostaneme

1

γ
S+S

T
+ = (S + pq̃T )(ST + q̃pT ) = SST + pq̃TST + Sq̃pT + pq̃T q̃pT ,

takže kvazinewtonovskou podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

Sỹ + pq̃T ỹ + Sq̃pT y + pq̃T q̃pT y =
ρ

γ
d,
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kde ỹ = ST y. Označ́ıme-li τ = pT y, můžeme tuto rovnost zapsat ve tvaru

S(ỹ + τ q̃) + pq̃T (ỹ + τ q̃) =
ρ

γ
d,

odkud dostaneme vztah pro p. Dosad́ıme-li tento vztah do rovnosti τ = pT y, můžeme psát

τ2q̃T q̃ + 2τ q̃T ỹ =
ρ

γ
b− a.

Z druhé strany umocněńım výrazu D = q̃T ỹ + τ q̃T q̃, dostaneme

τ2(q̃T q̃)2 + 2τ q̃T ỹq̃T q̃ + (q̃T ỹ)2 = D2,

což porovnáńım dává

D2 = (q̃T ỹ)2 + (
ρ

γ
b− a)q̃T q̃. (161)

Výraz (161) muśı být kladný, což poněkud omezuje volbu vektoru q̃. Poznamenejme, že pro q̃ = ỹ a
(ρ/γ)b > 0 je tento výraz kladný, nebot’ a = ỹT ỹ = q̃T ỹ = q̃T q̃ > 0. 2

Nyńı se budeme zabývat součinovým tvarem metod z Broydenovy tř́ıdy.

Lemma 14 Necht’ U = SŨ = S[d̃, ỹ]. Uvažujme aktualizaci (146) (splňuj́ıćı kvazinewtonovskou podmı́nku
(159)), kde q̃ = Ũ q̂ a kde vektor q̂ ∈ R2 je zvolen tak, aby byla splněna nerovvnost (160). Pak pro matici
H+ = S+S

T
+ plat́ı H+ = γ(H + UMUT ), přičemž δ = det(I +MUTH†U) ≥ 0 a µ = −detM ≥ 0.

Důkaz Jestliže q̃ = Ũ q̂ a D2 > 0, pak podle lemmatu 13 plat́ı

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

D
=

(ρ/γ)d− SST y + τUq̂

D

∆
= Up̂,

kde p̂ ∈ R2 Dosad́ıme-li tato vyjádřeńı do vztahu (146), můžeme psát

1

γ
S+S

T
+ = (S + pq̃T )(S + pq̃T )T = SST + Up̂q̂TUT + Uq̂p̂TUT + Up̂q̃T q̃p̂TUT = SST + UMUT ,

kde

M = p̂q̂T + q̂p̂T + p̂q̃T q̃p̂T = [p̂, q̂]

[
q̃T q̃, 1
1, 0

] [
p̂T

q̂T

]
.

Použijeme-li větu o násobeńı determinant̊u, dostaneme

detM = −(det[p̂, q̂])2 ≤ 0.

Podle lemmatu 12 se č́ıslo δ rovná součinu vlastńıch č́ısel matice

(1/γ)(H†)1/2H+(H
†)1/2 = S(STS)−3/2STS(I + p̃q̃T )(I + q̃p̃T )STS(STS)−3/2ST

odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım vektor̊um z L(S) (použ́ıváme vztahy (147) a (151)). Tento součin je podle lem-
matu 10 roven determinantu matice

(I + q̃p̃T )(STS)−1/2STS(STS)−1/2(I + p̃q̃T ) = (I + q̃p̃T )(I + p̃q̃T ),

takže plat́ı
δ = det(I + p̃q̃T ) det(I + q̃p̃T ) = (1 + q̃T p̃)2 ≥ 0.

2
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Poznámka 106 Podle lemmatu 14 existuje součinový tvar pouze pro ty metody z Broydenovy tř́ıdy, pro
které δ ≥ 0 a µ ≥ 0. Ve větě 51 a d̊usledku 9 ukážeme, že tyto nutné podmı́nky jsou i podmı́nkami
postačuj́ıćımi (poznámka 108).

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektor q̃ = Ũ q̂, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy. Jak
vyplývá z d̊ukazu lemmatu 13, je vektor p určen vektorem q̃ (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Nav́ıc výsledná
aktualizace nezáviśı na normě vektoru q̃, nebot’ z (146) plyne, že vynásob́ıme-li vektor q̃ nějakým č́ıslem,
stač́ı t́ımto č́ıslem vydělit vektor p. Proto budeme hledat vektor q̃ ve tvaru q̃ = ỹ − ϑd̃.

Věta 50 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 14 a necht’ q̃ = ỹ − ϑd̃. Pak aktualizace (146) je
ekvivalentńı aktualizaci (116), pokud

ρ

γ

(b− ϑc)2

D2
=

1

ab
(η(ac− b2) + b2), (162)

kde

D2 =
ρ

γ
b(a− 2ϑb+ ϑ2c)− ϑ2(ac− b2). (163)

Jestlǐze η = 0, pak bud’ ϑ = 0 nebo

1

ϑ
=

1

2

(
γ

ρ
+
c

b

)
.

V ostatńıch př́ıpadech plat́ı

1

ϑ
= −m3

m2
±

√(
γ

ρ
+
m3

m2

)(
c

b
+
m3

m2

)
,

kde m1, m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (114), což lze zapsat ve tvaru

1

ϑ
=
b

η

(
η − 1

a
± γ

ρ

√
δµ

)
.

Důkaz V d̊ukazu lemmatu 14 jsme ukázali, že δ = (1 + q̃T p̃)2. Výraz vystupuj́ıćı na pravé straně této
rovnosti je podle lemmatu 13 roven č́ıslu

1 + q̃T p̃ = 1 + qT p =
ρ

γ

qT d

D
=
ρ

γ

q̃T d̃

D
=
ρ

γ

b− ϑc

D
.

Použijeme-li tuto rovnost a vztah (130), dostaneme (162). Jelikož q̃T ỹ = a − ϑb a q̃T q̃ = a − 2ϑb + ϑ2c,
dostaneme po dosazeńı těchto vztah̊u do (161) a po úpravě výraz (163). Vynásob́ıme-li rovnost (162)
č́ıslem aD2 dostaneme

ρ

γ
a(b− ϑc)2 − bD2 =

η

b
D2(ac− b2).

Dosad́ıme-li (163) do levé strany této rovnosti, sdruž́ıme-li odpov́ıdaj́ıćı si členy a vyděĺıme-li vzniklou
rovnici č́ıslem ac− b2, můžeme psát

ϑ2
(
ρ

γ
c+ b

)
− 2ϑ

ρ

γ
b =

η

b
D2.

Jestliže η = 0, je bud’ ϑ = 0 nebo 1/ϑ = (γ/ρ + c/b)/2. V opačném př́ıpadě, dosazeńım za D2 a daľśımi
úpravami spoč́ıvaj́ıćımi v tom, že na obou stranách vytkneme výraz v hranaté závorce, převedeme všechny
členy na levou stranu a výslednou rovnici vyděĺıme č́ıslem ηa, dostaneme
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(1− η)b

ηa

[
ϑ2
(
ρc

γb
+ 1

)
− 2ϑ

ρ

γ

]
+ ϑ2

c

b
− ρ

γ
= 0,

což po vyděleńı č́ıslem (ρ/γ)ϑ2 s použit́ım (114) dává

1

ϑ2
+

2

ϑ

m3

m2
−
(
m3

m2

(
γ

ρ
+
c

b

)
+
γc

ρb

)
= 0.

Tato kvadratická rovnice má řešeńı

1

ϑ
= −m3

m2
±

√(
m3

m2

)2

+
m3

m2

(
γ

ρ
+
c

b

)
+
γc

ρb
= −m3

m2
±

√(
γ

ρ
+
m3

m2

)(
c

b
+
m3

m2

)
.

Posledńı dokazovaný vztah plyne z toho, že

c

b
+
m3

m2
=
ηac+ (1− η)b2

ηab
=
η(ac− b2) + b2

ηab
=
γδ

ρη
a

γ

ρ
+
m3

m2
=

1

η

(
η
γ

ρ
+ (1− η)

b

a

)
=

γb

ρaη

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
=
γb2

ρη
µ.

2

Poznámka 107 Věta 50 udává zp̊usob, jak lze k dané metodě s proměnnou metrikou (charakterizované
parametrem η) nalézt součinový tvar (146). K dané hodnotě η najdeme podle věty 50 hodnotu ϑ určuj́ıćı
vektor q̂ a č́ıslo D2 (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Pak podle lemmatu 13 urč́ıme vektor p (existuj́ı opět dvě
řešeńı).

(a) Pro metodu DFP plat́ı η = 0, takže lze volit ϑ = 0.

(b) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže m3 = 0, což dává ϑ = ±
√
ρb/γc.

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ−a/b), takže µ = 0 am3/m2 = −γ/ρ, což dává ϑ = ρ/γ.
Metodu hodnosti 1 můžeme vyjádřit v součinovém tvaru pouze tehdy, když bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c, nebo
a/b ≤ ρ/γ (poznámka 93).

Použit́ı věty 50 neńı př́ılǐs vhodné pro explicitńı vyjádřeńı součinového tvaru. Jinou možnost udává
následuj́ıćı věta, kde symboly

√
δ a

√
µ označuj́ı libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
δ)2 = δ

a (
√
µ)2 = µ.

Věta 51 Necht’ a > 0, b > 0, c > 0 a ac − b2 > 0. Uvažujme aktualizaci (116), kde H = SST , ρ > 0,
γ > 0. Necht’ δ ≥ 0, µ ≥ 0 a bud’ δ > 0 nebo µ > 0. Necht’ d = Sd̃ a ỹ = ST y. Pak plat́ı H+ = ST

+S+, kde

1
√
γ
S+ = S + Up̂q̂T ŨT , (164)

přičemž

p̂q̂T =
1

λ


ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ




√
δ − b

√
µ

−γ
ρ

√
δ + c

√
µ

T

a

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+

(
b− γ

ρ
a

)√
δ +

(
ac− b2

)√
µ.
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Důkaz (a) Z d̊ukazu lemmatu 14 v́ıme, že

(p̂1q̂2 − q̂1p̂2)
2 = (det[p̂, q̂])2 = −detM = µ.

Použijeme-li tento výsledek můžeme psát

p̂q̂T − q̂p̂T =

[
0, p̂1q̂2 − q̂1p̂2
q̂1p̂2 − p̂1q̂2, 0

]
=

[
0, +

√
µ

−√
µ, 0

]
.

(b) Předpokládejme nejprve, že δ > 0. Použijeme-li vztah (164), dostaneme

1

γ
S+S

T
+ = S(I + Ũ p̂q̂T ŨT )(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ST .

Z d̊ukazu lemmatu 14 v́ıme, že

det(I + Ũ p̂q̂T ŨT ) =
√
δ,

takže podle lemmatu 10 plat́ı

(I + Ũ p̂q̂T ŨT )−1 = I − 1√
δ
Ũ p̂q̂T ŨT

a podmı́nku S+S
T
+y = ρd můžeme zapsat ve tvaru

(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ỹ =
ρ

γ

(
I − 1√

δ
Ũ p̂q̂T ŨT

)
d̃.

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva matićı ŨT a přihlédneme-li k tomu, že

ŨT Ũ =

[
d̃T d̃, d̃T ỹ

ỹT d̃, ỹT ỹ

]
=

[
c, b
b, a

]
,

dostaneme [
b
a

]
+

[
c, b
b, a

]
q̂p̂T

[
b
a

]
=
ρ

γ

([
c
b

]
− 1√

δ

[
c, b
b, a

]
p̂q̂T

[
c
b

])
,

což po úpravě dává

q̂p̂T
[
b
a

]
+ p̂q̂T

1√
δ

ρ

γ

[
c
b

]
=

1

ac− b2

[
a, −b
−b, c

](
ρ

γ

[
c
b

]
−
[
b
a

])
=

[ ρ

γ
−1

]
.

Použijeme-li nyńı (a), dostaneme

p̂q̂T
([

b
a

]
+

1√
δ

ρ

γ

[
c
b

])
=

[ ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ

]
.

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že vektor p̂ ∈ R2 je skalárńım násobkem vektoru na pravé straně posledńı
rovnosti. Jelikož skalárńı násobek můžeme zvolit libovolně, polož́ıme

p̂ =

[ ρ

γ
+ a

√
µ

−1− b
√
µ

]
.

Pak pro vektor q̂ ∈ R2 dostaneme rovnici

q̂1

(
b+

1√
δ

ρ

γ
c

)
+ q̂2

(
a+

1√
δ

ρ

γ
b

)
= 1
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a z (a) plyne

q̂1 (1 + b
√
µ) + q̂2

(
ρ

γ
+ a

√
µ

)
=

√
µ.

Řešeńım těchto dvou rovnic je vektor

q̂ =
1

λ

[ √
δ − b

√
µ

−γ
ρ

√
δ + c

√
µ

]
,

kde

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+

(
b− γ

ρ
a

)√
δ + (ac− b2)

√
µ.

Jelikož ac−b2 > 0, je alespoň jeden z výraz̊u (ρ/γ)c−b a b− (γ/ρ)a nenulový a protože δ > 0, lze vhodnou
volbou znamének

√
δ a

√
µ doćılit toho, že λ ̸= 0.

(c) Necht’ δ = 0 a µ > 0. Jelikož podle předpokladu plat́ı ac− b2 > 0, můžeme vhodnou volbou znaménka√
µ doćılit toho, že λ ̸= 0. Jelikož podle poznámky 85 je δ(η) lineárńı funkćı parametru η (se směrnićı

ac− b2 > 0), plat́ı δ(η+ ε) > 0 pro libovolné č́ıslo ε > 0. Pro δ(η+ ε) > 0 můžeme použ́ıt postup uvedený
v (b) a protože všechny veličiny v rozkladu (164) záviśı spojitě na ε, lze použ́ıt limitńı přechod a tvrzeńı
plat́ı i pro δ = δ(η) = 0. 2

Obě předchoźı věty obsahuj́ı poměrně komplikované výrazy. Tyto výrazy se velmi zjednoduš́ı pro
základńı metody (117), (118), (119).

Důsledek 9 Pro metodu DFP plat́ı η = 0, čili δ = ρb/(γa) a µ = ρ/(γab), takže

1
√
γ
SDFP
+ = S − 1

a

(
SST y ±

√
ρa

γb
d

)
ỹT . (165)

Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, čili δ = ρc/(γb) a µ = 1/b2, takže

1
√
γ
SBFGS
+ = S − 1

b
d

(
ỹ ±

√
ρb

γc
d̃

)T

. (166)

Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b), čili δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a) a µ = 0, takže

1
√
γ
SR1
+ = S +

√
δ − 1

(ρ/γ)2c− 2(ρ/γ)b+ a

(
ρ

γ
d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

. (167)

V těchto vzorćıch je d = Sd̃ a SST y = Sỹ. Čitatel i jmenovatel v posledńım vzorci je vždy nenulový (i
když δ = 0).

Důkaz K odvozeńı těchto vztah̊u můžeme použ́ıt bud’ větu 50 nebo větu 51. Použit́ı věty 50 je vhodné pro
metodu DFP, nebot’ pro ϑ = 0 se potřebné výrazy velmi zjednoduš́ı. Pro metodu BFGS muśıme použ́ıt trik
spoč́ıvaj́ıćı v tom, že kvazinewtonovská podmı́nka je v tomto př́ıpadě splněna, pokud τ = −1. Použit́ım
této hodnoty lze obej́ıt výpočet č́ısla D2 a jeho odmocniny. Zde použijeme větu 51. Př́ımé dosazeńı do
(164) neńı triviálńı a vyžaduje speciálńı volbu znaménka

√
µ, jinak nedostaneme jednoduchá vyjádřeńı.

(a) Pro metodu DFP lze dosazeńım zjistit, že δ = ρb/(γa) a µ = ρ/(γab). Znaménko
√
µ budeme volit

tak, aby platilo
√
δ = b

√
µ. Pak

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γa

ρb

(
ρ

γ
c− b

)√
δ =

(
ρ

γ
c− b

)
(
√
δ + 1)/

√
δ,
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p̂ =

 a

b
(
ρb

γa
+

√
δ)

−1−
√
δ

 =

[ a

b

√
δ(
√
δ + 1)

−(
√
δ + 1)

]
, q̂ =

1

a

[
0
γa

ρb
(
ρ

γ
c− b)

√
δ

]
=

1

a

[
0

(
ρ

γ
c− b)/

√
δ

]
,

takže po vykráceńı

1

λ
p̂q̂T =

1

a

[ a

b

√
δ

−1

] [
0
1

]T
= −1

a

 ±
√
ρa

γb
1

[ 0
1

]T
.

(b) Pro metodu BFGS lze dosazeńım zjistit, že δ = ρc/(γb) a µ = 1/b2. Znaménko
√
µ budeme volit tak,

aby platilo
√
µ = −1/b. Pak

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ − 1

b
(ac− b2) =

c

b

(
ρ

γ
b− a

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ

=

(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

(
ρc

γb
+

√
δ

)
=

(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

√
δ(
√
δ + 1),

p̂ =
1

b

[ ρ

γ
b− a

0

]
, q̂ =

[ √
δ + 1

−γ
ρ
(
√
δ +

ρc

γb
)

]
=

[ √
δ + 1

−γ
ρ

√
δ(
√
δ + 1)

]
,

takže po vykráceńı

1

λ
p̂q̂T =

1

b

[
1
0

] ρ

γ

1√
δ

−1

T

= −1

b

[
1
0

] ±

√
ρb

γc

1


T

.

(c) Pro metodu hodnosti 1 lze dosazeńım zjistit, že

δ =
ρ

γ

ρ

γ
c− b

ρ

γ
b− a

a µ = 0, takže

λ =

(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ =

γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

+
√
δ

)
=
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ(
√
δ + 1),

p̂ =

[ ρ

γ
−1

]
, q̂ =

√
δ

[
1

−γ
ρ

]
=
γ

ρ

√
δ

[ ρ

γ
−1

]
,

a po vykráceńı

1

λ
p̂q̂T =

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
ρ

γ
b− a

)
(
√
δ + 1)

=

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
√
δ − 1)

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

− 1

) =

[ ρ

γ
−1

][ ρ

γ
−1

]T
(
√
δ − 1)

(
ρ

γ

)2

c− 2

(
ρ

γ

)
b+ a

.
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Jmenovatel v posledńım vzorci je kvadratický výraz v ρ/γ. Jeho diskriminant b2−ac je podle předpokladu
záporný, takže jmenovatel nemůže být nikdy nulový. Aby byl čitatel nulový, muselo by platit δ = 1, což
po dosazeńı a po úpravě dává (ρ/γ)2c− 2(ρ/γ)b+ a = 0. Tato rovnost, jak jsme právě dokázali, nemůže
nastat. Jelikož ac − b2 > 0, je alespoň jeden z výraz̊u (ρ/γ)c − b a (ρ/γ)b − a nenulový. Pokud δ = 0,
je (ρ/γ)c − b = 0 a tedy (ρ/γ)b − a ̸= 0, což zajǐst’uje existenci metody hodnosti 1 (konečnost hodnoty
parametru η) v př́ıpadě, že δ = 0. 2

Poznámka 108 Ve větě 51 jsme předpokládali, že bud’ δ > 0 nebo µ > 0, nebot’ v opačném př́ıpadě neńı
matice p̂q̂T vystupuj́ıćı v (164) definovaná. I v tomto př́ıpadě je však možné vyjádřit aktualizaci (116) v
součinovém tvaru. Hodnota µ = 0 odpov́ıdá metodě hodnosti 1, pro kterou (po vykráceńı výrazem

√
δ

umožněným spojitou závislost́ı δ na η) plat́ı (167). Pokud ac− b2 > 0, nemůže být jmenovatel ani čitatel
v (167) nulový.

Poznámka 109 Vzorec (167) lze upravit tak, aby se v něm neodeč́ıtala bĺızká č́ısla. Dosad́ıme-li do (167)
výraz pro δ a rozš́ı̌ŕıme-li zlomek č́ıslem

√
δ + 1, vykrát́ı se nový čitatel s p̊uvodńım jmenovatelem a po

úpravách dostaneme

1
√
γ
SR1
+ = S +

1

ρ

γ
b− a±

√
ρ

γ

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ
c− b

) (ργ d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

.

V součinovém tvaru lze vyjádřit také vztah (133). Z praktických d̊uvod̊u se inverzńı součinový vztah
použ́ıvá pouze v př́ıpadě, že matice B je regulárńı, tedy v př́ıpadě, že m ≥ n (potřebujeme řešit soustavu
Bs+ g = 0).

Poznámka 110 Má-li matice S ∈ Rn×m, m ≥ n, plnou hodnost, lze použit́ım definice 24 snadno ověřit,
že

S† = ST (SST )−1, (SST )−1 = (S†)TS†.

Polož́ıme-li A = S† ∈ Rm×n, plat́ı

B = H−1 = (SST )−1 = (S†)TS† = ATA.

Předpokládejme, že B = ATA a B+ = AT
+A+, kde matice A ∈ Rm×n a A+ ∈ Rm×n maj́ı plnou

hodnost a m ≥ n. To nastává např́ıklad tehdy, když F (x) = (1/2)fT (x)f(x) (minimalizace součtu
čtverc̊u), a matice A aproximuje Jacobiovu matici zobrazeńı f : Rn → Rm.

Věta 52 Necht’ a > 0, b > 0, c > 0 a ac − b2 > 0. Uvažujme aktualizaci (133), kde B = ATA, ρ > 0,
γ > 0. Necht’ δ ≥ 0, µ ≥ 0 a bud’ δ > 0 nebo µ > 0. Necht’ d̃ = Ad a ỹ = A(ATA)−1y (takže y = AT ỹ).
Pak plat́ı B+ = AT

+A+, kde

√
γA+ = A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T , (168)

přičemž p̂ a q̂ jsou vektory vystupuj́ıćı ve větě 51.

Důkaz Podle (148) plat́ı

1

γ
S+S

T
+ = (I + pqT )SST (I + qpT ),

což s použit́ım lemmatu 10 dává
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γAT
+A+ = (I + qpT )−1ATA(I + pqT )−1 =

(
I − 1√

δ
qpT

)
ATA

(
I − 1√

δ
pqT

)
.

Plat́ı tedy

√
γA+ = A

(
I − 1√

δ
pqT

)
= A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T ,

nebot’

Ap = AUp̂ = A
[
d, (ATA)−1y

]
p̂ =

[
d̃, ỹ

]
p̂ = Ũ p̂

a

q = AT q̃ = AT Ũ q̂ = AT
[
d̃, ỹ

]
q̂ =

[
ATAd, y

]
q̂ = BUq̂.

2

Poznámka 111 Pro metodu DFP plat́ı

√
γADFP

+ = A− 1

b

(
d̃±

√
γb

ρa
ỹ

)
yT . (169)

Pro metodu BFGS plat́ı

√
γABFGS

+ = A− 1

c
d̃

(
ATAd±

√
γc

ρb
y

)T

. (170)

Pro metodu hodnosti 1 plat́ı

√
γAR1

+ = A+
1/

√
δ − 1

(γ/ρ)2a− 2(γ/ρ)b+ c

(
γ

ρ
ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

. (171)

kde 1/δ = (γ/ρ)((γ/ρ)a− b)/((γ/ρ)b− c). Vzorec (171) lze upravit na tvar

√
γAR1

+ = A+
1

γ

ρ
b− c±

√
γ

ρ

(
γ

ρ
b− c

)(
γ

ρ
a− b

) (γρ ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

.

Ve všech těchto vzorćıch je y = AT ỹ a ATAd = AT d̃ (nebot’ d̃ = Ad). Poznamenejme, že pro minimalizaci
součtu čtverc̊u má praktický význam pouze metoda BFGS, která použ́ıvá vektor d̃ = Ad. Ostatńı metody
potřebuj́ı nav́ıc vektor ỹ = A(ATA)−1y, takže je nutné invertovat matici ATA.

Součinový tvar H = SST , kde S ∈ Rn×m a m ≤ n, lze modifikovat tak, že se mı́sto matice S použ́ıvá
matice Z, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v L(S).

Věta 53 Necht’ H = SST , kde matice S ∈ Rn×m, m ≤ n, má plnou hodnost, a Z ∈ Rn×m je matice jej́ı̌z
sloupce tvoř́ı bázi v L(S). Pak plat́ı H = Z(ZTBZ)−1ZT , kde B = H†.

Důkaz Jelikož sloupce matice Z tvoř́ı bázi v L(S), existuje čtvercová regulárńı matice M taková, že
S = ZM . Plat́ı tedy

SST = ZMMTZT .

Použit́ım definice 24 se snadno ověř́ı, že S† = M−1Z† (nebot’ Z†Z = I podle (149)). Protože podle (150)
plat́ı (SST )† = (S†)TS†, můžeme psát

ZT (SST )†Z = ZT (S†)TS†Z = ZT (M−1Z†)TM−1Z†Z = (MMT )−1, (172)
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takže
Z(ZTBZ)−1ZT = Z(ZT (SST )†Z)−1ZT = ZMMTZ = SST = H

. 2

Poznámka 112 V předchoźı větě nejsou kladeny žádné požadavky na výběr matice Z, takže lze položit
Z = S. V tomto př́ıpadě podle (150) plat́ı STBS = I (sloupce matice S jsou B-ortogonálńı), takže
S(STBS)−1ST = SST .

Poznámka 113 V daľśım textu budeme použ́ıvat redukované matice B̃ = ZTBZ a H̃ = B̃−1. Směrový
vektor s = −Hg se vypočte podle vzorc̊u

g̃ = ZT g, s̃ = −H̃g̃, s = Zs̃

(vektor s̃ lze také źıskat řešeńım soustavy rovnic B̃s̃ = −g̃). Pak d̃ = αs̃ a ỹ = ZT y. Poznamenejme, že
v těchto vzorćıch se použ́ıvá pouze redukovaná matice H̃ (nebo B̃) a matice Z jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi v
L(S).

Lemma 15 Matice B̃ a H̃ jsou pozitivně definitńı.

Důkaz Podle (172) plat́ı B̃ = (MMT )−1, kde M je čtvercová regulárńı matice, takže matice MMT je
pozitivné definitńı. Odtud plyne pozitivńı definitnost matic B̃ a H̃. 2

Nyńı budeme předpokládat, že matice Z má ortonormálńı sloupce, takže ZTZ = I.

Lemma 16 Jestlǐze ZTZ = I, plat́ı H̃ = ZTHZ, kde H = SST = Z(ZTBZ)−1ZT .

Důkaz Podle (172) plat́ı B̃ = (MMT )−1, takže H̃ = B̃−1 =MMT . Pokud ZZT = I, můžeme psát

ZTHZ = ZTSSTZ = ZT (ZMMTZT )Z =MMT ,

odkud plyne dokazované tvrzeńı. 2

Použ́ıváme-li vyjádřeńı H = ZH̃ZT , matice Z se neměńı. Mı́sto toho se aktualizuje matice H̃ ∈ Rm×m.

Věta 54 Nectt’ H = ZH̃ZT , M ∈ R2×2 a

1

γ
H̃+ = H̃ + ŨMŨ, Ũ = [d̃, H̃ỹ].

Pak pro matici H+ = ZH̃+Z
T plat́ı

1

γ
H+ = H + UMU, U = [d,Hy].

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

1

γ
H+ =

1

γ
ZH̃+Z

T = ZH̃ZT + ZŨMŨZT .

Ale ZH̃ZT = H a ZŨ = [Zd̃, ZH̃ZT y] = [d,Hy] = U . Plat́ı tedy (1/γ)H+ = H + UMU . 2

Poznámka 114 Metody s proměnnou metrikou, které použ́ıvaj́ı redukované matice H̃ (nebo B̃) a re-
dukované gradienty g̃ se nazývaj́ı metodami redukovaných gradient̊u. Tyto metody použ́ıvaj́ı v prvńım
iteračńım kroku libovolnou pozitivně definitńı matici H̃ (nebo B̃), např́ıklad jednotkovou matici, která se
v daľśıch iteračńıch kroćıch aktualizuje podle vzorc̊u

1

γ
H̃+ = H̃ +

ρ

γb
d̃d̃T − 1

a
H̃ỹ(H̃ỹ)T +

η

a

(a
b
d̃− H̃ỹ

)(a
b
d̃− H̃ỹ

)T
,

nebo

γB̃+ = B̃ +
γ

ρb
ỹỹT − 1

c
B̃d̃(B̃d̃)T +

β

c

(c
b
ỹ − B̃d̃

)(c
b
ỹ − B̃d̃

)T
.
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Poznámka 115 V předchoźım výkladu jsme narazili na jistá omezeńı, která muśı splňovat některé významné
metody z Broydenovy tř́ıdy. Proto se definuj́ı r̊uzné části této tř́ıdy.

(a) Semidefinitńı metody, kdy η ≥ η∗ a β ≥ β∗.

(b) Rozložitelné metody, kdy δ ≥ 0 (takže η ≥ η∗ a β ≥ β∗) a µ ≥ 0. Dosazeńım za µ se snadno
přesvědč́ıme, že pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je každá semidefinitńı metoda rozložitelná. Označme ηHR

hodnotu odpov́ıdaj́ıćı metodě hodnosti 1. Pokud 0 < ρ/γ ≤ b/c, jsou rozložitelné ty metody pro něž
η ≥ ηHR, kde η∗ < ηHR < 0. Pokud a/b < ρ/γ, jsou rozložitelné ty metody pro něž η∗ ≤ η ≤ ηHR,
kde ηHR > 1.

(c) Perfektńı metody, kdy η ≥ 0 a β∗ ≤ β ≤ 1.

(d) Omezené metody, kdy 0 ≤ η ≤ 1 a 0 ≤ β ≤ 1. Tyto metody jsou též rozložitelné a perfektńı.

Metody DFP, BFGS a Hoshinova metoda jsou omezené. Metoda hodnosti 1 je semidefinitńı pouze tehdy,
když bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c nebo a/b ≤ ρ/γ. V tomto př́ıpadě je tato metoda rozložitelná a jestliže a/b ≤ ρ/γ
i perfektńı. Metoda hodnosti 1 neńı nikdy omezená.

4.3 Variačńı odvozeńı metod s proměnnou metrikou

Velmi zaj́ımavý zp̊usob jak lze źıskat metody s proměnnou metrikou spoč́ıvá v použit́ı minimalizačńıho
principu.

Lemma 17 Necht’ ψ(X) : Rn×n → R je symetrická funkce matice X (takže ψ(XT ) = ψ(X)). Necht’ X∗ je
symetrická matice, která minimalizuje ψ(X) na množině symetrických matic řádu n splňuj́ıćıch podmı́nku
Xp = q. Pak existuje vektor Lagrangeových multiplikátor̊u u takový, že

∂ψ(X∗)

∂X
= upT + puT .

Zde ∂ψ(X)/∂X označuje matici, která má prvky ∂ψ(X)/∂xkl, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n (xkl jsou prvky
matice X).

Důkaz Lagrangeova funkce uvažované úlohy má tvar

L(X,u, v) = ψ(X) + 2
n∑

i=1

ui

qi − n∑
j=1

xijpj

+
n∑

i=1

n∑
j=1

vij(xij − xji)

(posledńı člen zajǐst’uje symetrii matice X). Podmı́nky optimality maj́ı tvar

∂L(X,u, v)

∂xkl
=

∂ψ(X)

∂xkl
− 2ukpl + vkl − vlk = 0,

∂L(X,u, v)

∂xlk
=

∂ψ(X)

∂xlk
− 2ulpk + vlk − vkl = 0,

kde k, l je libovolná dvojice index̊u. Sečteme-li obě rovnosti a použijeme-li symetrii funkce ψ(X), dostaneme

2
∂ψ(X)

∂xkl
− 2ukpl − 2ulpk = 0,

což maticově zapsáno dává tvrzeńı lematu. 2

Pro variačńı odvozeńı metod s proměnou metrikou se nejčastěji použ́ıvá Frobeniova norma matice.
V tomto př́ıpadě má funkce ψ(x) tvar ψ(x) = (1/2)∥X∥2F = (1/2)TrXTX (tato funkce je symetrická a
konvexńı).
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Lemma 18 Symetrická matice X∗ má minimálńı Frobeniovu normu na množině symetrických matic řádu
n splňuj́ıćıch podmı́nku Xp = q právě tehdy, když

X∗ =
1

pT p
(pqT + qpT )− qT p

(pT p)2
ppT . (173)

Důkaz Jelikož pro funkci

ψ(x) =
1

2
∥X∥2F =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

x2ij

lze psát ∂ψ(X)/∂X = X, muśı podle lemmatu 17 platit X∗ = upT +puT . Z podmı́nky X∗p = q dostaneme
upT p+ puT p = q, neboli

u =
1

pT p
(q − uT pp),

takže

uT p =
1

pT p
(qT p− uT ppT p),

neboli 2uT p = qT p/pT p, což dává

u =
1

pT p

(
q − 1

2

qT p

pT p
p

)
.

Dosad́ıme-li tento vektor do vztahu X∗ = upT + puT a uváž́ıme-li konvexitu funkce ψ(X), dostaneme
tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 55 Necht’ W je symetrická pozitivně definit́ı matice. Pak symetrická matice H+ minimalizuje
Frobeniovu normu ∥W−1/2((1/γ)H̃ −H)W−1/2∥F na množině symetrických matic H̃ řádu n splňuj́ıćıch
kvazinewtonovskou podmı́nku (

1

γ
H̃ −H

)
y =

ρ

γ
d−Hy

∆
= w

právě tehdy, když

1

γ
H+ = H +

WywT + w(Wy)T

yTWy
− wT y

yTWy

Wy(Wy)T

yTWy
. (174)

Důkaz Položme X = W−1/2((1/γ)H̃ − H)W−1/2. Jelikož kvazinewtonovskou podmı́nku lze zapsat ve
tvaru

W−1/2

(
1

γ
H̃ −H

)
W−1/2W 1/2y =W−1/2w,

neboli Xp = q, kde p =W 1/2y a q =W−1/2w, můžeme použ́ıt lemma 18, podle kterého

X∗ =
1

pT p
(pqT + qpT )− qT p

(pT p)2
ppT

=
1

yTWy
(W 1/2ywTW−1/2 +W−1/2wyTW 1/2)− wT y

(yTWy)2
W 1/2yyTW 1/2.

Jelikož X∗ =W−1/2((1/γ)H+−H)W−1/2, plat́ı W 1/2X∗W 1/2 = (1/γ)H+−H, odkud plyne tvrzeńı věty.
2
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Poznámka 116 Zvoĺıme-li maticiW tak, aby platiloWy = d, přejde vzorec (174) na vztah (127). Metoda
BFGS tedy minimalizuje Frobeniovu normu ∥W−1/2((1/γ)H+ −H)W−1/2∥F , pokud Wy = d.

Je zřejmé, že metoda źıskaná aktualizaćı (174) patř́ı do Broydenovy tř́ıdy právě tehdy, je-li vektor Wy
lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy. Protože aktualizace (174) nezáviśı na normě vektoru Wy, budeme
předpokládat, že Wy = d− ϑHy.

Věta 56 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 55 a necht’ Wy = d − ϑHy. Pak aktualizace (174) je
ekvivalentńı aktualizaci (116), pokud

η =
b(b− ϑ2(ρ/γ)a)

(b− ϑa)2
. (175)

Jestlǐze η = 1, pak buď ϑ = 0, nebo
1

ϑ
=

1

2

(
ρ

γ
+
a

b

)
.

V ostatńıch př́ıpadech plat́ı

1

ϑ
=

a

η − 1

(η
b
±√

µ
)
.

Důkaz Jestliže Wy = d − ϑHy, plat́ı yTw = (ρ/γ)b − a a yTWy = b − ϑa. Dosad́ıme-li tyto vztahy do
(174) a porovnáme-li záporně vzaté koeficienty u smı́̌sených člen̊u (v aktualizaci (116) je tento záporně
vzatý koeficient roven η/b), dostaneme

b− ϑ2(ρ/γ)a

(b− ϑa)2
=
η

b
,

odkud plyne (175). Jestliže η = 1, dostaneme použit́ım (175) rovnici b2 − 2ϑab+ ϑ2a2 = b2 − ϑ2(ρ/γ)ab,
neboli

ϑ2
(
ρ

γ
b+ a

)
− 2ϑb = 0,

takže bud’ ϑ = 0, nebo 1/ϑ = (ρ/γ + a/b)/2. V opačném př́ıpadě dostaneme η(b2 − 2ϑab + ϑ2a2) =
b2 − ϑ2(ρ/γ)ab, což po vyděleńı č́ıslem ϑ2ab2 dává

η − 1

a

1

ϑ2
− 2

η

b

1

ϑ
+

1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
= m3

1

ϑ2
+ 2m2

1

ϑ
+m1 = 0,

kde m1, m2, m3 jsou č́ısla určená vztahy (114). Tato kvadratická rovnice má řešeńı

1

ϑ
=

−m2 ±
√
m2

2 −m1m3

m3
=

−m2 ±
√
µ

m3
=

a

η − 1

(η
b
±√

µ
)
.

2

Poznámka 117 Věta 56 udává zp̊usob, jak lze k dané metodě s proměnnou metrikou (charakterizované
parametrem η) nalézt aktualizaci tvaru (174). K dané hodnotě η najdeme podle věty 56 hodnotu ϑ určuj́ıćı
vektor Wy (existuj́ı obvykle dvě řešeńı).

(a) Pro metodu DFP plat́ı η = 0 a µ = ρ/(γab), takže ϑ =
√
γb/(ρa).

(b) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže lze volit ϑ = 0.

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) a µ = 0, takže ϑ = γ/ρ.
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Poznámka 118 Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice B. Necht’ V je symetrická pozitivně
definit́ı matice. Pak symetrická matice B+ minimalizuje Frobeniovu normu ∥V −1/2(γB̃ − B)V −1/2∥F na
množině symetrických matic B̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku(

γB̃ −B
)
d =

γ

ρ
y −Bd

∆
= v

právě tehdy, když

γB+ =

(
B +

V dvT + v(V d)T

dTV d
− vT d

dTV d

V d(V d)T

dTV d

)
. (176)

Poznámka 119 Zvoĺıme-li matici V tak, aby platilo V d = y, přejde vzorec (176) na vztah duálńı k (127).
Metoda DFP tedy minimalizuje Frobeniovu normu ∥V −1/2(γB+ −BH)V −1/2∥F , pokud V d = y.

Poznámka 120 Zvoĺıme-li matici V tak že V d = y − ϑBd, je aktualizace (176) ekvivalentńı aktualizaci
(133), pokud

β =
b(b− ϑ2(γ/ρ)c)

(b− ϑc)2
.

Jestliže β = 1, pak bud’ ϑ = 0, nebo
1

ϑ
=

1

2

(
γ

ρ
+
c

b

)
.

V ostatńıch př́ıpadech plat́ı

1

ϑ
=

c

β − 1

(
β

b
±
√
µ

δ

)
(č́ıslo µ/δ je určeno vzorcem (144)).

(a) Pro metodu DFP plat́ı β = 0, takže lze volit ϑ = 0.

(b) Pro metodu BFGS plat́ı β = 1 a µ/δ = γ/(ρbc), takže ϑ =
√
ρb/(γc).

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı β = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b) a µ/δ = 0, takže ϑ = ρ/γ.

Poznamenejme, že aktualizaci (176) použ́ıvaj́ı strukturované metody s proměnnou metrikou pro minima-
lizaci součtu čtverc̊u (vzorec (296)).

Poznámka 121 Zvoĺıme-li V = I, dostaneme metodu, která nepatř́ı do Broydenovy tř́ıdy a která se
nazývá Powellovou symetrizaćı Broydenovy metody. Plat́ı

BPSB
+ =

1

γ

(
B +

dvT + vdT

dT d
− vT d

dT d

ddT

dT d

)
.

Metoda PSB nezaručuje pozitivńı definitnost matice B+, takže nemuśı globálně konvergovat. Přesto je
této, obecně velmi neefektivńı, metodě věnována velká publicita, která souviśı s jej́ı př́ıbuznost́ı s některými
metodami pro ř́ıdké úlohy (věta 149).

Kromě Frobeniovy normy lze použ́ıt i jiná minimalizačńı kriteria. Velmi se osvědčila funkce ψ(X) =
TrX − ln detX. Necht’ λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice X. Pak plat́ı

TrX − ln detX =

n∑
i=1

λi +

n∑
i=1

lnλ−1
i ,

takže minimalizaćı této funkce lze zajistit, že vlastńı č́ısla nebudou ani př́ılǐs málá ani př́ılǐs veliká. Je
d̊uležité, že použit́ı této funkce vede na aktualizaci s nejvýše dvěma korekčńımi členy.

98



Lemma 19 Necht’ ψ(X) = TrX − ln detX. Pak plat́ı

∂ψ(X)

∂X
= I −X−1.

Důkaz To, že ∂ TrX/∂X = I, je zřejmé. Dokážeme, že ∂ ln detX/∂X = X−1. Použijeme toho, že každou
symetrickou maticiX lze zapsat ve tvaruX = QTΛQ, kde Q je ortogonálńı matice (takže QTQ = QQT = I
a detQ = 1) a Λ je diagonálńı matice obsahuj́ıćı vlastńı č́ısla matice X. Použijeme-li toto vyjádřeńı a větu
o násobeńı determinant̊u, můžeme psát

ln det(X) = ln det(QTΛQ) = ln det(Λ) = ln
n∏

i=1

λi =
n∑

i=1

lnλi.

Plat́ı tedy

∂ ln det(X)

∂xkl
=

n∑
i=1

∂ ln det(X)

∂λi

∂λi
∂xkl

=
n∑

i=1

λ−1
i

∂λi
∂xkl

.

Z druhé strany Λ = QXQT , takže

λi = eTi Λei = eTi QXQ
T ei =

n∑
k=1

n∑
l=1

QikxklQil,

takže ∂λi/∂xkl = QikQil a

∂ ln det(X)

∂xkl
=

n∑
i=1

λ−1
i

∂λi
∂xkl

= Qikλ
−1
i Qil,

Jelikož X = QTΛQ, plat́ı X−1 = QTΛ−1Q, takže

(X−1)kl = eTkX
−1el =

n∑
i=1

Qikλ
−1
i Qil.

Porovnáme-li obě vyjádřeńı, vid́ıme, že plat́ı ∂ ln detX/∂X = X−1. 2

Lemma 20 Symetrická matice X∗ minimalizuje funkci ψ(X) = TrX− ln detX na množině symetrických
matic řádu n splňuj́ıćıch podmı́nku Xp = q právě tehdy, když

(X∗)−1 = I − 1

qT p
(pqT + qpT ) +

1

pT q
ppT +

qT q

(pT q)2
ppT . (177)

Důkaz Jelikož podle lemmatu 19 lze psát ∂ψ(X)/∂X = I−X−1, muśı podle lemmatu 17 platit (X∗)−1 =
I − upT − puT . Z podmı́nky (X∗)−1q = p dostaneme p = q − upT q − puT q, neboli

u =
1

pT q
(q − p− uT qp),

takže

uT q =
1

pT q
(qT q − pT q − uT qpT q),

neboli 2uT q = qT q/pT q − 1, což dává

u =
1

pT q

(
q − p− 1

2

(
qT q

pT q
− 1

)
p

)
=

1

pT q

(
q − 1

2

(
qT q

pT q
+ 1

)
p

)
.

Dosad́ıme-li tento vektor do vztahu (X∗)−1 = I − upT − +puT a uváž́ıme-li konvexitu funkce ψ(X),
dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2
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Věta 57 Symetrická matice H+ = B−1
+ minimalizuje funkci ψ((1/γ)H−1/2H̃H−1/2) na množině symet-

rických matic H̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku H̃y = ρd právě tehdy, když

γB+ = B − 1

b
(y(Bd)T +BdyT ) +

1

b

(
γ

ρ
+
c

b

)
yyT ,

kde B = H−1 a a = yTHy, b = yT d, c = dTBd.

Důkaz Položme X = (1/γ)H−1/2H̃H−1/2. Jelikož kvazinewtonovskou podmı́nku lze zapsat ve tvaru

1

γ
H−1/2H̃H−1/2H1/2y =

ρ

γ
H−1/2d,

neboli Xp = q, kde p = H1/2y a q = (ρ/γ)H−1/2d, můžeme použ́ıt lemma 20, podle kterého

(X∗)−1 = I − 1

qT p
(pqT + qpT ) +

1

pT q
ppT +

qT q

(pT q)2
ppT

= I − γ

ρb

(
ρ

γ
H1/2ydTH−1/2 +

ρ

γ
H−1/2dyTH1/2

)
+
γ

ρb
H1/2yyTH1/2 +

(
γ

ρb

)2
ρ2c

γ2
H1/2yyTH1/2

= I − 1

b
(H1/2ydTH−1/2 +H−1/2dyTH1/2) +

1

b

(
γ

ρ
+
c

b

)
H1/2yyTH1/2.

Jelikož (X∗)−1 = γB−1/2B+B
−1/2, plat́ı B1/2(X∗)−1B1/2 = γB+, odkud plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 122 Podle věty 57 minimalizuje metoda DFP funkci ψ(X) = TrX − ln detX pokud X =
(1/γ)H−1/2H̃H−1/2 a H̃y = ρd.

Poznámka 123 Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice H. Symetrická matice B+ = H−1
+

minimalizuje funkci γB−1/2B̃B−1/2) na množině symetrických matic B̃ řádu n splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou
podmı́nku B̃d = (1/ρ)y právě tehdy, když

γH+ = H − 1

b
(d(Hy)T +HydT ) +

1

b

(
ρ

γ
+
a

b

)
ddT ,

kde H = B−1 a a = yTHy, b = yT d, c = dTBd.

Poznámka 124 Podle poznámlky 123 minimalizuje metoda BFGS funkci ψ(X) = TrX − ln detX pokud
X = γB−1/2B̃B−1/2 a B̃d = (1/ρ)y.

Minimalizačńı postup lze použ́ıt i k odvozeńı součinového tvaru metod s proměnnou metrikou. V
tomto př́ıpadě dostaneme vyjádřeńı, které je obecněǰśı než (164) a které obsahuje i aktualizace hodnosti
2. Abychom mohli použ́ıt variačńı princip, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

1
√
γ
ST
+y = z̃,

1
√
γ
S+z̃ =

ρ

γ
d, z̃T z̃ =

ρ

γ
b, (178)

kde z̃ ∈ Rm je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch
dvou rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z̃.

Věta 58 Necht’ T je symetrická pozitivně definit́ı matice. Pak Frobeniova norma ∥T−1/2(S+/
√
γ − S)∥F

je minimálńı na množině všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku (178) právě tehdy, plat́ı-li

1
√
γ
S+ = S − Ty

yTTy
ỹT +

(
ρ

γ
d− z +

yT z

yTTy
Ty

)
z̃T

z̃T z̃
, (179)

kde ỹ = ST y a z = Sz̃.
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Důkaz Označme X = S+/
√
γ. Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1

2

∥∥∥T−1/2 (X − S)
∥∥∥2
F
+ ũT

(
XT y − z̃

)
+ vT

(
Xz̃ − ρ

γ
d

)
=

m∑
i=1

[
1

2
(xi − si)

T
T−1 (xi − si) + ũiy

Txi + z̃iv
Txi

]
− ũT z̃ − ρ

γ
vT d,

kde S = [s1, . . . sm] a X = [x1, . . . xm]. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂xi
= T−1 (xi − si) + ũiy + z̃iv.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(xi − si) + ũiy + z̃iv = 0, 1 ≤ i ≤ m,
neboli

X − S = −TyũT − Tvz̃T .

Použit́ım prvńı podmı́nky z (178) dostaneme

XT y = ST y − yTTyũ− vTTyz̃ = z̃ ⇒ ũ =
1

yTTy

(
ST y − (1 + vTTy)z̃

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

X − S = − Ty

yTTy
ỹT + wz̃T ,

kde w ∈ Rn je zat́ım neznámý vektor (jednoznačně určený vektorem v). Užit́ım druhé podmı́nky z (178)
dostaneme

Xz̃ = Sz̃ − yTSz̃

yTTy
Ty + z̃T z̃w =

ρ

γ
d ⇒ w =

1

z̃T z̃

(
ρ

γ
d− z +

yT z

yTTy
Ty

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti (s využit́ım vztahu X = S+/
√
γ) dává (179). Postačitelnost plyne

z konvexity Frobeniovy normy. 2

Poznámka 125 Zvoĺıme-li matici T tak, aby platilo Ty = (ρ/γ)d − z, výraz (179) se velmi zjednoduš́ı.
Po dosazeńı a úpravě dostaneme

1
√
γ
S+ = S − (ρ/γ)d− z

(ρ/γ)b− yT z
(ỹ − z̃)

T
(180)

Polož́ıme-li z̃ = ±
√
ρb/(γc) d̃, dostaneme metodu BFGS (vzorec (166)).

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektory Ty a z̃, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy. Za
t́ımto účelem budeme předpokládat, že Ty = Hv, kde v ∈ Rn. V tomto př́ıpadě lze vzorec (179) zapsat
ve tvaru

1
√
γ
S+ = S − Hv

yTHv
yTS +

(
ρ

γ
d− z +

yT z

yTHv
Hv

)
z̃T

z̃T z̃
. (181)

Věta 59 Necht’ H+ je symetrická matice určená podle (116), kde H = SST , d = −αHg, a > 0, b > 0,
c > 0 a η ≥ 0 (takže δ > 0). Necht’ B = H† = S(STS)−1ST a S+ je matice určená podle (179) nebo
(181), kde

Ty = Hv =

√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy, z̃ =

ρ

γ

b√
δ
STBTy =

ρ

γ

b√
δ
STBHv

a kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ (δ je č́ıslo

definované vztahem (130)). Pak plat́ı H+ = S+S
T
+.
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Důkaz (a) Položme z̃ = ϑSTBHv, kde hodnota ϑ se vyb́ırá tak, aby platilo z̃T z̃ = (ρ/γ)b (vztah (178)).
Jelikož z̃T z̃ = ϑ2vTHv (nebot’ podle definice 24 plat́ı HBHBH = H), je tato hodnota dána výrazem

ϑ2 =
ρ

γ

b

vTHv
.

Speciálńı volbu z̃ = ϑSTBHv použ́ıváme proto, že se t́ım velmi zjednoduš́ı aktualizace (181), nebot’ v
tomto př́ıpadě plat́ı z = Sz̃ = ϑHv, takže

yT z

yTHv
Hv − z = ϑ

yTHv

yTHv
Hv − ϑHv = 0.

(b) Jelikož norma vektoru Hv neovlivńı tvar aktualizace (181), budeme předpokládat, že yTHv = 1.
Polož́ıme-li

Hv =
α1

b
d+

α2

a
Hy

(což lze, nebot’ d = −αg), pak z yTHv = 1 plyne α1 + α2 = 1. Dále plat́ı

vTHv = vTHBHv =
α2
1

b2
c+ 2

α1α2

ab
b+

α2
2

a2
a =

α2
1(ac− b2) + b2

ab2

(použ́ıváme vztah α1 + α2 = 1). Dosad́ıme-li tento výsledek do výrazu odvozeného v (a), dostaneme

ϑ2 =
ρ

γ

b

vTHv
=
ρ

γ

ab3

α2
1(ac− b2) + b2

(c) Nyńı využijeme toho, že vektory z̃ a Hv, uvedené v (a) a (b), umožňuj́ı zapsat aktualizaci (181) ve
velmi jednoduchém tvaru

1
√
γ
S+ = S −HvyTS +

ϑ

b
dvTHBS. (182)

Polož́ıme-li H = SST a H+ = S+S
T
+, dostaneme z předchoźıho vztahu (po vynásobeńı)

1

γ
H+ = H − (HvyTH +HyvTH) +

ϑ

b
(dvTH +HvdT ) + aHvvTH − ϑ

b
(dvTH +HvdT ) +

ϑ2

b2
vTHvddT

= H − (HvyTH +HyvTH) + aHvvTH +
ϑ2

b2
vTHvddT .

Jelikož vektor Hv je lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy, můžeme tuto aktualizaci vyjádřit ve tvaru
(1/γ)H+ = H + UMUT , kde použité matice maj́ı stejný význam jako ve větě 44. K určeńı parametru η
stač́ı porovnat koeficienty u HyyTH v obou vyjádřeńıch. Podle věty 44 se tento koeficient rovná (η− 1)/a
a dosazeńım vektoru Hv = (α1/b)d+(α2/a)Hy do předchoźıho vztahu dostaneme hodnotu α2

2/a− 2α2/a.
Muśı tedy platit

α2
2

a
− 2

α2

a
=
η − 1

a
,

neboli α2
1 = (1−α2)

2 = α2
2 − 2α2 +1 = η. Dosad́ıme-li α2

1 = η do výrazu odvozeného v (b) a použijeme-li
č́ıslo δ definované v poznámce 85, dostaneme

ϑ2 =
ρ

γ

ab3

η(ac− b2) + b2
=

(
ρ

γ

)2
b2

δ
.

2
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Důsledek 10 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 59 a necht’

1
√
γ
S+ = S −

(√
η

b
d+

1−√
η

a
Hy

)
ỹ +

ρ

γ

1√
δ
d

(√
η

b
d̃+

1−√
η

a
ỹ

)T

= S −
((√

η

b
− ϑ

1−√
η

a

)
d−

1−√
η

a
Hy

)
ỹ + ϑ

√
η

b
dd̃T , (183)

kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ a kde ϑ =

(ρ/γ)/
√
δ. Pak plat́ı H+ = S+S

T
+.

Důkaz Dokazovaný vztah dostaneme prostým dosazeńım vektoru Hv a č́ısla ϑ, uvedených ve větě 59, do
vzorce (182) a použit́ım vztah̊u (154)–(155). 2

Poznámka 126 Věta 59 použ́ıvá jiné předpoklady než věta 51, nerovnost µ ≥ 0 je nahražena nerovnost́ı
η ≥ 0. Vztah (183) lze tedy použ́ıt pro každou perfektńı metodu z Broydenovy tř́ıdy. Na druhé straně
matice (1/

√
γ)S+ − S v (183) má obecně hodnost 2, takže (183) vyžaduje v́ıce numerických operaćı než

(164). Pro η = 0 (DFP) nebo η = 1 (BFGS) dávaj́ı oba vztahy stejné výsledeky, dosazeńı do (183) je
však nesrovnatelně jednodušš́ı. Je zaj́ımavé porovnat (183) s pseudosoučinovým tvarem (121) uvedeným
v poznámce 90.

4.4 Výběr parametr̊u (škálováńı a korekce)

Zat́ım jsme se zabývali r̊uznými vyjádřeńımi a základńımi vlastnostmi metod s proměnnou metrikou.
Nyńı je třeba ukázat, jak se voĺı pod́ıl ρ/γ a parametr η. Vhodná volba pod́ılu ρ/γ může mı́t vliv na
asymptotickou rychlost konvergence diskutovanou v poznámce 34.

Věta 60 Necht’ G̃ je matice taková, že G̃d = y, tedy např́ıklad

G̃ =

∫ 1

0

G(x+ λd)dλ. (184)

Označme R = G̃1/2HG̃1/2 a R′
+ = G̃1/2H+G̃

1/2. Pak jestlǐze 0 ≤ η ≤ 1 a b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, plat́ı
κ(R′

+) ≤ κ(R).

Důkaz Označme z = G̃1/2d, takže y = G̃1/2z. Použijeme-li (116), můžeme psát

1

γ
R′

+ = R+
ρ

γb
zzT − 1

a
Rz(Rz)T +

η

a

(a
b
z −Rz )(

a

b
z −Rz

)T
,

kde a = zTRz a b = zT z. Transformaćı kvazinewtonovské podmı́nky dostaneme R+z = ρz, takže matice
R+ má vlastńı č́ıslo ρ př́ıslušné vlastńımu vektoru z. Vlastńı vektory v ∈ Rn př́ıslušné ostatńım vlastńım
č́ısl̊um λ ̸= ρ můžeme volit tak, aby vT z = 0 a vT v = 1. Potom

1

γ
vTR′

+v = vTRv +
η − 1

a
(vTRz)2 ≤ vTRv

(nebot’ η − 1 ≤ 0) a λ = vTR′
+v ≤ γvTRv ≤ γ∥R∥. Můžeme tedy psát ∥R′

+∥ ≤ max(ρ, γ∥R∥). Protože
a = zTRz a b = zT z, plat́ı a/b = zTRz/zT z ≤ ∥R∥, takže pro ρ/γ ≤ a/b dostaneme ρ ≤ γ∥R∥. Plat́ı tedy
∥R′

+∥ ≤ γ∥R∥. Nyńı můžeme použ́ıt dualitu (poznámka 94) a provést stejnou úvahu pro matici (R′
+)

−1

(v tomto př́ıpadě se použ́ıvá nerovnost γ/ρ ≥ c/b). Dostaneme tak ∥(R′
+)

−1∥ ≤ (1/γ)∥R−1∥. Spojeńım
obou nerovnost́ı dostaneme dokazované tvrzeńı 2
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Poznámka 127 Podle věty 60 je vhodné volit pod́ıl ρ/γ tak, aby platilo b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b. V tomto př́ıpadě
plat́ı µ ≥ 0 pro libovolnou hodnotu parametru η (poznámka 115). Metoda hodnosti 1 však vyžaduje, aby
0 < ρ/γ < b/c nebo a/b < ρ/γ (poznámka 93), nebot’ jinak neńı matice H+ pozitivně definitńı. Interval
0 < ρ/γ < b/c je nevhodný, nebot’ v tomto př́ıpadě ηR1 < 0. Zbývá tedy interval a/b < ρ/γ. Pak ηR1 > 1
a metoda hodnosti 1 patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou. Bližš́ı podrobnosti týkaj́ıćı se
volby pod́ılu ρ/γ jsou uvedeny v poznámce 130.

K volbě parametru η lze použ́ıt r̊uzné minimalizačńı principy. Nejv́ıce se ujal princip spoč́ıvaj́ıćı v
minimalizaci č́ısla podmı́něnosti matice (1/γ)H−1/2H+H

−1/2.

Lemma 21 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 11 a necht’ vektory d a Hy jsou lineárně nezávislé
(takže ac− b2 > 0). Pak pro η > η∗ plat́ı:

(a) Kořeny λ(η) ≤ λ(η) kvadratické rovnice λ2 − σλ+ δ = 0 jsou rostoućımi funkcemi parametru η.

(b) Podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η) je splněna právě tehdy, když µ ≥ 0.

(c) Pod́ıl λ(η)/λ(η) nabývá svého minima právě tehdy, když

η = ηOC =
bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2
> η∗. (185)

Důkaz (a) Podle lemmatu 11 jsou č́ısla λ(η) a λ(η) vlastńımi č́ısly matice (1/γ)H−1/2H+H
−1/2 ∆

= T+ηuuT

(použili jsme vztah (116)). Necht’ η2 > η1. Je-li v1 ∈ Rn, ∥v1∥ = 1, vlastńım vektorem matice T + η1uu
T

př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η1), plat́ı λ(η1) = vT1 (T + η1uu
T )v1 < vT1 (T + η2uu

T )v1 ≤ λ(η2). Je-
li v2 ∈ Rn, ∥v2∥ = 1, vlastńım vektorem matice T + η2uu

T př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η2), plat́ı
λ(η2) = vT2 (T + η2uu

T )v2 > vT2 (T + η1uu
T )v2 ≥ λ(η1).

(b) Podle (103) plat́ı (1/γ)H−1/2H+H
−1/2 = I +H−1/2UMUTH−1/2, takže podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤

λ(η) je splněna právě tehdy, lež́ı-li nula mezi nejmenš́ım a největš́ım vlastńım č́ıslem maticeH−1/2UMUTH−1/2,
což nastává právě tehdy, plat́ı-li detM = −µ ≤ 0.
(c) Poznamenejme, že diskriminant kvadratické rovnice λ2−σλ+δ = 0 je kladný, nebot’ tak jako v d̊ukazu
věty 45 plat́ı

σ2 − 4δ =

(
γa

ρb
δ +

ρc

γb

)2

− 4δ =

(
γa

ρb
δ − ρc

γb

)2

+ 4
ac− b2

b2
δ > 0

(předpokládáme, že δ > 0 a ac− b2 > 0). Vyjádř́ıme-li kořeny rovnice λ2 − σλ+ δ = 0 v explicitńım tvaru
a použijeme-li substituci

ω =
σ

2
√
δ
,

dostaneme po rozš́ı̌reńı zlomku

λ

λ
=
(
ω +

√
ω2 − 1

)2
.

Derivujeme-li tento pod́ıl podle parametru η, dostaneme(
λ

λ

)′

=
2ω′

√
ω2 − 1

(
ω +

√
ω2 − 1

)2
(jmenovatel je stejně jako diskriminant rovnice λ2 − σλ + δ = 0 kladný). Tento výraz je nulový právě
tehdy, jestliže
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ω′ =
2σ′δ − σδ′

4δ
√
δ

= 0,

neboli 2σ′δ − σδ′ = 0 (nebot’ δ > 0). Použijeme-li výrazy uvedené v lemmatu 11, dostaneme

2σ′δ − σδ′ =
ρ

γ

ac− b2

ab3
(
η(ac− b2) + b2

)
−
(
ρ

γ

)2
ac− b2

ab3
bc

=
ρ

γ

(ac− b2)2

ab3

(
η − bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2

)
,

odkud plyne dokazované tvrzeńı. 2

Věta 61 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 21. Označme κ(η) spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice
(1/γ)H−1/2H+H

−1/2. Pak:

(a) Pokud 0 < ρ/γ < b/c, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = max(ηR1, ηOC).

(b) Pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = ηOC .

(c) Pokud a/b < ρ/γ, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = min(ηR1, ηOC).

Důkaz Podle Lemmatu 11 plat́ı

κ(η) =
max(1, λ(η))

min(1, λ(η))
. (186)

Jestliže µ ≥ 0, podle (b) lemmatu 21 plat́ı 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η), takže podle (c) lemmatu 21 je κ(η)
minimálńı, pokud η = ηOC . Jestliže µ < 0, lze podle (a) lemmatu 21 oba kořeny rovnice λ2 + σλ+ δ = 0
současně zvětšit nebo zmenšit změnou parametru η. Pod́ıl (186) je pak minimálńı, pokud λ(η) = 1 nebo
λ(η) = 1, neboli µ = 0, což odpov́ıdá metodě hodnosti 1. Zbytek tvrzeńı pak plyne z poznámky 93 a
poznámky 115. 2

Poznámka 128 Hodnota (185) je samoduálńı. Dosad́ıme-li ji do (134), dostaneme

β = βOC =
ab(γ/ρ− b/a)

ac− b2
> β∗. (187)

Označme κ(β) spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice γB−1/2B+B
−1/2. Pak:

(a) Pokud 0 < γ/ρ < b/a, je κ(β) minimálńı právě tehdy, jestliže β = max(βR1, βOC).

(b) Pokud b/a ≤ γ/ρ ≤ c/b, je κ(β) minimálńı právě tehdy, jestliže β = βOC .

(c) Pokud c/b < γ/ρ, je κ(β) minimálńı právě tehdy, jestliže β = min(βR1, βBM ).

Poznámka 129 Polož́ıme-li δ = 1, dostaneme použit́ım (130) hodnotu

η =
ab(γ/ρ− b/a)

ac− b2
> η∗,

která je shodná s výrazem vystupuj́ıćım ve vzorci (185). Tato hodnota je samoduálńı. Dosad́ıme-li ji do
(134), dostaneme

β =
bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2
> β∗,

což je zase výraz vystupuj́ıćı ve vzorci (187).
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Poznámka 130 Větu 61 lze použ́ıt k volbě parametru η. Jestliže b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je vhodné použ́ıt
hodnotu η = ηOC . Mnohem praktičtěǰśı aplikaćı věty 61 je však určeńı vhodného pod́ılu ρ/γ pro danou
hodnotu parametru η. V tomto př́ıpadě z η = ηOC plyne

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
b

c

(
1− η

η∗

)
(stejně jako v části (c) d̊ukazu lemmatu 21 se lze přesvědčit, že tato hodnota minimalizuje pod́ıl λ/λ pro
zadanou hodnotu parametru η).

(a) Pro metodu DFP je η = 0, takže je vhodné volit ρ/γ = b/c.

(b) Pro metodu BFGS je η = 1, takže je vhodné volit ρ/γ = a/b.

(c) Pro Hoshinovu metodu je η = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b), takže je vhodné volit

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

ρ/γ + b/c

ρ/γ + a/b
,

neboli ρ/γ =
√
a/c

(d) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b). Této hodnotě odpov́ıdá podle věty 61 pod́ıl

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

ρ/γ − b/c

ρ/γ − a/b
,

neboli

ρ/γ =
a

b

(
1±

√
ac− b2

ac

)
.

Menš́ı z těchto hodnot je nevhodná, větš́ı dává metodu, která patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou
metrikou ale neńı omezená (plat́ı η > 1).

(e) Zvoĺıme-li η = 2 dostaneme metodu která patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou ale
neńı omezená. Hodnotě η = 2 odpov́ıdá podle věty 61 pod́ıl

ρ

γ
=

2(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

(
1 +

ac− b2

ac

)
>
a

b

(předpokládáme že ac− b2 > 0). Hodnotě η = 2 odpov́ıdá hodnota β = −b2/(2ac− b2).

Pokud η > 1, plat́ı podle věty 61 ρ/γ > a/b. Použit́ı této hodnoty však neńı vhodné, nebot’ v tomto
př́ıpadě nejsou splněny předpoklady věty 60. Lepš́ı praktické výsledky dává hodnota ρ/γ = a/b (nejbližš́ı
možná hodnota z intervalu b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). Poznamenejme, že pro metodu s η > 1 a s optimálńı volbou
pod́ılu ρ/γ plat́ı µ ≥ 0 právě tehdy, když η2 − 2η + η∗ ≤ 0 (přesvědč́ıme se o tom dosazeńım optimálńı
hodnoty pod́ılu ρ/γ do výrazu pro µ).

Poznámka 131 Větu 61 lze použ́ıt k źıskáńı některých daľśıch metod s proměnnou metrikou. Dosad́ıme-li
optimálńı hodnotu pod́ılu ρ/γ do vztahu určuj́ıćıho parametr η, dostaneme výraz, který již neobsahuje
pod́ıl ρ/γ a definuje (pro neoptimálńı hodnotu pod́ılu ρ/γ) novou metodu z Broydenovy tř́ıdy.

(a) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ =
√
a/c do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ+a/b) (Hoshinova metoda), dostaneme

metodu OS (Oren, Spedicato)

η =
b

b+
√
ac
.

Tato metoda patř́ı mezi omezené metody s proměnnou metrikou.
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(b) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ = (a/b)(1 +
√

1− b2/(ac) do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda
hodnosti 1), dostaneme

η = 1 +
1√

1− b2/(ac)
.

Tato metoda patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou ale neńı omezená (plat́ı η > 1).

Existuj́ı daľśı minimalizačńı postupy, kterými lze źıskat hodnotu parametru η. Jeden z nich je založen
na použit́ı nerovnosti mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem

1

n
Tr(X) =

1

n

n∑
i=1

λi ≥

(
n∏

i=1

λi

)1/n

= (det(X))
1/n

(lemma 2), která plat́ı pro libovolnou symetrickou pozitivně definitńı matici X s vlastńımi č́ısly λi > 0,
1 ≤ i ≤ n. Protože rovnost nastává pouze tehdy, maj́ı-li všechna vlastńı č́ısla stejnou hodnotu, je účelné
minimalizovat funkci

Tr(γB−1/2B+B
−1/2)

n(det(γB−1/2B+B−1/2))1/n
=
n− 2 + σ/δ

n (1/δ)1/n
, (188)

kde σ a δ jsou č́ısla určená podle vzorc̊u (129) a (130).

Věta 62 Hodnota β minimalizuje funkci (188) právě tehdy, plat́ı-li

β = β∗ 1− (γ/ρ)(a/b)

n− 1

Důkaz Protože plat́ı(
n− 2 + σ/δ

n (1/δ)1/n

)′

=
(σ/δ)′n(1/δ)1/n − (1/δ)1/n(1/δ)−1(1/δ)′(n− 2 + σ/δ)

n2(1/δ)2/n
,

je tato derivace nulová právě tehdy, když n(σ/δ)′(1/δ) − (1/δ)′(n − 2 + σ/δ) = 0. Použijeme-li hodnoty
(143) a (145), dostaneme

n

(
1− β

β∗

)
= n− 2 +

γa

ρb
+ 1− β

β∗

(nebot’ (1/δ)′ = (γ/ρ)(b/c)(σ/δ)′), takže

1− β

β∗ =
n− 2 + (γ/ρ)(a/b)

n− 1
= 1 +

(γ/ρ)(a/b)− 1

n− 1
, (189)

odkud plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 132 Hodnota β uvedená ve větě 62 je obvykle velmi malá v absolutńı hodnotě a př́ıslušná
metoda se tedy chová jako metoda BFGS a často j́ı i předč́ı. Odpov́ıdaj́ıćı hodnotu η pak urč́ıme ze vztah̊u
(140) a (189) (je však vhodné nahradit tuto hodnotu nulou, vyjde-li záporná).

Odvod́ıme ještě jednu hodnotu patametru β, která definuje velmi efektivńı metodu, překonávaj́ıćı
všechny zat́ım popsané metody s proměnnou metrikou. Použijeme přitom funkci ψ(X) = TrX − ln detX.
Kdybychom zvolili X = γB−1/2B+B

−1/2, dostali bychom metodu BFGS (poznámka 124). Volba X =
γB+ je nevhodná nebot’ źıskaná matice může být př́ılǐs vzdálená od B. Použijeme tedy matici X =
γG−1/2B+G

−1/2, kde G je nějaká aproximace Hessovy matice minimalizované funkce.
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Lemma 22 Hodnota β minimalizuje funkci ψ(γG−1/2B+G
−1/2) právě tehdy když

β = β∗ +
c

vTG−1v
,

kde v = (c/b)y −Bd.

Důkaz Použijeme-li (133), můžeme psát

γG−1/2B+G
−1/2 = B̃ +

γ

ρ

1

b
ỹỹT − 1

c
B̃d̃(B̃d̃)T +

β

c
ṽṽT ,

kde B̃ = G−1/2BG−1/2, d̃ = G1/2d, ỹ = G−1/2y a ṽ = G−1/2v, což spolu s (139) dává

Tr(γG−1/2B+G
−1/2) = C1 +

β

c
ṽT ṽ = C1 +

β

c
vTG−1v,

ln det(γG−1/2B+G
−1/2) = C2 + ln

(
1− β

β∗

)
,

kde C1 a C2 jsou nějaké konstanty. Podmı́nka pro extrém funkce ψ(γG−1/2B+G
−1/2) má tedy tvar

ψ′(γG−1/2B+G
−1/2) =

1

c
vTG−1v +

1

β∗ − β
= 0,

což dává tvzeńı lemmatu. 2

Jelikož neznáme inverzi Hessovy matice, muśıme použ́ıt nějakou jej́ı aproximaci. Jednou z možnost́ı je
položit G−1 = λH, kde λ je zat́ım nespecifikovaný parametr.

Lemma 23 Zvoĺıme-li G−1 = λH, dostaneme

β =
b2

ac− b2

(
1

λ
− 1

)
, (190)

η =
λac− b2

ac− b2
(191)

Důkaz Zvoĺıme-li G−1 = λH, můžeme psát

vTG−1v

c
=
λ

c
((c/b)y −Bd)TH((c/b)y −Bd) =

λ

c

(
c2

b2
a− 2

c

b
b+ c

)
= λ

ac− b2

b2
.

Použijeme-li lemma 22 a (141) dostaneme 1− β/β∗ = 1/λ, což spolu s (140) dává (190) a (191). 2

Poznámka 133 Dobré výsledky dostaneme, polož́ıme-li λ =
√
c/a. Poněkud horš́ı výsledky dávaj́ı volby

λ = b/a a λ = c/b. Hodnota (191) je definována pokud ac− b2 > 0, v opačném př́ıpadě pokládáme η = 1.
Pokud je hodnota (191) záporná, pokládáme η = 0.

Zat́ım jsme popsali, jak lze volit parametr η a pod́ıl ρ/γ. Nyńı ukážeme jak se určuj́ı parame-
try ρ a γ. Parametr ρ slouž́ı ke korekci kvadratického modelu minimalizované funkce, který odpov́ıdá
kvazinewtonovské podmı́nce B+d = y. V této podmı́nce vystupuj́ı pouze gradienty g+ a g. Korekce
kvadratického modelu je založena na dodatečném použit́ı funkčńıch hodnot F+ a F . Postupuje se tak, že
se pomoćı funkčńıch hodnot a gradient̊u urč́ı aproximace č́ısla dTB+d a z modifikované kvazinewtonovské
podmı́nky B+d = (1/ρ)y se vypočte hodnota ρ = dT y/dTB+d. Tato hodnota se použ́ıvá pouze tehdy,
když ρ ≤ ρ ≤ ρ (obvykle ρ = 0.01 a ρ = 100). V opačném př́ıpadě se voĺı hodnota ρ = 1. Při výpočtu

č́ısla dTB+d se použ́ıvaj́ı výrazy

A =
F+ − F

dT g
, B =

dT g+
dT g

.
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Poznámka 134 Použijeme-li větu o středńı hodnotě (tvrzeńı 2) ve zpětném směru, dostaneme

F = F+ − dT g +
1

2
dTG+d+ o(∥d∥2).

Zanedbáme-li člen o(∥d∥2) a aproximujeme-li dTG+d pomoćı dTB+d, dostaneme

dTB+d = 2(F − F+ + dT g+),

takže

ρ =
dT y

2(F − F+ + dT g+)
=

B − 1

2(B −A)
. (192)

Poznámka 135 K přesněǰśımu odhadu č́ısla dTB+d můžeme použ́ıt v́ıce člen̊u Taylorova rozvoje. Plat́ı

F = F+ − dT g+ +
1

2
dTG+d−

1

6
dT (T+d)d+ o(∥d∥3),

dT g = dT g+ − dTG+d+
1

2
dT (T+d)d+ o(∥d∥3),

kde

dT (T+d)d =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

∂3F (x+)

∂xi∂xj∂xk
didjdk.

Zanedbáme-li člen o(∥d∥3) a aproximujeme-li dTG+d pomoćı dTB+d, dostaneme po úpravě

6(F − F+ + dT g+) = 3dTB+d− dT (T+d)d,

2(dT g − dT g+) = −2dTB+d+ dT (T+d)d,

což po sečteńı dává
dTB+d = 6(F − F+) + 4dT g+ + 2dT g,

takže

ρ =
dT y

6(F − F+) + 4dT g+ + 2dT g
=

B − 1

4B − 6A+ 2
=

B − 1

4(B − 1)− 6(A− 1)
. (193)

Existuj́ı daľśı zp̊usoby, jak lze určit hodnotu parametru ρ. Označme φ(α) = F (x+ αs). Pak plat́ı

dTB+d =
1

ρ
dT y =

α

ρ
(φ′(α)− φ′(0))

a použijeme-li aproximaci φ′′(α) = sTB+s = dTB+d/α
2, můžeme psát

ρ =
φ′(α)− φ′(0)

αφ′′(α)
.

Zvoĺıme-li vhodný tvar funkce φ(α) a spočteme-li φ′(α), φ′′(α), můžeme podle předchoźıho vzorce určit
odpov́ıdaj́ıćı hodnotu parametru ρ.

Poznámka 136 Jednou z možnost́ı je použit́ı kubického modelu

φ(α) = aα3 + bα2 + cα+ d,

jehož čtyři koeficienty a, b, c, d lze určit pomoćı hodnot φ(0), φ(α) a derivaćı φ′(0), φ′(α). Po dosazeńı
těchto hodnot do př́ıslušných výraz̊u a po formálńıch úpravavách dostaneme vzorec (193), stejný jako v
př́ıpadě použit́ı čtyř člen̊u zpětného Taylorova rozvoje.
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Poznámka 137 Velmi se osvědčilo použit́ı homogenńıho modelu

φ(α) = aαr + bα+ c,

kde a, b, c jsou neznáme koeficienty a r > 1 je neznámý exponent.

Věta 63 Uvažujme homogenńı model φ(α) = aαr + bα+ c s r > 1. Pak plat́ı

ρ =
A− 1

B −A
, (194)

kde

A =
φ(α)− φ(0)

αφ′(0)
=
F+ − F

dT g
,

B =
φ′(α)

φ′(0)
=
dT g+
dT g

.

Pokud pro hodnotu (194) plat́ı ρ > 0, odpov́ıdá tato hodnota homogenńımu modelu s r > 1.

Důkaz Zřejmě

φ′(α) = arαr−1 + b,

φ′′(α) = ar(r − 1)αr−2,

takže pro r > 1 plat́ı

B − 1 =
φ′(α)

φ′(0)
− 1 =

arαr−1 + b

b
− 1 =

arαr−1

b
,

A− 1 =
φ(α)− φ(0)

αφ′(0)
− 1 =

aαr + bα

αb
− 1 =

aαr−1

b
,

odkud plyne

r =
B − 1

A− 1
.

Dále plat́ı

αφ′′(α)

φ′(0)
=

ar(r − 1)αr−1

b
= (B − 1)(r − 1)

= (B − 1)

(
B − 1

A− 1
− 1

)
= (B − 1)

B −A

A− 1
,

což po dosazeńı do výrazu pro ρ (poznámka 137) dává

ρ =
φ′(α)− φ′(0)

φ′(0)

φ′(0)

αφ′′(α)
= (B − 1)

A− 1

(B − 1)(B −A)
=

A− 1

B −A
.

Nyńı je třeba ukázat že ρ > 0 implikuje r > 1. Použijeme-li (S3b), dostaneme φ′(α) ≥ ε2φ
′(0), kde

0 < ε2 < 1 a φ′(0) < 0, takže B ≤ ε2 < 1 a B − 1 < 0. Pokud

1

r
=
A− 1

B − 1
≥ 1,

pak A− 1 ≤ B − 1, takže B −A ≥ 0 a ρ ≤ 0. 2

Parametr γ slouž́ı ke škálováńı matice H, nebot’ aktualizace (116) s γ ̸= 1 je ekvivalentńı aktualizaci
(116) s γ = 1 aplikované na matici γH. Důvod pro škálováńı poskytuje věta 60 a následuj́ıćı věta.
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Věta 64 Necht’ F̃ (x̃) = F (T−1x), kde T je regulárńı čtvercová matice. Necht’ x̃i ∈ Rn, i ∈ N , je posloup-
nost generovaná metodou s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s počátečńı matićı H̃1 aplikovanou
na funkci F̃ (x̃) a xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná toutéž metodou s proměnnou metrikou ap-
likovanou na funkci F (x). Pak pokud použ́ıváme stejný výběr délky kroku a pokud H1 = TH̃1T

T , plat́ı
xi = T x̃i (metoda s proměnnou metrikou je invariantńı vzhledem k lineárńı transformaci proměnných).

Důkaz Snadno se dokáže (derivováńım složené funkce F̃ (x̃) = F (T−1x)), že plat́ı g̃(x̃) = TT g(x) a
G̃(x̃) = TTG(x)T . Ukážeme, že Hi = TH̃iT

T , ∀i ∈ N (podle předpokladu to plat́ı pro i = 1). Pak

xi+1 = xi − αiHigi = T (x̃i − αiH̃iT
T gi) = T (x̃i − αiH̃ig̃i) = T x̃i+1.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že H = TH̃TT (plat́ı to v prvńı iteraci). Protože d = T d̃ a
y = (TT )−1ỹ, můžeme psát U = [d,Hy] = [T d̃, T H̃TT (TT )−1ỹ] = T [d̃, H̃ỹ] = T Ũ , takže

1

γ
H+ = H + UMUT = TH̃TT + T ŨMŨTTT =

1

γ
TH̃+T

T .

2

Poznámka 138 Zvoĺıme-li T = G−1/2, plat́ı G̃ = TTGT = I. Odtud plyne, že pro libovolně špatně
podmı́něnou úlohu, můžeme lineárńı transformaćı proměnných doćılit toho, že nová úloha je dobře podmı́ně-
ná a zvoĺıme-li vhodně počátečńı matici H1, konverguje metoda s proměnnou metrikou velmi rychle. Proto
je účelné matici H1 a (jelikož násobeńı skalárem nedokáže dobře vystihnout transformaci TH̃1T

T ) také
matice Hi v daľśıch iteračńıch kroćıch vhodně škálovat. Vzhledem k tomu, že aproximujeme podmı́nku
G̃−1y = ρd, je výhodné volit γ tak aby γHy ≈ ρd, což po vynásobeńı zleva vektorem yT dává ρ/γ = a/b a
po vynásobeńı zleva vektorem H−1dT dává ρ/γ = b/c. Vhodný je také geometrický střed ρ/γ =

√
a/c.

Poznámka 139 Z předchoźıho výkladu by se mohlo zdát, že je výhodné škálovat matici H v každém ite-
račńım kroku. To však odporuje předpoklad̊um zaručuj́ıćım superlineárńı rychlost konvergence (poznámka
145). Proto se použ́ıvaj́ı r̊uzné strategie škálováńı, kdy se hodnota γ ̸= 1 použ́ıvá pouze v některých
iteračńıch kroćıch.

(NS) Žádné škálováńı. V každém iteračńım kroku pokládáme γ = 1.

(PS) Počátečńı škálováńı. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) urč́ıme γ tak, aby pod́ıl ρ/γ
splňoval vhodné podmı́nky (např́ıklad b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). V ostatńıch iteračńıch kroćıch pokládáme
γ = 1.

(IS) Intervalové škálováńı. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) postupujeme stejně jako v
př́ıpadě (PS). V ostatńıch iteračńıch kroćıch testujeme zda źıskaná hodnota γ lež́ı v intervalu 0 <
γ ≤ γ ≤ γ (kde např́ıklad γ = 1 a γ = 6). Nelež́ı-li hodnota γ v tomto intervalu pokládáme γ = 1.

(CS) Řı́zené škálováńı. Postupujeme v zásadě stejně jako v př́ıpadě (IS). Hodnotu γ = 1 však použ́ıváme
mnohem častěji. Necht’ α1 je počátečńı odhad délky kroku (obvykle α1 = 1), necht’ F1 = F (x+α1s),
g1 = g(x + α1s), λ1 = sT g1/s

T g, a necht’ λ > 0 je vhodná konstanta (např́ıklad λ = 0.2). Pak
hodnotu γ = 1 použijeme nav́ıc v následuj́ıćıch př́ıpadech (γ je p̊uvodńı hodnota určená podle (IS)):

(a) Jestliže |λ1| ≤ λ a F1 ≤ F .
(b) Jestliže γ > 1 a bud’ F1 > F nebo λ1 < 0.
(c) Jestliže γ < 1 a F1 ≤ F a λ1 > 0.

(AS) Permanentńı škálováńı. V každém iteračńım kroku postupujeme tak jako v prvńım iteračńım kroku
strategie (PS).
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4.5 Globálńı konvergence

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı metod s proměnnou metrikou. Důkaz globálńı konvergence
vyžaduje silněǰśı předpoklady než tomu bylo v př́ıpadě metod sdružených gradient̊u. Potřebujeme aby
minimalizovaná funkce byla stejnoměrně konvexńı (podmı́nka (F4)) a nav́ıc se globálńı konvergence dá
dokázat pouze pro perfektńı metody z Broydenovy tř́ıdy takové, že (1−λ)β∗

i ≤ βi ≤ 1−λ, kde 0 < λ < 1.

Lemma 24 Uvažujme metodu s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy takovou, že γ ≤ γi ≤ γ, ρ ≤
ρi ≤ ρ a (1 − λ)β∗

i ≤ βi ≤ 1 − λ, kde 0 < λ < 1. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1), (F4),
(F5). Pak:

(a) Existuje konstanta C taková, že Tr Bi+1 ≤ C
i
.

(b) Existuje konstanta C taková, že

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ci,
i∑

j=1

cj
bj

≥ iC.

Důkaz (a) Vztah (133) můžeme po roznásobeńı zapsat takto

Bi+1 =
1

γi

(
Bi +

γi
ρi

yiy
T
i

yTi di
+ βi

dTi Bidi
yTi di

yiy
T
i

yTi di
− βi
yTi di

(Bidiy
T
i + yi(Bidi)

T )) +
βi − 1

dTi Bidi
Bidi(Bidi)

T

)
.

Využijeme-li toho, že stopa je lineárńı maticovou funkćı a toho, že pro libovolné dva vektory u ∈ Rn,
v ∈ Rn plat́ı Tr(uvT ) = vTu, dostaneme

Tr Bi+1 =
1

γi

(
Tr Bi +

γi
ρi

yTi yi
yTi di

+ βi
yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2βi
yTi Bidi
yTi di

− (1− βi)
(Bidi)

TBidi
dTi Bidi

)
≤ 1

γ

(
Tr Bi +

yTi yi
yTi di

dTi di
yTi di

∥Bi∥+ 2
∥yi∥∥di∥
yTi di

∥Bi∥
)
+

1

ρ

yTi yi
yTi di

(nebot’ βi ≤ 1). Protože yi = G̃idi (věta 60), kde matice G̃i vyhovuje nerovnostem v podmı́nkách (F4)–
(F5), můžeme psát

yTi yi
yTi di

=
dTi G̃

2
i di

dTi G̃idi
≤ G,

dTi di
yTi di

=
dTi di

dTi G̃idi
≤ 1

G
,

∥yi∥∥di∥
yTi di

=

√
yTi yi
yTi di

dTi di
yTi di

≤

√
G

G
.

Dosad́ıme-li tyto nerovnosti spolu s nerovnost́ı ∥Bi∥ ≤ Tr Bi do vztahu pro Tr Bi+1, dostaneme

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi+1 + 1 ≤ 1

γ

1 +
G

G
+ 2

√
G

G

Tr Bi +
G

ρ
+ 1

≤ K(Tr Bi + 1) ≤ K
i
(Tr B1 + 1) ≤ C

i
, (195)
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kde K = max

((
1 +G/G+ 2

√
G/G

)
/γ, G/ρ+ 1

)
a C = K(Tr B1 + 1).

(b) Použijeme-li vztah pro det Bi+1 (poznámka 95), můžeme psát

det Bi+1

det Bi
=

(
1

γi

)n
γi
ρi

bi
ci

(
1− βi

β∗
i

)
≥
(
1

γ

)n γ

ρ

bi
ci
λ = K

bi
ci
, (196)

kde K = (1/γ)n(γ/ρ)λ. Plat́ı tedy

det Bi+1

det B1
≥ Ki

i∏
j=1

bj
cj

a protože det Hi+1 = 1/det Bi+1, můžeme psát

det Hi+1 ≤ det H1

Ki

i∏
j=1

cj
bj

≤ 1

Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

kde K = K/(detH1 + 1). Podle (a) plat́ı

det Bi+1 ≤
(
Tr Bi+1

n

)n

≤ (Tr Bi+1)
n ≤ C

in ∆
= Ci

(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem (8)), takže

1

Ci
≤ det Hi+1 ≤ 1

Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

neboli

i∏
j=1

cj
bj

≥
(
K

C

)i
∆
= Ci.

Použijeme-li znovu nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem, dostaneme

i∑
j=1

cj
bj

≥ i

 i∏
j=1

cj
bj

1/i

≥ iC.

2

Věta 65 (Globálńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 24, přičemž γi ≥ 1 ∀i ∈ N .
Pak

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz Použijeme opět základńı vztah pro Tr Bi+1 uvedený na začátku d̊ukazu lemmatu 24. Protože
yi = G̃idi a Bidi = −αigi, můžeme psát

|yTi Bidi|
yTi di

=
|yTi Bidi|
dTi Bidi

ci
bi

≤ ∥G̃di∥∥αigi∥
−αidTi gi

ci
bi

≤ G

cos θi

ci
bi
,

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi
=

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi

yTi di
dTi Bidi

ci
bi

≥ α2
i ∥gi∥2G∥di∥2

α2
i (d

T
i gi)

2

ci
bi

=
G

cos2 θi

ci
bi
,
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nebot’ yTi di ≥ G∥di∥2, což spolu s 1 ≤ γi ≤ γ a βi ≤ 1− λ < 1 dává

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
1

ρi

yTi yi
yTi di

+ βi
yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2βi
yTi Bidi
yTi di

− (1− βi)
1

γ

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi

≤ Tr Bi +
G

ρ
+

(
G+ 2

G

cos θi
− λG

γ cos2 θi

)
ci
bi

= Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi
,

kde ξi = G+2G/ cos θi−λG/(γ cos2 θi). Přepokládejme nyńı, že lim infi→∞ ∥gi∥ > 0. Pak podle věty 9 plat́ı∑∞
i=1 cos

2 θi <∞, takže cos θi → 0 a tedy ξi → −∞. Existuje tedy index k ∈ N takový, že ξi < −2G/(ρC)
∀i ≥ k. Abychom d̊ukaz formálně zjednodušili, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že k = 1
(v opačném př́ıpadě můžeme indexy posunout). Pak podle předchoźı nerovnosti a podle (b) lemmatu 24
plat́ı

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi

≤ Tr B1 + i
G

ρ
− 2

G

ρC

i∑
j=1

cj
bj

≤ Tr B1 − i
G

ρ
.

Zvoĺıme-li index i tak aby platilo i > Tr B1ρ/G, dostaneme Tr Bi+1 < 0, což je spor, nebot’ stopa
symetrické pozitivně definit́ı matice je kladná. 2

Poznámka 140 Věta 65 teoreticky zd̊uvodňuje špatné konvergenčńı vlastnosti metody DFP (s nepřes-
ným výběrem délky kroku). Metoda DFP odpov́ıdá volbě βi = 1 ∀i ∈ N , takže neńı splněn předpoklad
βi ≤ 1− λ < 1 ∀i ∈ N . Ze vztahu pro Tr Bi+1 vymiźı posledńı člen a nelze použ́ıt princip d̊ukazu.

Poznámka 141 Věta 65 je nejobecněǰśım tvrzeńım o globálńı konvergenci (nemodifikovaných a nerestar-
tovaných) metod s proměnnou metrikou. Tato věta vyžaduje aby byla splněna podmı́nka (F5) (existence
konstanty G > 0), takže ji lze použ́ıt pouze pro konvexńı funkce. Z d̊ukazu věty 65 je zřejmé, že tento
požadavek slouž́ı pouze k tomu, aby platilo

yTi di ≥ G∥di∥2. (197)

Jednou z možnost́ı jak tento požadavek odstranit, je zvolit malé č́ıslo τ > 0 a matici Bi aktualizovat
pouze tehdy, je-li splněna podmı́nka (197) s G = τ . Jiná úprava spoč́ıvá v náhradě vektoru yi = gi+1 − gi
vektorem ỹi = yi + τidi, kde τi = max(0, τ − yTi di/d

T
i di). Použ́ıváme-li slabou Wolfeho podmı́nku (S2a) a

(S3a) s ε3 = ∞, plat́ı yTi di > 0, takže τ − yTi di/d
T
i di ≤ τi ≤ τ a

ỹTi di > yTi di + τi∥di∥2 ≥ yTi di
dTi di

∥di∥2 +
(
τ − yTi di

dTi di

)
∥di∥2 = τ∥di∥2.

Jelikož ỹi = (G̃i + τiI)di, můžeme psát

ỹTi ỹi
ỹTi di

=
ỹTi ỹi

ỹTi (G̃i + τiI)−1ỹi
≤ G+ τ .

Jsou tedy splněny všechny nerovnosti, které se použ́ıvaj́ı v d̊ukazu věty 65. Mı́sto konstanty τ můžeme
použ́ıt proměnnou hodnotu τ i = τ min(1, ∥gi∥), kde τ > 0. Protože d̊ukaz věty 65 provád́ıme sporem a

předpokládáme, že ∥gi∥ > ε, plat́ı v tomto př́ıpadě τ i ≥ τ min(1, ε)
∆
= τ .

4.6 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı se budeme zabývat rychlost́ı konvergence metod s proměnnou metrikou. K tomuto účelu neńı vhodné
použ́ıvat matice Hi a Bi, nebot’ nastávaj́ı pot́ıže s komutativitou. Lze však použ́ıt matice Ri zavedené ve
větě 60 nebo transformaci proměnných studovanou ve větě 64. Protože metody s proměnnou metrikou jsou
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invariantńı v̊uči této transformaci, zachovává se při ńı R-lineárńı i Q-superlineárńı rychlost konvergence.
Matici T budeme volit tak, že T = (G∗)−1/2, takže po transformaci plat́ı G∗ = I. Budeme opět použ́ıvat
označeńı

G̃i =

∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ.

Věta 66 (Lineárńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 24, přičemž γi ≥ 1 ∀i ∈ N .
Necht’ xi → x∗ a G∗ = I. Pak plat́ı

∞∑
i=1

∥ei∥ <∞.

Důkaz Jelikož xi → x∗ (a tedy di → 0), plat́ı G̃i → G∗ = I, takže pro libovolné č́ıslo 0 < ε < 1 existuje
index k ∈ N takový, že ∥G̃i − I∥ ≤ ε ∀i ≥ k. Pak pro i ≥ k můžeme psát

yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2
yTi Bidi
yTi di

=

(
dTi (I + (G̃i − I))2di

dTi (I + (G̃i − I))di
− 2

)
dTi Bidi
yTi di

− 2
dTi (G̃i − I)Bidi

yTi di

≤ (∥G̃i − I∥ − 1)
dTi Bidi
yTi di

+ 2∥G̃i − I∥∥di∥∥Bidi∥
dTi Bidi

ci
bi

≤ 2ε

cos θi

ci
bi

(prvńı člen je záporný, nebot’ ∥G̃i − I∥ ≤ ε < 1). Zvolme č́ıslo 0 < ε < 1 tak, aby platilo ε ≤ λG/(4γ) a
předpokládejme bez újmy na obecnosti, že k = 1 (v opačném př́ıpadě můžeme provést přeč́ıslováńı index̊u).
Pak po dosazeńı do vztahu pro Tr Bi+1 uvedeného v d̊ukazu věty 65 dostaneme

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
1

ρi

yTi yi
yTi di

+ βi
yTi yi
yTi di

dTi Bidi
yTi di

− 2βi
yTi Bidi
yTi di

− (1− βi)
1

γ

(Bidi)
TBidi

dTi Bidi

≤ Tr Bi +
G

ρ
+

(
2ε cos θi −

λG

γ

)
1

cos2 θi

ci
bi

≤ Tr Bi +
G

ρ
− λG

2γ

1

cos2 θi

ci
bi

≤ Tr(B1) + i
G

ρ
− λG

2γ

i∑
j=1

1

cos2 θ2j

cj
bj
,

takže

i∑
j=1

1

cos2 θ2j

cj
bj

≤ 2γ

λG

(
Tr(B1) + i

G

ρ

)
≤ Li,

kde L = 2γ(G/ρ+Tr B1+1)/(λG). Použijeme-li nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem
(8), dostaneme

i∏
j=1

1

cos2 θ2j

cj
bj

≤

1

i

i∑
j=1

1

cos2 θ2j

cj
bj

i

= Li

a podle (b) lemmatu 24 plat́ı

i∏
j=1

cos2 θ2j ≥ 1

Li

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ki

Li

∆
= ci.

Použijeme-li ještě jednou nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem, můžeme psát
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i∑
j=1

cos2 θ2j ≥ i

 i∏
j=1

cos2 θ2j

1/i

= ic,

takže dokazované tvrzeńı plyne z věty 14 a poznámky 32. 2

V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat princip omezeného znehodnoceńı zformulovaný v následuj́ıćım
lemmatu.

Lemma 25 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost, která konverguje R-lineárně k bodu x∗ ∈ Rn a necht’
κi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost kladných č́ısel taková, že κi+1 = κi(1 + O(∥ei∥)), kde ei = xi − x∗

(čili existuje č́ıslo C > 0 takové, že κi+1 ≤ κi(1 + C∥ei∥). Pak existuje konstanta C > 0 taková, že
κi ≤ κ1 exp(C) ∀i ∈ N .

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

κi+1 ≤ κ1

i∏
j=1

(1 + C∥ej∥) ≤ κ1

1

i

i∑
j=1

(1 + C∥ej∥)

i

= κ1

1 +
C

i

i∑
j=1

∥ej∥

i

(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem (8)). Jelikož z R-lineárńı konvergence
plyne existence konstanty C takové, že

i∑
j=1

∥ej∥ ≤
∞∑
j=1

∥ej∥ =
C

C

(poznámka 32), můžeme psát

κi+1 ≤ κ1

(
1 +

C

i

)i

.

∀i ∈ N . V základńım kurzu analýzy se dokazuje, že posloupnost tvořená pravými stranami těchto
nerovnost́ı je rostoućı a má limitu κ1 exp(C) (tato limita se snadno urč́ı pomoćı l’Hospitalova pravidla).
Plat́ı tedy κi ≤ κ1 exp(C) ∀i ∈ N . 2

Poznámka 142 Podle lemmatu 25 je posloupnost κi ∈ Rn, i ∈ N , shora omezená, pokud xi → x∗ R-
lineárně a κi+1 = κi(1+O(∥ei∥)) ∀i ∈ N . Plat́ı to i tehdy pokud κi+1 = κi(1+O(∥ei∥))+O(∥ei∥) ∀i ∈ N ,
nebot’ v tomto př́ıpadě κi+1 + 1 = (κi + 1)(1 +O(∥ei∥)) a podle lemmatu 25 existuje konstanta C taková,
že κi < κi + 1 ≤ (κ1 + 1) exp(C) ∀i ∈ N .

Nyńı dokážeme větu o superlineárńı konvergenci metod s proměnnou metrikou. Jelikož superlineárńı
konvergence vyžaduje aby v jistém smyslu platilo Bi → G∗ (věta 16), budeme požadovat splněńı předpokla-
d̊u věty 42 (ρi = 1, γi = 1, ∀i ∈ N). Dále budeme použ́ıvat označeńı

Ri = G̃
1/2
i HiG̃

1/2
i , R′

i+1 = G̃
1/2
i Hi+1G̃

1/2
i ,

kde G̃i je matice definovaná ve větě 60 (takže G̃idi = yi). Poznamenejme, že Ri+1 = G̃
1/2
i+1Hi+1G̃

1/2
i+1 ̸=

R′
i+1.

Poznámka 143 Ke kvantitativńımu vyšetřováńı maticových rekurentńıch vztah̊u lze z výhodou použ́ıt
Frobeniovu normu ∥A∥F =

√
Tr(ATA). Z této definice plyne, že ∥A∥ ≤ ∥A∥F ≤

√
n∥A∥. Využijeme

toho, že pro libovolné matice A, B plat́ı ∥A∥2F = Tr(ATA), ∥B∥2F = Tr(BTB), takže ∥A + B∥2 =
Tr((A+B)T (A+B)) = ∥A∥2F + ∥B∥2F + 2Tr(ATB). Dále plat́ı

∥uvT ∥2F = Tr(vuTuvT ) = uTuTr(vvT ) = uTuvT v.

Je-li matice A symetrická, je ∥A∥2F součtem druhých mocnin jej́ıch vlastńıch č́ısel. Z toho plyne, že
symetrické matice, které maj́ı stejná vlastńı č́ısla, maj́ı stejnou Frobeniovu normu.
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Lemma 26 Uvažujme aktualizaci

R′
+ = R+

zzT

zT z
− Rz(Rz)T

zTRz
+

η

zTRz

(
zTRz

zT z
z −Rz

)(
zTRz

zT z
z −Rz

)T

.

Pak plat́ı

∥R′
+ − I∥2F = ∥R− I∥2F − (1− η)

((
1− zTR2z

zTRz

)2

+ 2

(
zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2
))

− η

((
1− zTRz

zT z

)2

+ 2η

(
zTR2z

zT z
−
(
zTRz

zT z

)2
))

− η(1− η)

((
zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2
)
.

Důkaz Aplikujeme-li pravidla uvedená v poznámce 143 na vztah

R′
+ − I = R− I +

zzT

zT z
+ η

zTRz

zT z

zzT

zT z
− η

zzTR

zT z
− η

RzzT

zT z
+ (η − 1)

RzzTR

zTRz
,

źıskaný úpravou aktualizace z lemmatu 26, dostaneme

∥R′
+ − I∥2F = ∥R− I∥2F + 1 + η2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2η2
zTR2z

zT z
+ (η − 1)2

(
zTR2z

zTRz

)2

+ 2
zTRz

zT z
+ 2η

(
zTRz

zT z

)2

− 4η
zTR2z

zT z
+ 2(η − 1)

zTR3z

zTRz

− 2− 2η
zTRz

zT z
+ 4η

zTRz

zT z
− 2(η − 1)

zTR2z

zTRz
+ 2η

zTRz

zT z

− 4η
zTRz

zT z
+ 2(η − 1)

zTRz

zT z
− 4η2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2η(η − 1)

(
zTRz

zT z

)2

+ 2η2
(
zTRz

zT z

)2

− 4η(η − 1)
zTR2z

zT z

= ∥R− I∥2F − 1 + 2η
zTRz

zT z
− 2η2

zTR2z

zT z
− 2(η − 1)

zTR2z

zTRz

+ 2(η − 1)
zTR3z

zTRz
+ η2

(
zTRz

zT z

)2

+ (η − 1)2
(
zTR2z

zTRz

)2

.

Stejný výsledek dostaneme roznásobeńım vztahu uvedeného v lemmatu 26. 2

Důsledek 11 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 26 s 0 ≤ η ≤ 1, plat́ı ∥R′
+ − I∥F ≤ ∥R− I∥F .

Důkaz Použijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2

=
zTR3zzTRz − (zTR2z)2

(zTRz)2
≥ 0,

zTR2z

zT z
−
(
zTRz

zT z

)2

=
zTRzzT z − (zTRz)2

(zT z)2
≥ 0,(

zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2

=
(zTR2zzT z)2 − (zTRz)4

(zTRzzT z)2

=
zTR2zzT z + (zTRz)2

zTRzzT z

zTR2zzT z − (zTRz)2

zTRzzT z
≥ 0.
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Všechny závorky ve vztahu pro ∥R′
+ − I∥2F v lemmatu 26 jsou tedy nezáporné a jelikož 0 ≤ η ≤ 1, plat́ı

∥R′
+ − I∥2F ≤ ∥R− I∥2F . 2

Lemma 27 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s proměnnou metrikou z
Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a 0 ≤ ηi ≤ 1 taková, že xi → x∗, kde x∗ je stacionárńım bodem funkce
F : D → R splňuj́ıćı podmı́nky (F3)–(F5). Pak plat́ı

∥Ri+1 − I∥F = ∥Ri − I∥F (1 +O(∥ei∥) +O(∥ei∥).

Důkaz Označme
R̃i = H

1/2
i G̃iH

1/2
i R̃′

i+1 = H
1/2
i+1G̃iH

1/2
i+1.

Matice R̃i má stejná vlastńı č́ısla jako matice Ri, nebot’ z G̃
1/2
i HiG̃

1/2
i x = λx, x ̸= 0, plyne H

1/2
i G̃iH

1/2y =

λy, y = H
1/2
i G̃

1/2
i x ̸= 0. Plat́ı tedy ∥R̃i∥F = ∥Ri∥F a ∥R̃i−I∥F = ∥Ri− I∥F . Totéž plat́ı pro matice R̃′

i+1

a R′
i+1. Matici R′

i+1 źıskáme z matice Ri pomoćı aktualizace uvedené v lemmatu 26 (viz d̊ukaz věty 60).
Použijeme-li d̊usledek 11 dostaneme

∥Ri+1 − I∥F = ∥R̃i+1 − I∥F ≤ ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F + ∥R̃′

i+1 − I∥F
= ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F + ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F + ∥Ri − I∥F .

Stač́ı tedy dokázat, že ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F = (∥Ri − I∥F +1)O(∥ei∥). Použijeme-li definičńı vztah pro matici

G̃i uvedený ve větě 60 a nerovnost (F5), můžeme psát

∥G̃i+1 − G̃i∥ = ∥
∫ 1

0

G(xi+1 + λdi+1)dλ−
∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ∥

≤
∫ 1

0

∥G(xi+1 + λdi+1)−G(xi + λdi)∥dλ

≤ L

∫ 1

0

∥ei+1 + λdi+1 − ei − λdi∥dλ

≤ L

(
∥ei+1∥+ ∥ei∥+

1

2
∥di+1∥+

1

2
∥di∥

)
= O(∥ei∥),

nebot’ podle poznámky 31 plat́ı ∥ei+1∥ = O(∥ei∥) a ∥di∥ = O(∥ei∥). Plat́ı tedy

∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥ ≤ ∥H1/2

i+1(G̃i+1 − G̃i)H
1/2
i+1∥ ≤ ∥Hi+1∥∥G̃i+1 − G̃i∥

= ∥G̃−1/2
i G̃

1/2
i Hi+1G̃

1/2
i G̃

−1/2
i ∥∥G̃i+1 − G̃i∥ ≤ ∥G̃−1

i ∥∥R′
i+1∥∥G̃i+1 − G̃i∥

≤ 1

G
∥R′

i+1∥∥G̃i+1 − G̃i∥ = ∥R′
i+1∥O(∥ei∥).

Ale
∥R′

i+1∥ = ∥I +R′
i+1 − I∥ ≤ 1 + ∥R′

i+1 − I∥ ≤ 1 + ∥R′
i+1 − I∥F ≤ 1 + ∥Ri − I∥F ,

takže
∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F ≤
√
n∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥ = ∥R′
i+1∥O(∥ei∥) = (∥Ri − I∥F + 1)O(∥ei∥).

2

Důsledek 12 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 27, existuj́ı konstanty R a H takové, že ∥Ri∥ ≤ R a
∥Hi∥ ≤ H ∀i ∈ N .
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Důkaz Jelikož ∥Ri∥F ≤
√
n + ∥Ri − I∥F a posloupnost ∥Ri − I∥F , i ∈ N , je podle lemmatu 27 a

poznámky 142 omezená, je i posloupnost ∥Ri∥ ≤ ∥Ri∥F , i ∈ N , omezená. Jelikož

∥Hi∥ = ∥G̃−1/2
i G̃

1/2
i HiG̃

1/2
i G̃

−1/2
i ∥ ≤ ∥G̃−1

i ∥∥Ri∥ ≤ 1

G
∥Ri∥,

je i posloupnost ∥Hi∥, i ∈ N , omezená. 2

Poznámka 144 Aktualizaci pro R−1 dostaneme z aktualizace pro R záměnou R→ R−1 a η → β. Jelikož
z 0 ≤ η ≤ 1 plyne 0 ≤ β ≤ 1 (poznámka 115), můžeme použ́ıt stejné úvahy jako v d̊ukazu lemmatu 26 a
lemmatu 27. Existuj́ı tedy konstanty R a H takové, že ∥R−1

i ∥ ≤ 1/R a ∥H−1
i ∥ ≤ 1/H ∀i ∈ N .

Věta 67 (Superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s
proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a 0 ≤ ηi ≤ 1, přičemž αi = 1, kdykoliv tato
hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2) a (S3). Necht’ xi → x∗, kde x∗ je stacionárńım bodem funkce F : D → R
splňuj́ıćı podmı́nky (F4)–(F6). Pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Z d̊ukazu lemmatu 27 (prvńı nerovnost) v́ıme, že

∥Ri − I∥F − ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥Ri − I∥F − ∥Ri+1 − I∥F + ∥R̃i+1 − R̃′

i+1∥F ,

kde ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F = (∥Ri − I∥F + 1)O(∥ei∥). Jelikož podle d̊usledku 12 je posloupnost ∥Ri − I∥F ,

i ∈ N , shora omezená, existuje konstanta C taková, že ∥R̃i+1 − R̃′
i+1∥F ≤ C∥ei∥. Použijeme-li větu 66,

dostaneme
∞∑
i=1

(
∥Ri − I∥F − ∥R′

i+1 − I∥F
)
≤ ∥R1 − I∥F + C

∞∑
i=1

∥ei∥ <∞,

takže plat́ı
lim
i→∞

(
∥Ri − I∥F − ∥R′

i+1 − I∥F
)
= 0.

a jelikož normy ∥Ri − I∥F a ∥R′
i+1 − I∥F ≤ ∥Ri − I∥F jsou omezené, také

lim
i→∞

(
∥Ri − I∥2F − ∥R′

i+1 − I∥2F
)
= 0.

Nyńı použijeme vztah uvedený v lemmatu 26. Protože posledńı tři členy na pravé straně tohoto vztahu
maj́ı stejné znaménko, muśı konvergovat k nule, nebot’ jsme právě dokázali, že jejich součet konverguje k
nule. Necht’ N = N1 ∪N2, N1 ∩N2 = ∅ je rozklad množiny N takový, že

lim sup

i
N1→∞

ηi < 1, lim inf
i
N2→∞

ηi > 0

(např́ıklad N1 = {i ∈ N : 0 ≤ ηi ≤ 1/2}, N2 = {i ∈ N : 1/2 < ηi ≤ 1}). Z konvergence zmı́něných tř́ı
člen̊u plyne, že

lim
i
N1→∞

zTi R
3
i zi

zTi Rizi
= lim

i
N1→∞

zTi R
2
i zi

zTi Rizi
= 1,

lim
i
N2→∞

zTi R
2
i zi

zTi zi
= lim

i
N2→∞

zTi Rizi
zTi zi

= 1,

neboli

lim
i
N1→∞

∥R1/2
i (Ri − I)zi∥2

∥R1/2
i zi∥2

= lim
i
N1→∞

zTi (R
3
i − 2R2

i +Ri)zi
zTi Rizi

= 0,

lim
i
N2→∞

∥(Ri − I)zi∥2

∥zi∥2
= lim

i
N2→∞

zTi (R
2
i − 2Ri + I)zi
zTi zi

= 0.
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Jelikož podle d̊usledku 12 a poznámky 144 plat́ı ∥Ri∥ ≤ R a ∥R−1
i ∥ ≤ 1/R ∀i ∈ N , můžeme obě tyto

limity nahradit jedinou limitou

lim
i→∞

∥(Ri − I)zi∥
∥zi∥

= lim
i→∞

∥(G̃1/2
i HiG̃

1/2
i − G̃

−1/2
i G̃

1/2
i )zi∥

∥G̃−1/2
i G̃

1/2
i zi∥

= lim
i→∞

∥(G̃1/2
i (Hi − G̃−1

i )yi∥
∥G̃−1/2

i yi∥
= 0.

Protože xi → x∗ implikuje G̃i → G∗, dostaneme použit́ım předpoklad̊u (F3) a (F4) vztah

lim
i→∞

∥(Hi − (G∗)−1)yi∥
∥yi∥

= 0,

který je, vzhledem k tomu, že Hi ≤ H a H−1
i ≤ 1/H ∀i ∈ N (d̊usledek 12 a a poznámka 144), ekvivalentńı

vztahu

lim
i→∞

∥(Bi −G∗)di∥
∥di∥

= 0.

Závěr d̊ukazu plyne z věty 16. 2

Poznámka 145 Věta 67 předpokládá, že plat́ı 0 ≤ ηi ≤ 1 (neboli 0 ≤ βi ≤ 1) ∀i ∈ N . Tento předpoklad
nelze př́ılǐs zeslabit. Dá se pouze dokázat, že věta z̊ustane v platnosti, pokud βi ≤ 1 ∀i ∈ N a

∞∑
i=1

βi<0

βi
β∗
i

<∞.

Také je nutné, aby platilo ρi = γi = 1, v opačném př́ıpadě nelze použ́ıt princip d̊ukazu. Podrobněǰśım
rozborem lze ukázat, že pro γi ̸= 1 věta 67 neplat́ı a to zejména proto, že volba αi = 1 nemá při použit́ı
škálováńı žádné výsadńı postaveńı.

4.7 Aktualizace trojúhelńıkového rozkladu

Použ́ıváme-li inverzńı metody s proměnnou metrikou (133), je třeba určovat směrový vektor řešeńım sous-
tavy rovnic Bs = −g, kde B je symetrická pozitivně definitńı matice. V tomto př́ıpadě je výhodné pracovat
s trojúhelńıkovým rozkladem B = LDLT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı
diagonále a D je pozitivné definitńı diagonálńı matice. Pak řešeńı soustavy rovnic LDLT s = −g vyžaduje
O(n2) operaćı násobeńı a sč́ıtáńı. Ukážeme nyńı, jak lze určit trojúihelńıkový rozklad matice B̄ = B+σzzT

z trojúhelńıkového rozkladu matice B s použit́ım O(n2) operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Věta 68 Necht’ L, L̄ jsou dolńı trojúhelńıkové matice s jednotkami na hlavńı diagonále a D, D̄ jsou
pozitivně definitńı diagonálńı matice, přičemž

L̄D̄L̄T = LDLT + σzzT . (198)

Necht’ li, l̄i, 1 ≤ i ≤ n, jsou sloupce matic L, L̄ a di, d̄i, 1 ≤ i ≤ n, jsou diagonálńı prvky matic D, D̄.
Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

vi = zii,

d̄i = di + σiv
2
i , (199)

l̄i =
di
d̄i
li +

σivi
d̄i

zi (200)

(zii je i-tý prvek vektoru zi), kde σ1 = σ, z1 = z a pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

σi+1 =
di
d̄i
σi, (201)

zi+1 = zi − vili. (202)

Přitom vi, 1 ≤ i ≤ n, jsou prvky vektoru v, který je řešeńım soustavy rovnic Lv = z.
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Důkaz Větu dokážeme indukćı. Předpokládejme, že pro nějaký index i < n plat́ı

n∑
j=i

d̄j l̄j l̄
T
j =

n∑
j=i

dj lj l
T
j + σiziz

T
i . (203)

Zřejmě σ1 = σ a z1 = z, nebot’ rovnost (198) lze zapsat ve tvaru

n∑
j=1

d̄j l̄j l̄
T
j =

n∑
j=1

dj lj l
T
j + σzzT .

Protože vektory lj , l̄j , i ≤ j ≤ n, maj́ı prvńıch j−1 prvk̊u nulových, má matice (203) prvńıch i−1 sloupc̊u
nulových a jej́ı i-tý sloupec je určen vztahem d̄i l̄i l̄ii = dililii + σizizii, což spolu s lii = 1, l̄ii = 1 dává

d̄i = di + σiz
2
ii, (204)

l̄i =
di
d̄i
li +

σizii
d̄i

zi. (205)

Vztah (205) můžeme ještě upravit. Polož́ıme-li

zi+1 = zi − ziili (206)

a použijeme-li (204)–(206), dostaneme

d̄i l̄i = dili + σiziizi = d̄ili − σiz
2
iili + σiziizi = d̄ili + σiziizi+1,

což dává
l̄i = li +

σizii
d̄i

zi+1. (207)

Ukážeme nyńı, že plat́ı
dilil

T
i − d̄i l̄i l̄

T
i + σiziz

T
i = σi+1zi+1z

T
i+1, (208)

kde č́ıslo σi+1 je určeno vzorcem (201). Použijeme-li vztahy (204)–(207), dostaneme

dilil
T
i − d̄i l̄i l̄

T
i + σiziz

T
i

= dilil
T
i − d̄i(li +

σizii
d̄i

zi+1)(li +
σizii
d̄i

zi+1)
T + σi(zi+1 + ziili)(zi+1 + ziili)

T

= (di − d̄i)lil
T
i − σizii(liz

T
i+1 + zi+1l

T
i )−

σ2
i z

2
ii

d̄i
zi+1z

T
i+1

+ σizi+1z
T
i+1 + σizii(liz

T
i+1 + zi+1l

T
i ) + σiz

2
iilil

T
i

=

(
σi −

σ2
i z

2
ii

d̄i

)
zi+1z

T
i+1 = σi+1zi+1z

T
i+1,

kde

σi+1 = σi −
σ2
i z

2
ii

d̄i
=
d̄i − σiz

2
ii

d̄i
σi =

di
d̄i
σi. (209)

Plat́ı tedy (208), kde č́ıslo σi+1 je určeno vzorcem (201). Porovnáme-li vztahy (203) a (208), źıskáme

n∑
j=i+1

d̄i l̄i l̄
T
i =

n∑
j=i+1

dilil
T
i + σiziz

T
i ,

č́ımž jsme provedli indukčńı krok. Podle (204) a (205) tedy plat́ı (199) a (200) a vzorce (209) a (206) jsou
totožné se vzorci (201) a (202). Zbývá dokázat, že Lv = z, kde vi = zii, 1 ≤ i ≤ n. To je však velmi
snadné, nebot’ podle (202) pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

zi = z −
i−1∑
j=1

vj lj ,
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což pro i-tý prvek vi = zii vektoru v dává stejný vzorec jako zpětný chod Gaussovy eliminačńı metody
pro řešeńı soustavy rovnic Lv = z. 2

Důsledek 13 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 68. Pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

vi = zii,

d̄i =
τi+1

τi
di, (210)

l̄i = li +
vi

τi+1di
zi+1, (211)

kde τ1 = 1/σ, z1 = z a pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

τi+1 = τi +
v2i
di
, (212)

zi+1 = zi − vili (213)

(př́ımé rekurence). Necht’ vektor v řešeńım soustavy rovnic Lv = z. Pak pro n ≥ i ≥ 1 plat́ı

d̄i =
τi+1

τi
di, (214)

l̄i = li +
vi

τi+1di
zi+1, (215)

kde τn+1 = 1/σ + vTD−1v, zn+1 = 0 a pro n ≥ i ≥ 1 plat́ı

τi = τi+1 −
v2i
di
, (216)

zi = zi+1 + vili (217)

(zpětné rekurence).

Důkaz Položme τi = 1/σi, 1 ≤ i ≤ n. Pak podle (199) a (201) pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

τi+1 = τi
d̄i
di

= τi
di + σiv

2
i

di
= τi +

v2i
di
,

d̄i =
σi
σi+1

di =
τi+1

τi
di,

takže rekurentńı vztahy (199)–(202) můžeme zapsat ve tvaru (210)–(213) (vzorec (211) plyne ze vzorce
(207)). K odvozeńı zpětných rekurenćı aplikujeme d̊usledek 8, na matici (198). Dostaneme

det B̄ = det(LDLT + σzzT ) = detL(D + σvvT )LT = (1 + σvTD−1v) detB,

kde Lv = z (jelikož trojúhelńıková matice L má jednotky na hlavńı diagonále, plat́ı detL = 1). Použijeme-
li (210), můžeme psát

τn+1

τ1
=

n∏
i=1

τi+1

τi
=

n∏
i=1

d̄i
di

=
det D̄

detD
=

det B̄

detB
= 1 + σvTD−1v,

což dává τn+1 = 1/σ + vTD−1v. Jelikož l̄n = ln = en (posledńı prvek jednotkové matice řádu n), muśı
platit zn+1 = 0. Vztahy (216)–(217) dostaneme obráceńım vztah̊u (212)–(213). 2

Poznámka 146 Rekurentńı vztahy (199)–(202) jsou nejpřirozeněǰśı, lze je však použ́ıt pouze tehdy, když
σ > 0. V př́ıpadě, že σ < 0, může vlivem zaokrouhlovaćıch chyb doj́ıt ke ztrátě stability (prvky d̄i mohou
vycházet nulové nebo záporné). Proto se v tomto př́ıpadě použ́ıvaj́ı zpětné rekurence (214)–(217). Př́ımé
rekurence (210)–(213), které lze použ́ıt pro σ > 0, maj́ı tu výhodu, že jsou prakticky stejné jako zpětné
rekurence (214)–(217), což umožňuje implementovat obě rekurence jedńım algoritmem.
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4.8 Modifikace a implementace metod s proměnnou metrikou

Nejprve se budeme zabývat úpravami, které umožńı sńıžit počet operaćı v iteračńıch kroćıch metod s
proměnnou metrikou a zvýšit tak jejich účinnost. Jednou z možnost́ı je odstraněńı maticového násobeńı
při výpočtu směrového vektoru s+ = −H+g+ (t́ım lze sńıžit počet operaćı zhruba o čtvrtinu). Použijeme-li
vztahy (102)–(103) a rovnost d = αs, můžeme psát

s+ = −H+g+ = −γ(H + UMUT )g+ = −γ(Hg +Hy + UMUT g+) =
γ

α
d− γ(Hy + UMUT g+),

takže vektor s+ lze spoč́ıtat pomoćı vektor̊u d, Hy a sloupc̊u matice U (v př́ıpadě metod z Broydenovy
tř́ıdy má matice U sloupce d, Hy). Protože vektor Hy známe z předchoźıho iteračńıho kroku, odpadá
násobeńı matićı H. Následuj́ıćı věta udává př́ıslušné vzorce.

Věta 69 Necht’ H+ je matice určená vztahem (116), kde d = −αHg, α > 0 je délka kroku a matice H je
pozitivně definitńı. Pak vektor s+ = −H+g+ m̊užeme spoč́ıtat podle vzorce

1

γ
s+ =

γ

ρ

δ

α

(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d =
γ

ρ

δ

α

(a
b
d−Hy

)
+
ρ

γ

(
1

α

c

b
− 1

)
d, (218)

kde δ je č́ıslo definované vztahem (130).

Důkaz Plat́ı

dT g+ = dT (y + g) = dT y − dTH−1s = b− c

α
, (219)

yTHg+ = yTH(y + g) = yTHy − yT s = a− b

α
, (220)

takže po dosazeńı do (116) dostaneme

1

γ
s+ = − 1

γ
H+g+ = −Hy + 1

α
d− ρ

γ

dT g+
b

d+
1

a

(
a− b

α

)
Hy

− η

a

[
a

b

(
b− c

α

)
−
(
a− b

α

)](a
b
d−Hy

)
=

1

α

b

a

(a
b
d−Hy

)
+
η

α

b

a

(
ac− b2

b2

)(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d

=
1

α

b

a

(
1 +

η(ac− b2)

b2

)(a
b
d−Hy

)
− ρ

γ

dT g+
b

d,

což spolu s (130) a (219) dává (218). 2

Poznámka 147 Pro metodu DFP, kdy η = 0, dostaneme

sDFP
+ =

[
γ

α

(
1 +

ρ

γ

c

b

)
− ρ

]
d− γ

α

b

a
Hy. (221)

Pro metodu BFGS, kdy η = 1, dostaneme

sBFGS
+ =

[
γ

α

c

b

(
a

b
+
ρ

γ

)
− ρ

]
d− γ

α

ac

b2
Hy. (222)

Poznámka 148 Provád́ıme-li přesný výběr délky kroku, vymiźı v (218) posledńı člen, takže všechny
aktualizace z Broydenovy tř́ıdy aplikované na matici H dávaj́ı rovnoběžné směrové vektory s+. To je v
souladu s tvrzeńım věty 43.
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Vzorec (218) lze použ́ıt pouze tehdy, když s = −Hg. Pokud tento předpoklad neplat́ı (např́ıklad u
metod s lokálně omezeným krokem, nebo u některých metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı
vyšetřovaných v odd́ılu 8.1), nemuśı být splněna podmı́nka spádovosti sT+g+ < 0. Odvod́ıme ještě jeden
vzorec, který má př́ıznivěǰśı vlastnosti.

Věta 70 Označme

p = HV g+, V = I − 1

b
ydT . (223)

Necht’ H+ je matice určená vztahem (116), kde d = −αHg, α > 0 je délka kroku a matice H je pozitivně
definitńı. Pak vektor s+ = −H+g+ m̊užeme spoč́ıtat podle vzorce

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+
b+ ηαyT p

b+ αyT p
V T p =

ρ

γ

dT g+
b

d+ δ
γb

ρc
V T p, (224)

kde αyT p ≥ 0 a δ je č́ıslo určené vztahem (130).

Důkaz (a) Použijeme-li rovnosti (219) a (223), dostaneme

p = HV g+ = H

(
I − 1

b
ydT

)
g+ = Hg +Hy − dT g+

b
Hy

= − 1

α
d+Hy −

(
1− c

αb

)
Hy =

1

α

(c
b
Hy − d

)
, (225)

takže Hy = (αp+ d)b/c a jelikož V T d = 0, plat́ı

V THy = α
b

c
V T p. (226)

(b) Použijeme-li vyjádřeńı (122), můžeme psát dostaneme

− 1

γ
s+ =

1

γ
H+g+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+ V T

(
H +

η − 1

a
HyyTH

)
V g+

=
ρ

γ

dT g+
b

d+ V T p+
η − 1

a
V THyyT p =

ρ

γ

dT g+
b

d+

(
1 + α

η − 1

a

b

c
yT p

)
V T p.

Ale a = yTHy = yT (αp+ d)b/c = (b+ αyT p)b/c, takže

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+

(
1 +

η − 1

b+ αyT p
αyT p

)
V T p =

ρ

γ

dT g+
b

d+
b+ αyT p

b+ αyT p
V T p.

(c) Použijeme-li vztah (225) a nerovnost ac− b2 ≥ 0 (která plyne ze Schwarzovy nerovnosti), dostaneme

αyT p = b

(
ac− b2

b2

)
≥ 0.

Dosad́ıme-li výraz αyT p do (150) a použijeme-li (130), dostaneme

b+ ηαyT p

b+ αyT p
=
b2 + η(ac− b2)

ac
= δ

γb

ρc
.

2

Poznámka 149 Jelikož V T p = V THV g+, můžeme vzorec (224) zapsat ve tvaru

− 1

γ
s+ =

ρ

γ

dT g+
b

d+ V T (γBFGSH)V g+,
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kde

γBFGS =
b+ ηαyT p

b+ αyT p
= δ

γb

ρc
,

takže libovolná aktualizace z Broydenovy tř́ıdy dává stejný směrový vektor jako aktualizace BFGS škálovaná
koeficientem γBFGS .

Poznámka 150 Neplat́ı-li s = −Hg, můžeme vzorec (224) upravit tak, že mı́sto č́ısla αyT p použijeme
č́ıslo τ = max(αyT p, 0). Pak podle (224) plat́ı

gT+s+ = −ρ (d
T g+)

2

b
− b+ ητ

b+ τ
gT+V

THV g+.

Pokud dT g+ ̸= 0, dostaneme gT+s+ ≤ −ρ(dT g+)2/b < 0. Pokud dT g+ = 0, plat́ı V g+ = g+, takže
gT+s+ = −gT+Hg+(b+ ηατ)/(b+ ατ) < 0, nebot’ matice H je pozitivně definitńı a τ ≥ 0.

Nyńı poṕı̌seme modifikaci metod s proměnnou metrikou v součinovém tvaru, která použ́ıvá ortogonálńı
transformace umožňuj́ıćı značně zjednodušit použité aktualizace. Necht’ H = SST a S̄ = SQT , kde Q je
čtvercová ortogonálńı matice (takže QTQ = QQT = I). Pak

H = SST = SQTQST = S̄S̄T ,

takže matici S+ lze źıskat aktualizacaćı matice S̄. Matici Q voĺıme tak, aby tato aktualizace byla co
nejjednodušš́ı.

Věta 71 Necht’ H = SST , [d,Hy] = S[d̃, ỹ], a = ỹT ỹ > 0, b = ỹT d̃ > 0, c = d̃T d̃ > 0. Necht’ S̄ = SQT ,
kde Q je ortogonálńı matice taková, že vektor Qd̃ má pouze prvńı prvek nenulový a vektor Qỹ má pouze
prvńı dva prvky nenulové (tuto matici lze źıskat jako součin Givensových rotaćı slouž́ıćıch k vynulováńı
prvk̊u uvedených vektor̊u). Necht’

1
√
γ
S+e1 =

√
ρ

γb
d

1
√
γ
S+e2 =

√
(yT s̄1)2 + η(yT s̄2)2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
b

d

)
1
√
γ
S+ej = s̄j , 3 ≤ j ≤ n,

kde S+ej je j-tý sloupec matice S+ a s̄j = S̄ej, 1 ≤ j ≤ n. Pak polož́ıme-li H+ = S+S
T
+, plat́ı (116).

Důkaz Jelikož podle předpokladu plat́ıQd̃ = λe1 a Qỹ = λ1e1+λ2e2, kde λ, λ1, λ2 jsou vhodné koeficienty,
můzeme psát

d = Sd̃ = SQTQd̃ = λs̄1,

S̄T y = QST y = Qỹ = λ1e1 + λ2e2,

takže yT s̄1 = λ1, y
T s̄2 = λ2 a yT s̄j = 0, 3 ≤ j ≤ n. Plat́ı tedy(

I − dyT

yT d

)
s̄1 = 0,(

I − dyT

yT d

)
s̄2 = s̄2 −

yT s̄2
yT d

d,(
I − dyT

yT d

)
s̄j = s̄j , 3 ≤ j ≤ n
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a
Hy = S̄S̄T y = λ1s̄1 + λ2s̄2 = yT s̄1 s̄1 + yT s̄2 s̄2,

což po dosazeńı dá vá

Hy

yTHy
− d

yT d
=

yT s̄1 s̄1 + yT s̄2 s̄2
(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

− s̄1
yT s̄1

=
yT s̄2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2
s̄2 +

yT s̄1
(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

s̄2 −
1

yT s̄1
s̄1

=
yT s̄2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT s̄1

s̄1

)
.

Nyńı použijeme vztah (123), podle kterého plat́ı

1

γ
H+ =

(
I − dyT

yT d

)
S̄S̄T

(
I − dyT

yT d

)T

+
ρ

γ

ddT

yT d

+ yTHy(η − 1)

(
d

yT d
− Hy

yTHy

)(
d

yT d
− Hy

yTHy

)T

=

(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)T

+

n∑
j=3

s̄j s̄
T
j +

ρ

γ

ddT

yT d

+ (η − 1)
(yT s̄2)

2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)T

=
n∑

j=3

s̄j s̄
T
j +

(yT s̄1)
2 + η(yT s̄2)

2

(yT s̄1)2 + (yT s̄2)2

(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)(
s̄2 −

yT s̄2
yT d

d

)T

+
ρ

γ

ddT

yT d

=
1

γ

n∑
j=1

S+ej(S+ej)
T =

1

γ
S+S

T
+.

2

Poznámka 151 Z věty 71 plyne, že stač́ı aktualizovat pouze dva sloupce matice S̄. Většina operaćı se
tedy spotřebovává na výpočet matice S̄. To však jsou ortogonálńı transformace, které jsou velmi stabilńı.
Poznamenejme, že ve vzorci pro (1/γ)S+e2 se vyskytuje odmocnina z výrazu, který je kladný pokud η ≥ 0
(pro metodu BFGS je tento výraz jednotkový).

Daľśı modifikace metod s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ı r̊uzná zobecněńı kvazinewtonowské podmı́nky.
Jednu takovou možnost jsme již popsali v souvislosti s korekćı kvadratického modelu, kdy se kvazinewtonov-
ská podmı́nka H+y = d nahradila podmı́nkou H+y = ρd. Nyńı budeme vyšetřovat metody splňuj́ıćı
zobecněou kvazinewtonovskou podmı́nku H+ỹ = d (nebo B+d = ỹ), kde ỹ = y + τd. Tento princip lze
použ́ıt k zajǐstěńı globálńı konvergence (poznámka 141) a také ke korekci kvadratického modelu.

Poznámka 152 Necht’ B+d = ỹ, kde ỹ = y + τd. Pak dTB+d = dT ỹ = dT y + τ∥d∥2, takže dTB+d =
(1/ρ)dT y právě tehdy, když

τ =

(
1

ρ
− 1

)
dT y

∥d∥2
.

Abychom dostali korekci jako v poznámce 134, stač́ı položit τ∥d∥2 = 2(F − F+) + dT g+ + dT g. Abychom
dostali korekci jako v poznámce 135, stač́ı položit τ∥d∥2 = 6(F − F+) + 3(dT g+ + dT g).

Jiná možnost spoč́ıvá v použit́ı hodnot a gradient̊u funkce F ve v́ıce bodech, např́ıklad v bodech x−, x,
x+, kde x− je vektor z předchoźıho iteračńıho kroku. Zobecněná kvazinewtonovská podmı́nka se odvod́ı
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pomoćı vhodné interpolace. Všechny tyto modifikace (včetně té uvedené v poznámce 152) však př́ılǐs
nezlepšuj́ı (při použit́ı škálováńı dokonce zhoršuj́ı) účinnost metod s proměnou metrikou. Proto se jimi
dále zabývat nebudeme.

Zat́ım jsme se zabývali modifikacemi metod z Broydenovy tř́ıdy. Nyńı poṕı̌seme Davidonovu tř́ıdu
metod s proměnnou metrikou. Tato tř́ıda použ́ıvá vztahy (102)–(104), kde Ui = [ui, di − Hiyi] a ui je
vektor, který se konstruuje rekurentně tak, aby platilo

ui+1 ∈ L(Ui), uTi+1yi = 0 (227)

(vektor ui+1 je tedy lineárńı kombinaćı vektor̊u ui a di −Hiyi a je kolmý na vektor yi). Tuto podmı́nku
splňuje např́ıklad vektor

ui+1 = yTi (di −Hiyi)ui − yTi ui(di −Hiyi). (228)

Věta 72 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou
metrikou z Davidonovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sTi gi+1 = 0 ∀i ∈ N) aplikovaná na
ryze konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗).

Necht’ gi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pak gn+1 = 0 a xn+1 = x∗.

Důkaz Důkaz této věty je velmi podobný d̊ukazu věty (40). Opět se indukćı pro 1 ≤ j < i ≤ n + 1
dokazuj́ı vztahy (105)–(108) a nav́ıc vztah

uTi yj = 0, (229)

který se použ́ıvá v části (a) k d̊ukazu toho, že UT
i yj = 0, 1 ≤ j ≤ i. Indukčńı krok pro (229) je velmi

jednoduchý. Jelikož ui+1 ∈ L(Ui) a U
T
i yj = 0, 1 ≤ j < i, plat́ı uTi+1yj = 0, 1 ≤ j < i. Protože podle (227)

plat́ı uTi+1yi = 0, dostaneme uTi+1yj = 0, 1 ≤ j ≤ i. 2

Věta 72 neposkytuje nic nového, co by nesplňovala i jednodušš́ı Broydenova tř́ıda metod s proměnnou
metrikou. Následuj́ıćı věta však ukazuje, že za jistých předpoklad̊u má Davidonova tř́ıda vlastnost kvadra-
tického ukončeńı i bez přesného výběru délky kroku.

Věta 73 Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou metrikou z Davidonovy tř́ıdy
aplikovaná na ryze konvexńı kvadratickou funkci Q(x). Pokud ρi = 1, γi = 1 a yTi ui ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n, plat́ı
Hn+1 = G−1.

Důkaz Oznažme Zi, i ∈ N , podprostor vektor̊u z ∈ Rn splňuj́ıćıch podmı́nky

GHiz = z, uTi z = 0.

Dokážeme indukćı, že dimZn+1 = n, takže GHn+1 = I neboli Hn+1 = G−1. Předpokládejme, že pro nějký
index 1 < i ≤ n plat́ı dimZi ≥ i− 1, (plat́ı to pro i = 2, nebot’ s použit́ım (103) (104) a (227) dostaneme
GH2y1 = Gd1 = y1 a uT2 y1 = 0, takže y1 ∈ Z2 a tedy dimZ2 ≥ 1). Necht’ z ∈ Zi. Jelikož GHiz = z,
můžeme psát

(di −Hiyi)
T z = (di −HiGdi)

T z = dTi (z −GHiz) = 0,

což spolu s uTi z = 0 dává UT
i z = 0. Podle (103) a (227) pak plat́ı GHi+1z = GHiz = z a uTi+1z = 0,

takže z ∈ Zi+1 a tedy Zi ⊂ Zi+1. Dále s použit́ım (104) a (227) dostaneme GHi+1yi = Gdi = yi
a uTi+1yi = 0, takže yi ∈ Zi+1. Jelikož předpokládáme, že uTi yi ̸= 0, nemůže platit yi ∈ Zi, takže
dimZi+1 ≥ dimZi + 1 ≥ i. 2

Poznámka 153 Ve větě 73 předpokládáme, že yTi ui ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n. Pokud yTi ui = 0, plat́ı pro tento
index pouze dimZi+1 ≥ dimZi. Nicméně dimenze podprostoru Zi+1 se nemůže sńıžit a po n kroćıch
splňuj́ıćıch podmı́nku yTi ui ̸= 0 plat́ı Hi+1 = G−1.
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Poznámka 154 Dá se snadno ukázat, že aktualizace H+ = H + UMUT , kde U = [u, d − Hy], splňuje
kvazinewtonovskou podmı́nku H+y = d, pokud

H+ = H +
(d−Hy)(d−Hy)T

yT (d−Hy)
−

φu+u
T
+

yT (d−Hy)
, (230)

kde φ = −detM je volný parametr a u+ je vektor určený vztahem (228). Zvoĺıme-li φ = 0, dostaneme
metodu hodnosti 1 (vzorec (119)), která patř́ı do Davidonovy tř́ıdy. Davidonovu tř́ıdu lze tedy chápat jako
zobecněńı metody hodnosti 1. Podstatné je, že Davidonova tř́ıda obsahuje aktualizace, pro něž je matice
H+ vždy pozitivně definitńı.

Vztah (230) je velmi jednoduchý, neposkytuje však jednoduché výrazy pro vhodné hodnoty parametru
φ dávaj́ıćı pozitivně definitńı matici H+. Proto se použ́ıvá aktualizace H+ = H+ŪM̄Ū , kde Ū = P [d,Hy]
a P = U(UTH−1U)−1UTH−1 (P je matice projekce do L(U)).

Věta 74 Necht’ H+ = H + ŪM̄ŪT , kde H je symetrická pozitivně definitńı matice a Ū = P [d,Hy], kde
P = U(UTH−1U)−1UTH−1 a U = [u, d−Hy]. Pak H+y = d plat́ı právě tehdy, jestlǐze

M̄ =


1

b̄

(
η̄
ā

b̄
+ 1
)
, − η̄

b̄

− η̄
b
,

η̄ − 1

ā

 ,
kde η̄ je volný parametr a kde

ā = yTPHy, b̄ = yTPd, c̄ = dTH−1Pd.

Důkaz Jelikož P (d − Hy) = d − Hy a PŪ = Ū (nebot’ d − Hy ∈ L(U) a P 2 = P ), můžeme kvazi-
newtonovskou podmı́nku zapsat ve tvaru

ŪM̄ŪTPT y = Pd− PHy.

Ale

PTH−1P = H−1U(UTH−1U)−1UTH−1U(UTH−1U)−1UTH−1

= H−1U(UTH−1U)−1UTH−1 = H−1P = PTH−1 (231)

takže ŪTPT y = ŪTPTH−1Hy = ŪTPTH−1PHy = ŪTH−1PHy, což po dosazeńı do kvazinewtonovské
podmı́nky dává

[Pd, PHy]

[
m1, m2,
m2, m3

] [
b̄
ā

]
= Pd− PHy,

kde [
c̄, b̄
b̄, ā

]
= ŪTH−1Ū = [d,Hy]TPTH−1P [d,Hy] = [d,Hy]TH−1[Pd, PHy].

Porovnáme-li koeficienty u Pd a PHy, dostaneme

m1b̄+m2ā = 1,

m2b̄+m3ā = −1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m2 = −η̄/b a zbylé prvky m1,m3 urč́ıme řešeńım uvedených
rovnic. T́ım dostaneme matici M̄ uvedenou ve větě 74. 2
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Poznámka 155 Vztah H+ = H + ŪM̄ŪT můžeme roznásobit. Plat́ı

H+ = H +
1

b̄
Pd(Pd)T − 1

ā
PHy(PHy)T +

η̄

ā

( ā
b̄
Pd− PHy

)( ā
b̄
Pd− PHy

)T
. (232)

Pro tuto aktualizaci plat́ı stejné úvahy jako pro (116). Matice H+ je pozitivně definitńı, pokud η̄ > η̄∗,
kde η̄∗ = −b̄2/(āc̄− b̄2). Pro η̄ = 1 dostaneme analogii metody BFGS.

Poznámka 156 Aktualizaci (232) můžeme vyjádřit v inverzńım tvaru. Použije se k tomu stejný postup
jako v d̊ukazu věty 46 a rovnost BP = PTB, která plyne z (231). Plat́ı

B+ = B +
1

b̄
PT y(PT y)T − 1

c̄
PTBd(PTBd)T +

β̄

c̄

( c̄
b̄
PT y − PTBd

)( c̄
b
PT y − PTBd

)T
, (233)

kde
β̄η̄(āc̄− b̄2) + (β̄ + η̄)b̄2 = b̄2.

Poznámka 157 Inverźı vztahuH+ = H+UMUT podle d̊usledku 8 dostaneme (tak jako v d̊ukazu věty 46)
B+ = B + BUKBUT . Polož́ıme-li v = −Bu a V = [v, y − Bd], můžeme psát B+ = B + V KV T . Dá se
snadno ukázat, že tato aktualizace splňuje kvazinewtonovskou podmı́nku B+d = y, pokud

B+ = B +
(y −Bd)(y −Bd)T

dT (y −Bd)
−

ψ v+v
T
+

dT (y −Bd)
, (234)

kde ψ = −detK je volny̌ parametr a

v+ = dT (y −Bd)v − dT v(y −Bd). (235)

Vztah (234) je duálńı ke vztahu (230) a plat́ı ψ = φ/δ̄, kde δ̄ = detH+/detH = detB/ detB+.

Poznámka 158 Necht’ v = −Bu a v+ je vektor určený vztahem (235). Pak plat́ı

−B+u+ =
v+
δ̄
.

Jelikož nezálež́ı na normě vektoru u+, můžeme v daľśım iteračńım kroku použ́ıt vektor v+ mı́sto vektoru
B+u+. V prvńım iteračńım kroku lze volit vektory u a v libovolně.

Poznámka 159 Ke konstrukci matice P = U(UTH−1U)−1UTH−1 je zapotřeb́ı matice H−1 = B, která
je k disposici, použ́ıváme-li aktualizaci (233). V př́ıpadě aktualizace (232) můžeme použ́ıt vztah

P = U(UTH−1U)−1UTH−1 = HBU(UTBHBU)−1UTB = HV (V THV )−1V,

ve kterém je mı́sto vektoru u použit vektor v, určovaný rekurentně podle vzorce (235). Ve vztahu (235)
využ́ıváme toho, že pro metody spádových směr̊u plat́ı Bd = −αg (poznámka 86).

Z modifikaćı, které jsme uvedli, má praktický význam pouze eliminace maticového násobeńı užit́ım
věty 69. Ostatńı modifikace lze překonat vhodným škálováńım (parametr γ) a korekćı (parametr ρ).
Metody z Davidonovy tř́ıdy jsou efektivńı co se týče počtu vyč́ısleńı hodnot a gradient̊u minimalizované
funkce. Vyžaduj́ı však deľśı čas výpočtu, který se spotřebovává na určeńı projekćı nebo parametr̊u φ a ψ
v (230) a (234).

Poznámka 160 Závěrem uvedeme několik poznámek k implementaci metod s proměnnou metrikou.
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• Výběr délky kroku: Metody s proměnnou metrikou nejsou citlivé na výběr délky kroku. Je možné
použ́ıt algoritmus 1 beze změny. Voĺı se počátečńı odhad α = 1 nebo (zejména v počátečńıch
iteraćıch)

α = min

(
1,

4(F − Fi)

sTi gi

)
.

• Korekce (parametr ρ): Vypláćı se, zejména ve spojeńı se škálováńım, použ́ıvat parametr ρ určený
zpětným použit́ım věty o středńı hodnotě (poznámka 134) nebo použit́ım homogenńıho modelu (poz-
námka 137) a upravený tak, aby platilo ρ ≤ ρ ≤ ρ.

• Škálováńı (parametr γ): Vhodné škálováńı značně zvyšuje účinnost omezených metod s proměn-
nou metrikou (kdy 0 ≤ η ≤ 1), pokud voĺıme parametr γ tak, aby platilo b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b.
Škálováńı v každé iteraci však neńı účelné, je třeba použ́ıvat nějakou strategii, která omezuje použit́ı
hodnoty γ ̸= 1 v těch iteraćıch, kde je to nevhodné. Nejv́ıce se osvědčilo ř́ızené škálováńı popsané v
poznámce 139.

• Výběr konkretni metody (parametr η): Praktické zkušenosti ukázuj́ı, že z jednoduchých metod je
nejúčinněǰśı metoda BFGS a že metoda DFP je velmi špatná. Ačkoliv metodu BFGS lze překonat
některými složitěǰśımi metodami, korekce a škálováńı rozd́ıly mezi nimi st́ıraj́ı (s celkovým zlepšeńım
účinnosti), takže lze doporučit korigovanou a škálovanou metodu BFGS.

Algoritmus metody s proměnnou metrikou lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 4 Data ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, ε > 0, ρ = 0.01, ρ = 100, γ = 0.7, γ = 6.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme F1 := F (x1), g1 := g(x1). Zvoĺıme počátečńı
symetrickou pozitivně definit́ı matici H1 (obvykle H1 := I) a polož́ıme i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme si := −Higi a urč́ıme délku
kroku αi použit́ım algoritmu 1. Polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme Fi+1 := F (xi+1),
gi+1 := g(xi+1).

Krok 3 Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi. Urč́ıme parametr ρi zpětným použit́ım věty o
středńı hodnotě (poznámka 134) nebo použit́ım homogenńıho modelu (poznámka 137). Jestliže
ρi < ρ nebo ρi > ρ polož́ıme ρi := 1. Použijeme ř́ızené škálováńı (poznámka 139) s hodnotou γi
takovou, že bi/ai ≤ γi/ρi ≤ ci/bi a mezemi γ ≤ γ ≤ γ (pro metodu BFGS voĺıme γi/ρi = bi/ai).
Zvoĺıme parametr ηi > 0 a urč́ıme matici Hi+1 podle (116) (pro metodu BFGS voĺıme ηi = 1).

Krok 4 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod s proměnnou metrikou a jejich porovnáńı s metodou
sdružených gradient̊u pomoćı souboru 92 testovaćıch problémů s 50 a 200 proměnnými (jsou uvedeny
celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a selháńı F, jakož i celkový čas výpočtu). V tabulce je
kromě metody DFP (117), metody BFGS (118) a Hoshinovy metody (120) uvedena metoda, která použ́ıvá
hodnoty

ηN =
max(0,

√
c/a− b2/(ac))

1− b2/(ac)
, b2/(ac) < 1,

ηN = 1, b2/(ac) ≥ 1

(poznámka 133). Tuto metodu uvád́ıme, abychom demonstrovali, že efektivita metody BFGS může být
překonána vhodnou volbou parametru η. Označeńı typu škálováńı v prvńım sloupci tabulky má stejný
význam jako v poznámce 139. Pro NS a PS se použ́ıvá hodnota ρ = 1. Pro CS se použ́ıvá parametr ρ
určený použit́ım homogenńıho modelu (poznámka 137). Prvńı sada sloupc̊u odpov́ıdá dimenzi n = 50 a
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druhá dimenzi n = 200. Pro srovnáńı jsou též uvedeny výsledky pro metodu sdružených gradient̊u CG (je
použita verze Hestenese a Stiefela a silná Wolfeho podmı́nka pro výběr délky kroku).

Metoda NIT NFV F Čas NIT NFV F Čas
DFP + NS 79799 84566 36 4.79 125737 138199 34 53.06
DFP + PS 89241 90993 39 4.76 143663 146872 42 54.94
DFP + CS 12857 15266 1 0.88 36030 43824 4 13.50
BFGS + NS 13192 21453 1 1.47 32492 57518 1 25.20
BFGS + PS 15193 16840 1 1.13 34724 38444 3 11.95
BFGS + CS 8024 9527 - 0.69 19439 22783 - 7.30
H + NS 15928 21565 1 1.42 36475 51893 1 17.03
H + PS 18561 19600 1 1.11 39889 42024 2 13.08
H + CS 8225 9577 - 0.64 20716 24085 - 7.70
N + NS 11493 17537 1 1.22 29760 45904 1 16.42
N + PS 11895 13891 1 0.79 27048 29608 2 9.30
N + CS 7814 8796 - 0.63 18366 20426 - 6.99
CG 163098 311093 5 10.25 227547 417467 9 18.61

Poznámka 161 Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Metoda DFP je velmi neefektivńı (použ́ıváme-li standardńı výběr délky kroku založený na použit́ı
slabé Wolfeho podmı́nky).

• Řı́zené škálováńı velmi zvyšuje efektivitu metod s proměnnou metrikou (podobnou vlastnost má i
intervalové škálováńı).

• Efektivita metody BFGS může být překonána vhodnou volbou parametru η (např́ıklad volbou
η = ηN ).

• Metody s proměnou metrikou jsou pro standardńı (husté) úlohy menš́ıch rozměr̊u (do 250 proměnných)
mnohem efektivněǰśı než metoda CG. To samozřejmě neplat́ı pro rozsáhlé úlohy, pro které je bud’
nemožné nebo nevhodné pracovat s plnými maticemi.
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5 Metody s lokálně omezeným krokem

5.1 Základńı vlastnosti metod s lokálně omezeným krokem

Poznámka 162 Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Qi(s) = gTi s+
1

2
sTBis

pro kvadratickou funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl F (xi + s)− F (xi) a označeńı

ωi(s) = (Bis+ gi)/∥gi∥
pro přesnost určeńı směrového vektoru (předpokládáme, že ∥gi∥ ≠ 0, nebot’ v opačném př́ıpadě je bod xi
stacionárńım bodem funkce F ). Dále budeme použ́ıvat označeńı

ρi(s) =
F (xi + s)− F (xi)

Qi(s)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F .

Definice 25 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou s lokálně
omezeným krokem, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ δ∆i, (T1a)

∥si∥ < δ∆i ⇒ ∥ωi(si)∥ ≤ ωi ≤ ω, (T1b)

−Qi(si) ≥ σ∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥), (T1c)

kde 0 < δ ≤ 1 ≤ δ, 0 < σ < 1 a 0 ≤ ω < 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ ρ ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > ρ ⇒ αi = 1, (T2b)

kde ρ ≥ 0, a č́ısla 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ ⇒ β∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (T3a)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ min(γ∆i,∆), (T3b)

kde 0 < β ≤ β < 1 < γ <∞ a 0 ≤ ρ < ρ < 1, přičemž β δ < 1.

Poznámka 163 Jestliže ω = 0 nebo ω > 0, dostaneme přesné nebo nepřesné metody s lokálně omezeným
krokem. Př́ıpad, kdy δ < 1 < δ má význam při přibližném výpočtu optimálńıho lokálně omezeného kroku.
V ostatńıch př́ıpadech lze pokládat δ = 1 a δ = 1. Č́ıslo σ neńı vněǰśım parametrem metody. Jeho existence
muśı být zaručena, ale jeho velikost záviśı na zvolené metodě (obvykle σ = 1/2). V (T2) obvykle voĺıme
ρ = 0. Pokud ρ > 0, dostaneme silněǰśı tvrzeńı o globálńı konvergenci (věta 76). Č́ıslo ∆ > 0 slouž́ı k
omezeńı délky kroku, abychom se nedostali mimo definičńı obor DF funkce F : DF → R. Při vyšetřováńı
metod s lokálně omezeným krokem budeme předpokládat, že DF (F ) + B(0,∆) ⊂ D. Pak xi + si ∈ D
∀i ∈ N .

Poznámka 164 V podmı́nce (T1c) se někdy použ́ıvá ∥si∥ mı́sto ∆i, což je možné, nebot’ podle (T1a)
plat́ı ∆i ≥ ∥si∥/δ. Nav́ıc ∆i se v podmı́nce (T1c) uplatňuje většinou tehdy, když ∥si∥ ≥ δ∆i (viz d̊ukaz
věty 80).
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Poznámka 165 Normy v (T1) a (T3) mohou být i jiné než euklidovské. V tomto př́ıpadě se využ́ıvá
ekvivalence norem. Pro libovolnou vektorovou normu ∥s∥∗ plat́ı ν∥s∥ ≤ ∥s∥∗ ≤ ν∥s∥ a pod́ıl ν/ν pak
vystupuje v odpov́ıdaj́ıćıch vzorćıch.

Poznámka 166 Při vyšetřováńı metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ∥si∥ < δ∆i},

N2 = {i ∈ N : ρi(si) > ρ},

N3 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ}.

Jelikož 0 ≤ ρ < ρ, plat́ı N3 ⊂ N2.

Lemma 28 Aplikujeme-li metodu s lokálně omezeným krokem (T1)–(T3) na funkci F : D → R, která
splňuje podmı́nku (F3), existuje konstanta 0 < c < 1 taková, že

∥si∥ ≥ cmi/Mi, (236)

kde

mi = min
1≤j≤i

∥gj∥,

Mi = max
1≤j≤i

∥Bj∥.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Pak podle (T1b) plat́ı

|∥Bisi∥ − ∥gi∥| ≤ ∥Bisi + gi∥ = ∥ωi(si)∥∥gi∥ ≤ ω∥gi∥,

takže bud’ ∥Bisi∥ ≥ ∥gi∥ nebo ∥Bisi∥ < ∥gi∥ a ∥Bisi∥ ≥ (1−ω)∥gi∥. Spojeńım těchto nerovnost́ı dostaneme
∥Bi∥∥si∥ ≥ ∥Bisi∥ ≥ (1− ω)∥gi∥, což dává ∥si∥ ≥ (1− ω)mi/Mi.

(b) Necht’ i ̸∈ N1 a i ̸∈ N3. Pak podle definice množiny N3 a funkce Qi(s) plat́ı

F (xi + si)− F (xi) ≥ ρQi(si) = ρ

(
gTi si +

1

2
sTi Bisi

)
≥ ρ

(
gTi si − ∥Bi∥∥si∥2

)
.

Z druhé strany použit́ım (1) dostaneme

F (xi + si)− F (xi) ≤ gTi si +G∥si∥2,

což dohromady dává

(G+ ρ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ (ρ− 1)gTi si.

Podle (T1c) plat́ı

−σ∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥) ≥ Qi(si) ≥ gTi si − ∥Bi∥∥si∥2,

což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

(G+ ρ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ (ρ− 1)gTi si ≥ (ρ− 1)∥Bi∥∥si∥2 −
− σ(ρ− 1)∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥),

neboli

133



(G+ ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ σ(1− ρ)∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥),

takže bud’ ∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ∥gi∥/∥Bi∥ ≥ δmi/Mi, nebo

(G+ ∥B1∥)
Mi

∥B1∥
∥si∥2 ≥ (G+ ∥Bi∥)∥si∥2 ≥ σ(1− ρ)∥gi∥∆i ≥

σ(1− ρ)

δ
∥gi∥∥si∥,

což dává ∥si∥ ≥
(
σ(1− ρ)∥B1∥/

(
δ(G+ ∥B1∥)

))
mi/Mi.

(c) Necht’ i = 1. Pokud ∥g1∥ = 0, plat́ı zřejmě ∥s1∥ ≥ ∥g1∥/∥B1∥ ≥ m1/M1. Pokud ∥g1∥ ≠ 0 můžeme psát

∥s1∥ =
∥s1∥∥B1∥

∥g1∥
∥g1∥
∥B1∥

,

takže ∥s1∥ ≥ (∥s1∥∥B1∥/∥g1∥)m1/M1

(d) Necht’ i ̸∈ N1, i ∈ N3 a i ̸= 1. Necht’ k < i je největš́ı index pro který neplat́ı současně k ̸∈ N1, k ∈ N3

a k ̸= 1. Pak podle (T3) a (T1a) plat́ı

∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ∆i−1 ≥ . . . ≥ δ∆k+1 ≥ β δ∥sk∥,

takže podle (a)–(c) plat́ı

∥si∥ ≥ β δ∥sk∥ ≥ cmk/Mk ≥ cmi/Mi,

kde

c = β δmin

(
(1− ω), δ,

σ(1− ρ)∥B1∥
δ(G+ ∥B1∥)

,
∥s1∥∥B1∥

∥g1∥

)
.

2

Lemma 29 (Powell) Necht’ ∆i, i ∈ N , a Mi, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti kladných č́ısel a N3 ⊂ N .
Necht’

∆i ≥
µ

Mi
> 0, i ∈ N, (237)

kde µ > 0,

∆i+1 ≤ γ∆i, i ∈ N3, (238)

∆i+1 ≤ β∆i, i ̸∈ N3, (239)

Mi+1 ≥ Mi, i ∈ N, (240)

kde 0 < β < 1 < γ, a ∑
i∈N3

1

Mi
<∞. (241)

Pak ∑
i∈N

1

Mi
<∞. (242)

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N , necht’ r je přirozené č́ıslo takové, že βr−1γ < 1 (takové č́ıslo existuje nebot’ β < 1
a γ <∞) a necht’ p(i) je počet index̊u z množiny [1, i] = {1, . . . , i}, které jsou prvky množiny N3 (čili p(i)
je mohutnost množiny [1, i] ∩N3). Necht’ i ∈ N4, kde

N4 = {i ∈ N : rp(i) < i}.
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Pak podle (238) a (239) plat́ı

∆i ≤ γp(i−1)βi−1−p(i−1)∆1 ≤ γ(i−1)/rβ(r−1)(i−1)/r∆1 ≤
(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1.

Protože podle předpokladu je γβr−1 < 1, můžeme psát

∑
i∈N4

∆i ≤
∑
i∈N4

(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1 ≤
∞∑
i=1

(
γβ(r−1)

)(i−1)/r

∆1 =
∆1

1−
(
γβ(r−1)

)1/r <∞.

Použijeme-li nyńı (237), dostaneme ∑
i∈N4

1

Mi
≤ 1

µ

∑
i∈N4

∆i <∞.

(b) Nyńı stač́ı dokázat, že ∑
i∈N5

1

Mi
<∞,

kde N5 = N \N4, takže N5 = {i ∈ N : rp(i) ≥ i}. Označme

N3 = {i1, i2, i3 . . .}, N5 = {k1, k2, k3 . . .}

(předpokládáme uspořádáńı prvk̊u podle velikosti) a sestrojme množinu

N6 = {l1, l2, l3 . . .} = {i1, . . . , i1︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i2, . . . , i2︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i3, . . . , i3︸ ︷︷ ︸
r−krát

, . . .}.

Z konstrukce množiny N5 plyne, že

rp(kj) ≥ kj ≥ j ∀j ∈ N,

takže podle definice množiny N6 dostaneme

lj ≤ lrp(kj) ≤ ip(kj) ≤ kj ∀j ∈ N,

nebot’ ip(kj) je posledńı prvek množiny [1, kj ]∩N3. Podle (240) tedy plat́ı Mlj ≤Mkj ∀j ∈ N , takže podle
(241) dostaneme ∑

i∈N5

1

Mi
=

∞∑
j=1

1

Mkj

≤
∞∑
j=1

1

Mlj

=
∑
i∈N6

1

Mi
= r

∑
i∈N3

1

Mi
<∞,

což spolu s (a) dává (242). 2

Věta 75 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)–
(T3) taková, že

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞, (243)

kde Mi, i ∈ N , jsou č́ısla definovaná v lemmatu 28. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a
(F3). Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (244)
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Důkaz (a) Předpokládejme, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Pak podle (T1a) a
lemmatu 28 plat́ı

∆i ≥
1

δ
∥si∥ ≥ c ε

δMi

∆
=

µ

Mi
(245)

∀i ∈ N . Protože N3 ⊂ N2, můžeme s použit́ım (245) psát

Fi − Fi+1 = F (xi)− F (xi + si) ≥ −ρQi(si) ≥ ρ σ εmin

(
∆i,

ε

Mi

)
≥ ρ σ ε2c

δ

1

Mi

∀i ∈ N3, takže

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =

∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N3

(Fi − Fi+1) ≥
ρ σ ε2c

δ

∑
i∈N3

1

Mi
.

Plat́ı tedy ∑
i∈N3

1

Mi
<∞.

(b) Polož́ıme-li β = β δ < 1 a γ = γ > 1, jsou splněny předpoklady lemmatu 29, takže plat́ı (242) což je
ve sporu s předpokladem věty. 2

Poznámka 167 Předpoklady věty 75 jsou splněny např́ıklad tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené, kdy plat́ı

∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N.

Důkaz tohoto d́ılč́ıho tvrzeńı je velmi jednoduchý. Stač́ı část (a) d̊ukazu věty 75 pozměnit tak, že

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑
i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N3

(Fi − Fi+1) ≥
ρ σ ε2c

δ

∑
i∈N3

1

B
.

Je-li množina N3 nekonečná, dojdeme ihned ke sporu. Je-li množina N3 konečná, muśı podle (T3a) platit
∆i → 0, což je ve sporu s (245), nebot’ Mi ≤ B.

Poznámka 168 Předpoklady věty 75 jsou splněny také tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně
omezené, kdy plat́ı

∥Bi∥ ≤ Ci ∀i ∈ N

a č́ısla Ci vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C∥si∥ ≤ C1 + C δ∆ i,

kde C1 > 1 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty. V tomto př́ıpadě plat́ı

∞∑
i=1

1

Mi
≥ 1

C1
+

∞∑
i=1

1

C1 + C δ∆ i
≥ 1

C1
+

1

C1 + C δ∆

∞∑
i=1

1

i
= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı.

V poznámce 25 jsme ukázali, že pro metody stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı ∥gi∥ → 0. Nyńı
dokážeme, že totéž plat́ı pro metody s lokálně omezeným krokem, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené a plat́ı-li ρ > 0.
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Věta 76 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)–
(T3) takovou, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N a ρ > 0. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak
plat́ı

lim
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz V poznámce 167 jsme ukázali, že plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Předpokládejme, že
lim sup
i→∞

∥gi∥ > ε > 0.

Za tohoto předpokladu muśı být množina N2 nekonečná a muśı obsahovat nekonečnou podmnožinu N2 ⊂
N2 takovou, že ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N2 (pokud by byla N2 konečná, existoval by index k ∈ N takový, že xi = xk
∀i ≥ k a tud́ıž ∥gi∥ = 0 ∀i ≥ k). Předpokládejme pro jednoduchost, že N2 = N (v opačném př́ıpadě
můžeme posloupnost N2 přeč́ıslovat) a označme

N2 = {k1, k2, k3, . . .}.

Jelikož posloupnost F (xkj ), j ∈ N , je podle (T2) nerostoućı a podle (F1) zdola omezená, má tato posloup-
nost limitu a existuje tedy index m ∈ N takový, že

F (xkj )− F (xkj+1) < ρ
σ ε2

4δ
2 min

(
1

B
,
1

G

)
, ∀j ≥ m.

Necht’ lj je nevětš́ı index takový, že kj ≤ lj < kj+1 a ∥gl∥ ≥ ε/(2δ) ∀kj ≤ l ≤ lj . Pak podle (T1) a (T2)
plat́ı

F (xl)− F (xl+1) > ρσ∥gl∥min

(
∆l,

∥gl∥
∥Bl∥

)
≥ ρ

σ ε

2δ
2 min

(
∥sl∥,

ε

2B

)
, ∀kj ≤ l ≤ lj ,

takže

ρ
σ ε2

4δ
2 min

(
1

B
,
1

G

)
> F (xkj )− F (xkj+1) ≥ F (xkj )− F (xlj+1)

=

lj∑
l=kj

(F (xl)− F (xl+1)) > ρ
σ ε

2δ
2

lj∑
l=kj

min

(
∥sl∥,

ε

2B

)
.

Porovnáme-li obě strany této nerovnosti, vid́ıme, že př́ıpad, kdy ∥sl∥ ≥ ε/(2B) nemůže pro kj ≤ l ≤ lj
nastat (v opačném př́ıpadě by pravá strana nebyla menśı než levá). Můžeme tedy psát

lj∑
l=kj

∥sl∥ <
ε

2
min

(
1

B
,
1

G

)
≤ ε

2G
.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnost́ı (20), dostaneme

∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ ≤ G∥xkj − xlj+1∥ ≤ G

lj∑
l=kj

∥sl∥ <
ε

2
.

Jelikož posloupnost N2 je nekonečná a plat́ı lim infi→∞ ∥gi∥ = 0, muśı existovat index j ≥ m takový, že
lj + 1 < kj+1. Pak podle toho co jsme dokázali plat́ı

∥g(xkj )∥ ≤ ∥g(xlj+1)∥+ ∥g(xkj )− g(xlj+1)∥ <
ε

2
+
ε

2
= ε,
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což je ve sporu s předpokladem, že ∥gkj∥ ≥ ε ∀kj ∈ N2. 2

V daľśı části tohoto odd́ılu budeme předpokládat, že xi → x∗ a že bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (věta 2). Abychom nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı xi ∈
B(x∗, ε), nahrad́ıme předpoklady věty 2 silněǰśımi předpoklady (F4) a (F5). T́ım se formálně zjednoduš́ı
a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě na obecnosti. Nejprve ukážeme, že jsou-li matice Bi,
i ∈ N , dostatečně omezené a plat́ı-li (F4), (F5) a

∆i+1 ≤ γ∥si∥ ∀i ∈ N3, (246)

kde γ δ > 1, jsou tyto matice stejmoměrně omezené.

Věta 77 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)–
(T3), pro kterou plat́ı (246). Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : D →
R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak, jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně omezené, jsou
stejnoměrně omezené a plat́ı

∞∑
i=1

∥si∥ <∞.

Důkaz Necht’ k ∈ N3 a l ∈ N3 jsou dva indexy takové že j ̸∈ N3 ∀k < j < l. Pak podle (T1a), (T3) a
(246) plat́ı

∥sj∥ ≤ δ∆j ≤ β δ∥sj−1∥ ≤ . . . ≤ (β δ)j−k−1∥sk+1∥ ≤ 1

β
(β δ)j−k∆k+1 ≤

γ γ

β
(β δ)j−k∥sk∥

∀k < j < l, neboli

l−1∑
j=k

∥sj∥ ≤
γ γ

β
∥sk∥

l−1∑
j=k

(β δ)j−k ≤
γ γ

β(1− β δ)
∥sk∥ = D∥sk∥,

kde D = γ γ/(β(1− β δ)) > 1, takže pro libovolný index i ∈ N plat́ı

C1 +
i∑

j=1

C∥sj∥ ≤ D(C1 +
i∑

j∈N3

C∥sj∥)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že 1 ∈ N3). Nyńı můžeme postupovat podobně jako v d̊ukazu
věty 13. Použijeme-li (T1), dostaneme

Fi − Fi+1

∥gi∥
≥ −ρQi(si)

∥gi∥
≥ ρ σmin

(
∆i,

∥gi∥
Ci

)
≥ ρ σ

δ
min

(
∥si∥,

∥gi∥
Ci

)
≥ ρ σ

δ

∥gi∥∥si∥
∥gi∥+ Ci∥si∥

∀i ∈ N3, nebot’ pro libovolná kladná č́ısla a, b plat́ı min(a, b) ≥ ab/(a+ b). Dále podle (F4) plat́ı

0 ≥ Fi+1 − Fi ≥ sTi gi +
1

2
G∥si∥2 ≥ −∥si∥∥gi∥+

1

2
G∥si∥2,

neboli

∥si∥ ≤ 2

G
∥gi∥

∀i ∈ N3 (bez újmy na obecnosti budeme předpokladat, že G ≤ C1, takže G ≤ Ci ∀i ∈ N3). Vrát́ıme-li se
k p̊uvodńı nerovnosti, můžeme psát
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Fi − Fi+1

∥gi∥
≥ ρ σ

δ

∥gi∥∥si∥

∥gi∥+
2

G
Ci∥gi∥

≥ ρ σ G

3δ

∥si∥
Ci

≥ ρ σ G

3δ C

C∥si∥
C1 +

∑i
j=1 C∥sj∥

≥ ρ σ G

3δ C D

C∥si∥
C1 +

∑i
j∈N3

C∥sj∥

∀i ∈ N3, takže jako v d̊ukazu věty 13 plat́ı

ρ σ G

3δ C D

∑
i∈N3

C∥si∥
C1 +

∑i
j∈N3

C∥sj∥
≤
∑
i∈N3

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

∞∑
i=1

Fi − Fi+1

∥gi∥
≤

√
2G

G

√
F1 − F ∗.

Existuje tedy č́ıslo C, takové, že

Ck ≤ C1 +
k−1∑
j=1

C∥sj∥ ≤ D(C1 +
k−1∑
j∈N3

C∥sj∥) ≤ DC1/C

∀k ∈ N (viz d̊ukaz věty 10), takže ∥Bk∥ ≤ Ck ≤ B ∀k ∈ N , kde B = DC1/C. Z toho že C1+
∑k−1

j=1 C∥sj∥ ≤
B ∀k ∈ N plyne nerovnost

∞∑
i=1

∥si∥ <∞.

2

Poznámka 169 Podmı́nku (246) splńıme snadno tak, že polož́ıme ∆i+1 = γ∥si∥, pokud v (T3c) vyjde
∆i+1 > γ∥si∥. Poznamenejme, že jelikož γ δ > 1, může tento př́ıpad nastat pouze tehdy, když i ∈ N1.
Můžeme se přesvědčit, že se touto úpravou neporuš́ı platnost žádné z vět o globálńı konvergenci, ani
platnost věty 79 o superlineárńı konvergenci. Věta 77 má význam při vyšetřováńı superlineárńı konvergence
metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy (věta 151)).

Věta 78 (lineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem (T1)–(T3) takovou, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım
bodem funkce F ∈ C2 : D → R, která vyhovuje podmı́nkám (F4) a (F5). Pak plat́ı

∞∑
i=1

∥xi+1 − xi∥ <∞.

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že posloupnost xi, i ∈ N3, je lineárně konvergentńı. Důkaz tohoto d́ılč́ıho
tvrzeńı je velmi podobný d̊ukazu věty 14. Necht’ i ∈ N3. Podle lemmatu 28 existuje index k ≤ i takový,
že ∥si∥ ≥ (c/B)∥gk∥. Jelikož posloupnost F (xi), i ∈ N , je nerostoućı, plat́ı

1 ≥ F (xi)− F (x∗)

F (xk)− F (x∗)
≥ G2

2

∥xi − x∗∥2

∥gk∥2
≥ G2

2G
2

∥gi∥2

∥gk∥2

(použ́ıváme vztahy (18)–(24)), takže

∥si∥ ≥ 1√
2

cG

BG
∥gi∥. (247)

Jelikož i ∈ N3, plat́ı ρi(si) ≥ ρ, což spou s (T1c) dává

Fi − Fi+1 ≥ ρ σ∥gi∥2 min

(
1√
2

cG

δ B G
,
1

B

)
=

ρ√
2

σ cG

δ B G
∥gi∥2 ≥ c

G
∥gi∥2.
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kde

c =
ρ σ cG

2δ B
<
ρσG

δ G
< 1,

nebot’ podle lemmatu 28 plat́ı

c ≤ 2σ(1− ρ)∥B1∥
δ(G+ ∥B1∥)

< 2
B

G
.

Použijeme-li ještě jednou vztah (24), dostaneme

Fi+1 − F ∗ ≤
(
1− c

G

G

)
(Fi − F ∗) ∀i ∈ N3,

takže posloupnost xi, i ∈ N3, konverguje k bodu x∗ R-lineárně, což dává∑
i∈N3

∥xi+1 − xi∥ <∞.

(b) Jelikož xi+1 = xi, pokud i ̸∈ N2, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že N2 = N (v opačném
př́ıpadě můžeme posloupnost N2 přeč́ıslovat). Dále budeme předpokládat, že 1 ∈ N3 (d̊ukaz pro 1 ̸∈ N3

neńı principiálně složitěǰśı, jen se prodlouž́ı). Necht’ i ∈ N3 a k > i je index takový, že j ̸∈ N3 ∀i < j ≤ k.
Pak plat́ı

∥sj∥ ≤ δ∆j ≤ β δ∥sj−1∥ ≤ . . . ≤ (β δ)j−i−1∥si+1∥ (248)

∀i < j ≤ k. Podle (247) a (21) plat́ı ∥si∥ ≥ c0∥gi∥ ≥ c0G∥ei∥, kde c0 = (1/
√
2)(cG)/(BG). Jelikož

posloupnost F (xi), i ∈ N , je nerostoućı, pak pro libovolný index j > i plat́ı

1 ≥ F (xj)− F (x∗)

F (xi)− F (x∗)
≥ G

G

∥ej∥
∥ei∥

,

neboli ∥ej∥ ≤
√
G/G ∥ei∥. Můžeme tedy psát

∥si+1∥ = ∥xi+2 − xi+1∥ ≤ ∥ei+2∥+ ∥ei+1∥ ≤ 2

√
G

G
∥ei∥ ≤ 2

c0G

√
G

G
∥si∥

∆
= c∥si∥,

což po dosazeńı do (248) dává

k∑
j=i

∥sj∥ ≤ ∥si∥+
k∑

j=i+1

c(β δ)j−i−1∥si∥ ≤
(
1 +

c

1− β δ

)
∥si∥,

takže podle (a) plat́ı

∞∑
i=1

∥xi − x∗∥ =
∑
i∈N2

∥si∥ ≤
(
1 +

c

1− β δ

) ∑
i∈N3

∥si∥ <∞.

2

Poznámka 170 Ve větě 78 nepotřebujeme, aby byla splněna podmı́nka (246). Vyžadujeme však aby
matice Bi, i ∈ N , byly stejnoměrně omezené. Plat́ı-li (246), můzeme použ́ıt silněǰśı tvrzeńı věty 77.

Věta 79 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem (T1)–(T3) taková, že xi → x∗. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F4) a (F5).
Necht’

lim
i→∞

ωi = 0, (249)

lim
i→∞

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

= 0. (250)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.
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Důkaz (a) Necht’ 0 < G < λ(G∗) ≤ λ(G∗) < G. Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

∥gi∥ ≥ 1

2
G∥si∥

a

−Qi(si) ≥
σG2

4G
∥si∥2

∀i ≥ k1. Označme ϑi = (Bi −Gi)si/∥si∥. Pak plat́ı

Bisi = Gisi + ϑi∥si∥,

takže

∥Bisi∥ ≤ λ(Gi)∥si∥+ ∥ϑi∥∥si∥,

sTi Bisi ≥ λ(Gi)∥si∥2 − ∥ϑi∥∥si∥2

a jelikož ∥ϑi∥ → 0 (podle (250)) a λ(Gi) → λ(G∗) < G, λ(Gi) → λ(G∗) < G, existuje index k1 ∈ N
takový, že ∥Bisi∥ ≤ G∥si∥ a sTi Bisi ≥ G∥si∥2 ∀i ≥ k1. Z definice Qi(si) pak plyne plyne

0 ≥ Qi(si) = gTi si +
1

2
sTi Bisi ≥

1

2
G∥si∥2 − ∥gi∥∥si∥,

což dává ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ ∀i ≥ k1. Použijeme-li (T1c) a přihlédneme-li k poznámce ??, můžeme psát

−Qi(si) ≥ σ∥gi∥min(∥si∥, ∥gi∥/G) ≥
σG

2
min(1,

G

2G
)∥si∥2 =

σG2

4G
∥si∥2.

(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 tak, že i ∈ N3 ∀i ≥ k2. Podle věty 3 plat́ı

F (xi + si)− F (xi) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi + o(∥si∥2) = Qi(si) +

1

2
sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2),

takže

ρi(si) =
F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
= 1 +

sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2)
2Qi(si)

.

Podle (a) však plat́ı ∣∣∣∣sTi (Gi −Bi)si + o(∥si∥2)
2Qi(si)

∣∣∣∣ ≤ 2G

σG2

∥ϑi∥∥si∥2 + o(∥si∥2)
∥si∥2

→ 0,

nebot’ ∥ϑi∥ → 0. Plat́ı tedy ρi(si) → 1 a jelikož ρ < 1, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ρi(si) ≥ ρ ∀i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že i ∈ N1 ∀i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by index k ≥ k2 takový, že i ̸∈ N1 ∀i ≥ k.
Muselo by tedy platit ∥si∥ ≥ δ∆i ≥ δ∆k ∀i ≥ k, nebot’ z (b) plyne, že i ∈ N3 ∀i ≥ k ≥ k2. To je však
spor, nebot’ podle (a) plat́ı ∥si∥ ≤ 2∥gi∥/G, takže ∥gi∥ → 0 implikuje ∥si∥ → 0. Omezme se nyńı pouze

na indexy i ≥ k2, i ∈ N1, a označme ωi = ωi(si). Podle (249), (250) a (T1b) plat́ı ∥ωi∥
N1→ 0 a ∥ϑi∥

N1→ 0,
takže stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 16 se dá ukázat, že existuje index k3 ≥ k2, k3 ∈ N1, takový,
že

G∥si∥ ≤ ∥gi∥ ≤ G∥si∥

∀i ≥ k3, i ∈ N1. Použijeme-li větu 3, můžeme pro i ≥ k3 psát
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gi+1 = g(xi + si) = gi +Gisi + o(∥si∥),
nebot’ podle (b) i ∈ N3 ⊂ N2 pokud i ≥ k3 ≥ k2. Označme

λi =
gi+1 − gi −Bisi

∥gi∥
= −ϑi∥si∥+ o(∥si∥)

∥gi∥
(pro i ≥ k3). Pak z nerovnosti G∥si∥ ≤ ∥gi∥, plat́ıćı pro i ≥ k3, i ∈ N1, plyne, že ∥λi∥ ≤ ∥ϑi∥ +

o(1))/G
N1→ 0. Jelikož zároveň ∥ωi∥

N1→ 0, existuje index k ≥ k3, k ∈ N1 takový, že ∥λi∥ < (G/G)/(2δ) a
∥ωi∥ < (G/G)/(2δ) ∀i ≥ k, i ∈ N1. Pak pro i ≥ k dostaneme

∥si+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ ≤ 1

G
(∥gi+1 − gi −Bisi∥+ ∥Bisi + gi∥) ≤

≤ G

G
(∥λi∥+ ∥ωi∥)∥si∥ <

(
1

2δ
+

1

2δ

)
∥si∥ =

1

δ
∥si∥.

Jelikož podle (b) i ∈ N3 ⊂ N2, pokud i ≥ k, plat́ı ∆i+1 ≥ ∆i, což dává

∥si+1∥ < ∥si∥/δ ≤ ∆i ≤ ∆i+1,

takže i+ 1 ∈ N1. Pokračujeme-li takto dále, dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.
(d) Superlineárńı konvergence. Plat́ı

∥gi+1∥
∥gi∥

≤ ∥gi+1 − gi −Bisi∥+ ∥Bisi + gi∥
∥gi∥

≤ ∥λi∥+ ∥ωi∥,

což spolu s ∥λi∥ → 0 a ∥ωi∥ → 0 dává

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ G

G
lim
i→∞

∥gi+1∥
∥gi∥

= 0.

2

5.2 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem

Definice 26 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı směrový vektor

s∗i = arg min
∥s∥≤∆i

Qi(s), (251)

přičemž ∥s∗i ∥ = ∆i, pokud toto minimum neńı jediné.

Vektor s∗i určený podle (251) je nejlepš́ım možným lokálně omezeným krokem, nebot’ je globálńım
minimem kvadratické funkce Qi(s) v oblasti určené nerovnost́ı ∥s∥ ≤ ∆i. Abychom ukázali vlastnosti
tohoto řešeńı, budeme se nejprve zabývat řešeńım jednorozměrné úlohy

si(α
∗) = arg min

∥s(α)∥≤∆i

Qi(s(α)), (252)

kde s(α) = −αg.

Lemma 30 Směrový vektor si(α
∗) ∈ Rn určený podle (252), který lze vyjádřit ve tvaru

si(α
∗) = − gTi gi

gTi Bigi
gi, gTi Bigi ≥ ∥gi∥3/∆i, (253)

si(α
∗) = − ∆i

∥gi∥
gi, gTi Bigi < ∥gi∥3/∆i, (254)

vyhovuje podmı́nce (T1c) s σ = 1/2.
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Důkaz (a) Pokud gTi Bigi ≥ ∥gi∥3/∆i, je funkce Qi(s(α)) = (1/2)α2gTi Bigi−αgTi gi ryze konvexńı, nabývá
svého minima pro α∗ = −gTi gi/gTi Bigi a plat́ı

∥si(α∗)∥ =
∥gi∥3

gTi Bigi
≤ ∆i,

takže vektor si(α
∗) je řešeńım úlohy (252). Nav́ıc plat́ı

−Qi(si(α
∗)) =

(gTi gi)
2

gTi Bigi
− 1

2

(gTi gi)
2gTi Bigi

(gTi Bigi)2
=

1

2

(gTi gi)
2

gTi Bigi
≥ 1

2
∥gi∥2/∥Bi∥.

(b) Pokud gTi Bigi < ∥gi∥3/∆i, je Q
′
i(s(α)) = αgTi Bigi − gTi gi < 0 pro α ≤ α∗ = ∆i/∥gi∥, nebot’ bud’

gTi Bigi ≤ 0 nebo Q′
i(s(α)) ≤ Q′

i(si(α
∗)) = (∆i/∥gi∥)gTi Bigi − gTi gi < 0. Jelikož ∥si(α∗)∥ = ∆i, je vektor

si(α
∗) řešeńım úlohy (252) a plat́ı

−Qi(si(α
∗) = ∆i∥gi∥ −

1

2

∆2
i

∥gi∥2
gTi Bigi > ∆i∥gi∥ −

1

2
∆i∥gi∥ =

1

2
∆i∥gi∥.

2

Poznámka 171 Lemma 30 zd̊uvodňuje volbu podmı́nky (T1c), nebot’ ukazuje, že lze naj́ıt vektor, který
této podmı́nce vyhovuje.

Poznámka 172 Vektor si(α
∗), který je řešeńım úlohy (252), se často nazývá Cauchyovým krokem.

Věta 80 Směrový vektor s∗i ∈ Rn určený podle (251) vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1c) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0 a σ = 1/2.

Důkaz (a) Podmı́nka (T1a) je př́ımo součást́ı podmı́nky (251). Předpokládejme, že s∗i ∈ Rn je řešeńım
úlohy (251), přičemž ∥s∗i ∥ < ∆i. Pak nutně Qi(s) je ryze konvexńı funkce a Bis

∗
i +gi = 0, takže ωi(s

∗
i ) = 0

a

−Qi(s
∗
i ) = gTi B

−1
i gi −

1

2
gTi B

−1
i gi =

1

2
gTi B

−1
i gi ≥

1

2
∥gi∥2/∥Bi∥.

(b) Necht’ ∥s∗i ∥ = ∆i. Podle (251) muśı být Qi(s
∗
i ) ≤ Qi(si(α

∗)), takže nutně

−Qi(s
∗
i ) ≥ −Qi(si(α

∗)) ≥ 1

2
∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥).

2

Nyńı uvedeme d̊uležitou větu, která charakterizuje řešeńı úlohy (251).

Věta 81 Vektor s∗i ∈ Rn je řešeńım úlohy (251) právě tehdy, jestlǐze ∥s∗i ∥ ≤ ∆i a jestlǐze existuje č́ıslo
λ∗i ≥ 0 takové, že matice Bi+λ

∗
i I je pozitivně semidefinitńı a plat́ı (Bi+λ

∗
i I)s

∗
i+gi = 0 a (∥s∗i ∥−∆i)λ

∗
i = 0.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme nutnost. Jestliže ∥s∗i ∥ < ∆i, pak nutně Bis
∗
i + gi = 0 a (∥s∗i ∥ − ∆i) ̸= 0

a funkce Qi(s) je konvexńı, takže matice Bi je pozitivně semidefinitńı. Jsou tedy splněny dokazované
podmı́nky s λ∗i = 0. Jestliže ∥s∗i ∥ = ∆i muśı být splněny Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podmı́nky
(Bi+λ

∗
i I)s

∗
i +gi = 0 a (∥s∗i ∥−∆i)λ

∗
i = 0, kde λ∗i ≥ 0 (tvrzeńı 4). Zbývá dokázat pozitivńı semidefinitnost

matice Bi + λ∗i I. Pro libovolný vektor s ∈ Rn takový, že ∥s∥ = ∆i, plat́ı

Qi(s)−Qi(s
∗
i ) = gTi (s− s∗i ) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

= (s∗i )
T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s)

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0.
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Jelikož oba vektory s a s∗i lež́ı na kouli o poloměru ∆i, může se vektor v = ±(s − s∗i )/∥s − s∗i ∥, kde
s ̸= s∗i , rovnat libovolnému vektoru na jednotkové kouli, s výjimkou vektor̊u kolmých k s∗i , a plat́ı pro něj
vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0. Necht’ v ∈ Rn, ∥v∥ = 1 a vT s∗i = 0. Pak existuje posloupnost vi ∈ Rn, ∥vi∥ = 1,
vTi s

∗
i ̸= 0, i ∈ N taková, že vi → v, takže vT (Bi + λ∗i I)v = limi→∞ vTi (Bi + λ∗i I)vi ≥ 0. Plat́ı tedy

vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0 ∀v ∈ Rn, takže matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı.
(b) Nyńı dokážeme postačitelnost. Jestliže ∥s∗i ∥ < ∆i, je funkce Qi(s) konvexńı (matice Bi + λ∗i I je pro
λ∗i = 0 pozitivně semidefinitńı), takže nutné podmı́nky jsou zároveň postačuj́ıćımi podmı́nkami. Jestliže
∥s∗i ∥ = ∆i, pak dokazované podmı́nky implikuj́ı (tak jako v (a)), že

Qi(s)−Qi(s
∗
i ) = gTi (s− s∗i ) +

1

2
sTBis−

1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1

2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s) ≥

≥ 1

2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0

pro všechny vektory s ∈ Rn takové, že ∥s∥ ≤ ∥si∥ = ∆i. 2

Některé dobré vlastnosti metod s optimálńım lokálně omezeným krokem z̊ustanou zachovány i když
řeš́ıme úlohu (251) pouze přibližně. Proto zavád́ıme pojem kvazioptimálńıch metod s lokálně omezeným
krokem.

Definice 27 Metody s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıaj́ı mı́sto podmı́nky (T1c) podmı́nku

Qi(si) ≤ νQi(s
∗
i ) (255)

s 0 < ν ≤ 1, kde vektor s∗i je řešeńım úlohy (251).

Poznámka 173 Podle definice 27 a věty 80 splňuje metoda s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem
podmı́nku (T1c) s σ = ν/2.

5.3 Newtonova metoda s lokálně omezeným krokem

Newtonova metoda použ́ıvá matice Bi = G(xi), i ∈ N , takže z (F4) plyne ∥Bi∥ = ∥G(xi)∥ ≤ G, i ∈ N .

Věta 82 Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F4). Pak Newtonova metoda realizovaná
jako metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Je-li nav́ıc splněna podmı́nka (F5) a
plat́ı-li xi → x∗ a ωi(si) → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 75 (plat́ı ∥Bi∥ ≤ G, i ∈ N). Superlineárńı
konvergence plyne z toho, že Bi = Gi, takže

∥(Bi −Gi)si∥
∥si∥

≤ ∥Bi −Gi∥ = 0,

což spolu s ωi(si) → 0 implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 79). 2

Nejpouž́ıvaněǰśı jsou tyto realizace Newtonovy metody.

(a) Nepřesná Newtonova metoda (kdy ωi(si) > 0). Jestliže plat́ı (F4)–(F5) a ωi(si) → 0, je tato realizace
Q-superlineárně konvergentńı. Soustava Bisi+gi = 0 se řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u,
což je výhodné zejéna pro rozsáhlé ř́ıdké úlohy, nebot’ je obvykle zapotřeb́ı méně než O(n3) operaćı
na iteraci.

(b) Newtonova metoda s kvazioptimálńım lokálně omezeným krokem. Pro tuto realizaci plat́ı obzvláště
silné tvrzeńı.
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Věta 83 Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost určená Newtonovou metodou s kvazioptimálńım lokálně omezeným
krokem. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1), (F2) a (F4). Pak existuje hromadný bod x∗ ∈ Rn

posloupnosti xi, i ∈ N , takový, že g(x∗) = 0 a G(x∗) ≽ 0. Necht’ nav́ıc bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0). Pak x∗ ∈ Rn je jediným hromadným bodem posloupnosti
xi, i ∈ N , a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme existenci hromadného bodu posloupnosti xi, i ∈ N , splňuj́ıćıho nutné
podmı́nky pro extrém. Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’

lim inf
i→∞

∆i = 0

nebo
lim inf
i→∞

∆i > 0.

V prvńım př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈M ⊂ N , taková, že

∆i → 0 a i ̸∈ N3 ∀i ∈M (256)

(nebot’ γ = ∞). Ve druhém př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈M ⊂ N , taková, že

∆i ≥ ∆ a i ∈ N3 ∀i ∈M, (257)

kde ∆ > 0 (jelikož se tyto př́ıpady vylučuj́ı, budeme v obou př́ıpadech použ́ıvat stejnou indexovou množinu

M). Vzhledem k tomu, že plat́ı (F2), lze podposloupnost xi, i ∈ M , vybrat tak, že xi
M→ x∗ (existuje

jediný hromadný bod posloupnosti xi, i ∈ M). Z předpokladu F ∈ C2 plyne, že gi
M→ g∗ = g(x∗) a

Gi
M→ G∗ = G(x∗).

(b) Předpokládejme, že plat́ı (256) a g∗ ̸= 0. Pak existuje index k1 ∈M takový, že ∥gi∥ ≥ ∥g∗∥/2, pokud
i ∈ M , i ≥ k1. Jelikož ∆i

M→ 0, existuje index k2 ∈ M takový, že ∆i ≤ ∥g∗∥/(2G), pokud i ∈ M , i ≥ k2.
Necht’ k = max(k1, k2). Pak podle (T1a) a (T1c) plat́ı

|Qi(si)| ≥ σ∥gi∥min

(
∆i,

∥gi∥
∥Gi∥

)
≥ σ

∥g∗∥
2

∆i ≥
σ∥g∗∥
2δ

∥si∥ ∀i ∈M, i ≥ k,

což s použit́ım věty 3 dává

|ρi(si)− 1| =
∣∣∣∣F (xi + si)− F (xi)

Qi(si)
− 1

∣∣∣∣ = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(∥si∥) → 0.

To je však ve sporu s předpokladem, že i ̸∈ N3.

(c) Předpokládejme, že plat́ı (256) a matice G∗ neńı pozitivně semidefinitńı. Pak existuje index k ∈ M
takový, že λi ≤ λ∗/2 < 0, pokud i ∈ M , i ≥ k (zde λi = λ(Gi) a λ∗ = λ(G∗) jsou nejmenš́ı vlastńı č́ısla
uvedených matic). Necht’ vi je vlastńı vektor matice Gi př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi takový, že v

T
i gi ≤ 0 a

∥vi∥ = ∆i. Pak podle (255) a (251) plat́ı

|Qi(si)| ≥ ν|Qi(s
∗
i )| ≥ ν|Qi(vi)| = −ν(vTi gi +

1

2
vTi Givi) ≥ −ν

2
λi∆

2
i ≥ ν

4δ
2 |λ

∗|∥si∥2 ∀i ∈M, i ≥ k,

takže podobně jako v části (b) dostaneme

|ρi(si)− 1| = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(1) → 0,

což odporuje předpokladu, že i ̸∈ N3.
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(d) Předpokládejme, že plat́ı (257). Použijeme-li (F1), dostaneme

F (x1)− F ≥
∞∑
i=1

(F (xi)− F (xi+1)) ≥
∑
i∈M

(F (xi)− F (xi + si)),

takže F (xi)− F (xi + si)
M→ 0 a jelikož M ⊂ N3, také Qi(si)

M→ 0. Necht’

s∗ = arg min
∥s∥≤∆/2

Q∗(s), (258)

kde

Q∗(s) = sT g(x∗) +
1

2
sTG(x∗)s.

Jelikož xi
M→ x∗, existuje index k ∈ M takový, že ∥xi − x∗∥ ≤ ∆/2, pokud i ∈ M , i ≥ k. Plat́ı tedy

∥x∗ + s∗ − xi∥ ≤ ∥xi − x∗∥+ ∥s∗∥ ≤ ∆, takže

Qi(si) ≤ νQi(s
∗
i ) ≤ νQi(x

∗ + s∗ − xi) ∀i ∈M, i ≥ k.

Jelikož xi
M→ x∗, gi

M→ g∗ a Gi
M→ G∗, plat́ı Qi(x

∗ + s∗ − xi)
M→ Q∗(s∗), což spolu s Qi(si)

M→ 0 a předchoźı
nerovnost́ı dává Q∗(s∗) = 0 (připomeňme, že všechny výrazy v teto nerovnosti jsou nekladne). Vektor
s∗ = 0 je tedy řešeńım úlohy (258), což je možné pouze tehdy, pokud g(x∗) = 0 a G(x∗) ≽ 0.

(e) Necht’ g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0. Pak podle poznámky 9 a (F4) existuje konstanta G a č́ıslo ε, tak, že
vTG(x)v ≥ G∥v∥2, kdykoliv x ∈ B(x∗, ε) (můžeme volit G = λ∗/2, kde λ∗ > 0 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo
matice G(x∗)). Necht’ xi, i ∈ M , je posloupnost definovaná v části (a) (bud’ (256) nebo (257)). Jelikož
xi → x∗, muśı od určitého indexu platit xi ∈ B(x∗, ε). Abychom formálně zjednodušili některé úvahy,
budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že to plat́ı již od prvńıho indexu, čili že pro i ∈M je splněna
podmı́nka (F4). Podle (F4) plat́ı sTi Gisi ≥ G∥si∥2 ∀i ∈M , což dává

0 ≥ Qi(si) = sTi gi +
1

2
sTi Gisi ≥ −∥si∥∥gi∥+

1

2
G∥si∥2,

takže ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ ∀i ∈M , a po dosazeńı do (T1c) dostaneme

|Qi(si)| ≥
σ G2

4δ G
∥si∥2.

Stejně jako v části (c) tedy plat́ı

|ρi(si)− 1| = o(∥si∥2)
|Qi(si)|

= o(1) → 0,

takže existuje index k1 ∈M takový, že i ∈ N3, pokud i ∈M , i ≥ k1. T́ım jsme eliminovali př́ıpad (256).

(f) Necht’ g(x∗) = 0 a G(x∗) ≻ 0 a necht’ plat́ı (257). Jelikož ∥gi∥ ≥ (G/2)∥si∥ a ∥gi∥ → 0, plat́ı
∥si∥ → 0. Existuje tedy index k2 ∈ M takový, že ∥si∥ < min(ε/2, δ∆), pokud i ∈ M , i ≥ k2. Pro
i ∈ M , i ≥ max(k1, k2), tedy plat́ı i ∈ N1 ∩ N3 a použijeme-li větu 3 a (T1b) s ω = 0, můžeme psát
gi+1 = gi +Gisi + o(1)∥si∥ = o(1)∥si∥. Jelikož o(1) → 0, existuje index k ≥ max(k1, k2), takový, že

∥gi+1∥ <
G2

2G
∥si∥,

pokud i ∈M , i ≥ k. Pro i ∈M , i ≥ k tedy plat́ı

∥si+1∥ ≤ 2

G
∥gi+1∥ <

G

G
∥si∥ ≤ ∥si∥
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a

∥ei+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ <

G

2G
∥si∥ ≤ 1

G
∥gi∥ ≤ ∥ei∥,

(použ́ıváme vztahy (20) a (21) z d̊ukazu věty 12) takže z xi
M→ x∗ plyne xi+1

M→ x∗ a přidáme-li i+ 1 do
M , plat́ı opět (257). Takto lze postupovat indukćı, čili lze předpokládat, že pro libovolný index i ∈ N ,
i ≥ k plat́ı i ∈M . Vektor x∗ ∈ Rn je tedy jediným hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N .

(g) Superlineárńı konvergence plyne ze vztahu

∥ei+1∥ ≤ 1

G
∥gi+1∥ = o(1)∥si∥ = o(1)∥gi∥ = o(1)∥ei∥,

který jsme poněkud podrobněji použili v části (f). 2

Přestože Newtonova metoda, realizovaná jako metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem, má
vynikaj́ıćı konvergenčńı vlastnosti, nelze ji doporučit pro řešeńı úloh s hustými Hessovými maticemi, kdy
je zapotřeb́ı př́ılǐs mnoho operaćı pro výpočet druhých derivaćı a pro opakované řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic. Newtonova metoda však vyniká v př́ıpadě úloh s ř́ıdkými Hessovými maticemi jak bude ukázáno
v sedmé kapitole.

5.4 Nemonotonńı metody s lokálně omezeným krokem

V některých př́ıpadech, např́ıklad při realizaci Newtonovy metody, je výhodné použ́ıvat nemonotonńı
metody s lokálně omezeným krokem, kdy posloupnost Fi, i ∈ N , neńı nerostoućı. V definici nemonotonńıch
metod s lokálně omezeným krokem budeme mı́sto hodnot Fi, i ∈ N , použ́ıvat č́ısla F i ≥ Fi, i ∈ N , jejichž
výběr je určen konkrétńı metodou. Poznamenejme, že pro tato č́ısla plat́ı F i ≤ F , ∀i ∈ N (kde F = F1),
takže opět xi ∈ DF (F ) ⊂ D ∀i ∈ N

Definice 28 Nemonotonńı metody s lokálně omezeným krokem se lǐśı od standardńıch metod s lokálně
omezeným krokem (definice 25) pouze t́ım, že podmı́nku (T2) nahrad́ıme podmı́nkou

ρi(si) ≤ ρ⇒ αi = 0, (T2c)

ρi(si) > ρ⇒ αi = 1, (T2d)

kde

ρi(si) =
F (xi + s)− F i

Qi(s)

a 0 < ρ < ρ < 1 (podmı́nky (T1) a (T3) z̊ustanou zachovány). Množinu index̊u, pro které plat́ı (T2d)

označ́ıme N2.

Nejprve vyšetř́ıme jednoduchou nemonotonńı metodu s lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı

F i = max{Fj : i−min(m, i) + 1 ≤ j ≤ i}, (259)

kde m je č́ıslo udávaj́ıćı počet funkčńıch hodnot použitých k určeńı F i.

Věta 84 (Globálńı konvergence metody (259)) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná nemono-
tonńı metodou s lokálně omezeným krokem (259) taková, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ funkce F : D → R
splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (260)
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Důkaz Jelikož akceptujeme podmı́nky (T1) a (T3), můžeme použ́ıt lemma 28, podle kterého plat́ı

∆i ≥
1

δ
∥si∥ ≥ cmi

δ B
, mi = min

1≤j≤i
∥gj∥.

(a) Předpokládejme, že neńı splněna podmı́nka (260). Pak muśı existovat č́ıslo ε > 0 takové, že mi ≥ ε
∀i ∈ N , což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

∆i ≥
c ε

δ B
> 0, ∀i ∈ N. (261)

Muśı tedy existovat nekonečná podmnožina N3 ⊂ N index̊u, pro které plat́ı (T3). Zřejmě N3 ⊂ N2, nebot’
ρi ≥ ρi a 0 < ρ < ρ < 1. Množina N2 je tedy také nekonečná a existuje jej́ı nekonečná podmnožina

N4 = {i1, i2, i3, . . .} ⊂ N2 taková, že ik+1 − ik ≥ m ∀k ∈ N .

(b) Ukážeme, že neńı-li splněna podmı́nka (260), plat́ı

Fik+j ≤ F ik −
ρ σ c ε2

δ B
∀j ∈ N, (262)

kde ε je č́ıslo použité v (261). Důkaz provedeme indukćı. Necht’ ik ∈ N4 a j ∈ N . Budeme předpokládat,
že bud’ ik + j − 1 ∈ N4 (což je splněno např́ıklad pro j = 1), nebo ik + j − 1 ̸∈ N4 a plat́ı (262) s j − 1
mı́sto j (indukčńı předpoklad). V prvńım př́ıpadě použit́ım (T1c), (T2d) a (261) dostaneme

Fik+j ≤ F ik+j−1 + ρQik+j−1

≤ F ik − ρ σ∥gik+j−1∥min

(
∆ik+j−1,

∥gik+j−1∥
∥Bik+j−1∥

)
≤ F ik −

ρ σ c ε2

δ B
,

nebot’ posloupnost F i, i ∈ N , je nerostoućı (viz d̊ukaz věty 20). Ve druhém př́ıpadě podle indukčńıho
předpokladu plat́ı

Fik+j = Fik+j−1 ≤ F ik −
ρ σ c ε2

δ B
.

T́ım je indukčńı krok proveden.

(c) Neńı-li splněna podmı́nka (260), plat́ı

F ik+1
≤ F ik −

ρ σ c ε2

δ B

podle (259) a (262), nebot’ ik+1 − ik ≥ m. Můžeme tedy psát

F i1 − F ≥ F i1 − lim
k→∞

F ik+1
=

∞∑
k=1

(F ik − F ik+1
) ≥

∞∑
k=1

ρ σ c ε2

δ B
= ∞,

což je spor, nebot’ výraz na levé straně této nerovnosti je podle (F1) konečný. 2

Poznámka 174 Hodnotu (259) lze źıskat tak, že nejprve polož́ıme F1 = {F1}. Pro i ∈ N vypočteme
F i = max{Fj : j ∈ Fi}. Následně polož́ıme F̃i+1 = Fi ∪ {Fi+1}. Má-li F̃i+1 nanejvýš m prvk̊u, polož́ıme

Fi+1 = F̃i+1. V opačném př́ıpadě źıskáme Fi+1 tak, že z F̃i+1 vyjmeme prvek s nejmenš́ım indexem.
Tento postup lze modifikovat tak aby se množina Fi měnila pouze po úspěšném kroku (kdy i ∈ N2). Opět
polož́ıme F1 = {F1}. Pro i ∈ N vypočteme F i = max{Fj : j ∈ Fi}. Následně polož́ıme

ρi(si) ≤ ρ ⇒ F̃i+1 = Fi, (263)

ρi(si) > ρ ⇒ F̃i+1 = Fi ∪ {Fi+1}. (264)

Má-li F̃i+1 nanejvýš m prvk̊u, polož́ıme Fi+1 = F̃i+1. V opačném př́ıpadě źıskáme Fi+1 tak, že z F̃i+1

vyjmeme prvek s nejmenš́ım indexem. Nemonotonńı metoda s lokálně omezeným krokem (263)–(264) je
také globálně konvergentńı. Důkaz tohoto tvrzeńı je podobný d̊ukazu věty 84 a přenecháme ho čtenáři.
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Nyńı vyšetř́ıme nemonotonńı metodu s lokálně omezeným krokem, kde se č́ısla F i, i ∈ N , určuj́ı
rekurentně tak, že n1 = 1, F 1 = F1 a

ρi(si) ≤ ρ ⇒ ni+1 = ni, F i+1 = F i (265)

ρi(si) > ρ ⇒ ni+1 = λni + 1, F i+1 =
λniF i + Fi+1

ni+1
(266)

pro i ∈ N , kde 0 ≤ λ ≤ 1.

Věta 85 (Globálńı konvergence metody (265)–(266)) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná
nemonotonńı metodou s lokálně omezeným krokem (265)–(266) taková, že ∥Bi∥ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ funkce
F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak plat́ı (260).

Důkaz Předpokládejme, že neńı splněna podmı́nka (260). Podobně jako v části (a) d̊ukazu věty 84 z toho
plyne, že množina N2 = {i1, i2, i3, . . .} je nekonečná a existuje č́ıslo ε > 0 takové, že plat́ı ∥gi∥ ≥ ε ∀i ∈ N
a (261) a podobně jako v části (b) d̊ukazu věty 84 dostaneme nerovnost

Fik+1 ≤ F ik −
ρ σ c ε2

δ B
, ∀k ∈ N,

která spolu s (T2c)–(T2d) a (265)–(266) dává

F ik+1
=
λnikF ik + Fik+1

nik+1

≤ F ik −
ρ σ c ε2

δ B
.

Můžeme tedy psát

F i1 − F ≥ F i1 − lim
k→∞

F ik+1
=

∞∑
k=1

(F ik − F ik+1
) ≥

∞∑
k=1

ρ σ c ε2

δ B
= ∞,

což je spor, nebot’ výraz na levé straně této nerovnosti je podle (F1) konečný. 2

5.5 Kombinované metody s lokálně omezeným krokem

Metody s lokálně omezeným krokem se lǐśı od metod spádových směr̊u určeńım směrového vektoru a
výběrem délky kroku. Proto se nab́ıźı dvě možnosti jak tyto metody kombinovat. Prvńı kombinovaná
metoda použ́ıvá směrový vektor si = −λiHigi, kde Hi = B−1

i a

λi = 1, ∥Higi∥ ≤ ∆i, (267)

λi = ∆i/∥Higi∥, ∥Higi∥ > ∆i, (268)

a délka kroku se vyb́ırá podle (T2) a (T3). Je zřejmé, že tento směrový vektor splňuje podmı́mky (T1a)
a (T1b). Podmı́nku (T1c) však splňovat nemuśı. Ukážeme, že podmı́nka (T1c) je splněna, je-li matice Hi

pozitivně definitńı a existuje-li č́ıslo κ takové, že κ(Hi) ≤ κ ∀i ∈ N .

Lemma 31 Necht’ si = −λiHigi, kde Hi je pozitivně definitńı matice a 0 < λi ≤ 1 je č́ıslo určené podle
(267)–(268). Pak plat́ı

−Qi(si) ≥
1

2
∥gi∥∆i

gTi Higi
∥gi∥∥Higi∥

=
1

2
√
κ(Hi)

∥gi∥∆i (269)

Jestlǐze κ(Hi) ≤ κ, je splňena podmı́nka (T1c) s σ = 1/(2
√
κ).
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Důkaz Jelikož Hi = B−1
i , plat́ı

Qi(si) =
1

2
λ2i g

T
i Higi − λig

T
i Higi =

1

2
λi(λi − 2)gTi Higi, (270)

neboli

−Qi(si) =
1

2
λi(2− λi)g

T
i Higi ≥

1

2
λig

T
i Higi ≥

1

2

∆i

∥Higi∥
gTi Higi,

což s použit́ım věty 8 dává (269). Zbytek tvrzeńı je zřejmý. 2

Důsledek 14 Uvažujme metodu s lokálně omezeným krokem, pro kterou plat́ı si = −λiHigi, (267)–(268),
(T2) a (T3). Pak splňuje-li funkce F : D → R podmı́nky (F1) a (F3) a existuj́ı-li č́ısla 0 < H ≤ H taková,
že H ≤ λ(Hi) ≤ λ(Hi) ≤ H ∀i ∈ N , je tato metoda globálně konvergentńı (plat́ı (260)).

Důkaz Existuj́ı-li č́ısla 0 < H ≤ H taková, že H ≤ λ(Hi) ≤ λ(Hi) ≤ H ∀i ∈ N , plat́ı κ(Hi) ≤ H/H
∀i ∈ N , takže je podle lemmatu 31 splněna podmı́nka (T1c). Jelikož také ∥Bi∥ ≤ 1/H ∀i ∈ N , jsou
splňeny předpoklady věty 75, takže plat́ı (260). 2

Poznámka 175 Z toho co jsme zat́ım uvedli je patrné, že použit́ım vektoru si = −λiHigi, který nemuśı
splňovat podmı́nku (T1c), ztráćıme hlavńı výhodu metod s lokálně omezeným krokem (nezávislost na
definitnosti a podmı́něnosti matic Bi, i ∈ N). Tuto úpravu však můžeme použ́ıt v př́ıpadě metod s
proměnnou metrikou, kdy matice Hi, i ∈ N , jsou pozitivně definitńı a kdy je výhodné, že určeńı vektoru
si = −λiHigi vyžaduje O(n2) operaćı, zat́ımco určeńı vektoru vyhovuj́ıćıho podmı́nce (T1c), které je v
jistém smyslu ekvivalentńı řešeńı soustavy rovnic Bisi + gi = 0, vyžaduje O(n3) operaćı. Poznamenejme,
že hodnotu Qi(si) můžeme poč́ıtat podle (270) pomoćı matice Hi.

Jiná kombinobvaná metoda je založena na tom, že se jednoduchý výběr délky kroku (T2a) nahrad́ı
složitěǰśım výběrem vyžaduj́ıćım splněńı podmı́nky

ρi(αisi) > ρ. (271)

(obvykle ρ = 0). Použ́ıvá se přitom modifikovaný Armij̊uv výběr délky kroku, kdy αi > 0 je prvńı člen

vyhovuj́ıćı podmı́nce (271) v posloupnosti αj
i , j ∈ N , takové, že α1

i = 1, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N, (272)

kde 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N . Směrový vektor se určuje podle (T1) a (T3).

Definice 29 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je kombinovanou
metodou s lokálně omezeným krokem, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ δ∆i, (T1a)

∥si∥ < δ∆i ⇒ ∥ωi(si)∥ ≤ ωi ≤ ω, (T1b)

−Qi(si) ≥ σ∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥), (T1c)

−gTi si ≥ σ∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥), (T1d)

kde 0 < δ < 1 < δ, 0 < σ < 1, 0 < σ < 1 a 0 ≤ ω < 1, délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ ρ ⇒ ρi(αisi) > ρ, (273)

ρi(si) > ρ ⇒ αi = 1, (274)

kde ρ ≥ 0, a č́ısla 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) ≤ ρ ⇒ max(αi, β)∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (275)
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ρ < ρi(si) < ρ ⇒ β∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (276)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ min(γ∆i,∆), (277)

kde 0 < β ≤ β < 1 < γ, a 0 ≤ ρ < ρ < 1, přičemž β δ < 1.

Poznámka 176 Kombinovaná metoda s lokálně omezeným krokem se od standardńı metody s lokálně
omezeným krokem (definice 25) lǐśı t́ım, že směrový vektor muśı splňovat dodatečnou podmı́nku (T1d),
že podmı́nka (T2a) je nahražena podmı́nkou (273) (Armij̊uv výběr délky kroku) a že k podmı́nkám (276),
(277) přibude podmı́nka (275), která se vztahuje k př́ıpadu (273). Poznamenejme, že zvoĺıme-li č́ıslo β
dostatečně malé, plat́ı ∆i+1 = αi∥si∥ = ∥xi+1 − xi∥ ve většině př́ıpad̊u, kdy ρi(si) ≤ ρ.

Poznámka 177 Definice 14 je korektńı (podmı́nky (273)–(277) lze splnit). Předně z ∥si∥ > 0, ∥gi∥ > 0 a
(255) plyne, že gTi si < 0, takže

lim
α→0

ρi(αsi) ≥ lim
α→0

αgTi si − α2G∥si∥2/2
αgTi si + α2sTi Bisi/2

= lim
α→0

gTi si − αG∥si∥2/2
gTi si + αsTi Bisi/2

= 1,

a jelikož ρ < 1, existuje č́ıslo αi > 0 takové, že ρi(αisi) > ρ, pokud 0 < αi ≤ αi. Dále z (272) plyne, že

αi ≤ β, pokud ρi(si) ≤ ρ, takže lze splnit nerovnost v (275).

V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat indexové množiny N1, N2, N3, které maj́ı stejný význam jako v
poznámce 166.

Věta 86 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná kombinovanou metodou s lokálně omezeným
krokem (definice 14) taková, že

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞, Mi = max

1≤j≤i
∥Bj∥.

Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak plat́ı (260).

Důkaz V př́ıpadech, kdy i ∈ N1, i ̸∈ N3, i = 1, můžeme postupovat stejně jako v částech (a), (b), (c)
d̊ukazu lemmatu 28. V př́ıpadě, kdy i ∈ N3, můžeme, tak jako v části (d) zmı́něného d̊ukazu, využ́ıt toho,
že podle (275) a (276) plat́ı ∆i+1 ≥ β∆i, pokud i ̸∈ N3. Plat́ı tedy tvrzeńı analogické lemmatu 28, takže

je splněna nerovnost (236). Jelikož podle (275) a (276) plat́ı ∆i+1 ≤ β∥si∥, pokud i ̸∈ N3, lze použ́ıt
lemma 29. Zbytek d̊ukazu je totožný s d̊ukazem věty 75. 2

Zbývá ukázat, jak lze nalézt směrový vektor vyhovuj́ıćı podmı́nkám (T1a)–(T1d). Metody, které
budeme vyšetřovat splňuj́ı podmı́nky (T1a)–(T1c) (lemma 30, věta 80). Proto stač́ı ukázat, že plat́ı i
(T1d).

Lemma 32 Směrový vektor si(α
∗) ∈ Rn vyšetřovaný v lemmatu 30 vyhovuje podmı́nce (T1d) s σ = 1.

Důkaz Pokud gTi Bigi ≥ ∥gi∥3/∆i, plat́ı

−gTi si(α∗) =
gTi gi
gTi Bigi

gTi gi ≤ ∆i∥gi∥.

Pokud gTi Bigi < ∥gi∥3/∆i, plat́ı

−gTi si(α∗) =
∆i

∥gi∥
gTi gi = ∆i∥gi∥.

2

Věta 87 Směrový vektor s∗i ∈ Rn určený řešeńım úlohy (251) vyhovuje podmı́nce (T1d) s σ = 1/4.
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Důkaz (a) Podle věty 81 plat́ı (Bi+λ
∗
i I)s

∗
i = −gi, kde bud’ ∥s∗i ∥ < ∆i a λ

∗
i = 0, nebo ∥s∗i ∥ = ∆i a λ

∗
i ≥ 0.

Pokud ∥s∗i ∥ = ∆i, můžeme psát

∥gi∥ ≥ λ(Bi + λ∗i I)∆i = (λ(Bi) + λ∗i )∆i

nebot’ matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı, takže jej́ı vlastńı č́ısla jsou zároveň singulárńımi č́ısly.
Dostaneme tedy odhad

0 ≤ λ∗i ≤ ∥gi∥
∆i

− λ(Bi) ≤
∥gi∥
∆i

+ ∥Bi∥,

který plat́ı i v př́ıpadě, že ∥s∗i ∥ < ∆i, kdy λ
∗
i = 0.

(b) Je-li matice Bi + λ∗i I regulárńı, můžeme s použit́ım horńı meze pro λ∗i źıskané v (a) psát

−gTi si = gTi (Bi + λ∗i I)
−1gi ≥

∥gi∥2

λ(Bi + λ∗i I)
≥ ∥gi∥2

∥Bi∥+ λ∗i
≥ ∥gi∥2

2∥Bi∥+ ∥gi∥/∆i

≥ ∥gi∥2

4max(∥Bi∥, ∥gi∥/∆i)
=

1

4
∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥).

Je-li matice Bi + λ∗i I singulárńı, využijeme toho, že si = −(Bi + λ∗i I)
†gi + vi, kde g

T
i vi = 0 a (Bi + λ∗i I)

†

je pseudoinverzńı matice, jej́ıž nenulová vlastńı č́ısla jsou převrácenými hodnotami nenulových vlastńıch
č́ısel matice Bi + λ∗i I. Dostaneme tak stejné nerovnosti jako v regulárńım př́ıpadě. 2

Daľśı metody, které splňuj́ı podmı́nky (T1a)–(T1d), jsou popsány v odd́ılu 6 (věta 92, věta 93).
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6 Výpočet lokálně omezeného kroku

6.1 Výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku

Tvrzeńı věty 81 tvoř́ı základ algoritmu, založeného na hledáńı č́ısla λi > 0 takového, že matice Bi +λiI je
pozitivně semidefinitńı a δ∆i ≤ si(λi) ≤ δ∆i, kde (Bi + λiI)si(λi) + gi = 0. Protože se omeźıme na jeden
konkrétńı iteračńı krok, budeme index i vynechávat.

Věta 88 Necht’ λ ≥ 0, B + λI ≽ 0 a ∥s∥ ≥ δ∆, kde (B + λI)s+ g = 0. Pak je splňena podmı́nka (255) s
ν = δ2.

Důkaz Zřejmě

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs = −sT (B + λI)s+

1

2
sTBs

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λsT s

)
≤ −1

2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Q(s+ z) = gT (s+ z) +
1

2
(s+ z)TB(s+ z) = −sT (B + λI)(s+ z) +

1

2
(s+ z)TB(s+ z)

= −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
+

1

2
zT (B + λI)z.

Necht’ s∗ = s+ z∗. Pak (s+ z∗)T (s+ z∗) = (s∗)T s∗ ≤ ∆2 a (z∗)T (B + λI)z∗ ≥ 0, takže podle předchoźı
rovnosti dostaneme

Q(s∗) = −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z∗)T (s+ z∗)

)
+

1

2
(z∗)T (B + λI)z∗

≥ −1

2

(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
,

což po dosazeńı do úvodńı nerovnosti dává dokazované tvrzeńı. 2

Č́ıslo λ > 0 vyhovuj́ıćı předpoklad̊um věty 88 lze źıskat řešeńım nelineárńı rovnice ekvivalentńı rovnici
∥s(λ)∥ = ∆. Př́ımé použit́ı rovnice ∥s(λ)∥ = ∆ neńı vhodné, nebot’ funkce ∥s(λ)∥ má póly v bodech, které
odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um matice B. Vhodněǰśı (z hlediska omezenosti a konvexity) je pro tento účel
rovnice ϕ(λ) = 0, kde ϕ(λ) = 1/∆− 1/∥s(λ)∥. Tato rovnice se řeš́ı pomoćı Newtonovy metody.

Lemma 33 Necht’ ϕ(λ) = 1/∆− 1/∥s(λ)∥, kde λ ≥ 0, B + λI ≻ 0 a (B + λI)s(λ) + g = 0. Pak plat́ı

ϕ′(λ) = −s(λ)
T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3

a ϕ′′(λ) ≥ 0.

Důkaz Derivováńım rovnosti (B + λI)s(λ) + g = 0 dostaneme (B + λI)s′(λ) + s(λ) = 0, takže s′(λ) =
−(B + λI)−1s(λ), a podle definice funkce ϕ(λ) plat́ı

ϕ′(λ) = −s(λ)
T s′(λ)

∥s(λ)∥3
= −s(λ)

T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3
.

Daľśım derivováńım dostaneme (B + λI)s′′(λ) + 2s′(λ) = 0, takže s′′(λ) = −2(B + λI)−1s′(λ) a

ϕ′′(λ) = −s(λ)
T s′′(λ) + s′(λ)T s′(λ)

∥s(λ)∥3
− 3(s(λ)T s′(λ))2

∥s(λ)∥5
= 3

∥s(λ)∥2∥s′(λ)∥2 − (s(λ)T s′(λ))2

∥s(λ)∥5

a podle Schwarzovy nerovnosti pak plat́ı ϕ′′(λ) ≥ 0. 2
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Důsledek 15 Necht’ jsou splňeny předpoklady lemmatu 33. Necht’ λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice B
(seřazená vzestupně) a vi, 1 ≤ i ≤ n, jim odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı vektory. Necht’ g =

∑n
1=1 γivi

(takže γi = vTi g). Pak plat́ı

ϕ(λ) =
1

∆
− 1√∑n

1=1
γ2
i

(λi+λ)2

a

ϕ′(λ) = −
∑n

1=1
γ2
i

(λi+λ)3(√∑n
1=1

γ2
i

(λi+λ)2

)3 .

Důkaz Jelikož matice B je symetrická, existuje rozklad V TBV = Λ, kde V = [v1, . . . , vn] (takže V
TV = I)

a Λ = diag(λ1, . . . , λn). Podle lemmatu 33 tedy plat́ı

ϕ(λ) =
1

∆
− 1

∥s(λ)∥
=

1

∆
− 1√

gTV (Λ + λI)−2V T g

a

ϕ′(λ) = − gTV (Λ + λI)−3V T g(√
gTV (Λ + λI)−2V T g

)3 .
Využijeme-li toho, že g = V g̃, kde g̃i = γi, 1 ≤ i ≤ n, a ortogonalitu matice V , dostaneme dokazované
tvrzeńı. 2

Poznámka 178 Jelikož požadujeme, aby matice B + λ∗I byla positivně semidefinitńı, muśı platit λ∗ ≥
−λ1, kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice B. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 je jednoduché. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:
regulárńı př́ıpad, kdy λ∗ > −λ1, a singulárńı př́ıpad, kdy λ∗ = −λ1. Pokud v regulárńım př́ıpadě plat́ı
−λ1 < λ < λ∗ (takže ∥s(λ)∥ > ∆ a ϕ(λ) > 0) je krok Newtonovy metody

λ+ = λ+
s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

∥s(λ)∥3

(
1

∆
− 1

∥s(λ)∥

)
dobře definován a plat́ı λ < λ+ < λ∗ (plyne to z konvexity funkce ϕ(λ)). Pro λ∗ < λ (kdy ∥s(λ)∥ < ∆ a
ϕ(λ) < 0) plat́ı λ+ < λ∗ a je třeba zajistit aby byla splněna podmı́nka −λ1 < λ+. To lze provést použit́ım
meźı λ < λ∗ < λ aktualizovaných v každém kroku algoritmu (poznámka 182). Singulárńı př́ıpad může
nastat jedině tehdy, jestliže γ1 = vT1 g = 0, nebot’ pro λ∗ = −λ1 plat́ı

vT1 g = −vT1 (B + λ∗I)s(λ∗) = −vT1 (B − λ1I)s(λ1) = 0.

Poznámka 179 Jestliže γ1 = vT1 g ̸= 0, lze se snadno přesvědčit (ze vzorc̊u uvedených v d̊usledku 15), že
plat́ı

lim
λ→λ1

ϕ(λ) =
1

∆
, lim

λ→λ1

ϕ′(λ) = − 1

|γ1|
a

lim
λ→∞

ϕ(λ) = −∞, lim
λ→∞

ϕ′(λ) = − 1

∥g∥
.

Z těchto vztah̊u je patrné, že pro γ1 = vT1 g ̸= 0 jsou funkce ϕ(λ) a ϕ′(λ) omezené v okoĺı bodu λ = −λ1 a
plat́ı λ∗ > −λ1.
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Poznámka 180 V singulárńım př́ıpadě nelze použ́ıt Newtonovu metodu, nebot’ ϕ(λ) < 0 ∀λ > λ∗ = λ1.
V tomto př́ıpadě lze vektor s(λ∗) vyjádřit ve tvaru s(λ∗) = s + αv1, kde s je libovolné řešeńı rovnice
(B − λ1I)s = −g (které existuje, ale neńı jediné) a α se vyb́ırá tak aby platilo ∥s(λ∗)∥ = ∥s+ αv1∥ = ∆.
Potom

(B + λ∗I)s(λ∗) = (B − λ1I)s+ α(B − λ1I)v1 = g.

Tento zp̊usob je podkladem pro alternativńı krok v př́ıpadě, že ϕ(λ) < 0, kdy krok Newtonovy metody
může selhat. V tomto př́ıpadě najdeme řešeńı s rovnice (B + λI)s+ g = 0 spolu s nějakou aproximaćı ṽ1
vektoru v1 a testujeme, zda vektor s + z = s + αṽ1 takový, že ∥s + z∥ = ∆, vyhovuje podmı́nce (255).
Kvantitativńı vztahy udává následuj́ıćı věta.

Věta 89 Necht’ λ ≥ 0, B + λI ≽ 0 a ∥s+ z∥ = ∆, kde (B + λI)s+ g = 0 a

zT (B + λI)z ≤ (1− δ2)
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
.

Pak vektor s+ z vyhovuje podmı́nce (255) s ν = δ2.

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 88 plat́ı

Q(s+ z) =
1

2
zT (B + λI)z − 1

2

(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
a použijeme-li předpoklady věty, dostaneme

Q(s+ z) ≤ −1

2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λ∆2

)
.

Spojeńım této nerovnosti s posledńı nerovnost́ı v d̊ukazu věty 88, dostaneme dokazované tvrzeńı. 2

Poznámka 181 Necht’ s ∈ Rn, v ∈ Rn a ∥s∥ < ∆. Č́ıslo α ≥ 0, pro které plat́ı ∥s+ αv∥ = ∆, určujeme
podle vzorc̊u

α =

√
(vT s)2 + (∆2 − ∥s∥2)∥v∥2 − vT s

∥v∥2
=

∆2 − ∥s∥2√
(vT s)2 + (∆2 − ∥s∥2)∥v∥2 + vT s

.

Prvńı vzorec voĺıme pokud vT s ≤ 0 a druhý v opačném př́ıpadě. Oba vzorce se zjednoduš́ı, pokud ∥v∥ = 1.
Tyto vzorce lze snadno źıskat řešeńım kvadratické rovnice vzniklé roznásobeńım vztahu ∥s+ αv∥ = ∆.

Poznámka 182 Abychom zabránili selháńı Newtonovy metody, je účelné použ́ıvat a aktualizovat dolńı
odhad µ pro č́ıslo −λ1 a meze 0 ≤ λ < λ∗ < λ. V prvńım iteračńım kroku Newtonovy metody můžeme

jako µ zvolit maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Počátečńı meze λ < λ∗ < λ lze určit z vlastnost́ı
č́ısla λ∗. Jestliže (B + λ∗I)s(λ∗) + g = 0 a ∥s(λ∗)∥ = ∆, plat́ı

s(λ∗)T (B + λ∗I)2s(λ∗) = ∥g∥2,

což s přihlédnut́ım k extremálńım vlastnostem vlastńıch č́ısel matice (B + λ∗I) dává

λ(B) + λ∗ ≤ ∥g∥
∆

≤ λ(B) + λ∗.

Jelikož −∥B∥ ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ ∥B∥, můžeme položit

λ =
∥g∥
∆

− ∥B∥ ≤ λ∗ ≤ ∥g∥
∆

+ ∥B∥ = λ

(mı́sto −∥B∥ a ∥B∥ lze použ́ı i jiné odhady pro vlastńı č́ısla, např́ıklad Gerschgorinovy kruhy). Dolńı mez
λ je třeba ještě upravit tak, aby platilo λ ≥ 0.
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Poznámka 183 V počátečńıch kroćıch Newtonovy metody se může stát, že matice B+λI neńı positivně
definitńı. Proto je účelné použ́ıt mı́sto Choleského rozkladu B + λI = RTR Gill̊uv-Murraẙuv rozklad
B + λI + E = RTR (definice 32). Z nulovosti matice E lze zjistit positivńı definitnost matice B + λI a
věta 100 dává odhad č́ısla, které je třeba přič́ıst k λ.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 5 Data 0 < δ < 1 < δ (obvykle δ = 0.9 a δ = 1.1), ∆ > 0.

Krok 1 Necht’ µ je maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Polož́ıme λ := max(0, µ, ∥g∥/∆ − ∥B∥),
λ := ∥g∥/∆+ ∥B∥ a λ := λ.

Krok 2 Jestliže λ < λ polož́ıme λ :=
√
λλ.

Krok 3 Urč́ıme Gill̊uv-Murraẙuv rozklad B + λI +E = RTR. Je-li E = 0 (takže B + λI ≻ 0, přejdeme
na krok 4. V opačném př́ıpadě urč́ıme vektor v ∈ Rn takový, že ∥v∥ = 1 a vT (B + λI)v < 0
(věta 100), polož́ıme µ := λ− vT (B + λI)v, λ := max(µ, λ) a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme vektor s ∈ Rn řešeńım rovnice RTRs + g = 0. Jestliže ∥s∥ > δ∆, polož́ıme λ := λ a
přejdeme na krok 6. Jestliže δ∆ ≤ ∥s∥ ≤ δ∆ ukonč́ıme výpočet. Jestliže ∥s∥ < δ∆ a λ = 0
ukonč́ıme výpočet. Jestliže ∥s∥ < δ∆ a λ > 0 polož́ıme λ := λ a přejdeme na krok 5.

Krok 5 Urč́ıme vektor v ∈ Rn tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaćı vlastńıho vektoru matice
B př́ıslušného vlastńımu č́ıslu λ(B) a aby platilo ∥v∥ = 1 a vT s ≥ 0 (tento vektor lze určit z
rozkladu RTR zp̊usobem, který použ́ıvaj́ı programy knihovny LAPACK). Urč́ıme č́ıslo α ≥ 0
tak, aby platilo ∥s + αv∥ = ∆ (poznámka 181). Jestliže α2∥Rv∥2 ≤ (1 − δ2)(∥Rs∥2 + λ∆2),
polož́ıme s := s + αv a ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme µ := λ − ∥Rv∥2,
λ := max(µ, λ) a přejdeme na krok 6.

Krok 6 Urč́ıme vektor v ∈ Rn řešeńım rovnice RT v = s a polož́ıme

λ := λ+
∥s∥2

∥v∥2

(
∥s∥ −∆

∆

)
.

Pokud λ < λ polož́ıme λ := λ. Pokud λ > λ polož́ıme λ := λ. Přejdeme na krok 2

6.2 Využit́ı směru nejvěťśıho spádu (metody pśı nohy)

Nevýhodou metod s optimálńım lokálně omezeným krokem je nutnost řešeńı úlohy (251), což vyžaduje
opakované řešeńı soustavy (Bi + λI)si(λ) + gi = 0, která obsahuje n rovnic o n neznámých. V pr̊uměru
se tato soustava řeš́ı 2-3 krát v každém iteračńım kroku, ale v singulárńım př́ıpadě může být tento počet
mnohem vyšš́ı. Proto se úloha (251) často nahražuje úlohou

si = si(α
∗, β∗) = arg min

∥s(α,β)∥≤∆i

Qi(s(α, β)), (278)

kde

s(α, β) = −(αgi + βB−1
i gi).

Věta 90 Směrový vektor si ∈ Rn určený podle (278) vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1c) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0 a σ = 1/2.

Důkaz (a) Podmı́nka (T1a) je př́ımo součást́ı podmı́nky (278). Předpokládejme, že si(α
∗, β∗) ∈ Rn je

řešeńım úlohy (278), přičemž ∥si(α∗, β∗)∥ < ∆i. Pak

Qi(s(α, β)) =
1

2
α2gTi Bigi + αβgTi gi +

1

2
β2gTi B

−1
i gi − αgTi gi − βgTi B

−1
i gi
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je ryze konvexńı kvadratická funkce a

∂Qi(s(α
∗, β∗))

∂α
= α∗gTi Bigi + (β∗ − 1)gTi gi = 0,

∂Qi(s(α
∗, β∗))

∂β
= α∗gTi gi + (β∗ − 1)gTi B

−1
i gi = 0,

neboli α∗ = 0, β∗ = 1, takže ωi(si(α
∗, β∗)) = 0 a

−Qi(si(α
∗, β∗)) = gTi B

−1
i gi −

1

2
gTi B

−1
i gi =

1

2
gTi B

−1
i gi ≥

1

2
∥gi∥2/∥Bi∥.

(b) Necht’ ∥si(α∗, β∗)∥ = ∆i. Podle (278) muśı být Qi(si(α
∗, β∗)) ≤ Qi(si(α

∗, 0)) = Qi(si(α
∗)), kde si(α

∗)
je řešeńım úlohy (252), takže podle lemmatu 30 plat́ı

−Qi(si(α
∗, β∗)) ≥ −Qi(si(α

∗)) ≥ 1

2
∥gi∥min(∆i, ∥gi∥/∥Bi∥).

2

Úloha (278) má dimenzi 2 a soustava rovnic s matićı Bi se řeš́ı pouze jednou (k určeńı vektoru B−1
i gi).

Vektor si źıskaný řešeńım úlohy (278) vyhovuje podle věty 90 podmı́nkám (T1a)–(T1c) s δ = 1, δ = 1,
ω = 0 a σ = 1/2 a jeho použit́ım dostaneme metody, které konverguj́ı téměř stejně dobře jako metody
s optimálńım lokálně omezeným krokem. Ukazuje se že efektivita metod založených na promı́táńı do
podprostoru generovaného vektory gi a B−1

i gi se př́ılǐs nezměńı nahrad́ıme-li přesné řešeńı úlohy (278)
speciálńım přibližným výběrem koeficient̊u α a β, který se nazývá metodou pśı nohy (název této metody
pocháźı od jej́ıho autora M.J.D.Powella).

Metoda pśı nohy je založena na použit́ı Cauchyova vektoru sC a Newtonova vektoru sN , kde

sC = − gT g

gTBg
g, sN = −B−1g.

Cauchẙuv vektor je spádovým směrem právě tehdy, plat́ı-li gTBg > 0. Proto budeme rozlǐsovat dva
př́ıpady, bud’ gTBg > 0 nebo gTBg ≤ 0. Jestliže gTBg ≤ 0, můžeme položit s = −(∆/∥g∥)g, nebot’ v
tomto př́ıpadě pro α ≥ 0 plat́ı

sT (g + αBs) = − ∆

∥g∥

(
gT g − α∆

∥g∥
gTBg

)
≤ − ∆

∥g∥
gT g,

takže kvadratická funkce Q(x + αs) (funkce proměnné α, jej́ıž derivace je sT (g + αBs)) klesá pro α ≥ 0.
Jestliže gTBg > 0 a ∥sC∥ ≥ ∆, můžeme opět položit s = −(∆/∥g∥)g. Plat́ı totiž

sT (g + αBs) = − ∆

∥g∥

(
gT g − α∆

∥g∥
gTBg

)
= −∆∥g∥

(
1− α

∆

∥sC∥

)
,

takže funkce Q(x+ αs) klesá pro 0 ≤ α < ∥sC∥/∆ a nabývá svého minima pro α = ∥sC∥/∆ ≥ 1.
Pokud gTBg > 0 a ∥sC∥ < ∆, mohou opět nastat dva př́ıpady, plat́ı bud’ (sN − sC)

T sC ≥ 0 nebo
(sN − sC)

T sC < 0.

Věta 91 Necht’ gTBg > 0. Jestlǐze (sN − sC)
T sC ≥ 0, plat́ı 0 < sTCsC/s

T
CsN ≤ 1 a pokud

sTCsC/s
T
CsN ≤ τ ≤ 1, (279)

je kvadratická funkce Q(sC + α(τsN − sC)) nerostoućı pro 0 ≤ α ≤ 1 (jestlǐze (sN − sC)
T sC > 0, je tato

funkce klesaj́ıćı a nabývá svého minima pro α = 1). Dále plat́ı ∥τsN∥ ≥ ∥sC∥ (rovnost nastane právě tehdy,
plat́ı-li τ = sTCsC/s

T
CsN a jsou-li vektory sC a sN rovnoběžné). Jestlǐze (sN − sC)

T sC < 0, kvadratická
funkce Q(sC + α(sC − sN )) klesá pro α ≥ 0.
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Důkaz (a) Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)
T sC ≥ 0. Prostým dosazeńım dostaneme

(sN − sC)
T sC =

gT g

(gTBg)2
(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
, (280)

takže nerovnost (sN − sC)T sC ≥ 0 je splněna právě tehdy, jestliže gTBggTB−1g− (gT g)2 ≥ 0 (je-li matice
B positivně definitńı plyne tato nerovnost ze Schwarzovy nerovnosti). Muśı tedy platit gTBggTB−1g > 0,
neboli

sTCsC
sTNsC

=
(gT g)2

(gTB−1ggTBg)
> 0,

což spolu s nerovnost́ı (sN − sC)
T sC ≥ 0 dává 0 < sTCsC/s

T
CsN ≤ 1. Jestliže gTBg > 0 a č́ıslo τ je určeno

podle (279), můžeme psát

(τsN − sC)
T sC =

gT g

(gTBg)2
(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

)
≥ 0, (281)

(τsN − sC)
TB(τsN − sC) = τ2gTB−1g − 2τ

(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
τ

gTBg

(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

)
+ (1− τ)

(gT g)2

gTBg
≥ 0,

přičemž posledńı nerovnost je rovnost́ı právě tehdy, když (sN − sC)
T sC = 0 (kdy nutně τ = 1). Dále plat́ı

(τsN − sC)
T (g +BsC) = (τsN − sC)

T (τg +BsC) + (1− τ)(τsN − sC)
T g

= (τsN − sC)
TB(τB−1g + sC) + (1− τ)(τsN − sC)

T g

= −(τsN − sC)
TB(τsN − sC)− (1− τ)

gTBg

gT g
(τsN − sC)

T sC ,

takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(τsN − sC)) dostaneme

(τsN − sC)
T (g +B(sC + α(τsN − sC)) = − (τsN − sC)

TB(τsN − sC)(1− α)

− (1− τ)
gTBg

gT g
(τsN − sC)

T sC .

Pokud 0 ≤ α ≤ 1, je tato derivace nekladná, takže funkce Q(sC + α(τsN − sC)) je nerostoućı (jestliže
(sN − sC)T sC > 0, je tato funkce klesaj́ıćı a nabývá svého minima pro α = 1). Vztah ∥τsN∥ ≥ ∥sC∥ plyne
z nerovnosti

∥τsN∥2 = (sC + τsN − sC)
T (sC + τsN − sC)

= ∥sC∥2 + 2(τsN − sC)
T sC + ∥τsN − sC∥2 ≥ ∥sC∥2.

Rovnost nastane právě tehdy, když τsN = sC , neboli když τ = sTCsC/s
T
CsN a vektory sC a sN jsou

rovnoběžné.

(b) Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)
T sC < 0. Ze vztahu (280) plyne, že gTBggTB−1g − (gT g)2 < 0. Plat́ı

tedy

(sN − sC)
TB(sN − sC) = gTB−1g − 2

(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
1

gTBg

(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
< 0,

(sN − sC)
T (g +BsC) = −(sN − sC)

TB(sN − sC) > 0,
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takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(sC − sC)) dostaneme

(sC − sN )T (g +B(sC + α(sC − sN )) = (1 + α)(sC − sN )TB(sC − sN ) < 0.

2

Věta 91 tvoř́ı teoretický podklad pro jednoduchou a dvojitou metodu pśı nohy. V př́ıpadě, že gTBg > 0,
∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)

T sC ≥ 0 pokládáme

s = sN , ∥sN∥ ≤ ∆,

s = sC + α(τsN − sC), ∥sN∥ > ∆,

kde max(τ ,∆/∥sN∥) ≤ τ ≤ 1, τ = sTCsC/s
T
CsN , a kde parametr 0 < α < 1 se vyb́ırá tak, aby platilo

∥s∥ = ∆ (poznámka 181). Jednoduchá metoda pśı nohy použ́ıvá hodnotu τ = 1. Dvojitá metoda pśı nohy
použ́ıvá hodnotu τ = max(τ ,∆/∥sN∥). Poznamenejme, že nemůže nastat př́ıpad, kdy ∥sN∥ ≤ ∆ < ∥sC∥,
nebot’ podle věty 91 plat́ı ∥sN∥ ≥ ∥sC∥, pokud gTBg > 0 a (sN − sC)

T sC ≥ 0. V př́ıpadě, že gTBg > 0,
∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)

T sC < 0, neńı matice B positivně semidefinitńı a nemá význam pokládat s = sN ,
pokud ∥sN∥ ≤ ∆, nebot’ tento vektor neńı minimem kvadratické funkce Q(s). V tomto př́ıpadě pokládáme

s = sC + α(sC − sN ),

kde parametr 0 < α < 1 se vyb́ırá tak, aby platilo ∥s∥ = ∆.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 6 Data ∆ > 0.

Krok 1 Pokud gTBg ≤ 0, polož́ıme s := −(∆/∥g∥)g a ukonč́ıme výpočet.

Krok 2 Vypočteme Cauchẙuv vektor sC = −(gT g/gTBg)g. Pokud ∥sC∥ ≥ ∆, polož́ıme s := −(∆/∥g∥)g
a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme Newton̊uv vektor sN = −B−1g. Jestliže (sN − sC)
T sC ≥ 0 a ∥sN∥ ≤ ∆, polož́ıme

s := sN a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Jestliže (sN −sC)T sC ≥ 0 a ∥sN∥ > ∆, urč́ıme č́ıslo τ tak, aby platilo max(τ ,∆/∥sN∥) ≤ τ ≤ 1,
kde τ = sTCsC/s

T
CsN , vybereme α > 0 tak aby platilo ∥sC +α(τsN −sC)∥ = ∆ (poznámka 181),

polož́ıme s := sC + α(τsN − sC) a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Jestliže (sN − sC)
T sC < 0, zvoĺıme α > 0 tak aby platilo ∥sC + α(sC − sN )∥ = ∆, polož́ıme

s := sC + α(sC − sN ) a ukonč́ıme výpočet.

Věta 92 Směrový vektor źıskaný algoritmem 6 vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1d) s δ = 1, δ = 1, ω = 0,
σ = 1/2 a σ = 1.

Důkaz (a) Vzhledem k tomu, že bud’ ∥s∥ = ∆ nebo ∥s∥ < ∆ a přitom s = sN , jsou splněny podmı́nky
(T1a)–(T1b) s δ = 1, δ = 1, a ω = 0. Jestliže gTBg ≤ 0 nebo ∥sC∥ ≥ ∆, plat́ı s = s(α∗), kde vektor s(α∗)
je řešeńım úlohy (252). Podle lemmatu 30 je tedy splněna podmı́nka (T1c) s σ = 1/2 a podle lemmatu 32
plat́ı (T1d) s σ = 1. Jelikož sC = s(α∗), pokud ∥sC∥ < ∆, dostaneme v tomto př́ıpadě stejné nerovnosti
pro vektor sC .

(b) Pokud gTBg > 0, ∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)
T sC ≥ 0, je s = sC + α(τsN − sC), kde 0 ≤ α ≤ 1. Jelikož

podle věty 91 plat́ı Q(s) ≤ Q(sC) a s použit́ım (281) dostaneme

gT s = gT (sC + α(τsN − sC)) = gT sC − α
gTBg

gT g
sTC(τsN − sC) ≤ gT sC ,

splňuje vektor s = sC + α(τsN − sC) podmı́nky (T1c)–(T1d) s σ = 1/2 a σ = 1.
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(c) Pokud gTBg > 0, ∥sC∥ < ∆ a (sN − sC)
T sC < 0, je s = sC + α(sC − sN ), kde α ≥ 0. Jelikož podle

věty 91 plat́ı Q(s) ≤ Q(sC) a s použit́ım nerovnosti (sN − sC)
T sC < 0 dostaneme

gT s = gT (sC + α(sC − sN )) = gT sC + α
gTBg

gT g
sTC(sN − sC) ≤ gT sC ,

splňuje vektor s = sC + α(sC − sN ) podmı́nky (T1c)–(T1d) s σ = 1/2 a σ = 1. 2

Poznámka 184 V algoritmu 6 se předpokládá, že matice B je regulárńı (v opačném př́ıpadě nelze použ́ıt
Newton̊uv vektor sN = −B−1g). Tento nedostatek se obvykle obcháźı t́ım, že se matice B při určováńı
Choleského rozkladu mı́rně modifikuje. Bližš́ı podrobnosti jsou uvedeny v části 6.3.

6.3 Nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

K určeńı lokálně omezeného kroku můžeme velmi efektivně použ́ıt předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

Q(s) = gT s+
1

2
sTBs.

Připomeňme, že předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a

qi = Bpi, αi = gTi C
−1gi, /p

T
i qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gTi+1C
−1gi+1/g

T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n. Můžeme použ́ıvat větu 36, větu 38 a d̊usledek 3.

Chceme-li určit lokálně omezený krok pomoćı metody sdružených gradient̊u, zastavujeme iteračńı pro-
ces nejen tehdy, když ∥gi∥ ≤ ω∥g∥ (kde 0 < ω ≤ ω < 1), ale také tehdy, když ∥si∥ < ∆ a bud’ pTi Bpi ≤ 0
nebo ∥si+1∥ ≥ ∆. Pokud pTi Bpi ≤ 0, můžeme použ́ıt větu 38, podle které Q(si + αpi) < Q(si) a
gT (si+αpi) < gT si pro α > 0. Pokud ∥si+1∥ ≥ ∆, můžeme použ́ıt větu 36, podle které Q(si+αpi) < Q(si)
a gT (si+αpi) < gT si pro 0 < α ≤ αi. V obou př́ıpadech urč́ıme č́ıslo αi ≥ 0 tak, aby platilo ∥si+αipi∥ = ∆
(poznámka 181) a polož́ıme s = si + αipi.

Dosavadńı úvahy tvoř́ı základ jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 7 Data C ≻ 0, 0 < ω ≤ ω < 1, ∆ > 0, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s := 0, r := −g, v := C−1r, σ := rT v, σ := σ, p := r a k := 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ := σ, vypočteme vektor q = Bp a č́ıslo τ = pT q. Jestliže τ ≤ 0, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0
tak, aby platilo ∥s+ αp∥ = ∆, polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α := ρ/τ . Jestliže ∥s + αp∥ ≥ ∆, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ∥s + αp∥ = ∆,
polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Polož́ıme s := s + αp, r := r − αq v := C−1r a σ := rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ nebo k ≥ m,
ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Věta 93 Směrový vektor źıskaný algoritmem 7 vyhovuje podmı́nkám (T1a)–(T1d) s δ = 1, δ = 1, ω < 1,
σ = 1/(2κ(C)) a σ = 1/κ(C).
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Důkaz Jak již bylo zmı́něno, z věty 36 a věty 38 plyne, že Q(s) < Q(si) a gT s < gT si. Pokud i > 1,
můzeme použ́ıt d̊usledek 3 podle kterého plat́ı

Q(s) ≤ Q(s2) ≤ − ∥g∥2

2κ(C)∥B∥
, gT s ≤ gT s2 ≤ − ∥g∥2

κ(C)∥B∥
.

Pokud i = 1, můžeme použ́ıt lemma 30 a lemma 269, takže

Q(s) = Q(s(α∗)) ≤ −1

2
∥g∥∥s∥, gT s = gT s(α∗) ≤ −∥g∥∥s∥.

2

Směrový vektor si źıskaný metodou sdružených gradient̊u můžeme kombinovat s vektorem sN tak jako
v metodách pśı nohy (kde kombinujeme vektor sC = s2 s vektorem sN ). Ztrat́ı se však výlučně iteračńı
charakter nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (podřebujeme źıskat vektor sN př́ımým řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic). Nicméně použit́ı několika krok̊u metody sdružených gradient̊u může urych-
lit konvergenci metody pśı nohy. Následuj́ıćı věta udává teoretický podklad pro konstrukci v́ıcekrokové
metody pśı nohy.

Věta 94 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 36 pro i ≥ 1, přičemž ∥si∥ < ∆ a Bsi + g ̸= 0. Necht’
sN ∈ Rn je vektor takový, že BsN + g = 0. Pak pro 0 ≤ α < 1 plat́ı

dQ(si + α(sN − si))

dα
= (1− α)(sN − si)

T gi.

Důkaz Jelikož

Q(si + α(sN − si)) = gT (si + α(sN − si)) +
1

2
(si + α(sN − si))

TB(si + α(sN − si)),

plat́ı

dQ(si + α(sN − si))

dα
= (sN − si)

T g + (sN − si)
TB(si + α(sN − si))

= (sN − si)
TB(si − sN + α(sN − si))

= (1− α)(sN − si)
TB(si − sN )

= (1− α)(sN − si)
T (Bsi + g)

= (1− α)(sN − si)
T gi.

2

Z věty 94 vyplývá, že pokud (sN − si)
T gi ≤ 0, je funkce Q(si + α(sN − si)) nerostoućı pro 0 ≤ α ≤ 1

(pokud (sN −si)T gi < 0 je tato funkce klesaj́ıćı pro 0 ≤ α < 1). Jestliže naopak (sN −si)T gi > 0 je funkce
Q(si + α(si − sN )) klesaj́ıćı pro α ≥ 0. Uvedené úvahy tvoř́ı základ následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus 8 Data 0 < ∆, m≪ n.

Krok 1 Jako v algoritmu 7.

Krok 2 Jako v algoritmu 7.

Krok 3 Jako v algoritmu 7.

Krok 4 Polož́ıme s := s+ αp, r := r − αq a σ := ∥r∥2. Jestliže k < m polož́ıme β := σ/ρ, p := r + βp,
k := k + 1 a přejdeme na krok 2.
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Krok 5 Řeš́ıme soustavu rovnic Bs∗ + g = 0. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ∥s∗∥ ≤ ∆, polož́ıme s := s∗

a ukonč́ıme výpočet. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ∥s∗∥ > ∆, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo
∥s + α(s∗ − s)∥ = ∆, polož́ıme s := s + α(s∗ − s) a ukonč́ıme výpočet. Pokud (s∗ − s)T r < 0,
urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ∥s+α(s− s∗)∥ = ∆, polož́ıme s := s+α(s− s∗) a ukonč́ıme
výpočet.

Obvykle voĺıme m = 5. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu pśı nohy popsanou v odd́ılu 6.2.

6.4 Použit́ı symetrické Lanczosovy metody

Metodu sdružených gradient̊u popsanou v předchoźım odstavci muśıme přerušit, pokud v i-tém iteračńım
kroku plat́ı bud’ gTi Bgi ≤ 0 nebo si+1 ≥ ∆. V tomto př́ıpadě urč́ıme směrový vektor d takový, že ∥d∥ = ∆
a ukonč́ıme výpočet. Abychom nalezli přesněǰśı aproximaci optimálńıho lokálně omezeného kroku je třeba
v iteračńım procesu pokračovat. K tomuto účelu lze použ́ıt symetrický Lanczos̊uv proces.

Definice 30 Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı
vztahy

q0 = 0, γ1q1 = g

a
δi = qTi Bqi, γi+1qi+1 = Bqi − δiqi − γiqi−1

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu, nazveme symetrickým Lanczosovým procesem (LS) určeným matićı B a vektorem g.

Poznámka 185 Necht’ γi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle definice 30 plat́ı
g = Qk(γ1e1) a

BQk = QkTk + γk+1qk+1e
T
k (282)

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk−1, qk], e
T
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eTk = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Tk =


δ1, γ2, . . . , 0, 0
γ2, δ2, . . . , 0, 0
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , δk−1, γk
0, 0, . . . , γk, δk


(matice Tk ∈ Rk×k je tridiagonálńı). Můžeme se o tom snadno přesvědčit roznásobeńım a použit́ım
rekurentńıch vztah̊u metody LS.

Věta 95 Uvažujme symetrický Lanczos̊uv proces určený symetrickou matićı B ∈ Rn×n a vektorem g ∈ Rn.
Necht’ γi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı ortonormálńı bázi v
Krylovově podprostoru Kk = span (g,Bg, . . . , Bk−1g).

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = g/ ∥ g ∥. Předpokládejme, že tvrzeńı
plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n a že γk+1 ̸= 0. Podle indukčńıho předpokladu plat́ı QT

kQk = I,
takže QT

kBQk = Tk + γk+1Q
T
k qk+1e

T
k . Matice QT

kBQk je symetrická stejně jako matice Tk, takže nutně
QT

k−1qk+1 = 0 (v opačném př́ıpadě by matice QT
k qk+1e

T
k nebyla symetrická). Dále podle definice 30 plat́ı

γk+1q
T
k qk+1 = qTk Bqk − δk = δk − δk = 0. Vektor qk+1 je tedy ortogonálńı k vektor̊um qi, 1 ≤ i ≤ k, a

má jednotkovou normu. Podle definice 30 lež́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k + 1 v Krylovově podprostoru Kk+1 a
jelikož jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu, tvoř́ı tam ortonormálńı bázi. 2

Poznámka 186 Jelikož QT
kQk = I a QT

k qk+1 = 0 (d̊ukaz věty 95), můžeme psát

QT
kBQk = Tk,

takže symetrický Lanczos̊uv proces lze použ́ıt k tridiagonalizaci matice B.
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Poznámka 187 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k řešeńı soustavy rovnic Bs + g = 0.
Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

(
1

2
sTBs+ gT s

)
.

Jelikož s ∈ Ki právě tedy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

(
1

2
zTTiz + γ1e

T
1 z

)
(plyne to ze vztah̊u g = Qi(γ1e1) a QT

i Qi = I). Pokud γk+1 = 0, je vektor sk+1 ∈ Kk řešeńım soustavy
rovnic Bs + g = 0. Podle (282) totiž plat́ı BQk = QkTk a jelikož matice Tk je regulárńı, lze položit
zk = −T−1

k (γ1e1), což dává Bsk+1 = BQkzk = −QkTkT
−1
k (γ1e1) = −Qk(γ1e1) = −g.

Věta 96 Vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 187 jsou shodné s vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k,
generovanými metodou sdružených gradient̊u (definice 22 s C = I). Nav́ıc plat́ı δ1 = 1/α1, ε1 = 1 a

δi+1 =
βi
αi

+
1

αi+1
, γi+1 =

√
βi

|αi|
, εi+1 = −εisgn(αi)

a
qi = εi

gi
∥gi∥

pro 1 ≤ i ≤ k.

Důkaz Z d̊ukazu věty 22 plyne, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určené metodou CG, lež́ı v Krylovových
podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, a realizuj́ı tam minimum kvadratické funkce Q(s) = (1/2)sTBs+ gT s. To je
však právě definice vektor̊u si+1, 1 ≤ i ≤ k, v poznámce 187. Jelikož vektory gi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně
ortogonálńı a lež́ı v Krylovových podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, muśı být kolineárńı s vektory qi, 1 ≤ i ≤ k,
neboli

Gk = QkDk,

kde Gk = [g1, . . . , gk] a Dk = diag (ε1 ∥ g1 ∥, . . . , εk ∥ gk ∥) (č́ısla εi, 1 ≤ i ≤ k, mohou nabývat hodnot
±1). Položme Pk = [p1, . . . , pk]. Pak z rekurentńıch vztah̊u metody CG plyne

Gk = PkBk,

kde

Bk =


−1, β1, . . . , 0
0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1


je horńı bidiagonálńı matice. Z d̊ukazu věty 22 plyne, že matice PT

k BPk je diagonálńı. Použijeme-li
rekurentńı vztahy metody CG, dostaneme

PT
k BPk = diag(∥ g1 ∥2 /α1, . . . , ∥ gk ∥2 /αk) = Dkdiag(1/α1, . . . , 1/αk)Dk,

takže

Tk = QT
kBQk = D−1

k GT
kBGkD

−1
k = D−1

k BT
k P

T
k BPkBkD

−1
k =

= D−1
k BT

k Dkdiag (1/α1, . . . , 1/αk)DkBkD
−1
k .
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Ale

DkBkD
−1
k =


−1, β1

ε1∥g1∥
ε2∥g2∥ , . . . , 0

0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

 =


−1, ε1ε2

√
β1, . . . , 0

0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

 .
Dosad́ıme-li tento vztah do vyjádřeńı pro matici Tk, můžeme psát

Tk =


1
α1
,

−ε1ε2
√

β1

α1
, . . . , 0

−ε1ε2
√

β1

α1
, β1

α1
+ 1

α2
, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , βk−1

αk−1
+ 1

αk

 ,
což porovnáńım se (282) dává δ1 = 1/α1 a

δi+1 =
βi
αi

+
1

αi+1

γi+1 = −εiεi+1

√
βi

αi

pro 1 ≤ i ≤ k. Jelikož γi+1 ≥ 0, muśı platit εiεi+1 = −sgn(αi) pro 1 ≤ i ≤ k. Protože podle definice 30
plat́ı γ1q1 = g = g1 a γ1 ≥ 0, dostaneme ε1 = 1. 2

Poznámka 188 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k přibližnému určeńı optimálńıho lokálně
omezeného kroku. Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki,∥s∥≤∆

(
1

2
sTBs+ gT s

)
. (283)

Jelikož s ∈ Ki právě tedy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri,∥s∥≤∆

(
1

2
zTTiz + γ1e

T
1 z

)
(284)

(plyne to z úvah použitých v poznámce 187 a z toho, že ortogonalita matice Qi implikuje ∥s∥ = ∥Qiz∥ =
∥z∥).

Je-li vektor zi řešeńım úlohy (284), zaj́ımá nás, jak dobře aproximuje vektor si+1 řešeńı úlohy (251).
Podle věty 81 je vektor zi řešeńım úlohy (284) právě tehdy, existuje-li č́ıslo λi ≥ 0 takové že matice Ti+λiI
je positivně semidefinitńı, (Ti + λiI)zi + γ1e1 = 0, ∥zi∥ ≤ ∆ a λi(∥zi∥ −∆) = 0. Protože ∥si+1∥ = ∥zi∥,
splňuje dvojice si+1, λi většinu podmı́nek uvedených ve z větě 81. Kriteriem aproximace tedy může být
hodnota ∥(B + λi)si+1 + g∥ (norma rezidua).

Věta 97 Necht’ si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım úlohy (284). Pak plat́ı

(B + λi)si+1 + g = γi+1e
T
i ziqi+1,

takže ∥(B + λi)si+1 + g∥ = γi+1|eTi zi|.

Důkaz Použijeme-li vztah (282) a podmı́nku (Ti + λiI)zi + γ1e1 = 0, dostaneme

(B + λiI)si+1 + gi = (B + λiI)Qizi + γ1Qie1

= Qi((Ti + λiI)zi + γ1e1) + γi+1qi+1e
T
i zi

= γi+1qi+1e
T
i zi.
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Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že ∥qi+1∥ = 1. 2

Nyńı si podrobněji všimneme vlastnost́ı úlohy (284).

Definice 31 řekneme, že matice Ti (jej́ı̌z tvar je uveden v poznámce 185) je ireducibilńı, jestlǐze γj ̸= 0
∀1 < j ≤ i.

Věta 98 Je-li matice Ti ireducibilńı, nenastane v úloze (284) singulárńı př́ıpad (matice Ti + λiI je posi-
tivně definitńı). Je-li matice Tn ireducibilńı, nenastane singulárńı př́ıpad ani v úloze (251). Nenastane-li
singulárńı př́ıpad v úloze (251) a plat́ı-li γi+1 = 0, je vektor si+1 = Qizi řešeńım úlohy (251).

Důkaz (a) Je-li vektor zi řešeńım úlohy (284), je matice Ti+λiI positivné semidefinitńı. Je-li tato matice
singulárńı, muśı existovat nenulový vektor vi takový, že (Ti + λiI)vi = 0. Pak ale

zTi (Ti + λiI)vi = −γ1eT1 vi = 0,

takže vektor vi má nulovou provńı složku. Předpokládejme, že matice Ti je ireducibilńı. Z rovnice Tivi =
λivi vid́ıme, že je-li prvńı složka vektoru vi nulová a γ2 ̸= 0, je i druhá složka vektoru vi nulová (matice
Ti je tridiagonálńı). Takto lze pokračovat dále a jsou-li všechna č́ısla γj , 1 < j ≤ i, nenulová, muśı platit
vi = 0, což je ve sporu s předpokladem, že vi ̸= 0. Matice Ti + λiI tedy nemůže být singulárńı a jelikož je
positivné semidefinitńı, muśı být positivné definitńı. V úloze (284) tedy nenastane singulárńı př́ıpad.

(b) Pro i = n je úloha (251) ekvivalentńı úloze (283) a tedy i úloze (284). Je-li matice Tn ireducibilńı,
nenastane singulárńı př́ıpad v úloze (284) a tedy ani v úloze (251).

(c) Plat́ı-li γi+1 = 0, můžeme podle (282) psát BQi = QiTi. Jelikož matice Ti je symetrická, můžeme
ji vyjádřit ve tvaru Ti = ViΛiV

T
i , kde Λi je diagonálńı matice obsahuj́ıćı vlastńı č́ısla matice Ti a Vi je

ortogonálńı (a tedy regulárńı) čtvercová matice, jej́ımiž slouci jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Plat́ı tedy

BQi = QiViΛiV
T
i ⇒ BQiVi = QiViΛi,

takže diagonálńı prvky matice Λ jsou vlastńımi č́ısly matice B a sloupce matice QiVi jsou odpov́ıdaj́ıćımi
vlastńımi vektory. Ukážeme, že matice Λi muśı obsahovat nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 matice B. Kdyby tomu
tak nebylo, musel by být př́ıslušný vlastńı vektor v1 kolmý ke všem sloupc̊um matice QiVi (vlastńı vektory
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı), neboli V T

i Q
T
i v1 = 0. Protože čtvercová matice

Vi je regulárńı, muselo by platit QT
i v1 = 0 a jelikož vektor g je podle konstrukce rovnoběžný s vektorem

q1, také g
T v1 = 0. To však neńı možné, nebot’ v úloze (251) nenastane singulárńı př́ıpad takže podle

poznámky 178 nemůže platit gT v1 = 0. Jelikož λ1 je vlastńım č́ıslem matice Ti, muśı platit λi ≥ −λ1,
takže matice B + λiI je positivné definitńı. Spoj́ıme li tento fakt s tvrzeńım věty 97, vid́ıme, že jsou
splněny nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby vektor si+1 = Qizi byl řešeńım úlohy (251). 2

Poznámka 189 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme předpodmı́nit tak že ho aplikujeme na kvadra-
tickou funkci (82). Označ́ıme-li q̃i = C−1/2qi a vi = C−1/2q̃i = C−1qi můžeme rekurentńı vztahy před-
podmı́něného symetrického Lancoszova procesu zapsat pomoćı rekurentńıch vztah̊u

q0 = 0, γ1q1 = g, v1 = C−1q1

a
δi = vTi Bvi, γi+1qi+1 = Bvi − δiqi − γiqi−1, vi+1 = C−1qi+1

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby platilo qTi vi = 1, 1 ≤ i ≤ n. Pak vektory
vi jsou C-ortogonálńı a vektory qi C

−1-ortogonálńı. Pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n plat́ı

V T
k CVk = QT

k Vk = QT
kC

−1Qk = I

a
BVk = QkTk + γk+1qk+1e

T
k ,

kde Tk = V T
k BVk je symetrická tridiagonálńı matice. Poznamenejme, že je-li vektor zi řešeńım problému

(284), kde matice Ti byla źıskána předpodmı́něným symetrickým Lanczosovým procesem, je třeba v (284)
nahradit podmı́nku ∥s∥ ≤ ∆ podmı́nkou sTCs ≤ ∆2.
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Nyńı můžeme přistoupit k popisu algoritmu pro výpočet lokálně omezeného kroku pomoćı symetrického
Lanczosova procesu.

Poznámka 190 Shrneme základńı myšlenky, které se použ́ıvaj́ı v algoritmu založeném na použit́ı symet-
rického Lanczosova procesu.

(a) Jelikož metoda sdružených gradient̊u je výpočetně ekonomičtěǰśı než symetrický Lanczos̊uv proces,
použ́ıváme metodu CG vždy, kdy je to možné. V každém iteračńım kroku metody CG poč́ıtáme a
ukládáme č́ısla γi, δi a vektory qi (věta 96).

(b) Na začátku iteračńıho procesu poč́ıtáme vektory si+1 metodou CG. Pokud v nějakém iteračńım kroku
plat́ı pTi Bpi ≤ 0, nebo ∥si + αipi∥ > ∆, začneme pokládat si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım
úlohy (284).

(c) Výpočet ukonč́ıme, plat́ı-li ∥gi+1∥ ≤ ω∥g∥ v př́ıpadě, že si+1 = si + αipi, nebo γi+1|eTi zi| ≤ ω∥g∥ v
př́ıpadě, že si+1 = Qizi. Přitom ω je předepsaná přesnost.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu. V tomto algoritmu je L = 1, použ́ıváme-li
rekurentńı vztahy metody sdružených gradient̊u, nebo L = 0, použ́ıváme-li rekurentńı vztahy symetrické
Lanczosovy metody. Podobně je M = 1, poč́ıtáme-li vektor sk+1 metodou sdružených gradient̊u, nebo
M = 0, použ́ıváme-li k určeńı vektoru si+1 řešeńı úlohy (284).

Algoritmus 9 Data 0 < ω < 1, ∆ > 0, ε > 0, m ≤ n (obvykle m = min(n, 100)).

Krok 1 Polož́ıme s1 := 0, g1 := g, p1 := −g, q1 := g/∥g∥, β1 := ∥g∥, σ1 := gT g, ε1 = 1, L := 1, M := 1
a k := 1.

Krok 2 Jestliže L = 0, přejdeme na krok 5. V opačném př́ıpadě vypočteme vektor uk := Bpk a č́ıslo
τk := uTk pk. Jestliže |τk| ≤ εσk, polož́ıme L := 0 a přejdeme na krok 5.

Krok 3 Polož́ıme αk := σk/τk a vypočteme č́ıslo δk podle věty 96, tedy δk := 1/αk, pokud k = 1, nebo
δk := 1/αk + βk−1/αk−1, pokud k > 1. Je-li αk ≤ 0 nebo ∥sk + αkpk∥ ≥ 0, polož́ıme M := 0

Krok 4 Polož́ıme gk+1 := gk + αkuk, σk+1 := gTk+1gk+1, βk := σk+1/σk, vypočteme č́ıslo γk+1 podle

věty 96, tedy γk+1 :=
√
βk/|αk| a přejdeme na krok 6.

Krok 5 Polož́ıme M := 0, δk := qTk Bqk a vypočteme č́ıslo γk+1 a vektor vk+1 := γk+1qk+1 podle
definice 30, tedy γk+1 := ∥vk+1∥, kde vk+1 := Bqk − δkqk, pokud k = 1, nebo vk+1 := Bqk −
δkqk − γkqk−1, pokud k > 1.

Krok 6 JestližeM = 1 a k ≤ m, polož́ıme sk+1 := sk+αkpk a pokud ∥gk+1∥ ≤ ω∥g∥, ukonč́ıme výpočet.
JestližeM = 0 nebo k > m, polož́ıme si+1 := Qizi, kde vektor zi je řešeńım úlohy (284) a pokud
γk+1|eTk zk| ≤ ω∥g∥ nebo k > m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 7 Jestliže L = 0, polož́ıme qk+1 := vk+1/γk+1. Jestliže L = 1, polož́ıme εk+1 := −εksgn(αk),
qk+1 := εk+1gk+1/∥gk+1∥ a pk+1 := −gk+1+βkpk. Zvětš́ıme k o jednotku a přejdeme na krok 2.

V metodách použ́ıvaj́ıćıch symetrický Lanczos̊uv proces neńı účelné použ́ıvat předpodmı́něńı, nebot’ se
t́ım měńı p̊uvodńı omezeńı ∥si∥ ≤ ∆ na ∥si∥C =

√
sTi Csi ≤ ∆ (výjimku tvoř́ı př́ıpady, kdy je z nějakých

d̊uvod̊u třeba řešit úlohu s omezeńım ∥si∥C ≤ ∆). Předpodmiňovač C se obvykle odvozuje od matice B,
takže může být špatně podmı́něný a nav́ıc se měńı v každé iteraci.

6.5 Posunuté nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

V tomto odd́ılu ukážeme jiný zp̊usob použit́ı symetrického Lanczosova procesu. Symetrický Lanczos̊uv
proces použijeme k určeńı aproximace λ Lagrangeova multiplikátoru λ∗ vystupuj́ıćıho ve větě 81 a směrový
vektor s = s(λ) budeme hledat řešeńım úlohy

s(λ) = arg min
∥s∥≤∆

Qλ(s), Qλ(s) =
1

2
sT (B + λI)s+ gT s. (285)
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To znamená, že budeme metodu sdružených gradient̊u aplikovat na soustavu rovnic s matićı B + λI. Aby
źıskaný směrový vektor splňoval podmı́nku (T1b), potřebujeme aby λ = 0, pokud úloha (251) má řešeńı
takové, že ∥s∗i ∥ < ∆. To je zaručeno, pokud je splněna nerovnost λ ≤ λ∗, kterou nyńı dokážeme. Budeme
přitom použ́ıvat označeńı

Kk(λ) = span{g, (B + λI)g, . . . , (B + λI)k−1g}

pro Krylov̊uv podprostor dimenze k definovaný matićı B + λI a vektorem g, a Zk ∈ Rn×k pro matici jej́ıž
sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Kk = Kk(0) (pokud λ = 0 budeme argument λ vynechávat).

Věta 99 Necht’ pro daný index 1 ≤ k ≤ n, je vektor sk řešeńım úlohy

sk = arg min
s∈Kk,∥s∥≤∆

Q(s), Q(s) =
1

2
sTBs+ gT s (286)

s odpov́ıdaj́ıćım Lagrangeovým multiplikátorem λk. Jestlǐze 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pak λi ≤ λj. Speciálně λk ≤ λ∗

pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n.

Důkaz (a) Necht’ vektor sk je řešeńım nepodmı́něné úlohy

sk = arg min
s∈Kk

Q(s).

Jestliže 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pak podle věty 36 plat́ı ∥si∥ ≤ ∥sj∥. Speciálně ∥sk∥ ≤ ∥sn∥ = ∥s∗∥, kde ∥s∗∥ je
nepodmı́něným minimem funkce Q(s) na Rn.

(b) Indukćı dokážeme, že pro libovolné č́ıslo λ ∈ R plat́ı Kk(λ) = Kk. Pro k = 1 je to zřejmé, nebot’
Kk(λ) = span{g} = Kk. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n. Pak

(B + λI)kg = (B + λI)(B + λI)k−1g = (B + λI)v = Bv + λv,

kde v ∈ Kk(λ) = Kk. Jelikož λv ∈ Kk a Bv ∈ Kk+1, plat́ı (B + λI)kg ∈ Kk+1, takže Kk+1(λ) ⊂ Kk+1.
Aplikujeme-li stejný postup na matice B + λI a B = (B + λI)− λI, dostaneme opačnou inkluzi.

(c) Necht’ B1 a B2 jsou dvě symetrické pozitivně definitńı matice. Pak ze vztah̊u

B1 −B2 = B
1/2
2 (B

−1/2
2 B1B

−1/2
2 − I)B

1/2
2 , B−1

2 −B−1
1 = B

− 1
2

1 (B
1
2
1 B

−1
2 B

1/2
1 − I)B

−1/2
1

a z toho, že matice B
−1/2
2 B1B

−1/2
2 a B

1/2
1 B−1

2 B
1/2
1 maj́ı stejná vlastńı č́ısla, plyne

B1 −B2 ≽ 0 ⇐⇒ B−1
2 −B−1

1 ≽ 0,

B1 −B2 ≻ 0 ⇐⇒ B−1
2 −B−1

1 ≻ 0.

(d) Ukážeme, že vektor sk(λ), který minimalizuje Qλ(s) na Kk lze vyjádřit ve tvaru

sk(λ) = −Zk(Z
T
k (B + λI)Zk)

−1ZT
k g,

kde Zk ∈ Rn×k je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Kk. Jestliže s ∈ Kk, můžeme psát
s = Zks̃, kde s̃ ∈ Rk. Pak

Qλ(s) =
1

2
sT (B + λI)s+ gT s =

1

2
s̃TZT

k (B + λI)Zks̃+ gTZks̃
∆
= Q̃λ(s̃)

a minimum s̃k(λ) funkce Q̃λ(s̃) na Rk lze vyjádřit ve tvaru s̃k(λ) = −(ZT
k (B + λI)Zk)

−1ZT
k g, což po

dosazeńı do sk = Zks̃k dává hledaný výsledek.

(e) Necht’ ZT
k BZk + λ1I, Z

T
k BZk + λ2I jsou symetrické pozitivně definitńı matice a necht’

sk(λ1) = arg min
s∈Kk

Qλ1(s), sk(λ2) = arg min
s∈ Kk

Qλ2(s),
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kde Qλ(s) je funkce definovaná v (d). Ukážeme, že

λ2 ≤ λ1 ⇐⇒ ∥sk(λ2)∥ ≥ ∥sk(λ1)∥.

Použijeme-li (d), dostaneme

∥sk(λ)∥2 = gTZk(Z
T
k (B + λI)Zk)

−2ZT
k g = gTZk(Z

T
k BZk + λI)−2ZT

k g.

Plat́ı tedy

∥sk(λ2)∥2 − ∥sk(λ1)∥2 = gTZk

[
(ZT

k BZk + λ2I)
−2 − (ZT

k BZk + λ1I)
−2
]
ZT
k g.

Označ́ıme-li B̃2 = (ZT
k BZk + λ2I) a předpokláme-li, že λ2 ≤ λ1, můžeme psát

(ZT
k BZk + λ1I)

2 − (ZT
k BZk + λ2I)

2 = (B̃2 + (λ1 − λ2)I)
2 − B̃2

2 = 2(λ1 − λ2)B̃2 + (λ1 − λ2)
2I ≽ 0,

což spolu s prvńı ekvivalenćı v (c) dává

(ZT
k BZk + λ2I)

−2 − (ZT
k BZk + λ1I)

−2 ≽ 0,

neboli ∥sk(λ2)∥2 − ∥sk(λ1)∥2 ≥ 0. Použijeme-li druhou ekvivalenci v (c), dostaneme stejným postupem
λ2 < λ1 ⇒ ∥sk(λ2)∥2 > ∥sk(λ1)∥2. Protože nezálež́ı na pořad́ı, můžeme psát λ1 < λ2 ⇒ ∥sk(λ1)∥2 >
∥sk(λ2)∥2, což dává ∥sk(λ2)∥ ≥ ∥dk(λ1)∥ ⇒ λ2 ≤ λ1.

(f) Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu samotné věty. Vektor sk je řešeńım úlohy (286) právě tehdy,
jestliže ∥sk∥ = ∥Zks̃k∥ ≤ ∆, kde ZT

k (B+λkI)Zks̃k = −ZT
k g, Z

T
k (B+λkI)Zk ≽ 0, λk ≥ 0 a λk(∆−∥sk∥) = 0

(věta 81). Toto řešeńı je nepodmı́něným minimem (stejné řešeńı dostaneme i po odstraněńı omezeńı
sk ≤ ∆) právě tehdy, jestliže λk = 0. Jestliže λj = 0 (což znamená, že ∥sj∥ je nepodmı́něným minimem)
a i ≤ j, pak podle (a) plat́ı ∥si∥ ≤ ∥sj∥ ≤ ∆ pro nepodmı́něné minimum ∥si∥, takže λi = 0. Jestliže
λj > 0 a λi = 0, neńı co dokazovat. Necht’ λj > 0 a λi > 0, což znamená, že ∥sj∥ = ∥si∥ = ∆.
Předpokládejme nejprve, že matice ZT

i (B + λiI)Zi je singulárńı a λj < λi. Pak existuje vektor v ∈ Ki

takový, že vT (B + λjI)v < 0 a protože Ki ⊂ Kj , vztah ZT
j (B + λjI)Zj ≽ 0 nemůže platit. Tento spor

dokazuje, že λj ≥ λi. Předpokládejme nyńı, že ZT
i (B + λiI)Zi ≻ 0 a ZT

j (B + λjI)Zj ≻ 0. Jelikož podle
(b) plat́ı Ki(λi) = Ki, je vektor si řešeńım nepodmı́něné úlohy

si = arg min
s∈Ki

Qλi(s).

Předpokládejme, že λi > λj , což implikuje, že ZT
j (B + λjI)Zj ≻ 0. Necht’

sj(λi) = arg min
s∈Kj

Qλi(s).

Pak z (a) plyne, že ∥sj(λi)∥ ≥ ∥sk∥ = ∆. Protože

sj = arg min
s∈Kj

Qλj (s)

a ∥sj∥ = ∆ ≤ ∥dj(λi)∥, z (e) plyne, že λi ≤ λj , což je spor. Muśı tedy platit λi ≤ λj . Předpokládejme
nakonec, že matice ZT

j (B + λjI)Zj je singulárńı. V tomto př́ıpadě plat́ı ∥dj(λj + ε)∥ ≤ ∆ pro libovolné

č́ıslo ε > 0. Jelikož matice ZT
j (B + (λj + ε)I)Zj je pozitivně definitńı, je i matice ZT

i (B + (λj + ε)I)Zi

pozitivně definitńı a z (a) plyne, že ∥si(λj + ε)∥ ≤ ∥sj(λj + ε)∥ ≤ ∆. Protože ∥si∥ = ∆, z (e) plyne, že
λi ≤ λj + ε a jelikož č́ıslo ε je libovolné, plat́ı λi ≤ λj . 2

Nyńı se vrát́ıme k problému (285). Polož́ıme-li λ = λk pro nějaký index k ≤ n, věta 99 zaručuje, že
0 ≤ λ = λk ≤ λn = λ∗. Důsledkem této nerovnosti je, že λ = 0, pokud λ∗ = 0. Je-li matice B pozitivně
definitńı a λ > 0, plat́ı ∆ ≤ ∥(B+ λI)−1g∥ < ∥B−1g∥ podle věty 36, takže nepodmı́něné minimum funkce
Qλ(s) je bĺıže k hranici oblasti určené omezeńım ∥s∥ ≤ ∆ než Newton̊uv krok dN = B−1g a můžeme
očekávat, že s(λ) je bĺıže k optimálńımu lokálně omezenému kroku než sN . Nav́ıc, jelikož λ > 0, je
matice B + λI lépe podmı́něná a můžeme očekávat, že posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným
krokem bude konvergovat rychleji než standardńı metoda (s λ = 0). Posunutá nepřesná metoda s lokálně
omezeným krokem se skládá ze tř́ı základńıch krok̊u.
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Algoritmus 10 Data C ≻ 0, 0 < ω ≤ ω < 1, ∆ > 0, m≪ n.

Krok 1: Použijeme m krok̊u nepředpodmı́něného symetricého Lanczosova procesu a źıskáme tak symet-
rickou tridiagonálńı matici T = Tk = ZT

k BZk.

Krok 2: řeš́ıme úlohu

zk = arg min
z∈Rk,∥s∥≤∆

(
1

2
zTTkz + γ1e

T
1 z

)
metodou pro výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku (odd́ıl 6.1). Źıskáme přitom La-
grange̊uv multiplikátor λ.

Krok 3: Aplikujeme nepřesnou metodu s lokálně omezeným krokem na úlohu (285) a źıskáme tak vektor
s, který je aproximaćı vektoru s(λ).

Obvykle voĺıme m = 5. Pokud m = 1 dostaneme nepřesnou metodu s lokálně omezeným krokem popsanou
v odd́ılu 6.3.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı efektivity několika metod pro výpočet lokálně omezeného kroku
(A5 - metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem (algoritmus 5), A6 - metoda pśı nohy (algorit-
mus 6), A7 - nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 7 s C = I), PA7 - předpodmı́něná
nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 7 s C ̸= I), A8 - v́ıcekroková metoda pśı nohy
(algoritmus 8 s m = 5), A9 - metoda založená na použit́ı symetrické Lanczosovy metody (algoritmus 9),
PSA7 - předpodmı́něná posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem popsaná v tomto odd́ılu)
při řešeńı 22 testovaćıch problémů s 1000 a 5000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT,
funkčńıch hodnot NFV, gradient̊u NFG, vnitřńıch iteraćı NCG a celkový čas výpočtu). Výsledky uvedené
v této tabulce byly źıskány diferenčńı verźı Newtonovy metody popsané v odd́ılu 8.3 (realizované jako
metody s lokálně omezeným krokem určovaným pomoćı uvedených algoritmů).

N Metoda NIT NFV NFG NCG Čas
1000 Alg.5 1918 1955 8797 - 4.65

Alg.6 2515 2716 11859 - 4.42
Alg.8 2292 2456 10673 12203 4.61
Alg.7 3329 3784 16456 53573 8.20
Alg.9 3107 3444 15306 55632 8.53
Alg.7P 2631 2823 13019 910 5.14
Alg.10P 1999 2046 9201 1161 4.25

5000 Alg.5 8391 8566 35824 - 122.44
Alg.6 9657 10133 42425 - 115.77
Alg.8 8938 9276 39032 47236 122.84
Alg.7 16894 19163 83933 358111 364:42
Alg.9 14679 16383 71483 366695 401.45
Alg.7P 10600 11271 50365 3767 145.42
Alg.10P 8347 8454 35939 4329 108.87

6.6 Maticové rozklady pro symetrické indefinitńı matice

Definice 32 Gill̊uv-Murraẙuv rozklad matice B má tvar

RTR = B + E,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a E je pozitivně semidefinitńı diagonálńı matice (m̊uže být
E = 0).
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Gill̊uv-Murraẙuv rozklad se provád́ı tak, že na začátku i-tého eliminačńıho kroku máme matici R(i−1),(i−1), R(i−1),i, R(i−1),(n−i)

∗, B
(i−1)
ii , B

(i−1)
i,(n−i)

∗, ∗, B
(i−1)
(n−i),(n−i)

 ,
kde horńı index v závorce znač́ı počet již provedených eliminačńıch krok̊u a dolńı indexy v závorkách znač́ı
submatice s (i− 1) řádky nebo (n− i) sloupci. Eliminačńı krok vypadá takto:

γi = max
i<j≤n

(|B(i−1)
i,j |),

ρ2i = max

(
|B(i−1)

ii |, γ
2
i

β2
, δ2
)
,

Rii = ρi,

Ri,(n−i) = B
(i−1)
i,(n−i)/Rii,

B
(i)
(n−i),(n−i) = B

(i−1)
(n−i),(n−i) −RT

i,(n−i)Ri,(n−i),

kde δ je malé č́ıslo a β >
√
∥B∥). Tento proces se od Choleského rozkladu lǐśı pouze t́ım že může platit

ρ2i ̸= B
(i−1)
ii . Bližš́ım rozborem uvedených vztah̊u se dá dokázat že pro prvky matice E plat́ı

Eii = ρ2i −B
(i−1)
ii = ρ2i +Ri,(n−i)R

T
i,(n−i) −Bii,

kde Bii je prvek p̊uvodńı matice.

Věta 100 Necht’ RTR = B + E je Gill̊uv-Murraẙuv rozklad s δ = 0 a β >
√
∥B∥. Necht’

B
(k−1)
kk = min

1≤i≤n
B

(i−1)
ii

a necht’ v ∈ Rn je vektor určený řešeńım rovnice Rv = ek (ek ke k-tý sloupec jednotkové matice). Neńı-li
matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

vTBv =
B

(k−1)
kk

ρ2k
< 0.

Důkaz Z rovnice Rv = ek plyne, že vk = 1/ρk. Plat́ı tedy

vTBv = vT (B + E)v − vTEv ≤ vTRTRv − v2kEkk =

= eTk ek − Ekk/ρ
2
k =

ρ2k − Ekk

ρ2k
=
B

(k−1)
kk

ρ2k
.

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, muśı existovat index 1 ≤ i ≤ n tak, že Eii ̸= 0, neboli ρ2i ̸= B
(i−1)
ii .

Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’ ρ2i = |B(i−1)
ii | ̸= B

(i−1)
ii , takže B

(i−1)
ii < 0 a tedy i B

(k−1)
kk < 0, nebo

ρ2i = γ2i /β
2. Ve druhém př́ıpadě muśı existovat index i < j ≤ n tak, že γi = |B(i−1)

ij |, takže

|Rij | =
|B(i−1)

ij |
ρi

=
γi
γi/β

= β,
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což dává

B
(i−1)
ii = ρ2i − Eii = Bii −Ri,(n−i)R

T
i,(n−1) ≤ Bii − β2 < ∥B∥ − ∥B∥ = 0.

2

Definice 33 Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad matice B má tvar

LDLT = PBPT ,

kde

L =


I, 0, . . . , 0
L21, I, . . . , 0
...

...
...

...
Ln1, Ln2, . . . , I

 , D =


D11, 0, . . . , 0
0, D22, . . . , 0
...

...
...

...
0, 0, . . . , Dnn

 .
Tedy L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovými bloky na diagonále a D je blokově diagonálńı matice
(bloky maj́ı rozměr 1× 1 nebo 2× 2).

Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad se provád́ı tak, že na začátku i-tého eliminačńıho kroku máme matici
D11, L12, . . . , L1,i−1, L1,(m−i+1)

∗, D22, . . . , L2,i−1, L2,(m−i+1)

...
...

...
...

...
∗, ∗, . . . , Di−1,i−1, Li−1,(m−i+1)

∗, ∗, . . . , ∗, B(i−1)

 .

Eliminačńı krok má tvar:
βi = max

k
|B(i−1)

kk |,

γi = max
k,l

|B(i−1)
kl |,

αi = βi/γi.

Jestliže αi ≥
(√

17 + 1
)
/8 voĺıme v i-tém kroku blok 1 × 1, jinak voĺıme blok 2 × 2. Je třeba provádět

permutace (pivotový blok s indexy k a l se přenese do levého horńıho rohu matice B(i−1)).Pak se provede
transformace

B(i−1) →
[
Dii, Li,(m−i)

∗, B(i)

]
,

kde
Dii = B

(i−1)
ii ,

Li,(m−i) = D−1
ii B

(i−1)
i,(m−i),

B(i) = B
(i−1)
(m−i),(m−i) − LT

i,(m−i)B
(i−1)
i,(m−i).

Věta 101 Necht’ LDLT = PBPT je Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad. Necht’ ui = 0, pokud λ(Dii) ≥ 0, a
necht’ ui je normalizovaný vlastńı vektor př́ıslušný λ(Dii), pokud λ(Dii) < 0. Necht’ LTPv = u, kde
uT = [u1, . . . , um]. Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

vTBv =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) < 0.
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Důkaz Z rovnice LTPv = u dostaneme

vTBv = vTPTLDLTPv = uTDu =

m∑
i=1

uTi Diiui =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii).

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, existuje alespoň jeden blok Dkk matice D, který neńı pozitivně
semidefinitńı, takže λ(Dkk) < 0. Plat́ı tedy

vTBv =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) ≤ λ(Dkk) < 0.

2
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7 Metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že minimalizovaná funkce má tvar

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

m∑
k=1

f2k (x),

kde f : DF → Rm je zobrazeńı definované na množině DF ⊂ Rn (zobrazeńı f má stejný definičńı obor
jako funkce F ). Budeme použ́ıvat označeńı

f(x) =

 f1(x)
...

fm(x)

 , J(x) =


∂f1(x)

∂x1
, . . . ,

∂f1(x)

∂xn
...

...
...

∂fm(x)

∂x1
, . . . ,

∂fm(x)

∂xn

 .
pro zobrazeńı f a jeho Jacobiovu matici. Je li zobrazeńı f : DF → Rm spojitě diferencovatelné na nějaké
otevřené množině DF (F ) ⊂ D ⊂ DF , pak plat́ı

g(x) = JT (x)f(x) =

m∑
k=1

fk(x)gk(x) (287)

∀x ∈ D. Je-li zobrazeńı f dvakrát spojitě diferencovatelné na D, pak

G(x) = JT (x)J(x) + C(x) =
m∑

k=1

gk(x)g
T
k (x) +

m∑
k=1

fk(x)Gk(x) (288)

∀x ∈ D. Při vyšetřováńı konvergence metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u budeme často použ́ıvat
předpoklad (F1) (který je splněn automaticky, nebot’ F (x) ≥ 0 ∀x ∈ DF ), předpoklad (F2) a tyto
předpoklady.

Předpoklad 10 Zobrazeńı f : DF → Rm je omezené na D, takže existuje konstanta f taková, že

∥f(x)∥ ≤ f ∀x ∈ D. (J1)

Předpoklad 11 Množina D splňuje podmı́nku

D ⊂ DF (F ) +B(0, D) =
∪

y∈DF (F )

B(y,D), (J2)

takže ke každému bodu x ∈ D existuje bod y ∈ DF (F ) takový, že ∥x− y∥ ≤ D.

Poznámka 191 Jsou-li splněny podmı́nky (F2) a (J2), je množina D (uzávěr) kompaktńı.

Předpoklad 12 Zobrazeńı f : DF → Rm je lipschitzovské na D, takže existuje konstanta J > 0 taková,
že

∥f(x2)− f(x1)∥ ≤ J∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (J3)

Předpoklad 13 Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn má omezené Jacobiovy matice na D, takže existuje konstanta
J > 0 taková, že

∥J(x)d∥ ≤ J∥d∥ ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (J4)

Podmı́nka (J4) je ekvivalentńı podmı́nce ∥J(x)∥ ≤ J ∀x ∈ D.
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Předpoklad 14 Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn je stejnoměrně regulárńı na D, takže existuje konstanta
J > 0 taková, že

∥J(x)d∥ ≥ J∥d∥ ∀x ∈ D ∀d ∈ Rn. (J5)

Podmı́nka (J5) je ekvivalentńı podmı́nce ∥J−1(x)∥−1 ≥ J ∀x ∈ D.

Předpoklad 15 Zobrazeńı f ∈ C1 : D → Rn má lipschitzovské Jacobiovy matice na D, takže existuje
konstanta G > 0 taková, že

∥J(x2)− J(x1)∥ ≤ G∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ D. (J6)

Předpoklad 16 Zobrazeńı f ∈ C2 : D → Rn má omezené druhé derivace na D, takže existuje konstanta
G > 0 taková, že

∥Gk(x)∥ ≤ G ∀1 ≤ k ≤ m, ∀x ∈ D. (J7)

Abychom ukázali význam uvedených předpoklad̊u uvedeme analogii tvrzeńı 3 o středńı hodnotě.

Tvrzeńı 5 Necht’ f ∈ C1 : D → Rm, x ∈ D a [x, x+ d] ⊂ D. Pak plat́ı

f(x+ d) = f(x) +

∫ 1

0

J(x+ λd)ddλ.

Použijeme-li (J3) nebo tvrzeńı 5 a (J4), dostaneme

∥f(x+ d)− f(x)∥ ≤ J∥d∥, (289)

dT (f(x+ fd)− g(x)) ≤ J∥d∥2. (290)

Použijeme-li tvrzeńı 5 a (J5), dostaneme

∥f(x+ d)− f(x)∥ ≥ J∥d∥, (291)

dT (f(x+ d)− f(x)) ≥ J∥d∥2. (292)

Důkaz posledńıch dvou nerovnost́ı:

dT (f(x+ d)− f(x)) =

∫ 1

0

dTJ(x+ λd)ddλ ≥
∫ 1

0

J∥d∥2dλ = J∥d∥2,

J∥d∥2 ≤ dT (f(x+ d)− f(x)) ≤ ∥d∥∥f(x+ d)− f(x)∥.

Poznámka 192 Použijeme-li tvrzeńı 5 a (J4), můžeme psát

∥f(x2)− f(x1)∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

J(x+ λ(x2 − x1))(x2 − x1)ddλ

∥∥∥∥ ≤ J∥x2 − x1∥,

takže (J4) implikuje (J3).
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Poznámka 193 Použijeme-li tvrzeńı 3 a (J7), můžeme pro 1 ≤ k ≤ m psát

∥gk(x2)− gk(x1)∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

G(x+ λ(x2 − x1))(x2 − x1)ddλ

∥∥∥∥ ≤ G∥x2 − x1∥,

neboli

∥J(x2)− J(x1)∥ ≤ ∥J(x2)− J(x1)∥F =

√√√√ m∑
k=1

∥gk(x2)− gk(x1)∥2 ≤
√
mG ∥x2 − x1∥,

takže (J7) implikuje (J6) (s konstantou
√
mG mı́sto G).

Poznámka 194 Je-li splněn předpoklad (J2) pak (J3) implikuje (J1), nebot’ ke každému bodu x ∈ D
existuje bod y ∈ DF (F ) tak, že

∥f(x)∥ ≤ ∥f(y)∥+ ∥f(x)− f(y)∥ ≤
√

2F + J∥x− y∥ ≤
√

2F + J D
∆
= f.

Ukážeme, že předpoklady (J1), (J4), (J6) nebo (J1), (J4), (J7), kladené na zobnrazeńı f , implikuj́ı
předpoklady (F3) nebo (F4), kladené na funkci F .

Věta 102 Necht’ jsou splněny predpoklady (J1), (J4), (J6). Pak je-li množina D konvexńı, splňuje funkce
F = (1/2)fT f předpoklad (F3). Necht’ jsou splněny predpoklady (J1), (J4), (J7). Pak funkce F splňuje
předpoklad (F4).

Důkaz (a) Necht’ jsou splněny predpoklady (J1), (J4), (J6) a necht’ x1 ∈ D, x2 ∈ D. Pak podle (287) plat́ı

∥g(x2)− g(x1)∥ = ∥JT (x2)f(x2)− JT (x1)f(x1)∥
≤ ∥JT (x2)(f(x2)− f(x1))∥+ ∥(JT (x2)− JT (x1))f(x1)∥
≤ J∥(f(x2)− f(x1)∥+G∥x2 − x1∥∥f(x1)∥

= J

∥∥∥∥∫ 1

0

J(x1 + τ(x2 − x1))(x2 − x1)dτ

∥∥∥∥+G∥x2 − x1∥∥f(x1)∥

≤
(
J
2
+Gf

)
∥x2 − x1∥. (293)

(b) Necht’ jsou splněny predpoklady (J1), (J4), (J7) a necht’ x ∈ D. Pak podle (288) plat́ı

∥G(x)∥ ≤ ∥J(x)TJ(x)∥+
m∑

k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥ ≤ J
2
+mf G.

2

Poznámka 195 Při vyšetřováńı metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u budeme použ́ıvat i předpoklady
(F3) nebo (F4). Muśıme však mı́t na paměti, že to znamená předpokládat (J1), (J4), (J6) nebo (J1),
(J4), (J7). Poznamenejme, že je-li množina D omezená a je-li zobrazeńı f spojitě diferencovatelné na D
(uzávěr), plat́ı (F3). Je-li nav́ıc f dvakrát spojitě diferencovatelné na D, plat́ı (F4).

Poznámka 196 Podmı́nky (J3)–(J7) jsou často zbytečně silné. Studujeme-li chováńı iteračńıho procesu
v okoĺı limitńıho bodu x∗ ∈ Rn, stač́ı předpokládat, že sobrazeńı f : DF → Rm je spojitě diferencovatelné
v nějakém okoĺı bodu x∗ a plat́ı (J3)–(J7) (mı́sto D použ́ıváme B(x∗, ε)).
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Předpoklad 17 Zobrazeńı f : DF → Rm je spojité v okoĺı bodu x∗ ∈ DF a existuje konstanta J a č́ıslo
ε > 0 tak, že plat́ı

∥f(x)− f(x∗)∥ ≤ J∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (J3)

Předpoklad 18 Zobrazeńı f : DF → Rm je spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ DF . Pak pro
libovolnou konstantu J > ∥J(x∗)∥ existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

∥J(x)d∥ ≤ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (J4)

Předpoklad 19 Zobrazeńı f : DF → Rm je spojiě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ DF a Jacobiova
matice J(x∗) je regulárńı. Pak pro libovolnou konstantu 0 < J < ∥J(x∗)∥ existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

∥J(x)d∥ ≥ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (J5)

Předpoklad 20 Zobrazeńı f : DF → Rm je spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ DF a existuje
konstanta G a č́ıslo ε > 0 tak, že plat́ı

∥J(x)− J(x∗)∥ ≤ G∥x− x∗∥ ∀x ∈ B(x∗, ε). (J6)

Předpoklad 21 Zobrazeńı f : DF → Rm je dvakrát spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn. Pak
pro libovolnou konstantu G > max1≤k≤m(∥Gk(x

∗)∥) existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

∥Gk(x)∥ ≤ G ∀1 ≤ k ≤ m, ∀x ∈ B(x∗, ε). (J7)

Věta 103 Jsou-li splněny předpoklady (J4) a (J7), je splněna podmı́nka (F4).

Důkaz Ze spojité diferencovatelnosti zobrazeńı f vyplývá, že existuje č́ıslo δ > 0 takové, že ∥f(x)∥ ≤
2∥f(x∗)∥ a ∥J(x)∥ ≤ 2∥J(x∗)∥ ∀x ∈ B(x∗, δ). Položme f = 2∥f(x∗)∥, J = 2∥J(x∗)∥ a zvolme 0 < ε ≤ δ
tak aby byly splněny předpoklady (J4) a (J7). Pak v B(x∗, ε) plat́ı

∥G(x)∥ ≤ ∥JT (x)J(x)∥+
m∑

k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥ ≤ J
2
+mf G.

2

Věta 104 Jsou-li splněny předpoklady (J5), (J7) a plat́ı-li f(x∗) = 0, je splněna podmı́nka (F5).

Důkaz Jelikož f(x∗) = 0, existuje č́ıslo δ > 0 takové, že ∥f(x)∥ ≤ J2/(2mG) ∀x ∈ B(x∗, δ). Zvolme
0 < ε ≤ δ tak aby byly splněny předpoklady (J5) a (J7). Pak v B(x∗, ε) plat́ı

dTG(x)d = dT

(
JT (x)J(x) +

n∑
k=1

fk(x)Gk(x)

)
d ≥ ∥J(x)d∥2 −

n∑
k=1

|fk(x)|∥Gk(x)∥∥d∥2

≥
(
J2 − J2

2mG
mG

)
∥d∥2 =

1

2
J2∥d∥2.

2

Poznámka 197 Jestliže xi → x∗, existuje k danému č́ıslu ε > 0 index k ∈ N takový, že xi ∈ B(x∗, ε)
pokud i ≥ k. Pak, omeźıme-li se na D = B(x∗, ε), podmı́nky (J3)–(J7) implikuj́ı (J3)–(J7). Abychom
nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı xi ∈ B(x∗, ε), budeme často použ́ıvat podmı́nky
(J3)–(J7) mı́sto (J3)–(J7). T́ım se formálně zjednoduš́ı a zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě
na obecnosti.
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7.1 Gaussova–Newtonova metoda

Gaussova–Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody t́ım, že ve výrazu pro Hessovu matici G(xi)
zanedbáme člen C(xi), takže

Bi = JT
i Ji =

m∑
k=1

gk(xi)g
T
k (xi),

kde Bi je matice, která se použ́ıvá k určeńı směrového vektoru (řešeńım soustavy rovnic Bisi = −gi nebo
minimalizaćı kvadratické funkce Qi(s) zavedené v poznámce 162).

Poznámka 198 Existuj́ı dva d̊uvody pro použit́ı takto definované matice Bi:

(1) Úlohy s nulovým reziduem. Necht’ F (x∗) = 0. Pak z xi → x∗ plyne F (xi) → F (x∗) = 0 a tedy
fk(xi) → 0 ∀1 ≤ k ≤ m. Je-li splněna podmı́nka (J6), pak i

∥C(xi)∥ = ∥
m∑

k=1

fk(xi)Gk(xi)∥ ≤ G

m∑
k=1

|fk(xi)| → 0

a tedy ∥G(xi)−Bi∥ = ∥C(xi)∥ → 0, což je nutná podmı́nka pro Q-superlineárńı konvergenci.

(2) Linearizace. Plat́ı

F (xi + s) =
1

2
fT (xi + s)f(xi + s) ≈ 1

2
(f(xi) + J(xi)s)

T (f(xi) + J(xi)s) =

=
1

2
fT (xi)f(xi) + fT (xi)J(xi)s+

1

2
sTJT (xi)J(xi)s,

takže

F (xi + s)− F (xi) ≈ gT (xi)s+
1

2
sTBis,

což je lokálńı kvadratická aproximace s matićı Bi = JT
i Ji.

Věta 105 Necht’ jsou splněny podmı́nky (J1), (J4), (J6). Pak Gaussova–Newtonova metoda realizovaná
jako metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Jsou-li splněny podmı́nky (J4), (J5),
(J7) a plat́ı-li xi → x∗, F (x∗) = 0 a ωi(si) → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Jsou-li splněny podmı́nky (J1), (J4), (J6), plat́ı (F1), (F3) (věta 102) a

∥Bi∥ = ∥J(xi)J(xi)T ∥ ≤ J
2
,

takže Gaussova–Newtonova metoda je podle věty 75 globálně konvergentńı. Jsou-li splněny podmı́nky (J4),
(J5), (J7) a plat́ı-li F (x∗) = 0 (neboli f(x∗) = 0) je podle věty 103 splněn předpoklad (F4) a podle věty 104
předpoklad (F5). Jak již bylo ukázáno (poznámka 198) z F (xi) → F (x∗) = 0 plyne Bi → G(xi) → G(x∗),
neboli

∥(G∗ −Bi)si∥
∥si∥

≤ ∥G∗ −Bi∥ → 0,

což spolu s ωi(si) → 0 a s (F4), (F5) implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 79, kde jsme pro
zjednodušeńı použili podmı́nky (F4), (F5) mı́sto (F4), (F5)). 2
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Poznámka 199 Směrový vektor odpov́ıdaj́ıćı Gaussově–Newtonově metodě můžeme určit několika r̊uz-
nými zp̊usoby:

(1) Řešeńım normálńı soustavy rovnic. Dosad́ıme-li Bi = JT
i Ji a gi = JT

i fi do vztahu Bisi + gi = 0,
dostaneme soustavu lineárńıch rovnic JT

i Jisi+J
T
i fi = 0, která se nazývá normálńı soustavou rovnic.

(2) Řešeńım linearizované úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u (přeurčené soustavy lineárńıch rovnic). Tato úloha
má tvar Jisi + fi ≈ 0. Zp̊usob jej́ıho řešeńı je popsán v odd́ılu 7.3. Použ́ıvá se stabilńı QR-rozklad
matice Ji. Při realizaci s lokálně omezeným krokem můžeme soustavu (JT

i Ji + λI)s + JT
i fi = 0

nahradit linearizovanou úlohou [
Ji√
λI

]
s+

[
fi
0

]
≈ 0.

(3) Řešeńım rozš́ı̌rené soustavy rovnic. Označme ri = −(Jisi + fi). Směrový vektor hledáme tak, aby
platilo JT

i ri = 0. To dohromady dává[
I, Ji
JT
i , 0

] [
ri
si

]
+

[
fi
0

]
= 0,

což je soustava m + n rovnic se symetrickou indefinitńı matićı. Tento zp̊usob je vhodný pro ř́ıdké
úlohy, nebot’ ř́ıdkost matice Ji implikuje ř́ıdkost matice rozš́ı̌rené soustavy rovnic, zat́ımco matice
normálńı soustavy rovnic může být hustá (např́ıklad, má-li matice Ji hustý řádek). Použit́ı rozš́ı̌rené
soustavy rovnic je vhodné i pro vážené úlohy. Jestliže

F (x) =
1

2
fT (x)Wf(x),

kde W je váhová matice, pak normálńı soustava má tvar

JT
i WJisi + JT

i Wfi = 0,

a označ́ıme-li ri = −W (Jisi + fi), dostaneme[
W−1, Ji
JT
i , 0

] [
ri
si

]
+

[
fi
0

]
= 0,

takže některé váhové koeficienty mohou být i nekonečné. To je praktické v př́ıpadě úloh s omezeńımi,
nebot’ čtverce omezeńı (s nekonečnými váhovými koeficienty) pak můžeme přidat k minimalizované
funkci.

7.2 Použit́ı kvazinewtonovských aktualizaćı

Gaussova–Newtonova metoda je velmi efektivńı pro úlohy s nulovými rezidui, může však selhávat v př́ıpadě
úloh s velkými rezidui. Proto se nab́ıźı tato strategie:

(a) Jestliže Fi → F ∗ = 0, použijeme Gaussovu–Newtonovu metodu.

(b) Jestliže Fi → F ∗ > 0, použijeme nějakou superlineárně konvergentńı metodu (bud’ Newtonovu
metodu nebo metodu s proměnnou metrikou).

Následuj́ıćı věta udává zp̊usob jak rozhodnout, která metoda bude použita.
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Věta 106 Necht’ Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1.

Necht’ Fi → F ∗ > 0. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 0.

Důkaz Jestliže Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně, pak plat́ı

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1− lim

i→∞

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1− 0 = 1.

Jestliže Fi → F ∗ > 0, pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
=

1

F ∗ lim
i→∞

(Fi − Fi+1) = 0.

2

Poznámka 200 Velmi efektivńı hybridńı metodu dostaneme, zkombinujeme-li Gaussovu–Newtonovu metodu
s metodou BFGS: Necht’ B1 = JT

1 J1. Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi > ϑ, polož́ıme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1.

Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi ≤ ϑ, polož́ıme

Bi+1 = Bi +
yiy

T
i

yTi di
− Bidi(Bidi)

T

dTi Bidi
,

kde di = xi+1 − xi a yi = gi+1 − gi = JT
i+1fi+1 − JT

i fi. Obvykle ϑ = 0.01 pro metody spádových směr̊u a
ϑ = 0.0001 pro metody s lokálně omezeným krokem.

Nyńı se budeme zabývat daľśımi kombinacemi Gaussovy–Newtonovy metody s metodami s proměnnou
metrikou, které se často nazývaj́ı strukturovanými metodami s proměnnou metrikou. Budeme předpokládat,
že Bi = JT

i Ji+Ci, kde Ci je nějaká aproximace matice C(xi) a budeme hledat matici Ci+1 tak, aby matice
Bi+1 = JT

i+1Ji+1 + Ci+1 splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku Bi+1di = yi, kde opět di = xi+1 − xi
a yi = gi+1 − gi = JT

i+1fi+1 − JT
i fi. Existuj́ı dva zp̊usoby, jak toho doćılit. Prvńı zp̊usob je založen na

použit́ı tranformované kvazinewtonovské podmı́nky

C+d = z
∆
= y − JT

+J+d = JT
+f+ − JT f − JT

+J+d,

která bezprostředně plyne z podmı́nky B+d = y. Dostaneme tak aktualizaci

C+ = C +
zzT

dT z
− Cd(Cd)T

dTCd
+

β

dTCd

(
dTCd

dT z
z − Cd

)(
dTCd

dT z
z − Cd

)T

. (294)

Nevýhoda popsaného zp̊usobu spoč́ıvá v tom, že č́ıslo dT z nemuśı být kladné, což komplikuje použit́ı
metody BFGS (s β = 0). V této souvislosti se nejv́ıce použ́ıvá metoda hodnosti 1, kdy

C+ = C +
(z − Cd)(z − Cd)T

dT (z − Cd)
. (295)

(matice C+ nemuśı být positivně definitńı, nebot’ aproximuje člen druhého řádu, který se přič́ıtá k matici
JT
+J+).
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Druhý zp̊usob je založen na aktualizaci matice B̄ = JT
+J+ + C tak, aby matice B+ = JT

+J+ + C+

splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku B+d = y. V tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt aktualizaci (133), kde
matice B je nahražena matićı B̄. Protože y − B̄d = z − Cd, je výhodné použ́ıt vzorec (176). Pak

C+ = C +
(y − B̄d)vT + v(y − B̄d)T

dT v
− (y − B̄d)T d

dT v

vvT

dT v

= C +
(z − Cd)vT + v(z − Cd)T

dT v
− (z − Cd)T d

dT v

vvT

dT v
, (296)

kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci
BFGS (metoda hodnosti 1 použ́ıvá opět aktualizaci (295)).

Poznámka 201 Vektory y a z mohou být definovány r̊uzným zp̊usobem, muśı ale platit z = y − JT
+J+d.

Standardńı volba
z = JT

+f+ − JT f − JT
+J+d

odpov́ıdá kvazinewtonovské podmı́nce (JT
+J+ + C+)d = JT

+f+ − JT f . Velmi efektivńı volba je založena
na explicitńım tvaru členu druhého řádu. Předpokládejme, že aproximace B+

k Hessových matic Gk splňuj́ı
kvazinewtonovské podmı́nky B+

k s = g+k − gk, 1 ≤ k ≤ m. Pak můžeme psát

z =
m∑

k=1

f+k B
+
k s =

m∑
k=1

f+k (g+k − gk) = (J+ − J)T f+.

Metody s proměnnou metrikou pro součet čtverc̊u lze realizovat v součinovém tvaru (věta 52). Nyńı
se budeme zabývat strukturovanými metodami s proměnnou metrikou, které využ́ıvaj́ı znalost Jacobiovy
matice. Abychom mohli tyto metody vyjádřit v součinovém tvaru, polož́ıme A = J +L, A+ = J+ +L+ a
matici L budeme aktualizovat tak, aby platilo

B+d = AT
+A+d = (J+ + L+)

T (J+ + L+)d = y.

Jelikož v př́ıpadě součtu čtverc̊u lze v součinovém tvaru efektivně realizovat pouze metodu BFGS (poznám-
ka 111), omeźıme se na podtř́ıdu metod s proměnnou metrikou, která obsahuje metodu BFGS a pro ńıž
je odvozeńı součinového tvaru mnohem jednodušš́ı než v obecném př́ıpadě. K odvozeńı součinového tvaru
použijeme variačńı princip. Abychom ho mohli použ́ıt, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

(J+ + L+)
T z = y, (J+ + L+)d = z, zT z = dT y, (297)

kde z je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch dvou
rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z.

Věta 107 Necht’ T je symetrická pozitivně definit́ı matice. Pak Frobeniova norma ∥T−1/2(L+ − L)∥F je
minimálńı na množině všech matic vyhovuj́ıćıch rovnosti (J+ + L+)

T z = y právě tehdy, plat́ı-li

L+ = L− Tz(y − ĀT z)T

zTTz
,

kde Ā = J+ + L. Kvazinewtonovská podmı́nka (297) je v tomto př́ıpadě splněna právě tehdy, jestlǐze
Tz = z − Ād a zT z = yT d.

Důkaz (a) Nutnost prvńı části tvrzeńı dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1

2

∥∥∥T−1/2(L+ − L)
∥∥∥2
F
+ uT

(
(J+ + L+)

T z − y
)

=
m∑
i=1

[
1

2

(
l+i − li

)T
T−1

(
l+i − li

)
+ uiz

T l+i

]
+ uT (JT

+z − y),
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kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂l+i
= T−1

(
l+i − li

)
+ uiz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(l+i − li) + uiz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

A+ − Ā = L+ − L = −TzuT .

Z rovnosti AT
+z = y dostaneme (A+ − Ā)T z = −zTTzu = y − ĀT z, takže

u = −y − ĀT z

zTTz
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

A+ − Ā = L+ − L =
Tz(y − ĀT z)T

zTTz
.

(b) Předpokládejme, že je splněna kvazinewtonovská podmı́nka (297), takže (A+ − Ā)d = z − Ād. Pak
plat́ı

Tz(y − ĀT z)T d

zTTz
= z − Ād.

Z tohoto vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Tz je rovnoběžný s vektorem z − Ād. Jelikož matici T můžeme
vynásobit libovolným č́ıslem aniž se změńı zlomek na levé straně, můžeme položit Tz = z − Ād. Necht’
naopak Tz = z − Ād a zT z = dT y. Pak plat́ı

A+ − Ā = L+ − L =
(z − Ād)(y − ĀT z)T

zT (z − Ād)
.

a

A+d = Ād+ (z − Ād)
dT (y − ĀT z)

zT (z − Ād)
= Ād+ (z − Ād) = z,

takže je splněna i druhá podmı́nka z (297). 2

Poznámka 202 Metodu BFGS dostaneme, zvoĺıme-li vektor z tak, aby byl rovnoběžný s vektorem Ād,
tedy z = λĀd a Tz = (λ− 1)Ād. Z posledńı podmı́nky v (297) plyne, že zT z = λ2dT ĀT Ād = dT y, což po
dosazeńı do vztahu uvedeného ve větě 107 dává

L+ = L+
Ād

dT ĀT Ād

√dT ĀT Ād

dT y
y − ĀT Ād

T

. (298)

Pokud J+ = 0, takže Ā = A, přejde tento výraz v (469).

Jistá nevýhoda aktualizace (298) spoč́ıvá v tom, že řešeńı lineárńıho problému nejmenš́ıch čtverc̊u
(J+L)d+f ≈ 0 neńı řešeńım normálńı soustavy rovnic (J+L)T (J+L)d = −g = −JT f , která se použ́ıvá
pro výpočet směrového vektoru. Nelze tedy použ́ıt efektivńı metody založené na QR rozkladu ani metodu
LSQR (definice 43). Tuto nevýhodu lze odstranit, voĺıme-li matici L tak, aby platilo (J + L)T f = JT f ,
neboli LT f = 0. Je tedy výhodné přidat omezeńı LT

+f+ = 0 k variačńı úloze definuj́ıćı metodu BFGS.
Pokud LT

+f+ = 0, je minimalizace Frobeniovy normy ∥L+ − L∥F ekvivalentńı minimalizaci Frobeniovy
normy ∥P (L+−L)∥F , kde P = I−f+fT+/fT+f+ je matice ortogonálńı projekce (připomeňme si, že P 2 = P ).
Plyne to z toho, že PL+ = L+, takže

(L+ − L)TP (L+ − L) = LT
+PL+ − LTPL+ − LT

+PL+ LTPL

= LT
+L+ − LTL+ − LT

+L+ LTPL

= (L+ − L)T (L+ − L) + LT (P − I)L,

kde posledńı člen je konstantńı.
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Věta 108 Frobeniova norma ∥P (L+ − L)∥F je minimálńı na množině všech matic vyhovuj́ıćıch kvazi-
newtonovské podmı́nce (297) a omezeńı LT

+f+ = 0 právě tehdy, plat́ı-li

L+ = PL+
Ãd

dT ÃT Ãd

√dT ÃT Ãd

dT y
ỹ − ÃT Ãd

T

. (299)

kde

Ã = P (J+ + L), ỹ = y − J+f+(J+f+)
T d

fT+f+
.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že pokud (J+ + L+)d = z a LT
+f+ = 0, je podmı́nka (J+ + L+)

T z = y
ekvivalentńı podmı́nce (J++L+)

TPz = ỹ. Z (J++L+)d = z a LT
+f+ = 0 totiž plyne fT+J+d = fT+z, takže

(J+ + L+)
TPz − ỹ = JT

+z −
JT
+f+f

T
+J+d

fT+f+
+ LT

+Pz − y +
JT
+f+f

T
+J+d

fT+f+

= JT
+z + LT

+Pz − y = (J+ + L+)
T z − y.

Poznamenejme, že z rovnost́ı (J+ + L+)d = z a (J+ + L+)
TPz = ỹ plyne vztah zTPz = dT ỹ.

(b) Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1

2
∥P (L+ − L)∥2F + uT

(
(J+ + L+)

TPz − ỹ
)

=
m∑
i=1

[
1

2

(
l+i − li

)T
P
(
l+i − li

)
+ uiz

TPl+i

]
+ uT (JT

+Pz − ỹ),

kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂l+i
= P

(
l+i − li

)
+ uiPz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar P (l+i − li) + uiPz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

P (L+ − L) = −PzuT .

Z rovnosti (J+ + L+)
TPz = ỹ dostaneme (L+ − L)TPz = −zTPzu = ỹ − ÃT z, takže

u = − ỹ − ÃT z

zTPz
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

P (L+ − L) =
Pz(ỹ − ÃTPz)T

zTPz
(300)

(nebot’ P 2 = P implikuje PÃ = Ã). Použijeme-li druhou podmı́nku z (297), dostaneme P (L+ − L)d =
Pz − Ãd, takže lze psát

Pz(ỹ − ÃTPz)T d

zTPz
= Pz − Ād.

Z posledńıho vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Pz je rovnoběžný s vektorem Ãd, neboli Pz = λÃd. Použijeme-
li vztah zTPz = dT ỹ dokázaný v (a), můžeme psát

λ2dT ÃT Ãd = zTPz = dT ỹ ⇒ λ = ±

√
dT ỹ

dT ÃT Ãd
,

což po dosazeńı do Pz = λÃd a potom do (300) dokazuje tvrzeńı věty. 2
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Poznámka 203 Strukturované metody s proměnou metrikou pro minimalizaci součtu čtverc̊u byly p̊uvod-
ně navrženy tak, že se matice Bi = JT

i Ji + Ci použ́ıvaly a matice Ci aktualizovaly v každém iteračńım
kroku. To je však nevýhodné, nebot’ v úlohách s nulovým reziduem, potřebujeme, aby Ci → 0 dostatečné
rychle, zat́ımco při použit́ı aktualizaćı (294) nebo (296) je tato konvergence obvykle př́ılǐs pomalá. Proto
byly vyv́ıjeny r̊uzné škálovaćı strategie. Ukázalo se však že je výhodněǰśı použ́ıvat hybridńı strategie
tak jako v poznámce 200: Necht’ C1 = 0. Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi > ϑ, polož́ıme Ci+1 = 0. Jestliže
(Fi − Fi+1)/Fi ≤ ϑ, aktualizujeme matici Ci pomoćı (294) nebo (296). V obou př́ıpadech pokládáme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 + Ci+1

(stejné úvahy se týkaj́ı strukturovaných metod s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ıćı matice Ai = Ji + Li a
aktualizace (298) nebo (299).

Poznámka 204 Velmi zaj́ımavou možnost automatického škálováńı matice C nab́ızej́ı totálně struktur-
ované metody s proměnnou metrikou pocházej́ıćı od Huschense. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá a aktualizuje
matice aproximuj́ıćı výraz

T (x) =
m∑

k=1

fk(x)

∥f(x)∥
Gk(x).

Použ́ıváme tedy model B = JTJ + ∥f∥T (takže C = ∥f∥T ) a matici T+ aktualizujeme tak aby matice
B̃+ = JT

+J++∥f∥T+ splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku B̃+s = y. Toho lze doćılit tak, že aplikujeme
aktualizaci (176) na matici B̄ = JT

+J+ + ∥f∥T . Nakonec polož́ıme B+ = JT
+J+ + ∥f+∥T+. Užit́ım vztahu

(176) dostaneme

T+ = T +
1

∥f∥

(
(y − B̄d)vT + v(y − B̄d)T

dT v
− (y − B̄d)T d

dT v

vvT

dT v

)
= T +

(z̃ − Td)vT + v(z̃ − Td)T

dT v
− (z̃ − Td)T d

dT v

vvT

dT v
, (301)

kde z̃ = z/∥f∥ = (y − JT
+J+d)/∥f∥ a kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a

v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci BFGS. Metoda hodnosti 1 použ́ıvá aktualizaci

T+ = T +
(z̃ − Ts)(z̃ − Td)T

dT (z̃ − Td)
.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u, které jsou real-
izovány bud’ jako metody spádových směr̊u (prvńı část tabulky) nebo jako metody s lokálně omezeným
krokem (druhá část tabulky). Bylo řešeno 82 testovaćıch problémů většinou se 100 proměnnými (jsou uve-
deny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG, jakož i počet selháńı a celkový
čas výpočtu).

metody spádových směr̊u NIT NFV NFG Čas selháńı
metoda BFGS podle (118) 9343 10853 10853 1.67 1
Gaussova–Newtonova metoda 8615 16302 24914 19.02 8
hybridńı metoda (poznámka 200) 3809 6080 9884 8.89 2
strukturovaná metoda BFGS podle (296) 3158 5897 9054 7.34 2
strukturovaná metoda BFGS podle (301) 3262 6085 9345 6.97 1

metody s lokálně omezeným krokem NIT NFV NFG Čas selháńı
metoda BFGS podle (136) 10684 11860 10764 3.39 1
Gaussova–Newtonova metoda 4321 4694 4402 12.84 1
hybridńı metoda (poznámka 200) 3450 4013 3531 9.67 -
strukturovaná metoda BFGS podle (296) 2766 3130 2847 7.61 -
strukturovaná metoda BFGS podle (301) 2771 3239 2849 7.66 -
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Poznámka 205 Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Metody s proměnou metrikou maj́ı menš́ı režii, nebot’ neńı třeba řešit soustavy lineárńıch rovnic.
Výpočetńı čas je tedy obvykle nižš́ı než u specializovaných metod pro součet čtverc̊u. Metody s
proměnou metrikou neńı vhodné realizovat jako metody s lokálně omezeným krokem.

• Gaussovu–Newtonovu metodu neńı vhodné realizovat jako metodu spádových směr̊u, nebot’ se často
řeš́ı soustavy rovnic se špatně podmı́něnými maticemi.

• Gaussovu–Newtonovu metodu je možné značně vylepšit kombinováńım s metodami s proměnnou
a to bud’ pomoćı jednoduché hybridńı strategie (poznámka 200) nebo pomoćı strukturovaných ak-
tualizaćı (296) a (301). Tyto kombinované metody jsou velmi robustńı (ve spojeńı s metodami s
lokálně omezeným krokem nikdy neselhaly). Potřebuj́ı také nejméně iteraćı a vyč́ısleńı hodnot min-
imalizované funkce (souviśı to s dobrými konvergenč́ımi vlastnostmi kombinovaných metod). Jejich
vyšš́ı režijńı nároky mohou být vykompenzovány rychleǰśı konvergenćı v př́ıpadech, kdy je výpočet
hodnoty (a gradientu) minimalizované funkce velmi náročný.

7.3 Řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u

Necht’ J je matice která mám řádk̊u a n sloupc̊u, kdem ≥ n. Lineárńı úlohou nejmenš́ıch čtverc̊u rozumı́me
nalezeńı vektoru s ∈ Rn, který minimalizuje normu ∥Js+ f∥. Vyhovuje-li této úloze v́ıce vektor̊u, voĺıme
ten, který má nejmenš́ı normu. Lineárńı úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u budeme zapisovat ve tvaru Js+ f ≈ 0.

Věta 109 Vektor s je řešeńım úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u Js+ f ≈ 0 právě tehdy, když s = −J†f kde J†

je pseudoinverze matice J .

Důkaz (a) Má-li matice J plnou hodnost, je vektor s řešeńım lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u Js+f ≈ 0
právě tehdy, když s = −(JTJ)−1JT f . Nutnost plyne z věty 2 a z vyjádřeńı (287). Postačitelnost plyne z
toho, že matice JTJ je pozitivně definitńı, takže kvadraticá funkce ∥Js+f∥2 je konvexńı a má tedy jediný
stacionárńı bod, který je jej́ım globálńım minimem. Podle poznámky 102 plat́ı (JTJ)−1JT = J†, takže
s = −J†f .
(b) Má-li matice J hodnost l < n, můžeme psát J = UV T , kde matice U ∈ Rm×l a V ∈ Rn×l maj́ı plnou
hodnost. Jelikož matice U má plnou hodnost, je podle (a) vektor s řešeńım úlohy Js = UV T s + f ≈ 0
právě tehdy, když V T s = −(UTU)−1UT f . Vektor s můžeme jednoznačně vyjádřit ve tvaru s = V y+z, kde
z lež́ı v ortogonálńım doplňku podprostoru L(V ) (takže V T z = 0). Pak plat́ı V TV y = −(UTU)−1UT f ,
neboli

y = −(V TV )−1(UTU)−1UT f ⇔ s = −V (V TV )−1(UTU)−1UT f + z.

Podle definice 24 se snadno přesvědč́ıme, že V (V TV )−1(UTU)−1UT = (UV T )† = J†. Vektor s je tedy
řešeńım úlohy Js+ f ≈ 0 právě tehdy, když s = −J†f + z. Ale

∥s∥ = (J†f)TJ†f + 2zTJ†f + zT z = ∥J†f∥2 + ∥z∥2

(nebot’ zTJ† = zTV (V TV )−1(UTU)−1UT = 0), takže vektor s má minimálńı normu právě tehdy, když
z = 0, což dává s = −J†f . 2

Poznámka 206 V př́ıpadě, že matice J má plnou hodnost, lze řešeńı lineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u
źıskat řešeńım normálńı soustavy rovnic JTJs = −f pomoćı Choleského rozkladu matice JTJ . Tento
př́ıstup neńı př́ılǐs vhodný, nebot’ plat́ı κ(JTJ) = κ2(J), kde κ(J) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice
J . Proto je výhodněǰśı použ́ıt ortogonálńı rozklad matice J . Je-li matice Q ortogonálńı, plat́ı ∥Q∥ = 1 a
κ(Q) = 1 (připomeňme, že čtvercová matice je ortogonálńı, plat́ı-li QTQ = QQT = I).

Abychom mohli popsat ortogonálńı rozklad matice J , budeme nejprve studovat ortogonálńı opreace
realizované elementárńımi ortogonálńımi maticemi.
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Definice 34 Řekneme že matice Q ∈ R2×2 je Givensovou matićı elementárńı rotace, jestlǐze plat́ı

Q =

[
c, −s
s, c

]
,

kde c2 + s2 = 1. Tato matice je ortogonálńı, nebot’

QTQ =

[
c, s
−s, c

] [
c, −s
s, c

]
=

[
c2 + s2, 0

0, s2 + c2

]
=

[
1 0
0 1

]

Poznámka 207 Necht’ ∥x∥ = 1, takže x1 = cosα a x2 = sinα. Jelikož c2 + s2 = 1, můžeme položit
c = cosφ a s = sinφ. Pak plat́ı

Qx =

[
cosφ, − sinφ
sinφ, cosφ

] [
cosα
sinα

]
=

[
cosφ cosα− sinφ sinα
sinφ cosα+ cosφ sinα

]
=

[
cos(φ+ α)
sin(φ+ α)

]
,

takže vektor y = Qx má také jednotkovou normu a vznikne rotaćı vektoru x o úhel φ.

Givensovu matici můžeme použ́ıt k vynulováńı prvku vektoru.

Věta 110 Necht’ x ∈ R2 a necht’ Q ∈ R2×2 je Givensova matice taková, že c = x1/∥x∥ a s = x2/∥x∥. Pak
plat́ı

QTx =

[
c, s
−s, c

] [
x1
x2

]
=

[
∥x∥
0

]

Důkaz Plat́ı

c2 + s2 =
1

∥x∥2
(x21 + x22) = 1,

takže po dosazeńı dostaneme

QTx =

[
c, s
−s, c

] [
c∥x∥
s∥x∥

]
=

[
∥x∥
0

]
.

2

Poznámka 208 Givensovy matice elementárńıch rotaćı můžeme definovat i v Rn×n. V tomto př́ıpadě
se Givensova matice Qij lǐśı od jednotkové matice řádu n pouze t́ım, že jednotková submatice řádu 2,
obsahuj́ıćı elementy i-tého a j-tého řádku a sloupce, je nahrazena submatićı[

cij , −sij
sij , cij

]
,

kde c2ij + s2ij = 1.

Poznámka 209 Givensovy matice elementárńıch rotaćı z Rn×n můžeme použ́ıt k vynulováńı posledńıch
n− 1 prvk̊u vektoru x ∈ Rn. Zvoĺıme-li vhodně prvky ci,i+1, si,i+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, plat́ı

QT
12Q

T
23 . . . Q

T
n−1,nx =


∥x∥
0
. . .
0

 .
Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu

∗
∗
∗
∗

→


∗
∗
∗
0

→


∗
∗
0
0

→


∥x∥
0
0
0

 .
Dostáváme postupně vektory, kterým ubývaj́ı nenulové prvky od n-tého po druhý řádek.
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Poznámka 210 Daľśı užitečná aplikace Givensových matic elementárńıch rotaćı z Rn×n je nulováńı pod-
diagonálńıch prvk̊u Hessenbergovy matice řádu n. Zvoĺıme-li vhodně prvky ci,i+1, si,i+1, 1 ≤ i ≤ n − 1,
plat́ı

QT
n−1,n . . . Q

T
23Q

T
12H = R

Nulováńı prvk̊u se provád́ı podle schematu
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


Dostáváme postupně matice, kterým ubývaj́ı nenulové poddiagonálńı prvky od druhého po n-tý řádek.

Kromě Givensových matic elementárńıch rotaćı se též použ́ıvaj́ı Householderovy matice elementárńıch
reflex́ı. Householderova matice se lǐśı od jednotkové matice členem, který má hodnost 1.

Definice 35 Řekneme, že matice Q ∈ Rn×n je Householderovou matićı elementárńı reflexe, jestlǐze plat́ı

Q = I − 2
vvT

vT v
,

kde v ∈ Rn. Tato matice je ortogonálńı, nebot’

QTQ =

(
I − 2

vvT

vT v

)(
I − 2

vvT

vT v

)
= I − 4

vvT

vT v
+ 4

vvT

vT v
= I.

Poznámka 211 Necht’ x ∈ Rn a v ∈ Rn. Necht’ vektor y je ortogonálńı projekćı vektoru x do směru
vektoru v, takže

y =
vvT

vT v
x =

vTx

vT v
v.

Vynásob́ıme-li vektor x matićı Q, dostaneme

Qx =

(
I − 2

vvT

vT v

)
x = x− 2

vTx

vT v
v = x− 2y,

takže vektor Qx vznikne zrcadleńım vektoru x podle nadroviny kolmé k vektoru v.

Věta 111 Necht’ x ∈ Rn, y ∈ Rn a ∥y∥ = ∥x∥. Položme

Q = I − 2
(x− y)(x− y)T

(x− y)T (x− y)
.

Pak matice Q je Householderovou matićı elementárńı reflexe a plat́ı y = Qx a x = Qy.

Důkaz Matice Q je Householderovou matićı elementárńı reflexe podle definice 35. Plat́ı

Qx = x− 2(x− y)
(x− y)Tx

(x− y)T (x− y)
= x− 2(x− y)

∥x∥2 − yTx

∥x∥2 + ∥y∥2 − 2yTx

= x− 2(x− y)
∥x∥2 − yTx

2(∥x∥2 − yTx)
= x− (x− y) = y.

Vztah x = Qy plyne z toho, že matice Q je symetrická a ortogonálńı. 2
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Poznámka 212 Householderovu matici můžeme použ́ıt k vynulováńı posledńıch n − 1 prvk̊u vektoru
x ∈ Rn. Polož́ıme-li ve větě 111 y = −σ∥x∥e1, kde σ = ±1 a e1 je prvńı sloupec jednotkové matice,
můžeme psát Q = I − 2vvT /(vT v), kde

v = x− y = x+ σ∥x∥e1,
vT v = ∥x∥2 + 2σ∥x∥x1 + ∥x∥2 = 2∥x∥(∥x∥+ σx1).

Znaménko voĺıme tak, aby jmenovatel vT v byl co největš́ı, tedy σ = sgn(x1). Pak v = x + σ∥x∥e1,
vT v = 2∥x∥(∥x∥+ |x1|) a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Qz = z − vT z

vT v
v = z − zTx+ σ∥x∥z1

∥x∥(∥x∥+ |x1|)(x+ σ∥x∥e1)
.

Polož́ıme-li x̃ = x/∥x∥, můžeme psát v = x̃+ σe1, v
T v = 2(1 + |x̃1|) a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Qz = z − zT x̃+ σz1
1 + |x̃1|

(x̃+ σe1).

Definice 36 Ortogonálńım rozkladem matice J ∈ Rm×n, m ≥ n, nazveme vyjádřeńı

J = Q

[
R
0

]
, (302)

kde Q je ortogonálńı matice řádu m a R je horńı trojúhelńıková matice řádu n.

Poznámka 213 K nalezeńı ortogonálńıho rozkladu (302) lze s výhodou použ́ıt Householderovy matice
elementárńıch reflex́ı. Zvoĺıme-li vhodně vektory vi ∈ Rm (maj́ıćı prvńıch i−1 prvk̊u nulových) a polož́ıme-
li Qi = I − 2viv

T
i /v

T
i vi, 1 ≤ i ≤ n, můžeme psát

Qn . . . Q2Q1J =

[
R
0

]
(matice Qi vynuluje m − i prvk̊u i-tého sloupce pr̊uběžně upravované matice). Ortogonálńı rozklad se
provád́ı podle schematu

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

→


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 ∗

→


* * *
0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0
0 0 0


Pak plat́ı (302), kde Q = Q1Q2 . . . Qn. Jelikož Householderovy matice Qi, 1 ≤ i ≤ n, jsou symetrické a
ortogonálńı, plat́ı QTQ = Qn . . . Q2Q1Q1Q2 . . . Qn = I, takže matice Q je ortogonálńı.

Poznámka 214 Má-li matice J hodnost l < n, neńı trojúhelńıková matice R regulárńı a rozklad (302)
má tvar

J = Q

[
R, S
0, 0

]
,

kde R je horńı trojúhelńıková matice řádu l a S ∈ Rl×(n−l). V tomto př́ıpadě je vhodné prvky matice S
vynulovat, což lze opět provést pomoćı Householderových matic. Dostaneme tak rozklad

J = Q

[
R, 0
0, 0

]
Q̃T , (303)
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kde Q̃ = Q̃1Q̃2 . . . Q̃l. Dodatečné ortogonálńı úpravy se provád́ı podle schematu
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

→


∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

→


∗ ∗ 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Věta 112 Necht’

J = Q

[
R, 0
0, 0

]
Q̃T ,

kde Q ∈ Rm×m, Q̃ ∈ Rn×n jsou ortogonálńı matice a R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice řádu l,
l ≤ n. Pak vektor s je řešeńım úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u Js+ f ≈ 0 právě tehdy, když

s = Q̃

[
−R−1u

0

]
, QT f =

[
u
v

]
.

Důkaz Necht’

QTJs = QTJQ̃

[
y
z

]
=

[
R, 0
0, 0

] [
y
z

]
, QT f =

[
u
v

]
.

Norma ∥Js+ f∥ je minimálńı, pokud je ∥QT (Js+ f)∥ minimálńı (násobeńı ortogonálńı matićı zachovává
normu), čili pokud je ∥Ry + u∥ minimálńı. Matice R je regulárńı, takže y = −R−1u. Jelikož jsme zvolili

s = Q̃

[
y
z

]
,

plat́ı ∥s∥2 = ∥y∥2 + ∥z∥2, takže ∥s∥ je minimálńı, pokud z = 0. Použijeme-li źıskané vektory, dostaneme
tvrzeńı věty. 2

Poznámka 215 Popsali jsme základńı myšlenky řešeńı lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı or-
togonálńıch rozklad̊u. Abychom źıskali efektivńı algoritmy, je třeba vyřešit řadu praktických problémů.
Předně je třeba ukládat informace o Householderových matićıch Qi, 1 ≤ i ≤ n a Q̃i, 1 ≤ i ≤ l, tedy vektory
vi, 1 ≤ i ≤ n a ṽi, 1 ≤ i ≤ l. Prvky těchto vektor̊u se obvykle ukládaj́ı na mı́sta nově vznikaj́ıćıch nulových
prvk̊u v upravované matici. Také je třeba použ́ıt permutace sloupc̊u. Těmto problémům se zde věnovat
nebudeme. Velmi kvalitńı algoritmy pro ortogonálńı rozklady matic jsou obsaženy s knihovně LAPACK.
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8 Metody pro rozsáhlé husté úlohy

Rozsáhlé úlohy nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých hustých matic. V tomto
odd́ılu se budeme zabývat metodami, které nepracuj́ı s aproximaćı Hessovy matice ani jej́ı inverze. Jsou to
vektorové metody podobné metodám sdružených gradient̊u popsaným v odd́ılu 3, i když jsou poněkud
složitěǰśı, a často metody sdružených gradient̊u předč́ı. Budeme se zabývat metodami s proměnnou
metrikou založenými na omezeném počtu aktualizaćı nebo na aktualizaci obdélńıkových matic s omezeným
počtem sloupc̊u. Tyto metody nevyuž́ıvaj́ı ř́ıdkost struktury optimalizačńı úlohy, takže je lze použ́ıt k
minimalizaci funkćı s hustými Hessovými maticemi. Do tohoto odd́ılu zařad́ıme i jednu verzi Newtonovy
metody.

8.1 Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Definice 37 Necht’ 0 < m̄ < n, i ∈ N a m = min(m̄, i− 1). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda
je m̄-krokovou metodou s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, jestlǐze

si = −Hi
igi,

kde matice Hi
i se źıskává z ř́ıdké pozitivně definitńı (obvykle jednotkové) matice Hi

i−m pomoćı m aktualizaćı

Hi
j+1 = γij

(
Hi

j + U i
jM

i
j(U

i
j)

T
)
,

i −m ≤ j ≤ i − 1, kde matice U i
j = [dj ,H

i
jyj ] a M

i
j jsou voleny tak, aby byly splněny kvazinewtonovské

podmı́nky Hi
j+1yj = ρijdj, i−m ≤ j ≤ i− 1.

Poznámka 216 Aktualizace uvedené v definici 37 jsou stejné jako aktualizace použité v definici 23. Lze
je tedy vyjádřit ve tvaru

Hi
j+1 = γij

Hi
j +

ρij
γij

1

bj
djd

T
j − 1

aij
Hi

jyj(H
i
jyj)

T +
ηij
aij

(
aij
bj
dj −Hi

jyj

)(
aij
bj
dj −Hi

jyj

)T
 (304)

a invertovat tak, že plat́ı

Bi
j+1 =

1

γij

Bi
j +

γij
ρij

1

bj
yjy

T
j − 1

cij
Bi

jdj(B
i
jdj)

T +
βi
j

cij

(
cij
bj
yj −Bi

jdj

)(
cij
bj
yj −Bi

jdj

)T
 , (305)

kde Bi
j = (Hi

j)
−1 a aij = yTj H

i
jyj , bj = yTj dj , c

i
j = dTj B

i
jdj . Podstatné je to, že matice Hi

i vznikne z

počátečńı ř́ıdké matice Hi
i−m pomoćı nejvýše m̄ aktualizaćı, takže stač́ı ukládat omezený počet vektor̊u a

provádět omezený počet operaćı.

Zvláště výhodná je metoda BFGS s omezenou pamět́ı s aktualizaćı

Hi
j+1 = γij

(
Hi

j +

(
aij
bj

+
ρij
γij

)
1

bj
djd

T
j − 1

bj

(
Hi

jyjd
T
j + dj(H

i
jyj)

T
))

, (306)

i−m ≤ j ≤ i− 1, pro kterou plat́ı tato věta.

Věta 113 Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná m̄-krokovou metodou BFGS s omezenou pamět́ı s
přesným výběrem délky kroku (takže sTi gi+1 = 0 ∀i ∈ N) aplikovaná na ryze konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗). (307)
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Pak plat́ı

si = −

(
i−1∏

k=i−m

γik

)(
Hgi −

yTi−1Hgi

yTi−1di−1
di−1

)
(308)

pro 1 ≤ i ≤ n (směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, jsou rovnoběžné se směrovými vektory generovanými
předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u).

Důkaz Pro 1 ≤ i ≤ m̄ jsou směrové vektory źıskané m̄-krokovou metodou BFGS shodné se směrovými
vektory źıskanými standardńı metodou BFGS, takže pro tyto indexy plat́ı (308) (d̊usledek 5 a jeho d̊ukaz).
Důkaz pro i > m̄ provedeme indukćı. Předpokládejme, že (308) plat́ı pro 1 ≤ i < k, kde m̄ < k ≤ n. Pak
podle věty 22 a poznámky 50 lze pro 1 ≤ j < k psát

dTj gk = 0, gTj Hgk = 0. (309)

Ukážeme nejprve sestupnou indukćı, že pro libovolný index k −m ≤ i ≤ k − 1 plat́ı

Hk
k gk =

k−1∏
j=i

γkj

Hk
i gk −

k−1∑
j=i

yTj H
k
i gk

yTj dj
dj

 . (310)

Plat́ı to zřejmě pro i = k − 1, nebot’ z (306) a z dTk−1gk = 0 (přesný výběr délky kroku) plyne, že

Hk
k gk = γkk

(
Hk

k−1gk −
yTk−1H

k
k−1gk

yTk−1dk−1
dk−1

)
.

Nyńı sńıž́ıme i o jedničku. Použijeme-li (310), (306) a rovnost dTi−1gk = 0, která plyne z (309), můžeme
psát

Hk
k gk =

k−1∏
j=i

γkj

γki−1

(
Hk

i−1gk −
yTi−1H

k
i−1gk

yTi−1di−1
di−1

)
− γki−1

k−1∑
j=i

yTj H
k
i−1gk

yTj dj
dj

 (311)

nebot’ podle (309) pro i ≤ j ≤ k − 1 plat́ı yTj di−1 = (gj+1 − gj)
T di−1 = 0, takže

yTj H
k
i gk = γki−1y

T
j

(
Hk

i−1gk −
yTi−1H

k
i−1gk

yTi−1di−1
di−1

)
= γki−1y

T
j H

k
i−1gk.

Jelikož vztah (311) je ekvivalentńı s (310), kde i je nahraženo i − 1, je sestupný indukčńı krok ukončen.
Můžeme tedy psát

sk = −Hk
k gk = −

 k−1∏
j=k−m

γkj

Hgk −
k−1∑

j=k−m

yTj Hgk

yTj dj
dj

 (312)

(nebot’ Hk
k−m = H). Podle (309) však pro j < k − 1 plat́ı yTj Hgk = (gj+1 − gj)

THgk = 0, takže (312)
přejde na (308) s i = k, č́ımž je hlavńı indukčńı krok dokončen. 2

Důsledek 16 (Kvadratické ukončeńı). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 113. Pak existuje index k ≤ n
takový, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗.

Důkaz Podle věty 113 jsou směrové vektory generované m̄-krokovou metodou s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı rovnoběžné s vektory generovanými metodou sdružených gradient̊u. Podle věty 22 tedy
existuje index k ≤ n takový, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗ (při přesném výběru délky kroku nezálež́ı na normě
směrového vektoru). 2

190



Poznámka 217 Věta 113 a d̊usledek 16 neplat́ı pro všechny metody s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı. Dá se ukázat, že metoda DFP s omezenou pamět́ı vlastnost kvadratického ukončeńı nemá. Pot́ıž
je v tom, že se k aktualizaci matice Hi

j nepouž́ıvá vektor dj = −αjH
i
jgj , nýbrž vektor dj = −αjH

j
j gj

źıskaný pomoćı jiné matice. Z tohoto d̊uvodu nejsou všechny metody s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı a s přesným výběrem délky kroku ekvivalentńı (neplat́ı analogie věty 41).

Jednu z daľśıch výhod metody BFGS s omezenou pamět́ı ukazuje tato věta.

Věta 114 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 113. Pak pro 1 ≤ i ≤ n a i−m ≤ j ≤ i− 1 plat́ı

Hi
iyj =

i−1∏
k=j

γik

 ρij
γij
dj

(je splněno m kvazinewtonovských podmı́nek).

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Použijeme toho, že podle věty 113 jsou směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n,
G–ortogonálńı, takže pro 1 ≤ j < l lze psát

dTl yj = 0, yTl dj = 0. (313)

Předpokládejme, že pro nělaký index i−m ≤ l < i a pro všechny indexy i−m ≤ j ≤ l − 1 plat́ı

Hi
l yj =

l−1∏
k=j

γik

 ρij
γij
dj ,

∆
= λl−1

j dj (314)

(plat́ı to pro l = i−n, nebot’ v tomto př́ıpadě neexistuje žádný index j splňuj́ıćı nerovnost i−m ≤ j ≤ l−1).
Použijeme-li (306), (313) a (314), dostaneme

Hi
l+1yj = γil

(
Hi

l yj +

(
ail
bl

+
ρil
γil

)
1

bl
dld

T
l yj −

1

bl

(
Hi

l yld
T
l yj + dly

T
l H

i
l yj
))

= γil

(
λl−1
j dj +

1

bl
λl−1
j yTl djdl

)
= λljdj

pro i−m ≤ j ≤ l − 1 a jelikož podle definice 37 plat́ı Hi
l+1yl = ρldl = λlldl, můžeme psát Hi

l+1yj = λljdl
pro i−m ≤ j ≤ l. Plat́ı tedy (314) pro index o jedničku vyšš́ı. 2

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı.

Věta 115 Uvažujme m̄-krokovou metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (304) takovou, že
γ ≤ γij ≤ γ, ρ ≤ ρij ≤ ρ a 0 ≤ ηij ≤ η. Necht’ funkce F : D → R splňuje podmı́nky (F1), (F4), (F5). Pak

směrové vektory si = −Hi
igi jsou stejnoměrně spádové a plat́ı limi→∞ ∥gi∥ = 0.

Důkaz Využijeme toho, že se provád́ı pouze m ≤ m̄ aktualizaćı (304), které jsou formálně shodné s
aktualizacemi vyšetřovanými v odd́ılu 4.5. Můžeme tedy použ́ıt (305) a postupovat stejně jako v d̊ukazu
lemmatu 24. Použijeme-li (195) pro i−m ≤ j ≤ i− 1, můžeme psát

∥Bi
j+1∥ ≤ TrBi

j+1 ≤ C
m̄ ∆

= C.

Podobně podle (142) a (196) dostaneme

detBi
j+1

detBi
j

≥
(
1

γ

)n γ

ρ

1

η

yTj dj

dTj B
i
jdj

≥ K
1

∥Bi
j∥
yTj dj

dTj dj
≥ KG

C
,
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takže

detBi
i ≥

(
KG

C

)m̄

detB
∆
= K,

kde B = H−1. Můžeme tedy psát

κ(Bi
i) = ∥Bi

i∥∥(Bi
i)∥−1 =

λ(Bi
i)

λ(Bi
i)

≤ ∥Bi
i∥n

detBi
i

≤ Cn

K

∆
= κ,

což podle poznámky 26 dává limi→∞ ∥gi∥ = 0. 2

Poznámka 218 Numerické testy ukazuj́ı, že je výhodné použ́ıt pouze počátečńı škálováńı a to zahrnout
do výběru matice Hi

i−m (obvykle pokládáme Hi
i−m = (yTi−1di−1/y

T
i−1yi−1)I). Proto budeme předpokládat,

že γij = 1, i−m ≤ j ≤ i− 1. Dále budeme předpokládat, že ρij = ρj , i−m ≤ j ≤ i− 1.

Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı lze realizovat přirozeným zp̊usoben tak, že kromě
vektor̊u dj , yj , i −m ≤ j ≤ i − 1 poč́ıtáme a ukládáme vektory Hi

jyj , i −m ≤ j ≤ i − 1. To vyžaduje

ukládáńı daľśıch m vektor̊u dimenze n a celkem O(m2n) aritmetických operaćı. Pro některé metody s
proměnnou metrikou však existuj́ı realizace, které nepotřebuj́ı ukládat daľśı vektory dimenze n a počet
aritmetických operaćı je pouze O(mn).

Nejprve se budeme zabývat vektorovou reprezentaćı metody BFGS. Tato reprezentace je založená na
pseudosoučinovém tvaru (121), podle kterého pro metodu BFGS plat́ı

Hi
j+1 = V T

j H
i
jVj +

ρj
bj
djd

T
j , Vj = I − 1

bj
yjd

T
j , (315)

kde yj = gj+1 − gj , dj = xj+1 − xj a bj = yTj di pro i−m ≤ j ≤ i− 1.

Věta 116 Necht’ Hi
j+1 je matice źıskaná v j-tém kroku metody BFGS. Pak plat́ı

Hi
j+1 =

(
j∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−m

(
j∏

k=i−m

Vk

)
+

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j∏

k=l+1

Vk

)
.

Důkaz (Indukćı) Pro j = i−m to bezprostředně plyne z (315). Indukčńı krok vypadá takto

Hi
j+1 = V T

j H
i
jVj +

ρj
bj
djd

T
j = V T

j

(
j−1∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−m

(
j−1∏

k=i−m

Vk

)
Vj +

+

j−1∑
l=i−m

ρl
bl
V T
j

(
j−1∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j−1∏

k=l+1

Vk

)
Vj +

ρj
bj
djd

T
j

=

(
i∏

k=1

Vk

)T

H1

(
j∏

k=i−m

Vk

)
+

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l

(
j∏

k=l+1

Vk

)
.

2

Důsledek 17 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 116. Pak vektor si = −Hi
igi lze źıskat pomoćı dvou

rekurentńıch vztah̊u (Strangovy rekurence). Nejprve se polož́ı ui = −gi a zpětnou rekurenćı

σj =
dTj uj+1

bj
, uj = uj+1 − σjyj (316)
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se poč́ıtaj́ı č́ısla σj a vektory uj, i−1 ≥ j ≥ i−m. Potom se polož́ı vi−m = Hi
i−mui−m a př́ımou rekurenćı

vj+1 = vj +

(
ρjσj −

yTj vj

bj

)
dj (317)

se poč́ıtaj́ı vektory vj+1, i−m ≤ j ≤ i− 1. Nakonec se polož́ı si = vi.

Důkaz Polož́ıme li ui = −gi a

uj = −

i−1∏
k=j

Vk

 gi, i− 1 ≥ j ≥ i−m,

vid́ıme, že plat́ı

uj = Vjuj+1 =

(
I − 1

bj
yjd

T
j

)
uj+1 = uj+1 −

dTj uj+1

bj
yj ,

což je právě rekurence (316). Polož́ıme-li vi−m = Hi
i−mui−m a

vj+1 =

(
j∏

k=i−m

Vk

)T

Hi
i−mui−m +

j∑
l=i−m

ρl
bl

(
j∏

k=l+1

Vk

)T

dld
T
l ul+1, i−m ≤ j ≤ i− 1,

vid́ıme, že plat́ı

vj+1 = V T
j vj +

ρj
bj
djd

T
j uj+1 =

(
I − 1

bj
djy

T
j

)
vj + ρjσ

i
jdj = vj + (ρjσj − yTj vj/bj)dj ,

což je právě rekurence (317). 2

Poznámka 219 Tvrzeńı věty 116 ukazuje, že matici Hi
i můžeme určit z matice Hi

i−m (která je ř́ıdká)
pomoćı vektor̊u dj , yj , i−m ≤ j ≤ i− 1. Matici Hi

i nemuśıme konstruovat explicitně. Podle d̊usledku 17
stač́ı poč́ıtat vektor si = −Hi

igi, pomoćı rekurentńıch vztah̊u (316)–(317). V těchto vztaźıch je třeba
uchovávat č́ısla σj , i −m ≤ j ≤ i − 1. Vektory uj , vj , i −m ≤ j ≤ i − 1 mohou být uloženy na stejném
mı́stě jako vektor si = −Hi

igi. Pro m = m̄, což je maximálńı možná hodnota, potřebujeme uchovávat
2m̄ + 3 vektor̊u (dj , yj , i − m̄ ≤ j ≤ i − 1, a 3 vektory xi, gi, si pro základńı optimalizačńı metodu) a
použijeme zhruba 4mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 11 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si pomoćı
rekurent́ıch vztah̊u (316)–(317).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Ulož́ıme vektory di, yi a č́ısla bi, ρi do pracovńıho pole. Pokud m = m̄, odstrańıme vektory
di−m, yi−m a č́ısla bi−m, ρi−m z pracovńıho pole. Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.
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Strangovy rekurence lze použ́ıt pouze pro metodu BFGS, kdy se v (315) nevyskytuj́ı vektory Hi
jyj ,

i−m ≤ j ≤ i− 1. Aby bylo možné realizovat libovolnou metodu z Broydenovy tř́ıdy, je třeba tyto vektory
nějak aproximovat, např́ıklad nahradit je vektory Hj

j yj , i−m ≤ j ≤ i−1, které se použ́ıvaj́ı v předchoźıch
iteračńıch kroćıch. Touto modifikaćı se ztrat́ı některé výhodné teoretické vlastnosti (neplat́ı věta 113 ani
jej́ı d̊usledek 16). Nicméně některé z těchto metod dávaj́ı dobré praktické výsledky. Při jejich popisu
budeme použ́ıvat označeńı Hi = Hi

i , i ∈ N .
Teoreticky by bylo možné použ́ıt obecný pseudosoučinový tvar (121). Metody źıskané t́ımto zp̊usovem

nejsou př́ılǐs vhodné, nebot’ je třeba ukládat m vektor̊u nav́ıc. Proto je účelné vyjádřit Broydenovu tř́ıdu
ve tvaru formálně shodném s metodou BFGS, neboli nalézt vektor d̂ = d+ λHy tak, aby platilo

1

γ
H+ = H + ÛM̂ÛT = H + [d+ λHy,Hy]

[
m̂1, m̂2

m̂2, 0

]
[d+ λHy,Hy]T . (318)

Lemma 34 Necht’ UMUT = ÛM̂ÛT , kde U = [d,Hy] a Û = [d+ λHy,Hy]. Pak plat́ı detM = det M̂ .

Důkaz Zřejmě

det(ÛT Û) = (d+ λHy)T (d+ λHy)(Hy)THy −
(
(d+Hy)THy

)2
=

(
dT d+ 2λdTHy + λ2(Hy)THy

)
(Hy)THy −

(
dTHy + λ(Hy)THy

)2
= dT d(Hy)THy − (dTHy)2 = det(UTU).

Podle d̊usledku 7 má matice ÛM̂ÛT stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice ÛT ÛM̂ a jejich součin je roven
č́ıslu det(ÛT Û) det M̂ . Toto č́ıslo se muśı rovnat č́ıslu det(UTU) detM a jelikož det(ÛT Û) = det(UTU),
plat́ı det M̂ = detM . 2

Věta 117 Aktualizaci z Broydenovy tř́ıdy (vzorec (116)) m̊užeme vyjádřit ve tvaru

1

γ
H+ = H +

(
a

b̂
+
ρ̂

γ

)
1

b̂
d̂d̂T − 1

b̂

(
Hyd̂T + d̂(Hy)T

)
= V̂ THV̂ +

ρ̂

γb̂
d̂d̂T , V̂ = I − 1

b̂
yd̂T , (319)

kde

d̂ = d+ λHy, λ =
m2 +

√
µ

m1
, b̂ =

1
√
µ
,

ρ̂

b̂
= η

ρ

b
, (320)

přičemž m1, m2 jsou odpov́ıdaj́ıćı prvky matice M a µ = −detM je výraz určený vzorcem (115)), neboli

m1 =
1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
, m2 = −η

b
, µ =

1

ab

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
.

Důkaz Podle lemmatu 34 plat́ı m̂2
2 = −det M̂ = −detM = µ, kde µ je výraz určený vztahem (115).

Protože je vhodné, aby platilo b̂ = −1/m̂2 > 0, voĺıme m̂2 = −√
µ. Porovnáme-li koeficiemty u ddT a

HydT +d(Hy)T ve výrazech (318) a (103), dostameme m̂1 = m1 a m̂2+λm̂1 = m2, což spolu s m̂2 = −√
µ

dává

λ =
m2 − m̂2

m̂1
=
m2 +

√
µ

m1
.

Jelikož m̂1 = m1 a 1/b̂2 = m̂2
2 = µ, můžeme s použit́ım (115) psát

m̂1 =
1

b̂

(
a

b̂
+
ρ̂

γ

)
= aµ+

ρ̂

γb̂
=

1

b

(
η
a

b
+ (1− η)

ρ

γ

)
+

ρ̂

γb̂
= m1 =

1

b

(
η
a

b
+
ρ

γ

)
,

takže ρ̂/b̂ = ηρ/b. 2

Pseudosoučinový tvar uvedený v (319) lze použ́ıt k realizaci libovolné modifikované metody s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı z Broydenovy tř́ıdy pomoćı Strangových rekurenćı. Kromě směrových vektor̊u
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si = −Higi, i ∈ N , je však třeba poč́ıtat vektory Hiyi, i ∈ N , což zvyšuje počet operaćı. K odstraněńı této
nevýhody by bylo vhodné poč́ıtat směrový vektor podle některého ze vzorc̊u (218) nebo (224) a Strangovy
rekurence použ́ıt pouze pro výpočet vektoru Hiyi. Problém je v tom, že pro takto źıskané směrové vektory
plat́ı si = −Higi = −Hi

igi pouze tehdy, když si−1 = −Hi
i−1gi−1. To obecně splněno neńı, nebot’ matice

Hi
i−1 se lǐśı od matice Hi−1 = Hi−1

i−1 , použité pro výpočet směrového vektoru si−1.

Poznámka 220 Kdybychom použili vzorec (218) v př́ıpadě, že s ̸= −Hg, mohlo by se stát, že by źıskaný
směrový vektor nebyl spádový. Proto je výhodněǰśı použ́ıt vzorec

s+ = −d
T g+
b

d− b+ ητ

b+ τ
V T p, V = I − 1

b
ydT , (321)

kde p = HV g+ a τ = max(αpT y, b), který je modifikaćı vzorce (224) a který zaručuje, že gT+s+ < 0
(poznámka 150). Vektor p = HV g+ můžeme (tak jako v d̊ukazu věty 70) použ́ıt k výpočtu vektoru Hy.
Polož́ıme

Hy =
b

c
(d+ αp), a = yTHy =

b

c
(b+ αyT p), b = dT y, c = −αdT g. (322)

Poznámka 221 K výpočtu vektoru pi = HiVigi lze použ́ıt modifikované Strangovy rekurence (odvozené
z aktualizace (319)), kde vystupuj́ı veličiny se stř́ı̌skou. Nejprve polož́ıme

ui = Vigi = gi −
dTi−1gi

yTi−1di−1
yi−1

a zpětnou rekurenćı

σj =
d̂Tj uj+1

b̂j
, uj = uj+1 − σi

jyj (323)

spoč́ıtáme č́ısla σi
j a vektory uj , i−1 ≥ j ≥ i−m. Potom polož́ıme vi−m = Hi

i−mui−m a př́ımou rekurenćı

vj+1 = vj +

(
ρ̂jσj −

yTj vj

b̂j

)
d̂j , (324)

spoč́ıtáme vektory vj+1, i−m ≤ j ≤ i− 1. Nakonec polož́ıme pi = vi.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 12 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si podle
vzorce (321).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Vypočteme vektor pi pomoćı rekurentńıch vztah̊u (323)–(324). Urč́ıme vektor Hiyi a č́ıslo ai
podle (322). Zvoĺıme hodnotu ηi ≥ 0, urč́ıme vektor d̂i a č́ıslo b̂i podle (320) a polož́ıme

ρ̂i := ηib̂i/bi.

Krok 5 Ulož́ıme vektory d̂i, yi a č́ısla b̂i, ρ̂i do pracovńıho pole. Pokud m = m̄, odstrańıme vektory
d̂i−m, yi−m a č́ısla b̂i−m, ρ̂i−m z pracovńıho pole. Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.
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Poṕı̌seme ještě jednu modifikaci metody BFGS, která využ́ıvá vektory z předchoźıho iterač́ıho kroku a
která jako metoda s omezenou pamět́ı je velmi efektivńı.

Věta 118 Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matce a Hy− = d−. Necht’ d̄ = d−λd−, ȳ = y−λy−
a b̄ = d̄T y ̸= 0. Položme

H̄+ =
ρ̄

b̄
d̄d̄T + V̄ THV̄ , V̄ = I − 1

b̄
ȳd̄T . (325)

Pak pokud

ρ̄ =

(
1− λ2

b−
b

)
b

b̄
, (326)

plat́ı H̄+y = d a jestlǐze λ2 < b/b−, je matice H̄+ pozitivně definitńı.

Důkaz (a) Protože Hy− = d−, plat́ı HV̄ y = H(y − ȳ) = λHy− = λd−. Použijeme-li (325), můžeme psát

H̄+y =
( ρ̄
b̄
d̄d̄T + V̄ THV̄

)
y = ρ̄d̄+ λV̄ T d− =

(
ρ̄− λ

ȳT d−
b̄

)
d̄+ λd−

a je-li výraz v závorce roven 1, plat́ı H̄+y = d̄+ λd− = d. Ale

ρ̄− λ
ȳT d−
b̄

= ρ̄− λ
yT d−
b̄

+ λ2
b−
b̄

= ρ̄− yT (d− d̄)

b̄
+ λ2

b−
b̄

= ρ̄− b

b̄
+ 1 + λ2

b−
b̄
,

takže tento výraz je roven 1, pokud plat́ı (326).

(b) Z vyjádřeńı (325) plyne, že matice H̄+ je pozitivně definitńı, pokud ρ̄/b̄ > 0. Pak z vT d̄ ̸= 0 plyne
vT H̄+v ≥ (vT d̄)2ρ̄b̄ > 0 a z vT d̄ = 0 plyne V v = v, takže vT H̄+v = vTHv > 0 (pokud ∥v∥ > 0), nebot’
matice H je pozitivně definitńı. Jestliže ρ̄ = (1 − λ2b−/b)b/b−, je podmı́nka ρ̄/b̄ > 0 splněna, pokud
1− λ2b−/b > 0, neboli λ2 < b/b−. 2

Poznámka 222 Polož́ıme-li λ = 0, dostaneme standardńı metodu BFGS. Polož́ıme-li λ = dT y−/d
T
−y−,

plat́ı d̄T y− = dT y− − λdT−y− = 0, takže d̄T ȳ = d̄T y = b̄. Dostaneme tak metodu BFGS, kde vystupuj́ı
veličiny s pruhem.

Věta 119 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 118, přičemž y = Gd, y− = Gd−, kde G je syme-
trická pozitivně definitńı matice (plat́ı to, minimalizujeme-li ryze konvexńı kvadratickou funkci (307)).
Předpokládejme, že vektory d, d− jsou lineárně nezávislé a položme λ = dT y−/d

T
−y−. Pak plat́ı λ2 < b/b−,

b̄ > 0 a H̄+y− = d− (jsou splněny dvě kvazinewtonovské podmı́nky).

Důkaz Podle Schwarzovy nerovnosti plat́ı

b

b−
− λ2 =

dT y dT−y− − (dT y−)
2

(dT−y−)
2

=
dTGddT−Gd− − (dTGd−)

2

(dT−Gg−)
2

> 0,

b̄ = dT y − λdT−y =
dT y dT−y− − dT y− d

T
−y

dT−y−
=
dTGddT−Gd− − (dTGd−)

2

dT−Gg
2
−

> 0,

nebot’ předpokláme, že vektory d, d− jsou lineárně nezávislé a matice G je pozitivně definitńı. Dále
dostaneme

H̄+y− = V̄ THV̄ y− = V̄ TH

(
I − 1

b̄
ȳd̄T

)
y− = V̄ THy− = V̄ T d− =

(
I − 1

b̄
d̄ȳT

)
d− = d−,

nebot’ podle poznámky 222 plat́ı d̄T y− = 0, a podle předpokladu také ȳT d− = d̄TGd− = d̄T y− = 0. 2
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Poznámka 223 V daľśım textu budeme předpokládat, že λ = σ
√
b/b−, takže ρ̄/b̄ > 0, pokud |σ| < 1. V

tomto př́ıpadě plat́ı

d̄ = d− σ

√
b

b−
d−, ȳ = y − σ

√
b

b−
y−, 0 < σ < 1. (327)

Zbývá ukázat, jak se urč́ı hodnota parametru σ. Numerické testy ukazuj́ı, že hodnoty |σ| ≈ 1 značně
zhoršuj́ı konvergenci metody a hodnoty |σ| ≤ 1/2 (opatřené vhodným znaménkem) dávaj́ı dobré výsledky.
Budeme tedy předpokládat, že |σ| ≤ σ < 1, kde č́ıslo σ neńı o mnoho větš́ı než 1/2. Podle poznámky 222
a věty 119 je výhodné volit znaménko parametru σ podle znaménka č́ısla dT y−, nebo č́ısla dT−y, pokud
|dT−y| ≥ 20|dT y−| (hodnota 20 byla źıskána experimentálně). K d̊ukazu globálńı konvergence budeme

potřebovat, aby platilo b̄ ≥ (1−λ)b, kde 0 < λ < 1, neboli σdT−y ≤ λ
√
bb−. Neńı-li tato podmı́nka splněna

(což nastane pouze tehdy, když dT−y > 0), polož́ıme σ = λ
√
bb−/d

T
−y. Č́ıslo σ se t́ım nezvětš́ı.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 13 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si pomoćı
rekurent́ıch vztah̊u (316)–(317), kde mı́sto veličin ρ, b, d, y použ́ıváme veličiny s pruhem.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Zvoĺıme č́ıslo σi podle poznámky 223. Urč́ıme vektory d̄i, ȳi podle (327) a č́ıslo ρ̄i podle (326).

Krok 5 Ulož́ıme vektory d̄i, ȳi a č́ısla b̄i, ρ̄i do pracovńıho pole. Pokud m = m̄, odstrańıme vektory
d̄i−m, ȳi−m a č́ısla b̄i−m, ρ̄i−m z pracovńıho pole. Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı algoritmu 13. Tak jako v odd́ılu 4.5 budeme předpokládat,
že funkce F : Rn → R vyhovuje podmı́nkám (F1), (F4), (F5). Pak (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 24)
dostaneme

G ≤ yT y

yT d
=

∥y∥2

b
≤ G,

1

G
≤ dT d

yT d
=

∥d∥2

b
≤ 1

G
. (328)

Dále je zřejmé, že metoda s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, realizovaná algoritmem 13, je
metodou spádových směr̊u (s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku).

Lemma 35 Necht’ H je pozitivně definitńı matice, u ∈ Rn, v ∈ Rn, a ϑ > 0. Pak matice

H+ = τ2ϑuuT + (I − τuvT )H(I − τvuT ) (329)

je pozitivně definitńı a plat́ı

Tr(H+) ≤ τ2ϑ∥u∥2 +Tr(H)(1 + |τ |∥u∥∥v∥)2, (330)

Tr(H−1
+ ) ≤ Tr(H−1) +

1

ϑ
∥v∥2. (331)

Důkaz (a) Z vyjádřeńı (329) plyne, že matice H+ je pozitivně definitńı, pokud ϑ > 0. Pak pro τ2 > 0 a
wTu ̸= 0 plat́ı wTH+w ≥ τ2ϑ(wTu)2 > 0, a pro τ2 = 0 nebo wTu = 0 plat́ı wTH+w = wTHw > 0 (pokud
∥w∥ > 0), nebot’ matice H je pozitivně definitńı.
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(b) Vztah (329) můžeme zapsat ve tvaru

H+ = H + τ2(ϑ+ vTHv)uuT − τ(HvuT + uvTH). (332)

Použijeme-li (332), dostaneme

Tr(H+) = τ2(ϑ+ vTHv)uTu− 2τuTHv

≤ τ2(ϑ+Tr(H)∥v∥2)∥u∥2 + 2 |τ |
√
uTHuvTHv

≤ τ2(ϑ+Tr(H)∥v∥2)∥u∥2 + 2 |τ |Tr(H)∥u∥∥v∥
≤ τ2ϑ∥u∥2 +Tr(H)(1 + |τ |∥u∥∥v∥)2.

(c) Ukážeme, že pro dva vektory ū ∈ Rn, v̄ ∈ Rn plat́ı

(
I + (ū− v̄)(ū− v̄)T − v̄v̄T

)−1
= I +

v̄v̄T

1− ∥v̄∥2
− (ū− θv̄)(ū− θv̄)T

∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2)
, θ =

1− ūT v̄

1− ∥v̄∥2
(333)

(pokud jsou oba jmenovatele nenulové). Označme W = I − v̄v̄T a w = ū− v̄. Pak podle lemmatu 10 (d)
plat́ı

W−1 = I +
v̄v̄T

1− v̄v̄T
, (W + wwT )−1 =W−1 − W−1wwTW−1

1 + wTW−1w
. (334)

Prvńı rovnost v (334) odpov́ıdá prvńımu členu v (333). Druhou rovnost dále uprav́ıme. Zřejmě

W−1w = w +
v̄Tw

1− ∥v̄∥2
v̄ = ū−

(
1− (ū− v̄)T v̄

1− ∥v̄∥2

)
v̄ = ū− 1− ūT v̄

1− ∥v̄∥2
v̄ = ū− θv̄,

což dává

1 + wTW−1w = wT ū+ 1− θwT v̄ = 1 + ∥ū∥2 − ūT v̄ − θ(ū− v̄)T v̄

= ∥ū∥2 + θ(1− ∥v̄∥2 − ūT v̄ + ∥v̄∥2) = ∥ū∥2 + θ(1− ūT v̄) = ∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2).

Dosad́ıme-li oba tyto vztahy do druhé rovnosti v (334), dostaneme druhý člen v (333).

(d) Pro τ = 0 je nerovnost (331) triviálńı. Necht’ τ ̸= 0 a ω = τ(ϑ + vTHv) (takže τω > 0). Pak vzorec
(329) můžeme zapsat ve tvaru

H+ = H +
τ

ω

(
(ωu−Hv)(ωu−Hv)T −HvvTH

)
= H1/2

(
I + (ū− v̄)(ū− v̄)T − v̄v̄T

)
H1/2, (335)

kde ū =
√
τωH−1/2u a v̄ =

√
τ/ωH1/2v. Protože

1− ∥v̄∥2 = 1− τ

ω
vTHv = 1− τ

ω

(ω
τ
− ϑ

)
=
τ

ω
ϑ > 0, (336)

můžeme podle (335)–(336) psát

Tr(H−1
+ ) = Tr(H−1) +

v̄TH−1v̄

1− ∥v̄∥2
− (ū− θv̄)TH−1(ū− θv̄)

∥ū∥2 + θ2(1− ∥v̄∥2)
≤ Tr(H−1) +

v̄TH−1v̄

1− ∥v̄∥2
= Tr(H−1) +

vT v

ϑ
.

2

Věta 120 Uvažujme metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, realizovanou algoritmem 13, s
výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje podmı́nky (F1), (F4),
(F5). Pak plat́ı

lim
i→∞

∥gi∥ = 0. (337)
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Důkaz (a) Podle poznámky 223 pro i −m ≤ j ≤ i − 1 plat́ı |σj | < 1 a b̄j ≥ (1 − λ)bj , což spolu s (326)
dává ρ̄j ≤ 1/(1− λ). Použijeme-li (328), dostaneme

∥ȳj∥2

bj
=

1

bj

∥∥∥∥yj − σj

√
bj/bj−1yj−1

∥∥∥∥2 ≤ 2

(
∥yj∥2

bj
+ σ2

j

∥yj−1∥2

bj−1

)
≤ 4G,

∥d̄j∥2

bj
=

1

bj

∥∥∥∥dj − σj

√
bj/bj−1dj−1

∥∥∥∥2 ≤ 2

(
∥dj∥2

bj
+ σ2

j

∥dj−1∥2

bj−1

)
≤ 4

G

a podle lemmatu 35, kde H = Hi
j , u = d̄j , v = ȳj , τ = 1/b̄j a ϑ = ρ̄j b̄j = bj/(1− σ2

j ), plat́ı

Tr(Hi
j+1) ≤ ρ̄j

b̄j
∥d̄j∥2 +Tr(Hi

j)

(
1 +

∥d̄j∥∥ȳj∥
b̄j

)2

≤ 4

(1− λ)2G
+Tr(Hi

j)

1 +
4

1− λ

√
G

G

2

∆
= C1 +Tr(Hi

j)C2,

Tr(Bi
j+1) ≤ Tr(Bi

j) +
∥ȳj∥2

bj(1− σ2
j )

≤ Tr(Bi
j) +

4G

1− σ2

∆
= Tr(Bi

j) +K1

(zde Bi
j = (Hi

j)
−1, i−m ≤ j ≤ i).

(b) Použijeme-li nerovnosti (328) spolu s definićı matice Hi
i−m (poznámka 218), dostaneme

∥Hi
i−m∥ =

yTi−1di−1

yTi−1yi−1
≤ 1

G
≤ C1, ∥Bi

i−m∥ =
yTi−1yi−1

yTi−1di−1
≤ G ≤ K1,

což spolu s (a) dává

Tr(Hi
i ) ≤ C1(1 + C2 + C

2

2 + . . .+ C
m

2 )
∆
= C, Tr(Bi

i) ≤ (m+ 1)K1
∆
= K.

(c) Podle (b) můžeme psát

cos2 θi =
(sTi gi)

2

sTi si g
T
i gi

=
sTi B

i
isi

sTi si

sTi B
i
isi

sTi (B
i
i)

2si
≥ 1

∥Hi
i∥ ∥Bi

i∥
≥ 1

Tr(Hi
i )Tr(B

i
i)

≥ 1

C K
,

takže podle poznámky 25 plat́ı (337). 2

Strangovy rekurence (316)–(317) jsou nejstarš́ı a nejjednodušš́ı realizaćı metody BFGS s omezenou
pamět́ı. Pro některé aplikace jsou výhodněǰśı maticové reprezentace, které nyńı odvod́ıme. Abychom se
při popisu těchto realizaćı vyhnuli dvoj́ımu indexováńı, budeme předpokládat, že i ≤ m̄. Pak matice
Hi

j , 1 ≤ j ≤ i, nezávisej́ı na horńım indexu, který můžeme vynechat. Př́ıpad, kdy i > m̄, je vyšetřen v
poznámce 226.

Lemma 36 Necht’ N = −M−1, kde M je matice vystupuj́ıćı ve větě 44 s γ = 1 a ρ = 1. Pak plat́ı

N =


ηab

ηa+ (1− η)b
− b,

ηab

ηa+ (1− η)b

ηab

ηa+ (1− η)b
,

ηab

ηa+ (1− η)b
+ a

 . (338)

Důkaz Z vyjádřeńı matice M (věta 44) plyne
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N = −M−1 = − 1

detM

 η − 1

a
,

η

b
η

b
,

1

b

(
η
a

b
+ 1
)
 .

Dosad́ıme-li za −detM vztah µ definovaný v poznámce 85 (s γ = 1 a ρ = 1), dostaneme po úpravě tvrzeńı
lemmatu. 2

Poznámka 224 Pro metodu DFP je η = 0, takže

N =

[
−dT y, 0
0, yTHy

]
. (339)

Pro metodu BFGS je η = 1, takže

N =

[
0, dT y
dT y, dT y + yTHy

]
. (340)

Lemma 37 Necht’ B a β − bTB−1b jsou čtvercové regulárńı matice. Pak plat́ı

[A, a]

[
B, b
bT , β

]−1

[A, a]
T
= AB−1AT + (a−AB−1b)(β − bTB−1b)−1(a−AB−1b)T .

Důkaz Vynásobeńım se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı[
B, b
bT , β

]−1

=

[
B−1 +B−1b(β − bTB−1b)−1bTB−1, −B−1b(β − bTB−1b)−1

−(β − bTB−1b)−1bTB−1, (β − bTB−1b)−1

]
.

Zbytek tvrzeńı snadno ověř́ıme dosazeńım tohoto vyjádřeńı do výchoźıho vzorce a následným roznáso-
beńım. 2

V daľśım textu budeme předpokládat, že H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a že pro libovolný
index 1 ≤ i ≤ m plat́ı

Hi+1 = Hi − [di, Hiyi]N
−1
i [di, Hiyi]

T
, (341)

kde Ni je matice specifikuj́ıćı konkrétńı metodu s proměnnou metrikou. Budeme se snažit nalézt vyjádřeńı

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi] N̄
−1
i [Di, H1Yi]

T
, (342)

kde Di = [d1, . . . , di], Yi = [y1, . . . , yi] a kde N̄i je symetrická matice řádu 2k. Budeme přitom použ́ıvat
označeńı Ri pro horńı trojúhelńıkovou matici řádu i takovou, že (Ri)kl = dTk yl, k ≤ l, a (Ri)kl = 0,
k > l, a Ci pro diagonálńı matici řádu i takovou, že (Ci)kk = dTk yk. Abychom zjednodušili zápis budeme
v d̊ukazech často indexy i − 1 a i vynechávat a index i + 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti
budeme použ́ıvat označeńı D = Di−1, Y = Yi−1, R = Ri−1, C = Ci−1, takže Di = [D, d], Yi = [Y, y] a

Ri =

[
R, DT y
0, dT y

]
, Ri − Ci =

[
R− C, DT y
0, 0

]
.

Poznamenejme, že dosad́ıme-li do (341) matici Hi vyjádřenou pomoćı (342), dostaneme
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H+ = H −
[
d, H1y − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]

T
y
]
·

N−1
[
d, H1y − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]

T
y
]T

= H −
(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·

N−1

(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

, (343)

kde N̄ = N̄i−1 a N = Ni.
Následuj́ıćı věty uváděj́ı maticové reprezentace nejznáměǰśıch metod s proměnnou metrikou s omezenou

pamět́ı.

Věta 121 Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m plat́ı
(341), kde matice Ni je určená vztahem (339) (metoda DFP). Pak lze psát

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi]

[
−Ci, Ri − Ci

(Ri − Ci)
T , Y T

i H1Yi

]−1

[Di, H1Yi]
T
. (344)

Důkaz Pro i = 1 je (344) ekvivalentńı s (117) (s (341) kde matice N je určena pomoćı (339)). Dále
budeme postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (344) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než
i. Pro index i můžeme (344) zapsat (po permutaci) ve tvaru

H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]


−C, R− C, 0, DT y
(R− C)T , Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, −dT y, 0
yTD, yTH1Y, 0, yTH1y


−1 

DT

Y TH1

dT

yTH1

 .
Použijeme-li lemma 37 a označ́ıme-li

N̄ =

[
−C, R− C
(R− C)T , Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]
T −(

[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·([

−dT y, 0
0, yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[

−dT y, 0
0, yTHy

]−1(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (343) s matićı N určenou pomoćı (339). 2
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Věta 122 Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m plat́ı
(341), kde matice Ni je určená vztahem (340) (metoda BFGS). Pak lze psát

Hi+1 = H1 − [Di, H1Yi]

[
0, Ri

RT
i , Ci + Y T

i H1Yi

]−1

[Di, H1Yi]
T
. (345)

Důkaz Pro i = 1 je (345) ekvivalentńı s (118) (s (341) kde matice N je určena pomoćı (340)). Dále
budeme postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (345) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než
i. Pro index i můžeme (345) zapsat (po permutaci) ve tvaru

H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]


0, R, 0, DT y
RT , C + Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, 0, dT y
yTD, yTH1Y, dT y, dT y + yTH1y


−1 

DT

Y TH1

dT

yTH1

 .
Použijeme-li lemma 37 a označ́ıme-li

N̄ =

[
0, R
RT , C + Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ] N̄−1 [D, H1Y ]
T −(

[d, H1y]− [D,H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·([

0, dT y
dT y, dT y + yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y]− [D,H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[

0, dT y
dT y, dT y + yTHy

]−1(
[d,H1y]− [D, H1Y ] N̄−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (343) s matićı N určenou pomoćı (340). 2

Věta 123 Necht’ H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ i ≤ m plat́ı

Hi+1 = Hi + (di −Hiyi)(d
T
i yi − yTi Hiyi)

−1(di −Hiyi)
T (346)

(metoda hodnosti 1). Pak lze psát

Hi+1 = H1 + (Di −H1Yi)(Ri +RT
i − Ci − Y T

i H1Yi)
−1(Di −H1Yi)

T . (347)

Důkaz Vztah (346) je pro i = 1 ekvivalentńı se vztahem (347). Dále budeme postupovat matematickou
indukćı. Předpokládejme, že (347) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než i. Pro index i můžeme (347) zapsat
ve tvaru

H+ = H1 + [D −H1Y, d−H1y]

[
R+RT − C − Y TH1Y, DT y − Y TH1y
yTD − yTH1Y, dT y − yTH1y

]−1 [
DT − Y TH1

dT − yTH1

]
.
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Použijeme-li lemma 37 a označ́ıme-li

N̄ = R+RT − C − Y TH1Y,

dostaneme

H+ = H1 + (D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
+(

(D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
y − (d−H1y)

)
·(

dT y − yTH1y − yT (D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )
T
y
)−1

·(
(D −H1Y ) N̄−1 (D −H1Y )

T
y − (d−H1y)

)T
= H + (d−Hy)

(
dT y − yTHy

)−1
(d−Hy)

T
,

což je právě vztah (346). 2

Poznámka 225 Podobná maticová vyjádřeńı můžeme odvodit pro matici B = H−1. Lze k tomu použ́ıt
dualitu (poznámka 94). Jelikož přitom dojde k výměně Di → Yi, Yi → Di, je třeba horńı polovinu matice
DT

i Yi nahradit horńı polovinou matice Y T
i Di, neboli transponovanou dolńı polovinou matice DT

i Yi. Proto
mı́sto horńı trojúhelńıkové matice Ri použijeme dolńı trojúhelńıkovou matici Li takovou, že (Li)kl = 0,
k < l, a (Li)kl = dTk yl, k ≥ l. Pro metodu DFP dostaneme

Bi+1 = B1 − [Yi, B1Di]

[
0, LT

i

Li, Ci +DT
i B1Di

]−1

[Yi, B1Di]
T
. (348)

Pro metodu BFGS dostaneme

Bi+1 = B1 − [Yi, B1Di]

[
−Ci, (Li − Ci)

T

Li − Ci, DT
i B1Di

]−1

[Yi, B1Di]
T
. (349)

Pro metodu hodnosti 1 dostaneme

Bi+1 = B1 + (Yi −B1Di)
(
Li + LT

i − Ci −DT
i B1Di

)−1
(Yi −B1Di)

T
. (350)

Nyńı ukážeme, jak lze popsaná maticová vyjádřeńı upravit pro použit́ı v metodách s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı. Omeźıme se přitom na metodu BFGS, která je z popsaných metod ne-
jefektivněǰśı. Matici (345) lze po dosazeńı H1 = γiI, kde γi = dTi yi/y

T
i yi, zapsat ve tvaru

Hi+1 = γiI + [Di, γiYi]

[
(R−1

i )T (Ci + γiY
T
i Yi)R

−1
i , −(R−1

i )T

−R−1
i , 0

]
[Di, γiYi]

T
. (351)

Lze se o tom přesvědčit vynásobeńım použité matice matićı N̄i z (345) (kde H1 = γiI). Tento vzorec je
velmi výhodný, nebot’ se v něm invertuje pouze horńı trojúhelńıková matice řádu m (takže při výpočtu
směrového vetoru řeš́ıme pouze soustavy rovnic s trojúhelńıkovou matićı Ri řádum). Matici (349) můžeme
po dosazeńı B1 = (1/γi)I také upravit. Využijeme toho, že plat́ı −Ci, (Li − Ci)

T

Li − Ci,
1

γi
DT

i Di

 =

[
C

1/2
i , 0

−(Li − Ci)C
−1/2
i , Li

][
−C1/2

i , 0

(Li − Ci)C
−1/2
i , Li

]T
,
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kde

LiL
T

i = (Li − Ci)
TC−1

i (Li − Ci) +
1

γi
DT

i Di (352)

(lze se o tom přesvědčit prostým vynásobeńım). Použijeme-li vzorec pro inverzi blokově trojúhelńıkové
matice [

A 0
B C

]−1

=

[
A−1, 0
−C−1BA−1, C−1

]
,

jehož správnost lze opět ověřit vynásobeńım, dostaneme −Ci, (Li − Ci)
T

Li − Ci,
1

γi
DT

i Di

−1

=

[
−C− 1

2
i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]T [
C

− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]
,

takže

Bi+1 =
1

γi
I−
[
Yi,

1

γi
Di

][ −C− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

]T [
C

− 1
2

i , 0

L
−1

i (Li − Ci)C
−1
i , L

−1

i

] [
Yi,

1

γi
Di

]T
(353)

(opět se řeš́ı pouze soustavy rovnic s trojúhelńıkovou matićı Li řádu m). Matice Li se źıskává Choleského
rozkladem matice (352). Poznamenejme, že metoda BFGS založená na maticovém vyjádřeńı (351) neńı
numericky efektivněǰśı než metoda BFGS použ́ıvaj́ıćı Strangovy rekurence. Vzorce (349) a (353) jsou však
velmi užitečné, nebot’ je lze použ́ıt tam, kde je nutné pracovat s matićı B.

Ukážeme nyńı, jak se konstruuje matice Hi+1 v obecném př́ıpadě, kdy může platit i > m̄. Budeme
předpokládat, že H1 = γiI a použ́ıvat vzorec (351), ve kterém Di = [di−m+1, . . . , di], Yi = [yi−m+1, . . . , yi],
Ci obsahuje diagonálu matice DT

i Yi a Ri obsahuje horńı polovinu matice DT
i Yi.

Poznámka 226 Matice Di, Yi vzniknou z matic Di−1, Yi−1 přidáńım nových sloupc̊u di, yi, a pokud
i > m̄, ubráńım starých sloupc̊u di−m, yi−m. Podobně jednoduše źıskáme matice DT

i Yi, Y
T
i Yi z matic

DT
i−1Yi−1, Y

T
i−1Yi−1 a tud́ıž i matice Ci, Ri z matic Ci−1, Ri−1. T́ım máme k dispozici všechny matice

potřebné k výpočtu matice Hi+1.

Poznámka 227 Metoda použ́ıvaj́ıćı vzorec (351) vyžaduje zhruba 6mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı v
každém iteračńım kroku (2mn na výpočet nových sloupc̊u matic DT

i Yi, Y
T
i Yi a 4mn na výpočet směrového

vektoru si+1 podle vzorce (351)). Zhruba 2(m − 1)n operaćı však lze ušetřit, pokud při určováńı mat-
ice Hi+1 poč́ıtáme a ukládáme vektory DT

i gi+1, Y
T
i gi+1 mı́sto vektorú DT

i yi, Y
T
i yi. Prvńıch m − 1

prvk̊u vektor̊u DT
i yi, Y

T
i yi pak určujeme z již spočtených hodnot podle vzorc̊u dTj yi = dTj gi+1 − dTj gi,

yTj yi = yTj gi+1−yTj gi, i−m+1 ≤ j ≤ i−1, takže je nutné spoč́ıtat pouze dva skalárńı součiny dTi yi, y
T
i yi.

Vektory DT
i gi+1, Y

T
i gi+1 lze pak použ́ıt k výpočtu směrového vektoru si+1 podle (351), takže odpadne

2mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 14 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě polož́ıme si = −Higi,
kde Hi je matice určená vztahem (351) (kde vystupuje i mı́sto i+ 1 a i− 1 mı́sto i).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Sestroj́ıme matice Di, Yi a Ri, Ci z matic Di−1, Yi−1 a Ri−1, Ci−1 podle poznámky 226 (staré
sloupce ub́ıráme pouze tehdy, pokud i > m̄). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.
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Vzorec (351) můžeme po permutaci zapsat ve tvaru

Hi+1 = H1 + ŪiM̄iŪ
T
i

kde Ūi = [d1, H1y1, . . . di,H1yi] a M̄i je matice řádu 2i (předpokládáme, že i ≤ m̄). Výhodou tohoto
vzorce je, že matice M̃i je zadána v explicitńım tvaru, který lze použ́ıt i pro i > m̄. Explicitńı tvar matice
M̃i byl odvozen pouze pro metody DFP, BFGS a R1 (vzorce (344), (345) a (347)). Pro obecnou metodu
z Broydenovy tř́ıdy takové explicitńı vyjádřeńı neznáme, matici M̃i však lze spoč́ıtat rekurentně, přičemž
počet potřebných aritmetických operaćı je řádově stejný jako u metod DFP, BFGS a R1.

Věta 124 Necht’
H+ = H + UMUT , (354)

kde U = [d, Hy] a
H = H1 + ŪM̄ŪT . (355)

Pak
H+ = H1 + Ū+M̄+Ū

T
+ ,

kde Ū+ = [Ū , d, H1y] a

M̄+ =

 M̄ +m3 zz
T , m2 z, m3 z

m2 z
T , m1, m2

m3 z
T , m2, m3

 . (356)

Přitom m1, m2, m3 jsou prvky matice M (určené podle (114)) a

z = M̄ r̄, r̄ = ŪT y.

Důkaz Dosad́ıme-li (355) do (354), dostaneme

H+ = H1 + Ū M̄ ŪT +
[
d, H1y + Ū M̄ ŪT y

]
M
[
d, H1y + Ū M̄ ŪT y

]T
= H1 + Ū M̄ ŪT +m1 dd

T

+ m2

(
d(H1y)

T +H1yd
T
)
+m2

(
d (Ūz)T + Ūz dT

)
+ m3H1y(H1y)

T +m3

(
H1y (Ūz)

T + Ūz (H1y)
T
)
+m3 Ūzz

T ŪT

= H1 +
[
Ū , d, H1y

]
M̄+

[
Ū , d, H1y

]T
,

kde M̄+ je matice určená vzorcem (356). 2

Poznámka 228 Č́ıslo a = yTHy potřebné k určeńı hodnot m1 a m3 poč́ıtáme podle vzorce

a = yTHy = yT (H1y + Ū M̄ ŪT y) = yTH1y + r̄T z.

Ukážeme jak se konstruuje maticeHi+1 v obecném př́ıpadě, kdy může platit i > m̄. Budeme předpoklá-
dat (tak jako v (351)), že H1 = γiI, a použ́ıvat obdélńıkovou matici V̄i = [di−m+1, yi−m+1, . . . , di, yi] (takže
Ūi vznikne z V̄i vynásobeńım každého sudého sloupce č́ıslem γi) a horńı horńı blokově trojúhelńıkovou
matici

R̄i =


dTi−m+1yi−m+1, . . . dTi−m+1yi
yTi−m+1yi−m+1, . . . yTi−m+1yi
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0, . . . dTi yi
0, . . . yTi yi

 ,
jej́ıž každý blok obsahuje dva řádky a jeden sloupec.
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Poznámka 229 Matice V̄i vznikne z matice V̄i−1 přidáńım dvou nových sloupc̊u di, yi, a pokud i > m̄,
ubráńım dvou starých sloupc̊u di−m, yi−m. Podobně jednoduše źıskáme matici R̄i z matice R̄i−1. Poč́ıtá
se přitom pouze posledńı sloupec V̄ T

i yi této matice. Matici M̄i = M̄ i
i źıskáme rekurentně tak, že polož́ıme

M̄ i
i−m+1 =

[
m1

i−m+1, m2
i−m+1

m2
i−m+1, m3

i−m+1

]

(indexy 1, 2, 3 jsou umı́stény nahoře) a pro i−m+ 1 ≤ j ≤ i− 1 vypočteme vektor zj = M̄ i
j r̄j , kde r̄j je

j − i+m-tý sloupec matice R̄i, jehož každý sudý prvek je vynásoben č́ıslem γi, a polož́ıme

M̄ i
j+1 =

 M̄ i
j +m3

j+1 zjz
T
j , m2

j+1 zj , m3
j+1 zj

m2
j+1 z

T
j , m1

j+1, m2
j+1

m3
j+1 z

T
j , m2

j+1, m3
j+1

 .
T́ım máme k dispozici všechny matice potřebné k výpočtu matice Hi+1.

Poznámka 230 Směrový vektor si+1 se urč́ı podle vzorce

si+1 = −Hi+1gi+1 = −γigi+1 − ŪiM̄iŪ
T
i gi+1, (357)

kde matice Ūi = [di−m+1, γiyi−m+1, . . . , di, γiyi] vznikne z matice V̄i vynásobeńım každého sudého sloupce
č́ıslem γi. Je tedy vidět, že v i-tém iteračńım kroku spotřebujeme zhruba 6mn operaćı násobeńı a sč́ıtáńı
a použijeme-li postup uvedený v poznámce 227, lze ušetřit zhruba 2(m− 1)n operaćı.

Algoritmus 15 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě vypočteme si podle
vzorce (357) (kde vystupuje i mı́sto i+ 1 a i− 1 mı́sto i).

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Sestroj́ıme matice V̄i, R̄i z matic V̄i−1, R̄i−1 podle poznámky 229 (staré sloupce ub́ıráme pouze
tehdy, pokud i > m̄). Urč́ıme rekurentně matici M̄i podle poznámky 229. Zvětš́ıme i o 1 a
přejdeme na krok 2.

Zp̊usobem, který jsme právě popsali, lze realizovat i aktualizace z Davidonovy tř́ıdy metod s proměnnou
metrikou popsané v odd́ılu 4.8.

Věta 125 Necht’

H+ = H + UMUT , u+ =

(
I − uyT

yTu

)
(d−Hy), (358)

kde U = [u, d−Hy] a
H = H1 + ŪM̄ŪT . (359)

Pak

H+ = H1 + Ū+M̄+Ū
T
+ , u+ =

(
I − uyT

yTu

)
(d−H1y − Ūz)

kde Ū+ = [Ū , u, d−H1y] a

M̄+ =

 M̄ +m3 zz
T , −m2 z, −m3 z

−m2 z
T , m1, m2

−m3 z
T , m2, m3

 . (360)
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Přitom m1, m2, m3 jsou prvky matice M

z = M̄ r̄, r̄ = ŪT y.

Důkaz Dosad́ıme-li (359) do (358), dostaneme

H+ = H1 + Ū M̄ ŪT +
[
u, d−H1y − Ū M̄ ŪT y

]
M
[
u, d−H1y − Ū M̄ ŪT y

]T
= H1 + Ū M̄ ŪT +m1 uu

T

+ m2

(
u(d−H1y)

T + (d−H1y)u
T
)
−m2

(
u (Ūz)T + Ūz uT

)
+ m3 (d−H1y)(d−H1y)

T −m3

(
(d−H1y) (Ūz)

T + Ūz (d−H1y)
T
)
+m3 Ūzz

T ŪT

= H1 +
[
Ū , u, d−H1y

]
M̄+

[
Ū , u, d−H1y

]T
,

kde M̄+ je matice určená vzorcem (360). 2

8.2 Metody redukovaných Hessiánů s omezenou pamět́ı

Necht’ m = max(m̄, i − 1). Zat́ımco metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı generuj́ı matici
Hi vždy z počátečńı (obvykle jednotkové) matice pomoćı m aktualizaćı použ́ıvaj́ıćıch 2m vektor̊u dj ,
yj , i − m ≤ j ≤ i − 1, použ́ıvaj́ı metody redukovaných Hessián̊u jednotkovou matici pouze v prvńım

iteračńım kroku. Směrový vektor si se poč́ıtá pomoćı redukované matice H̃i řádu m, která se aktualizuje,
a pomoćı m vektor̊u zi, 1 ≤ i ≤ m, tvoř́ıćıch ortonormálńı bázi v podprostoru generovaném vektory dj ,
i−m ≤ j ≤ i−1. Tento podprostor se po skončeńı i-tého iteračńıho kroku změńı obvykle tak, že se nejstarš́ı
vektor z1 odstrańı, ostatńı vektory se posunou a přidá se nový vektor zm źıskaný ortogonalizaćı vektoru di.
Abychom lépe pochopili myšlenku metod redukovaných Hessián̊u, budeme nejprve předpokládat, že m̄ = n.
V tomto př́ıpadě jsou metody redukovaných Hessián̊u ekvivalentńı standardńım metodám s proměnnou
metrikou.

Věta 126 Uvažujme metodu s proměnnou metrikou (102)–(104), kde H1 = I. Pak

Hiz ∈ Gi, ∀z ∈ Gi, (361)

Hiw =

(
i−1∏
k=1

γk

)
w, ∀w ∈ G⊥

i , (362)

kde Gi = L(g1, . . . gi) a G⊥
i je ortogonálńı doplněk podprostoru Gi.

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Pro i = 1 je H1 = I, takže Hz = z ∈ G1, ∀z ∈ G1, a Hw = w, ∀w ∈ G⊥
1 .

Předpokládejme, že (361)–(362) plat́ı pro nějaký index i ∈ N a označme ωi =
∏i

k=1 γk.

(a) Necht’ Higi+1 = z + w, kde z ∈ Gi+1 a w ∈ G⊥
i+1 ⊂ G⊥

i . Pak podle (362) plat́ı

wTw = wT z + wTw = wTHigi+1 = ωi−1w
T gi+1 = 0,

nebot’ gi+1 ∈ Gi+1. Můžeme tedy psát Higi+1 = z ∈ Gi+1 a jelikož podle indukčńıho předpokladu plat́ı
Higi ∈ Gi ⊂ Gi+1, dostaneme di = −αiHigi ∈ Gi+1 a Hiyi = Hi(gi+1 − gi) ∈ Gi+1, takže L(Ui) ⊂ Gi+1. To
spolu s (103) dává Hi+1gj = γiHigj + UiMiU

T
i gj ∈ Gi+1, ∀1 ≤ j ≤ i, a použit́ım (104) dostaneme

Hi+1gi+1 = Hi+1gi +Hi+1yi = Hi+1gi + ρidi ∈ Gi+1.

T́ım jsme dokázali, že Hi+1gj ∈ Gi+1 ∀1 ≤ j ≤ i+ 1, neboli Hi+1z ∈ Gi+1, ∀z ∈ Gi+1.

(b) Necht’ nyńı w ∈ G⊥
i+1 ⊂ G⊥

i . Jelikož podle (a) plat́ı L(Ui) ⊂ Gi+1, dostaneme UT
i w = 0, což spolu s

(103) dává Hi+1w = γiHiw. Protože w ∈ G⊥
i , můžeme podle indukčńıho předpokladu psát Hi+1w = ωiw.

2

207



Důsledek 18 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 126 a necht’ matice Hi, i ∈ N , jsou pozitivně definitńı.
Pak Si = Gi, i ∈ N , kde Si = L(s1, . . . , si).

Důkaz Jelikož s1 = −g1, můžeme psát S1 = L(s1) = L(g1) = G1. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
nějaký index i ∈ N . Podle věty 126 plat́ı si+1 = −Hi+1gi+1 ∈ Gi+1, takže Si+1 ⊂ Gi+1. Necht’ gi+1 ̸∈ Gi

(v opačném př́ıpadě plat́ı Gi+1 = Gi a neńı co dokazovat). Ukážeme, že také Higi+1 ̸∈ Gi. Pokud totiž
Higi+1 ∈ Gi, muśı platit wTHigi+1 = ωi−1w

T gi+1 = 0, ∀w ∈ G⊥
i , takže nutně gi+1 ∈ Gi, což je spor s

předpokladem že gi+1 ̸∈ Gi. Jelikož Higi+1 ̸∈ Gi a Higi ∈ Gi, plat́ı Hiyi = Hi(gi+1 − gi) ̸∈ Gi. Jelikož
vektor si+1 je podle (218) lineárńı kombinaćı vektor̊u di a Hiyi, kde di = −αiHigi ∈ Gi a koeficient u Hiyi
je nenulový (nebot’ matice Hi+1 je podle předpokladu pozitivně definitńı), muśı platit si+1 ̸∈ Gi, takže
Si+1 = Gi+1. 2

Věta 127 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 126 a necht’ Zi je matice, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonormálńı
bázi v Gi. Pak plat́ı

Hi = ZiH̃iZ
T
i +

(
i−1∏
k=1

γk

)
(I − ZiZ

T
i ), H̃i = ZT

i HiZi. (363)

Důkaz Podle věty 126 plat́ı HiZi = ZiH̃i, kde H̃i je nějaká čtvercová regulárńı matice. Vynásob́ıme-li
tuto rovnost matićı ZT

i , dostaneme H̃i = ZT
i HiZi (nebot’ Z

T
i Zi = I). Lze tedy psát(

ZiH̃iZ
T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i )
)
Zi = ZiH̃i = HiZi.

Necht’Wi je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v G⊥
i , takže ZT

i Wi = 0. Pak podle věty 126 plat́ı(
ZiH̃iZ

T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i )
)
Wi = ωi−1Wi = HiWi.

Jelikož čtvercová matice [Zi,Wi] je ortogonálńı (a tedy regulárńı), plat́ı (363). 2

Poznámka 231 Jelikož gi ∈ Gi, můžeme podle (363) psát Higi = ZiH̃iZ
T
i gi. Směrový vektor si = −Higi

se tedy vypočte podle vzorc̊u

g̃i = ZT
i gi, s̃i = −H̃ig̃i, si = Zis̃i.

Poznamenejme, že v těchto vzorćıch se použ́ıvá pouze redukovaná matice H̃i a matice Zi jej́ıž sloupce tvoř́ı
bázi v Gi.

Poznámka 232 Matice Zi+1 = [Zi, zi+1] vznikne z matice Zi přidáńım sloupce zi+1, který se źıská
ortogonalizaćı vektoru gi+1. Necht’ Pi = I − ZiZ

T
i . Předpokládejme, že vektor gi+1 nelež́ı v Gi (takže

Pigi+1 ̸= 0). Pak můžeme položit zi+1 = Pigi+1/∥Pigi+1∥ a

Ĥi =

[
H̃i, 0

0,
∏i−1

k=1 γk

]
.

Věta 128 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 126 a vektor gi+1 nelež́ı v Gi. Pak plat́ı Ĥi = ZT
i+1HiZi+1

a

Hi = Zi+1ĤiZ
T
i+1 +

(
i−1∏
k=1

γk

)
(I − Zi+1Z

T
i+1), (364)

takže
ĝi = ZT

i+1gi, ŝi = −Ĥiĝi, si = Zi+1ŝi.
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Necht’
H̃i+1 = γi(Ĥi + ÛiMiÛ

T
i ), Ûi = [d̂i, Ĥiŷi], (365)

kde d̂i = αiŝi a ŷi = ZT
i+1yi. Pak plat́ı

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i ), Ui = [di, Hiyi]

(vztah (103)). Přitom ai = yTi Hiyi = ŷTi Ĥiŷi a bi = yTi di = ŷTi d̂i.

Důkaz (a) Jelikož zi+1 ∈ G⊥
i , můžeme podle (363) psát ZT

i Hizi+1 = H̃iZ
T
i zi+1 = 0 a zTi+1Hizi+1 = ωi−1,

kde ωi−1 =
∏i−1

k=1 γk (nebot’ zTi+1zi+1 = 1). Plat́ı tedy Ĥi = ZT
i+1HiZi+1. Dále podle věty 127 dostaneme

Zi+1ĤiZ
T
i+1 + ωi−1(I − Zi+1Z

T
i+1) = [Zi, zi+1]

[
H̃i, 0
0, ωi−1

] [
ZT
i

zTi+1

]
+ ωi−1(I − ZiZ

T
i − zi+1z

T
i+1)

= ZiH̃iZ
T
i + ωi−1zi+1z

T
i+1 + ωi−1(I − ZiZ

T
i − zi+1z

T
i+1)

= ZiH̃iZ
T
i + ωi−1(I − ZiZ

T
i ) = Hi

a jelikož gi ∈ Gi ⊂ Gi+1, plat́ı si = −Higi = −Zi+1ĤiZi+1gi, neboli ĝi = ZT
i+1gi, ŝi = −Ĥiĝi, si = Zi+1ŝi.

Poznamenejme, že z gi ∈ Gi plyne z
T
i+1gi = 0, takže

ĝi = ZT
i+1gi =

[
g̃i
0

]
, ŝi = −Ĥiĝi = −

[
H̃i, 0
0, ωi−1

] [
g̃i
0

]
=

[
s̃i
0

]
, d̂i = αiŝi =

[
d̃i
0

]
. (366)

Jelikož zTi+1gi = 0, můžeme psát

zTi+1yi = zTi+1gi+1 =
gTi+1Pigi+1

∥Pigi+1∥
= ∥Pigi+1∥

(nebot’ matice Pi = I − ZiZ
T
i je idempotemtńı), takže

ŷ = ZT
i+1yi =

[
ZT
i yi

zTi+1yi

]
=

[
ỹi
∥Pigi+1∥

]
. (367)

Č́ıslo ∥Pigi+1∥ známe, nebot’ ho potřebujeme k určeńı vektoru zi+1 (poznámka 232).

(b) Zřejmě di = Zi+1d̂i a bi = yTi di = yTi Zi+1d̂i = ŷTi d̂i. Jelikož yi = gi+1 − gi ∈ Gi, plat́ı podle (364)

Hiyi = Zi+1Ĥiŷi a ai = yTi Hiyi = ŷTi Ĥiŷi. Můžeme tedy psát Ui = Zi+1Ûi. Použijeme-li (363) a (365),
dostaneme

Hi+1 = Zi+1H̃i+1Z
T
i+1 + ωi(I − Zi+1Z

T
i+1)

= γi

(
Zi+1ĤiZ

T
i+1 + Zi+1ÛiMiÛ

T
i Z

T
i+1 + ωi−1(I − Zi+1Z

T
i+1)

)
= γi(Hi + UiMiU

T
i ),

což je právě vztah (103). 2

Poznámka 233 Lež́ı-li vektor gi+1 v Gi, můžeme položit Zi+1 = Zi, Ĥi = H̃i a v aktualizaci (365) použ́ıt

vektory d̂i = d̃i = αis̃i a ŷi = ỹi = ZT
i yi. Pak Zi+1Ûi = ZiŨi = Ui, takže (365) je ekvivalentńı s (103).

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 16 Data δ > 0, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
Z1 := [ g1/∥g1∥ ], H̃1 := [1] a i := 1.
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Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme g̃i := ZT
i gi, s̃i := −H̃ig̃i a

si := Zis̃i.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme d̃i := αis̃i, ỹi := ZT

i (gi+1 − gi).

Krok 4 Pokud ∥Pigi+1∥ ≤ δ∥gi+1∥, polož́ıme Zi+1 := Zi, Ĥi := H̃i, d̂i := d̃i, ŷi := ỹi. Pokud ∥Pigi+1∥ >
δ∥gi+1∥, urč́ıme matice Zi+1, Ĥi podle poznámky 232, vektor d̂i podle (366) a vektor ŷi podle
(367).

Krok 5 Zvoĺıme parametry ρi, γi a ηi (tak jako v Algoritmu 4) a urč́ıme matici H̃i+1 podle (365).

Krok 6 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Algoritmus 16 je teoreticky shodný s algoritmem 4 a měl by být správě uveden v odd́ılu 4.8 jako modifikace
algoritmu 4. Výhoda algoritmu 16 spoč́ıvá v tom, že se pro i < n pracuje s menš́ımi maticemi, což vede
v tomto př́ıpadě k úspoře času. Jelikož operace s ortonormálńımi bázemi vyžaduj́ı aritmetické operace
nav́ıc, je výhodné přej́ıt pro i ≥ n na algoritmus 4. Hlavńı př́ınos metod redukovaných Hessián̊u spoč́ıvá
v tom, že lze jejich myšlenku použ́ıt pro rozsáhlé úlohy, omeźıme-li řád redukovaných matic na m̄≪ n.

Necht’ 0 < m̄ < n, i ∈ N a m = min(m̄, i). Označme Gi = L(gi−m+1, . . . , gi),

Si = L(si−m+1, . . . , si−1, si), Si = [si−m+1, . . . , si−1, si],

S ′
i = L(si−m+1, . . . , si−1, gi), S′

i = [si−m+1, . . . , si−1, gi]

a
Hi = ZiH̃iZ

T
i + γ̂i(I − ZiZ

T
i ), H̃i = ZT

i HiZi, (368)

kde Zi je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi v S ′
i, přičemž S′

i = ZiR
′
i, kde R

′
i je nějaká horńı trojúhelńıková

matice (γ̂i je hodnota specifikovaná v poznámce 237). Metody redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı
použ́ıvaj́ı směrový vektor si = −Higi, kde Hi je matice určená vztahem (368). Jelikož gi ∈ S ′

i, plat́ı
(I−ZiZ

T
i )gi = 0 a směrový vektor lze určit podle vzorc̊u uvedených v poznámce 231. Stač́ı tedy uchovávat

pouze redukovanou matici H̃i a matici Zi, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi v S ′
i.

Poznámka 234 Ke konstrukci matice H̃i bychom mohli použ́ıt podprostor Gi mı́sto S ′
i. Metody použ́ıvaj́ı-

ćı podprostor S ′
i jsou však účinněǰśı. Je to zp̊usobeno t́ım, že po sńıžeńı dimenze (vyškrtnut́ı sloupce v

matici Zi+1) již neplat́ı Si = Gi a použit́ı podprostoru S ′
i je pro metody redukovaných Hessián̊u s omezenou

pamět́ı výhodněǰśı.

Algoritmus metod redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı se od algoritmu 16 lǐśı pouze t́ım, že
matice Zi a S

′
i = ZiR

′
i mohou mı́t nanejvýš m̄ sloupc̊u. Má-li matice Zi+1 (źıskaná v kroku 5 algoritmu 16)

v́ıce než m̄ sloupc̊u, je třeba ji upravit tak, aby měla m̄ sloupc̊u a aby platilo S′
i+1 = Zi+1R

′
i+1, kde R

′
i+1

je nějaká horńı trojúhelńıková matice řádu m̄. Tato procedura vnáš́ı do algoritmu metod redukovaných
Hessián̊u s omezenou pamět́ı nové problémy technického charakteru, které je třeba vyřešit. Předně je
třeba ukládat horńı trojúhelńıkovou matici R′

i řádu nejvýše m̄ takovou, že S′
i = ZiR

′
i. Tuto matici je třeba

upravovat společně s matićı Zi.

Lemma 38 Necht’ S′
i = ZiR

′
i. Pak R′

i = [R−
i , g̃i] a polož́ıme-li Ri = [R−

i , s̃i], plat́ı Si = ZiRi.

Důkaz Necht’ S′
i = ZiR

′
i a R

′
i = [R−

i , r
′
i]. Pak gi = Zir

′
i a g̃i = ZT

i gi = ZT
i Zir

′
i = r′i (nebot’ Z

T
i Zi = I),

takže S′
i = Zi[R

−
i , g̃i]. Podobně Si = Zi[R

−
i , ri] = Zi[R

−
i , s̃i], nebot’ si = Zis̃i. 2

Lemma 39 Necht’ Si = ZiRi, kde Zi, Ri jsou matice vystupuj́ıćı v lemmatu 38. Předpokládejme, že
Pigi+1 = (I − ZiZ

T
i )gi+1 ̸= 0 a položme

Z+
i+1 =

[
Zi,

Pigi+1

∥Pigi+1∥

]
, R+

i+1 =

[
Ri, ZT

i gi+1

0, ∥Pigi+1∥

]
.

Pak plat́ı [Si, gi+1] = Z+
i+1R

+
i+1.
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Důkaz Zřejmě ZiRi = Si a ZiZ
T
i gi+1 + zi+1∥Pigi+1∥ = ZiZ

T
i gi+1 + (I − ZiZ

T
i )gi+1 = gi+1. 2

Lemma 40 Necht’ matice Z+
i+1, R

+
i+1 = [ti+1, Ti+1], vystupuj́ıćı v lemmatu 39, maj́ı m̄+ 1 sloupc̊u (takže

ti+1 je vektor a Ti+1 je horńı Hessenbergova matice, která má m̄ + 1 řádk̊u a m̄ sloupc̊u). Necht’ Qi+1 je
ortogonálńı matice řádu m̄+ 1 taková, že

QT
i+1Ti+1 =

[
R′

i+1

0

]
, (369)

kde R′
i+1 je horńı trojúhelńıková matice řádu m̄. Pak S′

i+1 = Zi+1R
′
i+1, kde [Si, gi+1] = [si−m+1, S

′
i+1]

a Zi+1 je matice obsahuj́ıćı prvńıch m̄ sloupc̊u matice Z+
i+1Qi+1. Sloupce matice Zi+1 tvoř́ı ortonormálńı

bázi v S ′
i+1

Důkaz Podle lemmatu 39 plat́ı [Si, gi+1] = [si−m+1, S
′
i+1] = Z+

i+1R
+
i+1 = Z+

i+1[ti+1, Ti+1], neboli S
′
i+1 =

Z+
i+1Ti+1, kde Ti+1 je horńı Hessenbergova matice, která má m̄ + 1 řádk̊u a m̄ sloupc̊u. Necht’ Qi+1 je

ortogonálńı matice řádu m̄+ 1, pro kterou plat́ı (369). Pak lze psát

S′
i+1 = Z+

i+1Ti+1 = Z+
i+1Qi+1Q

T
i+1Ti+1 = Z+

i+1Qi+1

[
R′

i+1

0

]
.

Jelikož (Z+
i+1Qi+1)

TZ+
i+1Qi+1 = QT

i+1Qi+1 = I, tvoř́ı sloupce matice Zi+1 ortonormálńı bázi v S ′
i+1. 2

Poznámka 235 Ortogonálńı matice Qi+1 je obvykle součinem Givensových matic elementárńıch rotaćı
(poznámka 210). Pak

Qi+1 = Q12Q23 . . . Qm̄,m̄+1,

kde Qj,j+1, 1 ≤ j ≤ m̄, jsou matice definované v poznámce 208.

Poznámka 236 Necht’ H̃+
i+1 = (Z+

i+1)
THi+1Z

+
i+1 je symetrická matice řádu m̄+ 1 a Qi+1 je ortogonálńı

matice řádu m̄+ 1 použitá v lemmatu 40. Pak vyškrtneme-li v matici

QT
i+1H̃

+
i+1Qi+1 = (Z+

i+1Qi+1)
THi+1Z

+
i+1Qi+1

posledńı řádek a posledńı sloupec, dostaneme matici H̃i+1 = ZT
i+1Hi+1Zi+1. Z toho plyne, že aplikujeme-

li elementárńı rotace na řádky Hessenbergovy matice Ti+1, muśıme je též aplikovat na řádky a sloupce
redukované matice H̃+

i+1.

Poznámka 237 Sńıžeńım dimenze redukované matice (poznámka 236) ztráćıme část informaćı z předcho-
źıch iteračńıch krok̊u. Proto neńı logické použ́ıvat v matici Ĥi součin škálovaćıch koeficient̊u ze všech
předchoźıch iteraćı. Tak jako u metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı použijeme pouze posledńı
škálovaćı koeficient. Polož́ıme

Ĥi =

[
H̃i, 0
0, γ̂i

]
, (370)

kde bud’ γ̂i = 1 nebo γ̂i = γi. Pokud γ̂i = 1, použijeme v aktualizaci

H̃+
i+1 = γi(Ĥi + ÛiMiÛ

T
i ), Ûi = [d̂i, Ĥiŷi], (371)

škálovaćı koeficient γi. Pokud γ̂i = γi, polož́ıme v (371) γi = 1.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 17 Data m̄ < n, δ > 0, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
Z1 := [ g1/∥g1∥ ], R′

1 := [∥g1∥], H̃1 := [1] a i := 1.
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Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme g̃i := ZT
i gi, s̃i := −H̃ig̃i,

si := Zis̃i a urč́ıme matici Ri tak jako v lemmatu 38.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme d̃i := αis̃i, ỹi := ZT

i (gi+1 − gi).

Krok 4 Pokud ∥Pigi+1∥ ≤ δ∥gi+1∥, polož́ıme Z+
i+1 := Zi, R

+
i+1 := Ri, Ĥi := H̃i, d̂i := d̃i, ŷi := ỹi.

Pokud ∥Pigi+1∥ > δ∥gi+1∥, urč́ıme matice Z+
i+1, R

+
i+1 tak jako v lemmatu 39, matici Ĥi podle

(370) a vektory d̂i, ŷi podle (366), (367).

Krok 5 Zvoĺıme parametry ρi, γi a ηi a urč́ıme matici H̃+
i+1 podle (371).

Krok 6 Maj́ı-li matice Z+
i+1, R

+
i+1 nejvýše m̄ sloupc̊u, polož́ıme Zi+1 := Z+

i+1, R
′
i+1 := R+

i+1 a H̃i+1 :=

H̃+
i+1. V opačném př́ıpadě urč́ıme matice Zi+1, R

′
i+1 tak jako v lemmatu 40 a matici H̃i+1 tak

jako v poznámce 236.

Krok 7 Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Abychom se v algoritmu 17 mohli odvolávat na př́ıslušné vzorce, použ́ıváme matice Z, R, H s r̊uznými
indexy. Ve skutečnosti jsou všechny matice označené stejným ṕısmenem uloženy na stejném mı́stě v paměti
poč́ıtače, takže př́ıkazy Z+

i+1 := Zi, R
+
i+1 := Ri, Ĥi := H̃i v kroku 3 a př́ıkazy Zi+1 := Z+

i+1, R
′
i+1 := R+

i+1,

H̃i+1 := H̃+
i+1 v kroku 6 jsou fiktivńı (nic se nepřesouvá).

Algoritmus 17 představuje pouze jeden zp̊usob, jak lze realizovat metody redukovaných Hessián̊u s
omezenou pamět́ı. Často se mı́sto matic H̃i použ́ıvaj́ı matice B̃i = H̃−1

i .

Lemma 41 Necht’ Hi je matice určená vztahem (368) a

Bi = ZiB̃iZ
T
i +

1

γ̂i
(I − ZiZ

T
i ), B̃i = ZT

i BiZi. (372)

Pak HiBi = I právě tehdy, jestlǐze H̃iB̃i = I

Důkaz Jelikož ZT
i Zi = I, můžeme psát HiBi = ZiH̃iB̃iZ

T
i + I − ZiZ

T
i . Jestliže H̃iB̃i = I, dostaneme

HiBi = ZiZ
T
i +I−ZiZ

T
i = I. Jestliže HiBi = I, můžeme psát I = Zi(H̃iB̃i−I)ZT

i +I, což po vynásobeńı
ZT
i zleva a Zi zprava dává H̃iB̃i − I = 0. 2

Poznámka 238 Ukázali jsme, že pokud Hi = B−1
i , plat́ı H̃i = B̃−1

i a (368) lze zapsat ve tvaru

Hi = ZiB̃
−1
i ZT

i + γ̂i(I − ZiZ
T
i ), B̃i = ZT

i BiZi.

V tomto př́ıpadě se směrový vektor určuje podle vzorc̊u

g̃i = ZT
i gi, B̃is̃i = −g̃i, si = Zis̃i.

Mı́sto matice B̃i se použ́ıvá Choleského rozklad Bi = LiL
T
i kde Li je dolńı trojúhelńıková matice, která

se aktualizuje metodami popsanými v odd́ılu 4.7.

Poznámka 239 Použ́ıváme-li Choleského rozklad matice B̃i, zkomplikuje se krok 6 algoritmu 17. Aby-
chom źıskali rozklad B̃i+1 = Li+1Li+1 z rozkladu B̃+

i+1 = L+
i+1L

+
i+1, je třeba matici L+

i+1 vynásobit zleva
matićı Qi+1. T́ım se ale poruš́ı jej́ı tvar (neńı již dolńı trojúhelńıková, ale dolńı Hessenbergova). Např́ıklad
v matici Q12L

+
i+1 vznikne nový nenulový prvek v prvńım řádku a druhém sloupci. Abychom tento prvek

opět vynulovali, muśıme matici Q12L
+
i+1 vynásobit zprava vhodnou Givensovou matićı Q̃12. Pokračujeme-li

takto dále, dostaneme dolńı trojúhelńıkovou matici

QT
i+1L

+
i+1Q̃i+1 = (Q12Q23 . . . Qm̄,m̄+1)

TL+
i+1Q̃12Q̃23 . . . Q̃m̄,m̄+1,

takže QT
i+1B̃

+
i+1Qi+1 = QT

i+1L
+
i+1Q̃i+1(Q

T
i+1L

+
i+1Q̃i+1)

T (nebot’ Q̃i+1Q̃
T
i+1 = I). Matici Li+1 dostaneme

tak, že v matici QT
i+1L

+
i+1Q̃i+1 vyškrtneme posledńı řádek a posledńı sloupec.
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Algoritmus 17 lze modifikovat tak, abychom ušetřili operace potřebné k úpravám matice Z+
i+1 (jde o

ortogonálńı transformace použité v lemmatu 40). Z tohoto d̊uvodu použ́ıváme mı́sto matice Zi některou z
matic S′

i(R
′
i)

−1, Si(Ri)
−1. V matićıch S′

i, Si se pouze vyměňuj́ı sloupce, takže jejich úpravy jsou nenáročné,
a matice R′

i, Ri jsou malé a horńı trojúhelńıkové. Modifikovaný algoritmus 17 vypadá takto.

(a) Směrový vektor v kroku 3 poč́ıtáme postupně podle vzorc̊u ũi := (S′
i)

T gi, (R
′
i)

T g̃i = ũi, s̃i := −H̃ig̃i,
R′

iṽi = s̃i, si := S′
iṽi.

(b) V kroku 3 vypočteme vektor g̃i+1 = ZT
i gi+1 řešeńım soustavy rovnic RT

i g̃i+1 = ST
i gi+1, polož́ıme

ỹi = g̃i+1 − g̃i a spočteme č́ıslo ∥Pigi+1∥ =
√
gTi+1gi+1 − g̃Ti+1g̃i+1.

Matice Zi se v modifikovaném algoritmu nepouž́ıvá.

8.3 Posunuté metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Směrový vektor źıskaný metodou redukovaných gradient̊u lze zapsat ve tvaru

si = −ZiH̃iZ
T
i gi = −SiS

T
i gi, Si = ZiH̃

1/2
i

(matice Si ∈ Rn×m, kde m = max(m̄, i− 1), má zde stejný význam jako v odd́ılu 4.2 a je r̊uzná od matice
Si použité v odd́ılu 8.2). Podstatné je, že matice Zi je zkonstruovaná tak, že gi ∈ L(Si) = L(Zi), takže
ST
i gi ̸= 0 (a tud́ıž si ̸= 0), pokud gi ̸= 0. Požadavek, aby platilo ST

i gi ̸= 0, pokud gi ̸= 0, ztěžuje použit́ı
obecněǰśıch metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı takových, že si = −SiS

T
i gi, kde matice Si,

která má nanejvýš m̄ sloupc̊u, se aktualizuje pomoćı metod popsaných v odd́ılu 4.2. Pro praktické použit́ı
je výhodněǰśı předpokládat, že si = −Higi, kde

Hi = ζiI + H̄i = ζiI + ŪiM̄iŪ
T
i ,

přičemž ζi > 0 a matice Ūi má omezený počet sloupc̊u. V tomto tvaru lze zapsat metody s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı (vzorec (351)), kdy ζi = γi−1 a matice Ūi má nejvýše 2m̄ slouc̊u, i metody
redukovaných Hessián̊u s omezenou pamět́ı (vzorec (368)), kdy ζi = γ̂i, Ūi = Zi a M̄i = H̃i − γ̂iI.
Poznamenejme, že matice ŪiM̄iŪ

T
i nemuśı být pozitivně semidefinitńı.

V tomto od́ılu se budeme zabývat metodami, které použ́ıvaj́ı směrový vektor si = −Higi, kde

Hi = ζiI + H̄i = ζiI + S̄iS̄
T
i , (373)

přičemž č́ıslo ζi > 0 a matice H̄i = S̄iS̄
T
i se aktualizuj́ı tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

Hi+1yi = ρidi, neboli
H̄i+1yi = ρid̄i, d̄i = di − ζi+1yi (374)

(v prvńım iteračńım kroku pokládáme ζ1 = 1 a H̄1 = 0). Poznamenejme, že matice H̄i = S̄iS̄
T
i , S̄ ∈ Rm×n,

je vždy pozitivně semidefinitńı.
Abychom lépe porozuměli posunutým metodám s proměnnou metrikou, budeme nejprve předpokládat,

že m̄ = n, takže matice S̄ může mı́t n sloupc̊u a matice H̄ může být regulárńı. Podobným zp̊usobem jako
v odd́ılu 4.1 můžeme odvodit obecnou aktualizaci

H̄+ = H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
, (375)

kde ā = yT H̄y a b̄ = yT d̄, která vyhovuje kvazinewtonovské podmı́nce (374). Jelikož v prvńıch n iteračńıch
kroćıch je matice H̄ singulárńı, může nastat př́ıpad, že H̄y = 0. V tomto př́ıpadě vynecháme v (375)
všechny členy obsahuj́ıćı H̄y, takže

H̄+ = H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T . (376)

Věta 129 Necht’ matice H̄ je pozitivně semidefinitńı, η ≥ 0 a ζ+ < b/yT y. Pak matice H̄+ určená vztahem
(375) je pozitivně semidefinitńı.
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Důkaz Pokud η ≥ 0, můžeme použ́ıt pseudosoučinový vzorec (121), kam dosad́ıme hodnoty s pruhem.
Podle tohoto vzorce je matice H̄+ pozitivně semidefinitńı pokud b̄ > 0 (předpokládáme, že ρ/γ > 0). Stač́ı
tedy ověřit podmı́nku b̄ = b − ζ+y

T y > 0, což dává ζ+ < b/yT y. Hodnotu b̄ = 0 vylučujeme, nebot’ b̄ se
vyskytuje ve jmenovateli pseudosoučinového vzorce. 2

U posunutých metod s proměnnou metrikou velmi zálež́ı na hodnotě parametru ζi+1. Abychom vyhověli
předpoklad̊um věty 129 polož́ıme ζi+1 = σibi/y

T
i yi, kde 0 < σi < 1. Je-li hodnota σi př́ılǐs malá, má matice

Hi+1 malé nejmenš́ı vlastńı č́ıslo, takže může platit ∥si∥ ≈ 0 i když ∥gi∥ > 0. Je-li hodnota σi př́ılǐs velká,
norma natice S̄i+1 obvykle exponenciálně nar̊ustá a jej́ı sloupce se stávaj́ı lineárně závislými. Voĺıme-li
hodnotu σi konstantńı, je vhodné, aby ležela v intervalu 0.20 ≤ σi ≤ 0.25 (např́ıklad σi = 0.22). Teoreticky
podloženěǰśı hodnotu parametru σi lze źıskat pomoćı následuj́ıćı věty.

Věta 130 Necht’ V̄ = I − y d̄T /yT d̄, kde d̄ = d − σ(yT d/yT y)y, a necht’ v je libovolný vektor takový, že
yT v = yT d. Pak plat́ı ∣∣∣∣∥V̄ T v∥

∥v∥
− ω

∣∣∣∣ ≤ (1 + ω)
∥v − d∥
∥v∥

,

kde

ω =
σ

1− σ

√
1− τ , τ =

(yT d)2

yT ydT d
.

Důkaz Podle předpokladu plat́ı yT d̄ = yT (d− σ(yT d/yT y)y) = (1− σ)yT d a

V̄ T v = v − yT v

yT d̄
d̄ = v − yT d

yT d̄
d̄ = v − 1

1− σ
d̄ = v − d− σ

1− σ
d̄.

Protože ∥d̄∥ = ∥d− σ(yT d/yT y)y∥ = ∥d∥
√
1− τ , můžeme psát | ∥V̄ T v∥ − ω∥d∥ | ≤ ∥v − d∥, takže∣∣∣∣∥V̄ T v∥

∥v∥
− ω

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∥V̄ T v∥
∥v∥

− ω
∥d∥
∥v∥

∣∣∣∣+ ω
∥v − d∥
∥v∥

≤ (1 + ω)
∥v − d∥
∥v∥

.

2

Jak již bylo konstatováno, je-li hodnota σ př́ılǐs velká, norma natice S̄ obvykle exponenciálně nar̊ustá
a jej́ı sloupce se stávaj́ı lineárně závislými (dokládaj́ı to numerické experimenty). V tomto př́ıpadě je
např́ıklad prvńı sloupec matice S, který označ́ıme symbolem v, téměř rovnoběžný s vektorem d a vhod-
nou normalizaćı lze doćılit toho, že yT v = yT d a č́ıslo ∥v − d∥/∥v∥ je malé. Pak podle věty 130 plat́ı
∥V̄ T v∥/∥v∥ ≈ ω. Jelikož vektor V̄ T v je podle (385) prvńım sloupcem matice S̄+, je vhodné volit č́ıslo
σ tak, aby platilo ω ≤ 1, což dává σ ≤ 1/(1 +

√
1− τ). Většinou je nutné tuto hodnotu ještě zmenšit.

Ukázalo se, že je vhodné vynásobit ji č́ıslem
√
1− ā/a, takže

σ =

√
1− ā/a

1 +
√
1− b2/(yT ydT d)

. (377)

Volba (377) vyhovuje předpoklad̊um věty 134 a od̊uvodňuje ji také následuj́ıćı věta.

Věta 131 Necht’ H̄+ je matice určená podle vzorce (375), kde H̄ = 0. Pak matice H+ = ζ+I + H̄+, kde
ζ+ = σb̄/yT y a č́ıslo σ je určeno podle (377), je optimálně podmı́něná.

Důkaz Pokud H̄ = 0, plat́ı H̄y = 0 a ā = 0 a použit́ım (376) dostaneme H+ = ζ+I + (ρ/b̄)d̄d̄T , takže
matice (1/ζ+)H+ má podle lemmatu 10 n − 1 jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylé vlastńı č́ıslo, které se
rovná č́ıslu podmı́něnosti, je dáno vztahem κ+ = 1 + (1/ζ+)(ρ/b̄)d̄

T d̄. Použijeme-li vztahy ζ+ = σb/yT y,
b̄ = (1−σ)b a d̄ = d−σby/yT y, dostaneme pro č́ıslo podmı́něnosti matice (1/ζ+)H+ (a tedy i H+) rovnost

κ+ − 1

ρ
=

1

ζ+b̄
d̄T d̄ =

yT y

σ(1− σ)b2

(
dT d− 2σ

b2

yT y
+ σ2 b2

yT y

)
=

1

σ(1− σ)

(
yT ydT d

b2
− 2σ + σ2

)
=

1

1− σ

(
1

στ
− 1

)
− 1,
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takže (
κ+
ρ

+ 1

)′

=
1

(1− σ)2

(
1

στ
− 1

)
− 1

1− σ

(
1

σ2τ

)
= −σ

2τ − 2σ + 1

σ2(1− σ)2τ
.

Optimálńı hodnota parametru σ tedy vyhovuje kvadratické rovnici σ2τ − 2σ + 1 = 0, která má řešeńı
σ = (1 −

√
1− τ)/τ = 1/(1 +

√
1− τ) (bereme kořen, pro který plat́ı 0 < σ < 1), a protože ā = 0,

dostaneme (377). 2

V kvazinewtonovské podmı́nce (374) použ́ıváme parametr ρ > 0. Tento parametr má poněkud jiný
význam, než v př́ıpadě standardńıch metod s proměnnou metrikou. Jeho význam ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 132 Necht’ H+ = ζ+I + H̄+, kde ζ+ = σyT d/yT y a H̄+ je matice źıskaná aktualizaćı (375) (kde
d̄ = d− ζ+y). Pak jestlǐze ρ = σ/(1− σ), plat́ı

yT H̄+y

yT y
= ζ+.

Důkaz Z H̄+y = ρd̄ plyne H+y = (1− ρ)ζ+y + ρd, takže yTH+y = (1− ρ)ζ+y
T y + ρb = σb+ (1− σ)ρb.

Polož́ıme-li ρ = σ/(σ − 1), plat́ı yTH+y = 2σb = 2ζ+y
T y. Ze vztahu

yTH+y

yT y
= ζ+ +

yT H̄+y

yT y
= 2ζ+

pak plyne tvrzeńı věty. 2

Poznámka 240 Z věty 132 plyne, že pokud ρ = σ/(σ − 1), jsou oba členy v (373) v jistém smyslu
souměřitelné. Jiná vhodná hodnota parametru ρ je ρ = ζ/(ζ + ζ+).

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı posunutých metod s proměnnou metrikou. Tak jako
v odd́ılu 4.5 budeme předpokládat že funkce F : Rn → R vyhovuje podmı́nkám (F1), (F4), (F5). Pak
(podobně jako v d̊ukazu lemmatu 24) dostaneme

G ≤ yT y

yT d
≤ G,

σ

G
≤ σ

G
≤ ζ+ ≤ σ

G
≤ σ

G
(378)

(pokud 0 < σ ≤ σ ≤ σ < 1), nebot’ ζ+ = σyT d/yT y. Dále budeme předpokládat, že posunutá metoda
s proměnnou metrikou je realizována jako metoda spádových směr̊u (s výběrem délky kroku splňuj́ıćım
slabou Wolfeho podmı́nku). Nejprve vyšetř́ıme př́ıpad kdy 0 ≤ η < 1.

Lemma 42 Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s aktualizaćı (375), kde 0 < ρ ≤ ρ ≤ ρ a
0 < σ ≤ σ ≤ σ < 1, s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje
podmı́nky (F1), (F4), (F5). Pak, existuje-li konstanta C > 0 taková, že

TrH̄i+1 ≤ TrH̄i + C ∀i ∈M, (379)

plat́ı
lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0. (380)

Důkaz Plat́ı-li (379), můžeme s použit́ım (378) psát

∥Hi+1∥ ≤ ζi+1 + ∥H̄i+1∥ ≤ σ

G
+TrH̄i + C ≤ σ

G
+TrH̄1 + Ci ≤ C(i+ 1)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že konstanta C byla vybrána tak, že σ/G+TrH̄1 ≤ C). Dostaneme
tedy

cos2 θi =
(sTi gi)

2

gTi gis
T
i si

=
gTi (ζiI + H̄i)gi

gTi gi

sTi H
−1
i si

sTi si
≥ ζi

∥Hi∥
≥ σ

C Gi
,

takže plat́ı
∑∞

i=1 cos
2 θi = ∞, z čehož podle věty 9 plyne (380). 2
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Věta 133 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 42. Pak, existuje-li konstanta C > 0 taková že η ≤
b̄C/(ā+ b̄C), plat́ı (380).

Důkaz Jestliže η < 1, můžeme aktualizaci (375) zapsat ve tvaru (124), kde vystupuj́ı veličiny s pruhem a
kde

µ̄ =
1

āb̄

(
η
ā

b̄
+ (1− η)ρ

)
.

Jelikož pro libovolnou symetrickou matici H̄ a pro libovolné vektory u, v plat́ı Tr(H̄ + uuT − vvT ) =
TrH̄ + uTu− vT v ≤ TrH̄ + uTu, dostaneme použit́ım (124) nerovnost

TrH̄+ ≤ TrH̄ +
µ̄āb̄

1− η

d̄d̄

ȳT d̄
≤ TrH̄ +

µ̄āb̄

(1− η)G
= TrH̄ +

(
η

1− η

ā

b̄
+ ρ

)
1

G
.

Jelikož funkce η/(1− η) je pro 0 ≤ η < 1 rostoućı, plyne z η ≤ b̄C/(ā+ b̄C) nerovnost η/(1− η) ≤ (b̄/ā)C,
neboli TrH̄+ ≤ TrH̄ + (C + ρ)/G. Jsou tedy splněny předpoklady lemmatu 42 s C = (C + ρ)/G, takže
plat́ı (380). 2

Nyńı vyšetř́ıme př́ıpad, kdy 0 ≤ η ≤ 1 a σ ≤
√
1− ā/a.

Lemma 43 Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s aktualizaćı (375), kde 0 ≤ η ≤ 1. Pak
plat́ı

detH+

detH
≤ d̄TBd̄

b̄

(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)(
1 +

ζ+
ζ

)n

. (381)

Důkaz (a) Z vyjádřeńı (123) a z d̊usledku 6 (c) plyne, že nerovnost (381) stač́ı dokázat pro η = 1, tedy
pro metodu BFGS. Aktualizaci metody BFGS lze zapsat ve tvaru (126) (kde vystupuj́ı veličiny s pruhem
a kde γ = 1), takže polož́ıme-li ω = ρ+ ā/b̄, můžeme psát

H−1/2(ζI + H̄+)H
−1/2 = I +

B1/2(ωd̄− H̄y)(ωd̄− H̄y)TB1/2 −B1/2H̄y(H̄y)TB1/2

ωb̄
.

Označ́ıme-li U = [u− v, v] a M = diag(1,−1) a použijeme-li d̊usledek 7 (c), dostaneme

det(I+UMUT ) = det(I+MUTU) = (1+∥u−v∥2)(1−∥v∥2)+((u−v)T v)2 = uTu+(1−uT v)2−uTuvT v,

což pro u = ωB1/2d̄/
√
ωb̄ a v = B1/2H̄y/

√
ωb̄ dává

det(ζI + H̄+)

detH
= ω

d̄TBd̄

b̄
+

(
1− d̄TBH̄y

b̄

)2

− d̄TB d̄yT H̄BH̄y

b̄2
.

Jelikož podle (373) plat́ı H̄y = Hy − ζy, můžeme psát d̄TBH̄y = b̄ − ζd̄TBy a yT H̄BH̄y = ā − ζyT y +
ζ2yTBy. Dosad́ıme-li tyto hodnoty do předchoźı rovnosti a použijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

det(ζI + H̄+)

detH
=

(
ρ+

ā

b̄

) d̄TBd̄
b̄

+ ζ2
(d̄By)2

b̄2
− d̄TBd̄ yT H̄BH̄y

b̄2

=

(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
+ ζ2

(d̄TBy)2 − d̄TBd̄ yTBy

b̄2
≤
(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
.

(b) Označme λi 1 ≤ i ≤ n, vlastńı č́ısla matice ζI + H̄+, takže λi ≥ ζ, 1 ≤ i ≤ n (matice H̄+ je pozitivně
semidefinitńı). Jelikož H+ = ζ+ + H̄+, má matice H+ vlastńı č́ısla λi + ζ+ − ζ, 1 ≤ i ≤ n, takže

detH+

det(ζI + H̄+)
=

n∏
i=1

(
1 +

ζ+ − ζ

λi

)
≤

n∏
i=1

(
1 +

ζ+
λi

)
≤
(
1 +

ζ+
ζ

)n

.

Spoj́ıme-li tuto nerovnost s nerovnost́ı odvozenou v (a), dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2
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Lemma 44 Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s aktualizaćı (375), kde 0 ≤ η ≤ 1,
0 < ρ ≤ ρ ≤ ρ a 0 < max(σ,

√
1− ā/a) ≤ σ ≤ min(σ,

√
1− ā/a) < 1 (takže σ = σ pokud

√
1− ā/a ≤ σ),

s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku. Necht’ funkce F splňuje podmı́nky (F1), (F4),
(F5). Pak existuj́ı konstanty C1, C2 takové, že

detH+

detH
≤ C1

c

b
+ C2σ,

přičemž konstanta C2 nezáviśı na σ.

Důkaz (a) Předpokládejme nejprve, že σ ≤
√

1− ā/a. Pak, jelikož plat́ı ac − b2 ≥ 0 (Schvarzova
nerovnost), dostaneme σ2 ≤ 1 − ā/a = ζyT y/a ≤ ζyT yc/b2, takže ζ2+ = σ2b2/(yT y)2 ≤ ζc/yT y. Protože
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice H je zdola omezeno č́ıslem ζ, je největš́ı vlastńı č́ıslo matice B = H−1 shora
omezeno č́ıslem 1/ζ, takže ζ2+y

TBy ≤ ζcyTBy/yT y ≤ c. Jelikož pro libovolné dva vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

plat́ı (u + v)T (u + v) ≤ (∥u∥ + ∥v∥)2 a pro libovolná dvě č́ısla a > 0, b > 0 plat́ı (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2),
můžeme psát

d̄TBd̄ = (d− ζ+y)
TB(d− ζ+y) ≤ (

√
dTBd+ ζ+

√
yTBy)2 ≤ 2(dTBd+ ζ2+y

TBy), (382)

což spolu s dTBd = c a ζ2+y
TBy ≤ c dává d̄TBd̄ ≤ 4c. Zbylé činitele ve výrazu (381) již odhadneme

snadno. Podle (378) plat́ı

ρ+ ζ
yT y

b̄
≤ ρ+

σ

1− σ

G

G
(383)

(nebot’ b̄ = (1− σ)b ≥ (1− σ)b) a z (374) plyne 1 + ζ+/ζ ≤ 1 + σG/(σG). Po dosazeńı dostaneme

detH+

detH
≤ 4

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

σG

σG

)n
c

b
.

(b) Necht’ nyńı σ = σ >
√
1− ā/a. Pak podle (378) plat́ı

ζ+
ζ

≤ σ

G

G

σ
=
G

G
, (384)

což s použit́ım (382) dává

d̄TBd̄ ≤ 2(dTBd+ ζ2+y
TBy) ≤ 2(c+

ζ2+
ζ
yT y) = 2c+ 2σb

G

G
= 2c+ 2σb

G

G

(nebot’ yTBy/yT y ≤ ∥B∥ ≤ 1/ζ) a použijeme-li odhady (383), (384), můžeme psát

detH+

detH
≤ 2

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

G

G

)n(
c

b
+ σ

G

G

)
.

(c) Polož́ıme-li

C1 =
4

1− σ

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

σG

σG

)n

, C2 =
2

1− σ

G

G

(
ρ+

σ

1− σ

G

G

)(
1 +

G

G

)n

,

dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 134 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 44. Pak je-li č́ıslo σ > 0 dostatečně malé, plat́ı (380).
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Důkaz (a) Abychom nemuseli vyšetřovat prvńı iteračńı krok zvlášt’, začneme od druhého kroku. Protože
v každém iteračńım kroku plat́ı detH ≥ ζn ≥ (σ/G)n, můžeme pro k ∈ N psát

C
∆
=

σn

G
n
detH2

≤ detHk+2

detH2
=

k+1∏
i=2

detHi+1

detHi
≤

(
1

k

k+1∑
i=2

detHi+1

detHi

)k

(použ́ıváme nerovnost (8)). Podle lemmatu 44 tedy plat́ı

kC1/k ≤
k+1∑
i=2

detHi+1

detHi
≤ C1

k+1∑
i=2

ci
bi

+ kC2σ.

Předpokládejme, že σ < 1/C2. Jelikož C1/k → 1 pro k → ∞, existuje index k ∈ N takový, že C1/k ≥
(1 + C2σ)/2, ∀k ≥ k, takže podle předchoźı nerovnosti plat́ı

k+1∑
i=2

ci
bi

≥ k

C1
(C1/k − C2σ) ≥

k

2C1
(1− C2σ)

∀k ≥ k, takže
∑k+1

i=2 ci/bi → ∞, pro k → ∞.

(b) Použijeme-li (9) a (378), můžeme psát

k+1∑
i=2

cos2 θi =
k+1∑
i=2

(sTi gi)
2

gTi gis
T
i si

=
k+1∑
i=2

gTi Higi
gTi gi

dTi Bidi
dTi di

=
k+1∑
i=2

gTi Higi
gTi gi

dTi Bidi
yTi di

yTi di
dTi di

≥ σ
G

G

k+1∑
i=2

ci
bi
.

Jelikož pravá strana konverguje podle (a) k nekonečnu, muśı i levá strana konvergovat k nekonečnu, takže
podle věty 9 plat́ı (380). 2

Posunuté metody s proměnnou metrikou s m̄ = n by měly být správě uvedeny v odd́ılu 4.8 jako modi-
fikace klasických metod s proměnnou metrikou. Posunuté metody dávaj́ı lepš́ı výsledky než neškálované
klasické metody. Jelikož však neńı známo, jak posunuté metody vhodně škálovat, jsou ř́ızeně škálované
klasické metody mnohem účinněǰśı. Hlavńı př́ınos posunutých metod s proměnnou metrikou spoč́ıvá v
tom, že lze jejich myšlenku použ́ıt pro rozsáhlé úlohy, omeźıme-li hodnost matic na m̄≪ n.

Necht’ nyńı m = min(m̄, i − 1), kde i ∈ N a m̄ < n. V tomto př́ıpadě maj́ı matice H̄i = S̄iS̄
T
i ,

S̄i ∈ Rn×m, i ∈ N , omezenou hodnost a odpov́ıdaj́ıćı posunuté metody s proměnnou metrikou jsou
metodami s omezenou pamět́ı. Iteračńı proces posunutých metod s proměnnou metrikou s omezenou
pamět́ı má dvě fáze. V počátečńı fázi pokládáme ζ1 = 1 a H̄1 = 0 (takže matice S̄1 v (373) neobsahuje
žádný sloupec) a pro 1 ≤ i ≤ m̄ použ́ıváme aktualizaci BFGS

H̄i+1 = V̄ T
i H̄iV̄i +

ρi
b̄i
d̄id

T
i , V̄i = I − 1

b̄i
yid̄

T
i ,

neboli

S̄i+1 =

[
V̄ T
i S̄i,

√
ρi
b̄i
d̄i

]
. (385)

V tomto př́ıpadě se hodnost matice H̄i i počet sloupc̊u matice S̄i zvětšuj́ı o jednotku až do hodnoty m̄.
Poznamenejme, že použit́ı obecněǰśıho pseudosoučinového vzorce (121) (ve kterém vystupuj́ı veličiny s
pruhem) je znesnadněno t́ım, že může platit H̄iyi = 0 a āi = 0. V tomto př́ıpadě vždy použ́ıváme metodu
BFGS (vyplývá to ze vztahu (122), kde vynecháńı členu s Hy má stejný d̊usledek jako volba η = 1). Ve
druhé fázi se hodnost matice H̄i ani počet sloupc̊u matice S̄i neměńı a matice S̄i+1 se źıskává variačně
odvozenými aktualizacemi, které se podobaj́ı aktualizaćım popsaným v odd́ılu 4.3.

Ve druhé fázi výpočtu předpokládáme, že H = ζI+H̄ = ζI+ S̄S̄T a hledáme matici H+ = ζ+I+ S̄+S̄
T
+

tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

S̄T
+y = z̃, S̄+z̃ = ρd̄, z̃T z̃ = ρb̄, (386)

218



kde d̄ = d− ζ+y, b̄ = yT d̄, a aby Frobeniova norma ∥T−1/2(S̄+ − S̄)∥F byla minimálńı. Aplikujeme-li na
tuto úlohu větu 58, dostaneme

S̄+ = S̄ − Ty

yTTy
ỹT +

(
ρd̄− z̄ +

yT z̄

yTTy
Ty

)
z̃T

z̃T z̃
, (387)

kde ỹ = S̄T y a z̄ = S̄z̃ (viz (179)). Zvoĺıme-li matici T tak, aby platilo Ty = ρd̄− z̄, výraz (387) se velmi
zjednoduš́ı. Po dosazeńı a úpravě dostaneme

S̄+ = S̄ − ρd̄− z̄

ρ− yT z̄
(ỹ − z̃)

T
. (388)

Použit́ı vzorc̊u (387) a (388) neńı tak jednoduché, jako v př́ıpadě standardńıch metod s proměnnou
metrikou vyšetřovaných v odd́ılu 4.3. Předně neplat́ı d̄ ∈ L(S̄), takže neexistuje vektor d̃ takový, že d̄ = S̄d̃,
což je nutné k tomu abychom dostali aktualizaci (375) (poznámka 244). Nemůžeme ani položit d̃ = S̄T B̄d̄,
kde B̄ = Ĥ† (což by odpov́ıdalo volbě (155)), nebot’ vektor B̄d̄ neumı́me jednoduše spoč́ıtat. Mı́sto toho
budeme předpokládat, že plat́ı d̃ = S̄TBd = −αS̄T g.

Poznámka 241 Polož́ıme-li

z̃ = ϑd̃ = ϑS̄TBd, ϑ = ±
√
ρb̄/c̄, c̄ = dTBH̄Bd

do (388), dostaneme

S̄+ = S̄ − ρd̄− ϑH̄Bd

ρb̄− ϑyT H̄Bd
(y − ϑBd)

T
S̄. (389)

Znaménko koeficientu ϑ je vhodné volit tak, aby jmenovatel v (389) byl co největš́ı, tedy tak, aby platilo
ϑyT H̄Bd ≤ 0.

Poznámka 242 Podle věty 59 dostaneme standardńı metodu BFGS, dosad́ıme-li Ty = d a z̃ = ϑSTBd
do 179 (ϑ se voĺı tak, aby byla splněna posledńı rovnost v (178)). Analogicky můžeme dosadit Ty = d̄ a
z̃ = ϑS̄TBd do (387). V tomto př́ıpadě plat́ı

S̄+ = S̄ − 1

b̄
d̄yT S̄ +

1

c̄

[(
ρ

ϑ
+
yT H̄Bd

b̄

)
d̄− H̄Bd

]
dTBS̄ (390)

(nebot’ z̃T z̃ = ϑ2c̄), kde č́ısla ϑ a c̄ maj́ı stejný význam jako v předchoźı poznámce. Znaménko koeficientu
ϑ voĺıme opět tak, aby platilo ϑyT H̄Bd ≤ 0.

Poznámka 243 Vztahy (389) a (390) definuj́ı jednoduché metody, které jsou v jistém smyslu zobecněńım
metody BFGS. Obecněǰśı metody dostaneme, voĺıme-li

Ty =

√
η

b̄
d̄+

1−√
η

ā
H̄y z̃ = ϑS̄T

(√
η

b̄
Bd+

1−√
η

ā
y

)
, (391)

kde parametr ϑ se vyb́ırá tak, aby platilo z̃T z̃ = ρb̄. Polož́ıme-li

â = yT H̄y, b̂ = yT H̄Bd, ĉ = dTBH̄Bd

(takže â = ā), dostaneme

ρb̄ = z̃T z̃ = ϑ2
(
η

b̄2
ĉ+ 2

√
η(1−√

η)

āb̄
b̂+

(1−√
η)2

ā2
â

)
=

ϑ

āb̄2

(
ηâĉ+ 2b̄b̂

√
η(1−√

η) + b̂2(1−√
η)2
)
=

ϑ

āb̄2

(
η
(
âĉ− b̂2

)
+
(
b̄+ (b̂− b̄)

√
η
)2)

,
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takže

ϑ2 =
ρāb̄3

η
(
âĉ− b̂2

)
+
(
b̄+ (b̂− b̄)

√
η
)2 . (392)

Poznamenejme, že η ≥ 0 podle předpokladu a âĉ − b̂2 ≥ 0 podle Schwarzovy nerovnosti, takže výraz na
pravé straně je kladný, pokud je definován. Vzorce (391)–(392) dosazujeme do obecného výrazu (387)
(plat́ı yTTy = 1 a z̃T z̃ = ρb̄).

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu, který lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 18 Data m̄ < n, ε > 0, ε1 = 10−4, ε2 = 0.9.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn a vypočteme hodnoty F1 := F (x1), g1 := g(x1). Polož́ıme
i := 1.

Krok 2 Pokud ∥gi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme m := min(m̄, i− 1) a urč́ıme
směrový vektor si. Pokud m = 0, polož́ıme si := −gi, v opačném př́ıpadě polož́ıme si :=
−ζigi − S̄iS̄

T
i gi.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1, polož́ıme xi+1 := xi + αisi a vypočteme hodnoty
Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Polož́ıme di := xi+1 − xi a yi := gi+1 − gi.

Krok 4 Vypočteme č́ıslo σi podle (377). Pokud σi < 0.2, polož́ıme σi := 0.2. Pokud σi > 0.8, polož́ıme
σi := 0.8. Polož́ıme ζi+1 := σiy

T
i di/y

T
i yi.

Krok 5 Pokud i ≤ m̄, urč́ıme matici S̄i+1 podle vzorce (385). Pokud i > m̄, urč́ıme matici S̄i+1 podle
vzorce (390 nebo podle vzorce (387) s volbou (391)–(392). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Nyńı vyšetř́ıme globálńı konvergenci metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı realizované
algoritmem 18.

Lemma 45 Uvažujme posunutou metodu s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı s aktualizaćı (387) a
volbou (391)–(392). Pak plat́ı

H̄+=H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
− uuT , (393)

kde u = (I − TyyT /yTTy)S̄z̃/∥z̃∥.

Důkaz Roznásobeńım se snadno ukáže, že vzorec (387) lze zapsat ve tvaru

S̄+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
S̄

(
I − z̃z̃T

z̃T z̃

)
+ ρ

d̄z̃T

z̃T z̃
.

Využijeme-li toho, že matice I − z̃z̃T /z̃T z̃ je idempotentńı a plat́ı (I − z̃z̃T /z̃T z̃)z̃ = 0, dostaneme po
dosazeńı

H̄+ = S̄+S̄
T
+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
S̄

(
I − z̃z̃T

z̃T z̃

)
S̄T

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄

=

(
I − TyyT

yTTy

)
H̄

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄
− uuT ,

kde u = (I − TyyT /yTTy)S̄z̃/∥z̃∥. Použijeme-li prvńı rovnost v (391), můžeme tento vzorec zapsat ve
tvaru

H̄+ =

(
I − TyyT

yTTy

)
H̄

(
I − TyyT

yTTy

)T

+ ρ
d̄d̄T

b̄
− uuT

= H̄ +
ρ

b̄
d̄d̄T − 1

ā
H̄y(H̄y)T +

η

ā

( ā
b̄
d̄− H̄y

)( ā
b̄
d̄− H̄y

)T
− uuT

(lze se o tom přesvědčit prostým dosazeńım a roznásobeńım závorek). 2
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Poznámka 244 Z vyjádřeńı (393) vyplývá, že aktualizace (387) s volbou (391)–(392) je ekvivalentńı
aktualizaci (375) právě tehdy, když u = 0 v (393), neboli když Sz̃ ∥ Ty v (391). To lze dosáhnout pouze
tehdy, když d̄ = H̄Bd, neboli když d̄ = S̄d̃, kde d̃ = S̄TBd. To nelze obecně zajistit, neboť nemuśı platit
d̄ ∈ L(S̄).

Lemma 45 použijeme k d̊ukazu d̊usledk̊u vět 133 a 134.

Důsledek 19 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 133, kde aktualizace (375) je nahražena aktualizaćı
(387) s volbou (391)–(392). Pak plat́ı (380).

Důkaz Označ́ıme-li Ĥ+ matici určenou vztahem (375) a použitou v lemmatu 43, můžeme psát H̄+ =
Ĥ+ − uuT , takže

TrH̄+ = TrĤ+ − uTu ≤ TrĤ+.

Můžeme tedy použ́ıt lemma 43, lemma 44 a větu 133. 2

Důsledek 20 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 134, kde aktualizace (375) je nahražena aktualizaćı
(387) s volbou (391)–(392). Pak plat́ı (380).

Důkaz Označ́ıme-li Ĥ+ matici určenou vztahem (375) a použitou v lemmatu 43, můžeme psát H̄+ =
Ĥ+ − uuT a použijeme-li d̊usledek 8, dostaneme

det(ζI + H̄+) = det(ζI + Ĥ+ − uuT ) = det(ζI + Ĥ+) det(1− uT ((ζI + Ĥ+)
−1u)

≤ det((ζI + Ĥ+) ≤
(
ρ+ ζ

yT y

b̄

)
d̄TBd̄

b̄
detH.

Můžeme tedy použ́ıt lemma 43, lemma 44 a větu 134. 2

8.4 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro husté úlohy

Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody se obvykle realizuj́ı jako nepřesné metody spádových směr̊u
(algoritmus 3) nebo nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (algoritmus 6). V př́ıpadě hustých úloh
se nepouž́ıvá matice B = G(x) a násobeńı q = Bp = G(x)p se nahražuje numerickým derivováńım

G(x)p ≈ g(x+ δp)− g(x)

δ
,

kde δ = ε/∥p∥ je vhodná diference (obvykle ε =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Jinak se algoritmy

neměńı. Jestliže výpočet gradientu vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob úsporněǰśı než násobeńı matice
vektorem (obecně O(n2) operaćı). Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat druhé derivace. Vliv diference δ = ε/∥p∥ na
přesnost Newtonovy metody udává tato věta.

Věta 135 Necht’ funkce F ∈ C2 : D → R splňuje předpoklad (F6). Necht’ q = G(x)p a

q̃ =
g(x+ δp)− g(x)

δ
, δ =

ε

∥p∥
,

kde x ∈ D a x+ δp ∈ D. Pak plat́ı

∥q̃ − q∥ ≤ 1

2
εL∥p∥.
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Důkaz Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 3) plat́ı

g(x+ δp) = g(x) +

∫ 1

0

G(x+ τδp)δpdτ,

takže

∥q̃ − q∥ =
1

δ

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(x+ τδp)−G(x))δpdτ

∥∥∥∥ ≤ 1

δ

∫ 1

0

∥G(x+ τδp)−G(x))∥∥δp∥dτ

≤ 1

δ

∫ 1

0

L∥δp∥2τdτ =
1

2
Lδ∥p∥2 =

1

2
εL∥p∥

2

Nyńı budeme předpokládat, že směrový vektor s se určuje lineárńı metodou sdružených gradient̊u
popsanou v odd́ılu 3.6. Aby nedocházelo k nedorozuměńı, budeme pro vněǰśı iterace (kroky Newtonovy
metody) použ́ıvat index i a pro vnitřńı iterace (kroky metody sdružených gradient̊u) index j. Index i
budeme často vynechávat.

Věta 136 Uvažujme metodu sdružených gradient̊u (definice 22) aplikovanou na soustavu lineárńıch rovnic
G(x)s+ g = 0, kde vektory qj = G(x)pj jsou nahraženy vektory q̃j = (g(x+ δjpj)− g(x))/δj, δj = ε/∥pj∥.
Předpokládejme, že jsou splněny předpoklady věty 36 a věty 135 a označme

sm+1 = s1 +
m∑
j=1

αjpj , gm+1 = g1 +
m∑
j=1

αjqj , g̃m+1 = g1 +
m∑
j=1

αj q̃j

(takže gm+1 = g +G(x)sm+1, poč́ıtáme-li přesně). Pak plat́ı

∥g̃m+1 − gm+1∥ ≤ ϑ∥sm+1∥, ϑ =
m

2
εL. (394)

Důkaz Použijeme-li nerovnost uvedenou ve větě 135, dostaneme

∥g̃m+1 − gm+1∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

αj(q̃j − qj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑
j=1

αj∥q̃j − qj∥ ≤ 1

2
εL

m∑
j=1

αj∥pj∥.

V části (c) d̊ukazu věty 36 je ukázáno, že pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı αj∥pj∥ ≤ ∥sj+1∥ ≤ ∥sm+1∥, takže
m∑
i=j

αj∥pj∥ ≤ m∥sm+1∥,

což spolu s předchoźı nerovnost́ı dokazuje tvrzeńı věty. 2

Poznámka 245 Předpokládejme, že v m-tém kroku metody sdružených gradient̊u plat́ı ∥g̃m+1∥ ≤ ω∥g∥,
0 ≤ ω < 1. Pak, polož́ıme-li s = sm+1 a g̃ = g̃m+1, můžeme podle předpokladu a podle věty 136 psát

∥G̃s+ g∥
∥g∥

≤ ω,
∥(G̃−G)s∥

∥s∥
≤ ϑ,

kde G̃ je nějaká symetrická matice, pro kterou plat́ı G̃s + g = g̃, a kde ϑ = mεL/2. Zvoĺıme-li č́ıslo ε
tak, že ε < (1 − ω)G/(mL), plat́ı ϑ < (1 − ω)G/2 a můzeme použ́ıt větu 17 a poznámku 36 k určeńı
asymptotické rychlosti konvergence. Poznamenejme, že odhady použité ve větě 17 a ve větě 136 jsou
značně nadhodnocené, takže diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody obvykle funguj́ı velmi dobře i
pro standardńı volbu ε =

√
εM .
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Nevýhodou metod studovaných v tomto odd́ılu je skutečnost, že počet vnitřńıch iteraćı metody sdruže-
ných gradient̊u, tedy i počet vyč́ısleńı gradient̊u minimalizované funkce, může být značně velký, je-li matice
G = G(x) špatně podmı́něná. Proto je účelné metodu sdružených gradient̊u vhodně předpodmı́nit. Pot́ıž
je v tom, že neznáme matici G, takže neńı možné použ́ıt standardńı postupy. V tomto odd́ılu poṕı̌seme
čtyři základńı zp̊usoby předpodmiňováńı diferenčńıch verźı Newtonovy metody pro husté úlohy:

(1) Použit́ı metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı.

(2) Použit́ı pásových matic určených standardńı metodou BFGS, která je ekvivalentńı předpodmı́něné
metodě sdružených gradient̊u.

(3) Použit́ı pásových matic určených numerickým derivováńım.

(4) Použit́ı tridiagonálńıch matic určených Lanczosovou metodou, která je ekvivalentńı nepředpodmı́něné
metodě sdružených gradient̊u.

Použit́ı metod s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı je velmi jednoduché a př́ımočaré. V i-tém
kroku Newtonovy metody se použ́ıvá předpodmiňovač C = (Hi

i )
−1, kde Hi

i je matice uvedená v definici 37.
Vektory C−1gj = Hi

i gj , slouž́ıćı k výpočtu vektor̊u pj (definice 22), určujeme bud’ pomoćı Strangových
rekurenćı (d̊usledek 17), kde mı́sto vektoru gi použijeme postupně vektory gj , 1 ≤ j ≤ m, nebo po-
moćı maticových reprezentaćı (věta 122, věta 124). Protože se násobeńı matićı Hi

i použ́ıvá v každém
kroku metody sdružených gradient̊u, je třeba aby počet použitých aktualizaćı byl co nejmenš́ı. Vhodným
kompromisem je volba m̄ = 3 (maximálně tři aktualizace).

Daľśı zp̊usob předpodmı́něńı využ́ıvá toho, že metody s proměnnou metrikou, s vhodnou počátečńı
matićı a s přesným výběrem délky kroku, aplikované na ryze konvexńı kvadratickou funkci (81) generuj́ı
stejnou posloupnost vektor̊u pj , 1 ≤ ȷ ≤ m, jako předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u uvedená v
definici 22 (věta 41 a d̊usledek 5). Pro metodu BFGS plat́ı Bjpj + gj = 0, 1 ≤ ȷ ≤ m, kde B1 = C a

Bj+1 = Bj +
yjy

T
j

dTj yj
− Bjdj(Bjdj)

T

dTj Bjdj
= Bj +

Gpj(Gpj)
T

pTj Gpj
+
gjg

T
j

pTj gj
,

přičemž dj = sj+1 − sj = αjpj a yj = gj+1 − gj = Gdj . Použijeme-li mı́sto vektor̊u qj = Gpj a gj vektory
q̃j (určené numerickým derivováńım) a g̃j , můžeme psát

Bj+1 = Bj +
q̃j q̃

T
j

pTj q̃j
+
g̃j g̃

T
j

pTj g̃j
. (395)

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že k aktualizaci matic Bj , 1 ≤ j ≤ m, se použ́ıvaj́ı pouze vektory generované
předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u (s maticovým násobeńım nahraženým numerickým de-
rivováńım). Matice Bj , 1 ≤ j ≤ m, se v těchto aktualizaćıch nevyskytuj́ı, takže můžeme ukládat pouze
jejich části. Jsou-li vektory q̃j a g̃j dobrou aproximaćı vektor̊u qj a gj , jsou matice Bj , 1 ≤ j ≤ m, pozi-
tivně definitńı a je-li počet krok̊u metody sdružených gradient̊u dostatečně velký, je matice Bm+1 dobrou
aproximaćı matice G a můžeme ji (nebo jej́ı část) použ́ıt jako předpodmiňovač v daľśım iteračńım kroku
Newtonovy metody.

I když matice B = Bm+1 je dobrou aproximaćı matice G, je volba C = B nevhodná, nebot’ tato matice
je obvykle hustá. Proto je výhodněǰśı použ́ıt jako předpodmiňovač pásovou matici, která vznikne z B
vynulováńım prvk̊u nelež́ıćıch v použitém pásu. Zde se omeźıme na diagonálńı, tridiagonálńı a pentadi-
agonálńı předpodmiňovače. Ukazuje se, že je d̊uležité, aby tyto předpodmiňovače byly pozitivně definitńı
(poznámka 155).

V př́ıpadě, že C = D, kde D je diagonálńı matice obsahuj́ıćı diagonálńı prvky matice B, nenastávaj́ı
žádné pot́ıže, nebot’ pozitivně definitńı matice B má kladné prvky na hlavńı diagonále. Použit́ı matice
C = D zd̊uvodňuje toto tvrzeńı

Tvrzeńı 6 Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a D je diagonálńı matice obsahuj́ıćı
diagonálńı prvky matice G. Pak plat́ı

κ(GD−1) ≤ l min
M∈Dn

κ(GM−1),
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kde κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti a l je maximálńı počet nenulových prvk̊u v řádćıch matice G (pro
pentadiagonálńı matici G je l = 5).

Necht’ nyńı C = T , kde T je tridiagonálńı matice obsahuj́ıćı prvky tř́ı hlavńıch diagonál matice B.
V tomto př́ıpadě nemuśı být matice C pozitivně definitńı (i když B je pozitivně definitńı). Jako př́ıklad
uvažujme matice

B =

 2 −2 2
−2 3 −3
2 −3 4

 , T =

 2 −2 0
−2 3 −3
0 −3 4

 .
Obě tyto matice maj́ı kladné prvky na hlavńı diagonále a kladné hlavńı subdeterminanty druhého řádu.
Plat́ı ale detB = 2 a detT = −10, takže T neńı pozitivně definitńı, i když B je pozitivně definitńı. Aby-
chom tento nedostatek odstranili, je třeba matici T upravit. To lze provádět při určováńı trojúhelńıkového
rozkladu matice T . Výhodněǰśı je však upravit matici T předem tak, aby byla pozitivně definitńı. Jednou
z možnost́ı je použ́ıt větu 137.

Lemma 46 Uvažujme tridiagonálńı matici

T =


α1 β1 . . . 0 0
β1 α2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αn−1 βn−1

0 0 . . . βn−1 αn

 . (396)

a označme ∆i hlavńı subdeterminant i-tého řádu matice T (obsahuj́ıćı řádky a sloupce s indexy 1, 2, . . . , i).
Pak plat́ı ∆1 = α1 a

∆i = αi∆i−1 − β2
i−1∆i−2, 1 < i ≤ n, (397)

kde pokládáme ∆0 = 1.

Důkaz Pro i = 2 je tvrzeńı lemmatu zřejmé. Necht’ i > 2. Rozvedeme-li subdeterminant ∆i podle i-tého
řádku, dostaneme ∆i = αi∆i−1 − β2

i−1∆i−1, neboť i-tý řádek obsahuje pouze dva prvky. 2

Věta 137 Tridiagonálńı matice (396) je pozitivně definitńı právě tehdy, když γi > 0 pro 1 ≤ i ≤ n, kde
γ1 = α1 a

γi = αi −
β2
i−1

γi−1
, 1 < i ≤ n. (398)

Důkaz Dokážeme indukćı, že ∆i = γi∆i−1 pro 1 ≤ i ≤ n, kde opět ∆0 = 1. Pro i = 1 je toto tvrzeńı
zřejmé. Předpokládejme, že pro nějaký index i > 1 plat́ı ∆i−1 = γi−1∆i−2. Použijeme-li (397) a (398),
dostaneme

∆i = αi∆i−1 − β2
i−1∆i−2 = αi∆i−1 + γi−1(γi − αi)∆i−2

= (∆i−1 − γi−1∆i−2)αi + γi−1γi∆i−2 = γi∆i−1,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Jelikož ∆i = γi∆i−1 pro 1 ≤ i ≤ n, plat́ı ∆i > 0 právě tehdy, když γi > 0
(pro 1 ≤ i ≤ n). 2

Větu 137 můžeme použ́ıt tak, že poč́ıtáme č́ısla γi, 1 < i ≤ n, a pokud pro nějaký index plat́ı γi ≤
0, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi−1 tak, aby platilo β2

i−1 < γi−1αi (např́ıklad polož́ıme β2
i−1 =

λi−1γi−1αi, kde 0 < λi−1 < 1). Pak je nové č́ıslo γi kladné. Pot́ıž je v tom, že zde neńı žádná rezerva a
zvoĺıme-li λi−1 nevhodně, může být výsledná tridiagonálńı matice špatně podmı́něná. Pro praktické účely
je výhodněǰśı použ́ıt větu 138 a jej́ı d̊usledek.
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Věta 138 Uvažujme tridiagonálńı matici (396) s kladnými prvky na hlavńı diagonále. Pak jsou-li matice[
αi 2βi
2βi αi+1

]
, 1 ≤ i < n− 1, (399)

pozitivně semidefinitńı je matice T pozitivně definitńı.

Důkaz Pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı

vTTv =
n∑

i=1

αiv
2
i + 2

n−1∑
i=1

βivivi+1

=
1

2
α1v

2
1 +

1

2

n−1∑
i=1

(
αiv

2
i + αi+1v

2
i+1 + 4βivivi+1

)
+

1

2
αnv

2
n

=
1

2
α1v

2
1 +

1

2

n−1∑
i=1

[vi, vi+1]

[
αi 2βi
2βi αi+1

] [
vi
vi+1

]
+

1

2
αnv

2
n (400)

Jelikož matice vystupuj́ıćı v této rovnosti jsou podle předpokladu pozitivně semidefinitńı, plat́ı vTTv ≥ 0.
Předpokládejme, že vTTv = 0. Dokážeme indukćı, že v = 0. Jelikož α1 > 0, muśı být v1 = 0. Předpoklá-
dejme, že vj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i, kde i < n. Pak jelikož

[vi, vi+1]

[
αi 2βi
2βi αi+1

] [
vi
vi+1

]
= αi+1v

2
i+1

a αi+1 > 0, muśı být vi+1 = 0. Dokázali jsme, že pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı vTTv ≥ 0 a že z
vTTv = 0 plyne v = 0, takže matice T je pozitivně definitńı. 2

Důsledek 21 Necht’ tridiagonálńı matice T obsahuje hlavńı diagonálu a poloviny vedleǰśıch diagonál pozi-
tivně definitńı matice B (takže αi = bi,i, 1 ≤ i ≤ n− 1 a βi = bi,i+1/2, 1 ≤ i ≤ n− 1). Pak T je pozitivně
definitńı.

Důkaz Dosad́ıme-li αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1 a βi = bi,i+1/2, dostaneme[
αi 2βi
2βi αi+1

]
=

[
bi,i bi,i+1

bi,i+1 bi+1,i+1

]
, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Tyto matice jsou pozitivně definitńı, nebot’ matice B je pozitivně definitńı. 2

Důsledek 21 můžeme použ́ıt tak, že zmenš́ıme prvky vedleǰśıch diagonál matice B na polovinu. Pak je
výsledná tridiagonálńı matice pozitivně definitńı. Větu 138 můžeme použ́ıt tak, že poč́ıtáme determinanty
αiαi+1 − 4β2

i , 1 ≤ i ≤ n− 1, a pokud pro nějaký index plat́ı αiαi+1 − 4β2
i < 0, zmenš́ıme mimodiagonálńı

prvek βi tak, aby platilo β2
i = αiαi+1/4. Pak αiαi+1 − 4β2

i = 0, 1 ≤ i < n− 1, takže odpov́ıdaj́ıćı matice
jsou pozitivně semidefinitńı a matice T je podle věty 138 pozitivně definitńı.

Poznámka 246 Věta 138 udává podmı́nky postačuj́ıćı, nikoliv však nutné. Jelikož vlastńı č́ısla pozitivně
definitńı matice jsou kladná a spojitě závislá na prvćıch této matice, lze prvky matice změnit tak, že
předpoklady věty 138 neplat́ı, ale vlastńı č́ısla z̊ustanou kladná. Tato výhoda se projev́ı, poč́ıtáme-li prvky
matice T nepřesně pomoćı numerického derivováńı (věta 143).

Poznámka 247 Pod́ıváme-li se na posledńı výraz ve vzorci (400), vid́ıme, že člen α1v
2
1 lze přidat k

prvńımu členu v součtu a člen αnv
2
n k posledńımu. Matice T je tedy pozitivně definitńı, jsou-li matice[

2α1 2β1
2β1 α2

]
,

[
αi 2βi
2βi αi+1

]
,

[
αn−1 2βn−1

2βn−1 2αn

]
,

kde 2 ≤ i < n − 2, pozitivně semidefinitńı a alespoň jedna z nich je pozitivně definitńı. Tyto podmı́nky
jsou velmi užitečné, nebot’ prvky α1 a αn jsou často menš́ı, než bychom potřebovali (věta 143).
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Větu 138 a jej́ı d̊usledek lze zobecnit tak, že plat́ı i pro obecnou pásovou matici. Ukážeme, jak to
vypadá v př́ıpadě pentadiagonálńı matice

P =



α1 β1 γ1 . . . 0 0 0
β1 α2 β2 . . . 0 0 0
γ1 β2 α3 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . αn−2 βn−2 γn−2

0 0 0 . . . βn−2 αn−1 βn−1

0 0 0 . . . γn−2 βn−1 αn


. (401)

Věta 139 Uvažujme pentadiagonálńı matici (401) s kladnými prvky na hlavńı diagonále. Pak, jsou-li
matice  αi (3/2)βi 3γi

(3/2)βi αi+1 (3/2)βi+1

3γi (3/2)βi+1 αi+2

 , 1 ≤ i < n− 2, (402)

pozitivně semidefinitńı, je matice P pozitivně definitńı.

Důkaz Pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı

vTPv =
n∑

i=1

αiv
2
i + 2

n−1∑
i=1

βivivi+1 + 2
n−2∑
i=1

γivivi+1

=
1

3
α1v

2
1 +

1

3
(α1v

2
1 + α2v

2
2) + β1v1v2

+
1

3

n−2∑
i=1

(
αiv

2
i + αi+1v

2
i+1 + αi+2v

2
i+2 + 3βivivi+1 + 3βi+1vi+1vi+2 + 6γivivi+2

)
+

1

3
(αn−1v

2
n1

+ αnv
2
n) + βn−1vn−1vn +

1

3
αnv

2
n

=
1

3
α1v

2
1 +

1

3
[v1, v2]

[
α1 (3/2)β1

(3/2)β1 α2

] [
v1
v2

]

+
1

3

n−2∑
i=1

[vi, vi+1, vi+2]

 αi (3/2)βi 3γi
(3/2)βi αi+1 (3/2)βi+1

3γi (3/2)βi+1 αi+2

 vi
vi+1

vi+2


+

1

3
[vn−1, vn]

[
αn−1 (3/2)βn−1

(3/2)βn−1 α2

] [
vn−1

vn

]
+

1

3
αnv

2
n

Jelikož matice vystupuj́ıćı v této rovnosti jsou podle předpokladu pozitivně semidefinitńı, plat́ı vTPv ≥ 0.
Předpokládejme, že vTPv = 0. Dokážeme indukćı, že v = 0. Tak jako v d̊ukazu věty 138, muśı být v1 = 0
a v2 = 0. Předpokládejme, že vj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i+ 1, kde i < n− 1. Pak jelikož

[vi, vi+1, vi+1]

 αi (3/2)βi 3γi
(3/2)βi αi+1 (3/2)βi+1

3γi (3/2)βi+1 αi+2

 vi
vi+1

vi+2

 = αi+2v
2
i+2

a αi+2 > 0, muśı být vi+2 = 0. Dokázali jsme, že pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı vTPv ≥ 0 a že z
vTPv = 0 plyne v = 0, takže matice P je pozitivně definitńı. 2

Důsledek 22 Necht’ pentadiagonálńı matice P obsahuje hlavńı diagonálu, dvě třetiny prvńıch vedleǰśıch
diagonál a třetiny druhých vedleǰśıch diagonál pozitivně definitńı matice B (takže αi = bi,i, 1 ≤ i ≤ n,
βi = 2bi,i+1/3, 1 ≤ i ≤ n− 1 a γi = bi,i+2/3, 1 ≤ i ≤ n− 2). Pak P je pozitivně definitńı.
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Důkaz Dosad́ıme-li αi = bi,i, αi+1 = bi+1,i+1, αi+2 = bi+2,i+2, βi = 2bi,i+1/3, βi+1 = 2bi+1,i+2/3 a
γi = bi,i+2/3, dostaneme αi (3/2)βi 3γi

(3/2)βi αi+1 (3/2)βi+1

3γi (3/2)βi+1 αi+2

 =

 bi,i bi,i+1 bi,i+2

bi,i+1 bi+1,i+1 bi+1,i+2

bi,i+2 bi+1,i+2 bi+2,i+2

 , 1 ≤ i ≤ n− 2.

Tyto matice jsou pozitivně definitńı, nebot’ matice B je pozitivně definitńı. 2

Poznámka 248 Necht’ C je pásová matice s pásem š́ı̌rky l, takže má hlavńı diagonálu a k− 1 = (l− 1)/2
pár̊u vedleǰśıch diagonál, které jsou shodné s odpov́ıdaj́ıćımi si diagonálami pozitivně definitńı matice B.
Pak vynásob́ıme-li i-tý pár vedleǰśıch diagonál č́ıslem (k − i)/k (pro 1 ≤ i ≤ k − 1), je výsledná matice
pozitivně definitńı. Důkaz tohoto tvrzeńı je podobný d̊ukazu d̊usledku 22 (použ́ıvá se analogie věty 139).

Důsledek 22 můžeme použ́ıt tak, že v matici B zmenš́ıme prvky prvńıch vedleǰśıch diagonál na dvě
třetiny a prvky druhých vedleǰśıch diagonál na třetinu. Pak je výsledná tridiagonálńı matice pozitivně
definitńı. Také můžeme testovat pozitivńı definitnost matic (402) a měnit jejich vedleǰśı diagonály pouze
tehdy, nejsou-li pozitivně definitńı. Větu 139 můžeme použ́ıt tak, že nejprve poč́ıtáme subdeterminanty
αiαi+1 − (9/4)β2

i , 1 ≤ i ≤ n − 1, a pokud je některý z nich záporný, zmenš́ıme mimodiagonálńı prvek βi
tak, aby platilo β2

i = (4/9)αiαi+1. Pak poč́ıtáme determinanty matic (402) a je-li některý z nich záporný,
uprav́ıme odpov́ıdaj́ıćı prvek γi podle věty 140 a poznámky 249.

Věta 140 Determinanty ∆i matic (402) spočteme podle vzorce

∆i = αi+1

(
αiαi+2 − 9γ2i

)
− 9

4

(
αiβ

2
i+1 + αi+2β

2
i − 6βiβi+1γi

)
. (403)

Determinant ∆i je nezáporný právě tehdy, když γ
i
≤ γi ≤ γi, kde

γ
i

=
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 −

√
Di

)
,

γi =
1

3αi+1

(
9

4
βiβi+1 +

√
Di

)
jsou kořeny kvadratické rovnice ∆i = 0. Přitom

Di =

(
αiαi+1 −

9

4
β2
i

)(
αi+1αi+2 −

9

4
β2
i+1

)
je diskriminant této rovnice (vydělený č́ıslem 36), který je nezáporný, pokud αiαi+1 − (9/4)β2

i ≥ 0 a
αi+1αi+2 − (9/4)β2

i+1 ≥ 0.

Důkaz Vztah (403) dostaneme snadno vyč́ısleńım př́ıslušného determinantu. Jelikož kvadratický člen v
(403) má záporné znaménko, je determinant ∆i nezáporný právě tehdy, když γ

i
≤ γi ≤ γi, kde γi, γi jsou

kořeny kvadratické rovnice ∆i = 0. Podle (403) se diskriminant této rovnice (vydělený č́ıslem 36) rovná

Di =
81

16
β2
i β

2
i+1 −

9

4
αiαi+1β

2
i+1 −

9

4
αi+1αi+2β

2
i + αiα

2
i+1αi+2

=
9

4
β2
i+1

(
9

4
β2
i − αiαi+1

)
− αi+1αi+2

(
9

4
β2
i − αiαi+1

)
=

(
αiαi+1 −

9

4
β2
i

)(
αi+1αi+2 −

9

4
β2
i+1

)
.

2
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Poznámka 249 Věta 140 nab́ıźı dvě možnosti, jak volit nový prvek γi v př́ıpadě, že ∆i < 0. V prvńım
př́ıpadě pokládáme γi := γ

i
, pokud γi < γ

i
, nebo γi := γi, pokud γi > γi. Tento zp̊usob je náročněǰśı na

výpočet a dává horš́ı praktické výsledky. Výhodněǰśı je pokládat

γi =
1

2
(γ

i
+ γi) =

3

4

βiβi+1

αi+1
. (404)

Daľśı možnost́ı, jak konstruovat pásové předpodmiňovače, je předpokládat, že Hessova matice má
pásovou strukturu a určovat jej́ı prvky numerickým derivováńım. K určeńı všech prvk̊u pásové mati-
ce, která má k − 1 pár̊u vedleǰśıch diagonál (takže k = (l + 1)/2, kde l je š́ı̌rka pásu), stač́ı použ́ıt k
diferenćı gradient̊u, tedy spoč́ıtat v každém kroku Newtonovy metody k gradient̊u nav́ıc. Vyšetř́ıme opět
tři speciálńı př́ıpady.

Poznámka 250 Předpokládejme, že Hessova matice je diagonálńı. Pak lze všechny jej́ı prvky aproximovat
pomoćı jedné diference gradient̊u

G(x)v ≈ g(x+ v)− g(x), v = [δ1, . . . , δn]
T ,

kde δ1, . . . , δn jsou vhodné diference. K předpodmı́něńı pak použijeme diagonálńı matici C = D, kde
D = diag(α1, . . . , αn) a Dv = g(x+ v)− g(x). Po dosazeńı dostaneme αiδi = gi(x+ v)− gi(x), neboli

αi =
gi(x+ v)− gi(x)

δi
, 1 ≤ i ≤ n.

Poznámka 251 Diference lze volit dvoj́ım zp̊usobem. V prvńım př́ıpadě pokládáme δi = δ, 1 ≤ i ≤ n,
takže v = δe, kde e je vektor, jehož všechny prvky jsou jednotkové. Pak lze (tak jako ve větě 135)
volit δ =

√
εM/∥e∥ =

√
εM k/n (k = 1 je počet vedleǰśıch diagonál zvětšený o 1). Ve druhém př́ıpadě

pokládáme δi =
√
εM max(|xi|, 1), 1 ≤ i ≤ n. Tento zp̊usob je méně náchylný k vlivu zaokrouhlovaćıch

chyb. V obou př́ıpadech lze psát
δi = εδi, 1 ≤ i ≤ n, (405)

kde ε =
√
εM a bud’ δi =

√
k/n nebo δi = max(|xi|, 1) pro 1 ≤ i ≤ n.

Nevýhodou předpodmiňovač̊u založených na numerickém derivováńı je skutečnost, že nemuśı být pozi-
tivně definitńı. Uvažujme ryze konvexńı kvadratickou funkci F : R2 → R, kde

F (x) =
1

2
xT
[

1 −2
−2 6

]
x, g(x) =

[
1 −2

−2 6

]
x.

Pak plat́ı
g(x+ δe)− g(x)

δ
=

[
1 −2

−2 6

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

takže

De =

[
α1 0
0 α2

] [
1
1

]
=

[
−1
4

]
,

což dává α1 = −1, α2 = 4, takže matice D neńı pozitivně definitńı. Tuto nevýhodu můžeme odstranit
tak, že pokládáme

αi =
|gi(x+ v)− gi(x)|

δi
, 1 ≤ i ≤ n.

Zd̊uvodněńı této úpravy udává následuj́ıćı tvrzeńı.

228



Tvrzeńı 7 Necht’ Dn je množina všech diagonálńıch matic řádu n a D = diag(α1, . . . , αn) je diagonálńı
matice taková, že

αi =
n∑

j=1

|Gij |, 1 ≤ j ≤ n,

kde Gij, 1 ≤ j ≤ n, jsou prvky i-tého řádku matice G. Pak plat́ı

κ1(GD
−1) = min

M∈Dn

κ1(GM
−1),

kde κ1 je l1 č́ıslo podmı́něnosti (součin l1 norem matice a jej́ı inverze).

Má-li matice G pouze kladné prvky a polož́ıme-li v = δe, plat́ı D(δe) = g(x+ δe)− g(x) ≈ G(δe), takže

αi ≈
n∑

j=1

Gij =
n∑

j=1

|Gij |

a matice D je podle tvrzeńı 7 ideálńım diagonálńım předpodmiňovačem (v l1 normě) pro soustavu rovnic
Gs+ g = 0. Nemá-li matice G pouze kladné prvky plat́ı

|αi| ≈

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

Gij

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|Gij |,

takže prvky upravené matice D jsou dolńım odhadem prvk̊u ideálńıho diagonálńıho předpodmiňovače.

Nyńı ukážeme, jak lze numerické derivováńı použ́ıt ke konstrukci tridiagonálńıho předpodmiňovače.

Věta 141 Předpokládejme, že Hessova matice funkce F ∈ C2 : D → R je tridiagonálńı matice tvaru (396).
Položme v1 = [δ1, 0, δ3, 0, δ5, 0, . . .], v2 = [0, δ2, 0, δ4, 0, δ6, . . .], kde δi = εδi, 1 ≤ i ≤ n (tak jako v (405)).
Pak pro 2 ≤ i ≤ n− 1 plat́ı

α1 = lim
ε→0

g1(x+ v1)− g1(x)

δ1
, β1 = lim

ε→0

g1(x+ v2)− g1(x)

δ2
,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+1
, mod(i, 2) = 0,

αn = lim
ε→0

gn(x+ v1)− gn(x)

δn
, mod(n, 2) = 1,

αn = lim
ε→0

gn(x+ v2)− gn(x)

δn
, mod(n, 2) = 0.

Důkaz Podle věty 3 plat́ı g(x + v1) − g(x) = G(x)v1 + o(ε), g(x + v2) − g(x) = G(x)v2 + o(ε), takže po
dosazeńı G(x) = T , kde T je tridiagonálńı matice tvaru (396), a po rozepsáńı jednotlivých složek dostaneme

g1(x+ v1)− g1(x)

δ1
= α1 + o(1),

g1(x+ v2)− g1(x)

δ2
= β1 + o(1),

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
= αi + o(1),

gi(x+ v2)− gi(x)

δi+1
= βi+1 + βi−1

δi−1

δi+1
+ o(1), mod(i, 2) = 1,

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
= αi + o(1),

gi(x+ v1)− gi(x)

δi+1
= βi+1 + βi−1

δi−1

δi+1
+ o(1), mod(i, 2) = 0,

gn(x+ v1)− gi(x)

δi
= αn + o(1), mod(n, 2) = 1,

gn(x+ v2)− gi(x)

δi
= αn + o(1), mod(n, 2) = 0,
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kde 2 ≤ i ≤ n− 1. Jelikož pod́ıly δi−1/δi+1 = δi−1/δi+1 z̊ustávaj́ı pro 2 ≤ i ≤ n− 1 konstantńı, je tvrzeńı
věty dokázáno. 2

Poznámka 252 Věta 141 udává zp̊usob určeńı tridiagonálńıho předpodmiňovače. Zvoĺı se pevně č́ıslo ε
(např́ıklad ε =

√
εM jako v (405)) a prvky matice C = T se vypočtou podle vzorc̊u uvedených ve větě 141

(ve kterých je vynechán limitńı přechod).

Matice C = T źıskaná podle poznámky 252 nemuśı být pozitivně definitńı, i když Hessova matice je
pozitivně definitńı (jako př́ıklad lze uvést ryze konvexńı kvadratickou funkci tř́ı proměnných s pozitivně
definitńı Hessovou matićı

G =

 1 −1 −2
−1 4 −1
−2 −1 8

 .
Zp̊usoby korekce indefinitńı tridiagonálńı matice jsou popsány v poznámce 155. Nyńı uvedeme dvě věty,
podporuj́ıćı volbu tridiagonálńıho předpodmiňovače v př́ıpadech, kdy Hessova matice je pentadiagonálńı.
Z technických d̊uvod̊u budeme tridiagonálńı předpodmiňovač a jeho prvky označovat vlnkou.

Věta 142 Necht’ Hessova matice G(x) je pentadiagonálńı, pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı.
Pak, plat́ı-li δi = εδ, 1 ≤ i ≤ n, a je-li č́ıslo ε dostatečně malé, je matice C = T̃ źıskaná podle poznámky 252
pozitivně definitńı a diagonálně dominantńı.

Důkaz Uvažujme pentadiagonálńı Hessovu matici tvaru (401), označme vlnkou prvky tridiagonálńı matice
T̃ a položme pro zjednodušeńı zápisu γ−1 = γ0 = β0 = β̃0 = 0, γn−1 = γn = βn = β̃n = 0. Pak podle
předpokladu diagonálńı dominance plat́ı

αi > |γi−2|+ |βi−1|+ |βi|+ |γi|

pro 1 ≤ i ≤ n. Použijeme-li větu 141 a poznámku 252, dostaneme

α̃i ≈ γi−2 + αi + γi, β̃i−1 + β̃i ≈ βi−1 + βi (406)

pro 1 ≤ i ≤ n. Plat́ı tedy β̃i ≈ βi a je-li č́ıslo ε dostatečně malé, z̊ustane ostrá nerovnost zachována a
můžeme psát

α̃i ≥ α̃i − |β̃i−1|+ |β̃i| ≈ αi + γi−2 + γi − |βi−1|+ |βi| ≥ αi − |γi−2| − |βi−1| − |βi| − |γi| > 0

pro 1 ≤ i ≤ n. 2

Poznámka 253 Věta 142 vyžaduje, aby všechny diference byly stejné, což je splněno např́ıklad tehdy,
když δi =

√
2εM/n, 1 ≤ i ≤ n. Numerické testy však ukazuj́ı, že volba δi =

√
εmax(|xi|, 1), 1 ≤ i ≤ n, je

výhodněǰśı.

Věta 142 použ́ıvá poměrně silné předpoklady, udává však podmı́nky postačuj́ıćı, nikoliv nutné. Ukazuje
se, že pro mnohé praktické úlohy je matice T̃ pozitivně definitńı. Uvažujme okrajovou úlohu pro obyčejnou
diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′(t) = φ(y(t)), 0 ≤ t ≤ 1, y(0) = y0, y(1) = y1,

kde funkce φ : R → R je dvakrát spojitě diferencovatelná na R. Rozděĺıme-li interval [0, 1] na n+ 1 část́ı
pomoćı uzlových bod̊u ti = ih, 0 ≤ i ≤ n+1, kde h = 1/(n+1) je krok śıtě, a nahrad́ıme-li druhé derivace
v uzlových bodech diferencemi

y′′(ti) =
y(ti−1)− 2y(ti) + y(ti+1)

h2
,

kde 1 ≤ 1 ≤ n, dostaneme soustavu n nelineárńıch rovnic

h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1 = 0,
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kde xi = y(ti), 0 ≤ 1 ≤ n + 1, takže x0 = y0 a xn+1 = y1. Řeš́ıme-li tuto soustavu metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u (kapitola 7), má minimalizovaná funkce tvar

F (x) =
1

2

n∑
i=1

f2i (x) =
1

2

n∑
i=1

(
h2φ(xi) + 2xi − xi−1 − xi+1

)2
, (407)

kde x = [x1, . . . , xn]
T .

Věta 143 Aplikujme diferenčńı verzi Newtonovy metody na součet čtverc̊u (407), kde funkce φ : R → R
je lineárńı. Pak, plat́ı-li δi = εδ, 1 ≤ i ≤ n, a je-li č́ıslo ε dostatečně malé, je matice C = T̃ źıskaná podle
poznámky 252 pozitivně definitńı.

Důkaz Zřejmě

∇fi(x) =

 −1
ψ(xi)
−1

 , ∇2fi(x) =

 0 0 0
0 ψ′(xi) 0
0 0 0

 ,
kde ψ(xi) = 2 + h2φ′(xi) a ψ′(xi) = h2φ′′(xi). Omeźıme-li se pro jednoduchost na submatice řádu pět,
můžeme psát

J(x) =


ψ1 −1 0 0 0
−1 ψ2 −1 0 0
0 −1 ψ3 −1 0
0 0 −1 ψ4 −1
0 0 0 −1 ψ5

 , C(x) =


f1ψ

′
1 0 0 0 0

0 f2ψ
′
2 0 0 0

0 0 f3ψ
′
3 0 0

0 0 0 f4ψ
′
4 0

0 0 0 0 f5ψ
′
5

 ,

JT (x)J(x) =


ψ2
1 + 1 −(ψ1 + ψ2) 1 0 0

−(ψ1 + ψ2) ψ2
2 + 2 −(ψ2 + ψ3) 1 0

1 −(ψ2 + ψ3) ψ2
3 + 2 −(ψ3 + ψ4) 1

0 1 −(ψ3 + ψ4) ψ2
4 + 2 −(ψ4 + ψ5)

0 0 1 −(ψ4 + ψ5) ψ2
5 + 1

 ,
odkud vid́ıme, že Hessova matice G(x) = JT (x)J(x) + C(x) je pentadiagonálńı. Je-li funkce φ : R → R
lineárńı (takže φ′(xi) = φ′, φ′′(xi) = 0, 1 ≤ i ≤ n, kde φ′ je konstantńı směrnice lineárńı funke φ), plat́ı
C(x) = 0, takže G(x) = JT (x)J(x) a můžeme psát α1 = ψ2

1 + 1, αn = ψ2
n + 1 a

αi = ψ2
i + 2, 2 ≤ i ≤ n− 1,

βi = −(ψi + ψi+1), 1 ≤ i ≤ n− 1,

γi = 1, 1 ≤ i ≤ n− 2.

Je-li T̃ matice źıskaná podle poznámky 252, plat́ı (406), což dává α̃1 ≈ ψ2
1 + 2, α̃2 ≈ ψ2

2 + 3, α̃i ≈ ψ2
i + 4,

3 ≤ i ≤ n− 2, α̃n−1 ≈ ψ2
n−1 +3, α̃n ≈ ψ2

n +2 a β̃i ≈ −(ψi +ψi+1), 1 ≤ i ≤ n− 1. Nyńı využijeme toho, že
součet (400) (kde použ́ıváme veličiny označené vlnkou) lze podobně jako v poznámce 247 upravit tak, že

2vT T̃ v = [v1, v2]

[
2α̃1 2β̃1
2β̃1 α̃2 − 1

] [
v1
v2

]
+ [v2, v3]

[
α̃2 + 1 2β̃2
2β̃2 α̃3

] [
v2
v3

]
+

n−3∑
i=3

[vi, vi+1]

[
α̃i 2β̃i
2β̃i α̃i+1

] [
vi
vi+1

]
+ [vn−2, vn−1]

[
α̃n−2 2β̃n−2

2β̃n−2 α̃n−1 + 1

] [
vn−2

vn−1

]
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+ [vn−1, vn]

[
α̃n−1 − 1 2β̃n−1

2β̃n−1 2α̃n

] [
vn−1

vn

]
≈ [v1, v2]

[
2(ψ2

1 + 2) −2(ψ1 + ψ2)
−2(ψ1 + ψ2) ψ2

2 + 2

] [
v1
v2

]
+

n−2∑
i=2

[vi, vi+1]

[
ψ2
i + 4 −2(ψi + ψi+1)

−2(ψi + ψi+1) ψ2
i+1 + 4

] [
vi
vi+1

]
+ [vn−1, vn]

[
ψ2
n−1 + 2 −2(ψn−1 + ψn)

−2(ψn−1 + ψn) 2(ψ2
n + 2)

] [
vn−1

vn

]
∆
= 2vTTv. (408)

Protože

2(ψ2
i + 2)(ψ2

i+1 + 2)− 4(ψi + ψi+1)
2 = 2ψ2

i ψ
2
i+1 + 8− 8ψiψi+1

= 2(ψ2
i ψ

2
i+1 − 2)2 ≥ 0, i ∈ {1, n− 1},

(ψ2
i + 4)(ψ2

i+1 + 4)− 4(ψi + ψi+1)
2 = ψ2

i ψ
2
i+1 + 16− 8ψiψi+1

= (ψiψi+1 − 4) ≥ 0, 2 ≤ i ≤ n− 2,

jsou všechny matice použité v (408) pozitivně semidefinitńı. Jelikož funkce φ je lineárńı (má směrnici φ′),
plat́ı ψi = 2 + h2φ′, 1 ≤ i ≤ n. Pokud (2 + h2φ′)2 ̸= 2, jsou prvńı a posledńı matice v (408) pozitivně
definitńı. V opačném př́ıpadě jsou všechny ostatńı matice pozitivně definitńı. Podle poznámky 247 je
tedy matice T pozitivně definitńı. Protože podle poznámky 246 neovlivńı malá změna prvk̊u matice T jej́ı
pozitivńı definitnost, je pro dostatečně malé ε matice T̃ ≈ T pozitivně definitńı. 2

Poznámka 254 Předpoklady věty 143 jsou velmi silné. Jsou to však podmı́nky postačuj́ıćı, nikoliv nutné.
Předně je velmi nepravděpodobné, že by se současně vynulovaly determinanty všech matic použitých v
(408), takže můžeme předpokládat, že matice T vystupuj́ıćı v (408) je pozitivně definitńı. Pokud se bĺıž́ıme
k řešeńı, kde F (x) = 0, plat́ı fi → 0, 1 ≤ i ≤ n. Nav́ıc matice diag(ψ′

1, . . . , ψ
′
n) je obvykle malá ve srovnáńı

s J(x)TJ(x) (pokud n ≈ 1000, je h2 ≈ 10−6). Protože malá změna diagonálńıch prvk̊u neporuš́ı pozitivńı
definitnost matice T (poznámka 246), můžeme očekávat, že v dostatečné bĺızkosti řešeńı je matice T̃
pozitivně definitńı i když funkce funkce φ : R→ R neńı lineárńı.

Je-li Hessova matice pentadiagonálńı a pozitivně definitńı (tak jako v předchoźıch dvou větách), je
výhodné použ́ıt pentadiagonálńı předpodmiňovač vyšetřovaný v následuj́ıćı větě, jej́ıž d̊ukaz je velmi
podobný d̊ukazu věty 141.

Věta 144 Předpokládejme, že Hessova matice funkce F ∈ C2 : D → R je pentadiagonálńı matice tvaru
(401). Položme v1 = [δ1, 0, 0, δ4, 0, 0, . . .], v2 = [0, δ2, 0, 0, δ5, 0, . . .], v3 = [0, 0, δ3, 0, 0, δ6, . . .], kde δi = εδi,
1 ≤ i ≤ n (tak jako v (405)). Pak plat́ı

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i, 3) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i, 3) = 2,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)− δi−2γi−2

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)− δi−1βi−1

δi+2
, mod(i, 3) = 0,
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kde veličiny s indexy i < 1 považujeme za nulové a veličiny, v jejichž vzorćıch vystupuj́ı indexy i > n,
nepoč́ıtáme.

Nyńı se budeme zabývat posledńım typem předpodmı́něńı zmı́něným na začátku tohoto odd́ılu. V
odd́ılu 6.4 jsme ukázali, že symetrický Lanczos̊uv proces je úzce spjatý s metodou sdružených gradi-
ent̊u a ve větě 96 jsme uvedli př́ıslušné převodńı vztahy. Nyńı ukážeme, jak lze tridiagonálńı matici
źıskanou podle věty 96 použ́ıt ke konstrukci předpodmiňovače pro metodu sdružených gradient̊u. Z d̊uvod̊u
větš́ı přehlednosti budeme prvky tridiagonálńı matice označovat tak jako v (396) a koeficienty metody
sdružených gradient̊u označ́ıme vlnkou. V této konvenci maj́ı vzorce uvedené ve větě 96 tvar α1 = 1/α̃1 a

β2
i =

β̃i
α̃2
i

, αi+1 =
β̃i
α̃i

+
1

α̃i+1
(409)

pro 1 ≤ i ≤ m, kde m je č́ıslo takové, že α̃i > 0 pro 1 ≤ i ≤ m.

Věta 145 Uvažujme metodu sdružených gradient̊u (aplikovanou na kvadratickou funkci s Hessovou matićı
G) takovou, že α̃i > 0 pro 1 ≤ i ≤ m. Pak tridiagonálńı matice Tm řádu m źıskaná podle vzorc̊u (409) je
pozitivně definitńı.

Důkaz Označme γi = 1/α̃i, 1 ≤ i ≤ m. Pak γ1 = α1 a podle (409) plat́ı

β2
i = β̃iγ

2
i , αi+1 = β̃iγi + γi+1

pro 1 ≤ i ≤ m, takže

γi+1 = αi+1 −
β2
i

γi

pro 1 ≤ i ≤ m, což je právě rekurentńı vztah (398). Jelikož č́ısla γi = 1/α̃i, 1 ≤ i ≤ m, jsou podle
předpokladu kladná, je podle věty 137 matice Tm pozitivně definitńı. 2

Poznámka 255 Tridiagonálńı matice Tm má dimenzi m ≤ n. Abychom dostali předpodmiňovač dimenze
n, polož́ıme

C = (I −QmQ
T
m) +QmTmQ

T
m (410)

kde Qm je matice s m ortonormálńımi sloupci źıskaná symetrickým Lanczosovým procesem (poznámka 185
a věta 96). Abychom zd̊uvodnili tuto volbu, ukážeme, že plat́ı

C = [Qm, Qn−m]

[
Tm 0
0 In−m

]
[Qm, Qn−m]T , (411)

kde Qn−m je matice s n −m ortonormálńımi sloupci taková, že matice [Qm, Qn−m] je čtvercová a orto-
gonálńı. Necht’ v = v1 + v2, kde v1 = Qmṽ1 a v2 = Qn−mṽ2 (takže QT

m−nv1 = 0 a QT
mv2 = 0). Pak

plat́ı (
(I −QmQ

T
m) +QmTmQ

T
m

)
v = QmTmṽ1 + v2 (412)

a

[Qm, Qn−m]

[
Tm 0
0 In−m

]
[Qm, Qn−m]T v = [Qm, Qn−m]

[
Tm 0
0 In−m

]
[ṽ1, ṽ2]

T

= QmTmṽ1 +Qn−mṽ2 = QmTmṽ1 + v2

a jelikož vektor v lze volit libovolně, jsou obě matice stejné. Dále podle (412) plat́ı

Cv = QmTmṽ1 + v2 = Qm(QT
mGQm)ṽ1 + v2 = QmQ

T
mGv1 + v2

(nebot’ Tm = QT
mGQm podle poznámky 186), takže předpodmiňovač C p̊usob́ı na složku v1 jako matice G

následovaná projekćı do L(Qm) a na složku v2 jako jednotková matice.
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Věta 146 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 145. Pak předpodmiňovač (410) je pozitivně definitńı a
plat́ı

C−1 = (I −QmQ
T
m) +QmT

−1
m QT

m. (413)

Důkaz (a) Jelikož QT
mQm = I, je matice (I −QmQ

T
m) idempotentńı a tud́ıž pozitivně semidefinitńı (pro

libovolný vektor v plat́ı vT (I −QmQ
T
m)v = vT (I −QmQ

T
m)(I −QmQ

T
m)v ≥ 0). Jelikož matice Tm je podle

věty 145 pozitivně definitńı a matice Qm má lineárně nezávislé sloupce, je matice QmTmQ
T
m pozitivně

definitńı. Matice C je tedy (jako součet pozitivně semidefinitńı a pozitivně definitńı matice) pozitivně
definitńı.

(b) Jelikož QT
mQm = I a matice I −QmQ

T
m je idempotentńı, plat́ı[

(I −QmQ
T
m) +QmTmQ

T
m

] [
(I −QmQ

T
m) +QmT

−1
m QT

m

]
= I −QmQ

T
m +QmTmQ

T
m −QmTmQ

T
m +QmT

−1
m QT

m −QmT
−1
m QT

m +QmQ
T
m = I.

2

Nevýhoda předpodmiňovače (410) spoč́ıvá v tom, že tuto matici lze definovat pouze v nepředpodmı́ně-
ném kroku Newtonovy metody. Pokud krok Newtonovy metody předpodmı́ńıme, nejsou sloupce matice
Qm ortonormálńı (poznámka 189) a matice (410) nemá požadované vlastnosti. Abychom se těmto pot́ıž́ım
vyhnuli, museli bychom použitý předpodmiňovač zahrnout do výrazu (410) (mı́sto jednotkové matice).
To znamená, že bychom museli ukládat předpodmiňovače ze všech předchoźıch krok̊u, což je nepraktické.
Proto se postupuje tak, že se provede m ≪ n krok̊u nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u,
zkonstruuje se předpodmiňovač (410) a ten se použije v daľśıch kroćıch metody sdružených gradient̊u(také
se lze vrátit na začátek iteračńıho procesu).

Závěrem je třeba se zmı́nit o zp̊usobu, který nám dovoĺı rozhodnout, zda máme předpodmiňovač použ́ıt
nebo odvrhnout (ne vždy je nalezený předpodmiňovač vhodný k použit́ı). To se týká hlavně pásových
předpodmiňovač̊u určených metodou BFGS nebo numerickým derivováńım. Předně je třeba zd̊uraznit, že
indefinitńı předpodmiňovač je nevhodný i v př́ıpadě, že Hessova matice neńı pozitivně definitńı, nebot’ v
takovém př́ıpadě neńı účelné hledat řešeńı soustavy Gs+ g = 0, které charakterizuje sedlový bod a ne mi-
nimum. K testováńı pozitivńı definitnosti a špatné podmı́něnosti matice se hod́ı Gill̊uv–Murraẙuv rozklad
popsaný v odd́ılu 6.6. Pokud v některém eliminačńım kroku je pivot menš́ı než δmax(1,max1≤i≤n(|αi|)),
kde δ je předepsaná mez, rozklad předpodmiňovače ukonč́ıme a předpodpodmiňovač odvrhneme. Provést
Gill̊uv-Murraẙuv rozklad do konce a použ́ıt źıskanou pozitivně definitńı matici jako předpodmiňovač se
nevypláćı (dokládaj́ı to numerické experimenty). Č́ıslo δ se obvykle voĺı tak, že δ = 10−12. Někdy je však
třeba zvolit větš́ı hodnotu (např́ıklad δ = 10−2).

Poznámka 256 Závěrem uvedeme několik poznámek ke konstrukci předpodmiňovač̊u pro diferenčńı verzi
Newtonovy metody v př́ıpadě, že neznáme Hessovu matici.

• Předpodmiňovače založené na metodách s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı nevyžaduj́ı žádné
korekce. Jsou poměrně robustńı, ale nejsou nejefektivněǰśı.

• Pásové předpodmiňovače určené standardńı metodou BFGS ekvivalentńı předpodmı́něné metodě
sdružených gradient̊u je třeba předem upravit, jinak jsou při určováńı Gillova–Murrayova rozkladu
většinou odvrhnuty. Velmi se osvědčily úpravy založené na větě 138, kdy se nevhodné mimodi-
agonálńı prvky zmenšuj́ı tak, aby se záporné determinanty matic (399) vynulovaly, a úpravy založené
na větě 139, kdy se indefinitńı matice (402) upravuj́ı tak, že se prvky βi, βi+1 zmenš́ı na dvě třetiny
a prvek γi na třetinu. Použit́ı věty 140 a vzorce (404) je méně výhodné. Ukazuje se, že takto źıskané
předpodmiňovače je třeba častěji odvrhovat (např́ıklad volbou δ = 10−2).

• Pásové předpodmiňovače určené numerickým derivováńım stač́ı upravit nanejvýš tak, že diagonálńı
prvky nahrad́ıme jejich absolutńımi hodnotami. Úpravy založené na větě 138 a na větě 139 snižuj́ı
efektivitu předpodmı́něńı. Pro odvrhováńı stač́ı většinou volba δ = 10−12 (kromě diagonálńıch
předpodmiňovač̊u, které jsou citlivé na odvrhováńı).
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• Předpodmiňovače źıskané Lanczosovou metodou neńı třeba korigovat (jsou podle věty 146 vždy
pozitivně definitńı). Jejich použit́ı však ztěžuje to, že je nelze určovat v předpodmı́něném kroku
Newtonovy metody. To vyvolává řadu technických pot́ıž́ı (muśı se upravovat iteračńı proces metody
sdružených gradient̊u).

8.5 Numerické porovnáńı

Metody popsané v této kapitole byly testovány pomoćı souboru 71 testovaćıch úloh s 1000 proměnnými.
Výsledky test̊u jsou uvedeny ve dvou tabulkách, kde NIT je celkový počet iteraćı, NFV je celkový počet
použitých funkčńıch hodnot a NFG je celkový počet použitých gradient̊u. Druhá tabulka obsahuje daľśı
hodnoty, přičemž NCG je celkový počet vnitřńıch iteraćı (iteraćı metody sdružených gradient̊u), NIC je
celkový počet předpodmı́něných vněǰśıch iteraćı (iteraćı Newtonovy metody) a NCP je počet problémů, pro
které bylo nutné zvýšit mez pro odvrhováńı (poznámka 256). V obou tabulkách je nav́ıc uveden celkový
čas výpočtu.

V prvńı tabulce jsou uvedeny výsledky źıskané metodami VBFGS-1 (algoritmus 11), VBFGS-2 (algorit-
mus 12), VBFGS-3 (algoritmus 13), MBFGS-1 (algoritmus 14), MBFGS-2 (algoritmus 15), RBFGS (algoritmus 17
upravený podle poznámek 238, a 238), SVDBC-1 (algoritmus 18 s volbou (390)) a SVDBC-2 (algoritmus 18 s
volbou (387)) a (391)–(392)). Pro srovnáńı jsou uvedeny výsledky źıskané metodou sdružených gradient̊u
(algoritmus 2). CG-1 znač́ı metodu sdružených gradient̊u se speciálńım výběrem délky kroku, která dává
srovnatelně přesné výsledky jako metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı a CG-2 znač́ı metodu
sdružených gradient̊u se standardńım výběrem délky kroku, která dává méně přesné výsledky.

Metoda NIT NFV NFG čas
VBFGS-1 121314 127189 127189 39.55
VBFGS-2 119665 130650 130650 37.95
VBFGS-3 115722 122083 122083 37.44
MBFGS-1 122297 128251 128251 38.90
MBFGS-2 119056 124680 124680 36.34
RBFGS 123223 142535 142535 45.34
SVDBC-1 134838 138172 138172 57.52
SVDBC-2 129313 132118 132118 52.81
CG-1 109166 325994 325994 75.72
CG-2 137846 207626 207626 48.38

Z údaj̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Metody s proměnnou metrikou (s omezenou pamět́ı) jsou obvykle účinněǰśı než metody redukovaných
Hessián̊u a posunuté metody s proměnnou metrikou. Je to zp̊usobeno t́ım, že u metod s proměnnou
metrikou lze volit m = 5, zat́ımco metody redukovaných Hessián̊u a posunuté metody s proměnnou
metrikou vyžaduj́ı v́ıce aktualizaćı (obvykle m = 10) a proto jsou pomaleǰśı.

• Metodu BFGS realizovanou pomoćı Strangových rekurenćı (algoritmus 11) lze překonat vhodnými
úpravami (algoritmus 12, algoritmus 13)).

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı realizované pomoćı maticových reprezentaćı jsou
velmi efektivńı. Rekurzivńı postup založený na větě 124 se zdá být stabilněǰśı, než použit́ı explicitńıho
vzorce (351).

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı jsou účinněǰśı než metoda sdružených gradient̊u
(co se týče přesnosti výsledk̊u, je s metodami proměnnou metrikou srovnatelná pouze metoda GG-1).
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Ve druhé tabulce jsou uvedeny výsledky źıskané diskrétńı verźı Newtonovy metody (spádových směr̊u)
s r̊uznými předpodmiňovači. Zde LSTN je nepředpodmı́něná Newtonova metoda, LSTNB-1 a LSTNB-2 jsou
metody předpodmı́něné třemi BFGS aktualizacemi realizovanými pomoćı Strangových rekurenćı (316)–
(317) a pomoćı věty 124, LSTNV-1, LSTNV-2 a LSTNV-3 jsou metody s pásovými předpodmiňovači (dia-
gonálńım, tridiagonálńım a pentadiagonálńım), určenými metodou BFGS ekvivalentńı předpodmı́něné
metodě sdružených gradient̊u s korekcemi popsanými v poznámce 256, LSTND-1, LSTND-2 a LSTND-3 jsou
metody s pásovými předpodmiňovači (diagonálńım, tridiagonálńım a pentadiagonálńım), určenými nume-
rickým derivováńım s náhradou diagonálńıch prvk̊u jejich absolutńımi hodnotami a LSTNL je metoda s
předpodmiňovačem źıskaným symetrickým Lanczosovým procesem.

Metoda NIT NFV NFG NCG NIP NCP čas
LSTN 7425 11827 372789 359505 - - 66.08

LSTNB-1 7270 12521 233269 219347 7270 - 42.55
LSTNB-2 7327 12832 225982 211668 7327 - 37.81
LSTNV-1 7095 10303 274344 262855 4335 37 50.43
LSTNV-2 6751 9252 139989 129933 4260 37 27.47
LSTNV-3 6803 8857 229501 219820 4027 36 51.67
LSTND-1 6522 8491 347384 331709 3857 40 59.51
LSTND-2 7573 11245 147391 119434 4409 3 25.45
LSTND-3 7107 10726 125262 91665 4943 4 24.57
LSTNL 7398 11672 352199 339081 6808 1 55.61

Z údaj̊u uvedených v této tabulce lze vyvodit několik závěr̊u:

• Diferenčńı verze Newtonovy metody konverguj́ı velmi rychle, vyžaduj́ı však velký počet gradient̊u
minimalizované funkce k určeńı diferenćı použitých v metodě sdružených gradient̊u.

• Nepředpodmı́něná diferenčńı verze Newtonovy metody nemůže konkurovat metodám s proměnnou
metrikou s omezenou pamět́ı.

• Diagonálńı předpodmiňovače a předpodmiňovače źıskané Lanczosovou metodou nejsou př́ılǐs efek-
tivńı. Lepš́ı výsledky dávaj́ı tridiagonálńı a pentadiagonálńı předpodmiňovače.

• Pásové předpodmiňovače určené metodou BFGS je třeba upravovat podle vět 138 a 139. Často je
také třeba zvýšit mez pro odvrhováńı δ.

• Pásové předpodmiňovače určené numerickým derivováńım vyžaduj́ı pouze minimálńı korekce. Dávaj́ı
dobré výsledky zejména tehdy, jsou-li Hessovy matice pásové. Diferenčńı verze Newtonovy metody
použ́ıvaj́ıćı tyto předpodmiňovače jsou obvykle účinněǰśı, než metody s proměnnou metrikou s omeze-
nou pamět́ı.

9 Metody pro rozsáhlé ř́ıdké úlohy

9.1 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy jsou založeny na aproximaci sloupc̊u Gei, 1 ≤ i ≤ n,
Hessovy matice G pomoćı diferenčńıch vzorc̊u

G(x)ei ≈
g(x+ δei)− g(x)

δ
, 1 ≤ i ≤ n,

kde δ je malá diference (δ =
√
εM ). Je-li však Hessova matice G ř́ıdká, může nastat př́ıpad, kdy pomoćı

jedné diference gradient̊u urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice. Jako př́ıklad uvedeme pásovou matici:
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G =


G11, G12, 0, 0, 0
G21, G22, G23, 0, 0
0, G32, G33, G34, 0
0, 0, G43, G44, G45

0, 0, 0, G54, G55

 . (414)

Necht’

v1 = [1, 0, 0, 1, 0]T ,

v2 = [0, 1, 0, 0, 1]T ,

v3 = [0, 0, 1, 0, 0]T .

Pak plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G34, G44, G54]
T ,

Gv2 = [G12, G22, G32, G45, G55]
T ,

Gv3 = [0, G23, G33, G43, 0]
T ,

takže všechny prvky matice G můžeme určit pomoćı tř́ı diferenčńıch vzorc̊u

g(x+ δv1)− g(x)

δ
≈ Gv1,

g(x+ δv2)− g(x)

δ
≈ Gv2,

g(x+ δv3)− g(x)

δ
≈ Gv3.

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit. Rozdělme sloupce
matice G do k disjunktńıch skupin Si ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice G(Si), složené ze
sloupc̊u matice G patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak
můžeme všechny sloupce matice G určit pomoćı k diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice G(Si)). Takto lze postupovat pro libovolnou (i nesymetrickou)
matici G. Je-li matice G symetrická, můžeme jej́ı symetrii využ́ıt k daľśımu sńıžeńı počtu potřebných
diferenćı. Uvažujme matici

G =


G11, G12, G13, G14, G15

G21, G22, 0, 0, 0
G31, 0, G33, 0, 0
G41, 0, 0, G44, 0
G51, 0, 0, 0, G55

 . (415)

Použijeme-li předchoźı postup, potřebujeme k určeńı prvk̊u matice G pět diferenćı gradient̊u. Polož́ıme-li
však

237



v1 = [1, 0, 0, 0, 0]T ,

v2 = [0, 1, 1, 1, 1]T ,

plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G31, G41, G51]
T ,

Gv2 = [∗, G22, G33, G44, G55]
T ,

kde hvězdičkou je označen prvek, který nás nezaj́ımá. Určili jsme tedy prvky G11, G21, G31, G41, G51, G22,
G33, G44, G55 a protože matice G je symetrická i prvky G12 = G21, G13 = G31, G14 = G41, G15 = G51,
to vše pomoćı dvou diferenćı gradient̊u.

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme opět zobecnit. Sloupce matice G
rozděĺıme opět do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Při určováńı těchto skupin však nebudeme
pracovat s celou matićı G, ale pouze s jej́ımi submaticemi, které dostaneme vyškrtnut́ım známých řádk̊u
a sloupc̊u. Necht’ Gi je submatice matice G, kterou dostaneme, vyškrtneme-li v matici G řádky a sloupce
s indexy j ∈ S1 ∪ . . . ∪ Sj−1, a necht’ Gi(Si) je submatice matice Gi, která obsahuje sloupce této matice s
indexy j ∈ Si, takže Gi(Si) = Gi ∩G(Si):

Rozděĺıme-li sloupce matice G do k disjunktńıch skupin Si, i ∈ [1, k], tak aby submatice Gi(Si),
i ∈ [1, k], měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek, můžeme sloupce matice G určit pomoćı k
diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice Gi(Si) = Gi ∩ G(Si), ostatńı prvky submatice G(Si) jsou
určeny symetríı matice G).

Zat́ım jsme se nezabývali určováńım skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Je účelné volit tyto skupiny tak, aby
jejich počet byl minimálńı. To je však složitý kombinatorický problém, který je ekvivalentńı s problémem
barveńı jistého grafu. V praxi se obvykle použ́ıvaj́ı jednoduché a dostatečně rychlé algoritmy, které najdou
dostatečně malý (i když ne minimálńı) počet skupin. Při určováńı skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, se použ́ıvá
sekvenčńı postup. Sloupce submatice Gi se nejprve přerovnaj́ı podle nějakého pravidla a potom se prob́ıraj́ı
postupně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u. Index j ∈ {1, . . . , n}\(S1 ∪ . . . ∪ Si−1) se přidá do skupiny Si

pouze tehdy, neporuš́ı-li se přitom požadavek, aby submatice Gi(Si) měla v každém řádku nanejvýš jeden
nenulový prvek.

Na přerovnáńı sloupc̊u submatice Gi obvykle dosti zálež́ı. Následuj́ıćı matice se lǐśı pouze pořad́ım
řádk̊u a sloupc̊u (nenulové prvky jsou znázorněny symbolem ∗).

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 ,


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

 .
Prob́ıráme-li sloupce prvńı matice sekvenčně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, potřebujeme k určeńı všech
nenulových prvk̊u celkem pět diferenćı gradient̊u. Prob́ıráme-li sloupce druhé matice sekvenčně podle
vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, stač́ı k určeńı všech nenulových prvk̊u pouze dvě diference gradient̊u.

Zat́ım jsme se zabývali př́ımými metodami pro výpočet prvku ř́ıdké Hessovy matice pomoćı diferenćı.
Nyńı obrát́ıme pozornost na substitučńı metody, které obvykle vyžaduj́ı menš́ı počet diferenćı než př́ımé
metody. Uvažujme opět matici (414) a položme
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v1 = [1, 0, 1, 0, 1]T ,

v2 = [0, 1, 0, 1, 0]T .

Pak plat́ı

g(x+ δv1)− g(x)

δ
≈ Gv1 =


G11

G21 +G23

G33

G43 +G45

G55

 ,

g(x+ δv2)− g(x)

δ
≈ Gv2 =


G12

G22

G32 +G34

G44

G54

 .
Z těchto rovnic urč́ıme př́ımo hodnoty G11, G33, G55, G12, G22, G44, G54 a protože matice G je

symetrická i hodnoty G21, G45. Dosad́ıme-li hodnoty G21, G45 zpět do uvedených rovnic, urč́ıme hodnoty
G23, G43 a protože matice G je symetrická i hodnoty G32, G34. Potřebujeme k tomu pouze dvě diference
gradient̊u (př́ımá metoda použ́ıvá tři diference gradient̊u).

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit. Necht’ GU je horńı
trojúhelńıková matice, jej́ıž horńı trojúhelńıková část má stejnou strukturu (rozložeńı nenulových prvk̊u)
jako horńı trojúhelńıková část matice G. Rozdělme sloupce matice GU do k disjunktńıch skupin Si ⊂
{1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice GU (Si) složené ze sloupc̊u matice GU patř́ıćıch do skupin Si,
měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak můžeme všechny sloupce matice G určit pomoćı
k diferenćı

g(x+ δvi)− g(x)

δ
≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice GU (Si), ostatńı prvky submatice G(Si) jsou určeny symetríı
matice G). Při určováńı prvk̊u matice G je nutné postupovat podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u:

Určujeme-li prvky v j-tém řádku matice GU , je nutné od prvku označeného kroužkem odeč́ıst prvky
označené kř́ıžkem, jež se v d̊usledku symetrie rovnaj́ı již určeným prvk̊um lež́ıćım v j-tém sloupci matice
GU .

Smyslem těchto úvah bylo ukázat, že určeńı Hessovy matice pomoćı diferenćı gradient̊u může být
časově nenáročné , je-li tato matice ř́ıdká. To stav́ı diferenčńı verze Newtonovy metody do zcela jiného
světla, nebot’ pro ř́ıdké úlohy mohou konkurovat metodám s proměnnou metrikou a metodám sdružených
gradient̊u nebo je i překonat.

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy se obvykle realizuj́ı jako metody s optimálńım
lokálně omezeným krokem (algoritmus 5) nebo jako nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (algo-
ritmus 6). Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem vyžaduj́ı opakované řešeńı soustavy rovnic
(G+ λI)s+ g = 0 (pro r̊uzné hodnoty parametru λ ≥ 0). Použ́ıvá se přitom ř́ıdký Choleského rozklad

RTR = P (G+ λI)PT ,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a P je permutačńı matice, jej́ıž jediným účelem je přerovnat
řádky a sloupce matice G+ λI tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co nejmenš́ı. Nalezeńı
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permutačńı matice P a následné určeńı struktury horńı trojúhelńıkové matice R se nazývá symbolickou
faktorizaćı. Symbolická faktorizace se provád́ı pouze jednou (na začátku iteračńıho procesu) a proto je
možné použ́ıvat časově náročněǰśı složité postupy, které minimalizuj́ı počet nově vzniklých nenulových
prvk̊u. Tyto postupy maj́ı kombinatorický charakter a jejich popis se vymyká rozsahu této práce (jsou jim
věnovány samostatné monografie). Výpočet prvk̊u horńı trojúhelńıkové matice R (numerická faktorizace)
se provád́ı podle vzorc̊u uvedených v odd́ılu 6.6.

Nepřesné metody s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı metodu sdružených gradient̊u popsanou v
odd́ılu 3.6 (Algoritmus 3), kde se ř́ıdká Hessova matice G použ́ıvá pouze k výpočtu součin̊u qi = Gpi,
1 ≤ i ≤ n, a neńı ji tud́ıž třeba rozkládat. V souvislosti s diferenčńı verźı Newtonovy metody pro ř́ıdké
úlohy se osvědčilo předpodmiňováńı pomoćı neúplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu
spoč́ıvá v prováděńı Choleského rozkladu, při němž se zanedbávaj́ı všechny nově vznikaj́ıćı nenulové prvky
(někdy se nově vznikaj́ıćımi nenulovými prvky modifikuje diagonála rozkládané matice). Źıskaná horńı
trojúhelńıková matice R má stejnou strukturu jako horńı trojúhelńıková část matice B a aproximace
RRT ≈ B je často velmi dobrá, což dává velmi účinné předpodmı́něńı.

Nyńı ukážeme, jak lze reprezentovat ř́ıdkou Hessovu matice G. Budeme přitom pracovat s horńı
trojúhelńıkovou matićı GU , která vznikne z matice G vynulováńım všech poddiagonálńıch prvk̊u.

Definice 38 Řı́dkou reprezentaćı Hessovy matice G nazveme trojici vektor̊u num(GU ) ∈ RmU , ind(GU ) ∈
RmU , adr(GU ) ∈ Rn+1, kde mU je počet nenulových prvk̊u matice GU . Vektor num(GU ) obsahuje nu-
merické hodnoty nenulových prvk̊u matice GU uspořádaných po řádćıch. Vektor ind(GU ) obsahuje sloup-
cové indexy těchto nenulových prvk̊u. Vektor adr(GU ) obsahuje ukazatele umı́stěńı diagonálńıch prvk̊u
matice GU ve vektorech num(GU ) a ind(GU ). Posledńı prvek vektoru adr(GU ) (s indexem n + 1) má
hodnotu mU + 1.

Pro matici (414) plat́ı

num(GU ) = [G11, G12, G22, G23, G33, G34, G44, G45, G55]
T ,

ind(GU ) = [1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5]T ,

adr(GU ) = [1, 3, 5, 7, 9, 10]T .

Pro matici (415) plat́ı

num(GU ) = [G11, G12, G13, G14, G15, G22, G33, G44, G55]
T ,

ind(GU ) = [1, 2, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 5]T ,

adr(GU ) = [1, 6, 7, 8, 9, 10]T .

9.2 Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı aktualizace, které zachovávaj́ı strukturu ř́ıdké
Hessovy matice. Toto zachováváńı struktury je násilným omezeńım, které eliminuje některé jiné d̊uležité
vlastnosti metod s proměnnou metrikou (např́ıklad nalezeńı minima kvadratické funkce po konečném
počtu krok̊u), nicméně lze źıskat metody, které jsou Q-superlineárně konvergentńı. Nastávaj́ı však pot́ıže
s globálńı konvergenćı, nebot’ źıskaná aproximace Hessovy matice nemuśı být pozitivně definitńı.

Od metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy požadujeme, aby aktualizace splňovaly kvazinew-
tonovskou podmı́nku, neporušovaly symetrii a zachovávaly strukturu ř́ıdké Hessovy matice. Označme

VQ = {B ∈ Rn×n : Bd = y},
VS = {B ∈ Rn×n : BT = B},
VG = {B ∈ Rn×n : Gij = 0 ⇒ Bij = 0}
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(předpokládáme, že Gii ̸= 0 ∀1 ≤ i ≤ n). Zřejmě VQ ⊂ Rn×n, VS ⊂ Rn×n, VG ⊂ Rn×n jsou lineárńı
variety (VS a VG jsou podprostory) v Rn×n. Jelikož Frobeniova norma matice je euklidovskou normou v
Rn×n, můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PS , PG do VQ, VS , VG předpisem

PQB = arg min
B̃∈VQ

∥B̃ −B∥F ,

PSB = arg min
B̃∈VS

∥B̃ −B∥F ,

PGB = arg min
B̃∈VG

∥B̃ −B∥F .

Podobně můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQS , PQG, PSG a PQSG do VQ ∩VS , VQ ∩VG,
VS ∩ VG a VQ ∩ VS ∩ VG. Je zřejmé, že naše požadavky na ř́ıdkou aktualizaci splňuje matice B+ =
PQSGB. V tomto odd́ılu ukážeme, že i jednoduché aktualizace založené na skládáńı projekćı mohou vést
k superlineárně konvergentńım metodám.

Věta 147 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQ, PS, PG jsou operátory ortogonálńı projekce do VQ, VS, VG. Pak

PQB = B +
(y −Bd)dT

dT d
,

PSB =
1

2
(B +BT ),

(PGB)ij = Bij , Gij ̸= 0,

(PGB)ij = 0, Gij = 0,

kde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Důkaz Budeme postupovat podobně jako v d̊ukazu věty 55. Vztah pro PQB odvod́ıme pomoćı Lagran-
geovy funkce

L =
1

2
∥B̃ −B∥2F + uT (y − B̃d)

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B̃ij −Bij)
2 +

n∑
i=1

ui

yi − n∑
j=1

B̃ijdj

 .

Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice B̃ dostaneme

∂L

∂B̃ij

= (B̃ij −Bij)− uidj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B̃ = B+udT , což po dosazeńı do kvazinewtonovské
podmı́nky B̃d = y dává udT d = y −Bd, neboli

u =
y −Bd

dT d
.

Dosad́ıme-li tento výraz do vzorce B̃ = B + udT , dostaneme vztah pro PQB. Vztah pro PSB odvod́ıme
minimalizaćı funkce

1

2

(
∥B̃ −B∥2F + ∥B̃ −BT ∥2F

)
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
(B̃ij −Bij)

2 + (B̃ij −Bji)
2
)
.

Derivujeme-li tuto funkci podle prvk̊u matice B̃, a polož́ıme-li derivace rovny nule, dostaneme

(B̃ij −Bij) + (B̃ij −Bji) = 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,
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což dává B̃ = (B +BT )/2. Vztah pro PGB odvod́ıme minimalizaćı funkce

1

2
∥B̃ −B∥2F =

1

2

∑
Gij ̸=0

(B̃ij −Bij)
2 +

1

2

∑
Gij=0

B2
ij ,

nebot’ podle předpokladu plat́ı B̃ij = 0 pokud Gij = 0. Derivujeme-li tuto funkci podle prvk̊u matice B̃ a
polož́ıme-li derivace rovny nule dostaneme

B̃ij −Bij = 0, Gij ̸= 0,

B̃ij = 0, Gij = 0,

kde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, což jsme měli dokázat. 2

Podmı́nku B̃ ∈ VG lze snadno splnit t́ım, že polož́ıme B̃ij = 0, pokud Gij = 0. Abychom nemuseli tuto
podmı́nku přidávat k Lagrangeově funkci, budeme použ́ıvat ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku. Necht’
di ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že

dij = dj , Gij ̸= 0,

dij = 0, Gij = 0,

kde 1 ≤ j ≤ n. Pak ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku lze zapsat ve tvaru

n∑
j=1

(B̃ij − (PGB)ij)d
i
j = vi, 1 ≤ i ≤ n,

kde v = y − (PGB)d.

Věta 148 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQS, PQG, PSG jsou operátory orthogonálńı projekce do VQ ∩ VS,
VQ ∩ VG, VS ∩ VG. Pak

PQSB = B +
(y −Bd)dT + d(y −Bd)T

dT d
− (y −Bd)T d

dT d

ddT

dT d
,

PQGB = PG(B + udT ),

PSGB = PSPGB = PGPSB,

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = v s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı

Q =
n∑

i=1

∥di∥2eieTi .

Důkaz Vztah pro PQSB plyne bezprostředně z věty 55. Stač́ı dosadit W = I (metoda PSB). Zřejmě plat́ı
PQGB = PQGPGB. Vztah pro PQGPGB odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B̃ij − (PGB)ij)
2 +

n∑
i=1

ui

vi − n∑
j=1

(B̃ij − (PGB)ij)d
i
j

 ,

obsahuj́ıćı ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku. Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice B̃
dostaneme

∂L

∂B̃ij

= (B̃ij − (PGB)ij)− uid
i
j 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.
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Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B̃ij − (PGB)ij = uid
i
j , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,

což jsme měli dokázat. Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do ř́ıdké kvazinewtonovské podmı́nky, dostaneme

vi =
n∑

j=1

uid
i
jd

i
j = ui∥di∥2, 1 ≤ i ≤ n,

neboli Qu = v, kde Q je diagonálńı matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty (pozitivńı semidefinitnost je zřejmá).
Vztahy pro PSGB plynou bezprostředně z identit PSGB = PSG(PSB) a PSGB = PSG(PGB). 2

Věta 149 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQSG je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VS ∩ VG. Pak

PQSGB = PG(B + udT + duT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = v se symetrickou pozitivně semidefinitńı matićı

Q = PG(dd
T ) +

n∑
i=1

∥di∥2eieTi ,

která má stejnou strukturu jako matice G.

Důkaz Zřejmě plat́ı PQSGB = PQSGPGB. Jelikož matice B̃ − PGB je symetrická, můžeme položit

B̃ −PGB = X +XT , kde X je zat́ım neznámá čtvercová matice. Použijeme Lagrangeovu funkci

L =
1

4

n∑
i=1

n∑
j=1

(Xij +Xji)
2 +

n∑
i=1

ui

vi − n∑
j=1

(Xij +Xji)d
i
j

 ,

obsahuj́ıćı ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku. Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice X
dostaneme

∂L

∂Xij
= (Xij +Xji)− uid

i
j − ujd

j
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B̃ij − (PGB)ij = uid
i
j + ujd

j
i , což jsme měli

dokázat. Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do ř́ıdké kvazinewtonovské podmı́nky, dostaneme

vi =
n∑

j=1

(uid
i
j + ujd

j
i )d

i
j = ∥di∥2ui +

n∑
j=1

djid
i
juj ,

neboli Qu = v, kde Q je symetrická matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty. Matice Q má zřejmě stejnou
strukturu jako matice G. Necht’ z ∈ Rn je libovolný vektor. Pak plat́ı

zTQz =
n∑

i=1

n∑
j=1

djid
i
jzizj +

n∑
i=1

∥di∥2z2i =
∑

Gij ̸=0

didjzizj +
∑

Gij ̸=0

d2jz
2
i =

1

2

∑
Gij ̸=0

(dizj + djzi)
2 ≥ 0 (416)

(matice Gij je symetrická), takže matice Q je pozitivně semidefinitńı. Zbývá dokázat, že rovnice Qu = v
má řešeńı. Předpokládejme nejprve, že ∥di∥ ̸= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je matice
Q pozitivně definitńı. Kdyby matice Q nebyla pozitivně definitńı, existoval by vektor z ̸= 0 takový, že
zTQz = 0. Pak by podle vyjádřeńı (416) musel existovat index 1 ≤ i ≤ n takový, že zi ̸= 0 a

dizj + djzi = 0, Gij ̸= 0.

Jelikož předpokládáme, že Gii ̸= 0 muselo by nutně platit dizi = 0, neboli di = 0, což po dosazeńı do
posledńı rovnosti dává djzi = 0 ∀Gij ̸= 0, neboli dj = 0 ∀Gij ̸= 0. To je ale ve sporu s předpokladem, že

∥di∥2 =
n∑

j=1

(dij)
2 =

∑
Gij ̸=0

d2j ̸= 0.
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Předpokládejme nyńı, že pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n plat́ı ∥di∥ = 0. Pak matice Q má nulový i-tý řádek
a i-tý sloupec a plat́ı

vi = yi −
∑

Gij ̸=0

Bijdj =
∑

Gij ̸=0

(G̃ij −Bij)d
i
j = 0

(matice G̃ je definovaná vztahem (184)). Můžeme tedy i-tou rovnici vypustit a položit ui = 0. T́ımto
zp̊usobem můžeme eliminovat všechny nadbytečné rovnice. Zbylá soustava rovnic má pozitivně definitńı
matici. 2

Metoda s proměnnou metrikou, která použ́ıvá aktualizaci

B+ = PQSGB (417)

se nazývá Tointovou metodou. Jej́ı realizace je poměrně pracná, nebot’ je třeba řešit dodatečnou sou-
stavu rovnic Qu = v. V př́ıpadě, že matice B je hustá, je tato metoda ekvivalentńı metodě PSB, která
neńı př́ılǐs efektivńı. Proto byly navrženy daľśı aktualizace, které však v jistém smyslu narušuj́ı splněńı
kvazinewtonovské podmı́nky. V této práci se budeme zabývat Marwilovou metodou s aktualizaćı

B+ = PSPQGB, (418)

Powellovou metodou s aktualizaćı
B+ = PGPQSB, (419)

a Steihaugovou metodou s aktualizaćı
B+ = PSGPQB. (420)

Lemma 47 Necht’ B+ je matice určená pomoćı některé z aktualizaćı (417)–(420). Pak plat́ı

B+ ∈ VS ∩ VG,

kde G̃ je matice definovaná vztahem (184).

Důkaz Pro aktualizaci (417) a (420) je toto tvrzeńı zřejmé. V př́ıpadě aktualizace (418) tvrzeńı plyne z
toho, že projekce PS , určená symetríı matice, neovlivńı symetrickou ř́ıdkou strukturu. V př́ıpadě aktual-
izace (419) tvrzeńı plyne z toho, že projekce PG, určená symetrickou ř́ıdkou strukturou neovlivńı symetrii
matice. 2

Ve vzorćıch (417)–(420) vystupuj́ı vždy dva operátory ortogonálńı projekce PA, PB do lineárńıch variet
VA, VB (v př́ıpadě Tointovy aktualizace je druhý operátor indentickým operátorem), přičemž plat́ı VA ⊂ VQ

a VA ∩ VB = VQ ∩ VS ∩ VG.

Lemma 48 Necht’ B+ = PBPAB, kde PA,PB jsou operátory ortogonálńı projekce do VA, VB, kde VA ⊂
Rn×n, VB ⊂ Rn×n jsou lineárńı variety takové, že VA ⊂ VQ a VA∩VB = VQ∩VS ∩VG. Pak pro libovolnou

matici G̃ ∈ VQ ∩ VS ∩ VG plat́ı

∥B+ − G̃∥2F ≤ ∥B − G̃∥2F − ∥y −Bd∥2

∥d∥2
.

Důkaz Jelikož G̃ ∈ VB a PB je operátor ortogonálńı projekce, můžeme použ́ıt Pythagorovu větu

∥PBPAB − G̃∥2F = ∥PAB − G̃∥2F − ∥PAB −PBPAB∥2F ≤ ∥PAB − G̃∥2F .

Jelikož PAB ∈ VA ⊂ VQ, můžeme psát PABd = y, takže plat́ı

∥y −Bd∥ = ∥(PAB −B)d∥ ≤ ∥PAB −B∥∥d∥ ≤ ∥PAB −B∥F ∥d∥.
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Jelikož G̃ ∈ VA a PA je operátor ortogonálńı projekce, můžeme psát

∥PAB − G̃∥2F = ∥B − G̃∥2F − ∥B − PAB∥2F .

Spojeńım všech dokázaných nerovnost́ı dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Nyńı se budeme zabývat konvergenćı metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy. Omeźıme se
pouze na metody s lokálně omezeným krokem nebot’ ř́ıdké aktualizace nezaručuj́ı pozitivńı definitnost
aktualizovaných matic.

Věta 150 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s lokálně omezeným krokem
(T1)–(T3) (definice 25), pro kterou plat́ı (246). Necht’ Bi+1 = PBPA(Bi), i ∈ N2, a Bi+1 = Bi, i ̸∈ N2

(PBPA(Bi) znač́ı některou z ř́ıdkých aktualizaćı (417)–(420) a množiny N1, N2, N3 jsou definovány v po
námce 166). Pak jestlǐze funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1), (F4) a (F6), plat́ı

lim inf
i→∞

∥gi∥ = 0.

Důkaz (a) nejprve ukážeme, že matice Bi, i ∈ N , jsou dostatečně omezené, neboli že plat́ı ∥Bi∥ ≤ Ci,
i ∈ N , kde Ci, i ∈ N , jsou č́ısla splňuj́ıćı rekurentńı nerovnosti

Ci+1 ≤ Ci + C∥di∥ ≤ Ci + C∥si∥. (421)

Necht’ i ∈ N2 a necht’ G̃i je matice definovaná vztahem (184). Pak plat́ı

∥G̃i −Gi∥F =

∥∥∥∥∫ 1

0

(G(xi + λdi)−G(xi))dλ

∥∥∥∥
F

≤
√
n

∫ 1

0

∥G(xi + λdi)−G(xi)∥dλ

≤ L
√
n∥di∥

∫ 1

0

λdλ =
1

2
L
√
n∥di∥ (422)

(použ́ıváme předpoklad (F6) a skutečnost, že Frobeniova norma neńı větš́ı než
√
n násobek spektrálńı

normy). Podobným zp̊usobem dostaneme

∥G̃i −Gi+1∥F ≤ 1

2
L
√
n∥di∥. (423)

Použijeme-li nerovnost ∥Bi+1 − G̃i∥F ≤ ∥Bi − G̃i∥F , která plyne z lemmatu 48, můžeme podle (422) a
(423) psát

∥Bi+1 −Gi+1∥F ≤ ∥Bi+1 − G̃i∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F ≤ ∥Bi − G̃i∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F
≤ ∥Bi −Gi∥F + ∥G̃i −Gi∥F + ∥G̃i −Gi+1∥F
≤ ∥Bi −Gi∥F + L

√
n∥di∥.

Tato nerovnost je splněna i pro i ̸∈ N2, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı Gi+1 = Gi a Bi+1 = Bi Použijeme-li
tuto nerovnost několikrát po sobě, dostaneme

∥Bi+1 −Gi+1∥F ≤ ∥B1 −G1∥F + L
√
n

i∑
j=1

∥dj∥.

neboli

∥Bi+1∥ ≤ ∥Bi+1∥F ≤ 2G
√
n+ ∥B1∥

√
n+ L

√
n

i∑
j=1

∥dj∥.
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Polož́ıme-li C1 = (2G + ∥B1∥)
√
n a C = L

√
n, můžeme psát ∥Bi∥ ≤ Ci, i ∈ N , kde č́ısla Ci, i ∈ N ,

splňuj́ı nerovnosti (421) (nebot’ podle (T2) plat́ı ∥di∥ ≤ ∥si∥, i ∈ N).

(b) Označ́ıme-li
Mi = max

1≤j≤i
∥Bj∥,

plat́ı Mi ≤ Ci, i ∈ N , a podle poznámky 168 dostaneme

∞∑
i=1

1

Mi
= ∞,

takže můžeme použ́ıt větu 75. 2

Věta 151 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 150 a necht’ xi → x∗ a ∥ωi(si)∥ → 0. Jestlǐze funkce
F : Rn → R splňuje podmı́nky (F4), (F5) a (F6), pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz Necht’ i ∈ N2. Použijeme-li lemma 48 a nerovnosti (422), (423), můžeme psát

∥Bi+1 −Gi+1∥2F ≤
(
∥Bi+1 − G̃i∥F + ∥Gi+1 − G̃i∥F

)2
≤ ∥Bi+1 − G̃i∥2F +

1

4
L
2
n∥di∥2 + L

√
n∥Bi+1 − G̃i∥F ∥di∥

≤ ∥Bi − G̃i∥2F − ∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
+

(
1

4
L
2
n∆+ Ln

(
B +G

))
∥di∥

a

∥Bi − G̃i∥2F ≤
(
∥Bi −Gi∥F + ∥Gi − G̃i∥F

)2
≤ ∥Bi −Gi∥2F +

1

4
L
2
n∥di∥2 + L

√
n∥Bi −Gi∥F ∥di∥

≤ ∥Bi −Gi∥2F +

(
1

4
L
2
n∆+ Ln

(
B +G

))
∥di∥

(existence konstanty ∆ plyne z (T3), existence konstanty B plyne z d̊ukazu věty 77 a existence konstanty
G plyne z (F5)). Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme

∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
≤ ∥Bi −Gi∥2F − ∥Bi+1 −Gi+1∥2F +M∥di∥,

kde 2M = L
2
n∆ + 4Ln(B + G). Tato nerovnost je splněna i pro i ̸∈ N2, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı

di = 0, yi = 0, Gi+1 = Gi a Bi+1 = Bi. Použijeme-li tuto nerovnost a větu 77, dostaneme

∞∑
i=1

∥yi −Bidi∥2

∥di∥2
≤

∞∑
i=1

(
∥Bi −Gi∥2F − ∥Bi+1 −Gi+1∥2F

)
+M

∞∑
i=1

∥di∥

≤ ∥B1 −G1∥2F +M
∞∑
i=1

∥di∥ ≤ ∥B1 −G1∥2F +M
∞∑
i=1

∥si∥ <∞. (424)

Dále podle (F5) a (422) plat́ı

∥ (Gi −Bi) di∥
∥di∥

≤ ∥(Gi − G̃i)di∥
∥di∥

+
∥yi −Bidi∥

∥di∥

≤ 1

2
L
√
n∥di∥+

∥yi −Bidi∥
∥di∥

,
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takže
∥ (Gi −Bi) di∥

∥di∥
→ 0,

nebot’ ∥di∥ → 0 podle věty 77 a ∥yi − Bidi∥/∥di∥ → 0 podle (424). Jelikož ∥ωi(si)∥ → 0 jsou splněny
předpoklady věty 79 a xi → x∗ Q-superlineárně. 2

Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy můžeme také realizovat jako metody spádových směr̊u,
kdy se soustava lineárńıch rovnic Bs+ g = 0 řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u (Algoritmus 3).
Použit́ı metody sdružených gradient̊u je velmi výhodné, nebot’ tato metoda, aplikovaná na kvadratickou
funkci Q(s) s matićı B dává spádové směry bez ohledu na to, jak přesně se řeš́ı soustava rovnic Bs+g = 0
(věta 39). I když konvergenčńı teorie, kterou jsme se dosud zabývali, neńı aplikovatelná na metody s
proměnnou metrikou realizované jako metody spádových směr̊u (protože matice B nemuśı být pozitivně
definitńı, neńı zaručeno, že vyřeš́ıme soustavu Bs + g = 0 s požadovanou přesnost́ı), jsou tyto metody
obvykle účinněǰśı než metody s proměnnou metrikou realizované jako metody s lokálně omezeným krokem.

Metody popsané v této kapitole byly testovány pomoćı souboru 71 ř́ıdkých úloh s 1000 proměnnými.
Jsou to tytéž úlohy, které byly použity v kaptole 8. Nyńı se však využ́ıvá struktura ř́ıdkosti ř́ıdkých
Hessových matic. Výsledky test̊u jsou uvedeny v tabulce, kde NIT je celkový počet iteraćı, NFV je celkový
počet použitých funkčńıch hodnot a NFG je celkový počet použitých gradient̊u. V tabulce jsou uvedeny
výsledky źıskané metodami TRNMS-5–TRNMS-7 (diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy reali-
zovaná jako metoda s lokálně omezeným krokem pomoćı algoritmu 5–algoritmu 7) a TRVMS-6 (metoda s
proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy s Marwilovou projekćı realizovaná jako metoda s lokálně omezeným
krokem pomoćı algoritmu 6). Pro srovnáńı jsou uvedeny výsledky źıskané metodami LSTND-2, MBFGS-2,
CG-1 testovanými v odd́ılu 8.5.

Metoda NIT NFV NFG NCG čas
TRNMS-5 6375 6609 32193 – 11.78
TRNMS-6 8014 8760 45063 – 13.19
TRNMS-7 8983 9582 51044 58200 14.47
TRVMS-6 58772 69021 58842 – 73.84
LSTND-2 7573 11245 147391 89144 25.45
MBFGS-2 119056 124680 124680 – 36.34
CG-1 109166 325994 325994 – 75.72

10 Metody pro rozsáhlé separovatelné úlohy

10.1 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy

Rozsáhlé úlohy jsou často formulovány tak, že plat́ı

F (x) =

m∑
k=1

fk(x), (425)

kde m = O(n) a kde každá z funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných. Pak
výpočet hodnoty a gradientu funkce F (x) spotřebuje O(n) operaćı a Hessova matice této funkce obsahuje
O(n) nenulových prvk̊u. Gradient a Hessovu matici funkce F : Rn → R můžeme vyjádřit ve tvaru

g(x) =

m∑
k=1

gk(x),

G(x) =
m∑

k=1

Gk(x),
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kde gradienty gk(x) a Hessovy matice Gk(x) funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, obsahuj́ı O(1) nenulových
prvk̊u, takže je lze uchovávat v úsporném tvaru. Označme

f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)]T ,

J(x) = [g1(x), . . . , gm(x)]T ,

pak plat́ı F (x) = fT (x)e, g(x) = JT (x)e, kde e = [1, . . . , 1]T ∈ Rm je vektor, který obsahuje samé
jednotky. Jacobiova matice J(x) je ř́ıdká (jej́ı k-tý řádek gTk (x) obsahuje nk = O(1) nenulových prvk̊u,
1 ≤ k ≤ m). Hessova matice G(x) má stejnou strukturu jako matice JT (x)J(x). Struktura ř́ıdké úlohy je
tedy plně určena strukturou Jacobiovy matice.

Definice 39 Řı́dkou reprezentaćı Jacobiovy matice J nazveme trojici vektor̊u num (J) ∈ Rn̂, ind (J) ∈
Rn̂, ord (J) ∈ Rm+1, kde

n̂ =
m∑

k=1

nk

je počet nenulových prvk̊u matice J . Vektor num (J) obsahuje numerické hodnoty nenulových prvk̊u matice
J uspořádaných po řádćıch. Vektor ind (J) obsahuje indexy těchto nenulových prvk̊u. Vektor ord (J)
obsahuje ukazatele umı́stěńı prvńıch nenulových prvk̊u v řádćıch matice J (ukazatele umı́stěńı ve vektorech
num (J) a ind (J)), takže

adr(J)k = 1 +
k−1∑
i=1

nk, 1 ≤ k ≤ m+ 1.

V daľśım výkladu budeme použ́ıvat redukované gradienty ĝk(x) ∈ Rnk , které obsahuj́ı pouze nenulové
prvky gradient̊u gk(x) ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ m, a redukované Hessovy matice Ĝk(x) ∈ Rnk×nk , které obsahuj́ı
pouze nenulové prvky Hessových matic Gk(x) ∈ Rn×n, 1 ≤ k ≤ m.

Definice 40 Necht’ Nk, 1 ≤ k ≤ m, jsou množiny index̊u proměnných vystupuj́ıćıch ve funkćıch fk(x),
1 ≤ k ≤ m, a necht’ Zk ∈ Rn×nk jsou matice, jejichž sloupce tvoř́ı ortonormálńı báze v podprostorech
určených proměnnými s indexy z Nk (jsou to sloupce jednotkové matice s indexy z Nk). Pak vektory
ĝk(x) = ZT

k gk(x), 1 ≤ k ≤ m, nazveme redukovanými gradienty a matice Ĝk(x) = ZT
k Gk(x)Zk, 1 ≤ k ≤ m,

nazveme redukovanými Hessovými maticemi funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m.

Zřejmě plat́ı

num(J) = [ĝT1 , . . . , ĝ
T
m]T .

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy jsou založeny na numerickém výpočtu
prvk̊u redukovaných Hessových matic. Použ́ıvaj́ı se přitom diferenčńı vzorce

Ĝk(x)êj ≈
ĝk(x+ δZkêj)− ĝk(x)

δ
,

kde êj , 1 ≤ j ≤ nk, jsou sloupce jednotkové matice řádu nk. K určeńı prvk̊u redukovaných Hessových
matic je tedy zapotřeb́ı

m∑
k=1

n2k = mO(1) = O(n)

operaćı.
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Poznámka 257 Redukované gradienty ĝk(x) a redukované Hessovy matice Ĝk(x), jednoznačně určuj́ı
gradient g a ř́ıdkou Hessovu matici G. Plat́ı

g(x) =

m∑
k=1

Zkĝk(x), G(x) =

m∑
k=1

ZkĜk(x)Z
T
k .

Známe-li ř́ıdkou reprezentaci Jacobiovy matice (definice 39) a numerické hodnoty redukovaných Hessových
matic, můžeme snadno určit ř́ıdkou reprezentaci Hessovy matice (definice 38). Redukované Hessovy matice
je možné zpracovávat sekvenčně (neńı třeba je ukládat současně v paměti poč́ıtače).

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy se lǐśı od diferenčńıch verźı Newtonovy
metody pro ř́ıdké úlohy pouze zp̊usobem źıskáńı ř́ıdké Hessovy matice G(x). Všechny ostatńı úvahy
z̊ustávaj́ı stejné. Lze opět použ́ıt realizaci ve formě metody s optimálńım lokálně omezeným krokem
(odd́ıl 6.1) nebo realizaci ve formě nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 6.3).

Numerickým porovnáńım diferenčńıch verźı Newtonovy metody pro separovatelné úlohy s diferenčńımi
verzemi Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze zjistit, že oba dva typy metod vyžaduj́ı přibližně stejný
počet operaćı na jednu iteraci. Metody pro ř́ıdké úlohy jsou algoritmicky náročněǰśı (je třeba hledat
rozklady sloupc̊u Hessovy matice) ale vzhledem k tomu, že se tyto náročné operace prováděj́ı pouze jednou,
před zahájeńım iteračńıho procesu, je celková doba řešeńı o něco kratš́ı než u metod pro separovatelné úlohy.
Oba dva typy metod vyžaduj́ı přibližně stejný počet iteraćı.

10.2 Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy použ́ıvaj́ı mı́sto redukovaných Hessových matic
Ĝk(x), 1 ≤ k ≤ m, jejich aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, které se aktualizuj́ı pomoćı metod s proměnnou
metrikou.

B̂+
k =

1

γ̂k

(
B̂k +

γ̂k
ρ̂k

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k

(
B̂kd̂k

)T
+
β̂k
ĉk

(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)T
)
,

kde ŷk = ĝ+k − ĝk a d̂k = ZT
k d jsou vektory dimenze nk. Přitom b̂k = ŷTk d̂k, ĉk = d̂Tk B̂kd̂k a γ̂k, ρ̂k, β̂k jsou

volné parametry.
Uvedeme nejprve několik poznámek k metodám s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy:

• Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy jsou účinněǰśı než metody s proměnnou
metrikou pro ř́ıdké úlohy, jak je zřejmé z numerického porovnáńı uvedeného v závěru tohoto odd́ılu.

• Vzhledem k tomu, že redukované matice B̂k se aktualizuj́ı pomoćı vektor̊u ŷk, d̂k, je účelné aby
platilo B̂k → Ĝk, takže se obyčejně pokládá γ̂k = 1, ρ̂k = 1, 1 ≤ k ≤ m (jiné volby těchto volných
parametr̊u obyčejně zhoršuj́ı rychlost konvergence).

• Dá se dokázat, že metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy jsou Q-superlineárně kon-
vergentńı. Kupodivu obt́ıžněǰśı je dokázat globálńı konvergenci těchto metod, což se zat́ım bez
zavedeńı dodatečných předpoklad̊u nepodařilo. Souviśı to se skutečnost́ı, že neńı obecně zaručena
platnost nerovnost́ı ŷTk d̂k > 0, 1 ≤ k ≤ m, takže některé z matic B̂+

k , 1 ≤ k ≤ m, nemuśı být
pozitivně definitńı.

Poṕı̌seme nyńı efektivńı realizaci metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy. Tato realizace
je metodou spádových směr̊u (definice 15) a aktualizace se provád́ı podle vzorc̊u

B̂+
k = B̂k +

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k

(
B̂kd̂k

)T
, ŷTk d̂k > 0,

B̂+
k = B̂k , ŷTk d̂k ≤ 0,
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kde 1 ≤ k ≤ m (metoda BFGS). Tyto vzorce zaručuj́ı pozitivńı definitnost matic B̂+
k , 1 ≤ k ≤ m. Je-li

matice B̂k pozitivně definitńı a plat́ı-li ŷTk d̂k ≤ 0, je matice B̂+
k = B̂k pozitivně definitńı. Je-li matice B̂k

pozitivně definitńı a plat́ı-li ŷTk d̂k > 0, je matice B̂+
k pozitivně definitńı podle věty 45.

Známe-li aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m redukovaných Hessových matic Ĝk, 1 ≤ k ≤ m, můžeme podle
poznámky 257 zkonstruovat ř́ıdkou aproximaci Hessovy matice G. Metody s proměnnou metrikou však
maj́ı jednu nevýhodu, která spoč́ıvá v tom, že je třeba ukládat současně všechny matice B̂k, 1 ≤ k ≤ m.
To vyžaduje rezervaci daľśıch

m̂ =

n∑
k=1

1

2
n̂k(n̂k + 1)

mı́st v paměti poč́ıtače (č́ıslo m̂ je obvykle značně větš́ı než počet nenulových prvk̊u ř́ıdké Hessovy matice
G).

Metody popsané v této kapitole byly testovány pomoćı souboru 71 rozložitelných úloh s 1000 proměnný-
mi. Jsou to tytéž úlohy, které byly použity v kaptole 8. Nyńı se však využ́ıvá toho, že testovaćı úlohy
lze vyjádřit ve tvaru (425). Výsledky test̊u jsou uvedeny v tabulce, kde NIT je celkový počet iteraćı,
NFV je celkový počet použitých funkčńıch hodnot a NFG je celkový počet použitých gradient̊u. V tabulce
jsou uvedeny výsledky źıskané metodami TRNMS-5–TRNMS-7 (diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké
úlohy realizovaná jako metoda s lokálně omezeným krokem pomoćı algoritmu 5–algoritmu 7), TRNMP-5–
TRNMP-7 (diferenčńı verze Newtonovy metody pro rozložitelné úlohy realizovaná jako metoda s lokálně
omezeným krokem pomoćı algoritmu 5–algoritmu 7) a LSVMP-1 nebo LSVMP-1 (metoda s proměnnou
metrikou pro rozložitelné úlohy realizovaná jako metoda s spádových směr̊u pomoćı Gillova-Murrayova
rozkladu nebo algoritmu 3). Pro srovnáńı jsou uvedeny výsledky źıskané metodami LSTND-2, MBFGS-2,
CG-1 testovanými v odd́ılu 8.5.

Metoda NIT NFV NFG NCG čas
TRNMS-5 6138 6403 31994 – 19.25
TRNMS-6 7861 8575 46422 – 23.25
TRNMS-7 8510 9105 50985 53574 22.81
TRNMP-5 6303 6577 21485 – 44.08
TRNMP-6 7834 8509 28848 – 49.53
TRNMP-7 8777 9409 33599 54152 52.86
LSVMP-1 13136 20685 20685 – 24.62
LSVMP-3 12782 17206 17206 239518 34.27
LSTND-2 7388 10919 142098 114858 47.13
MBFGS-2 112027 117651 117651 – 83.28
CG-1 102434 202213 112069 – 103.66

10.3 Modifikace Gaussovy–Newtonovy metody pro ř́ıdký součet čtverc̊u

Předpokládejme, že účelová funkce F (x) má tvar

F (x) =
1

2

m∑
k=1

f2k (x),

kde m = O(n) a kde každá z funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných.
Dostáváme tak speciálńı př́ıpad separovatelné úlohy. Tuto separovatelnou úlohu bychom mohli řešit pomoćı
diferenčńıch verźı Newtonovy metody nebo pomoćı metod s proměnnou metrikou. Speciálńı tvar účelové
funkce však dovoluje použ́ıt některé modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které mohou být mnohem
účinněǰśı.
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Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu můžeme realizovat bud’ pomoćı ř́ıdké reprezentace Hessovy mat-
ice (řešeńım normálńı soustavy rovnic (NE)) nebo pomoćı ř́ıdké reprezentace Jacobiovy matice (řešeńım
přeurčené soustavy rovnic (OE)). Prvńı zp̊usob je založen na použit́ı matice B = JTJ , která má stejnou
strukturu jako matice G a která se snadno sestrojuje. Známe-li matici B, můžeme GN metodu reali-
zovat bud’ jako metodu s optimálńım lokálně omezeným krokem nebo jako nepřesnou metodu s lokálně
omezeným krokem (tak jako diferenčńı verzi Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy).

Protože GN metoda může selhávat v př́ıpadě úloh s velkými rezidui, je výhodné kombinovat tuto
metodu s jinými metodami (odd́ıl 7.2). V praxi se použ́ıvaj́ı tři hybridńı metody pro ř́ıdký součet čtverc̊u.

1) Kombinace GN metody s Marwilovou metodou. V prvńım iteračńım kroku pokládáme B = JTJ . Po
skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF,

B+ = PSPQGB , F − F+ ≤ ϑF

(viz (418) v odd́ılu 9.2), kde J+ = J(x+). Globálńı konvergence této metody plyne z věty 105 a věty 150.
Superlineárńı konvergence této metody plyne z věty 105 a věty 151.

2) Kombinace GN metody s diferenčńı verźı Newtonovy metody. V prvńım iteračńım kroku pokládáme
B = JTJ . Po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF,

B+ = JT
+J+ +

m∑
k=1

f+k G
+
k , F − F+ ≤ ϑF,

kde J+ = J(x+) a f+k = fk(x+), G
+
k = Gk(x+), 1 ≤ k ≤ m (Gk(x+) je diferenčńı aproximace Hessovy

matice funkce fk(x+)). Globálńı a superlineárńı konvergence této metody plyne z věty 82 a věty 105.

3) Kombinace GN metody s metodou hodnosti 1. V prvńım iteračńım kroku pokládáme B = JTJ a
Bk = Ik, 1 ≤ k ≤ m (Bk je aproximace Hessovy matice Gk a Ik se od jednotkové matice lǐśı pouze t́ım, že
(Ik)ii = 0, pokud (Gk)ii = 0). Po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

B+
k = Bk +

wkw
T
k

dTkwk
, |dTkwk| > δ,

B+
k = Bk , |dTkwk| ≤ δ

pro 1 ≤ k ≤ m, a

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF,

B+ = JT
+J+ +

m∑
k=1

f+k B
+
k , F − F+ ≤ ϑF.

Přitom wk = yk −Bkdk a yk = gk(x+)− gk(x), dk = x+ − x, 1 ≤ k ≤ m. Ačkoliv pro tuto metodu nejsou
dokázány konvergenčńı věty, jsou jej́ı numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevýhodou této metody
(podobně jako metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy) je nutnost ukládat současně všechny
matice Bk, 1 ≤ k ≤ m (ve skutečnosti se pracuje se redukovanými maticemi B̂k, 1 ≤ k ≤ m).

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı jednotlivých hybridńıch metod použ́ıvaj́ıćıch ř́ıdkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatńımi metodami pro ř́ıdké a separovatelné úlohy při minimalizaci 22 testovaćıch
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funkćı se 1000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u
NFG jakož i celkový počet selháńı a celkový čas výpočtu

Metoda NIT NFV NFG selháńı čas
TRGN-5 8687 9074 8746 1 25.44
TRGN-6 9780 10200 9838 – 13.75
TRGNS-5 6358 6730 6418 – 19.43
TRGNS-6 7226 7456 7286 – 9.45
TRGNP-5 7089 7750 7149 – 21.34
TRGNP-6 8972 9893 9032 – 16.28
TRGNN-5 5515 5819 7281 – 17.39
TRGNN-6 7403 7785 8234 – 11.27
TRMNS-5 7929 53435 53267 1 63.72
TRMNS-6 11329 99518 98491 2 66.76
LSVMP-1 11217 30393 30393 1 19.27

Selháńı znamená, že nestačilo 1000 iteraćı nebo 2000 vyč́ısleńı součtu čtverc̊u pro vyřešeńı úlohy. Z této
tabulky je patrné, že pro ř́ıdké nejmenš́ı čtverce jsou modifikace GN metody mnohem efektivněǰśı než
obecné metody pro ř́ıdké nebo separovatelné úlohy.

10.4 Iteračńı řešeńı rozsáhlých lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u

Řı́dkou reprezentaci Hessovy matice nemůžeme použ́ıt, má-li Jacobiova matice J alespoň jeden hustý řádek
(nk ∼ n pro nějaký index 1 ≤ k ≤ m). V tomto př́ıpadě je matice JTJ hustá (stejnou strukturu má matice
G) a je tud́ıž třeba pracovat s ř́ıdkou reprezentaćı Jacobiovy matice. Pracujeme-li s matićı J , jsou možnosti
použit́ı informaćı druhého řádu značně omezené a zde se jimi zabývat nebudeme. Zaměř́ıme se pouze na
úpravy metody sdružených gradient̊u pro řešeńı normálńı soustavy rovnic JTJs+ JT f = 0.

Nejjednodušš́ı úpravou metody CG pro řešeńı normálńı soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 41 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, u1 = f, g1 = JT f, p1 = −g1
a

vi = Jpi αi = ∥gi∥2/∥vi∥2,

si+1 = si + αipi, ui+1 = ui + αivi,

gi+1 = JTui+1, βi = ∥gi+1∥2/∥gi∥2,

pi+1 = −gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde ui ∈ Rm, vi ∈ Rm, 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a
vektorem f ∈ Rm.

Snadno se přesvědč́ıme (polož́ıme-li B = JTJ a qi = JT vi, 1 ≤ i ≤ n), že metoda CGNE je ekvivalentńı
metodě CG popsané v odd́ılu 3.6. Vlastnosti metody CGNE se př́ılǐs nelǐśı od vlastnost́ı metody CG.
Jestliže však m≫ n, vyžaduje metoda CGNE větš́ı počet operaćı a má větš́ı pamět’ové nároky než metoda
CG.
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Mnohem lepš́ı stabilitu než metoda CGNE maj́ı metody založené na použit́ı bidiagonalizačńıho Lanc-
zosova procesu. Z konvenčńıch d̊uvod̊u budeme v náslefuj́ıćı definici použ́ıvat koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n,
které nemaj́ı nic společného se stejně označenými koeficienty vystupuj́ıćımi v definici 41.

Definice 42 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

β1u1 = f, α1q1 = JTu1

a
βi+1ui+1 = Jqi − αiui,

αi+1qi+1 = JTui+1 − βi+1qi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n měly
jednotkovou normu, nazveme bidiagonalizačńım Lanczosovým procesem (BL) určeným matićı J ∈ Rm×n

a vektorem f ∈ Rm.

Poznámka 258 Necht’ αi ̸= 0, βi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle definice 42 plat́ı
f = Uk+1(β1e1) a

JQk = Uk+1Bk, (426)

JTUk+1 = QkB
T
k + αk+1qk+1e

T
k+1, (427)

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk], Uk+1 = [u1, u2, . . . , uk, uk+1], e
T
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eTk+1 = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Bk =


α1, 0, . . . , 0
β2, α2, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , αk

0, 0, . . . , βk+1


(matice Bk ∈ R(k+1)×k je bidiagonálńı).

Věta 152 Uvažujme bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces určený matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.
Necht’ αi ̸= 0, βi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı
ortonormálńı bázi v Krylovově podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f , a
vektory ui, 1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu.

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = JT f/∥JT f∥ a u1 = f/∥f∥. Předpokládejme,
že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n a že αk+1 ̸= 0, βk+1 ̸= 0. Použijeme-li vztahy (426)–(427),
dostaneme

JTJQk = JTUk+1Bk = QkB
T
k Bk + αk+1qk+1e

T
k+1Bk = QkTk + αk+1βk+1qk+1e

T
k ,

kde

Tk = BT
k Bk =


α2
1 + β2

2 , α2β2, . . . , 0, 0
α2β2, α2

2 + β2
3 , . . . , 0, 0

−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , α2

k−1 + β2
k, αkβk

0, 0, . . . , αkβk, α2
k + β2

k+1


je symetrická tridiagonálńı matice řádu k. Plat́ı tedy (426)–(427), kde B = JTJ , Tk = BT

k Bk a γi =
α2
i + β2

i+1, δi = αiβi, 1 ≤ i ≤ k, a můžeme použ́ıt větu 95, podle které tvoř́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k+ 1 bázi
v Krylovově podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f . Použijeme-li (426),
dostaneme
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UT
k+1JQk = UT

k+1Uk+1Bk

a podle (427) plat́ı

UT
k+1JQk = BkQ

T
kQk + αk+1ek+1q

T
k+1Qk = Bk,

takže UT
k+1Uk+1 = I (vektory ui, 1 ≤ i ≤ k+1, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu). 2

Poznámka 259 Z d̊ukazu věty 152 plyne, že symetrický Lanzcos̊uv proces určený symetrickou pozitivně
definitńı matićı B ∈ Rn×n a vektorem g ∈ Rn je ekvivalentńı bidiagonalizačńımu Lanzcosovu procesu
určenému matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm, pokud B = JTJ a g = JT f . Ekvivalence spoč́ıvá v tom,
že oba dva procesy generuj́ı stejné vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, a plat́ı γi = α2

i + β2
i+1, δi = αiβi, 1 ≤ i ≤ k, kde

k je index takový, že αi ̸= 0, βi ̸= 0, γi ̸= 0, δi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k.

Poznámka 260 Bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k řešeńı soustavy rovnic JTJs+JT g =
0. Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

∥Js+ f∥,

Jelikož s ∈ Ki právě tehdy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

∥Biz + β1e1∥

(plyne to ze vztah̊u f = Ui+1(β1e1), JQi = Ui+1Bi a UT
i+1Ui+1 = I). Pokud αk+1βk+1 = 0 je vektor

sk+1 ∈ Kk, řešeńım soustavy rovnic JTJs+ JT f = 0 (plyne to z poznámky 187 a poznámky 259).

Poznámka 261 Vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 260 jsou shodné s vektory si+1, 1 ≤ i ≤
k, generovanými metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm (plyne to z věty 96 a
poznámky 259).

Výhodou bidiagonalizačńıho Lanczosova procesu je skutečnost, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, mohou být
určeny pomoćı stabilńıch operaćı (Givensových elementárńıch rotaćı popsaných v odd́ılu 7.3). To tvoř́ı
základ metody LSQR. Princip metody LSQR spoč́ıvá v tom, že se rekurentně určuj́ı rozklady

PiBi =

[
Ri

0

]
, Pi(β1e1) =

[
hi
ηi+1

]
,

kde

Ri =


ρ1, σ2, . . . , 0
0, ρ2, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , ρi

 , hi =


η1
η2
. . .
ηi

 .
Přitom Pi ∈ Ri×i, 1 ≤ i ≤ k, jsou ortogonálńı matice (součiny Givensových elementárńıch rotaćı) a
Ri ∈ Ri×i, 1 ≤ i ≤ k, jsou horńı bidiagonálńı matice. Použité Givensovy elementárńı rotace maj́ı
následuj́ıćı vlastnosti

Lemma 49 Necht’

P i =
1√

ρ2i + β2
i+1

[
ρi βi+1

−βi+1 ρi

]
.

Pak matice P i je ortogonálńı a plat́ı

P i

[
ρi
βi+1

]
=

[ √
ρ2i + β2

i+1

0

]
,
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P i

[
ηi
0

]
=

1√
ρ2i + β2

i+1

[
ρiηi

−βi+1ηi

]
∆
=

[
ηi
ηi+1

]
,

P i

[
0

αi+1

]
=

1√
ρ2i + β2

i+1

[
βi+1αi+1

ρiαi+1

]
∆
=

[
σi+1

ρi+1

]
.

Důkaz Zřejmě

P
T

i P i =
1

ρ2i + β2
i+1

[
ρi −βi+1

βi+1 ρi

] [
ρi βi+1

−βi+1 ρi

]
= I.

Zbylé vztahy dostaneme snadno dosazeńım a roznásobeńım. 2

Ortogonálńı matice Pi, 1 ≤ i ≤ k, budeme hledat ve tvaru P1 = P 1 a

Pi =

[
I 0
0 P i

] [
Pi−1 0
0 1

]
,

pro 1 < i ≤ k, kde I je jednotková matice řádu i− 2. Pak

PiBi =

[
I 0
0 P i

]


ρ1 σ2 . . . 0 0
0 ρ2 . . . 0 0

−− −− −− −− −−
0 0 . . . ρi−1 σi
0 0 . . . 0 ρi
0 0 . . . 0 βi+1

 =


ρ1 σ2 . . . 0 0
0 ρ2 . . . 0 0

−− −− −− −− −−
0 0 . . . ρi−1 σi
0 0 . . . 0 ρi
0 0 . . . 0 0


pro 1 < i ≤ k. Z těchto vztah̊u a z lemmatu 49 dostaneme rekurentńı vztahy

ρ1 = α1, η1 = β1

a

ρi =
√
ρ2i + β2

i+1 , λi =
ρi
ρi
, τi =

βi+1

ρi
,

ρi+1 = λiαi+1 , σi+1 = τiαi+1,

ηi = λiηi , ηi+1 = −τiηi
pro 1 ≤ i ≤ k. Nyńı odvod́ıme rekurentńı vztahy pro vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k. Jelikož

Pi(Biz + β1e1) =

[
Ri

0

]
z +

[
hi
ηi+1

]
a PT

i Pi = I, můžeme položit si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

∥Riz + hi∥.

Jelikož matice Ri ∈ Ri×i je regulárńı, muśı platit Rizi + hi = 0. Vzhledem k jednoduché struktuře matic
Ri, 1 ≤ i ≤ k, můžeme vektory zi, 1 ≤ i ≤ k, a tud́ıž i vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určovat rekurentně.

Lemma 50 Vektory si+1 = Qizi, 1 ≤ i ≤ k, kde Rizi + hi = 0, lze určit pomoćı rekurentńıch vztah̊u

s1 = 0, p1 = q1

a

si+1 = si −
ηi
ρi
pi,

pi+1 = qi+1 −
σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ k.
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Důkaz Plat́ı R1 = [ρ1], R
−1
1 = [1/ρ1] a

Ri =

[
Ri−1 σiei−1

0 ρi

]
, R−1

i =

[
R−1

i−1 −(σi/ρi)R
−1
i−1ei−1

0 1/ρi

]
pro 1 < i ≤ k, kde ei−1 je posledńı sloupec jednotkové matice řádu i − 1 (vztah pro R−1

i m�užeme ověřit
dosazeńım do rovnosti RiR

−1
i = I). Označ́ıme-li wi posledńı sloupec matice R−1

i (takže wi = R−1
i ei) a

polož́ıme-li zi = −R−1
i hi, dostaneme z předchoźıch rovnost́ı rekurentńı vztahy w1 = [1/ρ1], z1 = −[η1/ρ1]

a

wi =

[
−(σi/ρi)wi−1

1/ρi

]
, zi =

[
zi−1 + (σi/ρi)ηiwi−1

−ηi/ρi

]
.

pro 1 < i ≤ k, takže

pi
∆
= ρiQiwi = qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1wi−1 = qi −
σi
ρi−1

pi−1,

si+1 = Qizi = Qi−1zi−1 +
ηi
ρi
σiQi−1wi−1 −

ηi
ρi
qi

= si −
ηi
ρi
(qi −

σi
ρi−1

ρi−1Qi−1wi−1) = si −
ηi
ρi
pi.

2

Definice 43 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, β1u1 = f, α1q1 = JTu1, η1 = β1, ρ1 = α1, p1 = q1

a

βi+1ui+1 = Jqi − αiui,

αi+1qi+1 = JTui+1 − βi+1qi,

ρi =
√
ρ2i + β2

i+1, λi =
ρi
ρi
, τi =

βi+1

ρi
,

ρi+1 = λiαi+1, σi+1 = τiαi+1,

ηi = λiηi, ηi+1 = −τiηi,

si+1 = si −
ηi
ρi
pi,

pi+1 = qi+1 −
σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty αi, βi, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n,
měly jednotkovou normu, nazveme metodou LSQR určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.

Metodu LSQR můžeme použ́ıt k realizaci nepřesné metody s lokálně omezeným krokem úplně stejně
jako metodu CGNE (nebo CG), nebot’ podle poznámky 261 generuj́ı obě metody stejné vektory si+1,
1 ≤ i ≤ k, kde k ≤ n a JTJsk+1 + JT f = 0. Ukážeme ještě, jak je možné odhadovat přesnost řešeńı.
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Věta 153 Necht’ si+1 ∈ Rn, αi+1, βi+1, ρi > 0, ηi, 1 ≤ i ≤ k, jsou veličiny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 ≤ i ≤ k plat́ı

∥JT (Jsi+1 + f)∥ = αi+1βi+1
|ηi|
ρi
.

Důkaz Necht’ αi+1 ̸= 0, βi+1 ̸= 0. Pak použit́ım vztah̊u (426)–(427) a poznámky 260 dostaneme

JT (Jsi+1 + f) = JT (JQizi + f) = JTUi+1(Bizi + β1e1) =

= (QiB
T
i + αi+1qi+1e

T
i+1)(Bizi + β1e1) = αi+1qi+1e

T
i+1Bizi =

= αi+1βi+1qi+1e
T
i zi,

nebot’ BT
i (Bizi + β1e1) = 0 podle definice vektoru zi, e

T
i+1e1 = 0 a eTi+1Bi = βi+1e

T
i . Ale QT

i Qi = I a
tud́ıž QT

i si+1 = QT
i Qizi = zi, takže e

T
i zi = eTi Q

T
i si+1 = qTi si+1, což spolu s ∥qi+1∥ = 1 dává

∥JT (Jsi+1 + f)∥ = αi+1βi+1|qTi si+1|.

Ale

qTi si+1 = qTi si +
ηi
ρi
qTi pi = qTi Qi−1zi−1 −

ηi
ρi
qTi qi +

ηiσi
ρiρi−1

qTi pi−1 = −ηi
ρi
,

nebot’ qTi Qi−1 = 0, qTi qi = 1 a vektor pi−1 je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice Qi−1, tud́ıž q
T
i pi−1 = 0.

Jestliže αi+1 = 0, βi+1 = 0, plat́ı ∥JT (Jsi+1 + f)∥ = 0 (poznámka 260). 2

Větu 153 můžeme využ́ıt k zastaveńı iteračńıho procesu (neńı třeba poč́ıtat reziduum ∥JT (Jsi+1+f)∥).
Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı nepřesné GN metody s lokálně omezeným krokem realizované pomoćı
ř́ıdké reprezentace Hessovy matice a pomoćı metody CG se dvěma nepřesnými GN metodami s lokálně
omezeným krokem realizovanými pomoćı ř́ıdké reprezentace Jacobiho matice a pomoćı metod CGNE nebo
LSQR. Je opět použito 22 testovaćıch funkćı s 1000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT,
funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG jakož i celkový počet selháńı a celkový čas výpočtu

Metoda NIT NFV NFG NCG čas
TRGNA-3 13932 14464 13977 1232187 119.24
TRGNA-4 7470 8008 7523 1226757 156.78
TRGNR-3 9931 10488 9985 1224959 115.61
TRGNR-4 7089 7629 7143 1225386 156.01
TRGNV-3 13640 14163 13692 1120004 109.41
TRGN-7 7255 7782 7308 1180653 125.95
TRGNN-7 6774 7258 7313 1087690 120.30

Z této tabulky je patrné, že pokud nejsou řádky Jacobiovy matice př́ılǐs zaplněny, je výhodněǰśı pracovat
s ř́ıdkou reprezentaćı Hessovy matice (GN+CG), která pracuje s méně zaplněnou matićı B. V opačném
př́ıpadě se rozhodujeme podle složitosti optimalizačńıho kriteria. Metoda CGNE použ́ıvá jednodušš́ı mati-
cové operace a metoda LSQR potřebuje méně iteraćı a méně vyč́ısleńı optimalizačńıho kriteria.
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11 Metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

11.1 Základńı vlastnosti metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Necht’ f : DF → Rn je zobrazeńı definované na množině DF ⊂ Rn (použ́ıváme stejné značeńı jako v
odd́ılu 5). Naš́ım úkolem bude nalézt bod x∗ ∈ Rn takový, že f(x∗) = 0. K řešeńı této úlohy bylo vyvinuto
mnoho metod založených na r̊uzných př́ıstupech. Zde se omeźıme pouze na metody př́ıbuzné optimali-
začńım metodám, které jsou obvykle jednoduché a účinné. Pomineme např́ıklad homotopické a simpliciálńı
metody a metody založené na řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic. Většinou budeme předpokládat, že
zobrazeńı f : DF → Rn je spojitě diferencovatelné na nějaké otevřené množině DF (F ) ⊂ D ⊂ DF . V tomto
př́ıpadě budeme psát f ∈ C1 nebo f ∈ C1 : D → Rn. Př́ıbuznost metod pro řešeńı soustav nelineárńıch
rovnic s optimalizačńımi metodami plyne z toho, že:

(1) Optimalizačńı metody můžeme chápat jako metody pro řešeńı soustavy rovnic g(x) = 0, kde
g : D → Rn je gradient minimalizované funkce F : D → R. V tomto př́ıpadě jde o speciálńı
soustavu rovnic, nebot’ Jacobiova matice zobrazeńı g je Hessovou matićı funkce F a je tedy symet-
rická (nebot’ z g ∈ C1 na D, plyne F ∈ C2 na D). Řešeńım soustavy rovnic g(x) = 0 však můžeme
źıskat nejen lokálńı minimum, ale i sedlový bod nebo dokonce lokálńı maximum funkce F .

(2) Řešeńı soustavy rovnic f(x) = 0 můžeme převést na minimalizaci funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2
(součet čtverc̊u). V tomto př́ıpadě však můžeme źıskat lokálńı minimum funkce F (x), které neńı
řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0.

Vztah mezi lokálńımi extrémy funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 a řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0 udává
tato věta.

Věta 154 Necht’ f ∈ C1 : D → Rn a necht’ bod x∗ ∈ D je lokálńım minimem funkce F (x) = (1/2)∥ f(x) ∥2,
přičemž Jacobiova matice J(x∗) zobrazeńı f v bodě x∗ je regulárńı. Pak plat́ı f(x∗) = 0.

Důkaz Gradient funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 v bodě x∗ ∈ D lze vyjádřit ve tvaru

g(x∗) = JT (x∗)f(x∗).

Jelikož matice J(x∗) je regulárńı, můžeme psát

f(x∗) = (JT (x∗))−1g(x∗),

takže f(x∗) = 0 právě tehdy, jestliže g(x∗) = 0, což je nutná podmı́nka pro lokálńı extrém funkce F (x).
2

Podobně jako jsme v kapitole 1 definovali základńı optimalizačńı metodu, můžeme definovat základńı
metodu pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic.

Definice 44 základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je iteračńı proces, jehož výsledkem je
posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , taková, že

xi+1 = xi + αisi,

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj, fj, Jj, 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0 se
určuje na základě chováńı funkce F (x) = (1/2)∥f(x)∥2 v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 45 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je globálně konvergentńı,
jestlǐze pro libovolný počátečńı vektor x1 ∈ Rn plat́ı

lim
i→∞

∥f(xi)∥ = 0.
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Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic patř́ı Newtonova metoda.
Tato metoda je definována vztahy

si = −J−1(xi)f(xi),

αi = 1

(předpokládáme, že matice J(xi), i ∈ N , jsou regulárńı). Z tohoto vyjádřeńı je zřejmé, že směrový
vektor Newtonovy metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic shodný se směrovým vektorem Gaussovy-
Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u F (x) = (1/2)∥f(x)∥2, nebot’ plat́ı

(JT (xi)J(xi))
−1JT (xi) = J−1(xi).

Matice Bi = JT (xi)J(xi) je v tomto př́ıpadě pozitivně definitńı, takže Newtonovu metodu pro řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic můžeme realizovat jako metodu spádových směr̊u (na rozd́ıl od Newtonovy
metody pro nepodmı́něnou minimalizaci popsané v odd́ılu 5.3) .

Při vyšetřováńı konvergence metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic budeme použ́ıvat předpoklady
(J1)–(J6) uvedené v odd́ılu 7. Na rozd́ıl od optimalizačńıch metod popsaných v kapitolách 2 a 5, kde se
v d̊ukazech globálńı konvergence nepouž́ıvá podmı́nka (F5), budeme nyńı (v př́ıpadě Newtonovy metody)
potřebovat nějakou analogii podmı́nky (J5). Podmı́nka (J5) je velmi silná, jak ukazuje tato věta.

Věta 155 Necht’ je splněn předpoklad (J5), kde množina D je konvexńı. Pak soustava nelineárńıch rovnic
f(x) = 0 má na D nanejvýš jedno řešeńı.

Důkaz Necht’ x∗ ∈ D a f(x∗) = 0. Plat́ı-li (J5), pak podle (291) pro x ∈ D, x ̸= x∗, dostaneme
∥f(x)∥ = ∥f(x)− f(x∗)∥ ≥ J∥x− x∗∥ > 0. 2

Poznámka 262 Protože je obt́ıžné zajisitit platnost podmı́nek (J4)–(J5) na př́ılǐs velké otevřené množině
D, budeme v d̊ukazech globálńı konvergence Newtonovy metody popuž́ıvat slabš́ı podmı́nky

∥J(xi)s∥ ≤ J∥s∥ ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn, (J4a)

∥J(xi)s∥ ≥ J∥s∥ ∀i ∈ N ∀s ∈ Rn. (J5a)

Je zřejmé, že z (J4)–(J5) plyne (J4a)–(J5a).

V této kapitole se budeme většinou zabývat metodami, které mı́sto Jacobiových matic Ji = J(xi),
i ∈ N , použ́ıvaj́ı jejich aproximace Ai, i ∈ N , splňuj́ıćı podmı́nky

∥Ai − Ji∥ ≤ ϑ, (A3a)

∥Ais∥ ≤ As ∀s ∈ Rn, (A4a)

∥Ais∥ ≥ As ∀s ∈ Rn. (A5a)

Podmı́nka (A4a) je ekvivalentńı podmı́nce ∥Ai∥ ≤ A. Podobně podmı́nka (A5a) je ekvivalentńı podmı́nce
∥A−1

i ∥−1 ≥ A.

Poznámka 263 Poznamenejme, že z (J4a) a (A3a) plyne

∥Ais∥ ≤ ∥Jis∥+ ∥(Ai − Ji)s∥ ≤ (J + ϑ)∥s∥,

takže plat́ı (A4a) s A = J + ϑ. Pokud ϑ < J , pak z (J5a) a (A3a) plyne

∥Ais∥ ≥ ∥Jis∥ − ∥(Ai − Ji)s∥ ≥ (J − ϑ)∥s∥,

takže plat́ı (A5a) s A = J−ϑ. Plat́ı-li (J4a), (J5a) a (A3a), budeme předpokládat, že ϑ < J a že č́ısla A, A
použitá v (A4a), (A5a) jsou určena vztahy A = J + ϑ, A = J − ϑ, Podmı́nka ϑ < J je sice postačuj́ıćı pro
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to, aby platilo (A5a), ale v d̊ukazech globálńı konvergence metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic
budeme potřebovat silněǰśı podmı́nku.

ϑ <
1− ω

2
J, (428)

kde č́ıslo ω udává přesnost výpočtu směrového vektoru (definice 46 a definice 47).

Podmı́nky (A3a)–(A5a) mohou být nahraženy slabš́ımi podmı́nkami

∥(Ai − Ji)
T fi∥ ≤ ϑ∥fi∥, (A3b)

∥Aisi∥ ≤ Asi, (A4b)

∥Aisi∥ ≥ Asi, (A5b)

kde Ai je regulárńı matice, fi je hodnota zobrazeńı f v bodě xi a si je použitý směrový vektor. Poz-
namenejme, že z (J4a), (J5a) a (A3b) neplyne žádná z podmı́nek (A4b), (A5b) (tyto podmı́nky muśı být
splněny nezávisle na (A3b)).

Poznámka 264 Je zřemé, že z (A3a)–(A5a) plyne (A3b)–(A5b). Nav́ıc podmı́nka (428) je ekvivalentńı
nerovnosti

ϑ <
1− ω

1 + ω
A (429)

(pokud A = J − ϑ). Význam podmı́nek (A3b) s (429) a (A4b)–(A5b) spoč́ıvá v tom, že některé metody
splňuj́ı podmı́nku (A3b) s (429) automaticky (sdružená kvazinewtonovská metoda uvedená v poznámce 283
splňuje podmı́nku (A3b) s ϑ = 0) a podmı́nky (A4b)–(A5b) lze snadno zajistit algoritmicky. Nav́ıc
podmı́nky (A3b) s (429) a (A4b)–(A5b) stač́ı k tomu, abychom dokázali globálńı konvergenci metod
spádových směr̊u i metod s lokálně omezeným krokem.

11.2 Metody spádových směr̊u

Při vyšetřováńı metod spádových směr̊u pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic budeme použ́ıvat označeńı
hi = AT

i fi pro aproximaci gradientu gi = JT
i fi. Poznamenejme, že podmı́nka (S1), použitá v definici 46,

implikuje nerovnost

hTi si = fTi Aisi = fTi (Aisi + fi)− fTi fi ≤ ω∥fi∥2 − ∥fi∥2 = −(1− ω)∥fi∥2 < 0. (430)

Definice 46 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi+αisi, i ∈ N ,
je metodou spádových směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥Aisi + fi∥ ≤ ωi∥fi∥, (S1)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1, a délky kroku αi > 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že αi je prvńı člen posloupnosti αj
i ,

j ∈ N (kde α1
i = 1 a βαj

i ≤ αj+1
i ≤ βαj

i ∀j ∈ N) takový, že bud’

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si, (S2a)

nebo

Fi+1 − Fi ≤ −2ρ(1− ω)αiFi, (S2b)

nebo

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥, (S2c)

kde 0 < β ≤ β < 1 a 0 < ρ < 1.
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V daľśım výkladu budeme předpokládat, že parametr ρ v (S2) splňuje nerovnost 0 < ρ < 1− λ, kde

λ =
ϑ

A

1 + ω

1− ω
(431)

(takže podle (429) plat́ı 0 ≤ λ < 1).

Lemma 51 (Konzistence) Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J6). Necht’
matice Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı podmı́nky (A3b) s (429) a (A5b). Pak lze v každém iteračńım
kroku metody spádových směr̊u (definice 46) nalézt směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1) a
délku kroku αi > 0 vyhovuj́ıćı libovolné z podmı́nek (S2) (s 0 < ρ < 1 − λ). Pokud ϑ = 0, plat́ı λ = 0 a
nepotřebujeme, aby byla splněna podmı́nka (A5b).

Důkaz Existence směrového vektoru si ∈ Rn vyhovuj́ıćıho podmı́nce (S1) plyne bezprostředně z regularity
matice Ai (vektor si můžeme zvolit tak, že ∥Aisi+fi∥ = 0). Z podmı́nky (S1) z (A3b) a z definice vektor̊u
gi = JT

i fi, hi = AT
i fi lze jednoduše odvodit nerovnosti

(1− ω)∥fi∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ (1 + ω)∥fi∥, (432)

(1− ω)∥fi∥2 ≤ −hTi si ≤ (1 + ω)∥fi∥2, (433)

|hTi si − gTi si| ≤ ϑ∥fi∥∥si∥. (434)

Nerovnost (432) spolu s podmı́nkou (A5b) dává

∥si∥ ≤ 1 + ω

A
∥fi∥, (435)

Použijeme-li vztahy (430), (431) a nerovnosti (434), (435), dostaneme

−gTi si ≥ −hTi si − ϑ∥fi∥∥si∥ ≥ −hTi si − ϑ
1 + ω

A
∥fi∥2

≥ −hTi si +
ϑ

A

1 + ω

1− ω
hTi si = −(1− λ)hTi si ≥ (1− λ)(1− ω)∥fi∥2 > 0, (436)

takže podle lemmatu 3 existuje pro libovolné č́ıslo 0 < ε1 < 1 délka kroku αi > 0 určená Armijovým
výběrem (poznámka 20) taková, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αig
T
i si ≤ ε1αi(1− λ)hTi si ≤ −ε1αi(1− ω)(1− λ)∥fi∥2

(předpoklady lemmatu 3 jsou splňeny, nebot’ podle věty 102 z (J1), (J4), (J6) plyne (F3)). Položme
ρ = ε1(1− λ), takže 0 < ρ < 1− λ ≤ 1. Pak

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si ≤ −2ρ(1− ω)αiFi,

takže podmı́nky (S2a) a (S2b) jsou konzistentńı, pokud 0 < ρ < 1−λ. Podmı́nka (S2c) je také konzistentńı,
nebot’ z

2∥fi∥(∥fi+1∥ − ∥fi∥) ≤ (∥fi+1∥+ ∥fi∥)(∥fi+1∥ − ∥fi∥) = 2(Fi+1 − Fi)

a z (S2b) plyne, že

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ Fi+1 − Fi

∥fi∥
≤ −2ρ(1− ω)αi

Fi

∥fi∥
= −ρ(1− ω)αi∥fi∥.

2

261



Poznámka 265 Poznamenejme, že kromě konzistence podmı́nek (S2a)–(S2c) jsme dokázali implikace
(S2a) ⇒ (S2b) ⇒ (S2c) (pro stejnou hodnotu parametru ρ). Ukážeme, že plat́ı také opačné implikace

(S2c) ⇒ (S2b) ⇒ (S2a), kde každá následuj́ıćı podmı́nka je splněna s poněkud menš́ı (ale nenulovou)
hodnotou parametru ρ. Z nerovnosti

Fi+1 − Fi

Fi
=

(∥fi+1∥+ ∥fi∥)(∥fi+1∥ − ∥fi∥)
∥fi∥2

≤ ∥fi+1∥ − ∥fi∥
∥fi∥

plyne, že plat́ı-li (S2c) pro nějakou hodnotu parametru ρ, je splněna i podmı́nka (S2b) s polovičńı hodnotou
tohoto parametru. Použijeme-li nerovnost (433), dostaneme

−2ρ(1− ω)αiFi = −ρ(1− ω)αi∥fi∥2 ≤ ρ
1− ω

1 + ω
αih

T
i si,

takže plat́ı-li (S2b) pro nějakou hodnotu parametru ρ, je splněna i podmı́nka (S2a) s hodnotou tohoto
parametru vynásobenou č́ıslem (1− ω)/(1 + ω).

Lemma 52 Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J6). Necht’ matice Ai,
i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı podmı́nky (A3b) s (429) a (A5b). Pak existuje konstanta 0 < α ≤ 1 taková,
že délky kroku určené metodou spádových směr̊u (definice 46) splňuj́ı podmı́nku 0 < α ≤ αi ≤ 1, i ∈ N .

Důkaz Podle poznámky 265 se můžeme omezit na metody spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı podmı́nku (S2a).
Při výběru délky kroku podle (S2a) plat́ı bud’ αi = α1

i = 1 nebo αi = αk
i = βαk−1

i , kde 0 < β ≤ β ≤ β < 1

a F (xi + αk−1
i si)− F (xi) ≥ ραk−1

i hTi si. Pokud αi < 1, můžeme psát

F (xi +
αi

β
si)− F (xi) ≥ ρ

αi

β
hTi si.

Z druhé strany, použijeme-li tvrzeńı 1 o středńı hodnotě (pokládáme di = µ(αi/β)si, kde 0 ≤ µ ≤ 1) a
předpoklady (J1), (J4), (J6), můžeme psát

F (xi +
αi

β
si)− F (xi) =

αi

β
gT (xi + di)si

≤ αi

β

(
gTi si + ∥g(xi + di)− g(xi)∥∥si∥

)
≤ αi

β

(
gTi si +

αi

β
(J

2
+Gf)∥si∥2

)
,

nebot’ podle (293) plat́ı

∥g(xi + di)− g(xi)∥ ≤
(
J
2
+Gf

)
∥di∥ ≤ αi

β

(
J
2
+Gf

)
∥si∥.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

ρhTi si ≤ gTi si +
αi

β
(J

2
+Gf)∥si∥2

a použijeme-li (435) a (436), můžeme psát

αi

β

(
J
2
+Gf

) (1 + ω)2

A2 ∥fi∥2 ≥ ρhTi si − gTi si ≥ (ρ− (1− λ))hTi si ≥ (1− ω)(1− ρ− λ)∥fi∥2

což spolu s β ≥ β dává

262



αi ≥
β(1− ω)(1− ρ− λ)A2

(J
2
+Gf)(1 + ω)2

.

Polož́ıme-li

α = min

(
1,
β(1− ω)(1− ρ− λ)A2

(J
2
+Gf)(1 + ω)2

)
, (437)

plat́ı 0 < α ≤ αi ≤ 1 ∀i ∈ N . 2

Poznámka 266 Podmı́nku (A5b) potřebujeme pouze k tomu, abychom mohli použ́ıt nerovnost (435).
Proto můžeme podmı́nku (A5b) nahradit předpokladem, že ∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , kde c > 0 je konstanta,
která nezáviśı na indexu i ∈ N .

Lemma 53 Uvažujme základńı metodu pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic (definice 44) takovou, že
∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , a délky kroku splňuj́ı některou z podmı́nek (S2) s 0 < α ≤ αi ≤ 1, i ∈ N . Pak
xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.

DůkazDůkaz provedeme pro (S2c), nebot’ tato podmı́nka vyplývá z podmı́nek (S2a) a (S2b) (poznámka 265).
Podle (S2c) plat́ı

∥fi+1∥ ≤ (1− ρ(1− ω)αi)∥fi∥ ≤ (1− ρ(1− ω)α)∥fi∥
∆
= q∥fi∥,

kde 0 < q < 1, nebot’ 0 < ρ < 1, 0 < 1− ω ≤ 1 a 0 < α ≤ 1. Porovnáńım s geometrickou řadou dostaneme

∞∑
i=1

∥fi∥ ≤ 1

1− q
∥f1∥ <∞,

což implikuje ∥fi∥ → 0. Použijeme-li nerovnosti ∥si∥ ≤ c∥fi∥, i ∈ N , můžeme psát

∞∑
i=1

∥si∥ ≤ c
∞∑
i=1

∥fi∥ <∞,

takže posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmı́nku. Proto xi → x⋆, což dohromady s
fi → 0 dává f(x⋆) = 0. 2

Věta 156 (globálńı konvergence). Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J6).
Necht’ matice Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı podmı́nky (A3b) s (429) a (A5b). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N ,
je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u (definice 46). Pak xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.

Důkaz Tvrzeńı věty je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 52 a lemmatu 53. Předpoklady lemmatu 53
jsou splňeny, nebot’ podle (435) pro i ∈ N plat́ı ∥si∥ ≤ c∥fi∥, kde c = (1 + ω)/A. 2

Poznámka 267 Z odhadu Fi+1 ≤ qFi, i ∈ N , kde 0 < q < 1, plyne, že xi → x⋆ R-lineárně.

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
podmı́nku (S2c) s 0 < ρ < 1.

Věta 157 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná metodou spádových
směr̊u taková, že xi → x∗, kde f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota
vyhovuje podmı́nce (S2c). Necht’ plat́ı

lim
i→∞

∥Aisi + fi∥
∥fi∥

= 0 (438)

a

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)si∥
∥si∥

= 0. (439)

Pak existuje index k ∈ N takový, že αi = 1, pokud i ≥ k a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně
k bodu x∗ ∈ Rn.
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Důkaz Důkaz povedeme poněkud obecněji, nebot’ źıskané výsledky použijeme v d̊ukazu vět 182 a 185. To
znamená, že v částech (a)–(b) budeme mı́sto (438) předpokládat pouze platnost podmı́nky (S1), neboli

lim sup
i→∞

∥Aisi + fi∥
∥fi∥

≤ ω < 1.

Plat́ı-li (438), můžeme ve všech vzorćıch položit ω = 0.

(a) Necht’ 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J . Ukážeme, že existuje index k2 ∈ N takový, že

1− ω

J
∥fi∥ ≤ ∥si∥ ≤ 1 + ω

J
∥fi∥,

pokud i ≥ k2. Označme ωi = (Aisi + fi)/∥fi∥ a ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥. Pak plat́ı

Jisi = (Aisi + fi)− (Ai − Ji)si − fi = ωi∥fi∥ − ϑi∥si∥ − fi,

takže

∥si∥ ≥ 1− ∥ωi∥
∥Ji∥+ ∥ϑi∥

∥fi∥

a jelikož ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ → 0 (podle (S1) a (439)) a ∥Ji∥ → ∥J∗∥ < J , existuje index k1 ∈ N takový , že
∥si∥ ≥ ∥fi∥(1− ω)/J , pokud i ≥ k1. Podobně plat́ı

si = J−1
i (ωi∥fi∥ − ϑi∥si∥ − fi),

takže

∥si∥ ≤ ∥J−1
i ∥(1 + ∥ωi∥)

1− ∥J−1
i ∥∥ϑi∥

∥fi∥

a jelikož ∥ωi∥ ≤ ω a ∥ϑi∥ → 0 (podle (S1) a (439)) a ∥J−1
i ∥ → ∥(J∗)−1∥ < 1/J , existuje index k2 ≥ k1

takový, že ∥si∥ ≤ ∥fi∥(1 + ω)/J , pokud i ≥ k2.

(b) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nce (S2c) s 0 < ρ < 1,
pokud i ≥ k. Použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje, dostaneme

f(xi + si) = fi + Jisi + o(∥si∥) = (Aisi + fi)− (Ai − Ji)si + o(∥si∥)

neboli
∥f(xi + si)∥

∥fi∥
≤ ∥ωi∥+ ∥ϑi∥(1 + ω)/J + o(∥fi∥)/∥fi∥, (440)

takže lim supi→∞(∥f(xi + si)∥ − ∥fi∥)/∥fi∥ ≤ −(1− ω) (podle (S1) a (439)), a jelikož 0 < ρ < 1, existuje

index k ≥ k2 takový, že podmı́nka (S2c) s αi = 1 je splněna, pokud i ≥ k.

(c) Předpokládejme nyńı že plat́ı (438)–(439). Pomoćı věty 5 o středńı hodnotě dostaneme

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ J

J

∥fi+1∥
∥fi∥

,

takže podle (438)–(439) a (440) plat́ı

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

= lim
i→∞

J

J
(∥ωi∥+ ∥ϑi∥(1 + ω)/J + o(∥fi∥)/∥fi∥) = 0

a x∗ → x Q-superlineárně. 2
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Poznámka 268 Věta 157 z̊ustane v platnosti, i tehdy použ́ıváme-li k výběru délky kroku podmı́nku (S2b)
(nebo (S2a)). Abychom mohli použ́ıvat kroky jednotkové délky, což se předpokládá v d̊ukazu superlineárńı
konvergence, muśıme v tomto př́ıpadě sńıžit hodnotu parametru ρ podle poznámky 265. Např́ıklad z (S2b)
plyne 2ραi ≤ 1 − Fi+1/Fi < 1 (předpokládáme, že Fi > 0 ∀i ∈ N), takže αi = 1 lze volit pouze tehdy,
když 2ρ < 1.

Poznámka 269 Polož́ıme-li Ai = J(xi), i ∈ N , dostaneme Newtonovu metodu. V tomto př́ıpadě
podmı́nky (J4a)–(J5a) implikuj́ı (A4a)–(A5a) a (A3a) plat́ı s ϑ = 0, takže lze položit λ = 0 ve všech
vzorćıch uvedených v předchoźım textu. Z těchto úvah plyne, že Newtonova metoda realizovaná jako
metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı (plat́ı-li (J1), (J4), (J5a) a (J6)).

Následuj́ıćı lemma ukazuje, jak lze vlastnosti libovolné metody spádových směr̊u odvodit z vlastnost́ı
Newtonovy metody.

Lemma 54 Necht’ matice J(xi), i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (J5a) a matice Ai, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku
(A3a) s (428). Necht’ si je směrový vektor vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1). Pak plat́ı

∥Jisi + fi∥ ≤ ω̃∥fi∥,

kde ω̃ = (Jω+ϑ)/(J −ϑ) < 1. Jinými slovy, plat́ı-li (S1) a (A3a) s (428), m̊užeme vektor si považovat za
směrový vektor źıskaný Newtonovou metodou, kde př́ıslušná soustava lineárńıch rovnic je řešena s přesnost́ı
ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1.

Důkaz Použijeme-li (432) a (A3a), dostaneme

(1 + ω)∥fi∥ ≥ ∥Aisi∥ ≥ ∥Jisi∥ − ∥(Ai − Ji)si∥ ≥ (J − ϑ)∥si∥,

neboli

∥si∥ ≤ 1 + ω

J − ϑ
∥fi∥.

Můžeme tedy psát

∥Jisi + fi∥ ≤ ∥Aisi + fi∥+ ∥(Ji −Ai)si∥ ≤ ω∥fi∥+ ϑ∥si∥ ≤ Jω + ϑ

J − ϑ
∥fi∥

∆
= ω̃∥fi∥.

Přitom ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1, pokud ϑ < (1− ω)J/2. 2

Teoretické výsledky shrnuté v lemmatech 51 a 54 vyžaduj́ı splněńı podmı́nky (A3a) (s vhodnou hod-
notou ϑ > 0, která může vycházet velmi malá). Tato podmı́nka má velký teoretický význam, ale v praxi
ji neńı možno ověřit (použ́ıváme-li matici A, neznáme obvykle matici J , nebot’ v opačném př́ıpadě by bylo
vhodné použ́ıt Newtonovu metodu, která je superlineárné konvergentńı). Proto je třeba globálńı konver-
genci zajistit jiným zp̊usobem (jde v podstatě o to aby byla splněna některá z podmı́nek (S2a)–(S2c)). V
př́ıpadě, že neplat́ı (S2) pro αi větš́ı než zadaná dolńı mez, provede se restart, což znamená, že se spočte
matice J a použije se krok Newtonovy metody. Tyto úvahy jsou shrnuty ve formě algoritmu.

Algoritmus 19 Data 0 ≤ ω < 1, 0 < ρ < 1, 0 < β ≤ β < 1, ε > 0, c > 0, 0 < k ≤ k.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme f1 = f(x1) a polož́ıme i = 1 a l = 1.

Krok 2 Pokud ∥fi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Pokud l = 1, vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi) a polož́ıme Ai = Ji (restart). Zvoĺıme
přesnost 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a vypočteme směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1).

Krok 4 Pokud l > 1 a ∥si∥ > c ∥fi∥, polož́ıme l = 1 a přejdeme na krok 3.

265



Krok 5a Polož́ıme α1
i = 1 a k = 1.

Krok 5b Polož́ıme xi+1 = xi + αk
i si a vypočteme fi = f(xi). Je-li splněna některá (vybraná) podmı́nka

z (S2), přejdeme na krok 6.

Krok 5c Pokud l = 1 a k > k, ukonč́ıme výpočet (předčasné ukončeńı zp̊usobené selháńım Newtonovy
metody). Pokud l > 1 a k > k, polož́ıme l = 1 a přejdeme na krok 3. V ostatńıch př́ıpadech
urč́ıme délku kroku αk+1

i tak aby platilo βαk
i ≤ αk+1

i ≤ βαk
i , polož́ıme k := k+1 a přejdene na

krok 5b.

Krok 6 Urč́ıme novou matici Ai+1 (např́ıklad pomoćı kvazinewtonovské aktualizace), polož́ıme i := i+1,
l := l + 1 a přejdeme na krok 2.

Věta 158 Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht’ xi ∈ Rn,
i ∈ N , je posloupnost generovaná algoritmem 19, kde ε = 0 a č́ıslo k je dostatečně velké. Pak bud’ existuje
index i ∈ N takový, že f(xi) = 0, nebo plat́ı xi → x∗, kde f(x∗) = 0.

Důkaz Necht’ č́ıslo k je zvoleno tak, že k < logα/ log β, kde α > 0 je č́ıslo určerné vztahem (437), ve kterém
A = J . Pak nutně libovolná vybraná podmı́nka z (S2) je splňena pro k ≤ k, takže algoritmus 19 nemůže
skončit v kroku 5c. Může skončit v kroku 2, pokud f(xi) = 0. V opačném př́ıpadě podle lemmatu 52 a
lemmatu 53 plat́ı xi → x∗, kde f(x∗) = 0. 2

11.3 Metody s lokálně omezeným krokem

Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Li(s) = ∥Ais+ fi∥ − ∥fi∥

pro lineárńı funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl ∥f(xi + s)∥ − ∥f(xi)∥ a označeńı

ωi(s) = (Ais+ fi)/∥fi∥

pro přesnost určeńı směrového vektoru (předpokládáme, že ∥fi∥ ̸= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě je bod xi
řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0). Dále budeme použ́ıvat označeńı

ρi(s) = (∥f(xi + s)∥ − ∥fi(xi)∥)/Li(s)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu normy zobrazeńı f : DF → Rn.

Definice 47 Řekněme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi+αisi, i ∈ N ,
je metodou s lokálně omezeným krokem, jestlǐze:

(1) Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

∥si∥ ≤ ∆i, (T1a)

∥si∥ < ∆i ⇒ ∥Aisi + fi∥ ≤ ωi∥fi∥, (T1b)

−Li(si) ≥ σ∥Aisi∥, (T1c)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a 0 < σ < 1.

(2) Délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1. (T2b)

(3) Meze 0 < ∆i ≤ ∆, i ∈ N , se určuj́ı tak, že
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ρi(si) < ρ⇒ β∥si∥ ≤ ∆i+1 ≤ β∥si∥, (T3a)

ρi(si) ≥ ρ⇒ ∆i ≤ ∆i+1 ≤ ∆, (T3b)

kde 0 < β < β < 1 a 0 < ρ < 1/2.

Poznámka 270 Při vyšetřováńı metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

N1 = {i ∈ N : ∥si∥ < ∆i},

N2 = {i ∈ N : ρi(si) > 0},
N3 = {i ∈ N : ρi(si) ≥ ρ}.

Jelikož ρ > 0, plat́ı N3 ⊂ N2.

Lemma 55 Necht’ zobrazeńı f : DF → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J6). Necht’ matice Ai,
i ∈ N , jsou regulárńı a splňuj́ı podmı́nky (A3b)–(A5b) s (429). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost
generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)–(T3) (s 0 < 2ρ < 1 − λ). Pak existuje konstanta
c > 0 taková, že

∥si∥ ≥ c∥fi∥ ∀i ∈ N.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Potom z (T1b) plyne∣∣∥Aisi∥ − ∥fi∥
∣∣ ≤ ∥Aisi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,

takže (1− ω)∥fi∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ ∥Ai∥∥si∥. Plat́ı tedy

∥si∥ ≥ 1− ω

A
∥fi∥.

(b) Necht’ i ̸∈ N1 a i ̸∈ N3. Z (T1c) plyne, že Li(si) ≤ 0, takže

Li(si)∥fi∥ = (∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥) ∥fi∥ ≥
(
∥Aisi + fi∥2 − ∥fi∥2

)
= 2

(
fTi Aisi +

1

2
sTi A

T
i Aisi

)
∆
= 2Qi(si). (441)

Jestliže ∥f(xi + si)∥ ≤ ∥f(xi)∥, pak nerovnost ρi(si) < ρ spolu s (441) dává

F (xi + si)− F (xi) =
1

2

(
∥f(xi + si)∥2 − ∥f(xi)∥2

)
≥ (∥f(xi + si)∥ − ∥f(xi)∥) ∥f(xi)∥
≥ ρLi(si)∥fi∥ ≥ 2ρQi(si).

Jestliže ∥f(xi + si)∥ ≥ ∥f(xi)∥, plat́ı tato nerovnost triviálně. Můžeme tedy psát

F (xi + si)− F (xi) ≥ 2ρQi(si).

Z druhé strany, použijeme-li tvrzeńı 1 o středńı hodnotě (pokládáme di = µsi, kde 0 ≤ µ ≤ 1), předpoklady
(J1), (J4)–(J6) a (436), můžeme psát

F (xi + si)− F (xi) ≤ gTi si + ∥g(xi + di)− g(xi)∥∥si∥

≤ gTi si + (J
2
+Gf)∥si∥2

≤ (1− λ)hTi si + (J
2
+Gf)∥si∥2

≤ (1− λ)Qi(si) + (J
2
+Gf)∥si∥2,
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nebot’ hTi si = fTi Aisi ≤ Qi(si) a podle (293) plat́ı

∥g(xi + di)− g(xi)∥ ≤ (J
2
+Gf)∥di∥ ≤ (J

2
+Gf)∥si∥.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

2ρQi(si) ≤ (1− λ)Qi(si) + (J
2
+Gf)∥si∥2,

neboli
−(1− λ− 2ρ)Qi(si) ≤ (J

2
+Gf)∥si∥2.

Podmı́nky (T1c) a (A5a) spolu s nerovnost́ı (441) dávaj́ı

−Qi(si) ≥ −1

2
Li(si)∥fi∥ ≥ σ

2
∥Aisi∥∥fi∥ ≥ σ

2
A∥si∥∥fi∥.

Dosad́ıme-li tento vztah do předchoźı nerovnosti, dostaneme

σ A

2
(1− λ− 2ρ)∥si∥∥fi∥ ≤ −(1− λ− 2ρ)Qi(si) ≤ (J

2
+Gf)∥si∥2,

neboli

∥si∥ ≥ σ A(1− λ− 2ρ)

2(J
2
+Gf)

∥fi∥,

(c) Necht’ i = 1. Jestliže ∥f1∥ = 0, pak jistě ∥s1∥ ≥ c∥f1∥ pro libovolnou konstantu c > 0. Jestliže
∥f1∥ ≠ 0, dostaneme

∥s1∥ ≥ ∥s1∥
∥f1∥

∥f1∥.

(d) Necht’ i ̸∈ N1, i ∈ N3 a i ̸= 1. Necht’ k < i je maximálńı index, pro který současně neplat́ı k ̸∈ N1,
k ∈ N3 a k ̸= 1. Použijeme-li (T3a)–(T3b) a (T1a), můžeme psát

∥si∥ = ∆i ≥ ∆k+1 ≥ min(∆k, β∥sk∥) ≥ min
(
∥sk∥, β∥sk∥

)
= β∥sk∥,

takže podle (T2a)–(T2b) a (a)–(c) plat́ı

∥si∥ ≥ β∥sk∥ ≥ c∥fk∥ ≥ c∥fi∥,

kde

c = βmin

(
1− ω

A
,
σ A(1− λ− 2ρ)

2(J
2
+Gf)

,
∥s1∥
∥f1∥

)
.

2

Věta 159 (globálńı konvergence). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 55. Pak xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že fi → 0. Předpokládejme, že toto tvrzeńı neplat́ı. Protože posloupnost
∥fi∥, i ∈ N , je podle (T2a)–(T2b) nerostoućı, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ∥fi∥ ≥ ε, ∀i ∈ N a podle
lemmatu 55 plat́ı

∥si∥ ≥ c ε, ∀i ∈ N.

Předpokládejme nejprve, že množina N3 je nekonečná. Protože N3 ⊂ N2, můžeme psát

∥fi∥ − ∥fi+1∥ = ∥f(xi)∥ − ∥f(xi + si)∥ ≥ −ρLi(si)

≥ ρ σ∥Aisi∥ ≥ ρ σA c ε, ∀i ∈ N3.
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Odtud plyne

∥f1∥ ≥ lim
i→∞

(∥f1∥ − ∥fi+1∥) =
∞∑
i=1

(∥fi∥ − ∥fi+1∥)

≥
∑
i∈N3

(∥fi∥ − ∥fi+1∥) ≥
∑
i∈N3

ρ σ A c ε = ∞,

což dává spor. Předpokládejme nyńı, že množina N3 je konečná. Potom (T3a) implikuje ∆i → 0, což
dohromady s (T1a) dává ∥si∥ → 0. Ale to je ve sporu s nerovnost́ı ∥si∥ ≥ cε ∀i ∈ N .

(b) Použit́ım (T1c) dostaneme Li(si) = ∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥ ≤ 0, takže

∥fi∥ ≥ ∥Aisi + fi∥ ≥ ∥Aisi∥ − ∥fi∥.

Tato nerovnost implikuje ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥, takže

A∥si∥ ≤ ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥. (442)

Nyńı ukážeme, že
∑∞

i=1 ∥si∥ < ∞. Je-li množina N3 konečná, existuje index l ̸∈ N3 takový, že i ̸∈ N3

∀i ≥ l. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

∥si∥ ≤
l−1∑
i=1

∥si∥+ ∥sl∥
∞∑
i=l

β
i−l ≤ (l − 1)∆ + ∥sl∥/(1− β) <∞.

podle (T3a). Je-li množina N3 nekonečná, můžeme tak jako v (a) psát

∥f1∥ ≥
∞∑
i=1

(∥fi∥ − ∥fi+1∥) ≥
∑
i∈N3

(∥fi∥ − ∥fi+1∥)

≥ ρ σ
∑
i∈N3

∥Aisi∥ ≥ ρ σ A
∑
i∈N3

∥si∥.

Označme N3 = {l1, l2, l3, . . .}. Použijeme-li (442) a lemma 55, dostaneme

∥slj+1∥ ≤ 2

A
∥flj+1∥ ≤ 2

A
∥flj∥ ≤ 2

cA
∥slj∥

a (T3a) implikuje ∥slj+k∥ ≤ β∥slj+k−1∥ ∀2 ≤ k ≤ lj+1 − lj − 1. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

∥si∥ =

l1−1∑
i=1

∥si∥+
∞∑
j=1

∥slj∥+ lj+1−lj−1∑
k=1

∥slj+k∥


≤ (l1 − 1)∆ +

∞∑
j=1

∥slj∥

1 + 2

cA

lj+1−lj−1∑
k=1

β
k−1


≤ (l1 − 1)∆ +

[
1 +

2

cA

1

1− β

] ∑
i∈N3

∥si∥

≤ (l1 − 1)∆ +

[
1 +

2

cA

1

1− β

]
∥f1∥
ρ σ A

<∞.

Z nerovnosti
∑∞

i=1 ∥xi+1 − xi∥ ≤
∑∞

i=1 ∥si∥ < ∞ plyne, že posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-
Cauchyovu podmı́nku, takže xi → x⋆, což spolu s fi → 0 dává f(x⋆) = 0. 2
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Věta 160 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s
lokálně omezeným krokem (T1)–(T3) taková, že xi → x∗, kde f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı.
Necht’

lim
i→∞

ωi = 0 (443)

a

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)si∥
∥si∥

= 0. (444)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J . Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

−Li(si) ≥ σJ∥si∥

a

∥fi∥ ≥ 1

2
J∥si∥,

pokud i ≥ k1. Označme ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥. Pak plat́ı

∥Aisi∥ = ∥Jisi + ϑi∥si∥∥ ≥ ∥Jisi∥ − ∥ϑi∥∥si∥

a jelikož ∥ϑi∥ → 0, Ji → J(x∗) a J < ∥J−1(x∗)∥−1, existuje index k1 ∈ N takový, že ∥Aisi∥ ≥ J∥si∥,
pokud i ≥ k1. Použijeme-li (T1c), můžeme psát

−Li(si) ≥ σ∥Aisi∥ ≥ σJ∥si∥.

Z definice Li(si) a z (T1c) plyne

0 ≥ Li(si) = ∥Aisi + fi∥ − ∥fi∥,

neboli

|∥Aisi∥ − ∥fi∥| ≤ ∥Aisi + fi∥ ≤ ∥fi∥,

takže ∥Aisi∥ ≤ 2∥fi∥, což spolu s nerovnost́ı ∥Aisi∥ ≥ J∥si∥ dává ∥fi∥ ≥ (J/2)∥si∥, pokud i ≥ k1.

(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že i ∈ N3, pokud i ≥ k2. Použijeme-li dva členy Taylorova
rozvoje, dostaneme

f(xi + si) = f(xi) + Jisi + o(∥si∥) = f(xi) +Aisi − (Ai − Ji) si + o(∥si∥)

takže

ρi(si) =
∥f(xi)∥ − ∥f(xi + si)∥

−Li(si)
≥ −Li(si)− ∥ϑi∥∥si∥+ o(∥si∥)

−Li(si)
≥

≥ 1− ∥ϑi∥∥si∥+ o(∥si∥)
σJ∥si∥

→ 1,

nebot’ ∥ϑi∥ → 0. Jelikož ρ < 1, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ρi(si) ≥ ρ, pokud i ≥ k2.

(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že i ∈ N1, pokud i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ∥si∥ ≥ ∆i ≥ ∆k2 ∀i ≥ k2, nebot’ z (b)
plyne i ∈ N3 ∀i ≥ k2. To je však spor, nebot’ podle (a) plat́ı ∥si∥ ≤ 2∥fi∥/J , takže ∥fi∥ → 0 implikuje
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∥si∥ → 0. Omezme se nyńı pouze na indexy i ≥ k2, i ∈ N1 a označme ωi = (Aisi + fi)/∥si∥. Podle (443),
(444) a (T1b) plat́ı ∥ωi∥ → 0 a ∥ϑi∥ → 0, takže stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 157 (s ω = 0) se dá
ukázat, že existuje index k3 ≥ k2, k3 ∈ N1 takový, že

∥fi∥/J ≤ ∥si∥ ≤ ∥fi∥/J

∀i ≥ k3, i ∈ N1. Použijeme-li dva členy Taylorova rozvoje, můžeme psát

fi+1 = f(xi + si) = fi + Jisi + o(∥si∥),

nebot’ i ∈ N3 ⊂ N2. Označme

λi =
fi+1 − fi −Aisi

∥fi∥
=
fi+1 − fi − Jisi

∥fi∥
− (Ai − Ji)si

∥fi∥
,

takže

∥λi∥ = ∥ϑi∥
∥si∥
∥fi∥

+ o(1) ≤ 1

J
∥ϑi∥+ o(1).

Pak z ∥ϑi∥ → 0 plyne ∥λi∥ → 0 a jelikož zároveň ∥ωi∥ → 0, existuje index k ≥ k3, k ∈ N1 takový, že
∥λi∥ < (J/J)/2 a ∥ωi∥ < (J/J)/2 ∀i ≥ k, i ∈ N1. Můžeme tedy psát

∥si+1∥ ≤ 1

J
∥fi+1∥ ≤ 1

J
(∥fi+1 − fi −Aisi∥+ ∥Aisi + fi∥) ≤

≤ J

J
(∥λi∥+ ∥ωi∥) ∥si∥ <

(
1

2
+

1

2

)
∥si∥ = ∥si∥.

Jelikož i ∈ N3 podle (b), plat́ı ∆i+1 ≥ ∆i, což dává ∥si+1∥ < ∥si∥ ≤ ∆i ≤ ∆i+1, takže i+1 ∈ N1. Indukćı
dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.

(d) Superlineárńı konvergence. Plat́ı

∥fi+1∥
∥fi∥

≤ ∥fi+1 − fi −Aisi∥+ ∥Aisi + gi∥
∥fi∥

≤ ∥λi∥+ ∥ωi∥,

což spolu s ∥λi∥ → 0 a ∥ωi∥ → 0 dává

lim
i→∞

∥xi+1 − x∗∥
∥xi − x∗∥

≤ J

J

∥fi+1∥
∥fi∥

= 0.

2

11.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda použ́ıvá matice Ai = J(xi), i ∈ N , takže ϑi = (Ai − Ji)si/∥si∥ = 0, i ∈ N , a z
(J4a)–(J5a) plyne platnost podmı́nek (A4a)–(A5a).

Věta 161 Necht’ jsou splněny podmı́nky (J1), (J4), (J5a) a (J6). Pak Newtonova metoda realizovaná
bud’ jako metoda spádových směr̊u nebo jako metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı.
Plat́ı-li xi → x∗ a ∥ωi∥ → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 156 a věty 159. Superlineárńı konvergence plyne
bezprostředně z věty 157 a věty 160, nebot’ ϑi = 0 ∀i ∈ N . 2
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Poznámka 271 Newtonova metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic může být realizována jako
globálně konvergentńı metoda spádových směr̊u, což neńı možné v př́ıpadě Newtonovy metody pro mini-
malizaci bez omezuj́ıćıch podmı́nek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zadány analyticky, můžeme použ́ıvat diferenčńı verze Newtonovy metody.
V tom př́ıpadě je však třeba odhadnout nepřesnosti, které vznikaj́ı při diferenčńı aproximaci Jacobiových
matic.

Lemma 56 Necht’ je splněn předpoklad (J6) a necht’

Aej =
f(x+ δej)− f(x)

δ
(445)

pro 1 ≤ j ≤ n, kde ej, 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu n. Pak plat́ı

∥A− J(x)∥ ≤ 1

2
G
√
nδ.

Důkaz Použijeme-li větu o středńı hodnotě, dostaneme

f(x+ δej) = f(x) + J(x)δej +

∫ 1

0

(J(x+ τδej)− J(x))δejdτ,

takže

∥(A− J(x))ej∥ =

∥∥∥∥f(x+ δej)− f(x)

δ
− J(x)ej

∥∥∥∥ ≤ 1

δ

∥∥∥∥∫ 1

0

(J(x+ τδej)− J(x))δejdτ

∥∥∥∥
≤ 1

2δ
Gδ2∥ej∥2 =

1

2
Gδ.

Necht’ s ∈ Rn je libovolný vektor s jednotkovou normou. Pak plat́ı

∥(A− J(x))s∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(A− J(x))eje
T
j s

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

|eTj s|∥(A− J(x))ej∥ ≤ 1

2
Gδ

n∑
j=1

|eTj s|

≤ 1

2
G
√
nδ∥s∥ =

1

2
G
√
nδ

a jelikož

∥A− J(x)∥ = max
∥s∥=1

∥(A− J(x))s∥,

dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 162 Necht’ jsou splněny předpoklady (J5a) a (J6). Je-li matice A určena podle vzorce (445), kde

δ <
(1− ω)J

G
√
n

a 0 ≤ ω < 1, plat́ı ∥A− J(x)∥ ≤ ϑ, kde ϑ < (1/2)(1− ω)J . Nav́ıc ∥As+ f∥ ≤ ω implikuje ∥Js+ f∥ ≤ ω̃,
kde ω̃ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1.

Důkaz Podle lemmatu 56 lze položit ϑ = G
√
nδ/2, takže nerovnost ϑ < (1/2)(1− ω)J je splněna, plat́ı-li

δ ≤ (1− ω)J/(G
√
n). Zbytek tvrzeńı plyne z lemmatu 54 2

Poznámka 272 Věta 162 ukazuje, že lze zvolit diferenci δ > 0 tak, aby matice určená podle vztahu (445)
splňovala podmı́nku pro globálńı konvergenci metody spádových směr̊u i metody s lokálně omezeným
krokem. Je vidět, že diferenci δ je třeba zvolit t́ım menš́ı, č́ım menš́ı je č́ıslo J v (J5a) a č́ım větš́ı je č́ıslo
G v (J6).
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11.5 Kvazinewtonovské metody

Definice 48 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic (definice 44) je kvazi-
newtonovskou metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0, (446)

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai + uiv
T
i , (447)

kde ui ∈ Rn, vi ∈ Rn, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Ai+1di = yi, (448)

kde yi = fi+1 − fi, di = xi+1 − xi.

Poznámka 273 V tomto odd́ılu se budeme zabývat pouze přesnými kvazinewtonovskými metodami
(podmı́nka (446)), takže (Aisi + fi)/∥fi∥ = 0 ∀i ∈ N . Neplat́ı však (Ai − Ji)si/∥si∥ = 0 ∀i ∈ N
(matice Ai se mohou od matic Ji dosti lǐsit).

Věta 163 Necht’ A+ = A+uvT a Ad ̸= y. Pak A+d = y právě tehdy, jestlǐze vT d ̸= 0 a u = (y−Ad)/vT d,
takže

A+ = A+
(y −Ad)vT

vT d
. (449)

Jestlǐze Ad = y stač́ı položit u = v = 0, takže A+ = A.

Důkaz Z podmı́nky A+d = y dostaneme A+d = Ad+ uvT d = y. Jestliže Ad = y, stač́ı položit u = v = 0,
takže A+ = A. Jestliže Ad ̸= y, muśı platit vT d ̸= 0 a u = (y −Ad)/vT d. 2

Poznámka 274 Polož́ıme-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

A+ = A+
(y −Ad)dT

dT d
. (450)

Polož́ıme-li v = AT y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

A+ = A+
(y −Ad)yTA

yTAd
. (451)

Necht’

eTk d = max
1≤i≤n

eTi d.

Polož́ıme-li v = ek, dostaneme př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u

A+ = A+
(y −Ad)eTk

eTk d
, (452)

která aktualizuje vždy pouze jeden sloupec matice A.

Věta 164 Necht’ A je regulárńı matice a necht’ plat́ı (449). Pak matice A+ je regulárńı právě tehdy, jestlǐze
vTA−1y ̸= 0.
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Důkaz Necht’ A+ = A+ uvT . Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce (poznámka 84) plat́ı

A−1
+ = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
, (453)

takže A+ je regulárńı právě tehdy, když 1+vTA−1u ̸= 0. Dosad́ıme-li do této nerovnosti u = (y−Ad)/vT d,
dostaneme

1 + vTA−1u = 1 +
vTA−1y − vT d

vT d
=
vTA−1y

vT d
,

takže A+ je regulárńı právě tehdy, jestliže vTA−1y ̸= 0. 2

Poznámka 275 Věta 164 opodstatňuje použit́ı Broydenovy špatné metody. Jestliže y ̸= 0 a matice A je
regulárńı, pak volba v = AT y dává vTA−1y = yTAA−1y = yT y = ∥y∥2 ̸= 0.

Věta 165 (Aktualizace matice S = A−1). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 164. Necht’ S = A−1 a
S+ = A−1

+ , kde A+ je matice určená podle aktualizace (449) s vTA−1y ̸= 0. Pak plat́ı

S+ = S +
(d− Sy)vTS

vTSy
, (454)

neboli

S+ = S +
(d− Sy)zT

zT y
, (455)

kde z = ST v.

Důkaz Podle (453) plat́ı

S+ = S − SuvTS

δ
= S +

(d− Sy)vTS

δvT d
,

kde δ je zat́ım neznámé č́ıslo. Z rovnice S+y = d však plyne

S+y = Sy +
vTSy

δvT d
(d− Sy) = d.

takže nutně δ = vTSy/vT d. 2

Poznámka 276 Polož́ıme-li v = d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu

S+ = S +
(d− Sy)dTS

dTSy
. (456)

Polož́ıme-li v = (S−1)T y, neboli z = y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

S+ = S +
(d− Sy)yT

yT y
. (457)

Necht’

eTk y = max
1≤i≤n

eTi y.

Polož́ıme-li ST v = ek, neboli z = ek, dostaneme inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u

S+ = S +
(d− Sy)ek

eTk y
. (458)
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Poznámka 277 (Dualita). Vztah (454) dostaneme ze vztahu (449) záměnou d → y, y → d, A → S.
Dobrá a špatná Broydenova metoda jsou vzájemně duálńı. Podobně př́ımá a inverzńı metoda aktualizace
sloupc̊u jsou vzájemně duálńı.

Poznámka 278 Prakticky použitelná je pouze dobrá Broydenova metoda a př́ımá metoda aktualizace
sloupc̊u. Metody k nim duálńı (špatná Broydenova metoda a inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u) jsou
méně efektivńı.

Poznámka 279 Kvazinewtonovské metody lze také odvozovat pomoćı minimalizačńıch princip̊u. Podle
věty 147 pro dobrou Broydenovu metodu plat́ı

∥A+ −A∥F = min
Ãd=y

∥Ã−A∥F .

Podobně pro špatnou Broydenovu metodu plat́ı

∥S+ − S∥F = min
S̃y=d

∥S̃ − S∥F .

Kvazinewtonovské metody splňuj́ı kvazinewtonovskou podmı́nku podobně jako metody s proměnnou metri-
kou (stač́ı porovnat (448) a (104)). Metody s proměnnou metrikou s přesným výběrem délky kroku
nalezenou minimum ryze konvezńı kvadratické funkce Q(x) po konečném počtu krok̊u. Ukážeme, že
kvazinewtonovské metody s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1, i ∈ N) naleznou řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic

J∗(x− x∗) = 0 (459)

s regulárńı matićı J∗ také po konečném počtu krok̊u. Při d̊ukazu tohoto tvrzeńı budeme použ́ıvat vyjádřeńı

xi+1 = xi − Sifi (460)

a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)z

T
i

zTi yi
(461)

∀i ∈ N , kde Si jsou regulárńı matice, fi ̸= 0 a zTi yi ̸= 0 ∀i ∈ N (zde zi = ST
i vi).

Lemma 57 Uvažujme iteračńı proces (460), (461) aplikovaný na soustavu lineárńıch rovnic (459) s
regulárńı matićı. Pak pro libovolný index i ∈ N a pro libovolný exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)

kfi+1

lineárńı kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že pro nějaký exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)
kfi+1 lineárńı kom-

binaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k. Plat́ı to zcela jistě pro k = 0, nebot’ z (459) a (460)
plyne

yi = fi+1 − fi = J∗di = −J∗Sifi, (462)

takže

(J∗Si+1)
0fi+1 = fi+1 = fi + yi = fi − J∗Sifi = (I − J∗Si)(J

∗Si)
0fi.

Použijeme-li (461) a (462), dostaneme

J∗Si+1 = J∗Si + (J∗di − J∗Siyi)
zTi
zTi yi

= J∗Si − (I − J∗Si)J
∗Sifi

zTi
zTi yi

.

Jelikož vektor (J∗Si+1)
kfi+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u (I −J∗Si)(J

∗Si)
jfi, 0 ≤ j ≤ k a jelikož matice

J∗Si a (I−J∗Si) komutuj́ı, je vektor (J∗Si+1)
k+1fi+1 = J∗Si+1(J

∗Si+1)
kfi+1 lineárńı kombinaćı vektor̊u

(I − J∗Si)(J
∗Si)

jfi, 0 ≤ j ≤ k + 1. 2
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Lemma 58 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 57 a necht’ i ∈ N je index takový, že vektor fi+1

neńı násobkem vektoru fi. Pak vektory (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro každé

č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i+ 1.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že vektory (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro

nějaké č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i− 1. Plat́ı to zcela jistě pro l = 1, nebot’ podle (462) dostaneme

(J∗Si)
0fi = fi,

(J∗Si)
1fi = −yi = fi − fi+1

a tyto vektory jsou lineárně nezávislé, nebot’ vektor fi+1 neńı násobkem vektoru fi.
(a) Podle lemmatu 57 je vektor (J∗Si−2l+2)

kfi−2l+2 lineárńı kombinaćı vektor̊u (I−J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

j

fi−2l+1, 0 ≤ j ≤ k. Jelikož l+1 lineárně nezávislých vektor̊u (J∗Si−2l+2)
kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, vyjadřujeme

pomoćı l + 1 vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, muśı být tyto vektory také lineárně
nezávislé. Odtud bezprostředně plyne, že i vektory (J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé.
(b) Použijeme-li (462), dostaneme

yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l ̸= 0.

Ukážeme, že vektor yi−2l neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)
kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Použijeme-li

kvazinewtonovskou podmı́nku

Si−2l+1yi−2l = di−2l = (J∗)−1yi−2l,

můžeme psát

(I − J∗Si−2l+1)yi−2l = 0. (463)

Předpokládejme, že vektor yi−2l je lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)
kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Pak

odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J
∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, by musela být
nulová (viz (463), což je spor s lineárńı nezávislost́ı těchto vektor̊u (viz (a)).
(c) Podle lemmatu 57 je vektor (J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, lineárńı kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si−2l)(J
∗Si−2l)

j

fi−2l, 0 ≤ j ≤ k, a tedy i lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l)
jfi−2l, 0 ≤ j ≤ k + 1. Nav́ıc vektor yi−2l

lze vyjádřit ve tvaru yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l, (viz (γ)). Jelikož l + 2 lineárně nezávislých vektor̊u yi−2l a
(J∗Si−2l+1)

kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l (viz (b)) vyjadřujeme pomoćı l+2 vektor̊u (J∗Si−2l)
kfi−2l, 0 ≤ k ≤ l+ 1,

muśı být tyto vektory také lineárně nezávislé. 2

Věta 166 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 57. Pak existuje index 1 ≤ i ≤ 2n − 1 takový, že
fi+2 = 0, takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (459).

Důkaz Předpokládejme, že pro i = 2n− 1 neńı vektor fi+1 násobkem vektoru fi. Pak podle lemmatu 58
jsou vektory (J∗S2n−2l+1)

kf2n−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, lineárně nezávislé pro každé č́ıslo l ∈ N takové, že l ≤ n.
Pro l = n je těchto vektor̊u n+1, což je ve sporu s t́ım, že maj́ı dimenzi n. Existuje tedy index 1 ≤ i ≤ 2n−1
takový, že vektor fi+1 je násobkem vektoru fi, neboli

fi+1 = λi(fi+1 − fi) = λiyi.

Podle (461) a (462) pak plat́ı

fi+2 = fi+1 + yi+1 = fi+1 − J∗Si+1fi+1 = λi(yi − J∗Si+1yi) = λi(yi − J∗di) = λi(yi − yi) = 0,

takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (459). 2
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Nevýhodou kvazinewtonovských metod realizovaných standardńım zp̊usobem (definice 46 a definice 47)
je to, že neńı zaručena jejich globálńı konvergence (matice Ai, i ∈ N , mohou být obecně špatnými aproxi-
macemi Jacobiových matic Ji, i ∈ N). Proto je třeba tyto metody kombinovat s diferenčńı verźı Newtonovy
metody. Kvazinewtonovské metody spádových směr̊u se obvykle realizuj́ı tak, že se pokládá A1 = J1 a
kdykoliv nelze splnit podmı́nku (S2a) (nebo (S2b), nebo (S2c)), iteračńı proces se přeruš́ı a polož́ı se
Ai+1 = Ji+1 (algoritmus 19). Kvazinewtonovské metody s lokálně omezeným krokem se obvykle realizuj́ı
tak, že se pokládá A1 = J1 a v př́ıpadě (T3a), se polož́ı Ai+1 = Ji+1 zat́ımco v př́ıpadě (T3b) se matice
Ai+1 aktualizuje podle (449). Tyto úpravy maj́ı své opodstatněńı, nebot’ plat́ı tvrzeńı, které je speciálńım
př́ıpadem vět 182 a 183.

Tvrzeńı 8 Necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0
a ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1−x∗∥ ≤ δ a ∥A1−J1∥ ≤ ϑ, posloupnost xi, i ∈ N , určená dobrou Broydenovou
metodou (450) s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1, i ∈ N), konverguje Q-superlineárně k bodu
x∗ ∈ Rn.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic: MNDER
– Newtonova metoda s Jacobiovou matićı poč́ıtanou analyticky, MNDIF – Newtonova metoda s Jaco-
biovou matićı poč́ıtanou numericky, QNDER – Broydenova dobrá metoda s Jacobiovou matićı poč́ıtanou
analyticky, QNDIF – Broydenova dobrá metoda s Jacobiovou matićı poč́ıtanou numericky; při řešeńı
62 testovaćıch rovnic s 100 neznámými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV
a Jacobiových matic NFJ, jakož i počet selháńı F a celkový čas výpočtu). Tyto metody byly realizovány
jako metody s lokálně omezeným krokem. Newtonova metoda použ́ıvá LU rozklad a Broydenova dobrá
metoda použ́ıvá aktualizaci QR rozkladu.

Metoda NIT NFV NFJ F čas
NMDER 1133 1334 1333 1 1.53
NMDIF 1034 104543 0 1 8.24
QMDER 1901 2205 225 0 2.42
QNDIF 1636 19343 0 0 3.07

11.6 Nemonotonńı kvazinewtonovské metody

Matice Ai, i ∈ N , generované kvazinewtonovkými metodami obecně nesplňuj́ı podmı́nky (A3b)–(A5b) s
(429). V d̊usledku toho nemuśı být směrové vektory si, i ∈ N , spádové pro funkci ∥f∥ (v bodech xi,
i ∈ N). S druhé strany funkce ∥f∥ neńı optimálńı účelovou funkćı pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic
(při nepodmı́něné minimalizaci, která je v jistém smyslu ekvivalentńı řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic
g(x) = 0, nevyžadujeme monotonńı snižováńı normy gradientu). Proto je logické nahradit monotonńı
kritéria (S2a)–(S2c) slabš́ımi nemonotonńımi kriterii. Např́ıklad podmı́nku (S2c) lze nahradit podmı́nkou

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥+ ηi, (S2d)

i ∈ N , kde
∞∑
i=1

ηi = η <∞. (464)

Lemma 59 (Konzistence) Vyhovuje-li zobrazeńı f : Rn → Rn předpokladu (J3), je podmı́nka (S2d)
splněna, pokud αi ≤ ηi/(J∥si∥+ ρ(1− ω)∥fi∥).

Důkaz Podle (J3) plat́ı

∥fi+1∥ − ∥fi∥ ≤ |∥fi+1∥ − ∥fi∥| ≤ ∥fi+1 − fi∥ = ∥f(xi + αisi)− f(xi)∥ ≤ Jαi∥si∥,

takže podmı́nka (S2e) je splněna pokud Jαi∥si∥ ≤ −ρ(1− ω)αi∥fi∥+ ηi, což dává tvrzeńı lemmatu. 2
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Definice 49 Nemonotonńı metodou spádových směr̊u nazveme metodu spádových směr̊u (definice 46), kde
podmı́nka (S2c) je nahražena podmı́nkou (S2d), přičemž Ai = Ji a ηi = 0 pro i ∈ M . Přitom M ⊂ N ,
matice Ai, i ∈ N , jsou regulárńı a č́ısla ηi ≥ 0, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (464).

Věta 167 Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht’ xi ∈ Rn,
i ∈ N , je posloupnost generovaná nemonotonńı metodou spádových směr̊u (definice 49), kde množina
M ⊂ N je nekonečná. Pak f(xi) → 0.

Důkaz (a) Ukážeme nejprve, že lim infi→∞ ∥f(xi)∥ = 0. Předpokládejme naopak, že existuje č́ıslo ε > 0
takové, že ∥f(xi)∥ ≥ ε ∀i ∈ N . Necht’ N1 = {i ∈ N\M : ∥fi+1∥ > ∥fi∥}, N2 = {i ∈ N\M : ∥fi+1∥ ≤ ∥fi∥}
a K = {1, . . . , k}. Pak podle (S2c) a (464) dostaneme

∥fk+1∥ = ∥f1∥+
k∑

i=1

(∥fi+1∥ − ∥fi∥) ≤ ∥f1∥ −
∑

i∈M∩K

ρ(1− ω)αi∥fi∥ +
∑

i∈N1∩K

ηi

≤ ∥f1∥+ η −
∑

i∈M∩K

ρ(1− ω)α∥fi∥ ≤ ∥f1∥+ η − k1ρ(1− ω)α ε,

kde k1 je počet prvk̊u množiny M ∩K, nebot’ podle lemmatu 52 plat́ı αi ≥ α, i ∈M , a podle předpokladu
je ∥fi∥ ≥ ε, i ∈ N . Jelikož množina M je nekonečná, můžeme k ∈ N volit tak, že

k1 >
∥f1∥+ η

ρ(1− ω)α ε
.

Pak ale ∥fk+1∥ ≤ ∥f1∥+ η − k1ρ(1− ω)α ε < ∥f1∥+ η − (∥f1∥+ η) = 0, což je spor, nebot’ norma je vždy
nezáporná.

(b) Ukážeme nyńı, že lim supi→∞ ∥f(xi)∥ = 0. Necht’ naopak 0 < ε < ε < lim supi→∞ ∥fi∥. Podle (464)
existuje index k ∈ N takový že

∞∑
i=k

ηi < ε− ε.

Jelikož podle (a) plat́ı 0 = lim infi→∞ ∥fi∥ < ε a jelikož předpokládáme, že ε < lim supi→∞ ∥fi∥, existuj́ı
indexy k2 > k1 ≥ k takové, že ∥fk1∥ ≤ ε a ∥fk2∥ ≥ ε. Podle (S2c) však plat́ı

∥fk2∥ ≤ ∥fk1∥+
k2∑

i=k1

ηi ≤ ε+
∞∑
i=k

ηi < ε+ (ε− ε) = ε,

což je ve sporu s předpokladem, že ∥fk2∥ ≥ ε. 2

Poznámka 280 V předpokladech věty 167 je podstatné, že množina M je nekonečná. Tuto podmı́nku
splňuj́ı např́ıklad metody popsané v odd́ılech 12.1 a 12.6. Na matice Ai, i ∈ N\M , nejsou kladeny žádné
požadavky (kromě regularity, která zaručuje splněńı podmı́nky (S1)).

Poznámka 281 Věta 167 zaručuje, že ∥fi∥ → 0. Posloupnost xi, i ∈ N , však nemuśı konvergovat. Pokud
má tato posloupnost hromadný bod x∗ ∈ Rn, plat́ı f(x∗) = 0.

Nyńı se budeme zabývat nemonotonńımi metodami spádových směr̊u, kde množina M je určena
předpisem

M = {l ∈ N : l = (j − 1)m+ 1, j ∈ N}, (465)

a kde matice Ai, i ̸∈M , splňuj́ı slabý princip omezeného znehodnoceńı

∥Ai − Ji∥ ≤ c1∥Ai−1 − Ji−1∥+ c2∥xi − xi−1∥ (466)

(c1 > 0 a c2 > 0 jsou konstanty nezávislé na indexu i ̸∈M).
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Lemma 60 Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht’ xi ∈ Rn,
i ∈ N , je posloupnost generovaná nemonotonńı metodou spádových směr̊u (definice 49), pro kterou plat́ı
(465) a (466). Pak

lim
i→∞

∥Ai − Ji∥ = 0, lim
i→∞

∥xi+1 − xi∥ = 0.

Důkaz Necht’ i = l+ k− 1, kde l ∈M a 1 ≤ k ≤ m. Dokážeme indukćı, že pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m
plat́ı

lim
l→∞

∥Al+k−1 − Jl+k−1∥ = 0, lim
l→∞

∥xl+k − xl+k−1∥ = 0. (467)

Pro k = 1 je ∥Al − Jl∥ = 0, takže plat́ı (A3a) s ϑ = 0 a (A5a) s A = J . Můžeme tedy použ́ıt nerovnost
(435), podle které

∥xl+1 − xl∥ = ∥αlsl∥ ≤ ∥sl∥ ≤ 1 + ω

J
∥fl∥

(nebot’ 0 < αl ≤ 1), což spolu s ∥fl∥ → 0 (věta 167) dává ∥xl+1 − xl∥ → 0. Předpokládejme nyńı, že (467)
plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < m (dokázali jsme to pro k = 1). Použijeme-li (466) dostaneme

lim
l→∞

∥Al+k − Jl+k∥ ≤ c1 lim
l→∞

∥Al+k−1 − Jl+k−1∥+ c2 lim
l→∞

∥xl+k − xl+k−1∥ = 0.

To znamená, že pro dostatečně velký index l ∈ M splňuje matice Al+k podmı́nku (A3a) s (428) a (A5a).
Můžeme tedy použ́ıt (435), takže z ∥fl+k∥ → 0 plyne ∥xl+k+1−xl+k∥ → 0. T́ım je indukčńı krok dokončen.
Zvolme libovolně č́ıslo ε > 0. Z (467) plyne existence č́ısel nk ∈ N , 1 ≤ k ≤ m, takových, že pro l ≥ nk
plat́ı ∥Al+k−1 − Jl+k−1∥ < ε a ∥xl+k − xl+k−1∥ < ε. Položme n = max(n1, . . . , nm). Pak pro i ≥ n plat́ı
∥Ai − Ji∥ < ε a ∥xi+1 − xi∥ < ε a jelikož č́ıslo ε bylo zvoleno libovolně, dostaneme tvrzeńı lemmatu. 2

Věta 168 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 60. Necht’ posloupnost xi, i ∈ N , má hromadný bod
x∗ ∈ D, kde Jacobiova matice J(x∗) je regulárńı. Pak xi → x∗ a f(x∗) = 0. Jestlǐze nav́ıc (Aisi +
fi)/∥fi∥ → 0 a αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nce (S2d), pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz (a) Necht’ J ≤ (1/2)∥J−1(x∗)∥−1. Jelikož předpokládáme, že x∗ ∈ D a f ∈ C1 na D, závisej́ı v
okoĺı bodu x∗ koeficienty a tud́ıž i singulárńı č́ısla Jacobiovy matice spojitě na x, takže existuje č́ıslo δ > 0
takové, že J(x)d ≥ J∥d∥ ∀x ∈ B(x∗, δ). Necht’ 0 < ε < δ a P (x∗, ε, δ) = {x ∈ Rn : ε < ∥x − x∗∥ < δ}.
Pak podle věty 155 P (x∗, ε, δ) neobsahuje žádné řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic f(x) = 0 a tud́ıž ani
žádný hromadný bod posloupnosti xi, i ∈ N . Existuje tedy index k1 ∈ N takový, že xi ̸∈ P (x∗, ε, δ),
pokud i ≥ k1. Jelikož xi → x∗, existuje index k2 ≥ k1 takový, že ∥xi − x∗∥ < ε, pokud i ≥ k2 a
jelikož ∥xi+1 − xi∥ → 0, existuje index k ≥ k2 takový, že ∥xi+1 − xi∥ < δ − ε, pokud i ≥ k. Pak ale
∥xi+1−x∗∥ ≤ ∥xi−x∗∥+∥xi+1−xi∥ < δ, pokud i ≥ k, a jelikož xi+1 ̸∈ P (x∗, ε, δ), muśı být ∥xi+1−x∗∥ < ε,
pokud i ≥ k. Postupujeme-li takto dále, dostaneme ∥xi−x∗∥ < ε ∀i ≥ k a jelikož č́ıslo ε > 0 bylo vybráno
libovolně, plat́ı xi → x∗.

(b) Podle lemmatu 60 plat́ı (Ai − Ji)si/∥si∥ → 0. Jestliže nav́ıc (Aisi + fi)/∥fi∥ → 0, jsou splněny
předpoklady věty 157, takže xi → x∗ Q-superlineárně. 2

Na závěr ukážeme, že kvazinewtonovské metody většinou splňuj́ı slabý princip omezeného znehodno-
ceńı, takže pro ně plat́ı věta 168.

Věta 169 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn splňuje podmı́nku (J6) a necht’

Ai+1 = Ai +
(yi −Aidi)v

T
i

vTi di
, (468)

kde di = xi+1 − xi, yi = fi+1 − fi a |vTi di| ≥ γ∥vi∥∥di∥. Pak

∥Ai+1 − Ji+1∥ ≤ c1∥Ai − Ji∥+ c2∥di∥.

kde c1 = 1 + 1/γ a c2 = G(1 + 1/γ).
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Důkaz Použijeme-li (468), dostaneme

Ai+1 − Ji+1 = Ai − Ji + Ji − Ji+1 −
(Ai − Ji)div

T
i

vTi di
+

(yi − Jidi)v
T
i

vTi di

= Ji − Ji+1 + (Ai − Ji)

(
I − div

T
i

vTi di

)
+

(yi − Jidi)v
T
i

vTi di

Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 5) a (J6) plat́ı

∥yi − Jidi∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

(J(xi + λdi)− J(xi))didλ

∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

∥J(xi + λdi)− J(xi)∥∥di∥dλ

≤
∫ 1

0

G∥di∥2λdλ =
1

2
G∥di∥2 ≤ G∥di∥2.

Můžeme tedy psát

∥Ai+1 − Ji+1∥ ≤ G∥di∥+ ∥Ai − Ji∥
(
1 +

∥di∥∥vi∥
|vTi di|

)
+G∥di∥

∥di∥∥vi∥
|vTi di|

≤ (1 +
1

γ
)∥Ai − Ji∥+G(1 +

1

γ
)∥di∥,

což dokazuje tvrzeńı věty. 2

11.7 Sdružené kvazinewtonovské metody

Newtonova metoda, která použ́ıvá prvńı derivace zobrazeńı f : Rn → Rn, konverguje velmi rychle, ale
spotřebuje v každém iteračńım kroku O(n3) aritmetických operaćı (na řešeńı soustavy rovnic Js+ f = 0).
Kvazinewtonovské metody, které nepouž́ıvaj́ı prvńı derivace, konverguj́ı pomaleji, ale spotřebuj́ı v každém
iteračńım kroku pouze O(n2) aritmetických operaćı (použ́ıváme-li aktualizace popsané v odd́ılu 11.8).
Proto je rozumné vyv́ıjet metody, které pro urychleńı konvergence použ́ıvaj́ı prvńı derivace zobrazeńı f ,
ale spotřebuj́ı v každém iteračńım kroku pouze O(n2) aritmetických operaćı. Tyto metody pracuj́ı s vektory
J+d a JT

+v, které lze určit bud’ ze znalosti Jacobiovy matice J+, nebo pomoćı automatického derivováńı
popsaného v odd́ılu 14 (vektor J+d lze také určit pomoćı numerického derivováńı).

Poznámka 282 Nahrad́ıme-li v aktualizaci (450) vektor y vektorem J+d, dostaneme

A+ = A− (A− J+)dd
T

dT d
.

Pak plat́ı A+d = J+d. Tento př́ıstup neńı př́ılǐs významný, nebot’ vektor y je obvykle dobrou aproximaćı
vektoru J+d a neńı proto nutné poč́ıtat prvńı derivace.

Poznámka 283 Polož́ıme-li

A+ = A−
f+f

T
+ (A− J+)

fT+f+
,

plat́ı fT+A+ = fT+J+, takže vektor AT
+f+ se rovná gradientu funkce F = (1/2)∥f∥2 v bodě x+. To má

velký význam, nebot’ řeš́ıme-li soustavu rovnic A+s+ + f+ = 0 přesně, plat́ı

gT+s+ = fT+J+s+ = fT+A+s+ = −fT+f+ < 0,

takže směrový vektor s+ je spádový pro funkci F = (1/2)∥f∥2 v bodě x+.

Metody tohoto typu nazýváme sdruženými kvazinewtonovskými metodami. Obecný tvar sdružených
kvazinewtonovských metod je definován takto.
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Definice 50 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic (definice 44) je sdruže-
nou kvazinewtonovskou metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0,

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai −
wiw

T
i (Ai − Ji+1)

wT
i wi

, (469)

kde wi ∈ Rn je vektor takový, že wT
i wi ̸= 0.

Poznámka 284 Polož́ıme-li

A+ = A−
(A− J+)d f

T
+ (A− J+)

fT+ (A− J+)d
,

plat́ı současně A+d = J+d a fT+A+ = fT+J+.

Metody tohoto typu nazýváme oboustrannými kvazinewtonovskými metodami. Obecný tvar obou-
stranných kvazinewtonovských metod je definován takto.

Definice 51 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic (definice 44) je obou-
strannou kvazinewtonovskou metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0,

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai −
(Ai − Ji+1)diw

T
i (Ai − Ji+1)

wT
i (Ai − Ji+1)di

, (470)

kde wi ∈ Rn je vektor takový, že wT
i (Ai − Ji+1)di ̸= 0.

Oboustranné kvazinewtonovské metody maj́ı d̊uležitou vlastnost lineárńıho ukončeńı (naleznou řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic po nejvýše n+ 1 kroćıch).

Věta 170 (Lineárńı ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná oboustrannou kvazinewtonov-
skou metodou s jednotkovým výběrem délky kroku (di = si, i ∈ N) aplikovanou na soustavu lineárńıch
rovnic J(x − x∗) = 0 s regulárńı matićı J . Necht’ fi = J(xi − x∗) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n + 1. Pak fn+2 =
J(xn+2 − x∗) = 0 a xn+2 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že fi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1. Dokážeme indukćı, že pro 1 ≤ i ≤ n neńı vektor di ̸= 0
lineárńı kombinaćı vektor̊u dj , 1 ≤ j < i, a že pro 1 ≤ j < i ≤ n+ 1 plat́ı

(Ai − J)dj = 0, (471)

wT
j (Ai − J) = 0. (472)

Necht’ i = 1. Jelikož A1d1 = A1s1 = −f1, f1 ̸= 0 a matice A1 je regulárńı, plat́ı d1 ̸= 0 a dále neńı co
dokazovat. Indukčńı krok:

(a) Necht’ 1 < i ≤ n. Jelikož Aidi = Aisi = −fi, fi ̸= 0 a matice Ai je regulárńı, plat́ı di ̸= 0. Jelikož

fi+1 = J(xi + di − x∗) = fi + Jdi ̸= 0,

muśı platit
(Ai − J)di = Aisi + fi − Jdi − fi = −(fi + Jdi) ̸= 0,

takže vektor di nemůže být lineárńı kombinaćı vektor̊u dj , 1 ≤ j < i, pro které plat́ı (471).
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(b) Použijeme-li (470), můžeme psát

Ai+1 − J = Ai − J − (Ai − J)diw
T
i (Ai − J)

wT
i (Ai − J)di

. (473)

Z (471) a (473) plyne, že (Ai+1 − J)dj = 0 pro 1 ≤ j < i. Dále plat́ı

(Ai+1 − J)di = (Ai − J)di − (Ai − J)di = 0,

takže (Ai+1 − J)dj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i.

(c) Z (472) a (473) plyne, že wT
j (Ai+1 − J) = 0 pro 1 ≤ j < i. Dále plat́ı

wT
i (Ai+1 − J)) = wT

i (Ai − J)− wT
i (Ai − J) = 0,

takže (Ai+1 − J)dj = 0 pro 1 ≤ j ≤ i.

T́ım je indukčńı krok dokončen. Jelikož vektory di, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé a podle (471) plat́ı
(Ai+1 − J)di = 0, 1 ≤ i ≤ n, můžeme psát Ai+1 = J a tud́ıž

f(xi+2) = J(xi+2 − x∗) = J(xi+1 + di+1 − x∗) = fi+1 + Jdi+1 = fi+1 +Ai+1si+1 = 0

2

Poznámka 285 Vlastnost (471) (nebo (472)) se nazývá dědičnost́ı. Kvazinewtonovské metody vyšetřované
v odd́ılu 11.5 ani obecné sdružené kvazinewtonovské metody tuto vlastnost nemaj́ı.

Poznámka 286 Sdružené kvazinewtonovské metody vyhovuj́ı sdruženému minimalizačńımu principu.
Plat́ı

∥A+ −A∥F = min
ÃTw=JT

+
w
∥Ã−A∥F .

Plyne to z věty 147 aplikované na transponovanou matici.

Poznámka 287 Nejznáměǰśı sdružené kvazinewtonovské metody dostaneme, polož́ıme-li

w = (A− J+)d (474)

(tečná sdružená Broydenova metoda), nebo

w = Ad− (f+ − f) (475)

(sečná sdružená Broydenova metoda), nebo
w = f+ (476)

(reziduálńı sdružená Broydenova metoda). Poznamenejme, že tečná sdružená Broydenova metoda je obou-
strannou sdruženou kvazinewtonovskou metodou tvaru (470), kde w = (A − J+)d. Reziduálńı sdružená
Broydenova metoda je uvedená v poznámce 283. Tato metoda je ekvivalentńı sečné sdružené Broydenově
metodě, pokud Ad = f (řeš́ıme-li přesné soustavu lineárńıch rovnic a použ́ıváme-li jednotkovou délku
kroku). Všechny sdružené Broydenovy metody použ́ıvaj́ı vektor JT

+w a tečná sdružená Broydenova metoda
nav́ıc vektor J+d.

Daľśı užitečnou vlastnost́ı sdružených i oboustranných kvazinewtonovských metod je jejich invariant-
nost vzhledem k lineárńı transformaci proměnných.

Věta 171 Necht’ f̃(x̃) = f(T−1x), kde T je regulárńı čtvercová matice. Necht’ x̃i ∈ Rn, i ∈ N , je
posloupnost generovaná sdruženou nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou s počátečńı matićı Ã1

aplikovanou na soustavu rovnic f̃(x̃) = 0 a xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná toutéž sdruženou
nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou aplikovanou na soustavu rovnic f(x) = 0. Pak pokud
použ́ıváme stejný výběr délky kroku (α̃i = αi, i ∈ N) a pokud A1 = Ã1T

−1, plat́ı xi = T x̃i.
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Důkaz Snadno se dokáže (derivováńım složeného zobrazeńı f̃(x̃) = f(T−1x)), že plat́ı J̃(x̃) = J(x)T .
Ukážeme, že Ai = ÃiT

−1 ∀i ∈ N (podle předpokladu to plat́ı pro i = 1). Pak

xi+1 = xi − αiA
−1
i fi = T x̃i − αiTÃ

−1
i fi = T (x̃i − αiÃ

−1
i f̃i) = T x̃i+1.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že A = ÃT−1 (plat́ı to v prvńı iteraci). Použijeme-li vztah
J+ = J̃+T

−1 a (469), dostaneme

A+ = A− wwT (A− J+)

wTw
= ÃT−1 − wwT (Ã− J̃+)T

−1

wTw
= Ã+T

−1.

Použijeme-li vztah J+ = J̃+T
−1 a (470), dostaneme

A+ = A− (A− J+)dw
T (A− J+)

wT (A− J+)d
= ÃT−1 − (Ã− J̃+)T

−1T d̃wT (Ã− J̃+)T
−1

wT (Ã− J̃+)T−1T d̃
= Ã+T

−1,

nebot’ d = x+ − x = T (x̃+ − x̃) = T d̃. 2

Poznámka 288 Broydenova dobrá metoda uvedená v odd́ılu 11.5 ani metoda uvedená v poznámce 282
nejsou invariantńı vzhledem k lineárńı transformaci proměnných.

Vynikaj́ıćı vlastnost́ı reziduálńı sdružené Broydenovy metody je snadné určeńı přesného gradientu
funkce F = (1/2)∥f∥2. Podle poznámky 283 plat́ı hi = AT

i fi = JT
i fi = gi ∀i ∈ N , takže je splněna

podmı́nka (A3b) s ϑ = 0. V d̊usledku toho plat́ı tvrzeńı lemmatu 51 s λ = 0. K tomu, aby reziduálńı
sdružená Broydenova metoda byla globálně konvergentńı tedy stač́ı, aby platilo ∥si∥ ≤ c∥fi∥ ∀i ∈ N
(posnámka 266). To lze snadno zař́ıdit jednoduchou úpravou algoritmu: Urč́ıme směrový vektor si tak,
aby platilo Aisi + fi = 0. Pokud ∥si∥ ≤ c∥fi∥, kde c je vhodně zvolená (velká) konstanta, urč́ıme délku
kroku αi > 0 tak, aby byla splněna některá z podmı́nek (S2a)–(S2c) a polož́ıme xi+1 = xi + αisi a
Ai+1 = Ai − fi+1f

T
i+1(Ai − Ji+1)/f

T
i+1fi+1. V opačném př́ıpadě (pokud ∥si∥ > c∥fi∥), polož́ıme xi+1 = xi

a Ai+1 = Ji+1. Výsledkem těchto úvah je následuj́ıćı věta.

Věta 172 Necht’ zobrazeńı f : D → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J1), (J4), (J5a) a (J6). Pak upravená
reziduálńı sdružená Broydenova metoda je globálně konvergentńı.

Ostatńı sdružené kvazinewtonovské metody tuto výjimečnou vlastnost nemaj́ı. Proto je muśıme rea-
lizovat pomoćı algoritmu 19. Tento př́ıstup má své opodstatněńı, nebot’ plat́ı tvrzeńı, které je speciálńım
př́ıpadem vět 185 a 186.

Tvrzeńı 9 Necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla
δ > 0 a ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ a ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ, posloupnost xi, i ∈ N , určená sdruženou
kvazinewtonovskou metodou (AB1), (AB2) (nebo (AB3), když ω = 0) s jednotkovým výběrem délky kroku
(αi = 1, i ∈ N) konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

11.8 Tenzorové metody

V odd́ılu 7.2 jsme ukázali, jak lze pomoćı aproximaćı Bk, 1 ≤ k ≤ m, Hessových matic Gk, 1 ≤ k ≤ m,
urychlit konvergenci Gaussovy-Newtonovy metody. Mı́sto lineárńıho modelu l(x + s) = f(x) + J(x)s, na
kterém je založena Gaussova-Newtonova metoda, jsme použili kvadratický model

q(x+ s) = f(x) + J(x)s+
1

2
sTTs,

kde T je tř́ırozměrná veličina (tenzor) maj́ıćı prvky

Tkij = (Bk)ij ≈ (Gk(x))ij =
∂2fk(x)

∂xi∂xj
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(v odd́ılu 7.2 jsme tenzor T nazaváděli, pracovali jsme pouze s maticemi Bk, 1 ≤ k ≤ m). Podobný
postup můžeme použ́ıt i v př́ıpadě řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Mı́sto soustavy lineárńıch rovnic
l(x + s) = f(x) + J(x)s = 0, která definuje směrový vektor Newtonovy metody, můžeme řešit soustavu
kvadratických rovnic q(x+s) = f(x)+J(x)s+(1/2)sTTs = 0. Pot́ıž je v tom, že tato soustava má stejnou
dimenzi jako p̊uvodńı soustava, je také nelineárńı (kvadratická) a nav́ıc nemuśı mı́t řešeńı. Tuto pot́ıž lze
odstranit, pracujeme-li s maticemi źıskanými interpolaćı omezeného počtu funkčńıch hodnot (tyto matice
naj́ı omezenou hodnost).

V daľśım výkladu budeme předpokládat, že matice Bi
k ≈ Gk(xi), 1 ≤ k ≤ m, splňuj́ı p interpolačńıch

podmı́nek

fk(xi + dij) = fk(xi) + gTk (xi)d
i
j +

1

2
(dij)

TBi
kd

i
j , 1 ≤ j ≤ p,

kde dij = xi−j − xi, 1 ≤ j ≤ p. Abychom zjednodušili značeńı, budeme často index i vynechávat. V
následuj́ıćı větě (a jej́ım d̊ukazu) vynecháme i index k, takže symboly f a g budou označovat hodnotu a
gradient funkce fk.

Věta 173 Matice B má minimálńı Frobeniovu normu na množině zadané interpolačńımi rovnostmi

zj = 2(f(x+ dj)− f(x)− gT (x)dj = dTj Bdj , 1 ≤ j ≤ p

právě tehdy, když

B =

p∑
j=1

ujdjd
T
j ,

kde u =M−1z. Přitom z = [z1, . . . , zp]
T , u = [u1, . . . , up]

T a

M =

 (dT1 d1)
2, . . . , (dT1 dn)

2

. . . , . . . , . . .
(dTnd1)

2, . . . , (dTndn)
2

 .
Důkaz Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L(B, u) =
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

B2
kl +

p∑
i=1

ui

(
zi −

n∑
k=1

n∑
l=1

dTi ekBkle
T
l di

)
.

Postačitelnost plyne z konvexity Frobeniovy normy. Derivujeme-li Lagrangeovu funkci podle proměnné
Bkl, dostaneme

∂L(B, u)

∂Bkl
= Bkl −

p∑
i=1

uid
T
i eke

T
l di,

kde ek a el jsou odpov́ıdaj́ıćı sloupce jednotkové matice. Nutné podmı́nky pro extrém maj́ı tedy tvar

Bkl =

p∑
i=1

uid
T
i eke

T
l di, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n.

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do interpolačńıch rovnost́ı, dostaneme

zj =
n∑

k=1

n∑
l=1

dTj ekBkle
T
l dj =

p∑
i=1

ui

n∑
k=1

n∑
l=1

dTj ekd
T
i eke

T
l die

T
l dj

=

p∑
i=1

ui

(
n∑

k=1

dTj ekd
T
i ek

)(
n∑

l=1

eTl die
T
l dj

)
=

p∑
i=1

ui(d
T
j di)

2.

Necht’ z = [z1, . . . , zp]
T , u = [u1, . . . , up]

T a M je matice uvedená ve větě 173. Pak lze předchoźı soustavu
rovnic zapsat ve tvaru Mu = z takže u =M−1z. 2
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Poznámka 289 Vzorce uvedené ve větě 173 můžeme zapsat v tenzorovém tvaru. Necht’ Z ∈ Rn×p je
matice jej́ımiž sloupci jsou vektory 2(f(x+ dl)− f(x)− J(x)dl), 1 ≤ l ≤ p, a U ∈ Rn×p je matice taková,
že U = ZM−1. Pak plat́ı

T =

p∑
l=1

(Uel)× dl × dl, (477)

kde × znač́ı tenzorový součin, takže

Tkij =

p∑
l=1

eTk Uele
T
i dle

T
j dl, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Poznámka 290 Použijeme-li vzorec (477) (s indexem j mı́sto l), můžeme soustavu kvadratických rovnic,
slouž́ıćıch k určeńı směrového vektoru s, zapsat ve tvaru

q(x+ s) = f(x) + J(x)s+
1

2

p∑
j=1

Uej(d
T
j s)

2 = 0. (478)

Předpokládejme, že matice J je regulárńı a označme βj = dTj s, 1 ≤ j ≤ p. Pak plat́ı

s = −J−1

f − 1

2

p∑
j=1

Uejβ
2
j

 . (479)

Vynásob́ıme-li tento vztah postupně vektory di, 1 ≤ i ≤ p, dostaneme soustavu kvadratických rovnic

wT
i f + βi +

1

2

p∑
j=1

wT
i Uejβ

2
j = 0, 1 ≤ i ≤ p (480)

(s neznámými βj , 1 ≤ j ≤ p), kde wi = (J−1)T di, 1 ≤ i ≤ p. Jelikož obvykle p≪ n, je řešeńı této soustavy
mnohem snažš́ı než řešeńı p̊uvodńı soustavy nelineárńıch rovnic.

V poznámce 290 předpokládáme, že matice J je regulárńı a soustava rovnic (480) má řešeńı. V tomto
př́ıpadě má i soustava (478) řešeńı, které dostaneme, dosad́ıme-li βj , 1 ≤ j ≤ p do (479). Nemá-li soustava
(478) řešeńı, urč́ıme vektor s tak, aby minimalizoval normu ∥q(x+s)∥. Předpokládejme nejprve, že matice
J je regulárńı a označme D ∈ Rn×p matici, jej́ımiž sloupci jsou vektory di, 1 ≤ i ≤ p, a W ∈ Rn×p matici,
jej́ımiž sloupci jsou vektory wi = (J−1)T di, 1 ≤ i ≤ p (takže W = (J−1)TD a WTJs = DT s = β). Pak
můžeme soustavu (480) zapsat ve tvaru

q̃(β) =WT q(x+ s) =WT f + β +
1

2
WTUβ2 = 0, (481)

kde β = [β1, . . . , βp] a β
2 = [β2

1 , . . . , β
2
p ].

Věta 174 Necht’ matice J je regulárńı a necht’ vektor β ∈ Rp minimalizuje normu ∥(WTW )−1/2q̃(β)∥.
Pak vektor

s = −J−1

(
f +

1

2
Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)

)
(482)

minimalizuje normu ∥q(x+ s)∥.

Důkaz Jelikož pro libovolnou ortogonálńı matici Q, plat́ı ∥Qq(x+s)∥ = ∥q(x+s)∥, budeme minimalizovat
normu ∥Qq(x+ s)∥, kde Q = [V,Z]T a kde V , Z jsou matice s ortonormálńımi sloupci takové, že

V =W (WTW )−1/2, WTZ = DTJ−1Z = 0
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(vynásobeńım se snadno přesvědč́ıme, že V TV = I). Použijeme-li (481), dostaneme

Qq(x+ s) =

[
V T q(x+ s)
ZT q(x+ s)

]
=

[
(WTW )−1/2WT q(x+ s)

ZT q(x+ s)

]
=

[
(WTW )−1/2q̃(β)
ZT q(x+ s)

]
.

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že pokud vektor β minimalizuje normu ∥(WTW )−1/2q̃(β)∥ a pokud s je
vektor takový, že DT s = β a ZT q(x+ s) = 0, minimalizuje tento vektor normu ∥Qq(x+ s)∥ = ∥q(x+ s)∥.
Položme

s = J−1W (WTW )−1β + J−1Zr, (483)

kde r ∈ Rn−p. Pak plat́ı

DT s = DTJ−1W (WTW )−1β +DTJ−1Zr =WTW (WTW )−1β +WTZr = β,

a

ZT q(x+ s) = ZT

(
f + Js+

1

2
Uβ2

)
= ZT f + ZTW (WTW )−1β + ZTZr +

1

2
ZTUβ2

= ZT f + r +
1

2
ZTUβ2,

takže ZT q(x+s) = 0, pokud r = −ZT (f+(1/2)Uβ2). Z ortogonality matice Q plyne, že V V T +ZZT = I,
takže ZZT = I − V V T = I −W (WTW )−1WT a tedy

Zr = −ZZT

(
f +

1

2
Uβ2

)
= −

(
f +

1

2
Uβ2

)
+W (WTW )−1WT

(
f +

1

2
Uβ2

)
Dosad́ıme-li tento vektor do (483) a použijeme-li (481), dostaneme

s = J−1W (WTW )−1β − J−1

(
f +

1

2
Uβ2

)
+ J−1W (WTW )−1WT

(
f +

1

2
Uβ2

)
= −J−1

(
f +

1

2
Uβ2 +W (WTW )−1q̃(β)

)
.

2

Poznámka 291 Vı́me-li, že existuje vektor s takový, že ZT q(x + s) = 0, můžeme vzorec (482) odvodit
jednoduš́ım zp̊usobem. Jelikož

q(x+ s) = QTQq(x+ s) = [V,Z]

[
(WTW )−1/2q̃(β)

0

]
= V (WTW )−1/2q̃(β) =W (WTW )−1q̃(β),

plat́ı

f(x) + J(x)s+
1

2
Uβ2 =W (WTW )−1q̃(β),

odkud bezprostředně plyne (482).

Poznámka 292 Necht’ WTW = RTR, kde R je horńı trojúhelńıková matice. Pak minimalizace normy
∥(WTW )−1/2q̃(β)∥ je ekvivalentńı minimalizaci funkce

1

2
∥(WTW )−1/2q̃(β)∥2 =

1

2
q̃T (β)(WTW )−1q̃(β) =

1

2
q̃T (β)(RTR)−1q̃(β),

což je vážený součet čtverc̊u, jehož minimum lze nalézt metodami popsanými v kapitole 7. Zd̊urazněme,
že vektor proměnných β má dimenzi p≪ n.
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Poznámka 293 Je-li matice J singulárńı, řeš́ıme př́ıslušné soustavy lineárńı rovnic ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u, takže mı́sto matice J−1 použ́ıváme pseudoinverzi J† (věta 109). Pak můžeme psát W = (J†)TD
a s = −J† (f + (1/2)Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)

)
.

Poznámka 294 Zbývá ukázat, jak se voĺı č́ıslo p (počet interpolačńıch podmı́nek). Pro husté úlohy
menš́ıho rozměru je výhodné, aby platilo p ≤

√
n. V tomto př́ıpadě trojúhelńıkový rozklad matice J

spotřebuje zhruba (1/3)n3 operaćı, určeńı vektor̊u wi, 1 ≤ i ≤ p, a s zhruba n2(p + 1) ≤ n2(
√
n + 1)

operaćı a Choleského rozklad matice WTW zhruba p3 = n
√
n operaćı, takže pro n ≥ 10 již operace

spotřebované na trojúhelńıkový rozklad matice J dominuj́ı. V př́ıpadě rozsáhlých úloh, kdy je třeba řešit
soustavy rovnic s matićı J iteračně, je třeba aby č́ıslo p bylo co nejmenš́ı. Ukazuje se, že vliv tenzorového
členu se úspěšně projevuje již pro p = 1.

Zaměř́ıme se nyńı na př́ıpad, kdy p = 1. V tomto př́ıpadě budeme použ́ıvat označeńı D = [d1] = d,
W = [w1] = w = (J−1)T d, Z = [z1] = z = 2(f(x+ d)− F (x)− JT (x)d a U = [u1] = u = z/(dT d)2, takže

q̃(β) = wT f + β +
1

2
wTuβ2. (484)

Věta 175 Necht’ p = 1. Pak pro směrový vektor určený tenzorovou metodou plat́ı

s = −J−1

(
f +

1

2
uβ2

)
, wTuwT f ≤ 1,

s = −J−1

(
f +

1

2
uβ2 − w

wTw
q̃(β)

)
, wTuwT f > 1,

kde

β =
wT f

1 +
√
1− wTuwT f

, wTuwT f ≤ 1,

β = − 1

wTu
, wTuwT f > 1.

Důkaz Vzorce pro směrový vektor plynou bezprostředně z (482). Podle (484) je rovnice q̃(β) = 0 kvadra-
tickou rovnićı, která má řešeńı pokud jej́ı diskriminant 1 − wTuwT f je nezáporný. V tomto př́ıpadě
plat́ı

β =
−1±

√
1− wTuwT f

wTu
=

wT f

1±
√
1− wTuwT f

.

(znaménko bereme tak, aby č́ıslo β bylo v absolutńı hodnotě co nejmenš́ı). Pokud 1 − wTuwT f < 0,
rovnice q̃(β) = 0 nemá řešeńı a č́ıslo β muśıme určit minimalizaćı funkce q̃(β)(wTw)−1q̃(β), nebo (což je
ve skalárńım př́ıpadě totéž) funkce q̃2(β). Ale (q̃2(β))′ = 2q̃(β)q̃′(β) = 0 pokud bud’ q̃(β) = 0 (což jsme
vyloučili) nebo q̃′(β) = 1 + wTuβ = 0, což dává β = −1/wTu. 2

Abychom dostali účinný algoritmus odolný v̊uči selháńı, je třeba tenzorovou metodu kombinovat s
Newtonovou metodou. Jedna z možnost́ı je použita v následuj́ıćım algoritmu.

Algoritmus 20 Data 0 < ρ < 1, 0 < β ≤ β < 1, ε > 0, 0 < k ≤ k.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme f1 = f(x1) a polož́ıme i = 1.

Krok 2 Pokud ∥fi∥ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi). Urč́ıme Newton̊uv směr sNi = −Jifi a tenzorový směr
sSi = sNi − J−1(f + (1/2)Uβ2 −W (WTW )−1q̃(β)), kde β je vektor, který minimalizuje normu
∥(WTW )−1/2q̃(β))∥ (věta 174).
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Krok 4 Polož́ıme xi+1 = xi + sSi a vypočteme fi+1 = f(xi+1). Jestliže ∥f(xi+1)∥ < ∥fi∥ přejdeme na
krok 7.

Krok 5 Jestliže fTi Jis
S
i < 0, polož́ıme si = sSi . V opačném př́ıpadě polož́ıme si = sNi .

Krok 6a Polož́ıme α1
i = 1 a k = 1.

Krok 6b Polož́ıme xi+1 = xi + αk
i si a vypočteme fi+1 = f(xi+1) (pokud si = sSi a k = 1, použijeme

hodnotu fi+1 z kroku 4). Je-li splněna některá (vybraná) podmı́nka z (S2), přejdeme na krok 7.

Krok 6c Pokud si = sNi a j > k, ukonč́ıme výpočet (předčasné ukončeńı zp̊usobené selháńım Newtonovy
metody). Pokud si = sSi a j > k, polož́ıme si = sNi a přejdeme na krok 6a. V ostatńıch
př́ıpadech urč́ıme délku kroku αk+1

i tak aby platilo βαk
i ≤ αk+1

i ≤ βαk
i , polož́ıme k := k + 1 a

přejdene na krok 6b.

Krok 7 Polož́ıme i := i+ 1 a přejdeme na krok 2.

11.9 Aktualizace ortogonálńıho rozkladu

Použ́ıváme-li kvazinewtonovské metody (449), je třeba určovat směrový vektor řešeńım soustavy rovnic
As + f = 0, kde A je regulárńı čtvercová matice. V tomto př́ıpadě je výhodné pracovat s ortogonálńım
rozkladem A = QR, kde Q je ortogonálńı čtvercová matice a R je horńı trojúhelńıková matice (ortogonálńı
rozklad lze určit podle poznámky 213). Pak řešeńı soustavy rovnic QR + f = 0 vyžaduje O(n2) operaćı
násobeńı a sč́ıtáńı. Ukážeme nyńı, jak lze určit ortogonálńı rozklad matice Ā = A+ uvT z ortogonálńıho
rozkladu matice A s použit́ım O(n2) operaćı násobeńı a sč́ıtáńı.

Věta 176 Necht’ Ā = A + uvT , kde A = QR. Necht’ ũ = QTu a Q̃T je ortogonálńı matice (součin
Givensových matic elementárńıch rotaćı) taková, že Q̃T ũ = ∥ũ∥e1, přičemž matice R̃ = Q̃R je horńı
Hessenbergova. Necht’ Q̂T je ortogonálńı matice (součin Givensových matic elementárńıch rotaćı) taková,
že matice R̄ = Q̂T (R̃+ ∥ũ∥e1vT ) je horńı trojúhelńıková. Pak plat́ı Ā = Q̄R̄, kde Q̄ = QQ̃Q̂.

Důkaz Jelikož matice Q je ortogonálńı, můžeme psát

A+ uvT = Q(R+QTuvT ) = Q(R+ ũvT ). (485)

Podle poznámky 209 existuje ortogonálńı matice Q̃T = Q̃T
12Q̃

T
23 . . . Q̃

T
n−1,n taková, že Q̃T ũ = ∥ũ∥e1. Z

konstrukce této matice plyne, že matice R̃ = Q̃TR je horńı Hessenbergova. Pak také matice R̃+ ∥ũ∥e1vT
je horńı Hessenbergova. Podle poznámky 210 existuje ortogonálńı matice Q̂T = Q̂T

n−1,n . . . Q̂
T
23Q̂

T
12 taková,

že matice R̄ = Q̂T (R̃+ ∥ũ∥e1vT ) je horńı trojúhelńıková. Po dosazeńı do (485) dostaneme

Ā = A+ uvT = Q(R+ ũvT ) = QQ̃(Q̃TR+ Q̃T ũvT ) = QQ̃(R̃+ ∥ũ∥e1vT )
= QQ̃Q̂Q̂T (R̃+ ∥ũ∥e1vT ) = QQ̃Q̂R̄ = Q̄R̄.

2
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12 Metody pro rozsáhlé soustavy nelineárńıch rovnic

Rozsáhlé systémy nelineárńıch rovnic nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých hustých
matic. Pro řešeńı takových systémů se použ́ıvaj́ı metody, které jsou založeny na podobných myšlenkách
jako optimalizačńı metody popsané v kapitolách 8–10.

12.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ı omezený počet krok̊u kvazinewtonovských metod
popsaných v odd́ılu 11.5. Při jejich popisu budeme použ́ıvat množinu

M = {l ∈ N : l = (j − 1)m+ 1, j ∈ N}, (486)

kde m ∈ N , vzorce (454), (455), a standardńı označeńı di = xi+1 − xi, yi = fi+1 − fi, i ∈ N .

Definice 52 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je př́ımou m-krokovou
kvazinewtonovskou metodou s omezenou pamět́ı, jestlǐze si = −Sifi, kde Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)v

T
i Si

vTi Siyi
= (I + uiv

T
i )Si, ui =

di − Siyi
vTi Siyi

pro l ≤ i ≤ l +m− 2, kde vi ∈ Rn je zvolený vektor.

Poznámka 295 Pokud polož́ıme vi = di, dostaneme Broydenovu dobrou metodu. Polož́ıme-li vi = ek,
dostaneme př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u.

Definice 53 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je inverzńı m-krokovou
kvazinewtonovskou metodou s omezenou pamět́ı, jestlǐze si = −Sifi, kde Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)z

T
i

zTi yi
= Si + uiz

T
i , ui =

di − Siyi
zTi yi

pro l ≤ i ≤ l +m− 2, kde zi ∈ Rn je zvolený vektor.

Poznámka 296 Pokud polož́ıme zi = yi, dostaneme Broydenovu špatnou metodu. Polož́ıme-li zi = ek,
dostaneme inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u.

K realizaci kvazinewtonovských metod s omezenou pamět́ı můžeme (tak jako v př́ıpadě metod s
proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı) použ́ıt bud’ vektorové nebo maticové reprezentace. Vektorové
reprezentace použ́ıvaj́ı směrové vektory si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1, kde p
i+1
l = Slfi+1 a kde vektory pi+1

j+1,
l ≤ j ≤ i, se určuj́ı pomoćı př́ımých rekurentńıch vztah̊u, ve kterých vystupuj́ı již použité vektory uj ,
vj , zj , l ≤ j ≤ i − 1 (které jsou uloženy v paměti poč́ıtače) a nové vektory ui, vi, zi Nejprve odvod́ıme
rekurentńı vztahy pro př́ımé kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı.

Věta 177 Necht’ pi+1
l = Slfi+1 a

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujv
T
j p

i+1
j , l ≤ j ≤ i,

kde

ui =
di − (pi+1

i + si)

vTi (p
i+1
i + si)

, si = −Sifi,

a vi je zvolený vektor. Pak plat́ı pi+1
j+1 = Sj+1fi+1, l ≤ j ≤ i, takže si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1.
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Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pi+1
j = Sjfi+1 pro nějaký index l ≤ j ≤ i (plat́ı to

zcela jistě pro j = l). Podle indukčńıho předpokladu a podle definice 52 lze psát

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujv
T
j p

i+1
j = (I + ujv

T
j )Sjfi+1 = Sj+1fi+1,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Vzorec pro vektor ui plyne z toho, že

ui =
di − Siyi
vTi Siyi

=
di − Si(fi+1 − fi)

vTi Si(fi+1 − fi)
=
di − (pi+1

i + si)

vTi (p
i+1
i + si)

.

2

Podobné rekurentńı vztahy dostaneme pro inverzńı kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı.

Věta 178 Necht’ pi+1
l = Slfi+1 a

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujz
T
j fi+1, l ≤ j ≤ i,

kde

ui =
di − (pi+1

i + si)

zTi yi
, si = −Sifi,

a zi je zvolený vektor. Pak plat́ı pi+1
j+1 = Sj+1fi+1, l ≤ j ≤ i, takže si+1 = −Si+1fi+1 = −pi+1

i+1.

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že pi+1
j = Sjfi+1 pro nějaký index l ≤ j ≤ i (plat́ı to

zcela jistě pro j = l). Podle indukčńıho předpokladu a podle definice 52 lze psát

pi+1
j+1 = pi+1

j + ujz
T
j fi+1 = (Sj + ujz

T
j )fi+1 = Sj+1fi+1,

č́ımž je indukčńı krok dokončen. Vzorec pro vektor ui plyne z toho, že

ui =
di − Siyi
zTi yi

=
di − Si(fi+1 − fi)

zTi yi
=
di − (pi+1

i + si)

zTi yi
.

2

Poznámka 297 Pro i = l ∈ M pokládáme Si = Sl = J−1
l . Jacobiovu matici Jl neinvertujeme. Mı́sto

toho použ́ıváme trojúhelńıkový rozklad Jl = LlUl. Pak vektor pi+1
l = Slfi+1 źıskáme řešeńım soustavy

lineárńıch rovnic LlUl p
i+1
l = fi+1

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı můžeme také realizovat pomoćı maticových reprezentaćı.
Při odvozováńı maticových reprezentaćı budeme použ́ıvat označeńı Dk = [d1, . . . , dk], Yk = [y1, . . . , yk],
Vk = [v1, . . . , vk], Zk = [z1, . . . , zk]. Abychom zjednodušili zápis budeme v d̊ukazech index k vynechávat
a index k + 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti budeme použ́ıvat označeńı D = [d1, . . . , dk−1],
Y = [y1, . . . , yk−1], V = [v1, . . . , vk−1], Z = [z1, . . . , zk−1], takže Dk = [D, d], Yk = [Y, y], Vk = [V, v],
Zk = [Z, z].

Nejprve odvod́ıme maticové reprezentace pro př́ımé kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı. Pro
tento účel označ́ıme Rk horńı trojúhelńıkovou matici řádu k takovou, že (Rk)ij = vTi dj , i ≤ j, a (Rk)ij = 0,
i > j. V d̊ukazech budeme použ́ıvat označenmı́

Rk =

[
R, V T d
0, vT d

]
.

Lemma 61 Necht’ A1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (449) s vTk dk ̸= 0 pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m.
Pak lze psát

Ak+1 = A1 + (Yk −A1Dk)R
−1
k V T

k . (487)

290



Důkaz Pro k = 1 je (487) ekvivalentńı s (449). Dále budeme postupovat matematickou indukćı. Předpo-
kládejme, že (487) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k. Pro index k můžeme (487) zapsat ve tvaru

A+ = A1 + [Y −A1D, y −A1d]

[
R, V T d
0, vT d

]−1 [
V T

vT

]
.

Jelikož plat́ı [
R, V T d
0, vT d

]−1

=

 R−1, −R
−1V T d

vT d

0,
1

vT d


(což lze snadno ověřit vynásobeńım), můžeme psát

A+ = A1 + (Y −A1D)R−1V T

(
I − dvT

vT d

)
+ (y −A1d)

vT

vT d
= A+

(y −Ad)vT

vT d
,

což je právě vztah (449). 2

Poznámka 298 Vyjádřeńı (487) použ́ıváme nejčastěji ve spojeńı s iteračńım řešeńım soustavy rovnic
Aisi + fi = 0, i ∈ N . Pokládáme Ai = Al = Jl pro i = l ∈M a

Ai = Al + (Yk −AlDk)R
−1
k V T

k (488)

pro l < i ≤ l + m − 1 (viz (487)), kde Dk = [dl, . . . , di−1], Yk = [yl, . . . , yi−1], Vk = [vl, . . . , vi−1] a Rk

je horńı trojúhelńıková matice řádu k = i − l, jej́ıž nenulové prvky jsou shodné s prvky matice V T
k Dk.

Poznamenejme, že matice Vk se obvykle neukládá (pro Broydenovu dobrou metodu plat́ı Vk = Dk a pro
př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u stač́ı ukládat indexy prvk̊u s maximálńı absolutńı hodnotou sloupc̊u
matice Dk). Mı́sto matice Yk ukládáme matici Uk = Yk − AlDk a součin Aip poč́ıtáme podle vzorce
Aip = Alp+ UkR

−1
k V T

k p.

Věta 179 Necht’ S1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (454) pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m. Pak lze psát

Sk+1 = S1 + (Dk − S1Yk)(Ck − Lk + V T
k S1Yk)

−1V T
k S1, (489)

kde Lk je dolńı trojúhelńıková matice taková, že (Lk)ij = 0, i < j, a (Lk)ij = vTi dj, i ≥ j, a Ck je
diagonálńı matice řádu k taková, že (Ck)ij = vTi dj, i = j, a (Ck)ij = 0, i ̸= j.

Důkaz Př́ımou inverźı vztahu (487) (použit́ım d̊usledku 6, kde H = A1, U = (Yk −A1Dk)R
−1
k a V = Vk),

dostaneme
A−1

k+1 = A−1
1 −A−1

1 (Yk −A1Dk)(Rk + V T
k A

−1
1 (Yk −A1Dk))

−1V T
k A

−1
1 .

Zřejmě Rk − V T
k Dk = Ck − Lk a jelikož A−1

1 = S1 a A−1
k+1 = Sk+1, můžeme posledńı vzorec přepsat ve

tvaru
Sk+1 = S1 + (Dk − S1Yk)(Ck − Lk + V T

k S1Yk)
−1V T

k S1.

2

Nyńı odvod́ıme maticové reprezentace pro inverzńı kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı. Ten-
tokrát označ́ıme Rk horńı trojúhelńıkovou matici řádu k takovou, že (Rk)ij = zTi yj , i ≤ j, a (Rk)ij = 0,
i > j. V d̊ukazech budeme použ́ıvat označenmı́

Rk =

[
R, ZT y
0, zT y

]
.
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Věta 180 Necht’ S1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (455) s zTk yk ̸= 0 pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m.
Pak lze psát

Sk+1 = S1 + (Dk − S1Yk)R
−1
k ZT

k . (490)

Důkaz Tvrzeńı věty plyne z duality. Porovnáme-li (449) s (455), vid́ıme, že v (487) stač́ı provést záměnu
A1 → S1, Vk → Zk, Dk → Yk a Yk → Dk. 2

Poznámka 299 Vyjádřeńı (490) použ́ıváme k určeńı směrového vektoru si = −Sifi, i ∈ N . Pokládáme
Si = Sl = J−1

l pro i = l ∈M a
Si = Sl + (Dk − SlYk)R

−1
k ZT

k (491)

pro l < i ≤ l + m − 1 (viz (490), kde Dk = [dl, . . . , di−1], Yk = [yl, . . . , yi−1], Zk = [zl, . . . , zi−1] a Rk

je horńı trojúhelńıková matice řádu k = i − l, jej́ıž nenulové prvky jsou shodné s prvky matice ZT
k Yk.

Poznamenejme, že matice Zk se obvykle neukládá (pro Broydenovu špatnou metodu plat́ı Zk = Yk a
pro inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u stač́ı ukládat indexy prvk̊u s maximálńı absolutńı hodnotou
sloupc̊u matice Yk). Mı́sto matice Dk ukládáme matici Uk = Dk − SlYk a součin Sifi poč́ıtáme podle
vzorce Sifi = Slfi + UkR

−1
k ZT

k fi (obvykle se použ́ıvá trojúhelńıkový rozklad Jl = LlUl, takže vektor
Slfi lze źıskat řešeńım soustavy rovnic LlUl(Slfi) + fi = 0. analogický postup lze použ́ıt ke konstrukci
předpodmiňovače popsaného v odd́ılu 12.2.

12.2 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro husté úlohy

Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody se vyznačuj́ı t́ım, že se systémy lineárńıch rovnic řeš́ı nepřesně
iteračńımi metodami. V př́ıpadě hustých úloh se nepouž́ıvá matice A = J a násobeńı q = Ap = J(x)p se
nahražuje numerickým derivováńım

J(x)p ≈ f(x+ δp)− f(x)

δ
,

kde δ = ε/∥p∥ je vhodná diference (obvykle ε =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Jinak se algoritmy

neměńı. Jestliže výpočet vektoru f(x) vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob úsporněǰśı než násobeńı
matice vektorem (obecně O(n2) operaćı). Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat žádné derivace. Iteračńı metody pro
řešeńı systémů lineárńıch rovnic však nesmı́ použ́ıvat transponovou matici AT = JT , což poněkud omezuje
jejich výběr (iteračńı metody pro řešeńı systémů lineárńıch rovnic jsou popsány v odd́ılu 12.8).

Poznámka 300 Snadno se dokáže tvrzeńı, které je analogíı věty 135. Necht’ zobrazeńı f : D → R splňuje
předpoklad (J6). Necht’ q = J(x)p a

q̃ =
f(x+ δp)− f(x)

δ
, δ =

ε

∥p∥
,

kde x ∈ D a x+ δp ∈ D. Pak plat́ı

∥q̃ − q∥ ≤ 1

2
εG∥p∥.

Nevýhodou metod studovaných v tomto odd́ılu je skutečnost, že počet vnitřńıch iteraćı zvolené iteračńı
metody, tedy i počet vyč́ısleńı hodnot zobrazeńı f , může být značně velký, je-li matice J = J(x) špatně
podmı́něná. Proto je účelné iteračńı metody vhodně předpodmı́nit. Pot́ıž je v tom, že neznáme matici J ,
takže neńı možné použ́ıt standardńı postupy.

Tak jako v odd́ılu 8.4 se zaměř́ıme zejména na pásové předpodmiňovače. Jednou z možnost́ı, jak kon-
struovat pásové předpodmiňovače, je předpokládat, že Jacobiova matice má pásovou strukturu a určovat
jej́ı prvky numerickým derivováńım. K určeńı všech prvk̊u pásové matice, kde l je š́ı̌rka pásu, stač́ı použ́ıt
l diferenćı hodnot zobrazeńı, tedy spoč́ıtat v každém kroku Newtonovy metody l hodnot zobrazeńı nav́ıc.
V tomto odd́ılu se budeme zabývat pouze tridiagonálńımi předpodmiňovači.
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Věta 181 Předpokládejme, že Jacobiova matice zobrazeńı f je tridiagonálńı matice tvaru

T =


α1 β1 . . . 0 0
γ2 α2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αn−1 βn−1

0 0 . . . γn αn

 . (492)

Položme v1 = [δ1, 0, 0, δ4, 0, 0, 0, . . .], v2 = [0, δ2, 0, 0, δ5, 0, . . .], v3 = [0, 0, δ3, 0, 0, δ6, . . .], kde δi = εδi,
1 ≤ i ≤ n, přičemž ε =

√
εM a bud’ δi =

√
l/n (l = 3 je š́ıřka pásu) nebo δi = max(|xi|, 1) pro 1 ≤ i ≤ n.

Pak plat́ı

αi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 1,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 2,

αi = lim
ε→0

gi(x+ v3)− gi(x)

δi
, βi = lim

ε→0

gi(x+ v1)− gi(x)

δi+1
,

γi = lim
ε→0

gi(x+ v2)− gi(x)

δi−1
, mod(i, 3) = 0,

kde veličiny, v jejichž vzorćıch vystupuj́ı indexy i < 1 nebo i > n, nepoč́ıtáme.

Důkaz Použit́ım (492) se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı

Tv1 = [α1, γ1, β3, α4, γ4, . . .]
T , T v2 = [β1, α2, γ2, β4, α5, . . .]

T , T v2 = [0, β2, α3, γ3, β5, . . .]
T ,

kde se vyskytuj́ı všechny prvky matice T . Použijeme-li stejné úvahy jako v d̊ukazu věty 141, dostaneme
dokazované tvrzeńı. 2

K předpodmı́něńı vybrané iteračńı metody realizuj́ıćı diferenčńı verzi Newtonovy metody lze též použ́ıt
kvazinewtonovskou metodu s omezenou pamět́ı popsanou v poznámce 299. Jelikož kvazinewtonovská
metoda vyžaduje dobrou počátečńı aproximaci Si matice J−1

i , postupujeme tak, že pro i = l ∈ M (M
je množina definovaná vztahem (486)) pokládáme Si = Sl = T−1

l , kde Tl je tridiagonálńı matice (492)
spočtená podle věty 181, a pro l ≤ i ≤ l +m− 2 použ́ıváme vzorec (491).

12.3 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze rozdělit do dvou skupin (sloupcové a řádkové
metody) podle toho jakým zp̊usobem je organizován přibližný výpočet derivaćı. Sloupcové metody se
použ́ıvaj́ı zejména tehdy, je-li výhodné poč́ıtat všechny složky zobrazeńı f současně. Řádkové metody jsou
algoritmicky jednodušš́ı a lze je použ́ıt v př́ıpadě, kdy poč́ıtáme hodnoty funkćı fi(x), 1 ≤ i ≤ n postupně
(v cyklu s indexem i). Použit́ı diferenčńıch verźı Newtonovy metody je podloženo teoríı uvedenou v
odd́ılu 11.4 (lemma 56).

Sloupcové metody jsou založeny na aproximaci sloupc̊u Jej , 1 ≤ j ≤ n, Jacobiovy matice J pomoćı
diferenčńıch vzorc̊u

J(x)ej ≈
f(x+ δjej)− f(x)

δj
,
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kde δj = εδj , přičemž ε =
√
εM a bud’ δj = 1 nebo δj = max(|xj |, 1). Je-li matice J ř́ıdká může nastat

př́ıpad, kdy pomoćı jedné diference vektor̊u funkčńıch hodnot urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice. Rozdělme
sloupce matice J do l disjunktńıch skupin Sk ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ k ≤ l, tak, aby submatice J(Sk), složené
ze sloupc̊u matice J patř́ıćıch do skupin Sk, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Necht’
vk, 1 ≤ k ≤ l, jsou vektory takové, že

(vk)j = eTj vk = δj ⇐⇒ j ∈ Sk,

takže pro libovolný řádkový index 1 ≤ i ≤ n existuje právě jeden sloupcový index j ∈ Sk takový, že
Jij(x) = (fi(x+ vk)− fi(x))/δj . Všechny sloupce matice J tedy můžeme určit pomoćı l diferenćı

f(x+ vk)− f(x) ≈ Jvk, 1 ≤ k ≤ l

(pomoćı vektoru vk urč́ıme prvky submatice J(Sk)). Źıskáńı rozkladu {1, . . . , n} = S1 ∪ . . .∪Sl, takového,
aby počet skupin l byl minimálńı je složitý kombinatorický problém, jehož řešeńı se vymyká rozsahu tohoto
textu. Efektivńı algoritmy pro řešeńı tohoto problému, včetně zdrojových programů v jazyce Fortran jsou
uvedeny v časopisu TOMS. Poznamenejme, že sloupcové metody nelze použ́ıt, má-li Jacobiova matice
husté řádky.

Řádkové metody určuj́ı jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorc̊u

(J(x))ij ≈
fi(x+ δjej)− fi(x)

δj
.

Pro každý index 1 ≤ i ≤ n, se poč́ıtaj́ı jen ty diference, které odpov́ıdaj́ı nenulovým prvk̊um v i-tém
řádku Jacobiovy matice. Předpokládejme, že výpočet hodnoty každé z funkćı fi, 1 ≤ i ≤ n, je zhruba
stejně náročný. Pak je k výpočtu všech prvú Jacobiovy matice zapotřeb́ı zhruba stejny̌ počet opreraćı jako
pro (n1 + . . . + nn)/n vyč́ısleńı zobrazeńı f (zde ni je počet nenulových prvk̊u v i-tém řádku Jacobiovy
matice). Sloupcové metody vyžaduj́ı přinejmenš́ım max(n1, . . . , nn) vyč́ısleńı zobrazeńı f , což je v́ıce než
v př́ıpadě řádkových metod. Neńı-li tedy společný výpočet hodnot fi(x), 1 ≤ i ≤ n významně výhodněǰśı
než výpočet v cyklu, je lepš́ı použ́ıvat řádkové metody. Řádkové metody lze nav́ıc použ́ıt i tehdy, má-li
Jacobiova matice husté řádky.

12.4 Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı kvazinewtonovské aktualizace, které zachovávaj́ı
strukturu ř́ıdké Jacobiovy matice. Označme

VQ = {A ∈ Rn×n : Ad = y},
VJ = {A ∈ Rn×n : Jij = 0 ⇒ Aij = 0}.

Tak jako v odd́ılu 8.4 můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PJ do lineárńıch variet VQ,
VJ předpisem

PQA = min
Ã∈VQ

∥Ã−A∥F ,

PJA = min
Ã∈VJ

∥Ã−A∥F .

Podobně můžeme definovat operátor ortogonálńı projekce PQJ do VQ ∩ VJ . Podle věty 148 plat́ı

PQJA = PJ(A+ udT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y− (PJA)d s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı
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Q =
n∑

i=1

∥di∥2eieTi ,

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že dij = dj , Jij ̸= 0 a dij = 0, Jij = 0. Označ́ıme-li A+ = PQJA
a předpokládáme-li, že matice A má stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J (takže PJA = A),
můžeme vzorec A+ = PJ(A+ udT ) zapsat ve tvaru

A+ = A+
n∑

i=1

eTi (y −Ad)ei(d
i)T

(di)T di
, (493)

kde členy s di = 0 odpadnou. Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (493) se nazývá Schubertovou metodou a
jelikož je zobecněńım Broydenovy dobré metody, má podobné vlastnosti jako Broydenova dobrá metoda.
Neńı zaručena globálńı konvergence Schubertovy metody, takže je občas třeba iteračńı proces přerušovat
a pokládat A+ = J+. Je však možné dokázat, že Schubertova metoda konverguje lokálně Q-superlineárně.

Lemma 62 Necht’ A+ je matice určená podle (493). Pak pro libovolnou matici J̃ ∈ VQ ∩ VJ plat́ı

∥A+ − J̃∥2F ≤ ∥A− J̃∥2F − ∥y −Ad∥2

∥d∥2
.

Důkaz Jelikož J̃ ∈ VQ ∩ VJ , PQJ je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VJ a A+ = PQJA, můžeme
použ́ıt Pythagorovu větu

∥A+ − J̃∥2F = ∥A− J̃∥2F − ∥A+ −A∥2F .
Jelikož VQ ∩ VJ ⊂ VQ, plat́ı A+d = y, takže

∥y −Ad∥ = ∥(A+ −A)d∥ ≤ ∥A+ −A∥∥d∥ ≤ ∥A+ −A∥F ∥d∥,
což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává dokazované tvrzeńı. 2

Lemma 63 Necht’ A+ je matice určená podle (493) a necht’ plat́ı (J6). Pak

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F +G
√
n∥d∥.

Důkaz Podle věty o středńı hodnotě (tvrzeńı 5) plat́ı

y = f+ − f = J̃d, J̃ =

∫ 1

0

J(x+ λd)dλ.

Použijeme-li (J6), můžeme psát

∥J̃ − J∥F ≤
√
n

∫ 1

0

∥J(x+ λd)− J(x)∥dλ ≤ G
√
n∥d∥

∫ 1

0

λdλ ≤ 1

2
G
√
n∥d∥ (494)

a podobným zp̊usobem dostaneme

∥J̃ − J+∥F ≤ 1

2
G
√
n∥d∥. (495)

Podle lemmatu 62 plat́ı

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A+ − J̃∥F + ∥J̃ − J+∥F ≤ ∥A− J̃∥F + ∥J̃ − J+∥F
≤ ∥A− J∥F + ∥J̃ − J∥F + ∥J̃ − J+∥F ,

což s použit́ım (494)–(495) dává dokazované tvrzeńı. 2
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Věta 182 Necht’ plat́ı (J6) a necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak
existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ, ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ a pokud plat́ı

∥Aidi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,
xi+1 = xi + di,

Ai+1 = PQJAi

∀i ∈ N , kde 0 ≤ ω < 1, konverguje posloupnost xi, i ∈ N , k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Výsledky dosažené v částech (a)–(b) d̊ukazu věty 157 můžeme přeformulovat (pomoćı okoĺı) tak,
že existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x−x∗∥ ≤ δ, ∥(A−J(x))d∥ ≤ ϑ∥d∥ a ∥Ad+f(x)∥ ≤ ω∥f(x)∥,
kde 0 ≤ ω < 1, plat́ı

1− ω

J
∥f(x)∥ ≤ ∥d∥ ≤ 1 + ω

J
∥f(x)∥, (496)

kde 0 < J < ∥J−1(x∗)∥−1 ≤ ∥J(x∗)∥ < J , a

∥f(x+ d)∥ ≤ r∥f(x)∥, (497)

kde ω < r < 1. Zd̊urazněme, že č́ıslo 0 ≤ ω < 1 může být libovolné zat́ımco č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 mohou
vycházet malá.

(b) Zvolme č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 tak, aby platilo(
1 +

J

J

1 + ω

1− r

)
δ ≤ δ

a

ϑ
√
n+G

√
n
J

J

1 + ω

1− r
δ ≤ ϑ.

Necht’ ∥x1−x∗∥ ≤ δ a ∥A1−J1∥ ≤ ϑ. Dokážeme indukćı, že pro libovolný index i ∈ N plat́ı ∥xi−x∗∥ ≤ δ
a ∥Ai − Ji∥ ≤ ϑ. Pro i = 1 je toto tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme platnost tohoto tvrzeńı pro 1 ≤ i ≤ k.
Pak podle (496), (497) a (J6) plat́ı

k∑
i=1

∥di∥ ≤ 1 + ω

J

k∑
i=1

∥fi∥ ≤ 1 + ω

J
∥f1∥

k∑
i=1

ri−1 ≤ 1

J

1 + ω

1− r
∥f1∥ ≤ J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥, (498)

takže

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥x1 − x∗∥+
k∑

i=1

∥di∥ ≤ ∥x1 − x∗∥+ J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ ≤

(
1 +

J

J

1 + ω

1− r

)
δ ≤ δ

a použijeme-li lemma 63, dostaneme

∥Ak+1 − Jk+1∥ ≤ ∥Ak+1 − Jk+1∥F ≤ ∥A1 − J1∥F +G
√
n

k∑
i=1

∥di∥ ≤ ϑ
√
n+G

√
n
J

J

1 + ω

1− r
δ ≤ ϑ.

(c) Podle (a)–(b) plat́ı ∥fi∥ ≤ ri−1∥f1∥ ∀i ∈ N , kde ω < r < 1, takže
∑∞

i=1 ∥fi∥ < ∞,
∑∞

i=1 ∥di∥ < ∞ a
tedy i ∥fi∥ → 0, ∥di∥ → 0 a xi → x∗. 2

Věta 183 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 182 a necht’ nav́ıc ∥Aidi + fi∥/∥fi∥ → 0. Pak xi → x∗

Q-superlineárně.
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Důkaz (a) Podle lemmatu 62 plat́ı

∥y −Ad∥2

∥d∥2
≤ ∥A− J̃∥2F − ∥A+ − J̃∥2F

=
(
∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F

)(
∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F

)
≤ M

(
∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F

)
.

Existence konstanty M plyne z toho, že

∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥A+ − J+∥F +G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n
(
∥x+ − x∗∥+ ∥x− x∗∥

)
,

takže podle části (b) d̊ukazu věty 182 plat́ı

∥A− J̃∥F + ∥A+ − J̃∥F ≤ 2
√
nϑ+ 4G

√
nδ

∆
=M.

Dále lze psát

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A+ − J̃∥F + ∥J+ − J̃∥F ,

takže podle lemmatu 63 plat́ı

∥A− J̃∥F − ∥A+ − J̃∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J − J̃∥F − ∥A+ − J+∥F + ∥J+ − J̃∥F ≤
≤ ∥A− J∥F − ∥A+ − J+∥F +G

√
n∥d∥,

což podle (498) dává

∞∑
i=1

∥yi −Aidi∥2

∥di∥2
≤ M∥A1 − J1∥F +M G

√
n

∞∑
i=1

∥di∥

≤ M∥A1 − J1|F +M G
√
n
J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ <∞,

neboli

lim
i→∞

∥yi −Aidi∥
∥di∥

= 0 (499)

(b) Použijeme-li (499) a (494), dostaneme

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

≤ ∥(Ai − J̃i)di∥
∥di∥

+ ∥J̃i − Ji∥ ≤ ∥yi −Aidi∥
∥di∥

+
1

2
G
√
n∥di∥,

což spolu s (499) a ∥di∥ → 0 (podle části (c) d̊ukazu věty 182) dává ∥(Ai − Ji)di∥/∥di∥ → 0. Jelikož
předpokládáme, že také ∥Aisi + fi∥/∥fi∥ → 0, lze použ́ıt větu 157, podle které xi → x∗ Q-superlinárně.
2

297



12.5 Sdružené kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

Sdružené kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı sdružené kvazinewtonovské aktualizace,
které zachovávaj́ı strukturu ř́ıdké Jacobiovy matice. Označme

VA = {A ∈ Rn×n : ATw = z},
VJ = {A ∈ Rn×n : Jij = 0 ⇒ Aij = 0},

kde z = JT
+w. Tak jako v odd́ılu 8.4 můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PA, PJ do lineárńıch

variet VA, VJ předpisem

PAA = min
Ã∈VA

∥Ã−A∥F ,

PJA = min
Ã∈VJ

∥Ã−A∥F .

Podobně můžeme definovat operátor ortogonálńı projekce PAJ do VA ∩ VJ .

Věta 184 Necht’ A ∈ Rn×n a necht’ PAJ je operátor orthogonálńı projekce do VA ∩ VJ Pak

PAJA = PJ(A+ wuT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = z − (PJA)
Tw s diagonálńı pozitivně semidefinitńı

matićı

Q =

n∑
i=1

∥wi∥2eieTi .

kde wi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že wi
j = wj, Jji ̸= 0 a wi

j = 0, Jji = 0. Označ́ıme-li A+ = PAJA
a předpokládáme-li, že matice A má stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J (takže PJA = A),
m̊užeme vzorec A+ = PJ(A+ wuT ) zapsat ve tvaru

A+ = A−
n∑

i=1

wT (A− J+)eiw
ieTi

(wi)Twi
, (500)

kde členy s wi = 0 odpadnou.

Důkaz Polož́ıme-li ve větě 148 B = AT , G = JT , d = w, y = z, dostaneme

AT
+ = PQGB = PG(B + udT ) = PJ(A

T + uwT ),

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = z − (PJA)
Tw = (J+ − (PJA))

Tw. Má-i matice A
stejné rozložeńı nenulových prvk̊u jako matice J , můžeme tento vzorec zapsat ve tvaru

AT
+ = AT +

n∑
i=1

eTi (J
T
+ −AT )wei(w

i)T

(wi)Twi
,

což po úpravě dává (500). 2

Lemma 64 Necht’ A+ je matice určená podle (500). Pak plat́ı

∥A+ − J+∥2F ≤ ∥A− J+∥2F − ∥(A− J+)
Tw∥2

∥w∥2
.
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Důkaz Jelikož J+ ∈ VQ ∩ VJ , PQJ je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VJ a A+ = PQJA, můžeme
použ́ıt Pythagorovu větu

∥A+ − J+∥2F = ∥A− J+∥2F − ∥A−A+∥2F .

Jelikož VQ ∩ VJ ⊂ VQ, plat́ı A
T
+w = JT

+w, takže

∥(A− J+)
Tw∥ = ∥(A−A+)w∥ ≤ ∥A−A+∥∥w∥ ≤ ∥A−A+∥F ∥w∥,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává dokazované tvrzeńı. 2

Lemma 65 Necht’ A+ je matice určená podle (500) a necht’ plat́ı (J6). Pak

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F +G
√
n∥d∥.

Důkaz Použijeme-li (J6), dostaneme

∥J+ − J∥F ≤
√
n∥J+ − J∥ ≤ G

√
n∥d∥. (501)

Podle lemmatu 64 pak plat́ı

∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J+ − J∥F
≤ ∥A− J∥F +G

√
n∥d∥.

2

Věta 185 Necht’ plat́ı (J6) a necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak
existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ∥x1 − x∗∥ ≤ δ, ∥A1 − J1∥ ≤ ϑ a pokud plat́ı

∥Aidi + fi∥ ≤ ω∥fi∥,
xi+1 = xi + di,

Ai+1 = PQJAi

∀i ∈ N , kde 0 ≤ ω < 1, konverguje posloupnost xi, i ∈ N , k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Důkaz tohoto tvrzeńı je prakticky stejný jako d̊ukaz věty 182 (mı́sto matic J̃i i ∈ N , použ́ıváme
matice Ji+1, i ∈ N , a mı́sto lemmatu 63 použ́ıváme lemma 65). 2

Věta 186 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 185 a necht’ nav́ıc ∥Aidi+fi∥/∥fi∥ → 0. Pak pokud vektory
wi, i ∈ N , vyb́ıráme podle (AB1), (AB2) (nebo (AB3), když ω = 0), konverguje xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz (a) Podle lemmatu 64 plat́ı

∥(A− J+)
Tw∥2

∥w∥2
≤ ∥A− J+∥2F − ∥A+ − J+∥2F

= (∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ) (∥A− J+∥F + ∥A+ − J+∥F )
≤ M (∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ) .

Existence konstanty M plyne z toho, že
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∥A− J+∥F + ∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥A+ − J+∥F +G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n∥d∥

≤ 2∥A− J∥F + 2G
√
n
(
∥x+ − x∗∥+ ∥x− x∗∥

)
≤ 2

√
nϑ+ 4G

√
nδ

∆
=M.

Dále lze psát

∥A− J+∥F − ∥A+ − J+∥F ≤ ∥A− J∥F + ∥J+ − J∥F − ∥A+ − J+∥F
≤ ∥A− J∥F − ∥A+ − J+∥F +G

√
n∥d∥,

což podle (498) dává

∞∑
i=1

∥(Ai − Ji+1)
Twi∥2

∥wi∥2
≤ M∥A1 − J1∥F +M G

√
n

∞∑
i=1

∥di∥

≤ M∥A1 − J1|F +M G
√
n
J

J

1 + ω

1− r
∥x1 − x∗∥ <∞,

neboli

lim
i→∞

∥(Ai − Ji+1)
Twi∥

∥wi∥
= 0. (502)

Dále plat́ı

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
≤ ∥(Ai − Ji+1)

Twi∥
∥wi∥

+ ∥Ji+1 − Ji∥ ≤ ∥(Ai − Ji+1)
Twi∥

∥wi∥
+G

√
n∥di∥,

což spolu s (502) a ∥di∥ → 0 dává

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
= 0. (503)

(b) Ukážeme, že pro vektory wi, i ∈ N , zvolené podle (AB1) nebo (AB2) plat́ı

lim
i→∞

∥wi − (Ai − Ji)di∥
∥di∥

= 0. (504)

Použijeme-li (AB1), dostaneme

∥wi − (Ai − Ji)di∥ = ∥(Ai − Ji+1)di − (Ai − Ji)di∥ = ∥(Ji − Ji+1)di∥
≤ ∥Ji − Ji+1∥∥di∥ ≤ G

√
n∥di∥2,

což spolu s ∥di∥ → 0 dává (504). Použijeme-li (AB2), dostaneme

∥wi − (Ai − Ji)di∥ = ∥(Aidi − (fi+1 − fi)− (Ai − Ji)di∥ = ∥Jidi − (fi+1 − fi)∥
= ∥fi + Jidi − (fi + Jidi + o(∥di∥))∥ = o(∥di∥)

(použ́ıváme dva členy Taylorova rozvoje), což spolu s ∥di∥ → 0 dává (504).
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(c) Ukážeme, že z (503) a (504) plyne

lim
i→∞

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

= 0. (505)

Plat́ı

∥wi∥2 = wT
i (wi − (Ai − Ji)di + (Ai − Ji)di) ≤ ∥wi∥∥wi − (Ai − Ji)di∥+ ∥(Ai − Ji)

Twi∥∥di∥,

takže

∥wi∥
∥di∥

≤ ∥wi − (Ai − Ji)di∥
∥di∥

+
∥(Ai − Ji)

Twi∥
∥wi∥

a

∥(Ai − Ji)di∥
∥di∥

≤ ∥wi − (Ai − Ji)di∥
∥di∥

+
∥wi∥
∥di∥

≤ 2
∥wi − (Ai − Ji)di∥

∥di∥
+

∥(Ai − Ji)
Twi∥

∥wi∥
,

což spolu s (503) a (504) dává (505). Z (505) a ∥Aidi + fi∥/∥fi∥ → 0 plyne superlineárńı konvergence
(věta 157). 2

12.6 Metody založené na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

Soustavu lineárńıch rovnic As+ f = 0 můžeme řešit bud’ př́ımo nebo iteračně. Př́ımé řešeńı je založeno na
použit́ı nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

PA = LU,

kde P je permutačńı matice, která se vyb́ırá tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co
nejmenš́ı, L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále a U je horńı trojúhelńıková
matice. Nalezeńı permutačńı matice P a následné určeńı struktury trojúhelńıkových matic L a U se
nazývá symbolickou faktorizaćı. Na rozd́ıl od ř́ıdkého Choleského rozkladu (odd́ıl 8.3) nestač́ı provádět
symbolickou faktorizaci pouze na začátku iteračńıho procesu, nebot’ permutace řádk̊u (výběr pivot̊u) může
ovlivnit stabilitu eliminačńıho procesu. Dá se tedy konstatovat, že nesymetrický trojúhelńıkový rozklad
je časově dosti náročný, takže je výhodné omezit jeho prováděńı. Tato myšlenka je základem metod
založených na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu. Na rozd́ıl od Schubertovy metody,
kde se matice A+ vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka A+d = y, d = x+ − x,
y = f+ − f , se pokládá PA+ = LU+ a matice U+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská
podmı́nka

U+d = L−1Py.

Jelikož muśı být zároveň zachována struktura horńı trojúhelńıkové matice, můžeme použ́ıt postup popsaný
v odd́ılu 12.4. Výsledkem je aktualizace

U+ = U +
n∑

i=1

ei(L
−1Py − Ud)eid

i

(di)T di
, (506)

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že dij = dj , Uij ̸= 0 a dij = 0, Uij = 0 (členy s di = 0 odpadnou).
Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (506) se nazývá Dennisovou-Marwilovou metodou. Obvykle se realizuje
tak, že se provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU pak se v m po sobě následuj́ıćıch
iteračńıch kroćıch použije aktualizace (506). Po m aktualizaćıch (506) nebo po vynuceném přerušeńı
iteračńıho procesu se opět provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

Ještě jednodušš́ı metodou je metoda škálováńı řádk̊u. V tomto př́ıpadě se pokládá PA+ = D+LU a
diagonálńı matice D+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

301



D+LUd = Py.

Zaṕı̌seme-li tuto podmı́nku ve tvaru

n∑
i=1

D+eie
T
i LUd = Py

a přihlédneme-li k tomu, že matice D+ je diagonálńı, můžeme psát

eTi D+eie
T
i LUd = eTi Py,

1 ≤ i ≤ n, neboli

eTi D+ei =
eTi Py

eTi LUd
. (507)

Také metodu škálováńı řádk̊u je třeba pom iteračńıch kroćıch přerušovat s t́ım, že se provede nesymetrický
trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

12.7 Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody jsou založeny na myšlence, že se přibližný výpočet derivaćı
provád́ı pouze v některých iteračńıch kroćıch. Nejjednodušš́ı je Shamanského metoda, kdy se polož́ı A = J
a pak se v m po sobě jdoućıch iteračńıch kroćıch použ́ıvá tatáž matice (A+ = A). Důmyslněǰśı metody
jsou založeny na podobném principu jako sloupcové diferenčńı verze Newtonovy metody. Opět se urč́ı
rozklad {1, . . . , n} = S1 ∪ . . . ∪ Sk sloupc̊u matice J do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby
submatice J(Si), složené ze sloupc̊u matice J patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden
nenulový prvek (odd́ıl 12.3). Pak se v každém iteračńım kroku určuj́ı sloupce matice J patř́ıćı pouze do
jedné skupiny a ostatńı sloupce se neměńı. Konkrétněji, necht’ l = modki (modki je zbytek po děleńı č́ısla
i č́ıslem k). V i-tém iteračńım kroku se použije vektor vi takový, že

(vi)j = eTj vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Sl

a pomoćı diference

f(x+ δvi)− f(x)

δ
≈ Jvi

se urč́ı sloupce matice J patř́ıćı do skupiny Sl. Sloupce patř́ıćı do ostatńıch skupin se ponechaj́ı beze
změny.

Tuto metodu, která se nazývá Liovou metodou, lze kombinovat se Schubertovou metodou tak, že se v
každém iteračńım kroku po určeńı sloupc̊u matice J , patř́ıćıch do skupiny Sl, provede nav́ıc aktualizace
(493).

12.8 Iteračńı řešeńı systémů lineárńıch rovnic s nesymetrickou matićı

Pro řešeńı systému lineárńıch rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matićı A existuje celá řada iteračńıch
metod. Můžeme je zhruba rozdělit na dvě skupiny:

(1) Metody s krátkými rekurentńımi vztahy.

(2) Metody s dlouhými rekurentńımi vztahy.
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Výhodou metod s krátkými rekurentńımi vztahy (jsou to dvojčlenné nebo trojčlenné rekurence) je ńızký
počet numerických operaćı a ukládaných hodnot (je jich O(n)). Nevýhodou těchto metod je možnost
selháńı (děleńı nulou) během iteračńıho procesu. Metody s dlouhými rekurentńımi vztahy maj́ı opačné
vlastnosti. V n-tém iteračńım kroku se pracuje s n vektory dimenze n, což vyžaduje O(n2) numerických
operaćı a ukládaných hodnot (teoreticky je zapotřeb́ı k źıskáńı řešeńı n iteračńıch krok̊u). Zato nedocháźı
k selháńı během iteračńıho procesu (každý jeho krok je korektně definován).

V tomto textu, který si nečińı nároky na úplnost, se budeme zabývat pouze zhlazenou metodou CGS
použ́ıvaj́ıćı krátké rekurentńı vztahy a metodou GMRES použ́ıvaj́ıćı dlouhé rekurentńı vztahy.

Definice 54 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, f̃1 = f̃ , p1 = −f1, p̃1 = −f̃1
a

qi = Api, q̃i = AT p̃i, αi = f̃Ti fi/p̃
T
i qi,

si+1 = si + αipi,

fi+1 = fi + αiqi, f̃i+1 = f̃i + αiq̃i, βi = f̃Ti+1fi+1/f̃
T
i fi,

pi+1 = −fi+1 + βipi, p̃i+1 = −f̃i+1 + βip̃i

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodu bikonjugovaných gradient̊u (BCG) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Věta 187 Uvažujme metodu bikonjugovaných gradient̊u určenou regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Necht’ f̃Ti fi ̸= 0 a p̃Ti qi ̸= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı fn+1 = 0 a vektor sn+1 je řešeńım
soustavy rovnic As+ f = 0.

Důkaz Předpokládejme, že f̃Ti fi ̸= 0 a p̃Ti qi ̸= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že plat́ı

p̃Tj fi = pTj f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (508)

f̃Tj fi = fTj f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (509)

p̃Tj qi = pTj q̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n. (510)

Z (509) plyne, že vektory fi, 1 ≤ i ≤ n (a také f̃i, 1 ≤ i ≤ n), jsou lineárně nezávislé. Jestliže totiž
λ1f1 + . . .+ λnfn = 0, pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

f̃Ti

 n∑
j=1

λjfj

 = λif̃
T
i fi = 0

a jelikož f̃Ti fi ̸= 0, muśı být λi = 0. Podobně z (510) plyne, že vektory pi, 1 ≤ i ≤ n (a také p̃i, 1 ≤ i ≤ n),
jsou lineárně nezávislé. Jelikož fn+1 = Asn+1 + f (plyne to z rekurentńıch vztah̊u metody BCG), vektory
f̃i, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé a

f̃Tj fn+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ n,

muśı platit fn+1 = Asn+1 + f = 0. Pro i = 1 (508)–(510) plat́ı, nebot’ neńı co dokazovat.
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(a) Necht’ i ≤ n. Podle indukčńıch předpoklad̊u (508) a (510) plat́ı

p̃Tj fi+1 = p̃Tj fi + αip̃
T
j qi = 0,

pTj f̃i+1 = pTj f̃i + αip
T
j q̃i = 0

∀1 ≤ j < i. Z (508) a (510) pak plyne

p̃Ti fi+1 = p̃Ti fi + αip̃
T
i qi = −f̃Ti fi + βi−1p̃

T
i−1fi +

f̃Ti fi
p̃Ti qi

p̃Ti qi = 0,

pTi f̃i+1 = pTi f̃i + αip
T
i q̃i = −fTi f̃i + βi−1p

T
i−1f̃i +

fTi f̃i
pTi q̃i

pTi q̃i = 0.

Je tedy p̃Tj fi+1 = 0, pTj f̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.

(b) Necht’ i ≤ n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG plyne

f̃1 = −p̃1,

f̃j = −p̃j + βj−1p̃j−1 ∀1 < j ≤ i,

f1 = −p1,

fj = −pj + βj−1pj−1 ∀1 < j ≤ i,

takže podle (a) plat́ı

f̃T1 fi+1 = −p̃T1 fi+1 = 0,

f̃Tj fi+1 = −p̃Tj fi+1 + βj−1p̃j−1fi+1 = 0 ∀1 < j ≤ i,

fT1 f̃i+1 = −pT1 f̃i+1 = 0,

fTj f̃i+1 = −pTj f̃i+1 + βj−1pj−1f̃i+1 = 0 ∀1 < j ≤ i.

(c) Necht’ i < n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG a z (a) plyne

p̃Tj qi+1 = p̃Tj Api+1 = −p̃Tj Afi+1 + βip̃
T
j Api

= −(f̃j+1 − f̃j)
T fi+1/αj + βip̃

T
j qi = 0,

pTj q̃i+1 = pTj A
T p̃i+1 = −pTj AT f̃i+1 + βip

T
j A

T p̃i

= −(fj+1 − fj)
T f̃i+1/αj + βip

T
j q̃i = 0

∀1 ≤ j < i. Použijeme-li nav́ıc (b), dostaneme

p̃Ti qi+1 = − 1

αi
(f̃i+1 − f̃i)

T fi+1 + βip̃
T
i qi = − p̃Ti qi

f̃Ti fi
f̃Ti+1fi+1 +

f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
p̃Ti qi = 0,

pTi q̃i+1 = − 1

αi
(fi+1 − fi)

T f̃i+1 + βip
T
i q̃i = − pTi q̃i

f̃Ti fi
f̃Ti+1fi+1 +

f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
pTi q̃i = 0,

takže p̃Tj qi+1 = 0 a pTj q̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ 1. 2
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Poznámka 301 Iteračńı proces metody BCG může skončit dř́ıve než po n kroćıch. Bud’ fk = 0 pro nějaký
index k ≤ n (takže dostaneme řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 po méně než n kroćıch) nebo fk ̸= 0 a
f̃Tk fk = 0 (principiálńı selháńı společné všem metodám odvozeným z nesymetrického Lanczosova procesu)
nebo fk ̸= 0 a p̃Tk qk = 0 (selháńı vlastńı metodě BCG). V běžných př́ıpadech k selháńı nedocháźı (je

vyj́ımečné), mohou však nastávat pot́ıže se stabilitou, pokud fk ̸= 0 a f̃Tk fk ≈ 0 nebo fk ̸= 0 a p̃Tk qk ≈ 0.

Lemma 66 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 187. Pak vektory fj, 1 ≤ j ≤ i ≤ n, (a také vektory pj,
1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

Ki = span{f, Af, . . . , Ai−1f}

a vektory f̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n (a také vektory p̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

K̃i = span{f̃ , (AT )f̃ , . . . , (AT )i−1f̃}.

Důkaz (indukćı) pro i = 1 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index i < n.
Jelikož fi ∈ Ki a pi ∈ Ki, dostaneme fi+1 = fi + αiApi ∈ Ki+1 a pi+1 = −fi+1 + βipi ∈ Ki+1, a jelikož
vektory fj , 1 ≤ j ≤ i+ 1 (a také vektory pj , 1 ≤ j ≤ i+ 1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 187), tvoř́ı

tam bázi. Jelikož f̃i ∈ K̃i a p̃i ∈ K̃i, dostaneme f̃i+1 = f̃i+αiA
T p̃i ∈ K̃i+1 a p̃i+1 = −f̃i+1+βip̃i ∈ K̃i+1, a

jelikož vektory f̃j , 1 ≤ j ≤ i+1 (a také vektory p̃j , 1 ≤ j ≤ i+1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 187),
tvoř́ı tam bázi. 2

Poznámka 302 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 187. Pak plat́ı

fi = φi(A)f, f̃i = φi(A
T )f̃ ,

pi = −ψi(A)f, p̃i = −ψi(A
T )f̃

∀1 ≤ i ≤ n + 1, kde φi a ψi jsou maticové polynomy stupně nejvýše i − 1. Tyto polynomy lze poč́ıtat
pomoćı rekurentńıch vztah̊u φ1 = I, ψ1 = I a

φi+1 = φi − αiAψi,

ψi+1 = φi+1 + βiψi

1 ≤ i ≤ n. Plyne to bezprostředně z rekurentńıch vztah̊u metody BCG. Koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n, lze
vyjádřit pomoćı polynomů φi a ψi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že

αi =
f̃Ti fi
p̃Ti Api

=
f̃Tφ2

i (A)f

f̃TAψ2
i (A)f

, βi =
f̃Ti+1fi+1

f̃Ti fi
=
f̃Tφ2

i+1(A)f

f̃Tφ2
i (A)f

,

nebot’ matice A a polynom ψi(A) komutuj́ı). Jelikož koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n lze použ́ıt také k určeńı
polynomů φ2

i (A) a ψ
2
i (A), 1 ≤ i ≤ n, můžeme definovat nový iteračńı proces si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n + 1 tak,

aby platilo f i = Asi + f = φ2
i (A)f , 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Lemma 67 Necht’ maticové polynomy φi a ψi splňuj́ı rekurentńı vztahy

φ1 = I, ψ1 = I

a
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φi+1 = φi − αiAψi,

ψi+1 = φi+1 + βiψi

pro 1 ≤ i ≤ n. Pak maticové polynomy φ2
i a ψ2

i splňuj́ı rekurentńı vztahy

φ2
1 = I, ψ2

1 = I, φ1ψ1 = I

a

φi+1ψi = φiψi − αiAψ
2
i ,

φ2
i+1 = φ2

i − αiA(φiψi + φi+1ψi),

φi+1ψi+1 = φ2
i+1 + βiφi+1ψi,

ψ2
i+1 = φi+1ψi+1 + βi(φi+1ψi + βiψ

2
i )

pro 1 ≤ i ≤ n.

Důkaz Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro φi+1 polynomem ψi, dostaneme

φi+1ψi = φiψi − αiAψ
2
i .

Umocńıme-li vztah pro φi+1, dostaneme

φ2
i+1 = φ2

i − 2αiAφiψi + α2
iA

2ψ2
i = φ2

i − αiA(2φiψi − αiAψ
2
i ))

= φ2
i − αiA(φiψi + φi+1ψi).

Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro ψi+1 polynomem φi+1, dostaneme

φi+1ψi+1 = φ2
i+1 + βiφi+1ψi.

Umocńıme-li vztah pro ψi+1, dostaneme

ψ2
i+1 = φ2

i+1 + 2βiφi+1ψi + β2
i ψ

2
i = φ2

i+1 + βiφi+1ψi + βi(φi+1ψi + βiψ
2
i )

= φi+1ψi+1 + βi(φi+1ψi + βiψ
2
i ).

Polož́ıme-li nyńı f i = φ2
i f , pi = ψ2

i f , vi = Aψ2
i f = Api, ui = φiψif , qi = φi+1ψif = ui − αivi, dostaneme

rekurentńı vztahy, které jsou základem metody CGS. 2

Definice 55 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f̃
T vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme umocněnou metodou sdružených gradient̊u (CGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.
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Poznámka 303 Jsou-li splněny předpoklady věty 187 plat́ı

∥f i∥ = ∥φ2
i (A)f∥ ≤ ∥φi(A)∥∥φi(A)f∥ = ∥φi(A)∥∥fi∥,

1 ≤ i ≤ n+1, takže metoda CGS najde řešeńı soustavy rovnic As+f = 0 po nejvýše n kroćıch (∥fn+1∥ = 0
podle věty 187).

Výhodou metody CGS je to, že nepouž́ıvá transponovanou matici, což je nutné pro konstrukci diferenčńıch
verźı nepř́ımé Newtonovy metody, kdy se násobeńı J(x)v nahrazuje diferenćı (f(x+δv)−f(x))/δ. Nevýhodou
metody CGS (stejně jako metody BCG) je to, že neńı založena na žádném minimalizačńım principu. Normy
rezidúı nemaj́ı monotonńı pr̊uběh a mohou dosti silně oscilovat. Proto se použ́ıvaj́ı daľśı úpravy metody
CGS založené na zhlazeńı norem rezidúı.

Lemma 68 Necht’ f i, i ∈ N , je posloupnost rezidúı určená metodou CGS. Necht’ f1 = f1 a

λi = −
f
T

i+1(fi − f i+1)

∥fi − f i+1∥2
,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1),

1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

λi = argmin
λ∈R

∥f i+1 + λ(fi − f i+1)∥,

1 ≤ i ≤ n, takže ∥fi+1∥ ≤ ∥fi∥ (normy rezidúı monotonně klesaj́ı) a ∥fi+1∥ ≤ ∥f i+1∥ (řešeńı je nalezeno
po nejvýše n kroćıch).

Důkaz Zřejmě pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

∥fi+1∥2 = ∥f i+1∥2 + 2λif
T

i+1(fi − f i+1) + λ2i ∥fi − f i+1∥2,

Tato kvadratická funkce nabývá minima pro λi = −fTi+1(fi − f i+1)/∥fi − f i+1∥2. 2

Rekurentńı vztahy pro fi (lemma 68) spolu s odpov́ıdaj́ıćımi rekurentńımi vztahy pro si jsou základem
jednoduše zhlazené metody CGS.

Definice 56 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T fi/f̃
T vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T fi+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

λi = −
f
T

i+1(fi − f i+1)

∥fi − f i+1∥2
,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1),

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme jednoduše zhlazenou metodou CGS (SSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.
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Ačkoliv normy rezidúı jednoduše zhlazené metody CGS maj́ı monotonńı pr̊uběh, pro konstrukci metod
s lokálně omezeným krokem je vhodněǰśı dvojnásobně zhlazená metoda CGS.

Definice 57 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f
T
vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si − αi(ui + qi),

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

[λi, µi]
T = arg min

[λ,µ]T∈R2
∥f i+1 + λ(fi − f i+1) + µvi∥,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + µipi,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + µivi

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme dvojnásobně zhlazenou metodou CGS (DSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Poznámka 304 Vektor [λi, µi]
T realizuj́ıćı minimum normy ∥fi+1∥ můžeme určit podle vzorce[

λi
µi

]
= −(V T

i Vi)
−1V T

i f i+1,

kde Vi = [fi−f i+1, vi] ∈ Rn×2 (odvozeńı tohoto vzorce je analogické odvozeńı vzorce pro λi v lemmatu 68).

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do vztahu pro fi+1, dostaneme fi+1 = Pif i+1, kde Pi = I − Vi(V
T
i Vi)

−1V T
i je

matice ortogonálńı projekce do podprostoru generovaného vektory fi − f i+1 a vi.
Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, že se použ́ıvá předpodmı́něńı. Vzhledem k tomu,

že při nepřesném řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 nás zaj́ımá reziduum As + f , použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı, což znamená, že se řeš́ı soustava rovnic AC−1ŝ + f = 0 s předpodmı́ňovaćı matićı C−1

a pak se pokládá s = C−1ŝ. Jelikož úpravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky stejné uvedeme
pouze předpodmı́něnou verzi metody DSCGS, která použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = AC−1pi, αi = f̃T f i/f̃
T vi,

qi = ui − αivi,

si+1 = si + αiC
−1(ui + qi),

f i+1 = f i + αiAC
−1(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃

T f i,

ui+1 = f i+1 + βiqi,

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi),

[λi, µi]
T = −(V T

i Vi)
−1V T

i f i+1,

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + µiC
−1pi,

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + µivi

pro 1 ≤ i ≤ n, (zde Vi = [fi − f i+1, vi] ∈ Rn×2).
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Předpodmiňovaćı matice se obvykle voĺı tak, aby platilo C ≈ A. Pak matice AC−1 ≈ I je lépe
podmı́něná. Velmi účinné je předpodmiňováńı pomoćı neúplného trojúhelńıkového rozkladu

P (A+ E) = LU,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále, U je horńı trojúhelńıková matice,
P je permutačńı matice a E je matice zahrnuj́ıćı vliv potlačováńı nově vznikaj́ıćıch nenulových prvk̊u.
Permutačńı matice se voĺı tak, aby matice PA měla nenulové prvky (pivoty) na hlavńı diagonále.

Nyńı se budeme zabývat metodou GMRES, která patř́ı mezi metody s dlouhými rekurentńımi vztahy.
Princip metody GMRES spoč́ıvá v tom, že se generuj́ı ortogonálńımi vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že qj
1 ≤ j ≤ i, tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru Ki. Vektor si+1 ∈ Rn se voĺı tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

∥As+ f∥. (511)

Metoda GMRES je tedy založena na minimalizačńım principu, což znamená, že normy rezidúı monotonně
klesaj́ı.

Ortonormálńı vektory qi, 1 ≤ i ≤ n se generuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu.
Klasický Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces použ́ıvá rekurentńı vztahy

β1q1 = f

a

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
1
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n − 1, kde koeficienty βi, 1 ≤ i ≤ n se vyb́ıraj́ı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu. Stabilněǰśı je modifikovaný Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

β1q1 = f

a

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
j
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n − 1. Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces generuj́ıćı ortonormálńı báze Krylovových
podprostor̊u Ki, 1 ≤ i ≤ n, se také nazývá Arnoldiovým procesem určeným matićı A ∈ Rn×n a vektorem
f ∈ Rn.

Označ́ıme-li Qi = [q1, q2, . . . , qi] a

Hi =


α11 α12 . . . α1i

β2 α22 . . . α2i

0 β3 . . . α3i

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi+1


(Hi ∈ R(i+1)×i je horńı Hessenbergova matice), můžeme Arnoldi̊uv proces zapsat v maticovém tvaru

309



AQi = Qi+1Hi.

Polož́ıme-li si+1 = Qizi, kde zi ∈ Rn, plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥AQizi + f∥ = ∥Qi+1Hizi +Qi+1(β1e1)∥ = ∥Hizi + β1e1∥,

takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Ri

∥Hiz + β1e1∥. (512)

Věta 188 Necht’ Kj ̸= Kj+1, 1 ≤ j ≤ i, Ki = Ki+1 a necht’ plat́ı (511). Pak Asi+1 + f = 0.

Důkaz Uvažujme Arnoldi̊uv proces určený regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektorem f . Jestliže Kj ̸= Kj+1,
1 ≤ j ≤ i a Ki = Ki+1, pak vektory qi, 1 ≤ j ≤ i, jsou lineárně nezávislé a βi+1 = 0. Plat́ı tedy

AQi = QiHi,

kde Hi ∈ Ri×i je horńı Hessenbergova matice, která vznikne z matice Hi ∈ R(i+1)×i vyškrtnut́ım
posledńıho řádku. Jelikož matice AQi má lineárně nezávislé sloupce a A je regulárńı), je matice Hi

regulárńı a existuje řešeńı soustavy rovnic Hizi + β1e1 = 0. Polož́ıme-li si+1 = Qizi plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥Hizi + β1e1∥ = 0.

2

Důsledek Metoda GMRES nalezne řešeńı soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvýše n kroćıch. Jestliže totiž
Kj ̸= Kj+1, 1 ≤ j < n, pak nutně Kn = Kn+1 = Rn. Metoda GMRES nemůže selhat, nebot’ βi+1 = 0
implikuje Asi+1 + f = 0.

Abychom mohli určit vektor zi vyhovuj́ıćı podmı́nce (M), je třeba provést ortogonálńı rozklad

Pi(Hizi + β1e1) =

[
Ri

0

]
zi +

[
hi
ηi+1

]
,

kde Pi = P iP i−1 . . . P 1 je součin Givensových matic elementárńıch rotaćı a

Ri =

 ρ11 ρ12 . . . ρ1i
0 ρ22 . . . ρ2i
0 0 . . . ρii

 , hi =


η1
η2
. . .
ηi

 .
Je to postup, který byl již použit v metodě LSQR (odd́ıl ??), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze výsledné rekurentńı vztahy metody GMRES.

Definice 58 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

β1q1 = f, η1 = β1

a

q1i+1 = Aqi,

α1i = qT1 q
1
i+1, q2i+1 = q1i+1 − α1iq1,

αji = qTj q
j
i+1, qj+1

i+1 = qji+1 − αjiqj ,
ρj−1i = λj−1αj−1i + τj−1αji,
αji = −λj−1αj−1i + τj−1αji,

 1 < j ≤ i
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βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

ρii =
√
α2
ii + β2

i+1,

λi =
αii

ρii
, τi =

βi+1

ρii
,

ηi = λiηi, ηi+1 = −τiηi,

1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.

Použ́ıváme-li metodu GMRES, můžeme minimalizačńı podmı́nku přepsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Rn

∥∥∥∥[ Ri

0

]
z +

[
hi
ηi+1

]∥∥∥∥ .
Plat́ı tedy Rizi+hi = 0 (matice Ri je horńı trojúhelńıková) a polož́ıme-li si+1 = Qizi, plat́ı ∥ Asi+1+f ∥ =
|ηi+1|. Č́ısla |ηi|, 1 ≤ i ≤ n + 1, jsou tedy normy rezidúı fi = Asi + f , 1 ≤ i ≤ n + 1. Jakmile metoda
GMRES źıská dostatečně, malé rezidium |(ηi+1| ≤ ω∥f∥) můžeme proces ukončit a položit si+1 = Qizi,
kde Rizi + hi = 0.

Metodu GMRES můžeme r̊uzným zp̊usobem modifikovat. Generujeme-li ortonormálńı bázi v po-
sunutých Krylovových podprostorech

AKi = span{Af, . . . , Aif},

odpadne použit́ı ortogonálńıho rozkladu. Vektory qj , 1 ≤ j ≤ i se opět určuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova
ortogonalizačńıho procesu, takže plat́ı

AQi−1 = QiHi−1,

kde Hi−1 ∈ Ri×(i−1) je horńı Hessenbergova matice. Zvoĺıme-li vektor q1 tak, že β1q1 = Af , můžeme psát

[Af,AQi−1] = Qi[β1e1,Hi−1] = QiRi,

kde

Ri =


β1 α11 α12 . . . α1i−1

0 β2 α22 . . . α2i−1

0 0 β3 . . . α3i−1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . βi


(Ri ∈ Ri×i je horńı trojúhelńıková matice). Polož́ıme-li

si+1 = [f,Qi−1]zi,

plat́ı si+1 ∈ Ki, nebot’ vektory f a qj , 1 ≤ j ≤ i− 1, jsou lineárně nezávislé. Dále plat́ı

∥Asi+1 + f∥ = ∥[Af,AQi−1]zi + f∥ = ∥QiRizi + f∥,

takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Ri

∥QiRiz + f∥.

Normálńı soustava rovnic pro tento problém nejmenš́ıch čtverc̊u má tvar RT
i Q

T
i QiRizi + RT

i Q
T
i f = 0,

takže

Rizi +QT
i f = 0,

311



což po dosazeńı do vzorce pro reziduum dává

fi+1 = Asi+1 + f = (I −QiQ
T
i )f = fi − qiq

T
i f.

Jelikož z ortogonality plyne qTi Qi−1 = 0, můžeme psát qTi fi = qTi (I −Qi−1Q
T
i−1)f = qTi f , což dává

fi+1 = fi − qiq
T
i fi.

Tento vzorec zlepšuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosažené výsledky, můžeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.

Definice 59 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

f1 = f, β1q1 = Af

a

γi = qTi fi,

fi+1 = fi − γiqi,

q1i+1 = Aqi,

αji = qTj q
j
i+1,

qj+1
i+1 = qji+1 − αjiqj ,

}
1 ≤ j ≤ i,

βi+1qi+1 = qi+1
i+1 ,

1 ≤ i ≤ n − 1, nazveme modifikovanou metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.
Jakmile modifikovaná metoda GMRES źıská dostatečně malé rezidium (∥fi+1∥ ≤ ω∥f∥), m̊užeme proces
ukončit a položit si+1 = [f,Qi−1]zi, kde

β1 α11 . . . α1i−1

0 β2 . . . α2i−1

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi

 zi =

γ1
γ2
. . .
γi


Poznámka 305 Základńı i modifikovanou metodu GMRES lze snadno předpodmiňovat (použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı). V tomto př́ıpadě se mı́sto matice A použ́ıvá matice AC−1 a vektor si+1 ∈ Rn se určuje
podle vzorce

si+1 = −C−1QiR
−1
i hi

(základńı metoda) nebo

si+1 = −C−1[f,Qi−1]R
−1
i QT

i f

(modifikovaná metoda). Předpodmiňovaćı matice C−1 se opět voĺı tak, aby platilo C ≈ A.
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12.9 Metody s lokálně omezeným krokem

Poznámka 306 Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES můžeme použ́ıt ke konstrukci nepřesných
metod s lokálně omezeným krokem. V tomto př́ıpadě se generuje posloupnost vektor̊u si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n,
které aproximuj́ı řešeńı soustavy rovnic As + f = 0, a pak se pokládá s = si+1, pokud ∥si+1∥ ≤ ∆ a
∥fi+1∥ ≤ ω∥f∥, 0 ≤ ω < 1, nebo s = si + αi(si+1 − si) a ∥s∥ = ∆, pokud ∥sj∥ < ∆, ∥fj∥ > ω∥f∥,
1 ≤ j ≤ i, a ∥si+1∥ ≥ ∆. Tato volba zřejmě splňuje podmı́nky (T1a), (T1b) metody s lokálně omezeným
krokem (definice 47). Nav́ıc je třeba zformulovat předpoklady, aby byla splněna i podmı́nka (T1c), neboli

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 2σ∥As∥),
kde σ je nějaká konstanta. V daľśım textu budeme předpokládat, že matice A splňuje podmı́nku ∥I−A∥ ≤
ν < 1, což lze doćılit vhodným předpodmı́něńım (mı́sto matice A se použ́ıvá matice AC−1 taková, že
∥I −AC−1∥ ≤ ν < 1).

Lemma 69 Necht’ ∥I − A∥ ≤ ν < 1 a necht’ si+1 ∈ Rn, i = 1, . . . , n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS. Pak

∥f∥2 − ∥ri+1∥2 ≥ η2∥f∥2,

kde η = (1− ν)/(1 + ν).

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že

|fTAf | ≥ 1− ν

1 + ν
∥f∥∥Af∥ = η∥f∥∥Af∥.

Podle předpokladu plat́ı

|fTAf | = |fT f − fT (I −A)f | ≥ |fT f | − |fT (I −A)f |
≥ ∥f∥2 − ∥I −A∥∥f∥2 ≥ (1− ν)∥f∥2

a
∥Af∥ ≤ ∥f∥+ ∥I −A∥∥f∥ ≤ (1 + ν)∥f∥,

což dohromady dává dokazovanou nerovnost.

(b) Protože posloupnost norem rezidúı metody GMRES i dvojnásobně zhlazené metody CGS je nerostoućı,
stač́ı dokázat, že

∥f∥2 − ∥r2∥2 ≥ η2∥f∥2.
Uvažejme nejprve metodu GMRES. Jelikož s1 = 0 a K1 = span{f}, plat́ı

∥r2∥ = min
µ∈R

∥A(µf) + f∥.

Z podmı́nky optimality

µ1
∆
= argmin

µ∈R
∥A(µf) + f∥2 = argmin

µ∈R
(µ2∥Af∥2 + 2µfTAf + ∥f∥2)

dostaneme µ1 = −fTAf/∥Af∥2, takže pro normu residua r2 plat́ı

∥r2∥2 =
(fTAf)2

∥Af∥4
∥Af∥2 − 2

(fTAf)2

∥Af∥2
+ ∥f∥2 = ∥f∥2 − (fTAf)2

∥Af∥2∥f∥2
∥f∥2.

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzeńı lemmatu pro metodu GMRES. Uvažujme nyńı dvojnásobně
zhlazenou metodu CGS. Pak plat́ı

∥r2∥ = min
[λ,µ]T∈R2

∥r2 + λ(f − r2) + µv1∥ ≤ min
µ∈R

∥f + µv1∥ = min
µ∈R

∥f + µAf∥

(po dosazeńı λ = 1) což dává stejný výsledek jako v př́ıpadě metody GMRES. 2
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Lemma 70 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 69 a necht’ s ∈ Rn je vektor určený metodou GMRES
nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce 306. Pak plat́ı

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 2σ∥As∥,

kde 2σ = η2/8.

Důkaz (a) Necht’ ∥si+1∥ < ∆ a ∥ri+1∥ ≤ ω∥f∥. Pak podle lemmatu 69 plat́ı

2∥f∥ (∥f∥ − ∥ri+1∥) ≥ ∥f∥2 − ∥ri+1∥2 ≥ η2∥f∥2,

což dohromady z odhadem A∥s∥ ≤ ∥As∥ ≤ 2∥f∥ dává

∥f∥ − ∥ri+1∥ ≥ 1

2
η2∥f∥ ≥ 1

4
η2∥As∥.

(b) Necht’ ∥si+1∥ ≥ ∆ a i > 1. Pak plat́ı s = τisi+1 + (1− τi)si s 0 < τi ≤ 1, takže

∥As+ f∥ = ∥τi(Asi+1 + f) + (1− τi)(Asi + f)∥ ≤ τi∥ri+1∥+ (1− τi)∥ri∥

a lemma 69 spolu s odhadem A∥s∥ ≤ ∥As∥ ≤ 2∥f∥ dává

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ τi (∥f∥ − ∥ri+1∥) + (1− τi (∥f∥ − ∥ri∥) ≥
1

2
η2∥f∥ ≥ 1

4
η2∥As∥.

(c) Necht’ ∥si+1∥ ≥ ∆ a i = 1. Pak plat́ı s = τ1s2, kde 0 < τ1 ≤ 1. Můžeme tedy psát

∥f∥2 − ∥As+ f∥2 = ∥f∥2 − τ21 ∥As2∥2 − 2τ1f
TAs2 − ∥f∥2

= −τ21 ∥As2∥2 − 2τ1f
TAs2 ≥ τ1

(
−∥As2∥2 − 2fTAs2

)
= τ1

(
∥f∥2 − ∥As2 + f∥2

)
(nebot’ τ21 ≤ τ1 pro 0 < τ1 ≤ 1), nebo

2∥f∥ (∥f∥ − ∥As+ f∥) ≥ ∥f∥2 − ∥As+ f∥2 ≥ τ1
(
∥f∥2 − ∥r2∥2

)
≥ τ1∥f∥ (∥f∥ − ∥r2∥) ,

takže

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 1

2
τ1 (∥f∥ − ∥r2∥) ≥

1

4
τ1η

2∥f∥

jako v př́ıpadě (a). Plat́ı tedy
2∥f∥ ≥ ∥r2 − f∥ = ∥As2∥,

což po dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

∥f∥ − ∥As+ f∥ ≥ 1

8
τ1η

2∥As2∥ =
1

8
η2∥As∥.

2

Věta 189 Necht’ ∥I − Ai∥ ≤ ν < 1, i ∈ N a necht’ si ∈ Rn, i ∈ N , jsou směrové vektory určené metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce 306. Pak jsou splněny podmı́nky
(T1a)–(T1c) a směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , m̊užeme použ́ıt ke konstrukci nepřesné metody s lokálně
omezeným krokem. Aplikujeme-li tuto metodu na funkci f : D → Rn vyhovuj́ıćı předpoklad̊um (J1) a
(J4)–(J6) a splňuj́ı-li matice Ai, i ∈ N podmı́nky uvedené v lemmatu 55, plat́ı xi → x⋆ a f(x⋆) = 0.
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Důkaz Tvrzeńı věty je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 70 a věty 159. 2

Metodu GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodu CGS můžeme také použ́ıt ke konstrukci metod,
které se nazývaj́ı metodami pśı nohy. V tomto př́ıpadě se generuj́ı vektory si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, kde
m ≪ n (obvykle 1 ≤ m ≤ 3). Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ∥si+1∥ ≤ ∆ a ∥fi+1∥ ≤ ω∥f∥,
0 ≤ ω < 1, pokládáme s = si+1. Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ∥sj∥ < ∆, ∥fj∥ > ω∥f∥,
1 ≤ j ≤ i, a ∥si+1∥ ≥ ∆, pokládáme s = si+αi(si+1−si) tak, že ∥s∥ = ∆. Nenastane-li ani jeden z těchto
př́ıpad̊u urč́ıme pomoćı některé př́ımé eliminačńı metody řešeńı s∗ ∈ Rn soustavy rovnic As + f = 0 a
pokládáme s = sm+1 + αm+1(s

∗ − sm+1). Jednoduše se dá ukázat (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 70
nebo v d̊ukazu lemmatu ??), že pokud plat́ı ∆ ≥ γ∥f∥ nebo |fTAf | ≥ ε∥f∥∥Af∥, je splněna podmı́nka

(T1c).

V následuj́ıćı tabulka ukazuje porovnáńı několika metod pro řešeńı rozsáhlých systémů nelineárńıch
rovnic: DNM - diskrétńı Newtonova metoda, QNS - quasinewtonovská metoda se Schubertovou ř́ıdkou
aktualizaćı, 5-QLB - pětikroková Broydenova metoda s omezenou pamět́ı, 5-QLC - pětikroková metoda ak-
tualizace sloupc̊u s omezenou pamět́ı, 5-QLI - pětikroková inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u s omezenou
pamět́ı, DNS - metoda škálováńı řádk̊u LU rozkladu, DNL - Lieova nedokonalá Newtonova metoda se Schu-
bertovou aktualizaćı. Tyto metody jsou realizovány bud’ s iteračńım (CGS - dvojnásobně zhlazená metoda
CGC předpodmı́něná pomoćı neúplného LU rozkladu) nebo s př́ımým (LU - úplný LU rozklad) řešeńım
soustav lineárńıch rovnic. K porovnáńı bylo použito 44 rozsáhlých ř́ıdkých systémů nelineárńıch rovnic s
5000 neznámými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT a funkčńıch hodnot NFV, jakož i počet selháńı
a celkový čas výpočtu).

Metoda NIT-NFV selháńı čas
DNM + CGS 576-2988 - 7.94
DNM + LU 570-2942 1 8.67
QNS + CGS 876-2114 - 9.09
QNS + LU 842-2212 1 8.39
5-QLB + CGS 756-2012 1 7.19
5-QLC + CGS 770-2255 - 7.39
5-QLI + CGS 972-2328 - 6.47
5-QLI + LU 747-1667 1 4.91
DNS + LU 848-3653 1 8.17
DNL + LU 672-6028 1 16.97

13 Optimalizace dynamických systémů

Uvažujeme úlohu s účelovou funkćı

F (x) =

∫ t1

t0

FA(x, y(x, t), t) dt+ FT (x, y(x, t1)), (513)

kde

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x) . (514)

Přitom x ∈ Rn, y : Rn × [t0, t1] → RnS , F : Rn → R, FA : Rn ×RnS × [t0, t1] → R, FT : Rn ×RnS → R,
fS : Rn × RnS × [t0, t1] → RnS , fI : Rn → RnS . Minimalizovaná funkce je tedy integrálem, ve kterém
vystupuje řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s počátečmı́mi podmı́nkami. Tuto
soustavu diferenciálńıch rovnic nazýváme stavovým systémem.
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Obvykle je výhodné poč́ıtat integrál společně s řešeńım soustavy diferenciálńıch rovnic. V tomto př́ıpadě
pokládáme

F (x) = F̃A(x, t1) + FT (x, y(x, t1)), (515)

kde

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x),

dF̃A(x, t)

dt
= FA(x, y(x, t), t), F̃A(x, t0) = 0. (516)

Celkem se řeš́ı nS + 1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru. Stač́ı spoč́ıtat hodnoty na konci intervalu.
Úloha (515) + (516) se řeš́ı pomoćı gradientńıch optimalizačńıch metod (CG, VM, N) proto je třeba poč́ıtat
derivace účelové funkce. Předpoklady:

(A1) Existuje spojité řešeńı systému (514) na intervalu [t0, t1] kdykoliv x ∈ X ⊂ Rn.

(A2) Funkce FA, FT , fS , fI jsou dvakrát spojitě diferencovatelné na X ⊂ Rn.

Přitom X ⊂ Rn je oblast obsahuj́ıćı všechny body xi ∈ Rn i ∈ N , źıskané během iteračńıho procesu.

13.1 Př́ımý výpočet gradientu

Označme u(x, t) = dy(x, t)/dx, takže u : Rn × [t0, t1] → RnS×n. Derivováńım (515) a (516) dostaneme

gT (x) = g̃TA(x, t1) +
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
u(x, t1), (517)

kde

du(x, t)

dt
=

∂fS(x, y, t)

∂x
+
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t), u(x, t0) =

dfI(x)

dx
,

dg̃TA(x, t)

dt
=

∂FA(x, y, t)

∂x
+
∂FA(x, y, t)

∂y
u(x, t), g̃TA(x, t0) = 0. (518)

Přitom gT (x) = dF (x)/dx, g̃TA(x, t) = dF̃A(x, t)/dx. Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n+ 1) diferenciálńıch rovnic
v př́ımém směru.

13.2 Zpětný výpočet gradient̊u

Necht’ p : [t0, t1] → RnS je libovolné zobrazeńı (jehož přesný tvar budeme specifikovat později) a y :
Rn × [t0, t1] → RnS je řešeńı systému (514), takže fS(x, y, t)− dy(x, t)/dt = 0 pro t ∈ [t0, t1]. Použijeme-li
(513), můžeme psát

F (x) =

∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)

(
fS(x, y, t)−

dy(x, t)

dt

)]
dt+ FT (x, y(x, t1))

a použit́ım pravidla integrováńı per partes uT v′ = (uT v)′ − (uT )′v, kde u = p(t), v = y(x, t), dostaneme

F (x) =

∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)fS(x, y, t) +

dpT (t)

dt
y(x, t)

]
dt

+pT (t0)y(x, t0)− pT (t1)y(x, t1) + FT (x, y(x, t1)).
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Nyńı můžeme F (x) derivovat podle x, takže

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂x

+

(
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂y
+

dpT (t)

dt

)
dy(x, t)

dx

]
dt

+pT (t0)
dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
− pT (t1)

)
dy(x, t1)

dx
.

Zvoĺıme-li funkci p(t) = p(x, t) tak, aby se vynulovaly závorky u dy(x, t)/dx a dy(x, t1)/dx, čili tak, že

−dpT (x, t)

dt
=
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂y
, pT (x, t1) =

∂FT (x, y(x, t1))

∂y
,

plat́ı

gT (x) =

∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂x

]
dt+ pT (x, t0)

dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
.

Dohromady to lze zapsat takto

g(x) = g̃A(x, t0) +

(
dfI(x)

dx

)T

p(x, t0) +

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂x

)T

, (519)

kde

−dp(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂y

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂y

)T

p(x, t), p(x, t1) =

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y

)T

,

dg̃A(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂x

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂x

)T

p(x, t), g̃A(x, t1) = 0. (520)

Celkem se řeš́ı nS + 1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru a nS + n diferenciálńıch rovnic ve zpětném
směru.

13.3 Př́ımý výpočet Hessovy matice

Označme v(x, t) = du(x, t)/dx = d2y(x, t)/dx2, takže v : Rn × [t0, t1] → RnS×n×n. Derivováńım (517) a
(518) dostaneme

G(x) = G̃A(x, t1) +
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x2

+

[
2
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
u(x, t1)

]
u(x, t1)

+
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
v(x, t1),

kde
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dv(x, t)

dt
=

∂2fS(x, y, t)

∂x2
+

[
2
∂2fS(x, y, t)

∂x∂y
+
∂2fS(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

]
u(x, t)

+
∂fS(x, y, t)

∂y
v(x, t), v(x, t0) =

d2fI(x)

dx2
,

dG̃A(x, t)

dt
=

∂2FA(x, y, t)

∂x2
+

[
2
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y
+
∂2FA(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

]
u(x, t)

+
∂FA(x, y, t)

∂y
v(x, t), G̃A(x, t0) = 0. (521)

Přitom G(x) = d2F (x)/dx2 a GA(x) = d2fA(x, t)/dx
2. Celkem se řeš́ı (nS +1)(n2+n+1) diferenciálńıch

rovnic v př́ımém směru.

13.4 Př́ımá aproximace Hessovy matice (součet čtverc̊u)

Plat́ı

FA(y, t) =
1

2
(y(x, t)− z(t))TW (t)(y(x, t)− z(t)),

∂FA(y, t)

∂y
=W (t)(y(x, t)− z(t)),

∂2FA(y, t)

∂y2
=W (t)

a podobně

FT (y(x, t1)) =
1

2
(y(x, t1)− z(t1))

TW1(y(x, t1)− z(t1)),

∂FT (y(x, t1))

∂y
=W1(y(x, t1)− z(t1)),

∂2FT (y(x, t1))

∂y2
=W1.

Přitom z : [t0, t1] → RnS , W : [t0, t1] → RnS×nS (SPD) (obecně W1 ̸= W (t1)). Jestliže F (x) → 0, pak
nutně y(x, t) → z(t) takže ∂FA(y(x, t), t)/∂y → 0 a ∂FT (y(x, t1))/∂y → 0. Můžeme tedy zanedbat tyto
členy v (521) a (521). Dostaneme tak

G(x) ≈ B(x) = BA(x, t1) + uT (x, t1)W1u(x, t1), (522)

kde

dBA(x, t)

dt
= uT (x, t)W (t)u(x, t), BA(x, t0) = 0. (523)

Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n+ 1) + n2 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru.

14 Automatické derivováńı

Existuj́ı dva postupy:

(1) Př́ımé automatické derivováńı – výpočet derivace zobrazeńı.

(2) Zpětné automatické derivováńı – výpočet gradientu funkce.

Ukážeme na př́ıkladech použit́ı obou postup̊u.
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Př́ıklad 1 (Př́ımé derivováńı). Máme nalézt derivaci funkce F (x) = x1 sin(x2x3 + x4) podle proměnné
x3.

x1 = x1 F = x1 sin(x2x3 + x4)
x′1 = 0
x2 = x2
x′2 = 0
x3 = x3
x′3 = 1
x4 = x4
x′4 = 0
x5 = x2x3 = x2x3
x′5 = x2x

′
3 + x′2x3 = x2

x6 = x4 + x5 = x4 + x2x3
x′6 = x′4 + x′5 = x2
x7 = sin(x6) = sin(x4 + x2x3)
x′7 = cos(x6)x

′
6 = cos(x4 + x2x3)x2

x8 = x1x7 = x1 sin(x4 + x2x3)
x′8 = x1x

′
7 + x′1x7 = x1x2 sin(x4 + x2x3)x2

F = x8 = x1 sin(x4 + x2x3)
F ′ = x′8 = x1 cos(x4 + x2x3)x2

Př́ıklad 2 (Zpětné derivováńı). Máme nalézt gradient funkce F (x) = x1 sin(x2x3 + x4).

x1 = x1 xi = ∂F/∂xi
x2 = x2
x3 = x3
x4 = x4
x5 = x2x3 = x2x3
x6 = x4 + x5 = x4 + x2x3
x7 = sin(x6) = sin(x4 + x2x3)
x8 = x1x7 = x1 sin(x4 + x2x3)
x8 = 1
x7 = x8x1 = x1
x1 = x8x7 = sin(x4 + x2x3)
x6 = x7 cosx6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x5 = x6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x4 = x6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x3 = x5x2 = x1 cos(x4 + x2x3)x2
x2 = x5x3 = x1 cos(x4 + x2x3)x3
∂F/∂x1 = x1 = sin(x4 + x2x3)
∂F/∂x2 = x2 = x1 cos(x4 + x2x3)x3
∂F/∂x3 = x3 = x1 cos(x4 + x2x3)x2
∂F/∂x4 = x4 = x1 cos(x4 + x2x3)
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15 Základy nehladké analýzy

V této kapitole probereme základńı pojmy konečněrozměrné nehladké analýzy a jejich aplikace na řešeńı
systémů nehladkých rovnic a na nepodmı́něnou minimalizaci nehladkých funkćı. V d̊ukazech některých
vět budeme použ́ıvat dva klasické výsledky, jejichž konečněrozměrné verze zde uvedeme.

Tvrzeńı 10 (Hahn-Banach). Necht’ funkce F : Rn → R je positivně homogenńı (plat́ı F (λx) = λF (x)
pokud λ ≥ 0) a subaditivńı (plat́ı F (x1 + x2) ≤ F (x1) + F (x2)). Necht’ X ⊂ Rn je podprostor a l : X → R
je lineárńı funkce taková, že l(x) ≤ F (x) ∀x ∈ X. Pak existuje vektor g ∈ Rn tak, že gTx = l(x) ∀x ∈ X
a gTx ≤ F (x) ∀x ∈ Rn.

Tvrzeńı 11 (Rademacher). Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská (definice 79) v oblasti
Ω ∈ Rn. Pak F je diferencovatelná skoro všude (množina {x ∈ Rn : ∇F (x) neexistuje} má Lebesgueovu
mı́ru nula).

15.1 Konvexńı množiny

Definice 60 Řekněme, že množina C ∈ Rn je konvexńı, jestlǐze z x ∈ C, y ∈ C plyne

λx+ (1− λ)y ∈ C, (524)

pokud 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 307 Vztah (524) můžeme zapsat ve tvaru

y + λ(x− y) ∈ C.

Definice 61 Necht’ m ≥ 1, xi ∈ Rn, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1. Pak bod

x =
m∑
i=1

λixi,

nazveme konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m.

Věta 190 Množina C ⊂ Rn je konvexńı právě tehdy, obsahuje-li všechny konvexńı kombinace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina C všechny konvexńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı kombinace
tvaru (524), takže je konvexńı. Opačnou implikaci dokážeme indukćı. Předpokládejme, že C obsahuje
všechny konvexńı kombinace svých m bod̊u, kde m ≥ 1 (pro m = 1 je to zřejmé, nebot’ z x1 ∈ C a λ1 = 1
plyne λ1x1 = x1 ∈ C). Pak pro xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m+ 1, λ1 + . . .+ λm+1 = 1 můzeme psát

m+1∑
i=1

λixi =
m∑
i=1

λixi + λm+1xm+1 = (1− λm+1)x
′
m+1 + λm+1xm+1 ∈ C,

kde

x′m+1 =

m∑
i=1

λi∑m
j=1 λj

xi
∆
=

m∑
i=1

λ′ixi ∈ C,

nebot’ xi ∈ C, λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′1 + . . .+ λ′m = 1. 2

Poznámka 308 Podobným zp̊usobem, jaký jsme použili v d̊ukazu věty 190, lze ukázat, že konvexńı
kombinace konvexńıch kombinaćı je opět konvexńı kombinaćı.

Poznámka 309 Necht’ xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, a x =
∑m

i=1 λixi. Pak bod x nazveme:

(a) Lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, jsou-li koeficienty λi ∈ R libovolné.
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(b) Nezápornou lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

(c) Afinńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1.

(d) Konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1 a λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Tyto kombinace definuj́ı po řadě lineárńı podprostory, konvexńı kužely, afinńı množiny a konvexńı množiny.
Lineárńımi podprostory a afinńımi množinami se zde zabývat nebudeme (prob́ıraj́ı se v kurzech lineárńı
algebry). Připomeneme pouze, že všechny uvedené množiny jsou konvexńı a afinńı množina je posunutým
lineárńım podprostorem, to znamená, že je-li množina C afinńı a x ∈ C, je množina C − x lineárńım pod-
prostorem. Lze tedy definovat dimenzi afinńı množiny jako dimenzi odpov́ıdaj́ıćıho lineárńıho podprostoru
a jelikož konvexńı množinu lze vnořit do afinńı množiny (vynecháńım omezeńı λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m) i dimenzi
konvexńı množiny. Z těchto úvah plyne že konvexńı množina v Rn obsahuje vnitřńı body právě tehdy,
má-li dimenzi n.

Věta 191 Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Důkaz Necht’ C = ∩αCα, kde Cα ⊂ Rn jsou konvexńı množiny. Necht’ x ∈ C, y ∈ C. Pak plat́ı x ∈ Cα a
y ∈ Cα ∀α a tedy λx+ (1− λ)y ∈ Cα ∀α pokud 0 ≤ λ ≤ 1. Odtud plyne, že λx+ (1− λ)y ∈ C. 2

Věta 192 Lineárńı kombinace konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Důkaz Necht’ C =
∑m

i=1 λiCi, kde Ci ⊂ Rn jsou konvexńı množiny a λi ∈ R. Necht’ x ∈ C, y ∈ C a
0 ≤ λ ≤ 1. Pak existuj́ı body xi ∈ Ci, yi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ m, takové, že

λx+ (1− λ)y = λ
m∑
i=1

λixi + (1− λ)
m∑
i=1

λiyi =
m∑
i=1

λi(λxi + (1− λ)yi)
∆
=

m∑
i=1

λizi.

Jelikož xi ∈ Ci, yi ∈ Ci, plat́ı zi = λxi + (1− λ)yi ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ m, takže λx+ (1− λ)y ∈ C. 2

Definice 62 Konvexńım obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

conv C =
∩

C⊂Cα

Cα

všech konvexńıch množin Cα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch C.

Poznámka 310 Zřejmě plat́ı C ⊂ conv C.

Věta 193 Konvexńı obal množiny C ⊂ Rn je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u z C, tedy všech
bod̊u tvaru

y =
m∑
i=1

λixi, (525)

kde m ≥ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1.

Důkaz Necht’ C̃ je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u z C. Jelikož C̃ je konvexńı, plat́ı conv C ⊂ C̃.
Necht’ y ∈ C̃, takže y = λ1x1 + . . . + λmxm, kde xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . . + λm = 1. Jelikož
xi ∈ Cα, 1 ≤ i ≤ m, pro každou konvexńı množinu Cα ⊂ Rn obsahuj́ıćı C, plat́ı

y ∈ conv C =
∩

C⊂Cα

Cα,

což dává C̃ ⊂ conv C 2

Věta 194 (Caratheodory) Necht’ y ∈ conv C, kde C ⊂ Rn. Pak existuje nejvýše n + 1 bod̊u xi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1, takových, že y je jejich konvexńı kombinaćı.
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Důkaz Dokážeme, že pokud plat́ı (525) s m > n + 1, lze vždy sńıžit počet bod̊u v konvexńı kombinaci.
Jelikož m je přirozené č́ıslo (konečné), dostaneme po konečném počtu takových sńıžeńı konvexńı kombinaci
s nejvýše n+ 1 body. Necht’ tedy

y =

m∑
i=1

λixi,

kde m > n+ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1. Označme

ŷ =

[
y
1

]
, x̂i =

[
xi
1

]
, 1 ≤ i ≤ m.

Pak ŷ ∈ Rn+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m (s kladnými koeficienty). Jelikož
m > n+ 1, jsou vektory x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m, lineárně závislé. Existuj́ı tedy koeficienty αi, 1 ≤ i ≤ m, z
nichž alespoň jeden je nenulový tak, že

m∑
i=1

αix̂i = 0. (526)

Protože posledńı složky vektor̊u x̂i jsou jednotkové, muśı platit

m∑
i=1

αi = 0,

takže alespoň jeden z těchto koeficient̊u je záporný. Použijeme-li (525) a (526) dostaneme

ŷ =
m∑
i=1

λix̂i =
m∑
i=1

λix̂i + λ
m∑
i=1

αix̂i =
m∑
i=1

(λi + λαi)x̂i
∆
=

m∑
i=1

λ′ix̂i

pro libovolné č́ıslo λ > 0. Necht’

λ = −λj
αj

= min
αi<0

(
−λi
αi

)
.

Pak plat́ı λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′j = 0, λ′1 + . . . + λ′m = 1, takže bod y je konvexńı kombinaćı bod̊u
x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . xm, kterých je m− 1. 2

Věta 195 Je-li množina C kompaktńı, je i množina conv C kompaktńı.

Důkaz (a) Necht’ y ∈ conv C. Pak podle věty 194 existuj́ı vektory xi ∈ C a č́ısla λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 1,
λ1+. . .+λn+1 = 1 takové, že y = λ1x1+. . .+λn+1xn+1. Jelikož množina C je omezená, existuje č́ısloM > 0
takové, že ∥xi∥ ≤M , 1 ≤ i ≤ n+ 1. Pak ale ∥y∥ = ∥λ1x1 + . . .+ λn+1xn+1∥ ≤ (λ1 + . . .+ λn+1)M =M ,
takže množina conv C je omezená

(b) Necht’ {yi} ⊂ conv C je posloupnost taková, že yi → y ∈ Rn. Máme dokázat, že y ∈ conv C. Jelikož
yi ∈ conv C, existuj́ı podle věty 194 vektory xki ∈ C a č́ısla λki ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n + 1, λ1i + . . . + λn+1

i = 1
takové, že yi = λ1ix

1
i + . . . + λn+1

i xn+1
i . Protože množina C je kompaktńı a č́ıslo n + 1 je konečné, lze

vybrat podposloupnost {ỹi} ⊂ {yi} takovou, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti {x̃ki } ⊂ {xki }, {λ̃ki } ⊂ {λki },
1 ≤ k ≤ n + 1, jsou konvergentńı, čili x̃ki → x̃k ∈ C, λ̃ki → λ̃k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n + 1, λ̃1 + . . . + λ̃n+1 = 1.
Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát

y = lim
i→∞

yi = lim
i→∞

ỹi = lim
i→∞

(
n+1∑
k=1

λ̃ki x̃
k
i

)

=
n+1∑
k=1

(
lim
i→∞

λ̃ki

)(
lim
i→∞

x̃ki

)
=

n+1∑
k=1

λ̃kx̃k ∈ conv C.

2
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Poznámka 311 Předpoklad omezenosti je ve větě 195 podstatný. Je-li C uzavřená ale neomezená, nemuśı
být conv C uzavřená. Necht’ C ∈ R2 a C = C1∩C2, kde C1 je úsečka spojuj́ıćı body x1 = [−1, 0], x2 = [1, 0]
a C2 je polopř́ımka [0, t], t ≥ 0. Necht’ yi = [1/i− 1, 1]. Protože x1 = [−1, 0] ∈ C a zi = [0, i] ∈ C, plat́ı

yi = [1/i− 1, 1] = [−1, 0] +
1

i
([0, i]− [−1, 0]) = x1 +

1

i
(zi − x1) ∈ conv C.

Ale yi → y = [−1, 1] a bod y nelze vyjádřit jako lineárńı kombinaci bod̊u z C, takže conv C neńı uzavřená.

Definice 63 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

dC(x) = inf
y∈C

∥y − x∥

nazveme vzdálenost́ı bodu x od množiny C (nebo vzdálenostńı funkćı množiny C).

Poznámka 312 Je-li množina C ⊂ Rn uzavřená, plat́ı

dC(x) = min
y∈C

∥y − x∥.

Existuje tedy bod y ∈ C takový, že dC(x) = ∥y − x∥. V daľśım výkladu se omeźıme na uzavřené množiny
i když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.

Věta 196 Necht’ množina C ⊂ Rn je uzavřená. Pak vzdálenostńı funkce dC je lipschitzovská v Rn s
koeficientem L = 1. Je-li C konvexńı, je dC konvexńı v Rn a ke každému bodu x ∈ Rn existuje právě jeden
bod y ∈ C takový, že

∥y − x∥ = dC(x).

Důkaz Necht’ x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn. Jelikož množina C je uzavřená, existuje podle poznámky 312 bod y ∈ C
takový, že

∥y − x1∥ = dC(x1).

Plat́ı tedy
dC(x2) ≤ ∥y − x2∥ ≤ ∥y − x1∥+ ∥x1 − x2∥ = dC(x1) + ∥x2 − x1∥,

neboli
dC(x2)− dC(x1) ≤ ∥x2 − x1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|dC(x2)− dC(x1)| ≤ ∥x2 − x1∥,

takže funkce dC je lipschitzovská v Rn s koeficientem L = 1 Necht’ C je konvexńı, x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn.
Podle poznámky 312 existuj́ı body y1 ∈ C, y2 ∈ C tak, že

∥y1 − x1∥ = dC(x1),

∥y2 − x2∥ = dC(x2).

Položme y = λ1y1 + λ2y2, kde λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 a λ1 + λ2 = 1. Zřejmě y ∈ C, takže plat́ı

dC(λ1x1 + λ2x2) ≤ ∥y − λ1x1 − λ2x2∥ ≤ λ1∥y1 − x1∥+ λ2∥y2 − x2∥
= λ1dC(x1) + λ2dC(x2)

a dC je konvexńı v Rn Necht’ C je konvexńı, x ∈ Rn a y1 ∈ C, y2 ∈ C jsou dva r̊uzné body takové, že
∥y1 − x∥ = dC(x), ∥y2 − x∥ = dC(x). Pak

∥y2 − y1∥2 = ∥(y2 − x)− (y1 − x)∥2 = ∥y2 − x∥2 + ∥y1 − x∥2 − 2(y2 − x)T (y1 − x) > 0
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takže
(y2 − x)T (y1 − x) < d2C(x). (527)

Položme nyńı y = 1
2 (y2 + y1). Jelikož C je konvexńı, plat́ı y ∈ C. Dále podle (527) plat́ı

∥y − x∥2 =
1

4

(
∥y2 − x∥2 + ∥y1 − x∥2 + 2(y2 − x)T (y1 − x)

)
< d2C(x),

což je spor, nebot’ y ∈ C, takže podle poznámky 312 dC(x) ≤ ∥y − x∥. 2

Definice 64 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y ∈ C je bod takový, že ∥y − x∥ =
dC(x). Pak řekneme, že y je projekćı bodu x do množiny C a ṕı̌seme y = PC(x).

Věta 197 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ̸∈ C. Pak bod y = PC(x) je hraničńım bodem
množiny C.

Důkaz Připomeňme, že bod y ∈ Rn je hraničńım bodem uzavřené množiny C ⊂ Rn, jestliže y ∈ C a
existuje posloupnost {xi} ⊂ Rn \ C taková, že xi → y. Necht’ xi = x+ ti(y − x), 0 < ti < 1, i ∈ N . Pak
plat́ı ∥xi − x∥ < ∥y − x∥, i ∈ N , a pokud ti → 1, máme posloupnost bod̊u xi ̸∈ C takovou, že xi → y. 2

Lemma 71 . Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y = PC(x). Pak plat́ı

(x− y)T (z − y) ≤ 0 ∀z ∈ C

Důkaz Jelikož y ∈ C, z ∈ C a C je konvexńı, plat́ı y+λ(z−y) = λz+(1−λ)y ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. Označme

φ(λ) = ∥y + λ(z − y)− x∥2 = ∥y − x∥2 − 2λ(x− y)T (z − y) + λ2∥z − y∥2.

Pak zřejmě φ(0) = dC(x) a φ′(0) = −2(x − y)T (z − y). Pokud by platilo (x − y)T (z − y) > 0, neboli
φ′(0) < 0, existovala by hodnota 0 < λ ≤ 1 taková, že φ(λ) < φ(0), neboli ∥y + λ(z − y) − x∥2 < dC(x),
což neńı možné, nebot’ y + λ(z − y) ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. 2

Věta 198 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina. Pak

∥PC(x2)− PC(x1)∥ ≤ ∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ Rn.

Důkaz Necht’ y1 = PC(x1) a y2 = PC(x2). Podle lemmatu 71 plat́ı

(x1 − y1)
T (z1 − y1) ≤ 0 ∀z1 ∈ C,

(x2 − y2)
T (z2 − y2) ≤ 0 ∀z2 ∈ C.

Dosad́ıme-li z1 = y2, z2 = y1 a sečteme-li obě nerovnosti, dostaneme

((y2 − y1)− (x2 − x1))
T (y2 − y1) ≤ 0,

neboli
∥y2 − y1∥2 ≤ (x2 − x1)

T (y2 − y1) ≤ ∥x2 − x1∥∥y2 − y1∥,

což dává ∥y2 − y1∥ ≤ ∥x2 − x1∥. 2

Definice 65 Necht’ a ∈ Rn a α ∈ R. Pak množinu

H(a, α) = {y ∈ Rn : aT y ≤ α}

nazveme poloprostorem určeným normálovým vektorem a a č́ıslem α.
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Poznámka 313 Hranićı poloprostoru H(a, α) je nadrovina

L(a, α) = H(a, α) ∩H(−a, α) = {y ∈ Rn : aT y = α}.

Č́ıslo α určuje vzdálenost nadroviny L(a, α) od počátku. Tato vzdálenost se rovná pod́ılu α/∥a∥. Odtud
plyne, že bod y = 0 je hraničńım bodem poloprostoru H(a, α) (lež́ı v hraničńı nadrovině L(a, α)) právě
tehdy, když α = 0.

Věta 199 Poloprostor H(a, α) je uzavřenou konvexńı množinou.

Důkaz (a) Necht’ {yi} ⊂ H(a, α) je posloupnost taková, že yi → y. Jelikož aT yi ≤ α ∀i ∈ N a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı aT y ≤ α, takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α)
je tedy uzavřený.
(b) Necht’ y1 ∈ H(a, α), y2 ∈ H(a, α), takže aT y1 ≤ α, aT y2 ≤ α, a necht’ y = λy1 + (1 − λ)y2, kde
0 ≤ λ ≤ 1. Pak plat́ı

aT y = aT (λy1 + (1− λ)y2) = λaT y1 + (1− λ)aT y2 ≤ λα+ (1− λ)α = α,

takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α) je tedy konvexńı. 2

Věta 200 Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a necht’ x ̸∈ C. Pak existuje poloprostor H(a, α) takový,
že C ⊂ H(a, α) a x ̸∈ H(a, α). Tento poloprostor lze volit tak, že a = x − PC(x) a α = aTPC(x) (nebo
a = (x− PC(x))/∥x− PC(x)∥ a α = aTPC(x)). Pak PC(x) ∈ L(a, α), takže C ∩ L(a, α) ̸= ∅.

Důkaz Máme dokázat, že existuje vektor a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aTx > α ≥ aT z ∀z ∈ C.

Necht’ y = PC(x), takže ∥y − x∥ = dC(x). Položme a = x− y a α = aT y. Pak plat́ı

aTx = (x− y)Tx = (x− y)T (x− y) + (x− y)T y = ∥x− y∥2 + aT y > α,

nebot’ x ̸= C, takže ∥x − y∥ ̸= 0. Nerovnost α ≥ aT z ∀z ∈ C dokážeme sporem. Předpokládejme, že
existuje bod z ∈ C takový, že α = aT y < aT z, a označme z(λ) = y + λb, kde b = z − y. Zřejmě z(λ) ∈ C,
pokud 0 ≤ λ ≤ 1 (poznámka 307). Dále plat́ı

∥z(λ)− x∥2 = ∥λb− a∥2 = ∥a∥2 − 2λaT b+ λ2∥b∥2

a
d∥z(λ)− x∥2

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −2aT b = −2(aT z − aT y) < 0.

Tedy ∥z(0) − x∥2 = ∥a∥2 a existuje č́ıslo 0 < λ ≤ 1 takové, že ∥z(λ) − x∥2 < ∥a∥2 = d2C(x) ∀0 < λ < λ,
což je ve sporu s definićı dC(x). Jelikož jsme č́ıslo α zvolili tak, že α = aT y, plat́ı y ∈ L(a, α). 2

Důsledek 23 Necht’ C1, C2 jsou uzavřené konvexńı množiny takové, že C1 ∩ C2 = ∅. Pak existuje polo-
prostor H(a, α) takový, že C1 ⊂ H(a, α) a C2 ∩H(a, α) = ∅

Důkaz Jelikož množiny C1, C2 jsou uzavřené, existuj́ı body x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 takové, že

d(C1, C2)
∆
= inf

y1∈C1,y2∈C2

∥y2 − y1∥ = min
y1∈C1,y2∈C2

∥y2 − y1∥ = ∥x2 − x1∥

(argumentace je stejná jako v poznámce 312, dvojice x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 nemuśı být určena jednoznačně).
Protože x2 ̸∈ C1 plyne z věty 200 (a jej́ıho d̊ukazu), že C1 ⊂ H(a1, α1) a x2 ̸∈ H(a1, α1), kde a1 = x2 − x1
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a α1 = aT1 x1. Podobně C2 ⊂ H(a2, α2) a x1 ̸∈ H(a2, α2), kde a2 = x1 − x2 a α2 = aT2 x2. Zbývá dokázat,
že H(a1, α1) ∩H(a2, α2) = ∅ (pak lze volit a = a1, α = α1). Necht’ y ∈ H(a1, α1) ∩H(a2, α2). Pak plat́ı

(x2 − x1)
T y = aT1 y ≤ α1 = (x2 − x1)

Tx1,

(x1 − x2)
T y = aT2 y ≤ α2 = (x1 − x2)

Tx2,

jejichž sečteńım dostaneme

0 ≤ (x2 − x1)
T (x1 − x2) = −∥x2 − x1∥2 < 0

(nebot’ x2 ̸= x1), což je spor. 2

Věta 201 Uzavřená konvexńı množina C ⊂ Rn je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch C.

Důkaz Necht’ C̃ je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch uzavřenou konvexńı množinu C. Jelikož
kazdý poloprostor je podle věty 199 uzavřený a konvexńı, je množina C̃ uzavřená a konvexńı a plat́ı.
C ⊂ C̃. Stač́ı tedy dokázat, že C̃ ⊂ C. Předpokládejme naopak, že existuje bod x ∈ C̃ takový, že x ̸∈ C.
Pak podle věty 528 existuje poloprostor H takový, že C ⊂ H a x ̸∈ H. Jelikož C ⊂ H, plat́ı C ⊂ C̃ ⊂ H,
což je spor, nebot’ x ∈ C̃ a x ̸∈ H. 2

Definice 66 Konvexńı množina, která je pr̊unikem konečného počtu poloprostor̊u, se nazývá polyedrálńı
množinou.

Definice 67 Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a H(a, α) je poloprostor s hranićı L(a, α) takový,
že C ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α) ̸= ∅. Pak řekneme, že H(a, α) je tečným poloprostorem a L(a, α) tečnou
nadrovinou množiny C.

Poznámka 314 Ve větě 201 se můžeme omezit na tečné poloprostory (uzavřená konvexńı množina je
pr̊unikem svých tečných poloprostor̊u). Obsahuje-li poloprostor H(a, α) konvexńı množinu C, přižemž
C ∩ L(a, α) = ∅, lze volbou α′ = maxy∈C a

T y doćılit toho, že C ⊂ H(a, α′) ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α′) ̸= ∅.

Věta 202 Necht’ bod y ∈ Rn je hraničńım bodem uzavřené konvexńı množiny C. Pak existuje tečná
nadrovina L(a, α) taková, že y ∈ L(a, α).

Důkaz Jelikož y ∈ C je hraničńım bodem uzavřené konvexńı množiny C, existuje posloupnost {xi} ⊂
Rn \ C taková, že xi → y. Pro každý bod xi ̸∈ C, i ∈ N , lze podle věty 200 sestrojit poloprostor
H(ai, αi) takový, že C ⊂ H(ai, αi) a PC(xi) ∈ L(ai, αi), přičemž ai = (xi − PC(xi))/∥xi − PC(xi)∥
a αi = aTi PC(xi). Jelikož xi → y, plat́ı podle věty 198 PC(xi) → PC(y), takže vektory ai a č́ısla
αi jsou omezené a můžeme tud́ıž bez újmy na obecnosti předpokládat, že ai → a a αi → α (v opačném
př́ıpadě vybereme vhodné podposloupnosti). Jelikož se rovnost i neostrá nerovnost zachovávaj́ı při limitńım
přechodu, plat́ı C ⊂ H(a, α) a y ∈ L(a, α). 2

Definice 68 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Neńı-li bod x konvexńı kombinaćı
žádných bod̊u z C r̊uzných od x, řekneme, že x je krajńım bodem nebo vrcholem množiny C.

Poznámka 315 Z d̊ukazu věty 190 plyne, že se v definici krajńıch bod̊u můžeme omezit na konvexńı
kombinace dvou bod̊u z C r̊uzných od x. Dále se můžeme omezit na pr̊uměry dvou bod̊u z C r̊uzných od
x. Necht’ x = λ1x1 + λ2x2, λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ λ2 ≥ 0. Polož́ıme-li x3 = λ′1x1 + λ′2x2, kde λ

′
1 = 2λ1 − 1,

λ′2 = 2λ2, takže λ
′
1 + λ′2 = 1, λ′1 ≥ 0, λ′2 ≥ 0, plat́ı x3 ∈ C a x = (x1 + x3)/2. Bod x ∈ C je tedy krajńım

bodem konvexńı množiny C, neexistuj́ı-li dva body x1 ∈ C, x3 ∈ C takové, že x = (x1 + x3)/2.

Věta 203 Kompaktńı konvexńı množina je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u.
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Důkaz větu dokážeme indukćı. V R je tvrzeńı zřejmé, nebot’ v tomto př́ıpadě je každá kompaktńı konvexńı
množina uzavřeným intervalem, který je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u. Předpokládejme, že
tvrzeńı plat́ı v Rk, kde k prob́ıhá indexy 1 ≤ k ≤ n− 1. Necht’ C ⊂ Rn je kompaktńı konvexńı množina a
x ∈ C neńı jej́ım krajńım bodem.
(a) Předpokládejme nejprve, že x je hraničńım bodem množiny C. Pak podle věty 202 existuje tečná
nadrovina L(a, α) taková, že x ∈ L(a, α). Označme C̃ = C ∩ L(a, α). Jelikož C a L(a, α) jsou uzavřené
konvexńı množiny, C je kompaktńı a L(a, α) má dimenzi nižš́ı než n, je i množina C̃ kompaktńı, kon-
vexńı a má dimenzi nižš́ı než n. Podle indukčńıho předpokladu je tedy bod x konvexńı kombinaćı
krajńıch bod̊u množiny C̃. Zbývá dokázat, že krajńı body množiny C̃ jsou také krajńı body množiny
C. Předpokládejme naopak, že bod y je krajńım bodem množiny C̃, ale neńı krajńım bodem množiny C.
Pak podle poznámky 315 existuj́ı body y1 ∈ C \ L(a, α), y2 ∈ C \ L(a, α), takové, že y = (y1 + y2)/2.
Jelikož y ∈ L(a, α), plat́ı α = aT y = (aT y1 + aT y2)/2 a pokud aT y1 < α, muśı být aT y2 > α, což je spor,
nebot’ y2 ∈ C a C ⊂ H(a, α), takže nutně aT y2 ≤ α.
(b) Je-li x vnitřńım bodem množiny C, která je kompaktńı, lze t́ımto bodem vést př́ımku, která protne
hranici množiny C ve dvou r̊uzných bodech x1 ̸= x a x2 ̸= x. Zřejmě x je konvexńı kombinaćı bod̊u x1 a
x2. Jelikož v (a) bylo dokázáno, že body x1 a x2 jsou konvexńımi kombinacemi krajńıch bod̊u množiny C,
je i bod x konvexńı kombinaćı krajńıch bod̊u množiny C. 2

Definice 69 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

δC(x) = sup
y∈C

yTx

nazveme opěrnou funkćı množiny C.

Poznámka 316 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak plat́ı

δC(x) = max
y∈C

yTx.

Existuje tedy bod y ∈ C takový, že δC(x) = yTx. V daľśım výkladu se omeźıme na kompaktńı množiny i
když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.

Věta 204 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak opěrná funkce δC je pozitivně homogenńı, subaditivńı
a lipschitzovská v Rn.

Důkaz Podle poznámky 316 pro x ∈ Rn a λ ≥ 0 plat́ı

δC(λx) = max
y∈C

yT (λx) = λmax
y∈C

yTx = λδC(x),

takže funkce δC je pozitivně homogenńı. Podobně pro x1 ∈ Rn a x2 ∈ Rn plat́ı

δC(x1 + x2) = max
y∈C

yT (x1 + x2) ≤ max
y∈C

yTx1 +max
y∈C

yTx2 = δC(x1) + δC(x2),

takže funkce δC je subaditivńı. Ze subaditivity plyne nerovnost

δC(x2) ≤ δC(x1) + δC(x2 − x1)

a jelikož C je kompaktńı existuje konstanta L taková, že ∥y∥ ≤ L ∀y ∈ C. Můžeme tedy psát

δC(x2)− δC(x1) ≤ max
y∈C

yT (x2 − x1) ≤ L∥x2 − x1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|δC(x2)− δC(x1)| ≤ L∥x2 − x1∥,

takže funkce δC je lipschitzovská v Rn. 2
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Věta 205 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak

δC(x) = δconvC(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Protože C ⊂ convC, plat́ı podle poznámky 316 δC(x) ≤ δconvC(x) ∀x ∈ Rn. Necht’ x ∈ Rn. Podle
věty 194 lze každý vektor y ∈ conv C vyjádřit jako konvexńı kombinaci nejvýše n + 1 vektor̊u yi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1. Můžeme tedy psát

δconvC(x) = max
y∈convC

yTx = max

{
n+1∑
i=1

λiy
T
i x : yi ∈ C, λi ≥ 0,

n+1∑
i=1

λi = 1

}
≤ max

y∈C
yTx = δC(x). 2

Věta 206 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou konvexńı a kompaktńı. Pak C1 ⊂ C2 plat́ı právě tehdy,
jestlǐze

δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jestliže C1 ⊂ C2, pak podle poznámky 316 plat́ı δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn. Předpokládejme, že
δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn a existuje bod y ∈ C1 takový, že y ̸∈ C2. Pak podle věty 200 existuje vektor
a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aT y > α ≥ aT y ∀y ∈ C2.

Plat́ı tedy
δC1(a) ≥ aT y > δC2(a),

což je ve sporu s předpokladem. 2

Důsledek 24 Necht’ množina C ⊂ Rn je konvexńı a kompaktńı. Pak y ∈ C právě tehdy, jestlǐze

yTx ≤ δC(x) ∀x ∈ Rn.

Věta 207 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou kompaktńı. Pak

δC1+C2(x) = δC1(x) + δC2(x).

Důkaz Plat́ı

δC1+C2(x) = max
y∈C1+C2

yTx = max
y1∈C1
y2∈C2

(y1 + y2)
Tx = max

y1∈C1

yT1 x+ max
y2∈C2

yT2 x

= δC1(x) + δC2(x).

2

Opěrná funkce množiny C ⊂ Rn má bezprostředńı vztah k poloprostor̊um obsahuj́ıćım tuto množinu.

Věta 208 Množina C ⊂ Rn lež́ı v poloprostoru H(a, α) právě tehdy jestlǐze α ≥ δC(a), přičemž H(a, α)
je tečným poloprostorem množiny C právě tehdy, jestlǐze α = δC(a).

Důkaz Tvrzeńı plyne z definice 69 a z toho, že C ⊂ H(a, α) právě tehdy, jestliže δC(a) = supy∈C a
T y ≤ α

a C ∩ L(a, α) = ∅, pokud δC(a) = supy∈C a
T y < α. 2

Definice 70 Řekneme, že množina K ⊂ Rn je kuželem, jestlǐze z x ∈ K a λ ≥ 0 plyne λx ∈ K.

Věta 209 Pr̊unik kužel̊u je kuželem.

Důkaz Necht’ K = ∩αKα, kde Kα ⊂ Rn jsou kužely. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak plat́ı x ∈ Kα a tedy
λx ∈ Kα ∀α. Odtud plyne, že λx ∈ K. 2
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Věta 210 Lineárńı kombinace kužel̊u je kuželem.

Důkaz Necht’ K =
∑m

i=1 λiKi, kde Ki ⊂ Rn jsou kužely a λi ∈ R. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak existuj́ı
body xi ∈ Ki, 1 ≤ i ≤ m, takové, že

λx = λ
m∑
i=1

λixi =
m∑
i=1

λi(λxi).

Jelikož xi ∈ Ki a λ ≥ 0, plat́ı λxi ∈ Ki, 1 ≤ i ≤ m, takže λx ∈ K. 2

Definice 71 Kuželovým obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

cone C =
∩

C⊂Kα

Kα

všech kužel̊u Kα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch C.

Věta 211 Necht’ C ⊂ Rn. Pak plat́ı

cone C =
∪
λ≥0

λC = {x ∈ Rn : x = λy, y ∈ C, λ ≥ 0}

Kužel cone C je tedy množinou všech nezáporných násobk̊u bod̊u z C.

Důkaz Necht’ K̃ =
∪

λ≥0 λC. Jelikož K̃ je kužel obsahuj́ıćı množinu C, plat́ı cone C ⊂ K̃. Necht’ naopak

y ∈ K̃, takže y = λx, kde x ∈ C a λ ≥ 0. Necht’ Kα je libovolný kužel obsahuj́ıćı množinu C. Jelikož
x ∈ C, plat́ı x ∈ Kα a jelikož λ ≥ 0, plat́ı y = λx ∈ Kα. Tud́ıž y ∈ cone C. 2

Věta 212 Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li všechny nezáporné lineárńı
kombinace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina K všechny nezáporné lineárńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı
kombinace tvaru (524) a nezáporné násobky svých bod̊u, takže je konvexńım kuželem. Necht’ K je kon-
vexńım kuželem a xi ∈ K, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. Položme λ = λ1 + . . . + λm. Jestliže λ = 0, plat́ı
λ1x1 + . . . λmxm = 0 ∈ K. Jestliže λ > 0, polož́ıme

x′ =
m∑
i=1

λi
λ
xi

∆
=

m∑
i=1

λ′ixi,

kde λ′1 + . . .+ λ′m = 1. Jelikož množina K je konvexńı, plat́ı x′ ∈ K, takže

x =

m∑
i=1

λixi = λx′ ∈ K.

2

Důsledek 25 Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li nezáporné násobky a
součty svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina K nezáporné násobky a součty svých bod̊u, je kuželem podle definice 70 a z
x1 ∈ K, x2 ∈ K a 0 ≤ λ ≤ 1 plyne λx1 ∈ K, (1− λ)x2 ∈ K, takže λx1 + (1− λ)x2 ∈ K a K je konvexńı
množinou. Opačná implikace plyne bezprostředně z věty 212. 2

Věta 213 Množina cone (conv C) je množinou všech nezáporných lineárńıch kombinaćı bod̊u z C.
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Důkaz Necht’ K̃ je množina všech nezáporných lineárńıch kombinaćı bod̊u z C. Jelikož nezáporná lineárńı
kombinace nezáporných lineárńıch kombinaćı je opět nezápornou lineárńı kombinaćı je podle věty 212 K̃
konvexńım kuželem. Podle definice 71 tedy plat́ı cone (conv C) ⊂ K̃. Necht’ x ∈ K̃ a x ̸∈ cone (conv C).
Pak podle věty 200 existuje poloprostor H(a, 0) takový, že cone (conv C) ⊂ H(a, 0) a x ̸∈ H(a, 0). Jelikož
H(a, 0) je konvexńım kuželem, je podle vět 191 a 209 i H(a, 0) ∩ cone (conv C) konvexńım kuželem, což
je spor s minimalitou K̃ (definice 71). 2

Jelikož uzavřený konvexńı kužel je uzavřenou konvexńı množinou, můžeme studovat tečné poloprostory
uzavřených konvexńıch kužel̊u.

Věta 214 Tečný poloprostor uzavřeného konvexńıho kuželu je uzavřeným konvexńım kuželem (takže ob-
sahuje počátek souřadnic). Jestlǐze K ⊂ H(a, 0), je H(a, 0) tečným poloprostorem uzavřeného konvexńıho
kuželu K.

Důkaz Necht’ H(a, α) je tečným poloprostorem uzavřeného konvexńıho kuželu K. Jelikož L(a, α)∩K ̸= ∅,
existuje bod y ∈ K takový, že aT y = α. Protože K je kuželem, muśı platit λy ∈ K ⊂ H(a, α) ∀λ ≥ 0,
neboli

λα = aT (λy) ≤ α ∀λ ≥ 0,

což lze zajistit pouze tehdy, když α = 0. V tomto př́ıpadě 0 ∈ H(a, 0) a pokud x ∈ H(a, 0), pak také
λx ∈ H(a, 0) ∀λ ≥ 0. Konvexita H(a, 0) plyne z věty 199. Zbytek tvrzeńı plyne z poznámky 314. 2

Definice 72 Necht’ C ∈ Rn. Množinu

C∗ = {x ∈ Rn : yTx ≤ 0 ∀y ∈ C}

nazveme polárńım kuželem množiny C.

Poznámka 317 Z definice 72 lze snadno usoudit, že z C1 ⊂ C2 plyne C∗
2 ⊂ C∗

1 .

Věta 215 Necht’ C ⊂ Rn. Pak množina C∗ je uzavřeným konvexńım kuželem.

Důkaz (a) Necht’ {xi} ⊂ C∗ je posloupnost taková, že xi → x. Jelikož yTxi ≤ 0 ∀i ∈ N ∀y ∈ C a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı

yTx = lim
i→∞

yTxi ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže x ∈ C∗.
(b) Necht’ x1 ∈ C∗, x2 ∈ C∗. Pak plat́ı yTx1 ≤ 0, yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1 a x = λx1+(1−λ)x2.
Pak

yTx = yT (λx1 + (1− λ)x2) = λyTx1 + (1− λ)yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže x ∈ C∗.
(c) Necht’ x ∈ C∗ a λ ≥ 0. Pak plat́ı

yT (λx) = λyTx ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže λx ∈ C∗. 2

Věta 216 Je-li K ⊂ Rn uzavřeným konvexńım kuželem, plat́ı (K∗)∗ = K.

Důkaz Necht’ y ∈ (K∗)∗. Pak podle definice 72 plat́ı yTx ≤ 0 ∀x ∈ K∗, takže y ∈ K. Necht’ naopak
z ̸∈ K. Jelikož K je uzavřeným konvexńım kuželem, existuje podle věty 200 a věty 212 poloprostor H(x, 0)
takový, že K ⊂ H(x, 0) a z ̸∈ H(x, 0), neboli xT y ≤ 0 ∀y ∈ K (takže x ∈ K∗) a xT z > 0. Protože x ∈ K∗

a xT z > 0, muśı platit z ̸∈ (K∗)∗. 2
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Věta 217 Necht’ K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak

K∗ = {x ∈ Rn : PK(x) = 0}.

Důkaz Necht’ PK(x) = 0. Pak podle věty 200 existuje tečný poloprostor množiny K s normálovým
vektorem a = x−PK(x) = x a č́ıslem α = (x−PK(x))TPK(x) = 0, takže xT y ≤ 0 ∀y ∈ K, neboli x ∈ K∗.
Necht’ naopak x ∈ K∗. Pak xT y ≤ 0 ∀y ∈ K, takže K ⊂ H(x, 0), a jelikož PH(x,0)(x) = 0, plat́ı též
PK(x) = 0. 2

Věta 218 Necht’K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak K∗ je sjednoceńım normálových vektor̊u tečných
poloprostor̊u kuželu K, neboli

K∗ =
∪

K⊂H(a,0)

a.

Důkaz Označme K̃∗ množinu na pravé straně dokazované rovnosti. Necht’ a ∈ K̃∗. Pak H(a, 0) je tečným
poloprostorem kuželu K, takže aT y ≤ 0 ∀y ∈ K, neboli a ∈ K∗. Necht’ naopak a ∈ K∗. Pak aT y ≤ 0
∀y ∈ K, takže K ⊂ H(a, 0). Jelikož H(a, 0) je podle věty 212 tečným poloprostorem množiny K, plat́ı
a ∈ K̃∗. 2

Definice 73 KuželK ∈ Rn, který je pr̊unikem konečného počtu tečných poloprostor̊u, se nazvývá polyedrál-
ńım kuželem

Věta 219 Necht’ K ∈ Rn je polyedrálńı kužel takový, že

K =

m∩
i=1

H(ai, 0)

Pak
K∗ = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

Důkaz Označme K̃∗ množinu na pravé straně dokazované rovnosti. Necht’ a ∈ K̃∗. Pak podle věty 213
existuj́ı č́ısla λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, taková, že

a =
m∑
i=1

λiai.

Jelikož aTi y ≤ 0 ∀y ∈ K a λi ≥ 0, plat́ı aT y ≤ 0 ∀y ∈ K, takže a ∈ K∗. Necht’ naopak a ̸∈ K̃∗. Pak podle
věty 200 existuje vektor x ∈ Rn takový, že xTai ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, a xTa > 0. To znamená, že x ∈ H(ai, 0),
1 ≤ i ≤ m, neboli x ∈ K, a jelikož xTa > 0, muśı platit a ̸∈ K∗. 2

Definice 74 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Tečným kuželem množiny C v bodě x nazveme
množinu

TC(x) = {y ∈ Rn : existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C}

Věta 220 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak TC(x) je uzavřeným kuželem. Je-li C
konvexńı, je i TC(x) konvexńı.

Důkaz (a) Necht’ yk ∈ TC(x), y
k → y a ε > 0. Pak existuje index k ∈ N takový, že ∥yk − y∥ < ε/2

∀k ≥ k. Jelikož yk ∈ TC(x), existuj́ı posloupnosti

yki → yk, tki ↓ 0

takové, že x+ tki y
k
i ∈ C. Pro každé k ∈ N tedy existuje index ik ∈ N takový, že

∥yki − yk∥ < ε/2, tki < 1/k, a x+ tki y
k
i ∈ C
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∀i ≥ ik. Zkonstruujeme-li posloupnost index̊u {ik} ⊂ N rekurentńım předpisem i1 = i1 a ik+1 = max(ik+
1, ik+1), plat́ı

∥ykik − yk∥ < ε/2, tkik < 1/k a x+ tikyik ∈ C

pro libovolný index k ∈ N a
∥ykik − y∥ ≤ ∥ykik − yk∥+ ∥yk − y∥ < ε

pro k ≥ k. Plat́ı tedy ykik → y, tkik ↓ 0 a x+ tkiky
k
ik

∈ C, což implikuje y ∈ TC(x), takže množina TC(x) je
uzavřená.
(b) Necht’ y ∈ TC(x) a λ ≥ 0. Podle definice 74 existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C.
Pak ale

λyi → λy, ti/λ ↓ 0 a x+ (ti/λ)λyi = x+ tiyi ∈ C,

takže λy ∈ TC(x) a množina TC(x) je kuželem.
(c) Necht’ y1 ∈ TC(x) a y

2 ∈ TC(x). Podle definice 74 existuj́ı posloupnosti

y1i → y1, t1i ↓ 0, y2i → y2, t2i ↓ 0

takové, že x+t1i y
1
i ∈ C, x+t2i y

2
i ∈ C. Je-li C konvexńı, plat́ı podle poznámky 307 x+tiy

1
i ∈ C, x+tiy

2
i ∈ C,

kde ti = min(t1i , t
2
i ). Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme y = λy1 + (1− λ)y2 a yi = λy1i + (1− λ)y2i , i ∈ N . Pak

yi = λy1i + (1− λ)y2i → λy1 + (1− λ)y2 = y,

ti ↓ 0 a
x+ tiyi = λ(x+ tiy

1
i ) + (1− λ)(x+ tiy

2
i ) ∈ C,

takže y ∈ TC(x) a množina TC(x) je konvexńı. 2

Věta 221 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

TC(x) =
∪
λ≥0

λ(C − x)

Důkaz Označme
K = cone (C − x) =

∪
λ≥0

λ(C − x).

(a) Necht’ z ∈ C, λ ≥ 0 a y = λ(z − x). Necht’ yi = y ∀i ∈ N a ti ↓ 0, přičemž t′i = λti ≤ 1. Pak

x+ tiyi = x+ tiy = x+ λti(z − x) = x+ t′i(z − x) ∈ C

podle poznámky 307, takže y ∈ TC(x). Plat́ı tedy K ⊂ TC(x) a jelikož TC(x) je uzavřená množina, též
K ⊂ TC(x).
(b) Necht’ naopak y ∈ TC(x). Pak existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x + tiyi ∈ C. Označme
zi = x+ tiyi ∈ C. Pak yi = (zi − x)/ti, takže yi ∈ K. Jelikož yi → y, plat́ı y ∈ K, takže TC(x) ⊂ K. 2

Věta 222 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım bodem. Pak TC(x)
je p̊unikem všech tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic, neboli

TC(x) =
∩

C−x⊂H(a,0)

H(a, 0).

Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, je i tečný kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné poloprostory H(ai, 0),
1 ≤ i ≤ m, takové, že

TC(x) =
m∩
i=1

H(ai, 0).
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Důkaz (a) Označme K pr̊unik všech tečných poloprostor̊u množiny C−x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic.
Necht’ y ∈ cone (C − x). Pak existuje bod z ∈ C − x takový, že y = λz, λ ≥ 0, a pro libovolný tečný
poloprostor H(a, 0) množiny C−x plat́ı aT y = λaT z ≤ 0, neboli y ∈ H(a, 0). Plat́ı tedy cone (C−x) ⊂ K
a jelikož K je uzavřeným kuželem, též TC(x) ⊂ K.
(b) Necht’ y ∈ K a y ̸∈ TC(x). Jelikož TC(x) je uzavřená konvexńı množina, existuje podle věty 200 tečný
poloprostor této množiny takový, že TC(x) ⊂ H a y ̸∈ H. Podle věty 212 je 0 ∈ H, takže H je tečným
poloprostorem množiny C − x obsahuj́ıćım počátek souřadnic. Plat́ı tedy K ⊂ H a jelikož y ̸∈ H, muśı
být y ̸∈ K, což je ve sporu s předpokladem, že y ∈ K.
(c) Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, má tuto vlastnost i množina C − x. Jelikož C − x je pr̊unikem
konečného počtu poloprostor̊u, lze i v pr̊uniku definuj́ıćım TC(x) vybrat konečný počet poloprostor̊u. 2

Definice 75 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Normálovým kuželem množiny C v
bodě x nazveme množinu

NC(x) = T ∗
C(x),

kde T ∗
C(x) je polárńı kužel tečného kuželu TC(x).

Poznámka 318 Podle věty 215 je množina NC(x) uzavřeným konvexńım kuželem.

Věta 223 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Důkaz Plat́ı

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈ TC(x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈
∪
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈
∪
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Prvńı rovnost plyne z definic 72 a 75, druhá z věty 221, třet́ı z invariance neostré nerovnosti v̊uči limitńımu
přechodu a posledńı z invariance neostré nerovnosti v̊uči násobeńı nezáporným č́ıslem λ. 2

Věta 224 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım bodem. Pak NC(x)
je sjednoceńım normálových vektor̊u tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic,
neboli

NC(x) =
∪

C−x⊂H(a,0)

a.

Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, je i normálový kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné poloprostory
H(ai, 0), 1 ≤ i ≤ m, takové, že

NC(x) = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

Důkaz Toto tvrzeńı je d̊usledkem věty 218, věty 219 a věty 222. 2

15.2 Konvexńı funkce

Definice 76 Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, jestlǐze existuje č́ıslo ε > 0
tak, že F je definovaná v B(x, ε) = {y : ∥y − x∥ < ε} a plat́ı

F (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λF (x1) + (1− λ)F (x2), (528)

pokud x1 ∈ B(x, ε), x2 ∈ B(x, ε) a 0 ≤ λ ≤ 1. Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı na konvexńı
množině C ⊂ Rn, plat́ı-li (528) pokud x1 ∈ C, x2 ∈ C a 0 ≤ λ ≤ 1.
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Poznámka 319 Nerovnost (528) můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru

F (x2 + λ(x1 − x2)) ≤ F (x2) + λ(F (x1)− F (x2)).

Poznámka 320 Indukćı snadno dokážeme, že z xi ∈ C, λi ≥ 0 a
∑m

i=1 λi = 1 plyne

F

(
m∑
i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λiF (xi),

pokud F je konvexńı na C (princip d̊ukazu je shodný s postupem uvedeným v d̊ukazu věty 190).

Věta 225 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F je lipschitzovská v okoĺı
bodu x.

Důkaz Jelikož F je konvexńı v okoĺı bodu x, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F je definovaná a konvexńı v
B(x, ε

√
n+ 1) a tud́ıž i v nadkrychli

H(x, ε) = {y ∈ Rn : xi − ε ≤ yi ≤ xi + ε, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ B(x, ε
√
n+ 1).

Necht’ y(k), 1 ≤ k ≤ 2n, jsou vrcholy této nadkrychle. Označme

M = max
1≤k≤2n

F (y(k)).

Jelikož každý bod H(x, ε) lze podle věty 203 vyjádřit jako konvexńı kombinaci vrchol̊u y(k), 1 ≤ k ≤ 2n,
plat́ı to i o bodech okoĺı B(x, ε) ⊂ H(x, ε). Necht’ tedy y ∈ B(x, ε). Pak plat́ı

y =

2n∑
k=1

λky
(k),

2n∑
k=1

λk = 1,

kde λk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ 2n, takže

F (y) = F

(
2n∑
k=1

λky
(k)

)
≤

2n∑
k=1

λkF (y
(k)) ≤M

2n∑
k=1

λk =M.

Funkce F je tedy omezená shora na B(x, ε). Zvolme nyńı y ∈ B(x, ε) a y′ = 2x − y. Pak ∥y′ − x∥ =
∥x− y∥ < ε takže y′ ∈ B(x, ε). Z konvexity plyne

F (x) = F

(
y + y′

2

)
≤ 1

2
(F (y) + F (y′)),

takže

F (y) ≥ 2F (x)− F (y′) ≥ 2F (x)−M

a funkce F je omezená zdola na B(x, ε). Položme δ = ε/2 a m = 2F (x) − M . Necht’ z ∈ B(x, δ),
z′ ∈ B(x, δ) a z ̸= z′. Položme

z′′ = z′ + δ
z′ − z

∥z′ − z∥
∈ B(x, ε).

Př́ımým výpočtem dostaneme

z′ =
∥z′ − z∥

δ + ∥z′ − z∥
z′′ +

δ

δ + ∥z′ − z∥
z

a z konvexity plyne
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F (z′)− F (z) ≤ ∥z′ − z∥
δ + ∥z′ − z∥

F (z′′) +
δ

δ + ∥z′ − z∥
F (z)− F (z)

=
∥z′ − z∥

δ + ∥z′ − z∥
(F (z′′)− F (z)) ≤ 1

δ
∥z′ − z∥(M −m).

Jelikož nezálež́ı na pořad́ı bod̊u z a z′, dostaneme

|F (z′)− F (z)| ≤ M −m

δ
∥z′ − z∥,

takže F je lipschitzovská s konstantou L = (M −m)/δ na B(x, δ). 2

Lemma 72 Necht’ funkce φ : R → R je konvexńı na intervalu [a, b] a necht’ a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b. Pak
plat́ı

φ(t2)− φ(t1)

t2 − t1
≤ φ(t3)− φ(t1)

t3 − t1
≤ φ(t3)− φ(t2)

t3 − t2
.

Důkaz Plat́ı

t2 = t1 +
t2 − t1
t3 − t1

(t3 − t1),

kde

0 ≤ t2 − t1
t3 − t1

≤ 1.

Z konvexity funkce φ (poznámka 319) pak dostaneme

φ(t2) ≤ φ(t1) +
t2 − t1
t3 − t1

(φ(t3)− φ(t1)),

což dokazuje levou nerovnost. Pravá nerovnost se dokazuje analogicky pomoćı vztahu

t3 = t2 +
t3 − t2
t3 − t1

(t3 − t1).

Z konvexity funkce φ pak plyne

φ(t3) ≤ φ(t2) +
t3 − t2
t3 − t1

(φ(t3)− φ(t1)).

2

Definice 77 Řekneme, že funkce F : Rn → R má v bodě x ∈ Rn směrovou derivaci ve směru h ∈ Rn,
existuje-li konečná limita

F ′(x, h) = lim
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
. (529)

Věta 226 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je lipschitzovská s nějakou
konstantou L v okoĺı tohoto bodu). Pak:

335



(a) Směrová derivace F ′(x, h) existuje pro každé h ∈ Rn. Nav́ıc existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

F ′(x, h) = inf
0<t∥h∥<ε

F (x+ th)− F (x)

t
.

(b) Funkce F ′(x, ·) : Rn → R je pozitivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(c) Funkce F ′(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F ′(xi, hi) ≤ F ′(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

Důkaz (a) Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε). Podle lemmatu 72 je funkce

φ(t) =
F (x+ th)− F (x)

t

neklesaj́ıćı (levá nerovnost) a zdola omezená pro 0 < t∥h∥ < ε (spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme
(F (x + th) − F (x))/t ≥ (F (x) − F (x − t′h))/t′ pro libovolné 0 < t′h < ε, přičemž výraz na levé straně
posledńı nerovnosti je konečný, nebot’ funkce F je spojitá). Existuje tedy limita (529). Zbytek tvrzeńı (a)
plyne z toho, že φ(t) je neklesaj́ıćı pro 0 < t∥h∥ < ε.
(b) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

F ′(x, λh) = lim
t↓0

F (x+ tλh)− F (x)

t
= λ lim

t↓0

F (x+ tλh)− F (x)

λt
= λF ′(x, h),

takže F ′(x, ·) je pozitivně homogenńı. Dále plat́ı

F ′(x, h1 + h2) = lim
t↓0

F (x+ t(h1 + h2))− F (x)

t

= lim
t↓0

F
(
1
2 (x+ 2th1) +

1
2 (x+ 2th2)

)
− F (x)

t

≤ lim
t↓0

F (x+ 2th1)− F (x)

2t
+ lim

t↓0

F (x+ 2th2)− F (x)

2t

= F ′(x, h1) + F ′(x, h2),

takže F ′(x, ·) je subaditivńı. Dále plat́ı

F (x+ th2)− F (x+ th1) ≤ Lt∥h2 − h1∥

pro t > 0. Můžeme tedy psát

lim
t↓0

F (x+ th2)− F (x)

t
≤ lim

t↓0

F (x+ th1)− F (x)

t
+ L∥h2 − h1∥,

takže

F ′(x, h2)− F ′(x, h1) ≤ L∥h2 − h1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|F ′(x, h2)− F ′(x, h1)| ≤ L∥h2 − h1∥,
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což dokazuje lipschitzovskost F (x, ·).
(c) Necht’ xi → x a hi → h. Položme ti =

√
∥xi − x∥ + 1/i (člen 1/i je tam proto, aby platilo ti > 0 i

když xi = x) a předpokládejme bez újmy na obecnosti, že všechny body x+ tih, x+ tihi a xi + tihi lež́ı v
B(x, ε). Pak podle (a) plat́ı

F ′(xi, hi) ≤
F (xi + tihi)− F (xi)

ti
=
F (x+ tih)− F (x)

ti
+
F (xi + tihi)− F (x+ tih)

ti
+
F (x)− F (xi)

ti
.

Ale

|F (xi + tihi)− F (x+ tih)|
ti

≤ L(∥xi − x∥+ ti∥hi − h∥)
ti

≤ L(
√
∥xi − x∥+ ∥hi − h∥) → 0

a

|F (xi)− F (x)|
ti

≤ L∥xi − x∥
ti

≤ L
√
∥xi − x∥ → 0.

Můžeme tedy psát

lim sup
i→∞

F ′(xi, hi) ≤ lim sup
i→∞

F (x+ tih)− F (x)

ti
= lim

t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
= F ′(x, h)

2

Poznámka 321 Z části (b) d̊ukazu věty 226 vyplývá, že pokud směrová derivace F ′(x, ·) existuje, je
pozitivně homogenńı a je-li funkce F : Rn → R lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, je F ′(x, ·) lipschitzovská
a tud́ıž spojitá (tato dvě d́ılč́ı tvrzeńı nevyžaduj́ı konvexitu).

Poznámka 322 Podle definice 77 plat́ı F ′(x, 0) = 0, takže podle věty 226 (b) dostaneme

|F ′(x, h)| = |F ′(x, h)− F ′(x, 0)| ≤ L∥h∥.

Definice 78 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Elementy g ∈ ∂F (x) budeme nazývat subgradienty funkce F
v bodě x.

Věta 227 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je v tomto okoĺı lipschitzovská
s nějakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥g∥ ≤ L ∀g ∈ ∂F (x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak g ∈ ∂F (x) (polospojitost shora).

(d) Existuje č́ıslo ε > 0 takové, že pro libovolný vektor g ∈ ∂F (x) plat́ı

F (x+ h)− F (x) ≥ gTh ∀h ∈ B(0, ε).

337



Důkaz (a) Podle věty 226 (b) je funkce F ′(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (tvrzeńı 10) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ F ′(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂F (x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂F (x), g2 ∈ ∂F (x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)
Th = λ1g

T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1F

′(x, h) + λ2F
′(x, h) = F ′(x, h),

takže subdiferenciál ∂F (x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂F (x). Podle definice 78 a poznámky 322 plat́ı

∥g∥2 = gT g ≤ F ′(x, g) ≤ L∥g∥,

čili ∥g∥ ≤ L, takže subdiferenciál ∂F (x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂F (x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ F ′(x, h),

takže g ∈ ∂F (x) a subdiferenciál ∂F (x) je uzavřený.
(b) Podle definice 78 plat́ı

F ′(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
. (530)

Uvažujme lineárńı funkci l(λh)
∆
= λF ′(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂

Rn. Jelikož je F ′(x, ·) pozitivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
g ∈ Rn takový, že F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λF ′(x, h). Tedy g ∈ ∂F (x) a pro λ = 1
dostaneme F ′(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (530).
(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂F (xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ lim sup
i→∞

F ′(xi, h).

Podle věty 226 (c) je funkce F ′(·, .) shora polospojitá, takže gTh ≤ F ′(x, h).
(d) Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε) a g ∈ ∂F (x). Podle definice 78 a věty 226 (a) plat́ı

gTh ≤ F ′(x, h) ≤ F (x+ th)− F (x)

t

pro 0 < t ≤ 1 a h ∈ B(0, ε). Zvoĺıme-li t = 1, dostaneme dokazovanou nerovnost. 2

Poznámka 323 Porovnáme-li větu 227 (b) s poznámkou 316, vid́ıme, že směrová derivace je opěrnou
funkćı subdiferenciálu, neboli

F ′(x, h) = δ∂F (x)(h).

Věta 228 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v bodě x ∈ Rn.
Pak plat́ı

∂F (x) = {∇F (x)}.
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Důkaz Je-li F diferencovatelná v bodě x ∈ Rn, plat́ı

F ′(x, h) = (∇F (x))Th.

Necht’ g ∈ ∂F (x). Pak podle definice 78 plat́ı

(∇F (x))Th ≥ gTh ∀h ∈ Rn.

Pro žádný vektor h ∈ Rn nemůže nastat př́ıpad, že (∇F (x))Th > gTh, nebot’ by muselo platit (∇F (x))T (−h) <
gT (−h), což je nemožné. Tedy (∇F (x))Th = gTh ∀h ∈ Rn, neboli g = ∇F (x). 2

Věta 229 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F má v bodě x lokálńı
minimum právě tehdy, jestlǐze

0 ∈ ∂F (x).

Důkaz Podle věty 226 (a) má funkce F : Rn → R v bodě x ∈ Rn lokálńı minimum právě tehdy, jestliže
F ′(x, h) ≥ 0, ∀h ∈ Rn. Podle definice 78 tedy plat́ı 0 ∈ ∂F (x). Jestliže 0 ∈ ∂F (x), existuje podle
věty 227 (d) č́ıslo ε > 0 takové, že F (x + h) − F (x) ≥ 0 ∀h ∈ B(x, ε), takže F má v bodě x lokálńı
minimum. 2

Některé daľśı vlastnosti subdiferenciál̊u konvexńıch funkćı budou v obecněǰśı podobě uvedeny v následu-
j́ıćım odd́ılu. Ukážeme ještě, jak lze vlastnosti konvexńıch funkćı použ́ıt k vyšetřováńı konvexńıch množin.

Věta 230 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

TC(x) = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}

(d′C(x, y) je směrová derivace funkce dC(x) ve směru y ∈ Rn).

Důkaz (a) Označme K = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}. Předpokládejme nejprve, že y ∈ TC(x). Pak existuj́ı
posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C. Jelikož d′C(x, y) ≥ 0 (plyne to z toho, že dC(x) = 0 a
dC(z) ≥ 0 ∀z ∈ Rn), stač́ı dokázat, že d′C(x, y) ≤ 0. Plat́ı

d′C(x, y) = lim
t↓0

dC(x+ ty)− dC(x)

t
= lim

t↓0

minz∈C ∥x+ ty − z∥
t

≤ lim
t↓0

minz∈C ∥x+ tyi − z∥+ t∥y − yi∥
t

∀i ∈ N . Ale

min
z∈C

∥x+ tyi − z∥ = min
z∈C

∥∥∥∥(1− t

ti

)
x+

t

ti
(x+ tiyi)− z

∥∥∥∥ = 0,

pokud t ≤ ti, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı 0 ≤ t/ti ≤ 1, takže(
1− t

ti

)
x+

t

ti
(x+ tiyi) ∈ C.

Můžeme tedy psát

d′C(x, y) ≤ lim
t↓0

t∥y − yi∥
t

= ∥y − yi∥ ∀i ∈ N

a jelikož yi → y, dostaneme d′C(x, y) ≤ 0. Tedy d′C(x, y) = 0, čili y ∈ K. Plat́ı tedy TC(x) ⊂ K.

(b) Necht’ y ∈ K a ti ↓ 0. Z definice množiny K plyne, že
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d′C(x, y) = lim
i→∞

dC(x+ tiy)

ti
= 0.

Necht’ body zi ∈ C, i ∈ N , jsou zvoleny tak, že

∥x+ tiy − zi∥ ≤ dC(x+ tiy) +
ti
i

(což je možné vzhledem k definici vzdálenosti dC(x+ tiy)). Položme yi = (zi − x)/ti, i ∈ N . Pak plat́ı

x+ tiyi = x+ (zi − x) = zi ∈ C

a

∥y − yi∥ = ∥y − zi − x

ti
∥ =

1

ti
∥x+ tiy − zi∥ ≤ dC(x+ tiy)

ti
+

1

i
,

takže

lim
i→∞

∥y − yi∥ = d′C(x, y) + lim
i→∞

1

i
= 0.

Tedy yi → y, ti ↓ 0 a x+ tiyi ∈ C, takže y ∈ TC(x). Plat́ı tedy K ⊂ TC(x). 2

Věta 231 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

NC(x) =
∪
λ≥0

λ∂dC(x)

Důkaz (a) Předpokládejme, že z ∈ ∂dC(x). Pak podle definice 78 plat́ı

d′C(x, y) ≥ zT y ∀y ∈ Rn.

Jestliže y ∈ TC(x), plat́ı podle věty 230 d′C(x, y) = 0, takže

zT y ≤ 0 ∀y ∈ TC(x),

což podle definic 72 a 75 dává z ∈ NC(x). Jelikož NC(x) je uzavřený konvexńı kužel, plat́ı∪
λ≥0

λ∂dC(x) ⊂ NC(x)

(b) Necht’ z ∈ NC(x). Pak podle definic 72, 75 a věty 230 plat́ı

zT y ≤ 0 = d′C(x, y) = λ(y)d′C(x, y) ∀y ∈ TC(x),

kde λ(y) = 1 ∀y ∈ TC(x). Zbývá dokázat podobnou nerovnost i pro y ̸∈ TC(x) (kde obecně λ(y) ̸= 1).
Necht’ y ̸∈ TC(x). Jelikož d′C(x, y) > 0 pro y ̸∈ TC(x) (d′C(x, y) ≥ 0 a d′C(x, y) ̸= 0 pro y ̸∈ TC(x) podle
věty 230), plat́ı

λ(y)
∆
=

∥z∥∥y∥
d′C(x, y)

≥ 0.

Použit́ım Schwarzovy nerovnosti dostaneme

zT y ≤ ∥z∥∥y∥ = λ(y)d′C(x, y).

Dokázali jsme tedy, že pro libovolný vektor y ∈ Rn existuje λ(y) ≥ 0 tak, že zT y ≤ λ(y)d′C(x, y). Odtud

plyne, že z ∈
∪

λ≥0 λ∂dC(x), takže
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NC(x) ⊂
∪
λ≥0

λ∂dC(x)

. 2

15.3 Lipschitzovské funkce

Definice 79 Řekneme, že funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn (s konstantou L),
jestlǐze existuje ε > 0 tak, že plat́ı

|F (x2)− F (x1)| ≤ L∥x2 − x1∥, (531)

pokud x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε). Řekneme, že funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v otevřené
množině Ω ⊂ Rn, je-li lipschitzovská v okoĺı každého bodu x ∈ Ω.

Definice 80 Zobecněnou (Clarkovu) směrovou derivaci funkce F : Rn → R v bodě x ∈ Rn ve směru
h ∈ Rn definujeme předpisem

F 0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th)− F (y)

t
. (532)

Poznámka 324 Je-li F 0(x, h) zobecněnou směrovou derivaćı funkce F ve smyslu Definice 80, existuj́ı
posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti

Věta 232 Necht’ F : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Funkce F 0(x, ·) : Rn → R je positivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(b) Funkce F 0(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F 0(xi, hi) ≤ F 0(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

(c) Plat́ı F 0(x,−h) = (−F )0(x, h) ∀h ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

F 0(x, λh) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + tλh)− F (y)

t
= λ lim sup

y→x
t↓0

F (y + tλh)− F (y)

λt
= λF 0(y, h),

takže F 0(x, ·) je positivně homogenńı. Dále plat́ı
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F 0(x, h1 + h2) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + t(h1 + h2))− F (y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

(
F (y + t(h1 + h2))− F (y + th1)

t
+
F (y + th1)− F (y)

t

)
≤ lim sup

y′→x
t↓0

F (y′ + th2)− F (y′)

t
+ lim sup

y→x
t↓0

F (y + th1)− F (y)

t

= F 0(x, h2) + F 0(x, h1),

kde y′ = y + th1 → x, takže F 0(x, h) je subaditivńı. Jelikož F je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı
bodu x, plat́ı v tomto okoĺı

F (y + th2) ≤ F (y + th1) + Lt∥h2 − h1∥

(viz (531)), takže

F 0(x, h2) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th2)− F (y)

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

F (y + th1)− F (y)

t
+ L∥h2 − h1∥

= F 0(x, h1) + L∥h2 − h1∥,

neboli

F 0(x, h2)− F 0(x, h1) ≤ L∥h2 − h1∥.

Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|F 0(x, h2)− F 0(x, h1)| ≤ L∥h2 − h1∥.

Funkce F 0(x, ·) je tedy lipschitzovská s konstantou L.
(b) Necht’ xi → x a hi → h. Z definice horńı limity (limes superior) existuj́ı posloupnosti yi → x a ti ↓ 0
takové, že

F 0(xi, hi) ≤ F (yi + tihi)− F (yi)

ti
+

1

i

=
F (yi + tih)− F (yi)

ti
+
F (yi + tihi)− F (yi + tih)

ti
+

1

i
.

Z lipschitzovské spojitosti funkce F plyne∥∥∥∥F (yi + tihi)− F (yi + tih)

ti

∥∥∥∥ ≤ L∥hi − h∥

pro dostatečně velké indexy i, takže

lim sup
i→∞

F 0(xi, hi) ≤ F 0(x, h) + lim
i→∞

(
L∥hi − h∥+ 1

i

)
= F 0(x, h).

(c) Zřejmě
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F 0(x,−h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y − th)− F (y)

t

= lim sup
z→x
t↓0

(−F )(z + th)− (−F )(z)
t

= (−F )0(x, h)

(zde z = y − th). 2

Poznámka 325 Podle definice 80 plat́ı F 0(x, 0) = 0, takže podle věty 232 (a) dostaneme

|F 0(x, h)| = |F 0(x, h)− F 0(x, 0)| ≤ L∥h∥.

Definice 81 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂F (x) = {g ∈ Rn : F 0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn}

nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Elementy g ∈ ∂F (x) budeme nazývat subgradienty funkce F
v bodě x.

Věta 233 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥g∥ ≤ L ∀g ∈ ∂F (x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak g ∈ ∂F (x) (polospojitost shora).

(d) Plat́ı ∂(−F )(x) = −∂F (x).

Důkaz (a) Podle věty 232 (a) je funkce F 0(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (tvrzeńı 10) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ F 0(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂F (x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂F (x), g2 ∈ ∂F (x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)
Th = λ1g

T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1F

0(x, h) + λ2F
0(x, h) = F 0(x, h),

takže subdiferenciál ∂F (x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂F (x). Pak podle definice 81 a poznámky 325 plat́ı

∥g∥2 = gT g ≤ F 0(x, g) ≤ L∥g∥,

čili ∥g∥ ≤ L, takže subdiferenciál ∂F (x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂F (x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ F 0(x, h),

takže g ∈ ∂F (x) a subdiferenciál ∂F (x) je uzavřený.
(b) Podle definice plat́ı

F 0(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.
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Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
. (533)

Uvažujme lineárńı funkci l(λh) = λf0(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂
Rn. Jelikož je f0(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
g ∈ Rn takový, že F 0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λF 0(x, h). Tedy g ∈ ∂F (x) a pro λ = 1
dostaneme F ′(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (533).
(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂F (xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gTi h ≤ lim sup
i→∞

F 0(xi, h).

Podle věty 232 (b) je funkce F 0(·, ·) shora polospojitá, takže gTh ≤ F 0(x, h).
(d) Vztah g ∈ ∂(−F )(x) plat́ı podle definice 81 právě tehdy, jestliže (−F )0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což je
podle věty 232 (c) ekvivalentńı F 0(x,−h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což podle definice 81 znamená −g ∈ ∂F (x).
Tedy ∂(−F )(x) = −∂F (x). 2

Poznámka 326 Porovnáme-li větu 233 (b) s poznámkou 316 vid́ıme, že zobecněná směrová derivace je
opěrnou funkćı subdiferenciálu, neboli

F 0(x, h) = δ∂F (x)(h).

Věta 234 Necht’ funkce F : Rn → R je spojitě diferencovatelná v bodě x ∈ Rn. Pak F je lipschitzovská v
okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) = {∇F (x)} . (534)

Důkaz Je-li F spojitě diferencovatelná v bodě x, pak gradient ∇F (x) existuje a je omezený v okoĺı bodu x.
Existuj́ı tedy č́ısla ε > 0 a L > 0 tak, že ∥∇F (y)∥ ≤ L ∀y ∈ B(x, ε). Necht’ x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε).
Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı

F (x2)− F (x1) = (∇F (y))T (x2 − x1),

kde y ∈ (x1, x2) ⊂ B(x, ε). Můžeme tedy psát

|F (x2)− F (x1)| ≤ ∥∇F (y)∥ ∥x2 − x1∥ ≤ L∥x2 − x1∥,
takže funkce F je lipschitzovská v B(x, ε). Ze spojité diferencovatelnosti funkce F v bodě x plyne, že
F ′(y, h) = (∇F (y))Th pokud y ∈ B(x, ε). Předpokládejme, že xi ∈ B(x, ε) a xi → x. Pak pro h ∈ Rn

plat́ı

F ′(x, h) = (∇F (x))Th = lim
xi→x

(∇F (xi))Th

= lim
xi→x

F ′(xi, h) = lim
xi→x

t↓0

F (xi + th)− F (xi)

t

= lim sup
xi→x

t↓0

F (xi + th)− F (xi)

t
= F 0(x, h)

(existuje-li limita, rovná se horńı limitě). Plat́ı tedy F 0(x, h) = (∇F (x))Th ∀h ∈ Rn, takže ∇F (x) ∈
∂F (x). Předpokládejme, že g ∈ ∂F (x) a g ̸= ∇F (x). Pak pro nějaký vektor h ∈ Rn muśı platit
F 0(x, h) = (∇F (x))Th > gTh. Z definice ∂F (x) však nutně plyne F 0(x,−h) = −(∇F (x))Th ≥ −gTh,
neboli (po vynásobeńı č́ıslem −1) (∇F (x))Th ≤ gTh, což je ve sporu s nerovnost́ı (∇F (x))Th > gTh. 2
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Poznámka 327 Je-li funkce F : Rn → R lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v tomto
bodě, plat́ı

∇F (x) ∈ ∂F (x)

(nebot’ F 0(x, h) ≥ F ′(x, h) = (∇F (x))Th ∀h ∈ Rn). Rovnost (534) lze dokázat pouze v př́ıpadě spojité
diferencovatelnosti.

Věta 235 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

(a) F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

(b) ∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
.

Důkaz Vztah (b) plyne bezprostředně z (a) a z definice 81. Abychom dokázali (a), stač́ı dokázat, že
F 0(x, h) ≤ F ′(x, h), nebot’ obrácenou nerovnost dostaneme ihned z definice 80 (použijeme-li speciálńı
volbu y = x). Necht’ xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti

(poznámka 324). Položme ti = max
(
ti,
√
∥xi − x∥

)
, takže ∥xi − x∥ ≤ t

2
i , ti ≤ ti a ti → 0. Podle

věty 225 je funkce F lipschitzovská (s nějakou konstantou L) v okoĺı bodu x (bez újmy na obecnosti
budeme předpokládat, že body xi, xi + tih a x + tih lež́ı v tomto okoĺı). Použijeme-li lemma 72 (levou
nerovnost) dostaneme

F (xi + tih)− F (xi)

ti
≤ F (xi + tih)− F (xi)

ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+
F (xi + tih)− F (x+ tih)

ti
− F (xi)− F (x)

ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+

2L∥xi − x∥
ti

≤ F (x+ tih)− F (x)

ti
+ 2Lti

pro dostatečně velké indexy i. Provedeme-li limitńı přechod na obou stranách této nerovnosti, dostaneme

F 0(x, h) ≤ F ′(x, h) + lim
ti→0

2Lti = F ′(x, h)

2

Poznámka 328 Věta 235 ř́ıká, že v př́ıpadě konvexńıch funkćı je zobecněná směrová derivace totožná s
obyčejnou směrovou derivaćı a subdiferenciál podle definice 81 splývá se subdiferenciálem podle definice 78.

Rovnost F 0(x, h) = F ′(x, h) neńı obecně splněna, ani když F ′(x, h) existuje (př́ıkladem jsou nehladké
konkávńı funkce). Tato rovnost však přináš́ı teoretické výhody, takže je účelné vyšetřovat funkce, pro než
plat́ı.

Definice 82 Řekneme, že funkce F : Rn → R je regulárńı v bodě x ∈ Rn, existuje-li směrová derivace
F ′(x, h) ∀h ∈ Rn a plat́ı-li F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn.
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Věta 236 Funkce spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x a funkce konvexńı v okoĺı bodu x jsou regulárńı
v bodě x. Dále jsou v bodě x regulárńı (a) nezáporné lineárńı kombinace regulárńıch funkćı a (b) bodová
maxima regulárńıch funkćı.

Důkaz Spojitě diferencovatelná funkce je regulárńı podle věty 234 (nebot’ F 0(x, h) = maxg∈∂F (x) g
Th =

(∇F (x))Th = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn). Konvexńı funkce je regulárńı podle věty 235.
(a) Stač́ı dokázat, že funkce λ1F1 a F1+F2 jsou regulárńı, jsou-li funkce F1, F2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0.
Necht’ h ∈ Rn. Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0, pak použit́ım věty 226 (b) a věty 232 (a)
dostaneme

(λ1F1)
0(x, h) = F 0

1 (x, λ1h) = F ′
1(x, λ1h) = (λ1F1)

′(x, h).

Z definice 77 plyne, že (F1+F2)
′ existuje a plat́ı (F1+F2)

′ = F ′
1+F

′
2. Podle definice 80 plat́ı (F1+F2)

0 ≥
(F1 + F2)

′. Z druhé strany

(F1 + F2)
0(x, h) = lim sup

y→x
t↓0

(F1 + F2)(y + th)− (F1 + F2)(y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

F1(y + th) + F2(y + th)− F1(y)− F2(y)

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

F1(y + th)− F1(y)

t
+ lim sup

y→x
t↓0

F2(y + th)− F2(y)

t

= F 0
1 (x, h) + F 0

2 (x, h),

takže

(F1 + F2)
′ = F ′

1 + F ′
2 = F 0

1 + F 0
2 ≥ (F1 + F2)

0,

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává (F1 + F2)
0 = (F1 + F2)

′.
(b) Stač́ı dokázat, že funkce F = max(F1, F2) je regulárńı, jsou-li funkce F1, F2 regulárńı. Jestliže
F1(x) > F2(x), pak F = F1, F

′ = F ′
1 a F 0 = F 0

1 = F ′
1 = F ′ (stejně se postupuje pokud F2(x) > F1(x)).

Necht’ tedy F (x) = F1(x) = F2(x) a h ∈ Rn. Pak

F ′(x, h) = lim
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t

= lim
t↓0

max(F1(x+ th), F2(x+ th))− F (x)

t

= max

(
lim
t↓0

F1(x+ th)− F1(x)

t
, lim
t↓0

F2(x+ th)− F2(x)

t

)
= max(F ′

1(x, h), F
′
2(x, h)),

takže F ′(x, h) existuje a plat́ı F ′(x, h) = max(F ′
1(x, h), F

′
2(x, h)). Podle definice 80 plat́ı F 0(x, h) ≥

F ′(x, h). Z druhé strany

F 0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th)− F (y)

t

= lim sup
y→x
t↓0

max(F1(y + th), F2(y + th))−max(F1(y), F2(y))

t

≤ lim sup
y→x
t↓0

max

(
F1(y + th)− F1(y)

t
,
F2(y + th)− F2(y)

t

)
≤ max(F 0

1 (x, h), F
0
2 (x, h)).
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Plat́ı tedy

F ′(x, h) = max(F ′
1(x, h), F

′
2(x, h)) = max(F 0

1 (x, h), F
0
2 (x, h)) ≥ F 0(x, h),

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává F 0(x, h) = F ′(x, h). 2

Věta 237 Necht’ funkce F1 : Rn → R, F2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a λ1 ∈ R.
Pak

(a) ∂(λ1F1)(x) = λ1∂F1(x),

(b) ∂(F1 + F2)(x) ⊂ ∂F1(x) + ∂F2(x).

Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı v bodě x nebo je-li alespoň jedna z nich spojitě diferencovatelná v bodě x,
nastává v (b) rovnost.

Důkaz (a) Jestliže λ1 ≥ 0, pak (λ1F1)
0(x, h) = λ1F

0
1 (x, h), takže podle definice 81 plat́ı ∂(λ1F1)(x) =

λ1∂F1(x). V opačném př́ıpadě s použit́ım věty 233 (d) a předchoźıho výsledku dostaneme

∂(λ1F1)(x) = ∂ (−|λ1|F1) (x) = −∂ (|λ1|F1) (x) = −|λ1|∂F1(x) = λ1∂F1(x).

(b) Zřejmě (F1+F2)
0(x, h) ≤ F 0

1 (x, h)+F
0
2 (x, h) ∀h ∈ Rn (d̊ukaz věty 236 (a)). Použijeme-li poznámku 326

a větu 207, dostaneme

δ∂(F1+F2)(x)(h) ≤ δ∂F1(x)(h) + δ∂F2(x)(h) = δ∂F1(x)+∂F2(x)(h) (535)

∀h ∈ Rn, takže podle věty 206 plat́ı ∂(F1 + F2)(x) ⊂ ∂F1(x) + ∂F2(x). Jsou-li funkce F1, F2 regulárńı,
pak podle věty 236 (a) plat́ı (F1 + F2)

0 = (F1 + F2)
′ = F ′

1 + F ′
2 = F 0

1 + F 0
2 , takže v (535) a tedy i v (b)

nastane rovnost. Je-li funkce F1 spojitě diferencovatelná v bodě x, pak podle definice 80 a věty o středńı
hodnotě (z ∈ [y, y + th]) plat́ı

(F1 + F2)
0(x, h) = lim sup

y→x
t↓0

(F1 + F2)(y + th)− (F1 + F2)(y)

t

= lim
y→x
t↓0

(∇F1(z))
Th+ lim sup

y→x
t↓0

F2(y + th)− F2(y)

t

= F 0
1 (x, h) + F 0

2 (x, h),

nebot’ (∇F1(z))
Th→ (∇F1(x))

Th = F ′
1(x, h) = F 0

1 (x, h). 2

Poznámka 329 Indukćı se snadno dokáže, že

∂

(
m∑
i=1

λiFi

)
(x) ⊂

m∑
i=1

λi∂Fi(x),

přičemž rovnost nastane, jsou-li všechny funkce Fi regulárńı a koeficienty λi nezáporné nebo jsou-li všechny
funkce Fi až na jednu spojitě diferencovatelné.

Věta 238 Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, který je jej́ım lokálńım
extrémem (minimem nebo maximem). Pak plat́ı

0 ∈ ∂F (x).
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Důkaz Necht’ x ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R. Pak nutně

0 ≤ lim sup
t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
≤ F 0(x, h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle definice 81 plat́ı 0 ∈ ∂F (x). Je-li bod x lokálńım maximem
funkce F , je nutně lokálńım minimem funkce −F , takže 0 ∈ ∂(−F )(x) a podle věty 233 (d) plat́ı 0 ∈ ∂F (x).
2

Pro daľśı analýzu nehladkých funkćı je d̊uležitá věta o středńı hodnotě. Abychom zjednodušili symbo-
liku, budeme pro libovolný vektor v ∈ Rn použ́ıvat označeńı

(∂F (z))T v =
{
gT v : g ∈ ∂F (z)

}
.

Věta 239 Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı úsečku
[x, y]. Pak existuje bod z ∈ (x, y) takový, že

F (y)− F (x) ∈ (∂F (z))T (y − x).

Důkaz Uvažujme funkci φ(λ) = F (x+λ(y− x)). Podle předpokladu je tato funkce lokálně lipschitzovská
na množině obsahuj́ıćı interval [0, 1]. Ukážeme nejprve, že

∂φ(λ) ⊂ (∂F (x+ λ(y − x)))T (y − x). (536)

Podle věty 233 (a) jsou množiny na obou stranách této inkluze intervaly. Podle věty 204 a 206 stač́ı
dokázat, že

δ∂φ(λ)(β) ≤ δ(∂F (x+λ(y−x)))T (y−x)(β) (537)

pro β = 1 a β = −1. Podle definice 80 a věty 233 (b) plat́ı

φ0(λ, β) = lim sup
λ′→λ
t↓0

φ(λ′ + tβ)− φ(λ′)

t

= lim sup
λ′→λ
t↓0

F (x+ (λ′ + tβ)(y − x))− F (x+ λ′(y − x))

t

≤ lim sup
y′→x+λ(y−x)

t↓0

F (y′ + tβ(y − x))− F (y′)

t

= F 0(x+ λ(y − x), β(y − x))

= max
{
βgT (y − x) : g ∈ ∂F (x+ λ(y − x))

}
pro β = 1 a β = −1, což podle poznámky 316 a poznámky 326 dává (537) a tedy i (536). Položme nyńı

ψ(λ) = φ(λ)− φ(0) + λ(φ(0)− φ(1)) = F (x+ λ(y − x))− F (x) + λ(F (x)− F (y)).

Tato funkce je spojitá na intervalu [0, 1] a plat́ı ψ(0) = ψ(1) = 0. Muśı tedy nabývat minima nebo maxima
v nějakém bodě λ∗ ∈ (0, 1), což podle věty 238 dává 0 ∈ ∂ψ(λ∗). Použijeme-li větu 237 a vztah (536),
dostaneme

0 ∈ ∂ψ(λ∗) ⊂ ∂φ(λ∗) + (φ(0)− φ(1)) ⊂ (∂F (x+ λ∗(y − x)))T (y − x) + (F (x)− F (y)),
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protože ∂(λ) = {1}, což přičteńım F (y)−F (x) k oběma stranám inkluze dává F (y)−F (x) ∈ (∂F (z))T (y−
x) pro z = x+ λ∗(y − x) ∈ (x, y). 2

Je-li funkce F : Rn → R lokálně lipschitzovská v otevřené množině Ω ⊂ Rn, je podle Rademacherovy
věty (tvrzeńı 11) diferencovatelná skoro všude v Ω neboli množina

ΩF = {x ∈ Ω : ∇F (x) neexistuje}

má Lebesgueovu mı́ru nula. V tomto př́ıpadě můžeme subdiferenciál definovat též jiným zp̊usobem.

Věta 240 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

∂F (x) = conv ∂BF (x),

kde

∂BF (x) =
{
lim
i→∞

∇F (xi) : xi → x, xi ̸∈ ΩF

}
.

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že pro libovolné h ∈ Rn plat́ı

F 0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y ̸∈ΩF

∇TF (y)h. (538)

Zvolme h ∈ Rn, ε > 0 libovolně a označme α pravou stranu v (538). Z definice horńı limity (limes superior)
plyne existence č́ısla δ > 0 takového, že ∇TF (y)h ≤ α + ε pokud y ∈ B(x, δ) a y ̸∈ ΩF . Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že F je lipschitzovská v B(x, δ), takže podle Rademacherovy věty má
B(x, δ) ∩ ΩF Lebesgueovu mı́ru nula. Označme

Ly = {y + th : 0 < t < δ/(2∥h∥)} ,

takže Ly ⊂ B(x, δ), pokud y ∈ B(x, δ/2). Z teorie Lebesgueovy mı́ry plyne, že pro skoro všechny body
y ∈ B(x, δ/2) má množina Ly ∩ ΩF Lebesgueovu mı́ru nula. Pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro
všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)) tedy existuje integrál

F (y + th)− F (y) =

∫ t

0

∇TF (y + ϑh)hdϑ.

Jelikož ∇TF (y + ϑh)h ≤ α+ ε kdykoliv ∇F (y + ϑh) existuje, můžeme tento integrál majorizovat, takže

F (y + th)− F (y) ≤ t(α+ ε). (539)

Tato nerovnost plat́ı pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)). Jelikož funkce
F je spojitá, muśı (539) platit pro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2∥h∥)), což podle
definice 80 dává

F 0(x, h) ≤ α+ ε.

Jelikož ε > 0 je libovolné, dostáváme (538).
(b) Protože ΩF má Lebesgueovu mı́ru nula, existuje alespoň jedna posloupnost yi → x, yi ̸∈ ΩF . Podle
poznámky 327 plat́ı∇F (yi) ∈ ∂F (yi), takže podle věty 233 (a) je posloupnost {∇F (yi)} omezená a existuje
tedy konvergentńı podposloupnost {∇F (y′i)} ⊂ {∇F (yi)}. Množina ∂BF (x) je tedy neprázdná a podle
věty 233 (c) plat́ı

lim
i→∞

∇F (y′i) ∈ ∂F (x)
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takže ∂BF (x) ⊂ ∂F (x). Jelikož ∂F (x) je konvexńı, plat́ı také conv ∂BF (x) ⊂ ∂F (x). Jelikož ∂F (x) je kom-
paktńı, jsou i množiny ∂BF (x) a conv ∂BF (x) kompaktńı. Použijeme-li poznámku 326 a nerovnost (538),
dostaneme

δ∂F (x)(h) = F 0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y ̸∈ΩF

∇TF (y)h = sup
g∈∂BF (x)

gTh

≤ sup
g∈conv ∂BF (x)

gTh = δconv ∂BF (x)(h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle věty 206 plat́ı ∂F (x) ⊂ conv ∂BF (x). 2

15.4 Lipschitzovská zobrazeńı

Př́ıstup použitý ve větě 240 můžeme využ́ıt k definici zobecněného Jakobiánu lokálně lipschitzovského
zobrazeńı f : Rn → Rm. Stejně jako v př́ıpadě lokálně lipschitzovské funkce zavedeme množinu

Ωf = {x ∈ Ω : ∇f(x) neexistuje} ,

kde

∇f(x) =


∂f1(x)
∂x1

, . . . , ∂f1(x)
∂xn

. . . . . . . . .
∂fm(x)
∂x1

, . . . , ∂fm(x)
∂xn

 ,
která má opět Lebesgueovu mı́ru nula.

Definice 83 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂f(x) = conv ∂Bf(x),

kde

∂Bf(x) =
{
lim
i→∞

∇f(xi) : xi → x, xi ̸∈ Ωf

}
,

nazveme zobecněným Jakobiánem zobrazeńı f .

Poznámka 330 Poznamenejme, že se dopoušt́ıme jisté ned̊uslednosti, nebot’ pro m = 1 se ∇f(x) lǐśı od
∇F (x) (plat́ı ∇f(x) = (∇F (x))T ). Tato konvence, která se běžně použ́ıvá v literatuře, je výhodná proto,
že pak ∇f(x) = J(x), kde J(x) je Jacobiova matice zobrazeńı f .

Poznámka 331 Je-li zobrazeńı f : Rn → Rm diferencovatelné v bodě x ∈ Rn, pak př́ımo z definice 83
plyne, že

∇f(x) ∈ ∂f(x)

(stač́ı zvolit posloupnost xi = x→ x ̸∈ Ωf ).

Věta 241 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak

(a) Plat́ı ∂f(x) ⊂ [∂f1(x), . . . , ∂fm(x)]T , kde ∂fi(x), 1 ≤ i ≤ m, jsou subdiferenciály funkćı fi : R
n → R

(i-tých složek zobrazeńı f) v bodě x ∈ Rn.

(b) Zobecněný Jakobián ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ∥J∥ ≤ L ∀J ∈
∂f(x).

(c) Jestlǐze xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J , pak J ∈ ∂f(x) (polospojitost shora).
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Důkaz (a) plyne bezprostředně z věty 240.
(b) Kompaktnost plyne bezprostředně z (a) a z věty 233 (a). Konvexita plyne př́ımo z definice 83.
Neprázdnost plyne z existence alespoň jedné posloupnosti xi → x, xi ̸∈ Ωf , pro kterou {∇f(xi)} konverguje
(argumentace je stejná jako v d̊ukazu věty 240). Nerovnost ∥J∥ ≤ L plyne z definice 83 a z toho, že
∥∇f(xi)∥ ≤ L pokud ∇f(xi) existuje.
(c) Předpokládejme, že xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J . Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat,
že xi ∈ B(x, 1/(2i)) (v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Jestliže J ̸∈ ∂f(x), muśı
existovat č́ıslo ε > 0 takové, že pro dostatečně velké indexy plat́ı

Ji ̸∈ ∂f(x) +B(0, ε).

Protože množina ∂f(x)+B(0, ε) je konvexńı, nemůže platit ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x)+B(0, ε) (v opačném př́ıpadě
by muselo platit Ji ∈ conv ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x) + B(0, ε)). Existuje tedy matice J i ∈ ∂Bf(xi) taková, že
J i ̸∈ ∂f(x) + B(0, ε). Podle definice 83 muśı existovat bod yi ∈ B(xi, 1/(2i)) ⊂ B(x, 1/i) takový, že
∥∇f(yi)− J i∥ < ε/2, takže

∇f(yi) ̸∈ ∂f(x) +B(0, ε/2). (540)

Podle (a) jsou matice J i a tedy i ∇f(yi) stejnoměrně omezené v okoĺı bodu x. Můžeme tedy předpokládat,
že existuje limita

lim
i→∞

∇f(yi) = J

(v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Zřejmě yi → x (nebot’ yi ∈ B(x, 1/i)), yi ̸∈ Ωf

(nebot’ ∇f(yi) existuje) a ∇f(yi) → J . Podle definice 83 tedy plat́ı J ∈ ∂f(x), což je ve sporu s (540). 2

Lemma 73 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce F :
Rm → R je spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu f(x). Pak funkce φ = F ◦ f : Rn → R je lipschitzovská v
okoĺı bodu x ∈ Rn a plat́ı

∂φ(x) = (∂f(x))T∇F (f(x)).

Důkaz Lipschitzovskost funkce F ◦f je zřejmá (stač́ı použ́ıt větu 234 a definici 79). Necht’ J ∈ ∂Bf(x). Pak
existuje posloupnost xi → x, xi ̸∈ Ωf taková, že ∇f(xi) → J a tud́ıž ∇φ(xi) = (∇f(xi))T∇F (f(xi)) →
JT∇F (f(x)). Plat́ı tedy JT∇F (f(x)) ∈ ∂Bφ(x), což dává

(∂Bf(x))
T∇F (f(x)) ⊂ ∂Bφ(x).

Necht’ naopak w ∈ ∂Bφ(x). Pak existuje posloupnost xi → x, xi ̸∈ Ωφ, kde Ωf ⊂ Ωφ, taková, že
∇φ(xi) = (∇f(xi))T∇F (f(xi)) → w. Jelikož Jacobiovy matice ∇f(xi) jsou podle věty 241 (b) omezené
v okoĺı bodu x, existuje podposloupnost {x′i} ⊂ {xi} taková, že ∇f(x′i) → J ∈ ∂Bf(x), což spolu s
(∇f(x′i))T∇F (f(x′i)) → w dává

∂Bφ(x) ⊂ (∂Bf(x))
T∇F (f(x)).

Spojeńım obou inkluźı dostaneme ∂Bφ(x) = (∂Bf(x))
T∇F (f(x)), což po přechodu ke konvexńım obal̊um

dává ∂φ(x) = (∂f(x))T∇F (f(x)). 2

Abychom mohli zformulovat větu o středńı hodnotě, zavedeme označeńı

∂f ([x, y]) = conv
∪

z∈[x,y]

∂f(z). (541)

Lemma 74 Množina ∂f ([x, y]) je konvexńı a kompaktńı.
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Důkaz Konvexita plyne bezprostředně z (541). Abychom dokázali kompaktnost, stač́ı podle věty 195
dokázat kompaktnost množiny

∪
z∈[x,y] ∂f(z). Necht’ {Ji} ⊂

∪
z∈[x,y] ∂f(z) je posloupnost taková, že

Ji → J . Zřejmě Ji ∈ ∂f(zi), kde zi ∈ [x, y]. Jelikož množina [x, y] je kompaktńı, existuje podposloupnost
{z′i} ⊂ {zi} taková, že z′i → z ∈ [x, y], a odpov́ıdaj́ıćı podposloupnost {J ′

i} ⊂ {Ji} taková, že J ′
i ∈ ∂f(z′i) .

Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát J ′
i → J , a

podle věty 241 (c) dostaneme J ∈ ∂f(z) ⊂
∪

z∈[x,y] ∂f(z). 2

Věta 242 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı
úsečku [x, y]. Pak plat́ı

f(y)− f(x) ∈ ∂f ([x, y]) (y − x). (542)

Důkaz Podle lemmatu 73 pro libovolný bod z ∈ (x, y) a pro libovolný vektor v ∈ Rm plat́ı ∂(vT f)(z) =
vT∂f(z). Můžeme tedy použ́ıt větu 239, podle které pro libovolný vektor v ∈ Rm existuje bod z ∈ (x, y)
takový, že

vT (f(y)− f(x)) ∈ ∂(vT f)(z)(y − x) = vT∂f(z)(y − x). (543)

Vztah (542) dokážeme sporem. Předpokládejme, že f(y) − f(x) ̸∈ ∂f ([x, y]) (y − x). Jelikož množina na
pravé straně je podle lemmatu 74 konvexńı a kompaktńı, muśı podle věty 200 existovat vektor v ∈ Rm a
č́ıslo α ∈ R tak, že

vT (f(y)− f(x)) > α ≥ max
J∈∂f([x,y])

vTJ(y − x),

což je ve sporu s (543), nebot’ podle (543) existuje prvek J ∈ ∂f(z) ⊂ ∂f ([x, y]) takový, že vT (f(y) −
f(x)) = vTJ(y − x). 2

Věta 243 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je
lipschitzovská v okoĺı bodu f(x). Pak funkce F = φ ◦ f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a
plat́ı

∂F (x) ⊂ conv (∂f(x))T∂φ(f(x))
∆
= conv

{
JT v : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
, (544)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech

(a) Funkce φ je spojitě diferencovatelná v bodě f(x). V tomto př́ıpadě plat́ı

∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)). (545)

(b) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v bodě x. V tomto př́ıpadě
je funkce F regulárńı v bodě x a plat́ı

∂F (x) = (∇f(x))T∂φ(f(x)). (546)

(c) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x), funkce fi = eTi f , 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný
prvek v ∈ ∂φ(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. V tomto př́ıpadě je funkce F regulárńı v bodě x.

Důkaz Lipschitzovskost funkce φ ◦ f je zřejmá (stač́ı dvakrát použ́ıt definici 79). Označme S množinu na
pravé straně (544). Abychom dokázali inkluzi ∂F (x) ⊂ S, použijeme větu 206 a poznámku 326. Jelikož
podle věty 204 pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

δS(h) = max
{
vTJh : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
,
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stač́ı podle věty 206 a poznámky 326 ukázat, že pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje matice J ∈ ∂f(x) a
vektor v ∈ ∂φ(f(x)) tak, že

δ∂F (h) = F 0(x, h) ≤ vTJh. (547)

Podle poznámky 324 můžeme vybrat posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

F 0(x, h) = lim
i→∞

F (xi + tih)− F (xi)

ti
.

Je-li bod xi ∈ Rn dostatečně bĺızko k bodu x a je-li č́ıslo ti > 0 dostatečně malé, jsou i body f(xi)
a f(xi + tih) dostatečně bĺızké k bodu f(x). Jsou tedy splněny předpoklady věty 239 (aplikované na
funkci φ) a existuje tedy bod ui ∈ [f(xi), f(xi + tih)] a subgradient vi ∈ ∂φ(ui) tak, že

F (xi + tih)− F (xi) = φ(f(xi + tih))− φ(f(xi)) = vTi (f(xi + tih)− f(xi)).

Podle věty 242 plat́ı

f(xi + tih)− f(xi)

ti
∈ ∂f([xi, xi + tih])h,

což podle vztahu (541) a podle věty 194 znamená, že

F (xi + tih)− F (xi)

ti
= vTi

f(xi + tih)− f(xi)

ti
= vTi

m+1∑
k=1

λki J
k
i h,

kde Jk
i ∈ ∂f(yki ), y

k
i ∈ [xi, xi + tih], λ

k
i ≥ 0, k ∈ [1,m + 1], λ1i + . . . + λm+1

i = 1. Z tohoto d̊uvodu muśı
alespoň pro jeden index k ∈ [1,m+ 1] platit

F (xi + tih)− F (xi)

ti
≤ vTi J

k
i h. (548)

Jelikož xi → x a ti ↓ 0, plat́ı ui → f(x) a yki → x. Z kompaktnosti subdiferenciálu a zobecněného Jakobiánu
plyne existence podposloupnost́ı {x′i} ⊂ {xi} a {t′i} ⊂ {ti} takových, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti
{v′i} ⊂ {vi} a {J ′

i} ⊂ {Jk
i } konverguj́ı k v a J . Podle věty 233 (c) a věty 241 (c) plat́ı v ∈ ∂φ(f(x)) a

J ∈ ∂f(x), takže z (548) plyne (547). Nyńı vyšetř́ıme speciálńı př́ıpady:

(a) Tento př́ıpad je tvrzeńım lemmatu 73.

(b) Je-li zobrazeńı f spojitě diferencovatelné, můžeme množinu S zapsat ve tvaru S = (∇f(x))T∂φ(f(x))
(protože množina ∂f(x) = {∇f(x)} je jednoprvková nemuśıme použ́ıvat jej́ı konvexńı obal). Použijeme-li
definici 69, poznámku 326 a regularitu funkce φ (definice 82), můžeme psát

δS(h) = max
v∈∂φ(f(x))

vT∇f(x)h = max
v∈∂φ(f(x))

vT f ′(x, h)

= φ0(f(x), f ′(x, h)) = φ′(f(x), f ′(x, h))

= lim
t↓0

φ(f(x) + tf ′(x, h))− φ(f(x))

t
= lim

t↓0

(
φ(f(x+ th))− φ(f(x))

t
+ T (t)

)
,

kde pro dostatečně malá t plat́ı

∥T (t)∥ =
∥φ(f(x) + tf ′(x, h))− φ(f(x+ th))∥

t
≤ L∥f(x) + tf ′(x, h)− f(x+ th)∥

t

= L

∥∥∥∥f ′(x, h)− f(x+ th)− f(x)

t

∥∥∥∥ ,
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nebot’ funkce φ je lipschitzovská v nějakém okoĺı bodu f(x) (konstantu jsme označili L). Ze spojité
diferencovatelnosti zobrazeńı f plyne, že (f(x + th) − f(x))/t → f ′(x, h), takže T (t) → 0 pokud t ↓ 0.
Ukázali jsme tedy, že

F ′(x, h) = lim
t↓0

φ(f(x+ th))− φ(f(x))

t

existuje a plat́ı δS(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h), což podle věty 206 dává S ⊂ ∂F (x), takže z (544) plyne
∂F (x) = S. Z nerovnosti F 0(x, h) ≤ δS(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h) pak plyne regularita funkce F v bodě x.

(c) Označme

S′ = conv

{
m∑
i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}
.

Podle (544) plat́ı ∂F (x) ⊂ S a podle věty 241 (a) plat́ı S ⊂ S′, takže ∂F (x) ⊂ S′. Jsou-li funkce φ a fi,
1 ≤ i ≤ m, regulárńı a plat́ı-li vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, můžeme psát

δS′(h) = max

{
m∑
i=1

viu
T
i h : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}

≤ max

{
m∑
i=1

vi max
ui∈∂fi(x)

uTi h : v ∈ ∂φ(f(x))

}

= max

{
m∑
i=1

vif
0
i (x, h) : v ∈ ∂φ(f(x))

}

= max

{
m∑
i=1

vif
′
i(x, h) : v ∈ ∂φ(f(x))

}
= φ0(f(x), f ′(x, h)) = φ′(f(x), f ′(x, h)).

Konec d̊ukazu je již stejný jako konec d̊ukazu tvrzeńı (b). Dostaneme δS′(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h),
což podle věty 206 dává S′ ⊂ ∂F (x), takže z ∂F (x) ⊂ S ⊂ S′ plyne ∂F (x) = S = S′. Z nerovnosti
F 0(x, h) ≤ δS(h) ≤ δS′(h) = F ′(x, h) ≤ F 0(x, h) pak plyne regularita funkce F v bodě x. 2

Důsledek 26 Jsou-li splněny předpoklady věty 243, plat́ı

∂F (x) ⊂ conv

{
m∑
i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x)),

}
(549)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech:

(a) Funkce φ je spojitě diferencovatelná v bodě f(x) a m = 1.

(b) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné v bodě x.

(c) Funkce φ je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný
prvek v ∈ ∂φ(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Důkaz Stač́ı použ́ıt větu 243 a některé úvahy (např́ıklad S ⊂ S′) z jej́ıho d̊ukazu. 2

354



Důsledek 27 Necht’ funkce f1 : Rn → R, f2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
funkce F = f1f2 je lipschitzovská v okoĺı bodu x a označ́ıme-li

f =

[
f1
f2

]
, P =

[
0 1
1 0

]
,

plat́ı

∂F (x) = (∂f(x))TPf(x) ⊂ ∂f1(x)f2(x) + f1(x)∂f2(x)

přičemž rovnost nastává, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li f1(x) ≥ 0, f2(x) ≥ 0. V tomto př́ıpadě
je funkce F = f1f2 regulárńı.

Důkaz Definujme funkci φ : R2 → R předpisem φ(u1, u2) = u1u2. Tato funkce je spojitě diferencovatelná
a tedy (podle věty 234) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu u ∈ R2, přičemž plat́ı

∇φ(u) =
[
u2
u1

]
= Pu.

Podle věty 243 je funkce φ ◦ f = f1f2 lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂(f1f2) =
{
JT∇φ(f(x)) : J ∈ ∂f(x)

}
= (∂f(x))TPf.

Vztah ∂(f1f2) ⊂ ∂f1(x)f2(x)+f1(x)∂f2(x) a podmı́nky pro rovnost dostaneme bezprostředně z d̊usledku 26
(c). 2

Důsledek 28 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce F =
(1/2)fT f je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) =
1

2
∂(fT f)(x) = (∂(f(x))T f(x) =

{
JT f(x) : J ∈ ∂(f(x))

}
. (550)

Důkaz Definujme funkci φ : Rm → R předpisem

φ(u) =
1

2
uTu =

1

2

m∑
i=1

u2i .

Tato funkce je spojitě diferencovatelná a tedy (podle věty 234) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu
u ∈ Rm, přičemž plat́ı ∇φ(u) = u. Podle věty 243 (a) je funkce F = φ ◦ f = (1/2)fT f lipschitzovská v
okoĺı bodu x a plat́ı ∂F (x) = (∂f(x))T∇φ(f(x)) = (∂f(x))T f(x). 2

Věta 244 Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce

F (x) = max
1≤i≤m

fi(x)

je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) ⊂ conv {∂fi(x) : i ∈ I(x)} , (551)

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . ,m} : fi(x) = F (x)}. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı v bodě x, je funkce F
regulárńı v bodě x a v (551) plat́ı rovnost.
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Důkaz Definujme funkci φ : Rm → R předpisem φ(u) = max(u1, . . . , um). Tato funkce je konvexńı v Rm,
nebot’

φ(λu+ (1− λ)v) = max
1≤i≤m

(λui + (1− λ)vi) ≤ λ max
1≤i≤m

(ui) + (1− λ) max
1≤i≤m

(vi)

= λφ(u) + (1− λ)φ(v)

pro u ∈ Rm, v ∈ Rm a 1 ≤ λ ≤ 1, takže je lokálně lipschitzovská podle věty 225. Necht’ I(u) =
{i ∈ {1, . . . ,m} : ui = φ(u)}. Pak plat́ı

φ′(u, d) = lim
t↓0

φ(u+ td)− φ(u)

t
= lim

t↓0
max

1≤i≤m

(
ui + tdi − φ(u)

t

)
= lim

t↓0
max
i∈I(u)

(
ui + tdi − φ(u)

t

)
= max

i∈I(u)
(di),

takže φ0(u, d) = φ′(u, d) = maxi∈I(u)(di) a podle definice 81 plat́ı

∂φ(u) =

{
v ∈ Rn : max

i∈I(u)
(di) ≥ vT d ∀d ∈ Rn

}
.

Necht’ ei je i-tý sloupec jednotkové matice a δ > 0. Jestliže vi ̸= 0 pro i ̸∈ I(u), dostaneme volbou
di = viei nerovnost vT d = v2i > 0 = max {di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže vi < 0 pro i ∈ I(u),
dostaneme volbou di = −δei nerovnost vT d = −δvi > −δ = max {di, i ∈ I(u)), takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže
vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a

∑
i∈I(u) vi > 1, dostaneme volbou d =

∑
i∈I(u) δei nerovnost vT d = δ

∑
i∈I(u) vi >

δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Jestliže vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a
∑

i∈I(u) vi < 1, dostaneme volbou

d = −
∑

i∈I(u) δei nerovnost v
T d = −δ

∑
i∈I(u) vi > −δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v ̸∈ ∂φ(u). Muśı tedy

platit

∂φ(u) =

v ∈ Rn : vi ≥ 0,
∑

i∈I(u)

vi = 1,
∑

i ̸∈I(u)

vi = 0

 .

Podle d̊usledku 26 pak plat́ı

∂F (x) ⊂ conv

{
m∑
i=1

viui : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂φ(f(x))

}

= conv

 ∑
i∈I(u)

vi∂fi(x) : vi ≥ 0,
∑

i∈I(u)

vi = 1


= conv {∂fi(x), i ∈ I(u)} .

Funkce φ je konvexńı, takže je podle věty 236 regulárńı. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı, je podle
věty 236 i funkce F regulárńı a jelikož vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, plat́ı v (551) rovnost. 2

15.5 Polohladká zobrazeńı

Definice 84 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Jestlǐze pro každé
h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th)

t↓0

Jh (552)
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(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x + th)), řekneme, že zobrazeńı f je slabě polohladké v bodě x. Jestlǐze pro
každé h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

Jh′ (553)

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x+ th′)), řekneme, že zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

Poznámka 332 Jelikož ∂f(x) je množinové zobrazeńı, mohlo by se zdát, že existence limity (553) je
výjimečná. V daľśım textu však ukážeme (poznámka 336), že polohladkost je vlastnost převážné většiny
zaj́ımavých lokálně lipschitzovských zobrazeńı.

Poznámka 333 Z definice 84 plyne, že každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké. Slabá polohlad-
kost se však nezachovává při skládáńı funkćı a také věta 250 vyžaduje platnost vztahu (553).

Věta 245 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je slabě polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor
h ∈ Rn existuje směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th)− f(x)

t
= lim

J∈∂f(x+th)

t↓0

Jh.

Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje
směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

f(x+ th′)− f(x)

t
= lim

J∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

Jh′.

Důkaz (a) Zvolme libovolně vektor h ∈ Rn a posloupnost ti ↓ 0. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské
v okoĺı bodu x, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že je lipschitzovské v každém z interval̊u
[x, x+ tih]. Použijeme-li větu 242, dostaneme

f(x+ tih)− f(x)

ti
∈ ∂f ([x, x+ tih])h =

conv
∪

t∈[0,ti]

∂f(x+ th)

h = conv

 ∪
t∈[0,ti]

∂f(x+ th)h

 ⊂ Rm

Podle věty 194 existuje nejvýše m+ 1 prvk̊u Jk
i ∈ ∂f(x+ tki h), t

k
i ∈ [0, ti], 1 ≤ k ≤ m+ 1, tak, že

f(x+ tih)− f(x)

ti
=

m+1∑
k=1

λki J
k
i h,

kde 0 ≤ λki ≤ 1 a λk1 + . . . + λkm+1 = 1. Jelikož interval [0,1] je kompaktńı, můžeme předpokládat, že
λki → λk, 1 ≤ k ≤ m+ 1 (v opačném př́ıpadě vybereme vhodnou podposloupnost). Pak podle (552) plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih)− f(x)

ti
= lim

i→∞

(
m+1∑
k=1

λki J
k
i h

)
=

m+1∑
k=1

(
lim
i→∞

λki

)(
lim
i→∞

Jk
i h
)

=

(
m+1∑
k=1

λk

)
lim

J∈∂f(x+th)

t↓0

Jh = lim
J∈∂f(x+th)

t↓0

Jh,

takže limita na levé straně nezáviśı na výběru posloupnosti ti ↓ 0 a rovná se směrové derivaci f ′(x, h).
Jelikož každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké a v h′ → h lze volit h′ = h, dostaneme ihned zbytek
tvrzeńı. 2
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Poznámka 334 Zobrazeńı f ′(x, ·) : Rn → Rm (směrová derivace) vystupuj́ıćı ve větě 245 je pozitivně
homogeńı a lipschitzovské (poznámka 321). Nemuśı však být subaditivńı jako v př́ıpadě konvexńıch funkćı.

Poznámka 335 Podle věty 245, pro polohladká zobrazeńı plat́ı

f(x+ th′) = f(x) + tf ′

kde f ′ → f ′(x, h), pokud h′ → h a t ↓ 0

V daľśım výkladu budeme často použ́ıvat pojem funkce, tedy zobrazeńı f : Rn → R, neboli f : Rn →
Rm, kde m = 1. V tomto př́ıpadě je třeba mı́t na paměti konvenci zmı́něnou v poznámce 330.

Věta 246 Jsou-li funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, polohladké v bodě x ∈ Rn, je i zobrazeńı f =
[f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x.

Důkaz Necht’ h ∈ Rn. Limita (553) existuje právě tehdy, existuj́ı-li pro 1 ≤ i ≤ m limity

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

eTi Jh
′.

(ei je i-tý sloupec jednotkové matice řádu m). Tyto limity však existuj́ı, nebot’ pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı
JT ei ∈ ∂fi(x+ th′) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké. 2

Věta 247 Je-li funkce F : Rn → R spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Pro spojitě diferencovatelné funkce plat́ı

lim
g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ = lim
h′→h
t↓0

(∇F (x+ th′))
T
h′ = (∇F (x))T h.

2

Věta 248 Je-li funkce F : Rn → R konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Necht’ funkce F je konvexńı v B(x, ε), x+ th′ ∈ B(x, ε) a g ∈ ∂F (x+ th′). Pak podle věty 227 (d)
plat́ı

F (x)− F (x+ th′) ≥ gT (x− (x+ th′)),

neboli

F (x+ th′)− F (x)

t
≤ gTh′.

Z druhé strany podle definice 78 plat́ı

gTh′ ≤ F ′(x+ th′, h′).

Jelikož funkce konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn je v okoĺı tohoto bodu lipschitzovská s nějakou konstantou L
(věta 225), můžeme psát

lim
h′→h, t↓0

∥F (x+ th′)− F (x+ th)∥
t

≤ lim
h′→h

L∥h′ − h∥ = 0

a jelikož podle věty 226 (a) existuje směrová derivace F ′(x, ·), plat́ı

lim
h′→h, t↓0

F (x+ th′)− F (x)

t
= lim

t↓0

F (x+ th)− F (x)

t
+ lim

h′→h, t↓0

F (x+ th′)− F (x+ th)

t
= F ′(x, h).
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pro libovolný vektor h ∈ Rn, což spolu s předchoźımi nerovnostmi dává

F ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

F (x+ th′)− F (x)

t
≤ lim inf

g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ ≤ lim sup
g∈∂F (x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′

≤ lim sup
h′→h, t↓0

F ′(x+ th′, h′) ≤ F ′(x, h),

(posledńı nerovnost plyne z věty 226 (c)). T́ım je dokázána existence limity (553) (s gT mı́sto J). 2

Věta 249 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je polohladká
v bodě f(x). Pak funkce F = φ ◦ f je polohladká v bodě x.

Důkaz Necht’ vektor h ∈ Rn je libovolný. Necht’ xk = x + tkhk, kde hk → h a tk ↓ 0. Podle věty 243
plat́ı ∂F (xk) ⊂ Sk, kde symbol Sk ⊂ Rn označuje kompaktńı množinu na pravé straně výrazu (544) (s xk
mı́sto x). Necht’

w−
k = (J−

k )T v−k = arg min
w∈Sk

wTh, v−k ∈ ∂φ(f(xk)), J−
k ∈ ∂f(xk),

w+
k = (J+

k )T v+k = arg max
w∈Sk

wTh, v+k ∈ ∂φ(f(xk)), J+
k ∈ ∂f(xk).

Pak pro libovolný vektor wk ∈ ∂F (xk) ⊂ Sk plat́ı

(w−
k )

Th ≤ wT
k h ≤ (w+

k )
Th. (554)

Jelikož všechny veličiny v těchto vzorćıch jsou podle věty 233 (a) omezené, můžeme předpokládat (po
př́ıpadném přechodu k podposloupnostem), že

J−
k → J− ∈ ∂f(x), v−k → v− ∈ ∂φ(f(x)),

J+
k → J+ ∈ ∂f(x), v+k → v+ ∈ ∂φ(f(x))

(použ́ıváme větu 233 (c)). Jelikož zobrazeńı f je polohladké, plat́ı J−h = J+h = f ′(x, h), takže s
použit́ım (554) dostaneme

(v−)T f ′(x, h) ≤ lim inf
k→∞

wT
k h ≤ lim sup

k→∞
wT

k h ≤ (v+)T f ′(x, h).

Jelikož funkce φ je polohladká a podle poznámky 335 plat́ı f(xk) = f(x + tkhk) = f(x) + tkf
′
k, kde

f ′k → f ′(x, h), pokud hk → h a tk ↓ 0, můžeme použ́ıt definici 84, podle které

(v−)T f ′(x, h) = lim
k→∞

(v−k )
T f ′(x, h) = lim

k→∞
(v+k )

T f ′(x, h) = (v+)T f ′(x, h),

což dokazuje existenci limity posloupnosti wT
k h nezávislé na volbě vektoru wk ∈ ∂F (xk). 2

Důsledek 29 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce φ : Rm → R je bud’
spojitě diferencovatelná nebo konvexńı v okoĺı bodu f(x). Pak funkce F = φ ◦ f je polohladká v bodě x.

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty 247, věty 248 a věty 249. 2

Důsledek 30 Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m.

Pak funkce F1 =
∑m

i=1 λifi (lineárńı kombinace) a F2 =
∏m

i=1 fi (součin) jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Podle věty 246 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce φ1(u) =
∑m

i=1 λiui a
φ2(u) =

∏m
i=1 ui jsou spojitě diferencovatelné, takže podle d̊usledku 29 jsou funkce F1 = φ1◦f a F2 = φ2◦f

polohladké v bodě x. 2
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Důsledek 31 Necht’ funkce fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a f = [f1, . . . , fm]T .

Pak funkce F = ∥f∥, kde ∥ · ∥ je libovolná norma v Rm, je polohladká v bodě x. Speciálně funkce
F1 = max1≤i≤m(|fi|) (maximum absolutńıch hodnot) a F2 =

∑m
i=1 |fi| (součet absolutńıch hodnot) jsou

polohladké v bodě x. Dále funkce F3 = max1≤i≤m(fi) (bodové maximum) je polohladká v bodě x.

Důkaz Podle věty 246 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce φ(u) = ∥u∥ je konvexńı,
nebot’ z vlastnost́ı vektorové normy plyne, že pro 0 ≤ λ ≤ 1 plat́ı

φ(λu+ (1− λ)v) = ∥λu+ (1− λ)v∥ ≤ λ∥u∥+ (1− λ)∥v∥.

Funkce F = φ ◦ f je tedy podle d̊usledku 29 polohladká. Také funkce φ3(u) = max1≤i≤m(ui) je konvexńı
(d̊ukaz věty 244), takže funkce F3 = φ3 ◦ f je podle d̊usledku 29 polohladká. 2

Důsledek 32 (Obráceńı věty 246). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn přičemž
f = [f1, . . . , fm]T . Pak funkce fi : R

n → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Zřejmě fi = φi ◦ f , 1 ≤ i ≤ m, kde funkce φi : R
m → R, definované předpisem φi(u) = eTi u = ui,

jsou spojitě diferencovatelné. Polohladkost funkćı fi : R
n → R, 1 ≤ i ≤ m, tedy plyne z d̊usledku 29. 2

Důsledek 33 Lineárńı kombinace polohladkých zobrazeńı je polohladké zobrazeńı. Skalárńı součin polo-
hladkých zobrazeńı je polohladká funkce.

Důkaz Podle d̊usledku 32 jsou složky polohladkých zobrazeńı polohladkými funkcemi. Podle d̊usledku 30
je lineárńı kombinace polohladkých funkćı polohladkou funkćı, takže podle věty 246 je lineárńı kombinace
polohladkých zobrazeńı polohladkým zobrazeńım. Polohladkost skalárńıho součinu plyne z d̊usledku 32,
d̊usledku 30 a věty 246. 2

Poznámka 336 Z předchoźıho textu vyplývá, že vycháźıme-li ze spojitě diferencovatelných a konvexńıch
zobrazeńı, dostáváme běžnými operacemi (součet, součin, absolutńı hodnota, maximum, skládáńı funkćı)
pouze polohladká zobrazeńı. Proto má teorie polohladkých zobrazeńı velké uplatněńı v praktických ap-
likaćıch. Nav́ıc je polohladkost základńım předpokladem pro konstrukci numerických metod pro řešeńı
nehladkých rovnic.

V následuj́ıćıch úvahách budeme použ́ıvat symbol o(∥h∥) pokud h→ 0. Tento symbol znamená, že pro
libovolnou posloupnost hi → 0, hi ̸= 0 plat́ı o(∥hi∥)/∥hi∥ → 0.

Věta 250 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f je polohladké v
bodě x právě tehdy, existuje-li směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı-li

Jh− f ′(x, h) = o (∥h∥) (555)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz (a) Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké. Máme dokázat, že

lim
i→∞

Jihi − f ′(x, hi)

∥hi∥
= 0. (556)

pro libovolné posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x+hi). Předpokládejme
naopak, že existuj́ı posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x + hi), a č́ıslo
ε > 0 takové, že že

∥Jihi − f ′(x, hi)∥
∥hi∥

= ∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ ≥ ε ∀i ∈ N,

kde h′i = hi/∥hi∥ a ti = ∥hi∥ (takže Ji ∈ ∂f(x+ tih
′
i)). Jelikož vektory h′i jsou omezené (nebot’ ∥h′i∥ = 1),

můžeme tyto posloupnosti vybrat tak, že h′i → h. Pak podle věty 245 plat́ı
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lim
i→∞

Jih
′
i = f ′(x, h)

což je však ve sporu s předchoźı nerovnost́ı, nebot’ funkce f ′(x, .) je podle poznámky 321 spojitá.
(b) Předpokládejme nyńı, že existuje směrová derivace f ′(x, .) a zobrazeńı f : Rn → Rm neńı polohladké.
Pak muśı existovat vektor h ∈ Rn (bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že ∥h∥ = 1), posloupnosti
h′i → h, ti ↓ 0, Ji ∈ ∂f(x+ tih

′
i) a č́ıslo ε > 0 tak, že

∥Jih′i − f ′(x, h)∥ ≥ 2ε ∀i ∈ N (557)

(v opačném př́ıpadě by existovala limita (553) rovnaj́ıćı se f ′(x, h), takže zobrazeńı f by bylo podle
definice 84 polohladké). Jelikož směrová derivace je podle poznámky 321 lipschitzovská, plat́ı pro dostatečně
velké indexy ∥f ′(x, h′i)− f ′(x, h)∥ ≤ ε, což spolu s (557) dává

∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ = ∥Jih′i − f ′(x, h)− (f ′(x, h′i)− f ′(x, h))∥
≥ ∥Jih′i − f ′(x, h)∥ − ∥(f ′(x, h′i)− f ′(x, h))∥ ≥ ε,

Položme hi = tih
′
i. Jelikož ∥h′i∥ → 1 a ti ↓ 0, plat́ı ∥hi∥ → 0. Z předchoźı nerovnosti však plyne

lim inf
i→∞

∥Jihi − f ′(x, hi)∥
∥hi∥

= lim inf
i→∞

∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥
∥h′i∥

= lim inf
i→∞

∥Jih′i − f ′(x, h′i)∥ ≥ ε > 0,

takže neplat́ı (556) a tud́ıž ani (555). 2

Poznámka 337 Vzhledem k platnosti věty 250 se polohladké zobrazeńı často definuje jako lokálně lips-
chitzovské zobrazeńı, které vyhovuje podmı́nce (555).

Definice 85 Řekneme, že zobrazeńı f : Rn → Rm je diferencovatelné v Bouligandově smyslu (B-diferenco-
vatelné) v bodě x ∈ Rn, jestlǐze existuje positivně homogenńı zobrazeńı f ′(x, .) : Rn → Rm (směrová
derivace) takové, že

f(x+ h)− f(x)− f ′(x, h) = o (∥h∥) , (558)

pokud h→ 0 (to znamená, že zobrazeńı f ′(x, .) má stejné aproximačńı vlastnosti jako Frechetova derivace).

Věta 251 Polohladké zobrazeńı je B-diferencovatelné .

Důkaz Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Máme dokázat, že

lim
i→∞

f(x+ hi)− f(x)− f ′(x, hi)

∥hi∥
= 0.

pro libovolnou posloupnost {hi} ⊂ Rn takovou, že hi → 0. Předpokládejme naopak, že existuje posloup-
nost {hi} ⊂ Rn taková, že hi → 0, a č́ıslo ε > 0 takové, že

|f(x+ hi)− f(x)− f ′(x, hi)|
∥hi∥

=

∣∣∣∣f(x+ tih
′
i)− f(x)

ti
− f ′(x, h′i)

∣∣∣∣ ≥ ε ∀i. (559)

kde h′i = hi/∥hi∥ a ti = ∥hi∥. Jelikož vektory h′i jsou omezené (nebot’ ∥h′i∥ = 1), můžeme tuto posloupnost
vybrat tak, že h′i → h. Pak podle věty 245 plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih
′
i)− f(x)

ti
= f ′(x, h),

což je však ve sporu s (559), nebot’ funkce f ′(x, ·) je podle poznámky 321 spojitá. 2
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Důsledek 34 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak plat́ı

f(x+ h)− f(x)− Jh = o (∥h∥) , (560)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty 250 a věty 251. 2

16 Metody pro řešeńı soustav nehladkých rovnic

16.1 Newtonova metoda

Nyńı se budeme zabývat řešeńım soustavy rovnic

f(x) = 0, (561)

kde f : Rn → Rn je polohladké zobrazeńı. Nejprve se budeme věnovat nepřesné Newtonově metodě, která
je iteračńı a generuje posloupnost {xk} předpisem

xk+1 = xk + dk, (562)

kde vektor dk se vyb́ırá tak, aby platilo

ωk =
∥Akdk + f(xk)∥

∥f(xk)∥
≤ ω (563)

a matice Ak se vyb́ırá tak, aby platilo

∆k = ∥Ak − Jk∥ ≤ ∆ (564)

pro nějaký prvek Jk ∈ ∂Bf(xk). Přitom ω ≥ 0, ∆ ≥ 0 a normy v (563) a (564) jsou euklidovské.

Definice 86 Řekneme, že lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě
x ∈ Rn, jestlǐze všechny matice J ∈ ∂Bf(x) jsou regulárńı (množina ∂Bf(x) je uvedena v definici 83).

Poznámka 338 V iteračńım procesu (562)-(564) předpokládáme, že Ak aproximuje prvek z ∂Bf(xk),
nebot’ regularitu všech prvk̊u z ∂Bf(xk) ⊂ ∂f(xk) lze zajistit snadněji než regularitu všech prvk̊u z ∂f(xk).

Věta 252 Necht’ lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě x ∈ Rn. Pak
existuje č́ıslo δ > 0 a konstanta c ≥ 0 tak, že všechny matice J ∈ ∂Bf(y) jsou regulárńı a plat́ı ∥J−1∥ ≤ c
pokud y ∈ B(x, δ).

Důkaz Nejprve dokážeme existenci č́ısla δ > 0 a konstanty c ≥ 0 tak, že všechny Jacobiho matice ∇f(z)
jsou regulárńı a plat́ı

∥(∇f(z))−1∥ ≤ c, (565)

pokud z ∈ B(x, δ)\Ωf (množina Ωf je uvedena v definici 83). Předpokládejme, že (565) neplat́ı. Pak
muśı existovat posloupnost xi → x, xi ∈ B(x, δ)\Ωf taková, že bud’ všechny Jacobiho matice ∇f(xi)
jsou singulárńı nebo ∥(∇f(xi))−1∥ → ∞. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské v okoĺı bodu x, jsou podle
věty 241 (b) Jacobiovy matice ∇f(xi) omezené v okoĺı bodu x. Existuje tedy podposloupnost {x′i} ⊂ {xi}
taková, že ∇f(x′i) → J . Ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel na koeficientech matice plyne, že J muśı být
singulárńı. Podle definice 83 plat́ı J ∈ ∂Bf(x), což je v rozporu s definićı 86. Necht’ nyńı y ∈ B(x, δ) ∩Ωf

a J ∈ ∂Bf(y). Pak existuje č́ıslo 0 < δ′ < δ tak, že B(y, δ′) ⊂ B(x, δ) a (565) plat́ı pokud z ∈ B(y, δ′)\Ωf .
Jelikož podle definice 83 plat́ı
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J = lim
i→∞

∇f(yi)

pro nějakou posloupnost yi → y, yi ∈ B(y, δ′)\Ωf , dostaneme z (565) a ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel
na koeficientech matice nerovnost ∥J−1∥ ≤ c. 2

Věta 253 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn je polohladké a silně BD-regulárńı v bodě x∗ ∈ Rn takovém, že
f(x∗) = 0. Pak existuj́ı č́ısla ε > 0, ω > 0 a ∆ > 0 tak, že pokud x1 ∈ B(x∗, ε), je iteračńı proces (562)-
(564) dobře definován (matice Ak jsou regulárńı) a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně.
Jestlǐze nav́ıc plat́ı ωk → 0 a ∆k → 0, pak posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně a také
posloupnost {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně.

Důkaz Necht’ c a δ jsou č́ısla, jejichž existence plyne z věty 252. Položme ∆ = 1/(5c) a zvolme ε ≤ δ tak,
aby zobrazeńı f bylo lipschitzovské (s nějakou konstantou L) v B(x∗, ε) a aby platilo

∥f(x)− f(x∗)− J(x− x∗)∥ ≤ ∆

2
∥x− x∗∥ ∀J ∈ ∂Bf(x), (566)

pokud x ∈ B(x∗, ε) (to je možné vzhledem k (560)). Dále položme ω = ∆/(2L). Předpokládejme, že
xk ∈ B(x∗, ε) (plat́ı to pro k = 1). Pak podle věty 252 plat́ı ∥J−1

k ∥ ≤ c. Zřejmě

A−1
k + J−1

k (Ak − Jk)A
−1
k = J−1

k .

Jelikož rozd́ıl norem neńı větš́ı než norma rozd́ılu, můžeme psát

∥A−1
k ∥ − ∥J−1

k ∥∥Ak − Jk∥∥A−1
k ∥ ≤ ∥J−1

k ∥,
neboli

∥A−1
k ∥ ≤

∥J−1
k ∥

1− ∥J−1
k ∥∥Ak − Jk∥

≤ c

1− c∆
=

5

4
c,

což podle (562)-(564) a (566) (s využit́ım vztahu f(x∗) = 0) dává

∥xk+1 − x∗∥ = ∥xk + dk − x∗∥ = ∥xk +A−1
k (Akdk + f(xk)− f(xk))− x∗∥

= ∥A−1
k (Akdk + f(xk)− (f(xk)− Jk(xk − x∗)) + (Ak − Jk)(xk − x∗))∥

≤ ∥A−1
k ∥ (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+ ∥Ak − Jk∥∥xk − x∗∥+ ωk∥f(xk)− f(x∗)∥)

≤ 5

4
c (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+ ∆k∥xk − x∗∥+ ωkL∥xk − x∗∥)

≤ 5

4
c

(
1

2
∆ +∆+

1

2
∆

)
∥xk − x∗∥ =

1

2
∥xk − x∗∥. (567)

Odtud plyne, že xk+1 ∈ B(x∗, ε), takže můžeme pokračovat stejným zp̊usobem dále. Dokázali jsme tak
indukćı, že ve všech iteračńıch kroćıch plat́ı xk+1 ∈ B(x∗, ε) a ∥xk+1 − x∗∥ ≤ (1/2)∥xk − x∗∥ čili, že
posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně. Necht’ nyńı ωk → 0 a ∆k → 0. Pak podle (560)
a (567) plat́ı

∥xk+1 − x∗∥ ≤ 5

4
c (∥f(xk)− f(x∗)− Jk(xk − x∗)∥

+∆k∥xk − x∗∥+ ωkL∥xk − x∗∥)

=
5

4
c (o (∥xk − x∗∥) + o (∥xk − x∗∥) + o (∥xk − x∗∥))

= o (∥xk − x∗∥) (568)
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a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně. Jelikož f(x∗) = 0, můžeme podle (568) psát

lim
k→∞

∥f(xk+1)∥
∥xk − x∗∥

≤ L lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥

= 0. (569)

S použit́ım (562)-(564) a (567) dostaneme

∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥+ ∥xk+1 − x∗∥
≤ ∥A−1

k ∥∥Akdk + f(xk)∥+ ∥A−1
k ∥∥f(xk)∥+ ∥xk+1 − x∗∥

≤ 5

4
c(1 + ω)∥f(xk)∥+

1

2
∥xk − x∗∥,

neboli

∥xk − x∗∥ ≤ 5

2
c(1 + ω)∥f(xk)∥,

takže podle (569) plat́ı

lim
k→∞

∥f(xk+1)∥
∥f(xk)∥

≤ 5

2
c(1 + ω) lim

k→∞

∥f(xk+1)∥
∥xk − x∗∥

= 0

a {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně. 2

Věta 253 ř́ıká, že nepřesná Newtonova metoda (562)-(564) je lokálně konvergentńı, čili že konverguje,
pokud počátečńı bod x1 ∈ Rn je dostatečně bĺızko k řešeńı x∗ ∈ Rn. K zaručeńı globálńı konvergence
(konvergence z libovolného počátečńıho bodu) je třeba vztah (562) nahradit výběrem délky kroku. V
následuj́ıćım algoritmu se pro výběr délky kroku použ́ıvá funkce

F (x) =
1

2
fT (x)f(x)

a matice Ak se vyb́ıraj́ı tak, že Ak = Jk (takže ∆k = 0).

Algoritmus 4.1

Data ϱ, σ ∈ (0, 1), ω ∈ (0, 1− σ), ε > 0.

Krok 1 (Inicializace). Zvoĺıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a polož́ıme k = 1.

Krok 2 (Směrový vektor). Jestliže F (x) ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě zvoĺıme
Jk ∈ ∂Bf(xk) a urč́ıme směrový vektor dk tak, aby platilo

ωk =
∥Jkdk + f(xk)∥

∥f(xk)∥
≤ ω. (570)

Krok 3 (Délka kroku). Necht’ tk = ϱik , kde ik je nejmenš́ı nezáporné celé č́ıslo i vyhovuj́ıćı
podmı́nce

F (xk + ϱidk)− F (xk) ≤ −2σϱiF (xk). (571)

Krok 4 (Aktualizace). Polož́ıme xk+1 := xk + tkdk a k := k + 1. Přejdeme na Krok 2.

Věta 254 Necht’ množina X = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F (x1)} je kompaktńı, necht’ zobrazeńı f : Rn → R je
polohladké a silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a funkce F (x) je spojitě diferencovatelná na X ⊂ Rn. Pak:
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(a) Každý hromadný bod posloupnosti {xk}, generovaný Algoritmem 4.1, je řešeńım rovnice (561).

(b) Jestlǐze σ < 1/2 a ωk → 0, pak xk → x∗ superlineárně.

Důkaz (a) Jelikož f je silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a množina X je kompaktńı, existuje konstanta
c > 0 tak, že v každém iteračńım kroku plat́ı ∥J−1

k ∥ ≤ c. Krok 2 algoritmu je tedy dobře definován a
podle (570) plat́ı

∥dk∥ = ∥J−1
k (Jkdk + f(xk))− J−1

k f(xk)∥ ≤ (1 + ω)∥J−1
k ∥∥fk∥ ≤ c(1 + ω)

√
2F (x1). (572)

Ukážeme, že i Krok 3 algoritmu je dobře definován. Předpokládejme naopak, že pro libovolný exponent i
plat́ı

F (xk + ϱidk)− F (xk) > −2σϱiF (xk),

neboli v limitě

F ′(xk, dk) ≥ −2σF (xk).

Jelikož F je spojitě diferencovatelná, podle d̊usledku 28 a podle (570) plat́ı

F ′(xk, dk) = (∇F (xk))T dk = fT (xk)Jkdk

= fT (xk)f(xk) + fT (xk)Jkdk − fT (xk)f(xk)

≤ ∥f(xk)∥∥f(xk) + Jkdk∥ − ∥f(xk)∥2

≤ (ω − 1)∥f(xk)∥2 = −2(1− ω)F (xk). (573)

Jelikož plat́ı F (xk) ̸= 0 (v opačném př́ıpadě by došlo k ukončeńı výpočtu v Kroku 2 algoritmu) dostaneme
porovnáńım obou nerovnost́ı σ ≥ 1 − ω, což je ve sporu s předpokladem σ < 1 − ω. Uvažujme nyńı
posloupnost {xk} generovanou Algoritmem 4.1. Jelikož xk ∈ X a X ⊂ Rn je kompaktńı, muśı existovat
alespoň jeden hromadný bod x∗ ∈ X posloupnosti {xk}. Existuje tedy podmnožina K množiny všech

index̊u taková, že xk
K→ x∗. Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.

(1) Předpokládejme nejprve, že tk ≥ τ > 0 ∀k ∈ K. Pak podle (571) plat́ı

F (x1) ≥ F (x1)− lim
k→∞

F (xk) =

∞∑
k=1

(F (xk)− F (xk+1))

≥
∞∑
k=1

2σtkF (xk) ≥ 2τσ
∑
k∈K

F (xk),

takže nutně F (xk)
K→ 0, což spolu s xk

K→ x∗ dává F (x∗) = 0 (nebot’ funkce F je spojitá).

(2) Předpokládejme nyńı, že tk
K1→ 0 pro nějakou podmnožinu K1 ⊂ K. Odtud plyne, že ik

K1→ ∞, takže
pro dostatečně velké indexy k ∈ K1 plat́ı ik > 0 a jelikož (571) neplat́ı pro i = ik − 1, můžeme s použit́ım
věty o středńı hodnotě psát

(∇F (x′k))
T
dk =

F
(
xk + tk

ϱ dk

)
− F (xk)

tk
ϱ

> −2σF (xk),

kde x′k ∈ (xk, xk + (tk/ϱ)dk). Jelikož posloupnost {∥dk∥}K1 je podle (572) omezená, má tato posloupnost

alespoň jeden hromadný bod d∗. Existuje tedy podmnožina K2 ⊂ K1 taková, že dk
K2→ d∗, což spolu s

xk
K2→ x∗ a tk

K2→ 0 (takže x′k
K2→ x∗) v limitě dává
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(∇F (x∗))T d∗ ≥ −2σF (x∗).

Z druhé strany podle (573) plat́ı (∇F (xk))T dk ≤ −2(1− ω)F (xk), což v limitě dává

(∇F (x∗))T d∗ ≤ −2(1− ω)F (x∗).

Jelikož podle předpokladu plat́ı σ < 1− ω, dostaneme porovnáńım obou nerovnost́ı F (x∗) = 0.
Dokázali jsme tedy, že pokud x∗ je hromadným bodem posloupnosti generované algoritmem, plat́ı

F (x∗) = 0 a tedy i f(x∗) = 0.
(b) Necht’ K je indexová množina použitá v části (a) d̊ukazu. Našim ćılem je ukázat, že pro dostatečně
velké indexy k ∈ K plat́ı xk+1 = xk + dk, a pak použ́ıt indukčńı postup z d̊ukazu věty 253. Jelikož

xk
K→ x∗, ωk

K→ 0 (a ∆k = 0), jsou pro dostatečně velké indexy k ∈ K splněny předpoklady použité v
d̊ukazu věty 253 (xk ∈ B(x∗, ε) a ωk ≤ 1/(10cL)), takže pro bod xk+dk plat́ı (567) (s xk+dk mı́sto xk+1)
a

lim
k

K→∞

∥xk + dk − x∗∥
∥xk − x∗∥

= 0,

lim
k

K→∞

∥f(xk + dk)∥
∥f(xk)∥

= 0.

Jelikož σ < 1/2, existuje index k ∈ K takový, že ∥f(xk + dk)∥ ≤ (1− 2σ)∥f(xk)∥, pokud k ∈ K a k ≥ k.
Pro tyto indexy plat́ı

F (xk + dk)− F (xk)

F (xk)
=

(∥f(xk + dk)∥ − ∥f(xk)∥) (∥f(xk + dk)∥+ ∥f(xk)∥)
∥f(xk)∥2

≤ ∥f(xk + dk)∥ − ∥f(xk)∥
∥f(xk)∥

≤ −2σ,

takže podmı́nka (571) je splněna s ik = 0. Plat́ı tedy xk+1 = xk + dk a vzhledem k (567) můžeme
množinu K formálně doplnit o index k + 1. Pokračujeme-li takto pro daľśı hodnoty indexu, vid́ıme (tak
jako v d̊ukazu věty 253), že xk → x∗ superlineárně. 2

Poznámka 339 Požadavek spojité diferencovatelnosti funkce F = (1/2)fT f se zdá být na prvńı pohled
nerealistický, nebot’ zobrazeńı f neńı spojitě diferencovatelné. Ve skutečnosti je však tento požadavek
splněn v mnoha významných aplikaćıch.

Poznámka 340 V Algoritmu 4.1 se použ́ıvá matice Jk ∈ ∂Bf(xk). Jelikož zobrazeńı f je podle Radema-
cherovy věty diferencovatelné skoro všude, plat́ı obvykle xk ̸∈ Ωf , takže Jk = ∇f(xk). Pokud xk ∈ Ωf ,
bývá výpočet Jk ∈ ∂Bf(xk) obt́ıžněǰśı. Z definice 83 plyne, že

∂Bf(xk) ⊂ [∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]
T ∆
= ∂bf(xk),

přičemž určeńı ∂bf(xk) bývá obvykle snadněǰśı než určeńı ∂Bf(xk). Proto se naskýtá otázka, zda by
nebylo možné volit Jk ∈ ∂bf(xk). Odpověd’ na tuto otázku je kladná. Necht’ J ∈ ∂bf(x). Protože funkce
f1, . . . , fn jsou podle d̊usledku 32 polohladké, podle d̊usledku 34 plat́ı

f1(x+ h)− f1(x)− eT1 Jh = o (∥h∥) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x+ h)− f1(x)− eTnJh = o (∥h∥)

a n je konečné, z̊ustává kĺıčový vztah (560) v platnosti i pro J ∈ ∂bf(x) a v d̊ukazech věty 253 a věty 254
se v podstatě nic nezměńı.
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16.2 Aplikace nehladkých rovnic

Definice 87 Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné. Pak úlohou nelineárńı komplemen-
tarity (NCP) rozumı́me nalezeńı bodu x∗ ∈ Rn

+ takového, že p(x∗) ∈ Rn
+ a (x∗)T p(x∗) = 0, tedy

x∗i ≥ 0, pi(x
∗) ≥ 0, x∗i pi(x

∗) = 0 (574)

pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n.

Úlohu nelineárńı komplementarity lze snadno převést na řešeńı ekvivalentńı soustavy polohladkých
rovnic f(x) = 0, kde

f(x) =

 ψ(x1, p1(x))
. . . . . . . . . . . .
ψ(xn, pn(x))

 (575)

a ψ : Rn → R je polohladká funkce, pro kterou plat́ı ψ(u1, u2) = 0 právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a
u1u2 = 0. Tuto vlastnost má např́ıklad Pangova funkce

ψ(u) = min(u1, u2),

která je polohladká podle d̊usledku 31 (nebot’ min(u1, u2) = −max(−u1,−u2)). Nevýhodou Pangovy
funkce je to, že neńı zaručena spojitá diferencovatelnost zobrazeńı F = (1/2)fT f , které se použ́ıvá při
výběru délky kroku. Výhodněǰśı vlastnosti má Fischerova-Burmeisterova funkce

ψ(u) =
√
u21 + u22 − (u1 + u2). (576)

Lemma 75 Funkce ψ : R2 → R definovaná vztahem (576) je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a polohladká
v bodě 0, přičemž ∂Bψ(0) = S(−e, 1) a ∂ψ(0) = B(−e, 1), kde e = [1, 1]T (S(u, ε) je kružnice a B(u, ε) =
convS(u, ε) kruh se středem u a poloměrem ε). Rovnost ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když u1 ≥ 0,
u2 ≥ 0 a u1u2 = 0. Druhá mocnina funkce ψ je spojitě diferencovatelná v R2.

Důkaz Spojitá diferencovatelnost funkce ψ v R2\{0} je zřejmá: Pro u ∈ R2\{0} plat́ı

∇ψ(u) =

 u1√
u2
1+u2

2

− 1

u2√
u2
1+u2

2

− 1

 . (577)

Polohladkost funkce ψ v bodě 0 plyne z věty 248, nebot’ funkce ψ je konvexńı (je součtem euklidovské
normy

√
u21 + u22 a lineárńı funkce −(u1 + u2)). Uvažujme posloupnost {ui}, kde ui = [ti cosφi, ti sinφi]

T

a ti ↓ 0. Pak plat́ı ∇ψ(ui) = [cosφi−1, sinφi−1]T a posloupnost {∇ψ(ui)} má limitu [cosφ−1, sinφ−1]T

právě tehdy, když φi → φ. Odtud plyne, že

∂Bψ(0) =
∪

φ∈[0,2π]

[cosφ− 1, sinφ− 1]T = S(−e, 1)

a

∂ψ(0) = conv ∂Bψ(0) = conv S(−e, 1) = B(−e, 1).

Pokud u1 < 0, plat́ı

ψ(u) =
√
|u1|2 + u22 + |u1| − u2 ≥ |u2|+ |u1| − u2 > 0

(stejný výsledek dostaneme pro u2 < 0). Pokud u1 > 0, u2 > 0, plat́ı

ψ(u) =
√
u21 + u22 − (u1 + u2) <

√
u21 + 2u1u2 + u22 − (u1 + u2) = 0.
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Pokud u1 = 0 a u2 > 0, plat́ı

ψ(u) = |u2| − u2 = 0

(stejný výsledek dostaneme pro u1 > 0 a u2 = 0). Rovnost ψ(0) = 0 je zřejmá. Druhou mocninu funkce
ψ můžeme vyjádřit ve tvaru

ψ2(u) = u21 + u22 + (u1 + u2)
2 − 2(u1 + u2)

√
u21 + u22.

Tato funkce je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a je spojitě diferencovatelná v bodě 0 právě tehdy, je-li
funkce ψ(u) = (u1 + u2)

√
u21 + u22 spojitě diferencovatelná v bodě 0. Ale

lim
∥u∥→0

ψ(u)− ψ(0)

∥u∥
= lim

∥u∥→0
(u1 + u2)

√
u21 + u22√
u21 + u22

= 0,

takže ψ je diferencovatelná v bodě 0 a plat́ı ∇ψ(0) = 0. Spojitost parciálńı derivace ∂ψ/∂u1 v bodě 0
plyne z nerovnosti

∣∣∣∣∂ψ(u)∂u1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ u1√
u21 + u22

(u1 + u2) +
√
u21 + u22

∣∣∣∣∣
≤ |u1|√

u21 + u22
|u1 + u2|+

√
u21 + u22 ≤ |u1 + u2|+

√
u21 + u22

a z toho, že pravá strana této nerovnosti konverguje k nule pokud u → 0 (stejný výsledek dostaneme pro
parciálńı derivaci ∂ψ/∂u2). 2

Věta 255 Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn. Necht’ f : Rn → Rn je
zobrazeńı definované předpisem (575), kde ψ : R2 → R je funkce definovaná předpisem (576). Pak:

(a) Zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

(b) Plat́ı ∂Bf(x) ⊂ [∂Bf1(x), . . . , ∂Bfn(x)]
T , kde

∂Bfi(x) = ∇fi(x) =

(
xi√

x2i + p2i (x)
− 1

)
ei +

(
pi(x)√

x2i + p2i (x)
− 1

)
∇pi(x), (578)

pokud x2i + p2i (x) ̸= 0 a

∂Bfi(x) =
∪

φ∈[0,2π]

[(cosφ− 1)ei + (sinφ− 1)∇pi(x)], (579)

pokud x2i + p2i (x) = 0.

(c) Funkce F = (1/2)fT f je spojitě diferencovatelná v bodě x.

Důkaz (a) Polohladkost zobrazeńı f plyne z věty 246 a věty 249, nebot’ fi(x) = ψ(xi, pi(x)), funkce ψ je
polohladká podle lemmatu 75 a zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné.
(b) Podle lemmatu 75 je funkce ψ(xi, pi) spojitě diferencovatelná, pokud x2i + p2i ̸= 0. Vztah (578) plyne
z (577) s použit́ım pravidla pro derivováńı složené funkce. V př́ıpadě, že x2i +p

2
i = 0, můžeme použ́ıt stejný

limitńı proces jako v lemmatu 75, takže

∂Bfi(x) = [ei,∇pi(x)]∂Bψ(0) = [ei,∇pi(x)]S(−e, 1),
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což dává (579).
(c) Plat́ı

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

n∑
i=1

ψ2(xi, pi(x)).

Zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné. Podle lemmatu 75 je druhá mocnina funkce ψ spojitě diferencov-
atelná, takže i funkce F je spojitě diferencovatelná. 2

Věta 255 naznačuje jednu z možnost́ı jak řešit úlohy nelineárńı komplementarity. Úloha nelineárńı
komplementarity se převede na ekvivalentńı soustavu nehladkých rovnic (575), které se řeš́ı pomoćı Algo-
ritmu 4.1. Podle poznámky 340 lze volit Jk ∈ ∂bf(xk), kde množinu ∂bf(xk) = [∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]

T

lze určit podle (578)-(579). Funkce F = (1/2)fT f použ́ıvaná při výběru délky kroku je v tomto př́ıpadě
spojitě diferencovatelná.

Ukážeme ještě jednu aplikaci nehladkých rovnic. Uvažujme úlohu nelineárńıho programováńı: Naj́ıt
minimum spojitě diferencovatelné funkce F : Rn → R na množině určené omezeńımi ci(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,
kde c : Rn → Rm, je spojitě diferencovatelné zobrazeńı. Jsou-li splněny podmı́nky regularity, muśı řešeńı
této úlohy vyhovovat podmı́nkám

∇F (x) +
m∑
i=1

λi∇ci(x) = 0, (580)

−ci(x) ≥ 0, λi ≥ 0,
λici(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m

}
(581)

(tvrzeńı 4). Podmı́nky (581) jsou v podstatě podmı́nkami nelineárńı komplementarity (574). Můžeme tedy
sestavit soustavu n+m nehladkých rovnic

f(x, λ)
∆
=


∇F (x) +

∑m
i=1 λi∇ci(x)

ψ(λ1,−c1(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψ(λm,−cm(x))

 = 0, (582)

kde ψ je Fischerova-Burmeisterova funkce (576). Zobrazeńı f : Rn+m → Rn+m je polohladké a funkce
F = (1/2)FTF je spojitě diferencovatelná, takže soustavu rovnic (582) lze řešit pomoćı Algoritmu 4.1.

17 Metody pro nehladkou optimalizaci

17.1 Svazkové metody

Budeme předpokládat, že funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská a že umı́me v každém bodě x ∈ Rn

spoč́ıtat nějaký subgradient g ∈ ∂F (x). Jelikož lokálně lipschitzovská funkce je podle Rademacherovy
věty diferencovatelná skoro všude, plat́ı obvykle g = ∇F (x). Zvláštnost́ı úloh nehladké optimalizace je,
že se gradient ∇F (x) může měnit skokem a že nemuśı být malý v okoĺı extrému funkce F . Z tohoto
d̊uvodu nestač́ı chováńı funkce F vystihnout hodnoty Fk = F (xk), gk ∈ ∂F (xk), v jediném bodě xk, ale
je zapotřeb́ı celý svazek hodnot

Fj = F (yj), gj ∈ ∂F (yj), (583)

źıskaných v pokusných bodech yj , j ∈ Jk ⊂ {1, . . . , k}, který slouž́ı ke konstrukci po částech lineárńı
funkce

F k
L(x) = max

j∈Jk

(Fj + gTj (x− yj)) = max
j∈Jk

(F k
j + gTj (x− xk)) = max

j∈Jk

(F (xk) + gTj (x− xk)− αk
j ),
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kde

F k
j = Fj + gTj (xk − yj), (584)

αk
j = F (xk)− F k

j (585)

pro j ∈ Jk. Tato po částech lineárńı funkce je v konvexńım př́ıpadě majorizována funkćı F .

Věta 256 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı. Pak pro libovolný index k plat́ı αk
j ≥ 0 ∀j ∈ Jk a

F (x) ≥ F k
L(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jelikož gj ∈ ∂F (yj), plat́ı podle věty 227 (d) F (x) ≥ Fj + gTj (x− yj) ∀j ∈ Jk, takže podle (584)

dostaneme F (xk) ≥ F k
j , což podle (585) dává αk

j ≥ 0. Nav́ıc

F (x) ≥ max
j∈Jk

(Fj + gTj (x− yj)) = F k
L(x).

2

V př́ıpadě, že funkce F neńı konvexńı, věta 256 neplat́ı. Abychom v tomto př́ıpadě zaručili vhodnost po
částech lineárńıho modelu F k

L(x), je třeba č́ısla αk
j , j ∈ Jk, definovat jiným zp̊usobem. Jednou z možnost́ı

je pro j ∈ Jk položit

αk
j = max

(
|F (xk)− F k

j |, γ∥xk − yj∥ν
)
,

kde γ ≥ 0 a ν ≥ 1. Jelikož by však bylo nutné ukládat body yj , j ∈ Jk, využ́ıvá se toho, že pro j ∈ Jk

plat́ı

∥xk − yj∥ ≤ ∥xj − yj∥+
k−1∑
i=j

∥xi+1 − xi∥
∆
= skj (586)

a č́ısla αk
j se určuj́ı podle vzorce

αk
j = max

(
|F (xk)− F k

j |, γ(skj )ν
)
, j ∈ Jk. (587)

Funkce F k
L neńı sama o sobě vhodná k určeńı nové aproximace minima, nebot’ jej́ı minimum nemuśı

existovat (F k
L je po částech lineárńı) a pokud existuje, může být př́ılǐs daleko od minima funkce F . Proto

se k funkci F k
L přidává tlumı́ćı kvadratický člen. Dostáváme tak po částech kvadratickou funkci

F k
Q(x) =

1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + F k
L(x)

=
1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + max
j∈Jk

(F (xk) + gTj (x− xk)− αk
j ),

kde Gk je nějaká symetrická positivně definitńı matice. Tato po částech kvadratická funkce může být
interpretována r̊uzným zp̊usobem bud’ k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u nebo k
určeńı oblasti přijatelnosti v metodách s lokálně omezeným krokem. Podrobnou diskusi o těchto metodách
je možné nalézt v praćıch [?], [?], [?]. V tomto textu se omeźıme na metody spádových směr̊u.

Protože je z praktických d̊uvod̊u možné pracovat pouze s omezenými svazky, kdy |Jk| ≤ m (|Jk|
je mohutnost množiny Jk), určuje se množina Jk obvykle tak, že Jk = {1, . . . , k}, pokud k ≤ m, a
Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1 − m}, pokud k ≥ m. Poznamenejme, že to neńı jediný a dokonce ani
nejvhodněǰśı zp̊usob jak určovat svazky, je to však zp̊usob jednoduchý, který vyhovuje všem teoretickým
požadavk̊um, takže se ho v tomto textu přidrž́ıme. Podrobněǰśı diskusi o konstrukci svazk̊u lze nalézt v
práci [?].
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Jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}, je třeba použ́ıvat agregované hodnoty, které v sobě kumuluj́ı informace z
předchoźıch iteračńıch krok̊u. Agregace bude podrobně popsána později (definičńı vztahy (594), (600),
(601) a transformačńı vztahy (605)). Zde pouze uvedeme, že v bodě xk máme k disposici hodnoty F k

a ∈ R,
gka ∈ Rn, ska ∈ R reprezentuj́ıćı jistou lineárńı funkci, která se přidává k lineárńım funkćım obsaženým ve
svazku a že v pr̊uběhu k-tého iteračńıho kroku se řešeńım úlohy kvadratického programováńı určuj́ı nové
hodnoty F̃ k

a ∈ R, g̃ka ∈ Rn, s̃ka ∈ R, které se pak transformuj́ı do bodu xk+1.
Použijeme-li agregované hodnoty, má po částech kvadratická funkce tvar

F k
Q(x) =

1

2
(x− xk)

TGk(x− xk) + max
j∈Jk

(F k
L(x), F (xk) + (x− xk)

T gka − αk
a),

kde

αk
a = max

(
|F (xk)− F k

a |, γ(ska)ν
)
. (588)

Minimum této funkce lze vyjádřit ve tvaru xk+1 = xk + dk, kde směrový vektor dk je řešeńım úlohy
kvadratického programováńı: Minimalizovat funkci

1

2
dTGkd+ v (589)

na množině určené omezeńımi

−αk
j + dT gj ≤ v, j ∈ Jk, (590)

−αk
a + dT gka ≤ v, (591)

(minimalizuje se přes všechny dvojice (d, v) ∈ Rn+1 vyhovuj́ıćı nerovnostem (590), (591)).

Věta 257 Řešeńı úlohy (589)-(591) lze vyjádřit ve tvaru

dk = −G−1
k g̃ka , (592)

vk = −dTkGkdk − α̃k
a, (593)

kde

g̃ka =
∑
j∈Jk

λkj gj + λkag
k
a , (594)

α̃k
a =

∑
j∈Jk

λkjα
k
j + λkaα

k
a (595)

a kde Lagrangeovy multiplikátory λkj , j ∈ Jk, λ
k
a, jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı:

Minimalizovat funkci

1

2

∑
j∈Jk

λjgj + λag
k
a

T

G−1
k

∑
j∈Jk

λjgj + λag
k
a

+
∑
j∈Jk

λjα
k
j + λaα

k
a (596)

na množině určené omezeńımi

λj ≥ 0, j ∈ Jk, λa ≥ 0,∑
j∈Jk

λj + λa = 1.

}
(597)

Minimálńı hodnota funkce (596), odpov́ıdaj́ıćı řešeńı úlohy (596)-(597), je
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wk =
1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka + α̃k

a = −vk − 1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka . (598)

Důkaz Jelikož matice Gk je positivně definitńı, je funkce (589) konvexńı. Omezeńı (590)-(591) jsou lineárńı
a tud́ıž také konvexńı, takže pár (dk, vk) ∈ Rn+1 je podle věty ?? řešeńım úlohy (589)-(591) právě tehdy,
existuj́ı-li Lagrangeovy multiplikátory λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ

k
a ≥ 0, takové, že[

Gkdk
1

]
+
∑
j∈Jk

λkj

[
gj
−1

]
+ λka

[
gka
−1

]
= 0, (599)

přičemž

λkj > 0 ⇒ −αk
j + dTk gj = vk,

λka > 0 ⇒ −αk
a + dTk g

k
a = vk

(podmı́nky komplementarity). Z posledńı rovnice soustavy (599) dostaneme∑
j∈Jk

λkj + λka = 1.

Plat́ı tedy (592) (594) a (597). Použijeme-li označeńı (594)-(595) a podmı́nky komplementarity, můžeme
psát

−α̃k
a + dTk g̃

k
a = vk,

což spolu s (592) dává (593). Zbývá dokázat, že Lagrangeovy multiplikátory λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ
k
a ≥ 0

jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı (596)-(597). Tato úloha je opět konvexńı, takže
č́ısla λkj ≥ 0, j ∈ Jk, λ

k
a ≥ 0, jsou podle věty ?? jej́ım řešeńım právě tehdy, existuj́ı-li Langrangeovy

multiplikátory vk (odpov́ıdaj́ıćı rovnosti v (597)) a µk
j ≥ 0, j ∈ Jk, µ

k
a ≥ 0 (odpov́ıdaj́ıćı nerovnostem

v (597)) tak, že

−(gj)
T dk + αk

j + vk − µk
j = 0, j ∈ Jk,

−(gka)
T dk + αk

a + vk − µk
a = 0,

přičemž λkjµ
k
j = 0, j ∈ Jk, λ

k
aµ

k
a = 0 (pro zjednodušeńı jsme použili označeńı (592) a (594)). Posledńı

rovnosti však nejsou nic jiného než nerovnosti (590), (591), nebot’ µk
j ≥ 0, j ∈ Jk, µ

k
a ≥ 0, a podmı́nky

λkjµ
k
j = 0, j ∈ Jk, λ

k
aµ

k
a = 0 jsou ekvivalentńı podmı́nkám komplementarity pro úlohu (589)-(591). 2

Poznámka 341 Poznamenejme, že omezeńı (591) neńı třeba použ́ıvat pokud Jk = {1, . . . , k}, nebot’ je v
tomto př́ıpadě lineárńı kombinaćı omezeńı (590). Pak ale λka = 0 v (594)-(595).

Poznámka 342 Kromě agregovaných gradient̊u (594) se pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u λkj ≥ 0,

j ∈ Jk, λ
k
a ≥ 0 definuj́ı agregované hodnoty

F̃ k
a =

∑
j∈Jk

λkjF
k
j + λkaF

k
a , (600)

s̃ka =
∑
j∈Jk

λkj s
k
j + λkas

k
a. (601)
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Máme-li k dispozici směrový vektor dk, je třeba určit novou aproximaci minima funkce F . Abychom
zaručili globálńı konvergenci svazkové metody, nelze jednoduše položit xk+1 = xk + dk, ale je třeba použ́ıt
složitěǰśı proceduru jej́ımž výstupem jsou dva body

xk+1 = xk + tkLdk,

yk+1 = xk + tkRdk,

kde 0 ≤ tkL ≤ tkR ≤ 1 jsou délky kroku. Délky kroku se vyb́ıraj́ı takovým zp̊usobem (Algoritmus 5.2),
aby nastala právě jedna z možnost́ı popsaných v definici 88 a definici 89. V obou definićıch použ́ıváme
označeńı

βk+1 = max
(
|F (xk)− Fk+1 − (xk − yk+1)

T gk+1|, γ|xk − yk+1|ν
)

(602)

a konstanty 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , 0 < τ < 1 a D > 0.

Definice 88 (Spádový krok) Spádovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR = tkL > 0,

F (xk+1) ≤ F (xk)− σLt
k
Lwk (603)

a bud’ tkL ≥ τ nebo βk+1 > σAwk.

Definice 89 (Nulový krok) Nulovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR > tkL = 0,

dTk gk+1 ≥ βk+1 − σRwk (604)

a ∥yk+1 − zk+1∥ ≤ D, kde zk+1 je libovolný bod, pro který plat́ı F (zk+1) ≤ F (xk).

Máme-li určen nový bod xk+1 je třeba do něj transformovat všechny svazkové i agregované hodnoty.
To se provád́ı pomoćı vzorc̊u

F k+1
j = F k

j + (xk+1 − xk)
T gj , j ∈ Jk

F k+1
a = F̃ k

a + (xk+1 − xk)
T g̃ka

F k+1
k+1 = Fk+1 + (xk+1 − yk+1)gk+1

gk+1
a = g̃ka
sk+1
j = skj + ∥xk+1 − xk∥, j ∈ Jk
sk+1
a = s̃ka + ∥xk+1 − xk∥
sk+1
k+1 = ∥xk+1 − yk+1∥


(605)

Zbývá uvést podmı́nky, které by měly splňovat matice Gk. Abychom zaručili globálńı konvergenci
svazkové metody, použijeme tento předpoklad.

Předpoklad 22 Matice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a stejnoměrně omezené (jejich vlastńı
č́ısla lež́ı v kompaktńım intervalu neobsahuj́ıćım nulu). Je-li k-tý krok nulový, plat́ı hTG−1

k+1h ≤ hTG−1
k h

∀h ∈ Rn.

Nyńı můžeme popsat základńı algoritmus svazkových metod.

Algoritmus 11

Data ε > 0, γ ≥ 0, ν ≥ 1, m ≥ 1.

Krok 1 (Inicializace). Urč́ıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a počátečńı symetrickou pozitivně definitńı
matici G1. Polož́ıme y1 = x1 a vypočteme hodnoty F1 = F (y1), g1 ∈ ∂F (y1). Polož́ıme
s11 = s1a = 0, F 1

1 = F 1
a = F1, g

1
1 = g1a = g1, J1 = {1} a k = 1.
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Krok 2 (Směrový vektor). Najdeme řešeńı úlohy kvadratického programováńı (589)-(591)
(omezeńı (591) použ́ıváme pouze tehdy, jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}.) Dostaneme tak Lagrangeovy
multiplikátory λkj , j ∈ Jk a λka (λka ̸= 0 pouze tehdy, jestliže Jk ̸= {1, . . . , k}), agregované hod-

noty g̃ka , α̃
k
a, F̃

k
a , s̃

k
a, směrový vektor dk a č́ısla vk, wk (věta 257). Jestliže wk ≤ ε, ukonč́ıme

výpočet.

Krok 3 (Délka kroku). Pomoćı Algoritmu 5.2 urč́ıme délky kroku tkL, t
k
R tak, abychom dostali bud’

spádový krok (definice 88) nebo nulový krok (definice 89). Polož́ıme xk+1 = xk + tLdk, yk+1 =
xk + tRdk a vypočteme hodnoty Fk+1 = F (yk+1), gk+1 ∈ ∂F (yk+1).

Krok 4 (Aktualizace). Vypočteme transformované hodnoty podle (605) a urč́ıme matici Gk+1 tak, aby
vyhovovala Předpokladu 22. Jestliže |Jk| < m, polož́ıme Jk+1 = Jk∪{k+1}. Jestliže |Jk| = m,
polož́ıme Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1−m}. Polož́ıme k := k + 1 a přejdeme na Krok 2.

Poznámka 343 Množinu Jk+1 můžeme určovat i jiným zp̊usobem než je uvedeno v Kroku 4 algoritmu.
V podstatě jde o to, aby obsahovala dostatečný počet index̊u a aby platilo k + 1 ∈ Jk+1.

Výběr délky kroku (Krok 3 algoritmu) je poměrně komplikovaná procedura, kterou uvedeme ve formě
samostatného algoritmu. Abychom zjednodušili označeńı vynecháme index k a index k + 1 nahrad́ıme
symbolem +.

Algoritmus 12

Data 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , γ > 0, ν ≥ 1, 0 < κ < 1/2, 0 < τ < 1/2, D > 0.

Vstup x ∈ Rn, d ∈ Rn, F = F (x), w > 0.

Krok 1 (Inicializace). Polož́ıme t1 = 1, t1A = 0, t1U = 1 a i = 1.

Krok 2 (Nové hodnoty). Vypočteme hodnoty F i = F (x+ tid), gi ∈ ∂F (x+ tid) a

βi = max
(
|F − F i + tidT gi|, γ(ti∥d∥)ν

)
.

Jestliže F i ≤ F − σT t
iw, polož́ıme tiA = ti. V opačném př́ıpadě polož́ıme tiU = ti.

Krok 3 (Spádový krok). Jestliže F i ≤ F − σLt
iw a bud’ ti ≥ τ nebo βi > σAw, polož́ıme tR = tL = ti,

tA = tiA, β
+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 (Nulový krok). Jestliže dT gi ≥ βi −σRw a (ti − tiA)∥d∥ ≤ D, polož́ıme tR = ti, tL = 0, tA = tiA,
β+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 (Aktualizace). Zvoĺıme ti+1 ∈ [tiA + κ(tiU − tiA), t
i
U − κ(tiU − tiA)], polož́ıme i := i+1 a přejdeme

na Krok 2.

Věta 258 Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská a necht’ pro libovolnou posloupnost ti ↓ 0
plat́ı

lim sup
gi∈∂F (x+tid)
i→∞

dT gi ≥ lim inf
i→∞

F (x+ tid)− F (x)

ti
. (606)

Pak Algoritmus 5.2 najde po konečném počtu krok̊u délky kroku tL, tR, tA takové, že pro body x+ = x+tLd,
y+ = x+ tRd, z

+ = x+ tAd nastane právě jeden z těchto př́ıpad̊u:

(a) Spádový krok: Plat́ı tR = tL > 0,

F (x+) ≤ F (x)− σLtLw

a bud’ tL ≥ τ nebo β+ > σAw.
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(b) Nulový krok: Plat́ı tR > tL = 0,

dT g(y+) ≥ β+ − σRw,

∥y+ − z+∥ ≤ D a F (z+) ≤ F (x).

V obou př́ıpadech se použ́ıvá označeńı

β+ = max
(
|F (x)− F (y+)− (x− y+)T g+|, γ∥x− y+∥)ν

)

Důkaz K ukončeńı algoritmu dojde bud’ v Kroku 3, pak zřejmě plat́ı (a), nebo v Kroku 4, pak plat́ı (b).
Zbývá tedy dokázat, že k ukončeńı algoritmu dojde po konečném počtu krok̊u. Abychom to dokázali,
budeme naopak předpokládat, že k ukončeńı algoritmu nedojde po konečném počtu krok̊u. Necht’ {ti},
{tiA}, {tiU}, {gi}, {βi} jsou posloupnosti hodnot generovaných algoritmem (takže bud’ ti = tiA nebo ti = tiU ).
Jelikož tiA ≤ ti+1

A ≤ ti+1
U ≤ tiU a ti+1

U − ti+1
A ≤ (1−κ)(tiU − tiA) pro všechny indexy i, existuje nutně hodnota

t∗ ≥ 0 taková, že tiA ↑ t∗, tiU ↓ t∗ a ti → t∗. Nav́ıc pro dostatečně velké indexy plat́ı (ti − tiA)∥d∥ ≤ D.
Označme S = {t ≥ 0 : F (x + td) ≤ F − σT tw}. Protože {tiA} ⊂ S, tiA ↑ t∗ a funkce F je spojitá, muśı
platit

F (x+ t∗d) ≤ F − σT t
∗w, (607)

takže t∗ ∈ S. Necht’ I = {i : ti ̸∈ S}. Ukážeme nejprve, že množina I je nekonečná. Pokud by existoval

index i ∈ I takový, že ti ∈ S ∀i > i, muselo by platit tiU = tiU ↓ t∗ ∀i > i, neboli t∗ = tiU ̸∈ S, což je ve
sporu s t∗ ∈ S. Množina I je tedy nekonečná a plat́ı F (x + tid) > F − σT t

iw ∀i ∈ I, což spolu s (607)
dává

F (x+ tid)− F (x+ t∗d)

ti − t∗
> −σTw ∀i ∈ I.

Použijeme-li předpoklad (606), dostaneme

−σTw ≤ lim inf
i

I→∞

F (x+ t∗d+ (ti − t∗)d)− F (x+ t∗d)

ti − t∗
≤ lim sup

i
I→∞

dT gi. (608)

Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.
(a) Necht’ t∗ > 0. Podle (607) pro dostatečně velké indexy plat́ı F (x+ tid) ≤ F − σLt

iw, nebot’ σL < σT ,
ti → t∗ a funkce F je spojitá. Protože nedojde k ukončeńı algoritmu, muśı pro dostatečně velké indexy
platit βi ≤ σAw (Krok 3 algoritmu) a βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), což dohromady dává

dT gi < βi − σRw ≤ −(σR − σA)w < −σTw

(nebot’ w > 0) a což je pro i ∈ I (I je nekonečná) ve sporu s (608).
(b) Necht’ t∗ = 0. Pak ti → 0 implikuje βi → 0 (nebot’ funkce F je spojitá a subgradienty gi jsou podle
věty 233 (a) omezené v okoĺı bodu x). Protože nedojde k ukončeńı výpočtu, muśı pro velké indexy platit
βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), takže

lim sup

i
I→∞

dT gi ≤ −σRw < −σTw,

což je opět ve sporu s (608). 2

Poznámka 344 Podle věty 245 splňuje podmı́nku (606) každá slabě polohladká funkce, nebot’ výraz na
pravé straně (606) je v tomto př́ıpadě směrovou derivaćı (která existuje) a výraz na levé straně je roven
limitě (552).
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Nyńı dokážeme globálńı konvergenci Algoritmu 5.1. Vzhledem k tomu, že budeme vyšetřovat vlastnosti
nekonečné posloupnosti bod̊u generovaných t́ımto algoritmem, budeme předpokládat, že ε = 0 (Krok 2).
Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı předpoklad.

Předpoklad 23 Funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská na množině DF (F1)+B(0, D), kde množina
DF (F1) = {x ∈ D : F (x) ≤ F (x1)} je kompaktńı, a je splněna podmı́nka (606) (např́ıklad, když F je slabě
polohladká).

Poznámka 345 Protože ve spádových kroćıch hodnota funkce F neroste, plat́ı xk ∈ X a protože DF (F1)
je kompaktńı, je posloupnost {xk} omezená. Jelikož podle věty 258 plat́ı ∥yk − zk∥ ≤ D, kde zk ∈ X,
můžeme psát yk ∈ DF (F1) + B(0, D). Množina DF (F1) + B(0, D) je kompaktńı, takže posloupnost {yk}
je omezená. Z lokálńı lipschitzovskosti funkce F na DF (F1)+B(0, D) plyne omezenost posloupnosti {gk}.
Podle (609) je i posloupnost {g̃ka} omezená. Z (592) a Předpokladu 22 pak plyne omezenost posloup-
nosti {dk}.

Lemma 76 Existuj́ı č́ısla λ̃ki ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k, λ̃k1 + . . . + λ̃kk = 1 taková, že hodnoty F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a źıskané v

Kroku 2 Algoritmu 5.1 vyhovuj́ı vztah̊um

(
F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a

)
=

k∑
i=1

λ̃ki (F
k
i , gi, s

k
i ) (609)

(závorky v (609) znač́ı, že tato rovnost plat́ı pro všechny prvky dané trojice).

Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že hodnoty F̃ k
a , g̃

k
a , s̃

k
a vyhovuj́ı vztah̊um (609) (plat́ı

to zřejmě pokud Jk = {1, . . . , k}, kdy λka = 0, takže vztahy (594), (600), (601) implikuj́ı (609) s λ̃ki = λki ).
Necht’ λk+1

i ≥ 0, i ∈ Jk+1, jsou Lagrangeovy multiplikátory určené řešeńım úlohy (589)-(591) (nebo
úlohy (596)-(597)), kde index k je nahražen indexem k + 1, a necht’ λk+1

i = 0, i ̸∈ Jk+1. Položme

λ̃k+1
i = λk+1

i + λk+1
a λ̃ki , i ≤ k a λ̃k+1

k+1 = λk+1
k+1. Pak podle (597) plat́ı λ̃k+1

i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k + 1, a

k+1∑
i=1

λ̃k+1
i =

k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃ki =
∑

i∈Jk+1

λk+1
i + λk+1

a = 1.

Dále s použit́ım (605), (594), (600), (601) dostaneme

(F̃ k+1
a , g̃k+1

a , s̃k+1
a ) =

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i ) + λk+1

a

(
F k+1
a , gk+1

a , sk+1
a

)
=

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

(
F̃ k
a + (xk+1 − xk)

T g̃ka , g̃
k
a , s̃

k
a + ∥xk+1 − xk∥

)
=

k+1∑
i=1

λk+1
i (F k+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

k∑
i=1

λ̃ki
(
F k
i + (xk+1 − xk)

T gi, gi, s
k
i + ∥xk+1 − xk∥

)
=

(
k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃ki

)
(F k+1

i , gi, s
k+1
i )

=

k+1∑
i=1

λ̃k+1
i

(
F k+1
i , gi, s

k+1
i

)
.

2
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Lemma 77 Jestlǐze posloupnost {xk} generovaná Algoritmem 5.1 má hromadný bod x∗ ∈ Rn a existuje

podposloupnost {xk}K ⊂ {xk} taková, že xk
K→ x∗ a wk

K→ 0, pak bod x∗ je stacionárńım bodem funkce F
(plat́ı 0 ∈ ∂F (x∗)).

Důkaz Podle lemmatu 76 plat́ı (609). Podle věty 194 existuje nanejvýš n + 2 dvojic (gk,i, sk,i), gk,i ∈
∂F (yk,i), (yk,i, gk,i, sk,i) ∈ {(yi, gi, si) : i = 1, . . . , k} tak, že plat́ı

(g̃ka , s̃
k
a) =

n+2∑
i=1

λk,i
(
gk,i, sk,i

)
, (610)

kde λk,i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 2, λk,1 + . . . + λk,n+2 = 1. Podle poznámky 345 jsou vektory yk,i, gk,i,

1 ≤ i ≤ n + 2, omezené, takže existuje podmnožina K ⊂ K taková, že yk,i
K→ y∗i , g

k,i K→ g∗i , λ
k,i K→ λ∗i ,

1 ≤ i ≤ n+ 2. Podle věty 233 (c) plat́ı g∗i ∈ ∂F (y∗i ), 1 ≤ i ≤ n+ 2. Z (610) pak plyne (g̃ka , s̃
k
a) → (g̃∗a, s̃

∗
a),

kde

(g̃∗a, s̃
∗
a) =

n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i ) (611)

a λ∗i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n+2, λ∗1+ . . .+λ
∗
n+2 = 1. Nav́ıc (586) implikuje sk,i ≥ ∥xk−yk,i∥, což spolu s xk

K→ x∗,

yk,i
K→ y∗i a sk,i

K→ s∗i dává

s∗i ≥ ∥x∗ − y∗i ∥ (612)

pro 1 ≤ i ≤ n + 2. Jelikož wk
K→ 0, matice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a α̃k

a ≥ 0, muśı

podle (598) platit g̃ka
K→ 0, α̃k

a
K→ 0. Podle (587), (588) a (595) dostaneme

α̃k
a =

∑
j∈Jk

λkj max
(
|F (xk)− F k

j |, γ(skj )ν
)
+ λka max

(
|F (xk)− F k

a |, γ(ska)ν
)

≥ max

∑
j∈Jk

λkj |F (xk)− F k
j |+ λka|F (xk)− F k

a |, γ

∑
j∈Jk

λkj s
k
j + λkas

k
a

ν
≥ max

(
|F (xk)− F̃ k

a |
)
, γ
(
s̃ka)

ν
)
, (613)

nebot’ funkce max(·, ·) a | · |ν , ν ≥ 1, jsou konvexńı. Plat́ı tedy g̃ka
K→ 0, s̃ka

K→ 0, což s použit́ım (611)
a (612) dává

(0, 0) =
n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i )

a y∗i = x∗, 1 ≤ i ≤ n+ 2. Tedy g∗i ∈ ∂F (y∗i ) = ∂F (x∗) a 0 = λ∗1g
∗
1 + . . .+ λ∗n+2g

∗
n+2 ∈ ∂F (x∗). 2

Poznámka 346 Pokud výpočet skonč́ı předčasně, čili pokud v některém iteračńım kroku plat́ı wk = 0, má
bod xk stejné vlastnosti jako bod x∗ v lemmatu 77. Plat́ı g̃ka = 0 a s̃ka = 0, což jako v d̊ukazu lemmatu 77
dává 0 ∈ ∂F (xk).

Lemma 78 Necht’ počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 je konečný a necht’ l-tý iteračńı krok je posledńım
spádovým krokem. Pak bod xl+1 je stacionárńım bodem funkce F (plat́ı 0 ∈ ∂F (xl+1)).
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Důkaz Nejprve poznamenejme, že pro k > l plat́ı xk+1 = xk, takže z (605) a (588) plyne

αk+1
a = max

(
|F (xk)− F k+1

a |, γ(sk+1
a )ν

)
= max

(
|F (xk)− F̃ k

a |, γ(s̃ka)ν
)
,

což spolu s (613) dává αk+1
a ≤ α̃k

a. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme

gk+1(λ) = λgk+1 + (1− λ)gk+1
a = λgk+1 + (1− λ)g̃ka

∆
= g̃k(λ),

αk+1(λ) = λαk+1
k+1 + (1− λ)αk+1

a ≤ λαk+1
k+1 + (1− λ)α̃k

a
∆
= α̃k(λ).

Vzhledem k tomu, že wk+1 je podle věty 257 minimem funkce (596) (s indexem k + 1 mı́sto k), muśı pro
k > l platit

wk+1 ≤ 1

2
gTk+1(λ)G

−1
k+1gk+1(λ) + αk+1(λ) ≤

1

2
g̃Tk (λ)G

−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ)

∆
= wk(λ),

nebot’ pro k > l je hTG−1
k+1h ≤ hTG−1

k h ∀h ∈ Rn (Předpoklad 22). Dále poznamenejme, že pro k > l
z (592) a (604) plyne

αk+1
k+1 + gTk+1G

−1
k g̃ka ≤ σRwk.

nebot’ v nulových kroćıch podle (602) plat́ı αk+1
k+1 = βk+1. Postupnými úpravami dostaneme

wk(λ) =
1

2
g̃Tk (λ)G

−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ)

=
1

2
(g̃ka)

TG−1
k g̃ka + α̃k

a + λ
(
gTk+1G

−1
k g̃ka − (g̃ka)

TG−1
k g̃ka + αk+1

k+1 − α̃k
a

)
+λ2

(
gk+1 − g̃ka

)T
G−1

k (gk+1 − g̃ka)

≤ wk + λσRwk − λwk + λ2
(
gk+1 − g̃ka

)T
G−1

k (gk+1 − g̃ka)

≤ wk + λ(σRwk − wk) + λ2M,

kde existence konstantyM plyne z omezenosti hodnot gk+1, g̃
k
a (poznámka 345) a ze stejnoměrné pozitivńı

definitnosti matic Gk (Předpoklad 22). Výraz na pravé straně nerovnosti nabývá minima pro λ = (1 −
σR)wk/(2M) a jeho minimálńı hodnota se rovná wk − (1− σR)

2w2
k/(4M). Plat́ı tedy

wk+1 ≤ wk − (1− σR)
2w2

k

4M
. (614)

Nyńı již snadno dokonč́ıme d̊ukaz lemmatu. Ukážeme, že pro k > l plat́ı wk → 0. Kdyby tomu tak nebylo,
musela by existovat konstanta δ > 0 taková, že wk ≥ δ ∀k > l (nebot’ posloupnost kladných č́ısel {wk} je
podle (614) nerostoućı pro k > l). Pak bychom z (614) dostali wk+1 ≤ wk − (1 − σR)

2δ2/(4M) ∀k > l,
takže pro dostatečně velké indexy by platilo wk < δ, což je spor. Jelikož xk = xl+1 ∀k > l, plat́ı xk → xl+1,
což spolu s wk → 0 dává 0 ∈ ∂F (xl+1) podle lemmatu 77. 2

Věta 259 Necht’ funkce F : Rn → R splňuje Předpoklad 23. Pak každý hromadný bod posloupnosti {xk}
generované Algoritmem 5.1 je stacionárńım bodem funkce F .

Důkaz Je-li počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 konečný, existuje podle lemmatu 78 právě jeden

hromadný bod posloupnosti {xk}, který je stacionárńım bodem funkce F . Předpokládejme, že xk
K→ x∗

(množina K a bod x∗ existuj́ı, protože posloupnost {xk} je omezená). Utvořme nekonečnou množinu

K =
{
k = k(i) : k(i) ≥ i, i ∈ K,xi = . . . = xk(i) ̸= xk(i)+1

}
,
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takže krok s indexem k ∈ K je spádový a xk
K→ x∗. Jelikož posloupnost {F (xk)} je nerostoućı a zdola

omezená (protože F je lokálně lipschitzovská na kompaktńı množině), muśı mı́t limitu a tud́ıž F (xk) −
F (xk+1)

K→ 0. Jelikož pro k ∈ K plat́ı (603), můžeme psát

0 ≤ σLt
k
Lwk ≤ F (xk)− F (xk+1),

takže tkLwk
K→ 0. Podle věty 258 plat́ı K = K1 ∪ K2, kde K1 = {k ∈ K : tkL ≥ τ} a K2 = {k ∈

K : βk+1 > σAwk}. Je-li množina K1 nekonečná, pak z tkLwk
K1→ 0 plyne wk

K1→ 0 a podle lemmatu 77
je bod x∗ stacionárńım bodem funkce F . Je-li množina K1 konečná, muśı být množina K2 nekonečná.
Předpokládejme, že existuje č́ıslo δ takové, že množina K3 = {k ∈ K2, wk > δ} je nekonečná. Pak z

tkLwk
K3→ 0 plyne tkL

K3→ 0. Z Předpokladu 22 a z omezenosti směrových vektor̊u (poznámka 345) plyne
existence č́ısla M > 0 takového, že

∥xk+1 − xk∥ = tkL∥dk∥ ≤ tkLM,

takže tkL
K3→ 0 implikuje ∥xk+1 − xk∥

K3→ 0. Protože ve spádových kroćıch plat́ı yk+1 = xk+1, dostaneme

∥yk+1−xk∥
K3→ 0. To po dosazeńı do (602) a využit́ı spojitosti funkce F dává βk+1

K3→ 0. Jelikož K3 ⊂ K2,

plat́ı 0 ≤ σAwk < βk+1, takže wk
K3→ 0, což je ve sporu s definićı množiny K3. Plat́ı tedy wk

K2→ 0 a podle
lemmatu 77 je bod x∗ stacionárńım bodem funkce F . 2

Algoritmus 5.1 reprezentuje jednu tř́ıdu globálně konvergentńıch svazkových metod pro minimalizaci
nehladkých funkćı. Jednotlivé metody se lǐśı výběrem matice Gk. Nejjednodušš́ı svazková metoda použ́ıvá
matici

Gk = ukI

kde uk > 0 jsou váhové koeficienty. Tyto váhové koeficienty se adaptivně nastavuj́ı podle jistých (v́ıceméně
heuristických) pravidel tak, aby umin ≤ uk ≤ umax a aby v nulových kroćıch platilo uk+1 ≥ uk (t́ım je splněn
Předpoklad 22). Matice Gk může být také určena pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı ([?]). V tom
př́ıpadě muśı být v nulových kroćıch použita aktualizace hodnosti jedna, která vyhovuje Předpokladu 22.
Výhodou kvazinewtonovských svazkových metod je to, že matice Gk obsahuje poměrně kvalitńı informaci
o minimalizované nehladké funkci, takže je možné použ́ıvat malé svazky (např́ıklad s m = 1 nebo m = 2)
což vede ke značné úspoře času při řešeńı úlohy kvadratického programováńı (589)-(591).
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