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Tato zprava popisuje teoretické i praktické vlastnosti numerickych metod pro nepodminénou optimalizaci.
Studuji se metody pro obecné i specidlni optimalizaéni dlohy mezi které patfi minimalizace soultu &tverci,
sou&tu absolutnich hodnot, maximni hodnoty a dalSich nehladkych funkci. Krom& metod pro standardni dlohy
stfednich rozmérli jsou studovdny i metody pro rozsahlé ¥idké a strukturované ulohy. Velkd pozornost je
vénovana soustavam nelinedrnich rovnic.

Keywords:
Numericka optimalizace, nelinedrni aproximace, systémy nelinearnich rovnic, algoritmy.

I This work was supported by the Grant Agency of the Czech Republic, project No. 201/09/1957, and the institutional
research plan No. AVOZ10300504



Contents

1

Uvod

1.1 Zakladni pojmy . . . . . . . . e e e e
1.2 Podminky optimality . . . . . . . . . .
1.3 Zékladni pojmy z teorie konvergence . . . . . . . ... L Lo
1.4 Zakladni optimaliza¢ni metody . . . . . . . . . . .. L

Metody spadovych sméra

2.1 Zékladni vlastnosti metod spadovych sméri . . . . . .. .. ...
2.2 Globalnif konvergence . . . . . . .. e e
2.3 Asymptotickd rychlost konvergence . . . . . . ... Lo
2.4 Vybér délky kroku . . . . ... e
2.5 Nemonotonni metody spadovych smérit . . . . . . . ... .. L o

Metody sdruzenych gradientii

3.1 Zakladni vlastnosti metod sdruzenych gradienta . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Globalnf konvergence . . . . . . . .. L e e
3.3 PferuSované metody sdruzenych gradientu . . . . . . . . ... ..o
3.4 Asymptotickd rychlost konvergence . . . . . .. ..o
3.5 Modifikace a implementace metod sdruzenych gradientu . . . . . . ... ... ... ... ..
3.6 Pfedpodminénd metoda sdruzenych gradientu pro feseni soustav linearnich rovnic . . . . .

Metody s proménnou metrikou

4.1 Zakladni vlastnosti metod s proménnou metrikou . . . . . .. ... L Lo
4.2 Soucinovy tvar metod s proménnou metrikou . . . . ... ...
4.3 Varia¢ni odvozeni metod s proménnou metrikou . . . . . . ... ...
4.4 Vybér parametru (skdlovdni a korekee) . . . . . ... Lo oo Lo
4.5 Globalni konvergence . . . . . . . ...
4.6 Asymptotickd rychlost konvergence . . . . . .. ... L
4.7 Aktualizace trojuhelnikového rozkladu . . . . . . ... Lo oo
4.8 Modifikace a implementace metod s proménnou metrikou . . . ... ..o L

Metody s lokalné omezenym krokem

5.1 Zakladni vlastnosti metod s lokdlné omezenym krokem . . . . . . . ... ..o
5.2 Metody s optimdlnim lokalné omezenym krokem . . . .. . . ... ... L oL
5.3 Newtonova metoda s lokdlné omezenym krokem . . . . . . . . .. .. L oL
5.4 Nemonotonni metody s lokalné omezenym krokem . . . . . ... ... ... ... ... ..
5.5 Kombinované metody s lokalné omezenym krokem . . . . . ... ... ... ...

Vypocet lokalné omezeného kroku

6.1 Vypocet optimalniho lokdlné omezeného kroku . . . . . .. .. ... oL
6.2 Vyuzit{ sméru nejvétsiho spadu (metody psf nohy) . . . . . . . ... oL
6.3 Nepiesné metody s lokalné omezenym krokem . . . . . . .. .. ... oo
6.4 Pouziti symetrické Lanczosovy metody . . . . . . . . ... L L o
6.5 Posunuté nepiesné metody s lokalné omezenym krokem . . . ... ... ... L.
6.6 Maticové rozklady pro symetrické indefinitnf matice . . . . .. .. ...

Metody pro minimalizaci sou¢tu ¢tvercu

7.1 Gaussova—Newtonova metoda . . . . . . . . . . ...
7.2  Pouziti kvazinewtonovskych aktualizaci . . . ... ... ... L o oL
7.3 Resen{ linerni tlohy nejmensich Gtvercit . . . . . . . . . ...

16
16
19
26
34
37

41
41
43
47
48
o6
63

70
70
82
95
103
112
114
120
123

132
132
142
144
147
149

153
153
156
160
162
166
169



8 Metody pro rozsahlé husté dlohy
8.1 Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti . . . . . .. ...
8.2 Metody redukovanych Hessidnu s omezenou paméti . . . . . . . . . . . ... ... ...
8.3 Posunuté metody s proménnou metrikou s omezenou paméti . . . . . ... ...
8.4 Diferenéni verze Newtonovy metody pro husté ulohy . . . . .. ... ... ... ... ....
8.5 Numerické porovndni . . . . . . . . . L e

9 Metody pro rozsahlé ridké tlohy
9.1 Diferenéni verze Newtonovy metody pro fidké lohy . . . . ... ... ... ... ... ...
9.2 Metody s proménnou metrikou pro tidké dlohy . . . . .. ... o oL

10 Metody pro rozsahlé separovatelné tlohy
10.1 Diferené¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné lohy . . . . . . .. .. ... ... ..
10.2 Metody s proménnou metrikou pro separovatelné ulohy . . . . . ... ... ... ... ...
10.3 Modifikace Gaussovy—Newtonovy metody pro iidky soucet ¢tverca . . . . . . . . ... ...
10.4 Tteracni feSeni rozsdhlych linedrnich tloh nejmensich ¢tvercu. . . . . . . ... ... ... ..

11 Metody pro feSeni soustav nelinearnich rovnic
11.1 Zakladni vlastnosti metod pro feseni soustav nelinedrnich rovnic . . . . . . ... ... ...
11.2 Metody spadovych smérii . . . . . . . . . ..
11.3 Metody s lokdlné omezenym krokem . . . . . . . . . ... L L Lo
11.4 Newtonova metoda . . . . . . . . . . .. . L e
11.5 Kvazinewtonovské metody . . . . . . . . . .. L Lo
11.6 Nemonotonni kvazinewtonovské metody . . . . . . .. ... .. ... L L oL
11.7 Sdruzené kvazinewtonovské metody . . . . . . . ... oL Lo
11.8 Tenzorové metody . . . . . . . . . . L e
11.9 Aktualizace ortogonalniho rozkladu . . . . . . . . .. . L oL

12 Metody pro rozsahlé soustavy nelinearnich rovnic
12.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti. . . . . . . . . . .. ... oL
12.2 Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro husté dlohy . . . . . ... .. ... ... ......
12.3 Diferené¢ni verze Newtonovy metody pro fidké dlohy . . . . . . ... ... ... ... ....
12.4 Kvazinewtonovské metody pro tidké dlohy . . . . . . . .. ..o oo
12.5 Sdruzené kvazinewtonovské metody pro fidké ulohy . . . . . .. ... ... Lo
12.6 Metody zalozené na aktualizaci nesymetrického trojihelnikového rozkladu . . . . . . . . ..
12.7 Nedokonalé diferen¢ni verze Newtonovy metody . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ....
12.8 Iteracni feSeni systému linearnich rovnic s nesymetrickou matici . . . . . . . . .. ... ...
12.9 Metody s lokalné omezenym krokem . . . . . . . ... Lo Lo

13 Optimalizace dynamickych systému
13.1 Primy vypocet gradientu . . . . . . . . . . ...
13.2 Zpétny vypocet gradientt . . . . . . . . ...
13.3 Piimy vypocet Hessovy matice . . . . . . . . . . .. L
13.4 Piim4é aproximace Hessovy matice (soucet ¢tverctt) . . . . . . . . ... .. ... ... ...

14 Automatické derivovani

15 Zaklady nehladké analyzy
15.1 Konvexni MNoziny . . . . . . . o vt i e e e e
15.2 Konvexni funkce . . . . . . . . . . e e
15.3 Lipschitzovské funkce . . . . . . . . L
15.4 Lipschitzovskd zobrazeni . . . . . . . . . ... L L
15.5 Polohladkd zobrazeni . . . . . . . . . ...

189
189
207
213
221
235

236
236
240

247
247
249
250
252

258
258
260
266
271
273
277
280
283
288

289
289
292
293
294
298
301
302
302
313

315
316
316
317
318

318



16 Metody pro feSeni soustav nehladkych rovnic 362

16.1 Newtonova metoda . . . . . . . . . . . . L e 362
16.2 Aplikace nehladkych rovnic . . . . . .. ..o oo 367
17 Metody pro nehladkou optimalizaci 369
17.1 Svazkové metody . . . . . . ... 369



1 Uvod

V tomto textu jsou studovany zakladni metody pro nepodminénou minimalizaci v¢éetné jejich konver-
gencnich vlastnosti. Po struéném dvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody spadovych
Kapitola 3 je vénovana metodam s lokdlné omezenym krokem vhodnym zejména ke globalné konvergentni
realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci sou¢tu ¢tvercia. V kapitole 4
jsou popsany specidlni metody pro rozsahlé a strukturované optimalizacni ulohy. Kapitola 5 je vénovana
metodam pro FeSeni soustav nelinearnich rovnic. V kapitole 6 jsou popsany specidlni metody pro rozsédhlé
a strukturované soustavy nelinearnich rovnic. Véty a lemata jsou v této praci témétr vzdy dokazovany.
Tvrzeni z piibuznych oboru, ktera lze nalézt v béznych ucebnich textech, jsou uvadény bez dukazu. Mnoho
chybéjicich dukazu lze nalézt v knize: L.LukSan, Metody s proménnou metrikou, Academia, Praha 1991.

1.1 Zakladni pojmy

Budeme pouzivat oznaceni x € R™ pro vektor dimenze n, F'(x) pro funkci F : Dp — R a

OF (z) O*F(x) O*F(x)
ox dz? 7 T Ox10z,
g(x) = : , Gl) = : : :
OF(x) 0%F(x) 0?F(z)
Oxy, 0x,0x1" Ox2

Zde F(x) je tcelovd funkce definovand na mnoziné Dp C R™, g(x) je jeji gradient a G(z) je jeji Hessova
matice (matice druhych parcidlnich derivaci). Symboly A(G(z)) a A(G(x)) budeme oznacovat nejmensi
a nejvetsi vlastni ¢islo matice G(x). Vétsinou budeme pfedpoklddat, ze funkce F' : D — R je dvakrét
spojité diferencovatelna na néjaké oteviené mnozing D C Dp. V tomto pifpadé budeme psit F' € C? nebo
F € C?:D — R. Spojitost druhych parcialnich derivaci implikuje symetrii matice G(x). Poznamenejme,
ze v mnoha pfipadech sta¢i misto spojitosti druhych parcialnich derivaci predpokladat lipschitzovskost
prvnich parcidlnich derivaci. Pfi vySetfovani konvergence optimaliza¢nich metod budeme ¢asto pouzivat
tyto predpoklady.

Predpoklad 1 Funkce F': Dp — R je zdola omezend, takZe existuje konstanta F takovd, Ze

F(z)>F Vx € Dp. (F1)

Poznamka 1 Predpoklad (F1) je veelku logicky. Hleddme-li lokélni minimum, je zddouci, aby funkce F'
byla zdola omezend. Pfesto je nékdy tento pfedpoklad omezujici. Uvazujme funkci F': R — R definovanou
vztahem F(x) = x®—3x. Tato funkce ma lokaln{ minimum v bodé = = 1, ale F(z) — —o0, pokud  — —o0.
Nicméné optimaliza¢ni metoda muze nalézt lokdlni minimum z = 1, odstartujeme-li ji z vhodného bodu
x1 > 1. Podobné vlastnosti méa celd fada pokutovych funkci pouzivanych k hledani vazanych extrému.

Piredpoklad 2 Mnozina

Dp(F)={x€Dp: F(x)<F} (F2)
je kompaktni pro vhodnou hodnotu F € R.

Poznamka 2 Predpoklad (F2) je opét logicky. Je-li funkce F' : Dp — R zdola omezend a klesajici,
jako napiiklad funkce F(x) = exp(—z), muze optimaliza¢ni metoda generovat divergentni posloupnost
x; — oo takovou, ze g(z;) — 0, takze i pfes neschopnost nalézt lokdlni minimum je tato metoda globalné
konvergentn{ (podle definice 12). Abychom vysvétlili, co rozumime vhodnou hodnotou F € R, uvazujme



funkci F : R — R definovanou vztahem F(z) = — cos(x)/(1+2?). Tato funkce nabyva minima F(z*) = —1
v bodé z* = 0 a F(z) — 0, pokud || — oo. Zvolime-li F = —1/2, je mnozina Dg(F) kompaktni (je
obsazend v mnoziné {x € R" : |x| < 1}). Zvolime-li F = 1/2, plati D = R", takze D neni kompaktni.
Jak uvidime pozdéji, pokldddme obvykle F' = F(z1), kde x; je pocateéni bod posloupnosti generované
optimaliza¢ni metodou.

Piedpoklad 3 Funkce F €C' : D — R, kde Dp (F) C D C Dr je oteviend mnoZina, md lipschitzovské
pruni derivace na D, takZe existuje konstanta G > 0 takovd, Ze

lg(x2) — g(x1)|| < Gllwg — z1]| Vay, 22 € D. (F3)

Poznamka 3 V (F3) je nékdy vyhodné predpoklddat ze mnozina D je konvexni (definice 60). Je to proto,
Ze pri vySetfovdni optimalizaéni metody generujici posloupnost z;, i € N, potfebujeme, aby (F3) platilo
na usecce spojujici dva po sobé jdouci body z; a x;+1. Uvazujme funkci F' : R\ {0} — R definovanou
vztahem F(z) = 2% + 272, Tato funkce m4 lokalnf minima v bodech 2 = +1 a nenf definované v bodé
x = 0 (plati F(z) — oo pro ||z|| — 0). Odstartujeme-li optimalizaéni metodu v bodé z1 < —1, muze se stéit
7e x2 > 0 a funkce F neni definovand (a nemd lipschitzovské prvni derivace) na tsecce spojujici body x; a
9. Predpoklad konvexity mnoziny D vylucuje pripady, kdy funkce F' mé pély v conv Dp. Poznamenejme,
Ze optimaliza¢n{ metoda vétsinou funguje i pro funkce s pély v conv Dr (nebot generuje posloupnost bodi
lezicich v Dp(F)), mize se ale stit, ze néktery mezilehly bod lezi v blizkosti pélu a vypocet skonéi na
selhani poéitacové aritmetiky. Poznamenejme, ze pokud je spliiena podminka (F2), budeme predpokladat,
ze mnozina D je omezena.

Piedpoklad 4 Funkce F € C?:D — R, kde Dr(F) C D C Dr je oteviend mnozina, md omezené druhé
derivace na D, takie existuje konstanta G > 0 takovd, Ze

|d*G(z)d| < G||d||* Yz €D VdeR" (F4)
Podminka (F}) je ekvivalentni podmince ||G(z)|| < G Vx € D.

Pozniamka 4 Predpoklad (F4) je silngjsi nez (F3) (z (F4) plyne (F3)). Jelikoz se s (F4) pohodlnéji
pracuje, budeme ¢asto predpoklddat (F4) misto (F3), zejména v piipadech kdy pouzivdme predpoklad
(F5).

Ptedpoklad 5 Funkce F € C?> : D — R, kde Dp(F) C D C Dr je oteviend mnozina, je stejnomérné
konvexni na D, takZe existuje konstanta G > 0 takovd, Ze

d'G(z)d > G||d||* Yz €D Vde R" (F5)

Ptedpoklad 6 Funkce F € C? : D — R, kde Dp(F) C D C Dr je otevriend konvexni mnoZina, md
lipschitzovské druhé derivace na D, takZe existuje konstanta L > 0 takovd, Ze

|G(x2) — G(z1)|| < L||wg — 21| V1,79 € D. (Fo6)

Pozniamka 5 Podminky (F4)—(F6) jsou ¢asto zbytetné silné. Studujeme-li chovani iteraéniho procesu v
okoli minima z* € R", staci predpokladat, ze funkce F' : Dp — R je dvakrat spojité diferencovatelnd v
né&jakém okolf bodu z* a plati (F4)—(F6) (misto D pouzivdme B(z*,e) = {z € R :|| z — z* ||[< €}).

Predpoklad 7 Funkce F' : Dp — R je dvakrdt spojié diferencovatelnd v okoli bodu x* € R"™. Pak pro
libovolnou konstantu 0 < A(G(z*)) < G existuje ¢islo € > 0 takové, Ze

|dT G(z)d| < G||d|> Vx € B(z*,e) Vde R" (F4)



Predpoklad 8 Funkce F' : Dp — R je dvakrdt spojié diferencovatelnd v okoli bodu x* € R™ a matice
G(z*) je pozitivné definitni. Pak pro libovolnou konstantu 0 < G < A(G(x*)) ezistuje éislo € > 0 takové,
Ze

d'G(z)d > G||d||* Vz € B(z*,e) Vd € R™. (F5)

Predpoklad 9 Funkce I': Dp — R je dvakrdt spojié diferencovatelnd v okoli bodu x* € R" a existuje
konstanta L a ¢islo € > 0 tak, Ze plati

IG(z) = Gl < Lz — 27| Vo € B(x",¢). (F6)

Poznamka 6 Jestlize x; — z*, existuje k danému ¢&islu € > 0 index k € N takovy, ze x; € B(z*,¢) pokud
i > k. Pak, omezfme-li se na D = B(z*,¢), podminka (F4) implikuje (F4) a podminka (F5) implikuje (F5).
Abychom nemuseli stéle ovéfovat zda pro dany index ¢ € N jiz plati x; € B(z*, €), budeme ¢asto pouzivat
podminky (F4) a (F5) (dokonce s D = R") misto (F4) a (F5). Tim se formalné zjednodus{ a zpiehledn{
vétsina dukazu aniz by doslo k Gjmeé na obecnosti.

V konvergenénich dukazech budeme ¢asto pouzivat véty o stfedni hodnoté zndmé z tvodnich kurzu
matematické analyzy. Symbolem [z, x + d] ozna¢ime tsecku spojujici body z € R™ a x +d € R"™.

Tvrzeni 1 Nechf F €C':D — R a [z,v +d] C D. Pak plati

F(z +d) = F(z) + d"g(2),
kde & € [x,x + d] (takie & = x + \d, kde 0 < XA < 1).

Pouzijeme-li tvrzeni 1 a (F3), dostaneme
F(z +d) - F(z) < d"g(z) + G||d||*. (1)

Tvrzeni 2 Nechf F €C?:D —+ R, x €D a [v,x +d] CD. Pak plati

1
F(x+d)=F(z) +d"g(x) + 5dTG(gz)d,
kde & € [x,x + d] (takie & =z + \d, kde 0 < XA < 1).
Pouzijeme-li tvrzeni 2 a (F4), dostaneme
1_
F(z+d) = F(z) < d'g(x) + 5Glld|*, (2)
Pouzijeme-li tvrzeni 2 a (F'5), dostaneme

Fla+d) = F@) = d"g(a) + 3Gl Q)

Tvrzeni 8 Necht F€C?>:D — R, 2 €D a [z, +d] CD. Pak plati

glx+d) =gz /Gac—i—)\d)dd/\



Pouzijeme-li (F3) nebo tvrzeni 3 a (F4), dostaneme
lg(z +d) — g(x)|| < Glld], (4)
d"(g(z +d) - g(x)) < G|ld|]*. ()
Pouzijeme-li tvrzeni 3 a (F5), dostaneme
l9(z +d) = g(z)[| = Gl|d]l, (6)

d" (g(z +d) — g(x)) > G||d||*. (7)

Dtikaz poslednich dvou nerovnosti:
1 1
A9+ )~ g(a)) = [ "G+ ADdaA > [ GlafPar=Glal?,
0 0

Gldl]* < d"(g(z + d) — g(x)) < [ld]lllg(x +d) — g(2)].

Uvedeme nyni bez komentéare dvé definice, které budeme casto pouzivat.

Definice 1 Rekneme, Ze funkce F : Dp — R je konvexni na mnoziné C C Dy C R", jestlize

pokudm>1,z, € C, \;>0,1<i<ma

Rekneme, ze funkce F : Dp — R je konkdvni na mnoziné C C Dp C R™, jestlize funkce —F je konvexni
na C.

Definice 2. Rekneme, ze funkce F : Dp — R je lipschitzovskd na mnoziné C C Dy C R™, jestlize existuje
konstanta L > 0 takovd, Ze -
|F(22) = F(1)| < Lljzz — 2],

pokud x1 € C a x5 € C.

Poznamka 7 Konvexni a lipschitzovské finkce jsou podrobné studovany v kapitole 15. Zde pouze pfipome-
neme, ze dvakrit spojité diferencovatelna funkce F € C? : C — R je konvexni na mnoziné C, je-li jeji
Hessova matice pozitivné semidefinitni na C.

1.2 Podminky optimality

Definice 3 Rekneme, Ze bod x* € R™ je lokdlnim minimem funkce F : Dp — R, jestlize existuje ¢islo
e > 0 takové, zZe

F(z*) < F(z) Vxe B(z"e).

Jestlize navic F(z*) < F(z) pokud z* # x, rekneme, Ze bod x* € R™ je ostrym lokdlnim minimem funkce
F. Jestlize lze € > 0 zvolit tak, Ze B(x*,¢) jiZ neobsahuje Zddné jiné lokalni minimum funkce F, fekneme,
Ze bod x* € R™ je izolovanym lokdlnim minimem funkce F.



Poznamka 8 Pojem ostrého lokdlniho minima neni totozny s pojmem izolovaného lokalniho minima.
Uvazujme funkci F' : R — R zadanou predpisem
F(z) = 0, x =0,
F(z) = 2%2+cos(1/z)), z#0.
Tato funkce je spojité diferencovatelnd v R, mé ostré lokalni minimum v bodé x = 0 a plat{
F'(z) = 0, z=0,
F'(z) = 42%(2+cos(1/x))+a?sin(1/x), x #0.
Ostatni extrémy tedy vyhovuji rovnici 4z(2 + cos(1/x)) + sin(1/z) = 0 (véta 1). Zvolme libovolné ¢islo
0 < e < 1/(4m). Pak funkce sin(1/x) nabyvé v intervalu [e/2, ] alesponi dvakrat vSech hodnot z intervalu
[—1,1] a jelikoz 4z < 4x(2 + cos(1/x)) < 12z, ma funkce F’(x) na intervalu [e/2, ] alespon dva kofeny
(odpovidajici minimu a maximu funkce F'(z)). Jelikoz ¢islo 0 < € < 1/(4m) muzeme volit libovolé malé,

nema funkce F' v bodé x = 0 izolované lokalni minimum. Je ziejmé, Zze kazdé izolované lokalni minimum
je také ostrym lokdlnim minimem.

Véta 1 (Nutné podminky) Necht bod x* € R" je lokdlnim minimem funkce F : Dp — R a necht F € C!
(spojité diferencovatelnd) na B(z*,€). Pak plati
glx™) =0.
Jestlize navic F € C? (dvakrdt spojité diferencovatelnd) na B(z*,€), pak plati
G(z*) =0
(matice G(x*) je pozitivné semidefinitni).

Ditkaz (a) Necht F' € C! na B(z*,¢). Predpokladejme, ze g* = g(z*) # 0. Jelikoz F' € C! na B(x*,¢),
existuje ¢islo @ > 0, takové, ze z* — ag* € B(z*,¢) a (¢*)Tg(z* — ag*) > (¢*)Tg*/2, pokud 0 < o < @
(plyne to ze spojitosti gradientu g(z* — ag*)). Necht 0 < o < @. Pak podle véty o stfedni hodnoté plati
F(z* — ag*) = F(z*) — a(g")Tg(z* — ag*), kde 0 < & < a < @, takize

F(z* —ag") = F(z*) — a(g")Tg(z* — ag") < F(z*) — a(g*)"g" /2 < F(a¥),
coz je ve sporu s definici 3.

(b) Necht navic F' € C? na B(z*,e). Ptedpoklddejme, ze g(z*) = 0, ale matice G(z*) nen{ pozitivné
semidefinitni, takze A* < 0, kde A* je nejmens{ vlastni ¢islo matice G(z*). Necht v* je vlastni vektor
matice G(x*) pifslusny vlastnimu éfslu A\*. Jelikoz F € C? na B(z*,¢), existuje &fslo @ > 0, takové, ze
¥ + av* € B(a*,e) a (v)TG(z* + av*)v* < M (v*)Tv*/2, pokud 0 < a < @ (plyne to ze spojitosti
Hessovy matice G(z* + av*)). Necht 0 < @ < @. Pak podle véty o stfedni hodnoté plat{ F(z* + av*) =
F(z*) + a?(v*)TG(x* + av*)v* /2 (nebot g(z*) = 0), kde 0 < & < a < @, takize
2 2
* * * a *\T' * ~ % * * « * *\1T' * *
Fz*+av*) = F(x )—|—7(v ) G(z" 4+ av* )" < F(x )+Z/\ (V) v* < F(x"),

coz je ve sporu s definici 3. O
Véta 2 (Postacujici podminky) Necht F € C* na B(x*,€) a necht plati

g(z*) =0

G(z*) = 0

(matice G(x*) je pozitivné definitni). Pak bod z* € R™ je izolovangm lokdlnim minimem funkce F : Dp —
R.



Dikaz Jelikoz matice G(z*) je pozitivné definitni, plati A* > 0, kde A* je nejmens{ vlastni ¢islo matice
G(z*). Necht v € R™. Jelikoz F € C? na B(x*,¢), existuje ¢islo @ > 0 takové, ze z* + av € B(z*,¢) a
v G(2* + av)v > MvTwv/2, pokud 0 < o < @ (plyne to ze spojitosti Hessovy matice G(z* 4+ av)). Necht
0 < a < @. Pak podle véty o sttedni hodnoté plati F(z* + av) = F(z*) + (a?/2)vT G(z* + av)v (nebot
g(z*) =0),kde 0 < a < o <@, takze

2 2
F(z* 4+ ow) = F(z*) + %UTG(:L‘* +av)v > F(z*) + %)\*’UTU > F(z*).
Jelikoz v € R™ a 0 < a < @ lze vybrat libovolné, je bod z* je ostrym lokdlnim minimem funkce F'. Daéle
plati
1
vl g(z* + av) = ’UT/ G(z" + dav)dd > %)\*’UT’U > 0,
0

takze g(z* + aw) # 0. Jelikoz v € R™ a 0 < a < @ lze vybrat libovolné, je bod z* izolovanym lokalnim
minimem funkce F'. O

Pozndmka 9 Jsou-li splnény piedpoklady véty 2 (postacujicf podminky druhého fadu) je funkce F' € Cc?%:
Dr — R ryze konvexni v okoli bodu z* (plati (F4)).

Pti vysettovani metod pro nepodminénou minimalizaci budeme nékdy potifebovat nutné podminky
prvniho fadu pro vazané extrémy. Uvedeme proto bez dikazu jednoduchou variantu téchto podminek.

Tvrzeni 4 Necht funkce F' : R* — R ac; : R® = R, 1 <1i < m, jsou spojité diferencovatelné. Necht
vektory {Ve;(z) : ¢;(x) =0, 1 <i < m} jsou linedrné nezdvislé v bodé x € R", ktery je lokdlnim minimem
funkce F na mnoZiné zadané omezenimi c;(x) < 0,4 € I, ¢;(x) =0,1 € E (kde IUE = {1,...,m} a
INE=0). Pak existuje vektor Lagrangeovgch multiplikdtoru A € R™ takovy, Ze plati

VF(z)+ Z AiVe(z) =0,
i=1

ci(r)=0, i€E,
ci(z) <0, A >0, Ne(z)=0, i€l
Jsou-li funkce F, c;, i € I, konveznd, funkce c;, i € E, linedrni a jsou-li splnény uvedené nutné podminky

proniho Tddu, je bod x € R™ globdlndém minimem funkce F na mnoZiné zadané omezenimi c;(x) < 0,1 € 1,
ci(z)=0,i€E.

Podminky pro vdzané extrémy jsou studovany v druhé césti prace.

1.3 Zakladni pojmy z teorie konvergence

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi konvergentnich posloupnosti. V duchu poznamky 6 budeme predpo-
kladat, ze plati (F4) a (F5) s D = R™.

Definice 4 Necht z; € R", i € N, je posloupnost bodu. Jestlize pro libovolné € > 0 existuje index k € N
tak, Ze x; € B(a*,e) Vi > k, fekneme, Ze posloupnost x; € R™, i € N konverguje k bodu x* € R™ a piseme
x; — x*. PouZivame znacdeni F; = F(x;), g; = g(x:), G; = G(x;).

Poznamka 10 Pii studiu asymptotického chovani konvergentnich posloupnosti budeme ¢asto pouzivat
symboly o(§;) a O(&;), kde &, i € N, je néjakd omezend posloupnost kladnych ¢éisel. Necht w;, v,
i € N, jsou dvé posloupnosti (éisel, vektorti nebo matic) a k > 0. Jestlize ||u;||/||vi[|* — 0, budeme
psat u; = o(||v;]|¥). Jestlize existuje konstanta C' > 0 takovd, ze ||u;|| < C||lv;||¥ Vi € N, budeme psat



u; = O(||v;||F). Misto o(||vs||®) a O(||vs||°) budeme psét o(1) a O(1). Pokud soucasné plati u; = O(||v;]|) a
v; = O(||us]]), €ili pokud existuji konstanty 0 < ¢ < ¢ < oo takové, ze

clloill < Jluil] <elluif| Vi e N,
budeme psét u; ~ v; nebo ||u;|| ~ |lvs||. Pro praci se symboly o(&;) a O(;) plati jednoduché pravidla.
Nejcastéji pouzijeme toho, ze pro libovolny exponent r € R plati (1+0(&;))" =1+ 0(&) a (1+0(&))" =
1+ O(&), pokud o(&) — 0 a O(&) — 0 (k dikazu téchto vztahu lze pouzit binomickou vétu nebo
rozvoj v mocninnou fadu). Poznamenejme jesté, ze jednotlivé veli¢iny o(&;) a O(¢;) nemusime rozliSovat,
takze lze napifklad psdt u;v; = o(&)o(&) = 0(&;)? = 0(€2), pokud u; = o(&;) a v; = o(&;), nebo w;v; =
(1+0(E))(1+0(E)) = (11 0(€:))? = (1+0(&)), pokud ui = (1+ O(&)) a v; = (1+O(&)).

Veéta 3 Nechtz; € R", d; € R, i € N, jsou dvé posloupnosti takové, zZe x; — x* a d; — 0, kde z* € R"
je staciondrni bod funkce F € C?2: R® — R. Oznacme e; = x; — x*, i € N. Pak plati

1
F(z; +d;) — F(x;) = d} g; + derGidi + o(||ds]?),

g(w; +di) — g(z;) = Gid; + o(||d;]|)

* 1 *
F(z;) = F(z*) = gef Gei+ of||e]]*),

g(wi) = G"ei +o(|leil])

1
F(zi+ di) = F(:) = df gi + 5di G*di + o(||ds|?),
9(xi + d;) — g(w;) = G*d; + o(||d;])-

Dikaz Pouzijeme-li tvrzeni 2 o stfedni hodnoté, dostaneme

1 -
F(xi+d) — F(z;) = dlg+ QdiTG(xi + \d;)d;
1 1 <
= digi+ §dZTGidi + §diT(G(36i + Ad;) — Gi)d;,
kde0<A<1a

\d] (G(zi + Md;) — Gi)di| < ||G(; + Ady) — Gil|||ds]|>-

Ze spojitosti druhych derivaci plyne ||G(z; + Ad;) — G(2;)| < ||G(x; + Ad;) — G*|| + ||G(2;) — G*|| — 0,
nebot z; — z* a d; — 0 (takze x; + \d; — z*). Pouzijeme-li tvrzeni 3 o stfedni hodnoté, dostaneme

1
glx; +d;) —gla;) = / G(z; + Ad;)d;dA
0

1
0

kde

10



IN

1
/0 1G s + Ads) — G ldx

max |G (x; + Ad;) — Gi|[|d;]|.
0<A<1

/OI(G(Q:Z» + ) — Gi)did/\H

Ze spojitosti druhych derivaci plyne opét maxo<i<1 ||G(x; + Ad;) — G(x;)|| — 0. Tim jsme dokazali prvni
dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuji uiplné stejné. Provede se zdména z; misto z; + d;, * misto z;,
e; = x; — x* misto d; = x; + d; — x; a piihlédne se k tomu, ze g(z*) = 0. Posledni dva vztahy plynou z
tOhO, ze szz = G*dz + (Gz — G*)d“ kde ||(GYZ — G*)H —0 pokud x; — x*. O

IN

Je-li navic splnéna podminka (F6), dostaneme silnéjsi odhady.

Véta 4 Nechf z; € R™, d; € R, i € N, jsou dvé posloupnosti takové, ze x; — x* a d; — 0, kde x* € R"
je staciondrni bod funkce F € C? : R™ — R, kterd vyhovuje podmince (F6). Oznaéme e; = x; —x*, i € N.
Pak plati

1
F(x; +d;) — F(z;) = dFg; + idiTGidi +O(||d:|®),

9@ + di) — g(x:) = Gyds + O(||di||*)

* 1 *
Fzi) = F(a") = 5ei Grei + O([lesl),

g(z:) = G*ei + O([leil|)

1
Fzi+di) = F(wi) = dj' gi + 5d7 G*di + [|d:|[O(||es ),
9(xi +di) — g(w:) = G¥di + ||| O([e4]])-

Diikaz Diikaz této véty je prakticky stejny jako dikaz véty 3. Vztahy typu [|G(x; + Ad;) — G(x;)|| — 0 se
nahradi odhady typu |G(x; + Ad;) — G(x;)|| < L||Ad;]|. O

Definice 5 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) R-linedrné, jestlize

lim sup ||z; — 2*||/* < 1.
1—00

Véta 5 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) R-linedrné prdvé tehdy, jestlize
existuji index k € N a ¢isla My, >0 a0 < g <1, tak Ze

lzi — 2" || < Miq"* |z — 2|

11



Diikaz (a) Necht ||z; — z*|| < Mpq*~F||zp — z*| Vi > k, kde ¢ < 1. Pak plati

limsup ||z; — 2*|Y* < lim (My||lz, — 2*[)Y? lim (¢" %)% = lim ¢/ = ¢ < 1.
i—00 1—00 1—00 1—00

(b) Necht § 2 limsup,_,. ||lz; — 2*||'/ < 1. Pak pro libovolné &fslo q takové ze § < q < 1 existuje index
k € N takovy, ze plati .
lzi =2V < q

Vi > k, neboli _
|zi — 2" < ¢

Vi > k. Zvolme
¢

M, = ———M—.
" ek — 2

Pak plati

i — 2| < Mig"™*||lax — 2*].

Poznamka 11 Vyraz pouzity v definici 5 nezavisi na posunu indexi. Pro libovolné ¢islo k € N plati

limsup ||2; — 2*||"/* = limsup ||z — 2*||*/°.
1—>00 1—00

Definice 6 Posloupnost z; € R™, i € N, konverguje k bodu x* R-superlinedrné, jestlize

lim ||z; — 2*[|** = 0.
1— 00

Definice 7 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) Q-linedrné, jestlize

. _ *
Jimn sup L2 = 2l
oo ||z — ¥

<1

Poznamka 12 Posloupnost xz; € R"™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) Q-linedrné prdvé tehdy,
jestlize existuje index k € N a konstanta 0 < q < 1 tak, Ze

[Ziv1 — 2"

<qg Vi>k
[z — ]|

Definice 8 Posloupnost x; € R", i € N, konverguje k bodu x* Q-superlinedrné, jestlize

fig Wit =2l _

i—00 ||Iz — 93*”

Véta 6 Necht z; — x* Q-linedrné (Q-superlinedrné). Pak x; — x* R-linedrné (R-superlinedrné).

12



Dikaz R-linedrni konvergence plyne z Q-linedrni konvergence bezprostiedné (staci polozit My = 1 ve
vété 5). Necht 0 < & < 1 je libovolné (malé) éislo. Z Q-superlinedrni konvergence plyne existence indexu
k € N takového, ze

. _ *
e e
lz; — ||
takze
@; — a*|| <& F|lwp —a*||  Vi>k,
neboli

limsup ||z; — 2*||Y* < lim (|| — 2*]))'/* lim (e7%/%) = ¢,
1—00 11— 00 11— 00

Protoze ¢islo € je libovolné, musi platit

limsup [|z; — 2*||/* = 0.
i—+00

O

Poznamka 13 Q-linedrn{ (@Q-superlinedrn{) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti ||z; — 2*||,
i € N (poc¢inaje vhodnym indexem k € N).

Definice 9 Posloupnost z; € R™, i € N, konverguje k bodu x* m-krokové Q-superlinedrné, jestliZe existuje
cislo m € N takové, Ze

Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* cyklicky m-krokove Q-superlinedrné, jestlize existuje
¢islo m € N takové, Ze

[0t yms — 2" 0

lim
S P—

Poznamka 14 m-krokova @-superlinearni konvergence implikuje cyklickou m-krokové @-superlinearni
konvergenci.

Ukazeme nyni, ze cyklickd m-krokové Q-superlinedrni konvergence implikuje R-superlinearni konver-
genci.

Lemma 1 Necht &;, i € N, je posloupnost nezdporngch éisel. Pak jestlize & — 0, plati
k

. 1
klggoﬁzgi =0

i=1

Dikaz Jelikoz & — 0, existuje pro libovolné éislo € > 0 index I(g) € N takovy, ze & < e Vi > l(¢). Necht

k> l(e). Pak
L k—I(e)

B

L 1
fi"i'E Z €i<%s(5)+

i=1 i=l(e)+1

k
1 Z 1
k i=1 - k
kde S(g) = Zig i al(e) jsou (konecénd) ¢isla, kterd zavisi pouze na zvoleném e > 0. Plat{ tedy
k
1 1 k—1
lim — < lim — lim ——fe=-=¢.
Jim 26 Jlim 8+ Jim T e =

Jelikoz ¢&islo € bylo zvoleno libovolné, je tim lemma dokézéno. O
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Lemma 2 Necht &;, 1 < i < m, jsou nezdpornd c¢isla. Pak plati

(H&)”11 <§m:£i. (8)

Dikaz Jelikoz logaritmickd funkce je konkdvni (definice 1), plati

1
log Hfz 7210g£1_2710g£iSlOgZE&‘:lOg EZ&
i=1 pr Pt o
a jelikoz logaritmickd funkce je rostouci, dostaneme tvrzeni lemmatu. 0

Véta 7 Necht x; — x* cyklicky m-krokové Q-superlinedrné a necht existuje konstanta C > 0 takovd, Ze
lleixill < Clles|| Vi € N. Pak x; — x* R-superlinedrneé.

Diikaz Oznaéme i = km + [, kde 1 <1 < m. Abychom dokazali, Ze lim; . ||le;||'/* = 0, staci dokézat, ze
pro libovolné celé &islo 1 < 1 < m plati limy o0 ||€pm e[|/ *F7H) = 0. Oznacme C = ||eq]| maxi<i<m C’l

Pak
k

k
lesmell | lewneil lesnll \ _5
Jekmstll = llexll { TT 7,2 . EZWJ” = Clo(1)"
j=1

G—1ym+ll Hekm+1H N G-1ym+ll

(pouzivame nerovnost (8) a tvrzen{ lemmatu 1, podle kterého plati %Z?ﬂ o(1) = o(1)). Muzeme tedy
pséat

1 .
i < lim O (0(1)) ™7 = lim (o(1))™F7F = 0.

1;
ki)n(}o ||ekm+l| —00 k— o0

O

Poznamka 15 Predpoklady véty 7 jsou splnény pro cyklicky pferusovanou metodu sdruzenych gradientt
s asymptoticky pfesnym vybérem délky kroku (véta 28).

Definice 10 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) kvadraticky, jestliZe existuje
index k € N a konstanta 0 < My, < oo tak, Ze

sy — | < Myflas —a*|> Vi > k.

Definice 11 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) m-krokové kvadraticky, jestlize
ezistuje index k € N, ¢islo m € N a konstanta 0 < My < oo tak, Ze

lism — | < Milla; - a"|> Vi > k.

1.4 Zakladni optimalizaéni metody

Zakladni optimaliza¢ni metoda je itera¢ni proces, jehoz vysledkem je posloupnost x; € R™, i € N, takova,
ze

Tit1l = Tj + Q;S4,
kde smérovy vektor s; € R" se ur¢uje pomoci hodnot x;, Fj, g;j, G;, 1 < j <1, a délka kroku ao; > 0 se
urcuje na zakladé chovani funkce F : R™ — R v okoli bodu z; € R™.

14



Definice 12 Rekneme, ze zdkladni optimalizacni metoda je globdlné konvergentni, jestlize pro libovolny
pocédteént vektor x1 € R™ plati

liminf [|g(2;)|| = 0.

12— 00

Mezi nejjednodussi a nejznaméjsi optimalizacni metody patii metoda nejvétstho spddu a Newtonova
metoda. Metoda nejvétsiho spadu je definovana vztahy

8 = _g(xi)v
i = in F'(x; i)
o = arg min (x; + as;)
Vyhody:

e Metoda nejvétsiho spadu je globalné konvergentni.
e Metoda nejvétsiho spddu pouzivd pouze vektory dimenze n. Vyzaduje tedy O(n) pamétovych mist
a O(n) operaci na iteraci.

Nevyhody:

e Metoda nejvétsiho spadu vyzaduje presny vybér délky kroku.
e Metoda nejvétsiho spadu je pouze R-linearné konvergentni s asymptotickou rychlosti

. ; G(z*)) -1

limsup ||z; — 2* ||/ < /<a(7

el =S LG 1

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realisticky (nenf nadhodnoceny). Jestlize x(G(z*)) = 103,
potfebujeme ke snizeni chyby |z — 2*|| o 4 Fddy zhruba 4600 iteraci a jestlize x(G(z*)) = 10°,
potiebujeme ke snizen{ chyby ||z — z*|| o 8 fdda zhruba 9200000 iteraci.

Newtonova metoda je definovéna vztahy
si = =G H(xi)g(x),
Q; = 1.
Vyhody:

e Newtonova metoda je () — kvadraticky konvergentni. Pokud tato metoda konverguje, staci k nalezeni
lokdlniho minima pouze nékolik iteraci.
e Newtonova metoda pouziva jednoduchy vybér délky kroku.

Nevyhody:

e Newtonova metoda neni globalné konvergentni. Pokud z; je daleko od x*, nemusi tato metoda
konvergovat.

e Newtonova metoda pouziva matici fadu n a je tieba Tesit soustavu linedrnich rovnic. Vyzaduje tedy
O(n?) pamétovych mist a O(n®) operaci na iteraci.

e Je tfeba pocitat druhé derivace.

metody. Muzeme je zhruba rozdélit na metody spadovych sméri a metody s lokdlné omezenym krokem.
Metody spadovych sméru byly vyvinuty z metody nejvétsiho spaddu. Predné byl odstranén pozadavek
presného vybéru délky kroku, ktery byl nahrazen slabsimi (Wolfeho) podminkami. Daéle byla pouzitim
principu sdruzenych sméru podstatné urychlena konvergence. Vysledkem tohoto vyvoje jsou metody
sdruzenych gradientu a metody s proménnou metrikou.

Metody s lokdlné omezenym krokem byly vyvinuty z Newtonovy metody tak, aby byla zarucena jejich
globalni konvergence i v ptipadé, ze Hessova matice neni pozitivné definitni. Daéle byl sniZzen pocet ope-
raci, tim Ze neni tfeba hledat optimélni lokdlné omezeny krok, staci pouze nepfesné itera¢ni priblizeni.
Vysledkem jsou modifikace nepiesné Newtonovy metody s lokdlné omezenym krokem a hybridni metody
pro minimalizaci souctu ¢tvercu.
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2 Metody spadovych smérii

2.1 Zakladni vlastnosti metod spadovych smérii
V tomto oddilu budeme predpokladat, ze s; # 0 a g; # 0 Vi € N a oznacime

T
S; 9i

cost; = ————
C Isillllgll

9)

smérové kosiny uhlua, které sviraji smérové vektory s;, i € N, se zdporné vzatymi gradienty. Klicovy
vyznam pro konstrukci metod spaddovych sméru ma pojem spddovych smérovych vektort.
Definice 13 Rekneme, Ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou spddové, jestlize plati

cosf; >0 VieN. (Sla)

Rekneme, Ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou stejnomérné spddové, jestlize existuje konstanta
0 < g9 <1 takova, Ze plati

cosb; >eqg VieN. (S1b)
Rekneme, ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou dostateéné spddové, jestlize plati
cosb; >1/C; Vie N (S1c)
a ¢isla C;, i € N, vyhovuji rekurentnim nerovnostem
Cit1 < C; + Clldi],
kde d; = xi41 —x; = ays; a kde Cp > 1 a C > 0 jsou vhodné konstanty.

Poznamka 16 Definice dostateéné spadovosti smérovych vektort se muze zdat dosti uméld. Nicméné je
tato definice ¢asto velmi uziteénd pro dukazy globélni konvergence (véta 150). Pouziti podminky dostateéné
spadovosti se ¢asto nazyva principem omezeného znehodnoceni. Poznamenejme, ze z rekurentnich nerovnos-
t{ pouzitych v (Slc) plyne

i—1 %
Ci < O+ Y Cld;l < &+ 3 Cllds |

Jj=1 Jj=1

Jsou-li smérové vektory stejnomérné spadové, jsou téz dostatecné spddové (staci polozit C; = 1/gp a

C' =0). Za urcitych predpokladu plati i obrdcend implikace (véta 13).
Smérové vektory s; € R™, i € N, se ¢asto urcuji feSenim soustav linedrnich rovnic B;s; = —g;, i € N.

Véta 8 Necht Bjs; = —g; Vi € N, kde B;, i € N, je posloupnost symetrickiych pozitivné definitnich matic.
Pak plati

1
cos?f; > — VieN,
Ki
kde k; je spektrdlni ¢islo podminénosti matice B;.

Dukaz Podle predpokladu plati

—g; = B;s;
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—1

takze

—sTgi = s Bis; > A4l

_ 1
—s79i=9; B '9: > = llgill*,

Ai
kde ); a \; je nejmens{ a nejvétsi vliastni ¢fslo matice B;. Vyndsobfme-li obé tyto nerovnosti, dostaneme

A 1

(=si 9)* = Zsill*lgll* = —lsill*llg:ll,

A Ri

takze cos? 0; > 1/k;. O

Poznamka 17 Podle véty 37 plati stejny odhad, urcuje-li se smérovy vektor s; metodou sdruzenych
gradientu aplikovanou na soustavu linedrnich rovnic B;s; = —¢g;. Pfitom soustavu linedrnich rovnic neni
nutné fesit presné, odhad plati v kazdém itera¢nim kroku metody sdruzenych gradienti.

Dalsi vyznamnou souc¢édsti metod spadovych sméru je vybér délky kroku, na ktery je tieba klast fadu
omezeni.

Definice 14 Rekneme, Ze délka kroku a; > 0, i € N, spliuje Armijovu podminku, jestlize existuje ¢islo
0 <e1 <1 (nezdvislé na indexu i € N ) takové, Ze

E+1 - Fz § slaisiTgi. (SQa)

Rekneme, Ze délka kroku oy > 0, i € N, spliuje zobecnénou Wolfeho podminku, jestlize existuji éisla
0<e; <ez<1acez>0 (nezdvisld na indexu i € N ) takovd, Ze plati (S2a) a

€257 gi < 51 gir1 < e3ls] gil. (S3a)

Rekneme, Ze délka kroku a; > 0, i € N, spliiuje Goldsteinovu podminku, jestlize existuji éisla 0 < &1 <
€9 < 1 (nezdvisld na indexu i € N ) takovd, Ze plati (S2a) a

Fi+1 — Fi 2 Ezaisfgi. (Sgb)

Poznamka 18 Pii vySetfovani globalni konvergence vysta¢ime s nerovnostmi 0 < €7 < €9 < 1. Pro
zaruceni superlinedrni konvergence (véta 16) je tfeba, aby platilo 0 < &1 < 1/2 a g1 < g2 < 1 (v piipadé
podminky (S3b) navic 1/2 < g5 < 1).

Poznamka 19 Existuji ruzné varianty zobecnéné Wolfeho podminky. Pokud e3 = oo (takze druhd
nerovnost v (S3a) odpadne), dostaneme slabou Wolfeho podminku. Pokud 3 = &3, dostaneme silnou
Wolfeho podminku. Nékdy je tieba aby platilo e = 0 (véta 25). Polozime-li v silné Wolfeho podmince
g2 = 0, dostaneme piesny vybér délky kroku, kdy s? g;+1 = 0. Obvykle se presnym vybérem délky kroku
rozumi nalezeni lokélntho minima funkce F'(x; + as;) s nejmensi hodnotou parametru «.

Pozniamka 20 Armijova podminka (S2a) je souc¢dsti zbylych dvou podminek. Samotatné ji lze pouzit v
Armijové vybéru délky kroku. V tomto piipadé je a; > 0 prvnim ¢lenem vyhovujici podmince (S2a) v
posloupnosti af, j € N, takové, ze allgil|/[|sill < ai <allgill/|[s:]], a

éa{ﬁa{“ §Baj Vj € N,

i

kde0<a<a@al<fg< B < 1 jsou konstanty nezavislé na indexu i € N.
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Podminky (S1)—(S3) tvoif zdklad definice metod spddovych smért.

Definice 15 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda x;11 = x; + ays;, i € N, je metodou spddovijch
sméri, jestlize smérové vektory s; € R™, i € N, splniugi podminku (S1a) a délky kroku oi; > 0, i € N, spliiuji
podminku (S2a) a nékterou z podminek (S8). Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda x; 11 = x; + ;s;,
i € N, je metodou stejnomérné spdadovijch sméri, je-li metodou spddovych sméri a plati-li (S1b). Rekneme,
Ze zdkladni optimalizaéni metoda x; 11 = x; + @;8;, © € N, je metodou dostatecné spdadoviych sméri, je-li
metodou spadovych sméri a plati-li (Sic).

Pozndmka 21 Piirealizaci metod sdruzenych gradientu odvozenych z metody nejvétsiho spadu se pouziva
silnd Wolfeho podminka (S3a) s 0 < &1 < €3 < 1/2 a €3 = 2. Pii realizaci metod s proménnou metrikou
odvozenych z Newtonovy metody (kde a; — 1 pro ¢ — 00) se pouziva slabd Wolfeho podminka (S3a) s
0<e; <1/2,e1 <eg <1aez=o0. Pfirealizaci metod zalozenych na numerickém vypoctu gradientu se
pouzivd Goldsteinova podminka (S3b) s 0 < &1 < 1/2 < g9 < 1 (obvykle g9 =1 — ¢71). Pfi realizaci metod
pro nehladké tlohy se pouzivd Armijuv vybér délky krokus 0 < e; < 1/2.

Pozndmka 22 Metoda nejvétsiho spddu je metodou stejnoméné spadovych sméru, nebot s; = —g;, takze
s 9i = —lgill* = —llsillllgill a (S1b) plati pro go = 1.

Lemma 3 (Konzistence) Necht funkce F € C! : D — R spliuje podminky (F1) a (F3) a smérovy vektor
s; € R™ vyhovuje podmince (Sla). Pak zobecnénd Wolfeho podminka, Goldsteinova podminka i Armijiv
vybér délky kroku jsou konzistentni v tom smyslu, Ze existuje délka kroku o; > 0, kterda dany poZadavek
splniuge.

Dukaz (a) Necht 0 < e < g2 < 1 a necht &; > 0 je nejvétsi &islo takové, ze
F(zi4 as;) — F; < eg1as! g; V0 <a<a. (10)

Jelikoz sT'g; < 0, platf &; > 0. Podle (F1) plat{ F(x; + &;s;) > F, coz podle (10) davd a; < (F —
F;)/(e1sT gi), takize &islo &; je koneéné. Ukdzeme nejprve, ze

~ -~ T
F(z; + &us:) — Fy = e1ds; gi,
T ~ T
s; 9(x; + qus;) > ers; gi,

takze délka kroku a; = &; spliuje podminky (S2a), (S3a) s e3 = oo a (S3b) (nebot 0 < e < g2 < 1).
Tudiz slabd Wolfeho podminka i Goldsteinova podminka jsou konzistentni. Rovnost plyne ze spojitosti
funkce F : D — R, nerovnost dokazeme sporem. Piedpokladejme, ze sl g(x; + &;s;) = es! g; pro néjaké
¢islo € > 1. Jelikoz nerovnost (10) implikuje F'(z; + &;s;) < F(z;), platf ; + a;s; € Dp(F) C D a jelikoz
mnozina D je oteviend, existuje ¢islo § > 0 takové, Ze x; + as; € D, pokud (o — &;)||s;i]| < §. Pro takové
a > &; podle (F3) a (1) plati

Fz;+asi) —F, < F(xi+d&s;) — Fi + 8! gla; + @isi)(a — &) + G|lsi]*(a — &)?
= a1d;s] gi +ela—ay)s] gi + Gllsil*(a — a;)°
= s gi — (a1 —e)(a —&)s] gi + G|lsi||* (o — &;)*.
Necht 0 < A < 1 je libovolné &islo takové, ze (g1 — €)s? gi/G||si]|2 < §. Pak pro

. (1 —e)sTgi
a=a; + A\ —=—""2— ;
' Gllsil? '

dostaneme
(e —e1)?(s] 9:)?

F(x; +as;) — F; < ejaslgi — M1 —)\) —
Gllsil?

T
< eras; gi,

coz je spor, nebot &; je nejvétsi ¢islo spliujici podminku (10).
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(b) Necht s?g(x; + d;si;) > 0. Pak z nerovnosti s! g; < 0 a ze spojité diferencovatelnosti funkce F' plyne
existence é&isla 0 < a; < &; takového, ze s7 g(x; +a;s;) = 0. Podle (10) tato délka kroku spliiuje podminku
(S2a). Existuje tedy délka kroku 0 < «; < &; spliiujici podminku (S2a), takova, ze s? g(x; +d;s;) < 0. Pak
je podminka (S3a) splnéna pro libovolnou hodnotu £3 > 0 a zobecnénd Wolfeho podminka je konzistentni.

(c) Jelikoz &; > 0, @l|g;||/||si]] < 00 a0 < B < B <1, existuje &islo j € N takové, ze pro a; = o plati

S 1 7_17 -
0 < B allgill/lsil < s < B algill/llsill < s,

coz dokazuje konzistenci Armijova vybéru délky kroku. O

2.2 Globdlni konvergence

Nyni budeme studovat globalni konvergenci metod spadovych sméri. Nejprve dokdzeme pomocnou vétu,
kterd zduvodiiuje pouziti podminek (S2)—(S3).

Lemma 4 Necht funkce F € C* : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3), smérovij vektor s; € R"™ vyhovuje
podmince (Sla) a délka kroku a; > 0 je uréena Armijovgm vgbérem nebo tak, Ze spliiuje podminku (S2a)
a néekterou z podminek (S3a), (S3b). Pak existuje konstanta e4 > 0 takovd, Ze pro libovolny index i € N
plati

€45} gi _ &4 cos ;| gi || (11)

i

— Gllsil? Glsill
a
5154(3Tgi)2 €1€4 2 2
Fi — F‘z S e = ——— COS 92 il - 12
+1 Gl G llg:ll (12)

Dikaz Nerovnost (12) plyne bezprostiedné z nerovnosti (11), nebot podle (S2a) plati

e164(s7 g;)? £164 cos2 0; 9

Fip1 — F < ejas gy < ——21 =— — e

1+1 1 > c1@ygo, gi = GHSzH2 G ”ng

Zbyva tedy dokdzat nerovnost (11).

(a) Predpokladejme nejprve, ze 0 < «; < &;, kde &; > 0 je hodnota pouzitd v diukazu lemmatu 3. Pak

x+as; € DV0 < o < ay, takze lze pouzit predpoklad (F3). Plati-li (S3a), muzeme podle (5) psét
e25; 9i < 57 9(xi + cisi) < 5] gi + iG|lsi|%,

neboli

0> E2=1)slgi _ (1—es)cosbillgi

Glls:]? Glls:|
takze plati (11) s ¢4 =1 — g9 > 0. Plati-li (S3b), muzeme s pouzitim odhadu (1) psat

82%5?91‘ <F-F< OéiSiTQi + afG|lsi|?,

neboli

(e2—1)slg; (1 —e2)cosby|gll

Glls:]? Gllsi| ’

i =

takze plati (11) seq =1—¢e9 > 0.
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(b) Necht «; > &;. Protoze hodnota &; > 0 spluje podminku (S3b) s g2 = £; (dukaz lemmatu 3), plati

(a1 —1)sTgi (1 —eq)cosb;gl
o >0 2 —— = —
Gllsql? Gllsl|

takze plati (11) seq =1—¢7 > 0.

(c) Pouzivdme-li Armijiv vybér délky kroku, pak bud «a; = a}, takze plati (11) s 4 = aG > 0, nebo
a; > @&y, takze plati (11) s e4 =1 — €1 > 0, nebo o; > Ba; takze platl (1) seg =1 —e1) > O

Poznamka 23 Jsou-li splnény piredpoklady lemmatu 4, plati

— (s7'g;)?
Z \szlP ) (13)

=1

To plyne bezprostiedné z (12), nebot

“E23 (R~ Fi) >2Gf>

a vyraz na levé strané je kone¢ény (podrobnéjsi argumentaci lze nalézt v dukazu véty 9).

Poznamka 24 V nékterych ptipadech, napiiklad u metod sdruzenych gradientt, lze misto nerovnosti
(S1b) dokézat nerovnost
—s 9i > ollgill, (14)

kde & > 0. Pak podle (13) plati

o0
Ing4
(15)
> e <

Véta 9 (Globdlni konvergence) Necht funkce F € C' : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak metoda
spadovych sméru, pro kterou plati

Z cos? 0; = oo (16)

i=1
je globdlné konvergentni.
Dikaz Pouzijeme-li (12), muzeme psét

€1€4
Fiy1= F1+Z j+1 <F1—7ZCOS 0;llg; 1.
Podle (12) je posloupnost F;, i € N klesajlcl a podle (F1) je zdola omezend. Existuje tedy limita
E< lim F; < Fy — (2164/G) Y _ cos® 0| gil |,
1—> 00 i—1

takze

. F - F)G
ZCOS2 0;1g:]1> < (Gt 3G < 0.
y €1€4
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Piedpoklddejme, ze neplati liminf; . ||g:|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze ||g;|| > &
Vi € N. Plati tedy

0o oo
g2 20052 0; < ZCOS2 0illg|* < oo,
i=1 i=1

coz je ve sporu s predpokladem véty. O

Poznamka 25 Pro metodu stejnomérné spddovych smeéru plati{ (S1b), takze

oo oo
e3> gl <D cos billgi|* < oo,
i=1 =1

coz dava ||g;|| — 0 pro ¢ — co. Metoda nejvétsiho spadu je tedy globédlné konvergentni, pficemz ||g;|| — 0
pro ¢ — o0.

Pozndmka 26 Podle véty 8 a véty 9 je metoda spaddovych sméru pouzivajici smérové vektory s; € R™,

1 € N, urcené feSenim soustav linedrnich rovnic B;s; = —g; globdlné konvergentni, plati-li
o0
1
)
=1

kde k; jsou spektrédlni ¢isla podminénosti matic B;. Jestlize existuje ¢islo & > 0 takové ze k; <K Vi € N,
je tato metoda metodou stejnoméné spadovych smérti (s €3 = 1/%) a plat{ ||g;|| — 0 pro i — oco.

Poznamka 27 Podminka 16 je splnéna napiiklad tehdy, existuje-li konstanta ¢ < 1 takova, ze plati bud

i
ZCOS29j >ci ViéeN,
=1

nebo

c .
cos® 0; > - Vi € N.
i

Oznacime-li x; = 1/cos?0;, je posledni nerovnost splnéna napiiklad tehdy, existuje-li konstanta x > k1
takova, ze k;41 — k; < kK Vi € N, takze k; < ki Vi € N.

Pozndmka 28 Vétu 9 lze pouzit ke globalizaci metod spddovych sméri pomoci restartovani. Restar-
tovanim rozumime preruseni a nové nastartovani itera¢niho procesu. Pfi novém nastartovani iteracniho
procesu obvykle plati s; = —g;, takze je splnéna podminka (S1b). Restartovani se provadi bud tehdy,
je-li porusena podminka (S1b), pak dostaneme stejnomérnou metodu spadovych sméru, nebo cyklicky v
krocich s indexy i = mk + 1, kde m > n a k € N. Pfi cyklickém restartovani plati

oo

Zcos 0; >Zcos 9mk+122 2:00,
k=1

takze jsou spliieny predpoklady véty 9 a metoda spaddovych sméru je globédlné konvergentni.
Ukéazeme, ze metoda dostateéné spadovych sméru je globdlné konvergentni

Véta 10 Necht funkce F € C' : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak metoda dostatecné spddovyjch
smeért je globdlné konvergentni.
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Dikaz Piedpokladejme, ze neplati liminf; . ||g;|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takovd, ze
llg:|| > € Vi € N. Pouzijeme-li (F1), (S2a), definici ¢isla cos6; a definici dostateéné spadovosti (nerovnost
z posndmky 16), dostaneme (podobné jako v dukazu véty 9)

oo
F-F > Z(F Fitq) > —e1 Zd gi = €1 Zcos@ il gl
i=1
> C|d;
> 65120089||d| sz U |L .
C iS5 it Clldjll
Nyni muzeme vyuzit zndmou implikaci
Zzi <oo:>H(1—zi) > 0,
i=1 i=1

kterd plati pokud 0 < z; < 1 Vi € N. Tato implikace ve spojeni s pfedchozi nerovnosti dava

ad C|d;
11 (1 - U |L ) >0
i1 Cr+ 32521 Clldj]|

Existuje tedy ¢islo 0 < C' < 1 takové ze

- Ci+ Y5, Clidsll)  Ci+ 5, Cldy]

Vk € N, neboli

c
Ch <01+ZC||d <=

Jj=1
coz spolu s predpoklady véty davé cos@, > 1/Cy > C/Cy Vk € N. To je vsak spor, nebot stejnomérnd
metoda spadovych sméru je podle poznamky 25 globalné konvergentni. O

UkéazZeme jesté jeden zpusob, jak 1ze konstruovat globalné konvergentni metody pomoci korekei sméro-
vych vektoru, ktery je obvykle Setrnéjsi nez zpusob uvedeny v pozndmce 28.

Véta 11 Uvazujme metodu spddovych sméru, kterd pouzivd smérové vektory

s = —H;g; — 07 | Higil| 9,

kde H;, i € N, jsou pozitivné semidefinitni matice takové, zZe H;g; # 0, kde v; = min(1,1/||g;||) a kde
o > 0 je ¢islo, které nezdvisi na indexu i € N. Spliuje-li funkce F € C' : D — R podminky (F1) a (F3),
je tato metoda globdlné konvergentni.

Ditkaz Necht s; = —H,g; — o || H;g:|| gi, kde H;g; # 0 a gl H;g; > 0. Pak plat{

sisi = |Higill?® +207yig] Higil Higi|| + 077 |1 Higi ||l g:lI”
(1+2U’Yi||gi||+0' ”gz” )||H191H2 (1+O"Yz||gz”) ”Hzgz“2

IN

I? I2.

—s; 9i = g} Higi + ovill Higillllg:II” > ovil| Higil || g
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Pak

=s.9i o ovlHigilllgil® ol
Isillllgall = (L + ovillgaD I Higallllgall 1+ ovillgill”

Piedpoklddejme, 7e neplati liminf; o ||g;|| = 0. Pak nutné existuje konstanta 0 < & < 1 takova, ze

lg:ll > £ Vi € N. Pro v; = 1/|gi|| plati

—sTg; o 0t
Isillllgall = 140 — 1+0e

a pro v; = 1 plati

—51 9i ollgill o

Isillllgall = 1+ ollgill = 1+ 02’
nebot funkce ¢/(1 + ¢t) je pro t > 0 rostouci. Smérové vektory s;, i € N, jsou tedy stejnomérné spadové,
coz podle pozndmky 25 implikuje ||g;|| — 0. To je v8ak ve sporu s predpokladem, ze ||g;|| > e Vie N. O

Poznamka 29 Metody s proménnou metrikou pouzivaji smérové vektory s; = —H;g;, « € N. Véta 65
tvrdi, ze metody s proménnou metrikou jsou globalné konvergentni, spliiuje-li funkce F € C2 : R® — R
podminky (F1), (F4), (F5). Bez pozadavku stejnomérné konvexity (F5) tato véta neplati. Véta 11 dava
navod, jak 1ze metody s proménnou metrikou korigovat tak, aby byly globalné konvergentni i tehdy, jsou-li
splnény pouze podminky (F1) a (F3). Poznamenejme, ze ¢islo o > 0 je obvykle velmi malé, napiiklad
o=10"12

Je-1i metoda spadovych sméru globalné konvergentni (definice 12), nemusf jesté platit z; — z*. Spliuje-
li funkee F': Dp — R podminku (F2) nemuze posloupnost z; € R™, i € N, divergovat, muze vSak mit vice
hromadnych bodu. Ukézeme nyni, ze vyhovuje-li néjaky hromadny bod x* € R™ posloupnosti, generované
metodou stejnomérné spadovych sméru, postacujicim podminkdm pro lokdlni minimum (véta 2), pak plati
T; — xF.

Véta 12 Nechf funkce F € C' : D — R spliuje podminky (F1)-(F3) a necht z* € D je hromadnym bodem
posloupnosti x; € R™, i € N, generované metodou stejnomérné spddovych sméru. Pak, vyhovuje-li bod
x* € R™ predpokladum véty 2, plati x; — x*.

Diikaz Protoze bod z* € D vyhovuje pfedpokladim véty 2, platf g(z*) = 0 a 0 < A(G(z*)) < X(G(z¥)),
kde A(G(z*)) a A(G(x*)) je nejmensi a nejvetsi vliastni ¢islo matice G(z*). Necht

0< G < AMG(") < MNG(x*) < G.
Ze spojitosti Hessovy matice G(z) v okoli bodu z* € D plyne existence &isla e takového, ze

Glld||* < d"G(x)d < G|d||* Vd € R",
pokud z € B(z*,¢), takze podle (2)—(4) a (3)—(6) plati

1_
F-F" < Glo -7, (18)
* 1 * (|12
F-F 2§Q||a:—x I, (19)
lgll < Gl — 7], (20)
lgll = Gllz — 2], (21)
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pokud z € B(x*,¢). Protoze F; — F*, existuje index | € N takovy, ze
G @\

Fi—F <=1+ ——; 22

S G )

Vi > I. Protoze bod x* € R" je hromadnym bodem posloupnosti z; € R™, i € N, existuje index k > [

takovy, ze xi € B(z*,¢), takze podle (18) a (21) plati

— G
Fp, — F* < =G|z — 2" < — 2
B < 5600 ="l < sl

1
2

coz spolu s F4q1 > F* a (S2a) dava

F*—Fk< Fk—F* < é ||gk||

O > = =
eisigr — cocllsllllgrll = 2e021G? skl

Pouzijeme-li tuto nerovnost spolu s (20), dostaneme

— —2
G G

T — 2| < ||zr — ¥ + arllsel| < ||z — z2*|| + ———= <14+ —-—= ||z — 2" 23

o ="l < o = 2l + anlsel < o ="+ =gl < (14 5=z | I =" (23

a podle (19) a (22) plati

—2 —1
2 G
ap— 2| <y )= (Fp—F)<e|1+—— |
fon — ol < |/ (B~ F) ( 2505102>

coz po dosazen{ do (23) davd xxy1 € B(z*,e). Postupujeme-li takto déle, dostaneme x; € B(x*,¢) Vi > k
a tudiz i

[ = 2% <y = (Fi = F*)

IQ] v

Vi > k, coz spolu s F; — F* dava x; — x*. O

Poznamka 30 Véta 12 vyzaduje stejnomérnou spadovost smérovych vektoru. Abychom dostali podobny
vysledek v obecném piipadé (kdy plati pouze (Sla)), je tieba, aby délky kroku «;, i € N, spliovaly
dodatecnou podminku a; < @l|g;||/||s:||. Tato podminka nen{ p#ilis omezujici. Spliuje ji Armijuv vybér

délky kroku a také ostatni pravidla lze upravit tak aby platila (staci polozit o; = @l|g;||/||s:||, kdykoliv
pozadovand hodnota vychazi vétsi).

V dalsi ¢asti tohoto oddilu budeme predpoklddat, ze x; — x* a ze bod z* € R™ vyhovuje postacujicim
podminkdm pro extrém (véta 2). Abychom nemuseli stéle ovétovat zda pro dany index ¢ € N jiz plati x; €
B(x*,¢), nahradime ptredpoklady véty 2 silnéjsimi predpoklady (F4) a (F5). Tim se formalné zjednodusi
a zprehledni vétsina dukazu aniz by doslo k jmé na obecnosti. Nejprve ukazeme, Zze metoda dostatecné
spadovych sméru je za téchto predpokladi metodou stejmomeérné spadovych sméru.

Véta 13 Necht x; € R"™, i € N, je posloupnost generovand metodou spddovijch smériu. Necht x; — z*,
kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce F € C? : D — R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak
jsou-li smérové vektory dostatecné spddové, jsou téZ stejnomérné spddové (existuje éislo g > 0 takové Ze

plati (S1b)).

Dikaz Pouzijeme-li (S2a), definici ¢isla cos 6; a definici dostateéné spddovosti (nerovnost z poznamky 16),
muzeme (podobné jako v dukazu véty 10) psat
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F - F, C
s 1 cos 0;||d; || 2 Clld ”
gl C Cr+ X5, Clldy

Vi € N. Z druhé strany nerovnosti (18) a (21) implikuji, ze

Fi—Fiy1 1 |G(Fy—F*)— (Fyy — F*) _V2G
_— =< — — < Fi — " — Fi — F*
lgill  — GV 2 VF; - F* -G (\/ Vi )
(nebot pro libovolnd ¢isla a > b > 0 plati (a — b)/+v/a = (vVa — vVb)(va +Vb)//a < 2(v/a — Vb)), coz po

dosazeni do predchozi nerovnosti dava

i 5Hd I Z B~ Fi V2G L
o O1+ 20 Clldgll R

gl

Postupujeme-li stejnym zptsobem jako v dukazu véty 10, dokdzeme ze existuje ¢éislo eg = C/C; > 0
takové, ze cos8; > g Vi € N. O

Jsou li splnény predpoklady veéty 13, je metoda stejnomérné spadovych smeéru (a tudiz i metoda
dostatecné spadovych sméru) linedrné konvergentni. Vyplyvd to z nésledujici véty, kterd je ponékud
obecnéjsi, nebot pouziva slabsi podminku uvedenou v pozndmce 27.

Véta 14 (Linedrni konvergence) Necht x; € R"™, i € N, je posloupnost generovand metodou spddovijch
smeéru takovou, Ze

i
ZCOSQHJ' >ci YieN,
=1

kde 0 < ¢ < 1. Necht x; — x*, kde x* € R" je staciondrnim bodem funkce F € C?> : R® — R, kterd
vyhovuje podminkdm (F4) o (F5). Pak plati

[Zit1 — = < G g
21 — 2] G
kde ¢ = /1 — ce1e4G /G (g4 je éislo z lemmatu 4).

Ditkaz Podle (3) platf F* — F > g7 (z* — x), coz po tpravé dévd F — F* < gT(z — 2*) < ||gl[|lz — =*| a
pouzijeme-li (21), dostaneme

lgll* = G(F — F*). (24)
Podle (12) tedy plat{

cos? 6;

29, 29. G
Fig —F*<F,—Fr - S5 015 2 o (1_W1

> S (R P = (- - )

c
Vi € N, kde ¢ = G/(£164G). Pouzijeme-li tuto nerovnost nékolikrét po sobé, dostaneme

%

Fiy1 — F* : (;0529j 1< cos20j c\*
T <Ja- <l1-2% <(177)
Fy — F~ _j:1( c )< i c - c

(pouzivame nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumeérem) (8), coz s pouzitim (18) a (19) dévd
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||9Uz+1—30 || G M< ng‘
lay — | F—F m G
kde g = /T — c/é = /1 - ce14G/G. .

Poznamka 31 Z monotonie posloupnosti F;, i € N, a z nerovnosti (18), (19) plyne, ze [le;+1]| = O(|le:]l)-
Z leiall = O(lleall) plyne [|dill = lleirs — el < [leall + lleiys]| = O([le:l))-

Poznamka 32 Podle véty 14 a poznamky 31 plati

— L * ~ . * i—1 G B o L
Do lledl = 3l =l <y ol =a1 30 =y e =l <0

a také
oo o0
D llmigr — @il <D (leisll + llesl]) < oo
i=1 i=1

2.3 Asymptoticka rychlost konvergence

Nyni se budeme zabyvat asymptotickym chovanim metod spddovych smériu. Budeme pritom pouzivat
symboly o(&;), O(&;), relaci u; ~ v; a pravidla uvedend v pozndmce 10.

Definice 16 Rekneme, e vijbér délky kroku je asymptoticky presny, jestlize

T
. 5i Git1
lim ’Ti =0.
i—oo 8] g;

Lemma 5 Nechf z; € R"™, i € N, je posloupnost generovand metodou stejnomérné spadovijch sméri s
asymptoticky presngm vybérem délky kroku takovd, Ze x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce
F € C?:D — R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak plati

sT g,
.
i sZTG*sz( +o(1)

1 (STgi)2
Fipy — F = —= 2
S 25TG*s;

(1+ o(1)).

Dikaz Podle véty 3 plati

g9 = G ei + o([lesl]),
coz s pouzitim (F4) a (F5) davd g; ~ e;, takze podle poznamky 31 plati ||d;|| = O(|lei|) = O(||lg:|]). Déle
z (S1b) plyne dl g; ~ ||d;||||g:||. Pouzijeme-li tyto vztahy a vétu 3, miizeme psat

stginn _ digm _ ) G divolldl®) I
= p— - 1 b
57 gi df gi dl g sTg;

(nebot [|d;[|?/d} gi ~ ||dil|*/l|dsllllg:]| ~ 1), takze

T

Si i
T
s; G*s;

(1+ o(1)).

oy = —
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Podle véty 3 plati
1
Fiy1 — Fy = is gi + 503 s] G*si+ o(||di|?).

2
Dosadime-li do tohoto vyjadieni vztah pro asympticky pfesny vybér délky kroku, dostaneme
R = F = =S 1 o)+ 35 o) o) = 3 S o)
nebot z (F4) a (F5) plyne df G*d; ~ ||d;||? a tudiz
(590 _ (o _ IiPloi® ) o
sTGrs;  dYG*d; ;]|
(pfipomenime 7e (1 + o(1))? =1 + o(1)). O

Lemma 6 Nechf B je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice. Jestlize vektory w € R™ a v € R"™
vyhovugi podmince

(uv)? 2

uluvTy = 7
kde 0 < e <1, pak plati

(u"Bv)*  _ (H(B) — 1+ (k(B) + 1)5>2
uTBuvTBv — \ k(B)+1+ (k(B) —1)e /) °

Jestlize vektory u € R™ a v € R™ vyhovuji podmince
(u"v)? >1— g2

wTuvTv
kde 0 < e <1, pak plati

(uTw)? 4x(B)(1 — €?)

u'BuwTB~'v ~ (k(B) 4+ 1+ (k(B) — 1)e)?’
Zde k(B) je spektrdlni ¢islo podminénosti matice B.

Diikaz (a) Necht vektory v € R™ a v € R"™ vyhovuji podmince (u”v)?/(u’uvTv) < 2. Bez tijmy na

obecnosti budeme piedpoklddat, ze ||u|| = 1, ||v]] = 1 a budeme pouzivat oznaceni V' = [u,v]. Necht
vektor w je linedrnf kombinaci vektorti u a v, pficemz ||w|| = 1 a uw = 0. Pak existujf ¢fsla o a 3 takova,
ze

v =qau+ fw

a ptihlédneme-li k tomu, ze ||ul| = 1 a ||w|| = 1, plati u’v = a a vTv = o? + B2 Z nerovnosti
(uTv)?/(uTuvtv) < e? a z ||v|| = 1 pak plyne
o? < g2
a
o+ B2 =1

Polozme W = [u, w]. Pak zfejmé plati V. = WM, kde



Jelikoz VT BV = MTWT BW M, miizeme psét

k(VITBV) < k(MTM)x(WTBW).
Jelikoz vektor w byl zvolen tak, aby platilo W7 W = I, dostaneme

2TWTBWx _ 2TWTBWzx _ y' By

Ty  ZTWTWa  yTy
kde y = Wz, takze nutne A\(WTBW) = A(B), \(WTBW) = X\(B) a

X

k(WTBW) = =
Jelikoz a? < €% a a? + 52 =1, plati
MTM = [ L a } ,
a, 1
takze A(MTM) =1—|a|, \(MTM) =1+ |a| a

(MTM) 1+ |a] o lte

A
MTM) = = )
d )= X)) T (e S1-¢

Muzeme tedy psét

1+¢
1—¢

k(VIBV) < k(M M)x(WTBW) < x(B)
Necht )\ a A jsou vlastni ¢isla matice VT BV sefazend podle velikosti. Pak plati
det(VTBV) = M\ = M*k(VTBV).
7 nerovnosti (\/m - \/@)2 > 0 plyne, ze

1 1 1 - 1
VuT BuvT Bv < 5(uTBu + 0T Bv) = 5TT(VTBV) = 5(3 +A) = 53(1 + x(VTBV)).
Muzeme tedy psat
(u'Bv)?2 1 det(VTBV) <1_ 4k(VITBV)
uTBuwTBv uTBuvTBv — (1+x(VTBV))2

- (o
-

(funkce (x — 1)/(z + 1) je pro kladnd x rostouci).

K(VTBV 2 1+s 2 -
(VTB ) < < 1+5 Jrl) -
k(B) — 1+ (k(B) + )E)

(B)+ 1+ (k(B)—1)e

(b) Necht vektory u € R™ a v € R" vyhovuji podmince (u”v)?/(uTuvTv) > 1 —£2. Polozme w = BHuv,
kde

H =B —u(u’ Bu) 'u”.
Pak plati
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u'w = v B(B™' — u(u” Bu) " 'u")v = uTv — u” Bu(u’ Bu)"*utv = 0,

takze vektory w a w jsou ortogondlni. Zvolme v R™ ortonormélni bazi v;, 1 < ¢ < n, tak, aby platilo
vy = u/||u|| a ve = w/|w||. Pak plati

a
n
(wTu)?  (vTw)?
oo =3 (070 2 (T 0)? + (0T)? = 7 4
=1
takze
T, \2 T, \2
@Tw? T
wTwovTv wTuvTo —

a pouzijeme-li (a), dostaneme

(w'B™'w)*  _ (K(B) —1+ (x(B) +1)e 2
wTB~lwvTB=ly = \ k(B)+ 1+ (k(B) — 1)

(protoze k(B™1') = k(B)). Z druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalité

uTw = 0) plati

w'B™'w = w!'B7'BHv=w"B v —wlu(u’ Bu) v v

w'B Y =vTHBB v = v Hv

a
v Ho = v" B~ — (uTv)?(u’ Bu) ™!,
takze
(uTv)? _ 1 v"Hv 1 (wT'B~1v)?
uTBuvT B~y vIB~ly wIT B~ lwyT B~y —

Y

B (H(B) — 1+ (k(B) + 1)g>2 B 4k(B)(1 — £2)
K(B)+ 1+ (k(B)—1)e)  (k(B)+1+ (k(B) —1)¢)?’

O
Véta 15 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou stejnomérné spadovych smeéru s

asymptoticky presnym vybérem délky kroku takovd, Ze x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce
F € C?: D — R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak plati

lim sup ||; —ac*H% < .
i—o0 kK(G*) + 1+ (k(G*) — 1)y/1 — &2
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Dukaz Podle véty 3 plati

1
F,— F* = §€?G*€i + O(H(iin),

gi = G"ei+o([ledl]),
takze s pouzitim (F4) a (F5) a toho, ze ||gi|| ~ ||e;||, dostaneme
e; = (G*)'gi(1+ o(1))
* 1 T *\—1
Fi B = Sg7(@) i1+ o(1))

Pouzijeme-li lemma 5 muzeme psat

Fi+1—F*:l+Fi+1_Fi_ (8391)2

N T T e LT 1+0(1)).
F, — F* F;, — F* SZTG*SiQiT(G*)_lgi( ( ))

Podle (S1b) plati (s? g;)? > €3 ||s:[|?]|g:||* takze s pouzitim lemmatu 6 dostaneme

C 4R(G*)E3
STGsigT(G) g0 = (k(G7) + 1+ (5(G7) — 1)y/1— B

coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava

FiJr] — F* < (FL(G*) -1 + (KZ(G*) + 1) 1-— 5(2)
Fi—F = \(k(G*)+ 1+ (5(G") — 1)\/1— 2
— @1 +o(1)).

K libovolnému ¢islu ¢, ¢ < ¢ < 1, tedy existuje index k € N tak, ze

Fipr —F7 7
F,—F* —
Vi > k. Muzeme tedy postupovat stejné jako v dukazu véty 13, takze

B 26

Fy, — F* —
a
i — ™| gqi—k
ek —a*| =\ G

a podle véty 5 plati

1
T g

limsup ||x; — z*
1—+00

Jelikoz to plati pro libovolné ¢islo q, ¢ < g < 1, dokazali jsme tvrzeni véty.

Poznamka 33 Pro metodu nejvétsiho spadu je eg = 1, takze

11m su r; — X S Y=

30



Poznamka 34 Pouzivame-li smérové vektory s; = —H;g;, plati

. ER K(R;) — 1
limsup ||z; — 2¥||7 < limsup —————,
ooy | | Fibt K(R;) + 1
kde R; = (G*)Y2H;(G*)'/2, nebot matice R; maji stejnd vlastni &isla jako matice Hfl/ZG*HZU2 a

polozime-li z; = H, 1 zgi, muzeme stejné jako v dukazu véty 15 psat

Fip1 — F* (s] 9i)?
-~ - = 1-= L 1 1
Fi— F* Sz‘TG*SigiT(G*)_lgi( +old)
(21 21)*
= 1- : (1+0(1))
THVRGH Y T (H PG )

(2

a pouzitim lemmatu 6 dostaneme

Fipr — F" (H(Ri) -1

F,—F ~ \k(R) + 1) (1 +o(1)).

Poznamka 35 Asymptoticky presny vybér délky kroku dostaneme, vybirdame-li délku kroku pomoci
kvadratické nebo kubické interpolace (véta 19).

Nyni se budeme zabyvat superlinearni konvergenci metod spadovych sméru. Budeme pouzivat oznacent

_ Bisit g

w; = T T—
llgill

=B 2

a budeme predpoklddat, ze konstanty €1 a €5 v podminkach (S2)—(S3) vyhovuji nerovnostem uvedenym v
pozndmce 18, tedy ze plati 0 < &1 < 1/2 a v piipadé podminky (S3b) téz 1/2 < g5 < 1.

Véta 16 (Superlinedrni konvergence). Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou
spddovijch smért takovd, Ze x; — x*, kde x* € D je staciondrnim bodem funkce F € C? : D — R spliugicim
postacujici podminky druhého Tddu pro lokdlni minimum (matice G* = G(x*) je pozitivne definitng). Necht
w; = 0, ¥; — 0, neboli

Bisi + gi . B — Gi)s;
i 1Bb gl _ 1B Gl _

imoo gl oo lsil]

0, (26)

a necht «; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2)-(S8). Pak existuje index k € N takovy,
Ze a; =1 Vi >k, a posloupnost z;, i € N, konverguje superlinedrné k bodu z* € R™.

Diikaz (a) Necht 0 < G < A(G*) < A\(G*) < G. Ukazeme, 7e existuje index k; € N takovy, 7e

Gllsill < llgill < Gllsll

Vi > k. Pouzijeme-li oznacen{ (25), muzeme psét

Gisi = (Bisi + gi) — (Bi — Gi)si — gi = wil|gill — illsill — g4,

takze

(MG + 19D llsill = (X = [lews )l gsll,
AG:) = [[0:lDlsill < (1 + [l g
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a jelikoz [|9;]] — 0 a [|w;|| — 0 (podle (26) a A(G;) — AMG*) < G, A(G;) — AMG*) > G, existuje index
k1 € N takovy, ze

MG + 19l _ =

<G,

1 — [Jwl]
AGy) — [|94]] > G
LA flasll =77

Vi > kq, coz implikuje dokazovanou nerovnost.

(b) Ukazeme, ze existuje index ko > ky takovy, ze —slg; > (G/G)||si|l|lgi|| Vi > ko. Z definice vektori w;,
¥; az (a) plyne, ze

Sf(GiSij (Bi — Gi)si — (Bisi + i) = (AGi) = 19l l1sill* = [lews lllsi |9
(MG /G = 119:ll /G — [lws|) Il gl

a jelikoz [jwil| — 0 a [[¥]] — 0 (podle (26) a A(Gi) — MG*) > G, existuje index ko > k; takovy, Ze
-5 91 > (G/Q)llsillllg:ll Vi > Ka.

T
—38i Gi

\%

(c) Ukdzeme, ze existuje index k > ks takovy, ze hodnota a; = 1 vyhovuje podminkdm (S2)—(S3). Ozna¢me

T T

5 9it 5 Gisi

(. T—
8 9i

Pouzijeme-li (b), dostaneme

|77i|

_ Isigi + s/ Gisil _ Glsillllg: + Gisi (||gi + Bisill | [1(Bi = Gz‘)Sz‘H)
|57 gil = Gllsillllgall llgill llgi
pro ¢ > ko, takze podle (26) a (a) plati |n;| — 0. Nyni pouzijeme vétu 3, podle které

G
e

1
F(z;+s;) — F(z;) = sfgi + is?Gisi + 0(||sl-||2)7

si 9(xi + i) = 57 gi + 5] Gisi +o([[si]|*)-
Muzeme tedy psét

Am sl'g; 3t ilggo(gm +o(l)) = 2’

i SL9EES) o)) =0,

i—00 85 i i—00

nebot s7g; ~ ||s;]|? podle (a) a (b). Protoze 0 < g1 < 1/2 a &; < g9 < 1 (v piipadé podminky (S3b) téz
1/2 < g2 < 1), existuje index k > ko takovy, ze (S2a) a (S3a), (S3b) (s a; = 1) plati Vi > k.

(d) Superlinearn{ konvergence. Pouzijeme-li vétu 3, podle které

g(@i + s:) = gi + Gisi + o(||si]),

a predchozi vysledky, dostaneme x; 11 = 2; + s; Vi > k a ||s;|| ~ [|g:|| = 0. Muzeme tedy psét
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i1 — 2" G |lgisall <
lzi —2*| = G llall —
< G <||g(ffi +si) —gi = Bisil| | || Bisi +gi||> <
G gl g:l
G <||(Bz‘ —Gi)sil| | ||Bisi + gill
< = +o(llsilD/llgill |,
G llg:ll (Al
takze podle (26) a (a) plati
fim Wi =2l

i—00 ||$Z — l'*”
O
Nyni ukézeme, ze metodu spadovych sméru, pro kterou jsou veli¢iny w; a 1; dostateéné malé, lze
povazovat za nepfesnou Newtonovu metodu, pro kterou plati |G;s; + gil/||gi]] < @', kde @' < 1. Abychom
zjednodusili argumentaci, budeme ve smyslu pozndmky 6 piedpoklidat, ze funkce F € C?> : D — R
vyhovuje podminkam (F4) a (F5).

Véta 17 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou spddovijch sméru takovd, Ze x; — z*,
kde x* € R" je staciondrnim bodem funkce F €7C2 : D — R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5).
Nech? ||w;if| <@ a ||9]| <Y VieN, kdew <1 a¥ < (l—-w)G/2. Pak proi € N plati
w = 57“,9/ Q.

1-v/G

|Gisi + gill <@ <1,
gl

Dikaz Jelikoz B;s; = (B;s; + gi) — gi, muzeme psat || B;s;|| < (14 ||wil))|lgi]|, takze dostaneme
(I + [lwilDllgill = 1 Bisill = [Gisill = 1(Bi = Gi)sill = (G — [[Pil]) ]Il (27)
nebot podle predpokladu plati ||| < G(1 —©)/2 < G. Oznaéme w} = (G;s; + ¢:)/||9i||- Ze vztahu
1Gisi + gill < ||Bisi + gill + [|(B: — Gi)si

dostaneme ]| < will + 194lllsill/lgil, co% spolu s (27) déva

i %|/G  w+9/G
oy = Bl /G D96,

1—|9l/G ~ 1-9/G

nebot |jw;| <@ < 1, ||| < I a funkee (@ +1)/(1 —1) je pro 0 < t < 1 rostouct. Jelikoz J/G < (1 —w)/2,
plati @’ < W+ (1 —w)/2)/(1 - (1 —w)/2) = 1. O

1+ [Joi

il < Mlewsll + ===
G — |94

Poznamka 36 Dosavadni ivahy ndm dovoluji urcit asymptotickou rychlost konvergence nepiesné Newto-
novy metody. Tak jako v ¢ésti (d) dukazu véty 16 muzeme psat
lgitall _ 1Gisi + gill
lgill — il
takze pokud ||w}|| < @', plati

+o(llsil)/llgill = llwill + oCllsi 1)/ llg: I,

gl
imoe lgill
Urcujeme-li smérovy vektor dostatetné piesné (takze ¢islo @’ je malé), konverguje nepiesnd Newtonova
metoda velmi rychle. Pokud 9; = 0 (takze w] = w;), sta¢i dostatecné presné Fesit soustavu linedrnich rovnic
G;s;+g; = 0, coz vSak muze kldst velké naroky na vybér vhodné metody (je-li matice G; 3patné podminénd,
potiebuji itera¢ni metody k nalezeni tohoto feseni velky pocet iteracnich kroku). Pokud 9; # 0, je situace

vvvvvv

platilo w = A&’ a 9/G = (1 - N @' /(1+ @), kde 0 < A < 1.
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Poznamka 37 Véta 16 udavéa postacujici podminky pro superlinedrni konvergenci metody spadovych
sméri. Tyto podminky vsak nejsou nutné. Plati-li napiiklad B;s; +¢g; =0, B; = 3;G; a ;41 = x; + ;84
kde «; = B; Vi € N, konverguje tato metoda superlinedrné, ale nen{ splnéna druhd z podminek (26). Potiz
je v tom, Ze ¢isla B; nemusi byt explicitné zndma, takze neni jasné jak volit «;. D4 se ukdzat (dikaz neni
obtizny a podoba se ¢dsti (d) dukazu véty 16), ze metoda spddovych sméru je superlinedrné konvergentni
pravé tehdy pokud

1i ld; — Gisill _

im — =

imwoo s

0,

kde d; = z;41 — x; = aus;. Vyznam véty 16 spociva v tom, ze udava prakticky ovéfitelé postacujici
podminky pro superlinearni konvergenci.

2.4 Vybér délky kroku

Nyni se budeme zabyvat implementaci metod spadovych smérta. PopiSeme nejprve algoritmus pro vybér
délky kroku, ktery pouzivd slabou Wolfeho podminku (pro ostatni podminky je tfeba tento algoritmus
mirné modifikovat).

Algoritmus 1 Data 0 < 81 < 2 <1 <y < s.
Krok 1 Zvolime pocatecni délku kroku a > 0. Polozime @ := 0.

Krok 2 Polozime o := @ a @ := «. Jsou-li splnény podminky (S2a) a (S3a) s €3 = 0o, ukonéime vypocet
s «; = a.. Neni-li splnéna podminka (S2a), prejdeme na krok 4.

Krok 3 Uréime hodnotu o pomoci extrapolace tak, aby v1&@ < a < yo@ a prejdeme na krok 2.
Krok 4 Uréime hodnotu « pomoci interpolace tak, aby S1(a@ — a) < (o — a) < Sa2(@ — ).

Krok 5 Jsou-li splnény podminky (S2a) a (S3a) s e3 = 0o, ukonéime vypocet s «; = o. Neni-li splnéna
podminka (S2a) polozime @ := « a pfejdeme na krok 4. V opa¢ném piipadé polozime o := « a
prejdeme na krok 4.

Poznamka 38 Algoritmus 1 je vnitinim cyklem iteraénich metod spadovych sméru, takze veli¢iny gene-
rované timto algoritmem by mély mit dva indexy (vnéjsi a vnitin{). Abychom zjednodusili symboliku,
budeme vnéjsi index vynechdvat. Budeme tedy psit a; < a; < @y, j € N, kde oy je pocatecni délka
kroku. Pouzijeme téz oznacenf p(a) = F(z + as) a ¢'(a) = sTg(z + as).

Véta 18 Jsou-li splnény podminky (F1) a (F3) najde algoritmus 1 délku kroku vyhovujici podminkdm
(S2a) a (S3b) po konecném poctu kroki.

Dikaz (a) V prvni fizi algoritmu plati ¢(a;) — »(0) < e1a,;¢'(0), takze z (F1) (podobné jako v dikazu
lemmatu 3) plyne
a; < M
7T a1p(0)

Jelikoz pro j > 1 plati a; > 7{72041 a 71 > 1, dostaneme po koneéném poctu extrapolaci ¢islo které je

vétsi nez uvedend mez. Prvni faze algoritmu tedy obsahuje konecny pocet kroku.

(28)

(b) Ve druhé fazi algoritmu plati p(a;) — ¢(0) < e10,¢'(0) a ¢'(a;) < 2¢'(0). Necht Ozna¢me a; > a;
nejvetsi cislo takové, ze

p(a) —(0) <e1a¢p’(0)  Va; <a<d;.

Pak podobné jako v dikazu lemmatu 3 plati p(&;) — ¢(0) = e16,¢'(0) a ¢'(&;) > 1¢’(0). Pouzijeme-li
tyto nerovnosti a (F3), dostaneme

e1¢'(0) < ¢'(a) < ¢'(a;) + (& — a;)Glls||* < e2¢'(0) + (& — a;)G||s|?,



neboli
i — >€1752g0
j T8 2 =

T dsl?

Jelikoz p(@;) — p(0) > e1a,¢'(0), musi platit @; > &;, neboli

(0).

a—a, > L2
S T

(0). (29)

Ve druhé fdzi algoritmu, upravujeme interval tak, Ze @1 — ;4 < max(l — b1, B2)(a; — gj). Jelikoz
max(1l — 31, 82) < 1, dostaneme po koneéném poctu krokil interval mensf nez (e1 — e2)/(G/||s||*)¢’(0).

Druh4 fdze algoritmu tedy obsahuje konecny pocet kroku. O

Je-1i splnéna podminka (S1b) (stejnomérnd spiddovost) a vyhovuje-li funkce F podminkdm (F4) a (F5),
muzeme piedchoz{ tvrzen{ podstatné zesilit (budeme to potiebovat pro dukaz asymptotické presnosti
vybéru délky kroku).

Lemma 7 Uvazujme algoritmus 1 s pocédtecni délkou kroku o1||g||/|Is]| < aa < d2|lgll/|Is]l, kde konstanty
81 a §y mezdvisi na vnéjsim indexu. Necht je splnéna podminka (S1b) a necht funkce F € C* : D — R
vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak existuji konstanty c1 a co nezdvislé na vnéjsim indexu takové, Ze

cillgll/lsll < @5 — a; <@; < eoflgll/lls]

Vj € N. V tomto pripadé ezistuje ¢islo k € N nezdvislé na vnéjsim indexu takové, Ze pocet kroku algo-
ritmu 1 neptekroci k.

Dikaz V prvnim kroku algoritmu plati a; = 0 a @; = ay, takze lze polozit ¢; = 01 a c2 = 2. V dalsich
krocich algoritmu (pro j > 1) pouZijeme nerovnosti uvedené v dukazu véty 18.

(a) V prvni fdzi algoritmu vyuzijeme toho, ze vzhledem k (F5) muzeme F nahradit F* v (28), coz s
pouzitim nerovnosti (24) a nerovnosti (S1b) (zapsané ve tvaru —¢’(0) > gol|s||||g||) déva

L e 1 1/ e ]
e1¢'(0) = e1G@'(0) T c0eaG 8]

a; — oy Saj§72QjS’YZ

S druhé strany vime ze a; > Wf_goq aq; —a; > (y1 — l)gj. Plati tedy

= j—2

aj > —a; > (=17 “ar = (= Dollgl/lsl-
Mizeme tedy polozit ¢; = 6y min(1,y1 — 1) a ca = 72/(g061G). Jelikoz @; > 71 'y >~ o1||gll/|Is]| a
1 > 1, existuje index k; € N takovy, ze a; > cal|g||/||s|| Vj > ki, takze prvni féze skonéi po nejvyse ky
krocich.
(b) Ve druhé fézi algoritmu se jiz @; nezvétsuje, takze s pouzitim (29) a (a) mizeme psat

e2—cllgll _e1—-e _ _ Ve llgll
o1 < —= ¢'(0) <a; —a; <a; <max 00 ) 7=
G sl = G|s|? ! ’ goe1G [l

Mizeme tedy polozit ¢; = (g2 —1)/G a ¢ = max(y2/(e0e1G), d2). Oznaéme jo index kroku, ve kterém
zatind druhd faze algoritmu. Jelikoz pro j > jo plati

a; —a; <max(l— Bi, ) (@), — a,) < max(L = By, Bo)’ " eallgll/ 5]

a max(l— B, B2) < 1, existuje ¢islo ky € N takové, ze a; —a; < c1lgl|/|[s]| Vi > j2 + k2, takze druha féze
skonéi po nejvyse ko krocich.

(c) Podle (a) a (b) existuje ¢islo k < kj + ko nezdvislé na vnéjsim indexu takové, ze pocet kroku algoritmu 1
nepiekroci k. O
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Poznamka 39 Hodnotu « pouzitou v algoritmu 1 muzeme urcit pomoci kvadratické nebo kubické ex-
trapolace ¢i interpolace. Oznacme

4 9@ ¢la)

@—a)e'(e)’
b
B 30/(04)'
¢'(2)
Kvadratické interpolace (dvé hodnoty):
a-a
aigi?(l—A) (30)
Kvadratickd interpolace (dvé derivace):
a—a= e-ga (31)
=~ 1-B’
Kubicka interpolace: B
a—a
B T e — y 32
- D+vD?-3C (32)

kde

Véta 19 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 7. Pak je-li délka kroku v algoritmu 1 spoctena podle
(30) nebo (31) nebo (32), je vybér délky kroku asymptoticky presny.

Diukaz V dikazu budeme pouzivat symboly o(&;), O(&;), relaci u; ~ v; a pravidla uvedend v poznamce 10.
Jelikoz z (F4) a (F5) plyne s{ G*s; ~ [|si[|> a z (S1b) plyne s{g; ~ [[si|[[lg:[l, plati af ~ [|g:[l /|5, kde

T
* si gi

af = — .
i T
s; G*s;

Podle lemmatu 7 plati @; ~ |[lgill/[|sill a @ — a; ~ lgill/llsill, takze také of — a;, = O(||g:ll/|[sil]) a

(af — )/ (@ — ;) = O(1). Oznaéme d; = gis; di = qsi a e = +d; — 2%, €1 = 23 +di — 2",

Pak z a; <@ = O(|lgill/lIs:ll) a z [lg:ll ~ [les]] ((F4), (F5) a véta 3) dostaneme d; = O(]|gil[) = O([le: ),
di = O(|lgill) = O(|lesl]) a e;1 = O([leill), €1 = O(|lei]|). Pouzijeme-li vétu 3 dostaneme tipravou vyrazu
A, B uvedenych v poznamce 39

A~ Flitas) - Floit+os) _ (@ = ai)sigi+ 5@ — af)si G si + ofles]*)

(@ — a;)s] g(xi + ysi) (@i — ;) (5] gi + ;57 G*si + ||sillo(/[e:l])
 sTgi+ (@4 o)sT G s+ lsillo(lledll) 11— (@ + ay)/(2a8) + o(1)
st 9i + a;s] G*si + ||sillo(]lesl]) 1 —a;/af +o(1) ’
sig(xzi +aisi)  s]gi +ais] G*si + ||sillo([les]]) 1 —ai/of +o(1)
B = — =T T = * ’
sig(wi +asi) sl gi+a;s{ Grsi+ |lsillo(lleil) 1 —ay/af +o(1)
takze
1—(a; +«;)/(2af) la; —q
1-4 = 1- —t L )= -—-—"7"2 1
—a /ol +o(1) 2a2‘—gi+0( ),
1-— ai/Of-k a; — o,
1-B = 1- %% 4 yqy= %i7% 4 4
1_%‘/0‘?_‘—0() af_%—i_()( )
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(pfedpokladdme, 7e af # a;, nebot pro a; neplati (S3a), zatimco s g(z; + afs;)/s! gi — 0). Nyni se
omezime na vzorec (32) (dikaz pro (30) a (31) je mnohem jednoduss{ a pfenechdme ho ¢tendii). Pouzijeme-
li pravé ziskané vztahy, dostaneme

o — Qo a; — Q,
= 2(1-A)-(1-B)= = _ 2 =t 1) =o0(1
C o= 21-A) - (1B = TR R o) = o)
D = 3(1—A)—(1—B)—§ai_gi—ai_%—ko(l):lu(l—i—o(l»

- *
20f —a; o —«

nebot (af — o) /(a@; — ;) = O(1). Plati tedy

D+vVD2—3C = 1M(I+0(1))+\/1 (O‘O‘) (1+ 0(1))2 + o(1)

2af — oy 4 \of —q
= moe oy 2B oy (222) o)
T 2ar—a TR YT ai-a;)
a; —
- B0
S (14 on)
nebot (af — ;) /(a@; — ;) = O(1). Dosadime-li tento vyraz do (32), dostaneme
I o7 et ¢ SN et < R Bl ¢
' = D+VDZ-3C ' @i—o; 1+o0(1)
= a;+ (0] —q)(1+0(1)) = aj (1 +0(1)),
nebot o, /af = O(1). O

Poznamka 40 Je-li kromé podminek (F4) a (F'5) splnéna i podminka (F6), muzeme misto véty 3 pouzit
vétu 4 a tudiz misto o(1) psat O(||e;||). Dostaneme tak kvalitnéjsi odhady

51 git1
7 =O(llesll)
5 9i

T
__ S Y
T
s; G*s;

(14 O(lleil])-

Q; =

Poznamka 41 Pocatecni vybér délky kroku. Pokud s; ~ g;, coz je piipad vétSiny efektivnich metod,
je vyhodné volit oy ~ 1. Pro superlinearné konvergentni metody volime oy = 1. U metod sdruzenych
gradientl volime oy = min(1, 2(F; — F;_1)/s’ g, 2(F — F;)/s¥g;) (v prvnim iteraénim kroku pokldddme
ap = min(1,2(F — F;)/sTg;).

2.5 Nemonotonni metody spadovych smérii

Zatim jsme se zabyvali pouze metodami, kde posloupnost F;, ¢ € N, byla nerostouci. Nékdy je vyhodné
(zejména ve spojeni s Newtonovou metodou) pouzivat nemonotonni metody spadovych sméru, kdy posloup-
nost F;, ¢ € N, neni nerostouci. V definici nemonotonnich metod spadovych sméru se misto hodnot F;,
i € N, pouzivaji ¢isla F; > F;, i € N, jejichz vybér je uréen konkrétni metodou. Poznamenejme, ze pro
tato ¢isla plati F; < F, Vi € N (kde F = F}), takze opét z; € Dp(F) CD Vi€ N

Definice 17 Rekneme, Ze délka kroku a; > 0, i € N, spliiuje nemonotonni Armijovu podminku, jestlize
existuje ¢islo 0 < e1 < 1 (nezdvislé na indexu i € N) takové, Ze

Fi+l — FZ < ElaisiTgi. (S2b)
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Rekneme, ze délka kroku a; > 0, i € N, spliiuje nemonotonni zobecnénou Wolfeho podminku, jestlize
existuji ¢isla 0 < e; <eg <1 aez >0 (nezdvisld na indexu i € N ) takovd, Ze plati (S2b) a

e257 9i < 5] giv1 < e3ls] gil- (S3a)

Rekneme, Ze délka kroku o; > 0, i € N, spliiuje nemonotonni Goldsteinovu podminku, jestlize existuji éisla
0 < ey <&z <1 (nezdvisld na indexu i € N) takovd, Ze plati (S2b) a

Fi1 — F > epay8] g; (S3b)

Poznamka 42 Nemonotonni Armijova podminka (S2b) je soucést{ zbylych dvou nemonotonni podminek.
Samotatné ji lze pouzit v nemonotonnim Armijové vybéru délky kroku. V tomto piipadé je a; > 0 prvnim
¢lenem vyhovujicf podmince (S2b) v posloupnosti o, j € N, takové, ze al|g:||/|s:|| < af < @llgill/|si]l, a

ﬁa?ﬁa{“ gBa{ Vj € N,
kde0<a<a@al<f< B < 1 jsou konstanty nezavislé na indexu i € N.

Definice 18 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda ;41 = x;+a;s;, © € N, je nemonotonni metodou
spadovych sméri, jestlize smérové vektory s; € R™, i € N, spliiugé podminku (S1a) a délky kroku a; > 0,
i € N, spliuji podminku (S2b) a nékterou z podminek (S3). Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda
Tiv1 = x; + i85, © € N, je nemonotonni metodou stejnomérné spadoviych sméri, je-li nemonotonni
metodou spddovych sméri a plati-li (S1b).

Poznamka 43 Pro kaZdou nemonotonni metodou spddovych sméri plati rovnice (11) z lemmatu 4, nebot

F, > F;, Vi € N. Rovnici (12) je tFeba nahradit vztahem

c164(s] 9)° 154 g2 ?
< _a1Eals = ——=—=cos®0;||g:||* 33)
Gllsql G

Fi1 — F;

Nejprve vysetiime jednoduchou nemonotonni metodu spadovych sméru, pro kterou plati
F; = max{F; : i — min(m, i) + 1 < j < i}, (34)
kde m je é&islo udévajici poéet funkénich hodnot pouzitych k uréeni F;.

Véta 20 (Globdlni konvergence metody (34)) Necht funkce F € C* : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3).
Pak nemonotonni metoda stejnomérné spadovijch smeéri definovand vztahem (34) je globdlné konvergentnd.

Ditkaz (a) Z (S2b) a (34) vyplyvd, Ze posloupnost F;, i € N, je nerostouci. Plat{ totiz
Fi—‘—l = max{Fj_H 1l — mm(m,z) +1 § j § ’L} S max(?i,Fi_‘_l) = FZ
Pouzijeme-li navic (S1b) a (33) vidime, zZe pro libovolné indexy k € N a 1 < j < m plat{

e16a(Sppy9mk+i)’ = €o0c164
mrE < Fok — ——=—lgmr+; I,

Gllsmr+5 1 G

Frok+j < Froggj—1 —

takze
= = €0€1€4

Frgay = Fop < — e 9500117,
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kde

gl = | min {lgmes]l

(b) Podle (a) plati

oo

E0E164 — R _
el Z N9 II? Z mk — Fret1) = Fm — klirgo Frgyy S F1— F < oo,

takze limg o0 [|gj(k) || = 0 a tedy liminf; . [|g:]| = 0. O

Nyni vySetiime nemonotonni metodu spddovych smért, kde se ¢isla F;, i € N, urcuji rekurentné tak,
zZem =1, F1=F| a o
Ay + Fiyy

Mip1 = An; + 1, Fig1= T
it

(35)
prot € N, kde 0 <\ < 1.

Poznamka 44 Pokud A =0, plati m; =1a F; = F; proi € N. Pokud A =1, plati 7, =i a

1 7
:EZFj
j=1

proi € N. V obecném pripadé plati 1 <m; <i a

— 1
Fi < T -
pro i € N, nebot z (S2b) a (35) plyne
n; 4+ 1 Aiifi F; A+ 1— —
Fi= E+ Fi < n,—i_ < ﬁ—’— F;=F;
Nit1 Mi4+1 Nit+1
a funkce _
J— 71'_ F‘_ F
Fi(\) = A1 Fliy + F;

N+ 1
je pro F; < F,;_1 neklesajici.
Véta 21 (Globdlni konvergence metody (35)) Necht funkce F € C? : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3).

Pak nemonotonni metoda spddovych sméri definovand rekurentnimi vztahy (35) je globdlné konvergenind,
pokud

>, cos? 6; B
; i
=1
Dukaz Podle (33) plati
2
—  g1€4c08° 6;
Fip1 < F; — T||gi||2v

coz spolu s (35) dava

_ M, F; + F; /\ i+ 1=
Fit1= r 7+ + < ni + F; —
41 Nit1 Z+1G

€164 cos2 6; €164 cOS2 0;

zlG

gl =F; — “Nlgill?
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Jelikoz podle (F1) a poznamky 44 plat{ F;11 > F;,1 > F, mizeme psét

€1€4 cos? 6;

el

”ng2 Z F Fz-i—l Sfl - F.

i=1

Dostaneme tedy

I=cos?0; 5 ~=cos?l; o (F1—F)G

= 7 < il|” < — < 0,

520 g < Y S g < S
nebot podle poznamky 44 plati 7;41 < ¢+ 1 < 24. Z posledni nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeni
postupem uvedenym v dukazu véty 9. O

Poznamka 45 Podminka pouzitd ve vété 21 je mnohem silnéjsi nez podminka vystupujici ve vété 9. Je
vSak splnéna pro nemonotonni metody stejnomérné spadovych sméru, kdy cosf; > g¢ Vi € N. Jestlize
kromeé cosf; > go Vi € N plati té7 0 < A < 1, d4 se dokézat, ze lim;_, [|g:|| = 0.

Poznamka 46 Realizace nemonotonnich metod spadovych sméru se prilis nelisi od realizace standardnich
metod spadovych sméru. Staci pocitat hodnoty F;, i € N, a v algoritmu 1 nahradit podminku (S2a)
podminkou (S2b).

Poznamka 47 jsou-li splnény podminky pro superlinedrni konvergenci (26) a pokladdme-li o; = 1, kdyko-
liv tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2b) a (S3), jsou nemonotonni metody spddovych sméru super-
linedrné konvergentni. Plyne to z ¢ésti (¢) dukazu véty 16 a z toho, Ze slabsi podminky (S2b) a (S3) jsou
splnény pokud plati (S2a) a (S3). Proto se nemonotonni metody spadovych sméru pouzivaji zejména ve
spojeni s Newtonovou metodou.
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3 Metody sdruzenych gradienti

3.1 Zakladni vlastnosti metod sdruZenych gradienti

Definice 19 Rekneme, Ze metoda spadovijch sméri (definice 15) je metodou sdruzenyjch gradienti, jestlize

S1=—-g1 a Si+1=—gi+1+0isi pro i €N, (36)

kde parametr B; se vybird tak, aby smérové vektory s;, 1 < i < n, byly sdruzené (nebo G—-ortogondlni,
podminka (40)), aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexnt kvadratickou funkci

Q) = 3o — ") Gla —2*)

a pouzivdme-li presny vybér délky kroku.

Oznaéme d; = x;41 — &; = ;8; 2 y; = gi+1 — ¢i- Pak pro kvadratickou funkci @) plati y; = Gd; a
podminku G-ortogonality vektoru s;, s;41 1ze zapsat ve tvaru aisiTGsiH = yiTsiH = 0 (predpokldddme,
7e a; # 0). Odtud prostiednictvim (36) dostaneme rovnici B;y's; — yI gi+1 = 0 neboli

T
Yi 9i+1
5y = UG (37
Yi Si
Ukéazeme, zZe tato volba jiz zarucuje vzajemnou G—-ortogonalitu smérovych vektoru s;, 1 < i < n, a nalezeni
minima ryze konvexn{ kvadratické funkce @ po koneéném poctu kroku (je-li vybér délky kroku piesny).

Véta 22 (Kvadratické ukondeni) Necht Q : R™ — R je ryze konvexni kvadratickd funkce a x;, i € N,
je posloupnost generovand metodou sdruzengch gradienti (36)—(37) s presngm vgbérem délky kroku (plati
SZTgi_H =0Vie N). Pak existuje index m < n tak, Ze gmy1 =0 a 1 = T*.

Dikaz Predpoklddejme, ze g; # 0 V1 < ¢ < n (neni-li tato podminka splnéna, plati g,,+1 =0 a 41 = «*
pro néjaky index m < n). Dokézeme indukei, ze s; # 0, a; 20,1 <i<mn,azeprol <j<i<n+1 plat

s] Gs; =0, (40)
SJTyi = ijsz- =0. (41)

Rovnosti (40) a (41) jsou ekvivalentni, nebot pro kvadratickou funkci Q(x) plati y; = gi41 —9i = G(xi41 —
z;) = Gd; = «;Gs; a a; # 0 podle indukéniho predpokladu. Z (39) plyne, Zze nenulové gradienty g;,
1 < i < n, jsou vzijemné ortogondlni, tudiz linedrné nezavislé, takze nutné g,+1 = 0 a z,41 = x*.
Indukéni predpoklad je trividlné splien v prvnim itera¢nim kroku, nebot s¥g; = —g¥g; < 0 takze s; # 0
a a1 # 0 a déle neni co dokazovat. Indukéni krok:

(a) Necht ¢ < n. Podle indukénich predpokladu (38) a (41) plati:

T T T
55 9i+1 = 8j 9i + 554 = 0,

1 < j < i. Z presného vybéru délky kroku plyne s? g;11 = 0. Je tedy sJTng =0,1<j<i.
(b) Necht ¢ < n. Z (36) plyne

g1 = —S1,
g = —sj+Bi-185-1, I<yj<i,
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takze podle (a) plati

91941 = —s1gi1 =0,
T _ T T _ . .
95 9i+1 = —Sjgiv1 + Bi-185_19i41 =0, 1<j<i.

(¢) Necht i < n. Z (37) a (a) dostaneme

T
T _ T Y; i+l T _ T
Sit19i+1 = —9i4+19i+1 + JTsi 8; 9iv1 = —Giy19i+1 <0,

7 K3

takze s;11 #0 a a;41 # 0. Z (37) a (b) dostaneme

yj i1 = —y; giv1 + Biy] si = —y; giv1 = —(g541 — 95) g1 =0,
1 < j < i nebot podle predpokladu (41) plat{ y;fsl =0, 1 <j <. Déle podle (37) plati
szgiJr T

Yl siv1 =~y giy1 + s yi si =0,

7 °1

takze stsl-H =0,1<j5<u. O

Poznamka 48 7 rovnosti s?giH =0, 1< 5 <14, vyplyva, ze bod z;4; realizuje minimum ryze konvexni
kvadratické funkce @ na podprostoru generovaném vektory s;, 1 < j <.

Pozndmka 49 Pouzivdme-li piesny vybér délky kroku, muzeme podle (36) psét

T T T T T T T
Yi 8i = Git15i — 9i Si = —G; Si = g; 9i — Bi-19; Si-1 = G; Gi-

Je-li navic minimalizovand funkce kvadratickd, plati (39), takze
Y 9it1 = 91419001 — 97 Giv1 = 9119011

Odtud plyne, ze ve vzorci (37) muzeme pouzit tii rizné jmenovatele a dva ruzné citatele, aniz bychom
porusili platnost véty 22. Dostaneme tak Sest zdkladnich metod sdruzenych gradientu.

HS _ y¢T9i+1 PR _ ying‘+1 LS _ yiTgi-‘rl 49
B ==, B =" B =T (42)
Y; Si 9; 9i |gi 5i|

(HS — Hestenes a Stiefel, PR — Polak a Ribiére, LS — Liu a Storey),

T T
py _ 9i+19i+1 FR _ Y9i+19i+1
pPY = e gFR G

T
Gi+19i+1
DY _ , peP — Tl (43)
’ lesZ giTgi !

|91T81|

)

(DY — Dai a Yuan, FR — Fletcher a Reeves, CD — conjugate descent). Tyto metody muzeme rozdélit do
dvou skupin podle pouzitého citatele. Metody prvnf skupiny (HS, PR, LS) jsou vyhodnéjs{ pro praktické
pouziti, ale nejsou bez nutnych dprav globdlné konvergentni. Metody druhé skupiny (DY, FR, CD) jsou
za urc¢itych pfedpokladu (kladenych na vybér délky kroku) globdlné konvergentni, ale hufe zachovéivaji
sdruzenost smérovych vektoru v piipadé, Ze nepouzivame piesny vybér délky kroku a minimalizovang
funkce neni kvadraticka. Metody patiici do téze skupiny se svymi vlastnostmi p#ili§ nelisi.

Pozndmka 50 Necht H je symetrickd pozitivné definitni matice. Polozme & = H~'/2z a F(%) = F(z),
takze §(Z) = H'/2g(z) a G(&) = HY?G(z)H'/?. Aplikujeme-li metodu sdruzenych gradientii na funkci

F(z) a vratime-li se k pavodnim proménnym, dostaneme

s1=—-Hg1 a sit1=-Hgiy1+ Bisi pro i€ N,

42



kde

ﬁPHS _ yiTng'ﬂ
' g Hyi ' |97 sl

BPPR _ yl Hgin prs _ Y Hgina
T i = T ' 7
Y; Si

) )

nebo

5_PDY B giqjl,-ngi+1 BPFR . gz'j:t,-ngiJrl 5_PCD B gz‘jj}-ngiJrl
’ yls; gt Hg: = ' lgF s

Metoda, kterd pouziva tyto vzorce se nazyvéa predpodminénou metodou sdruzenych gradientu. Pro tuto
metodu plati vSechny véty, které jsme zatim dokdzali (splituje-li funkce F'(z) podminky (F1)—(F3), piipadné
(F5)-(F6), spliuje tyto podminky i funkce F(Z)). Je vsak tieba psit § = H'/?g misto g a § = H™/2s
misto s, takze vzorce (38), (40), (41) zustanou beze zmény, ale misto (39) plati

1<j<i<n+1.

3.2 Globalni konvergence

Jak jiz bylo poznamendno (pozndmka 49), jsou metody (43) za urc¢itych predpokladu (kladenych na vybeér
délky kroku) globélné konvergentni bez jakychkoliv iiprav. Nejprve dokazeme globaln{ konvergenci metody
DY. Vétu zformulujeme tak, aby zahrnovala ponékud §irsi tfidu metod sdruzenych gradientu.

Véta 23 (Globalni konvergence metody DY). Necht funkce F : D — R spliiuje podminky (F1) a (F3).
Pak metoda sdruzengch gradienti (36) s vybérem délky kroku spliujicim slabou Wolfeho podminku (S2a)
a (83a), kde 0 < g1 < e9 <1 aeg =00, je globdlné konvergentni, pokud

T
9i+19i+1
B = Az;—s* (44)
7 K3
kde —(1—82)/(1—|—€2) <N<1VieN.
Dukaz (a) Dokazeme nejprve, Ze
T
9it15i+1
1Bil < 7},151_ (45)

Vi € N. Pouzijeme-li (36) a vztah y; = ¢g;11 — ¢;, muzeme psét

9¢T+1Si+1 = _gij;rlgiJrl + ﬁz—gﬁlsi
~9519i41(gi+1 — 90) 50 + Mgl 194198150
9519195180 N 95191197 5i
Yl si Yl si

= —(1-X)

coz s pouzitim (S3b) dava

giT+18i+1 9¢T+19i+1 giTHgiH giT+19¢+1 g;’ljlrlsi
g; Si Y; Si Y; Si Yi Si  G; Si

v

ngsl) 93;191'-5-1 > |ﬁi|’

(1= A= (1= A B

B+ (1= I = = gt ) St
nebot yl's; >0 apro —(1 —e2)/(1+e2) <A\ < 1platf (1 —|A\;| — (1 —\;)e2) > 0. Z (45) plyne indukef,
7e smérové vektory s;, i € N, jsou spadové (pokud gradienty g;, i € N, jsou nenulové). Plati totiz
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g1 s1 = —g{ g1 < 0 a predpokléddme-li, ze g]'s; < 0, dévé (45) gl siy1 < |Bilg]'si < 0, pokud f; # 0.
Jestlize B; = 0, dostaneme podle (36) g/, si41 = —g719i11 <O0.

(b) Zapiseme-li (36) ve tvaru s; 41+ gi+1 = B;8;, dostaneme umocnénim, prevedenim dvou ¢lent na pravou
stranu a pouzitim nerovnosti (45) vztah

T 2
9ivr15i+1
[sivall? = B7 sl — 2071 1801 — lgia |I® < (H;;) Isill® — 29718601 — |lgis1]?,
i Si
neboli
Isivall®  _ llsall® 2 llgiall?
(98 15i11)? (9752  gliisitn (9f15i01)?

sl ( 1 g1 ) 1
 fs)? gl ghysin lgisall?
Bl 1
(975:)?  llgiral®

Protoze ||s1]|%/(g1's1)? = 1/||g1]|?, d4v4 predchozi nerovnost

2 i
i 1 .
Isill” ) Vie N.

T = 2 To,TP
Piedpoklddejme, ze neplati liminf; , . ||g;|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze ||g;|| > &
Vi € N, takze
Isill* _ i,
< VieN
(97si)? ~ & ’
neboli
© (T2 O 2
Y 5
I
=1 ”slH =1 v

nebot harmonickd fada je divergentni. To je v8ak ve sporu s nerovnost{ (13) uvedenou v pozndmece 23. O
Nyni se budeme zabyvat dukazem globalni konvergence metody FR. Opét budeme vySetiovat ponékud
§irsf t¥idu metod sdruzenych gradient.

Véta 24 (Globdlni konvergence metody FR). Necht funkce F : D — R spliuje podminky (F1) a (F3).
Pak metoda sdruzenyjch gradienti (36) s vgbérem délky kroku splnugicim silnou Wolfeho podminku (S2a)
a (83a), kde 0 < g1 < g9 < 1/2 a e3 = €2, je globdIné konvergentni, pokud

ng‘+1||2
Bi =N\ lo: 2 (46)

kde |\;| <1 Vi€ N.

Dukaz (a) (Al-Baali) Dokédzeme indukei nerovnost

T
€2 gi Si €2
—1- < 2 <-14+4——<0. 47
e R o
Pro i = 1 nerovnost plati, nebot s; = —g; a tedy gfs1/||g1]|> = —1. Predpoklddejme, Ze nerovnost plati

pro néjaky index ¢ € N. ZapiSseme-li (36) ve tvaru s;41 + gi+1 = Bisi, muzeme psét
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gz+182+1 g1,+1 i gz+15z
I+ 1=0 =\ .
lgi+1? Ngivall? llg:1|?

Podle (S3a) plati |gf,  s;| < —e29] s; az indukéniho predpokladu (leva ¢dst nerovnosti) plyne —g's; /| g;[|> <
1+¢e9/(1 — e2). Pouzijeme-li tyto vztahy spolu s predchozi rovnosti, dostaneme

9iy18it1 9@ i €2 2
e 1| < e < el <a (1o ) - 12

(prvni nerovnost plyne z (S3a), druhd z toho, ze | ;| < 1 a t¥eti z indukéniho pfedpokladu). Tim je indukéni
krok dokonéen (staci odstranit absolutni hodnotu). Snadno se presvédéime, ze plati —1 4 e2/(1 —e2) < 0,
pokud 0 < 2 < 1/2, takze smérové vektory s;, i € N, jsou spadové a plati (14) s &g = (1 — 2e3)/(1 — &2),
coz podle pozndmky 24 implikuje nerovnost (15).

(b) Pouzijeme-li levou ¢dst podminky (S3a) a levou ¢dst nerovnosti (47), dostaneme

112

€9 €2
|s] giv1| < —eas] gs < 2 llgill> =
1-— €9 1-—

Pouzijeme-li tuto nerovnost spolu s (36), muzeme psét

Isivill® < lgivall® +21Bills] gival + B [Isil?

262

< Hgi+1||2+17 lgill® + B711s: 1>
2e9 lgisall*

= Hgi+1”2+ 1 )‘2 : 4 HSZH
- [l 9]l
€2 lgivill* | 2

< |lgisal® + (ER

' 1- lgall* ™"
L+ey llgi+a*
= 1= || gir1ll® + H;i||4 [ 5]

nebot |\;| < 1. dosazovanim dostaneme Pfedpoklédejme, ze neplati
liminf ||g;|| = 0.
1—00
Pak existuje konstanta € > 0 takovd, ze ||g;|| > € Vi € N, takze z pfedchoz{ nerovnosti plyne

||Si+1H2 < 1+52 HSle < 1+€2’L+1
lgiall* ~ 1T—e2e? " flgall* ~ 1—ez €2

(pfedpokladdme bez Gjmy na obecnosti, Ze 2||s1]|?/]|g1]|* < (1 +¢e2)/(1 — €2)). Milzeme tedy psit

Z Hgi||4 l1—e QZ
2 5P Z T+e —
=1 =1
coz je ve sporu s nerovnost{ (15) uvedenou v pozndmece 24. O

Poznamka 51 Véta 24 vyzaduje silngjsi piedpoklady nez véta 23. Je tfeba, aby byla splnéna silnd
Wolfeho podminka a aby navic platilo 3 < 1/2. Samotnou nerovnost (47) vSak muzeme zobecnit tak, ze
ji 1ze pouzit i za ponékud slabsich predpokladu. Jestlize |\;| < Z3/e2, kde 0 < g9 < Ey < 1/2, muzeme psat

= T
€2 9; Si

-2 < <-14+4—"-<0. 48
1-%8 ||91H2 1* &2 (48)

Pokud €2 = 1/10 (coz je doporucend hodnota) a € = 1/2, plati tato nerovnost i pro [A\;| &~ 5 (\; je
koeficient v (46)).
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Poznamka 52 V predpokladech véty 24 muzeme silnou Wolfeho podminku (S2a) a (S3a) nahradit zobecné-
nou Wolfeho podminkou (S2a) a (S3e), kde 0 < &1 < g2 <1 a0 < e3 < 1/2. Pro metodu FR to nem4
zédny prakticky vyznam. Zobecnénd Wolfeho podminka je vSak podstatnd pro dukaz globélni konvergence
metody CD.

Véta 25 (Globdlni konvergence metody CD). Necht funkce F' : D — R spliuje podminky (F1) a (F3). Pak
metoda sdruZengch gradienti (36) s vgbérem délky kroku spliujicim zobecnénou Wolfeho podminku (S2a)
a (83a), kde 0 < g1 < eg <1 aes=0, je globdlné konvergentni, pokud

ng‘+1||2
|9iT5z‘|

kde0 < X; <1VieN.
Diikaz (a) Pouzijeme-li (36), (49) a (S3a) s e3 = 0 (takze g7, ;s; < 0), dostaneme

T
Yit19i4+1

T T T
—9i+15i+1 = 9i+19i+1 — Ai |gTs-| 9i415i 2 it19i+1,
i 2t

takze smérové vektory s;, i € N, jsou spadové a plati (14) s &g = 1, coz podle pozndmky 24 implikuje
nerovnost (15).

(b) Pouzijeme-li vztahy (37), (49), podminku |A;| < 1 a nerovnost g/,,s; < 0, dostaneme

2 lgisal® )" gl
[siv1l® = | —git1 +Ni——F—si —git1 t AN Si
|9; sil |9; sil
2 ||9i-~-1||2 T 2||9i+1H4 2
— . — 2\ 4 S; + A .
Hgl'i‘l” 1 |g7’:]“51| gz-‘rl 4 7 |g7’:1"51|2 || 7,”
4
Ji+1
< Ll + 2eallgun P+ L2 s,
i Si
neboli ) )
[sitall* _ 1422 ||si]
lgi+ill* = llgisall®  llgall*
Predpokladejme, ze neplati
liminf ||g;|| = 0.
11— 00

Pak existuje konstanta € > 0 takovd, ze ||g;|| > £ Vi € N, takze z piedchozi nerovnosti plyne

o2 12
Ji+1 [ gi

(pfedpokldddme bez tijmy na obecnosti, ze £2||s1|?/[|g1||* < 1+ 2e2). Mizeme tedy psat

§2

o0 o0
lgill* £ 1_
2 [si]2 = 1+ 2e2 Z e
i=1 =1
coz je ve sporu s nerovnosti (15) uvedenou v poznamce 24. O

Pozniamka 53 Podminka €3 = 0 v (S3a) je nutnd. Pro libovolnou hodnotu e5 > 0 lze nalézt funkci
F : R" — R a pocéatecni bod x; € R™ tak, ze metoda CD nekonverguje.
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Poznamka 54 Jak jiz bylo zminéno v pozndmce 49, dévaji metody (42) lepsi praktické vysledky nez
metody (43). Vlastnosti metod (42) lze zlepsit tim, ze vylouéime zdporné hodnoty, takze

BiHSJr = max(&ﬁfs), ﬁfRJr = max(0, 8I'F), ﬁiLSJ“ = max(O,BZ-LS). (50)
Metody (42) 1ze téz kombinovat s metodami (43). Tyto kombinované metody pouzivaji vztahy
BT = max(0, min(B]%, B7Y)),
BT = max(0, min(8]", 871)), (51)
BEC = max(0, min(B/%, B7P)).

Kladné hodnoty se pouzivaji proto, aby se predeslo moznému zacykleni. Z pfedchozich vét je zfejmé, ze
kombinované metody HSC, PRC, LSC jsou globélné konvergentni za stejnych podminek jako metody DY,
FR a CD. Navic jsou efektivni pro praktické vypocty.

Poznamka 55 Globélni konvergenci metod HS, PR a LS lze zajistit pomoci restartovani. Pokud neplati
—gﬁ_lsi+1 > eollgit1lll|si+1]|, kde €9 > 0, pokldddme s;41 = —gi+1 (coz odpovida hodnoté ; = 0). Podle
pozndmky 28 je restartovand metoda globdlné konvergentni. Zvolime li ¢islo €y dostateéné malé, dochézi
k restartovani pouze sporadicky a takto upravené metody HS, PR a LS jsou velmi efektivni.

3.3 PteruSované metody sdruZenych gradient(

Pozndmka 56 Metoda sdruzenych gradientu s piesnym vybérem délky kroku najde minimum kvadratické
funkce po nejvyse n krocich (véta 22). Neplati to vsak jestlize:

(a) Vybér délky kroku neni presny.
(b) Funkce neni kvadraticka.
(c) Hessova matice je Spatné podminénd a projevujf se zaokrouhlovaci chyby.

Pak je tfeba pokracovat ve vypoctu. Aby byly i nadédle splnény piedpoklady véty 22, je tieba iteraéni
proces prerusit (s,+1 = —gn+1). V dalsich ivahédch se budeme zabyvat cyklicky pferusovanymi metodami
sdruzenych gradienti.

Definice 20 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda je cyklicky prerusovanou metodou sdruzengch
gradienti, jestlize s; = —g; pro i € M a jestlize plati néktery ze vzorci (42)-(43) pro i & M, kde
M={leN:l=nk+1,ke N}

Poznamka 57 Definice 20 je jistou idealizaci. Ve skutecnosti muze dojit k pferuseni itera¢niho procesu
diive nez po n krocich. V tomto pfipadé lze mnozinu M posunout. Pro naSe tvahy je podstatné, ze k
preruseni dojde nejpozdéji po n krocich.

Nejprve ukazeme, ze cyklicky pferusovand metoda sdruzenych gradientu, kde parametr §; se vybird
tak, aby byla splnéna nerovnost z poznamky 51, je metodou stejnomérné spadovych sméru a plati s; ~ g;.

Véta 26 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand cyklicky prerusovanou metodou sdruZenyjch gradi-
entu s viybérem délky kroku splniugjicim silnou Wolfeho podminku (S2a) a (S3a) s €3 = €3, pricemZ plati

22 ||giga|?
g2 lgill?

kde 0 < g9 < &y < 1/2. Nechf x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce F : D — R vyhovugici
podminkdm (F4) a (F5). Pak jsou smérové vektory s;, i € N, stejnomeérné spadové a plati s; ~ g;.
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Dikaz Pfipomenime, ze je-li splnéna podminka (52), mtizeme pouzit nerovnost (48) uvedenou v pozndmece 51.
(a) Ziejmé [|es[| = O([lei-1[]) (pozndmka 31) a [|gi—1[| ~ [lei-1]| (veta 3), takze ||lg;[| = O([lgi-1[]). Existuje
tedy konstanta ¢ < oo tak, ze

lgill 22 ¢ M.
lgi-all = &2

Necht i ¢ M. Pak podle (52) plati

= 2
il < gl +18e-allsial < il + 2000y
€2 [|gi-1?
takze a
[[s4]] <1422 gl llsi—1l] < 1+CHSFlH.
llg:ll ez [|gi-all lgi-1ll lgi—1ll
Necht k = sup{j € M,j < i}. Protoze sy = —gi, plati ||sgl|/|lgr|l = 1, takze rekurentnim pouzitim
posledni nerovnosti dostaneme
i—k n
e N A Y.
ol =22 = 2
(b) Pouzijeme-li nerovnost (48) (pravou ¢ést) dostaneme
_ Szrgi 1— €9 _ 1—2&,
lgill> = 1-2 1-%"
coz spolu s (a) ddva
_osigi _ stgillgll o 1sfg 11-28
Isillllgell— lgell® lsell = ellgall* ~e1-2 @

(¢) Pouzitim nerovnosti (48) a Schwarzovy nerovnosti dostaneme

kde ¢ = (1 — 2?2)/(1 —52) > 0, takze _SzTgi > 60”57;”/”91'“, kde g¢ = Q/E > 0.

1— 2%
Isillllgill = =57 9: > T——llaill*,
N
coz dava ||s;|| > ¢||g:||. Jelikoz z (a) plyne ||s;|| < €||g:l|, plati s; ~ g;. O

3.4 Asymptoticka rychlost konvergence

Nyni budeme vySetifovat cyklicky prerusované metody sdruzenych gradientu s asymptoticky piresnym
vybérem délky kroku. Budeme predpokladat, ze e; # 0 a g; # 0 Vi € N, nebot v opatném piipadé
iteracni proces konéi ve stacionarnim bodé. Déle budeme predpokladat, ze

leill ~lledl Vi=nk+1e€M, VI<i<l+n.

Pokud pro néjaky index | < i < I + n neplati |le;|| ~ |lei]l, pak nutné ||e;|| = o(||le;||]) (jelikoz podle
poznamky 31 je |le;|| = O(]|es]])), takze rychlost konvergence je vyssi nez linedrni (tato ivaha je precizovana
ve vete 28).

Véta 27 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand cyklicky prerusovanou metodou sdruZenyjch gradi-
entu s asymptoticky presnym vybérem délky kroku. Necht x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem
funkce F € C? : D — R wyhovujici podminkdm (F4) a (F5). Necht |le;|| ~ |le;]| VI € M, VI <i <1+ n.
Pak pro i € N plati

Bi = O(1), (53)
Si ~ Gi, Qy ~ 17 (54)
—s79i =97 g:(1 +o(1)). (55)
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Diikaz (Pro metodu Hestenese a Stiefela (42)). Poznamenejme, ze predpokldme, ze e; # 0 a g; # 0 pro
I <1i <1+ n. Diakaz véty provedeme indukci. Dokazeme navic, ze pro ! < j < i <[+ n plati

559 = o([lea?), (56)

95 9i = o(ller]l?), (57)

55 G*si = o([let®), (58)
55 i =y si = o([les]|®), (59)

Na zagdtku cyklu plati s; = —g; ~ g1 a —s¥ g1 = 9f 91 = 9¥ 91(1 + o(1)). Z asymptotické presnosti vibéru
délky kroku plyne, ze oy ~ ||gi|/||si]] (lemma 5), coz spolu s s; ~ g; ddva oy ~ 1. Déle neni co dokazovat
(plati 5;—1 = 0= 0O(1) a vztah pro §; je dokdzén v (c)). Necht | <i <l+4+mn —1.
(a) Podle indukénich pfedpokladu (56) a (59) plati
S?Qiﬂ = S;‘-ng + S;‘Fyz = o([|ex][?)
pro | < j < i. Z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (55) plyne, ze
si gi+1 = 5; gio(1) = oll|gi||*) = o(leil|*) = ollex]|?)-

Plati tedy s7 gir1 = o(|le]|?) pro 1 < j <.

(b) Ztejme
g = —Si,
gi = —Sj —|—,Bj_1$j_1 Vi< j<i,
takze podle (a) a (53) plati
9l 9i1 = —s] gir1 = o([led]?),
T = g7 8T g = 2 Vi< i<i
9g; gi+1 $j 9i+1 + Bj—18;_19i+1 = o([lec[|*) <j<i

(c) Protoze gi+1 ~ €;4+1 ~ e;, muzeme podle (b) psit

Yl giv1 = Q;‘ngiﬂ — 97 giy1 = 91219#1 +o(lled]l?) = 91219#1 +o(||lgit1?) = 9f+1gi+1(1 +o(1)).

Z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (55) plyne, ze yl's; = —g'si(1+ 0(1)) = g7 g:(1 + o(1)).
Po dosazeni dostaneme

_ vyl g1 _ 9h19i+1 (14 0(1)) _ 95 19im1

/8.
oyl glgi (1+0(1)) 97 9i

(1+0(1)) = O(1),

nebot z gi41 ~ €41 ~ e a g; ~e; ~ e plyne giy1 ~ gi.
(d) Podle (53) a (54) plati

Isivall < lgiall + 1Bisill = lgisall + OWlIsill = llgivall + Ollgill) = Ollgitall)
a z asymptotické pfesnosti vybéru délky kroku a z (53) a (55) plyne, ze

stoisivn = (=gix1 + Bisi) T (=giv1 + Bisi) > g1 Giv1 — 2Bigi15i = g119i+1 — g7 si0(1)
giv1giv1 + 97 gi(1+0(1)o(1) = gl1 19i+1(1 4 o(1))

(pouzivdme relaci g;+1 ~ g;). Spojenim obou nerovnosti dostaneme s; 11 ~ g;1+1. Z asymptotické pfesnosti
vybéru délky kroku plyne, ze c;+1 ~ ||git1||/|[si+1]| (lemma 5), coz spolu s s; 41 ~ giy1 ddvad a1 ~ 1.
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(e) Z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (53) a (55) plyne, ze

—9i15i01 = 9iv19i1 — Bigivasi = 9i19ie1 + g7 si0(1) = gii1gi01 + o[lgi1?) = 9f4 1901 (1 + (1))
(pouzivdme relaci g;+1 ~ ¢;)-
(f) Pouzijeme-li (53), (59) a (b), dostaneme
yj sivr = Biy; i = y; i1 = o([ledl”) + (95 — gj+1)" giv1 = o(llea]?)
pro 1 < j < i a podle (42) plati

Y7 giv1
ylsinn = =yl gin + " ylsi = 0,
yi Si
coz dohromady dava y; s;11 = o(|le[|*) pro 1 < j <i. Pouzijeme-li vétu 3, mizeme pro 1 < j < i psat
Y = 9i+1— 95 = G dj +o(|ldj]]) = a;Gs; + o([leal]),

takze ) | |
* Si+1
7 G si01 = —y sie + o) = oflledl ),
j j
nebot podle (54) plati a; ~ 1 a podle (d) je sit1 ~ git+1 ~ €41 ~ €;. Pouzijeme-li znovu vétu 3, dostaneme

Yir1 = giv2 — git1 = G dip1 +o(||diy1|]) = aiy1G™sip1 + o(|ler]]),

takze
5] Yir1 = aip1s; Gsipr + |lsillo([le]l) = o(lled]|?),

nebot podle (54) plati s; ~ g; ~ e; a podle (d) je cjrq1 ~ 1. O

Poznidmka 58 Je-li kromé podminek (F4) a (F5) splnéna i podminka (F6), muzeme misto véty 3 pouzit
vétu 4 a tudiz misto o(1) a o(||e;]|?) psat O(|les]]) a O(|ler]|?).

Poznamka 59 Podle véty 27 (vztah (53)) existuje pro cyklicky pferusovanou metodu sdruzenych gra-
dient s asymptoticky pfesnym vybérem délky kroku index [ € M takovy, Ze nerovnost uvedend v
poznamce 54 je splnéna pro ¢ > [. Pak jiz nedochazi k prerusovani itera¢niho procesu vlivem poruseni této
nerovnosti a plati beze zbytku definice 20. Abychom zjednodusili nékteré ivahy, budeme od této chvile
predpoklddat, ze [ = 1 (v opa¢ném piipadé lze posunout indexy aniz by se zmeénilo asymptotické chovani
uvazované posloupnosti).

Definice 21 Pri vySetiovdni asymptotického chovdni metod sdruzenych gradientu budeme porovndvat dva
iteracéni procesy, puvodni iterac¢ni proces

Tiy1 =T; +a;8;, 1€ N,
pouZity pro minimalizaci funkce F(x), a referencéni iteracni proces

Tiy1 =T + @5, ©€N,
pouZity pro minimalizaci kvadratické funkce

-2 G @)
kterd md v bodé x* stejnou hodnotu, gradient a Hessovu matici jako funkce F. Veliciny spjaté s puvodnim
procesem budeme oznacovat prostymi symboly x;, gi, o, Si, €; = x; — %, d;i = Tip1 — Ty = ;Si, Yi =
git1 — gi @ velzcmy spjaté s referenénim procesem budeme oznacovat symboly s pruhem T;, G;, @i, S;,
e =& —a*, d; = Tiv1 — Ty = 8, Ui = Giv1 — gi- Oba procesy budeme cyklicky startovat v bodech
T € R", | = nk—l—leM k € N tak, Ze T = x;, €, = ;.

Qx) = F(z%) +
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Lemma 8 Necht jsou splnény predpoklady véty 27. Necht z; € R™, i € N, je referenéni posloupnost z
definice 21 ziskand metodou sdruZenych gradienti s presngm vybérem délky kroku aplikovanou na kvadrat-
ickou funkci Q(x) a odstartovanou v bodé x;. Pak e; —ée; = o(||e;||) prol <i <l+mn.

Ditkaz Poznamenejme, ze z ¢; — €; = o(||e;]|) a e; ~ e; plyne €; = e; + o(||ei]|)) ~ e; = &, takze referen¢ni
posloupnost Z; € R™, i € N, vyhovuje predpokladam véty 27. Pro ! < i < [+ n tedy plati 3; = O(1),
a;~1asg;~g; ~é¢g ~ ¢ =e. Dukaz véty provedeme indukci. Dokézeme navic, ze pro i € N plati

; :ai(l—i-o(l)), Bz :B¢(1+0(1)>,
e =ei(1+o(1), gi=gi(1+0(1))

S; = Si(l + 0(1)).
Na za¢atku cyklu plati &, = e; = ¢;(1+0(1)) a pouzijeme-li vétu 3, dostaneme g; = g;+o(||e;]|) = gi1(1+0(1)),

coz spolu s s; = —g; dévéd 5, = s;(1 + o(1)). Pouzijeme-li lemma 5, muzeme psit
T~ T 2
_ 5 qr s g1+ o(1
g=—t0 _ meldto) gy a0,
5, G*5; s} G*si(140(1))
nebot &; = —387'g,/5] G*3; realizuje pro kvadratickou funkci Q(z) presny vybér délky kroku a z asymp-

totické presnosti vybéru délky kroku plyne —si g1/s] G*s; = a;(1 4 o(1)). Déle neni co dokazovat (plati
Bi—1 = 0 a vztah pro §; je dokdzan v (b)). Necht | <i <l+n — 1.
(a) Jelikoz podle véty 27 plati a; ~ 1, s; ~ g; ~e; ~ e a Si41 ~ git1 ~ €41 ~ €], muZeme psét

Cit1 =& + 8 = ei(1+0(1)) + aisi(1+0(1))* = eiv1 + o([ler]|) = eira (1 +o(1))
a pouzijeme-li vétu 3, dostaneme
git1 = gi + G*di + o([|di|]) = gi + 2 G"s; + cisio(1) = gi + ;G si + o([led]]),
Plati tedy
git1 = i + @G5 = gi(1 + 0(1)) + ,G*si(1 + 0(1))? = g + ;G*s; + o(|let]) = gis1(1 + 0(1)).
(b) Podle (a) a indukénich predpokladu plati
Ui = Gi+1 — i = git1(L+ 0(1)) — gi(1 4+ o(1)) =y + o([lel]) = wi(1 + o(1)),
nebot z (F4) a (F5) plyne
Yi = /01 G(x; + td;)d;dt ~ d; = a;8; ~ e;.
Muzeme tedy psat

5 _ Ui 9ir1 _ ¥i 9ir1(1+0(1) y gis
e - - 1 1)) = Bi(1 1)).
b= sTyi(1+0(1))? Ty, (1+0(1)) = Bi(1+o(1))

(c) Podle (b) a indukénich predpokladu plati

Siv1 = —Git1+ Bi%i = —git1(1 +0(1)) + Bisi(1 + o(1))?
= —git1+ Bisi +o(|ler]]) = sit1(1+o(1)).

(d) Podle lemmatu 5 a indukénich predpokladi plati

T = T 2 T

_ 5i+17i+1 Si+19i+1(1 +0(1)) Si+19i+1

Qjp1 = —= — = - = - 14+0(1)) = a;41(1 +0(1)),
! siTHG*SiH SiTHG*siH(l +0(1))? siTHG*SiH( (1) i1 (1)
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nebot ;11 = =5/ 1Gi+1/ §iT+1G*§,»+1 realizuje pro kvadratickou funkci Q(z) pfesny vybér délky kroku a z
asymptotické presnosti vybéru délky kroku plyne —s/\;gi1/551G*siv1 = aiy1(1+ o(1)).
(e) Necht I <i <1+ n. Pak podle indukénich predpokladu platf

Cir1 =& + @8 = ei(1+0(1)) + aisi(1+0(1))* = e + aisi + o([edl]) = e + o([exl]),

nebot |le;|| ~ |ler|l, a; ~ 1 a s; ~ g; ~ e; ~ e. Vsimnéme si, ze k dukazu vztahu e, — €1, = o(||er]])
nepotfebujeme, aby platilo ||e;4n| ~ |le:]l- O

Poznamka 60 Tvrzeni lemmatu 8 plati, pokud ||e;|| ~ ||lei]] pro I < i <1+ n. Jestlize ||e;|| ~ ||ei|| pouze
prol < i <l+m, kde m < n, miazeme psét e; — € = o(|le;||) pro ! < i < I+ m (plyne to z induktivni
povahy dikazu).

Véta 28 (n-krokovd superlinedrni konvergence) Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand cyklicky
prerusSovanou metodou sdruiengjch gradientu s asymptoticky presnygm vybérem délky kroku. Nechf x; — x*,
kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce F € C? : D — R vyhovujici podminkdm (F4) a (F5). Pak plat{

Dikaz Ve vété 28 mlcky predpokladame, ze k pferusovani itera¢niho procesu dochézi vzdy po n krocich

(poznamka 59). Podle véty 22 vime, ze metoda sdruzenych gradientu s presnym vybérem délky kroku

najde minimum kvadratické funkce Q(x) po m < n krocich. Mohou nastat dva piipady.

(a) Jestlize |le;|| = o(]|e1]]) pro néjaky index | < i < 1+ m, pak z ej4m = O(|lei]]) (pozndmka 31), plyne

erpm = o([ledl])-

(b) Protoze referenén{ metoda sdruzenych gradientt najde minimum kvadratické funkce Q(z) po m krocich,

plat{ ||€;+m| = 0. Pouzijeme-li tvrzeni lemmatu 8 (které podle poznadmky 60 plati pro I < i < I+ m),

dostaneme

letrmll < [l€rtmll + llertm — Erm| = o(lled])-

Jelikoz e;1, = O(|le1+m||) (pozndmka 31), v obou piipadech plati ||e; || = o(||ei]]), coz davé tvrzeni véty.

O

Poznamka 61 Podle véty 7 a poznamky 15 je cyklicky prerusovand metoda sdruzenych gradientu s
asymptoticky presnym vybérem délky kroku R-superlinearné konvergentni.

Nyni se budeme vénovat odhadu asymptotické rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientu ve
vnitinich krocich kazdého cyklu.

Lemma 9 Nech? jsou splnény predpoklady véty 22. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 < i < n. Pak plati
Q(zit1) — Q(z") 2
< P7(\ 60
Q(-rl) — Q(.T*) = 121]?%(” i ( k)7 ( )

kde P;(X\) je libovolny polynom stupné i takovy, Ze P;(0) =1, a A\, 1 < k < n, jsou vlastni éisla matice G
serazend vzestupneé.

Dukaz (a) Dokazeme indukei, ze pro 1 < j < plati g; € K; a s; € K, kde

K; =span{g1,Gg1,...,G" g1}

je Krylovuv podprostor stupné j generovany matici G a vektorem g;. Pro j =1 je to zfejmé. Necht tedy
gi—1 € Kj—1 a s;_1 € Kj_1. Protoze pro kazdou kvadratickou funkci z; = x;_1 + a;_15;—1 implikuje
gj = gj—1 + oj—1Gs;_1 a protoze podle indukéniho pfedpokladu plati

gj—1 € Iijl, Gijl c span(Ggl,Gle, .. .,Gj_lgl) C K:j,
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dostaneme g; € K;. Podle (36) lze psat s; = —g; + 3;—15;—1. Protoze podle indukéniho predpokladu plati
sj—1 € Kj_1 CK; a jak jsme praveé dokazali g; € K;, dostaneme s; € K;

(b) Podle (a) plati

Tip1—2t = z1—at+ Zo‘jsj =r -2 +p;_1(G)gr =
j=1
= x1— 2" +p 1 (G)G(x1 —x) = (I + Gpi 1 (G))(z1 —27),
kde p}_;(G) je n¢jaky polynom stupné ¢ —1 v G (matice pf_;(G) a G komutuji). Ozna¢me P} = [+Gp}_4,
takze P je polynom stupné ¢ a P(0) = 1. Jelikoz podle pozndmky 22 bod z;41 = z1 + P} (G)(x1 — )
realizuje minimum ryze konvexni kvadratické funkce @ na IC;, plati
* 1 *\T * 1 *\T px* * *
Qzit1) = Qz") = S(@ip1 —27) Glzipr —27) = S22 = 27) P (G)GP(G) (21 — 27) <
1
S 5(1’1 —l'*)TPZ(G)GPZ(G)(iCl —1'*)

pro libovolny polynom P; stupné i takovy, ze P;(0) = 0. Necht A\; a vp 1 < k < n jsou vlastni éisla
(nezadporna) a vlastni vektory (ortonormélni) matice G' a necht

n
1 — " = g ViV -
k=1

Pak

n T n n
Qz1) — Q(z") = %(xl — J:*)TG(xl —z* % (Z ’ykvk> G (,; 'kak) = ;;72)%

Qripr) — Q") < %(ffl —2") T P(G)GP(G) (21 — a*) =
n T n
= % ( Pi(/\k)%vk> G (Z Pz'()\k)wka) =
k=1 k=1
= %Z )\k )\k < — max P )\k Z’}/k)\k

k=1

Po vydéleni dostaneme

Qzit1) — Qz") 2
Q(z1) — Q(z¥) = 1Iélké:lé(np (A).

Véta 29 Necht jsou splnény predpoklady véty 22. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 < i < n. Pak plat{

Q(zip1) — Q%) Ami1i— A1\~
Q(xl) - Q(‘f*) = <>‘m+1i + )\1) ’ (61)

kde M\, 1 < k < m, jsou riznd vlastni ¢isla matice G sefazend vzestupné.
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Dukaz Podle lemmatu 9 plati
. _ *
Q(xl+l) Q(x ) S max Pf()\k)
Q1) — Q(z*) 1<k<n

pro libovolny polynom P;(A) stupné nanejvys ¢ takovy, ze P;(0) = 1. Zvolime polynom P;(\) tak, aby mél
kofeny (A1 + Am+1-i)/2 @ Apg1—j, 1 < j < i — 1. Tento polynom stupné ¢ mé i redlnych kofenu, takze
jeho kofeny a stacionarni body se stfidaji. Nebudeme provadét podrobnou analyzu tohoto polynomu,
spokojime se pouze s konstatovdnim, ze v intervalu Ay < X\ < Aj11—; (v okolf prvniho kofenu) plati

2

PN <1l— ———F——].
|<>|] e

Vyraz na pravé strané této nerovnosti nabyva v intervalu Ay < A < Aj41-; maxima pro A = A; nebo
A = Apt1—i. Plati tedy

P*(\y) = P2(\) < PZ(\
B PO = max BOwW s, mex B
9 2 s 2
S max 1 A — ATTL-‘rl i )\1 7
AL <AL A1 A+ At Amt1—i + A1
coz spolu s (60) dava (61). O

Dusledek 1 Metoda sdruzenijch gradientu s presngm vybérem délky kroku nalezne minimum ryze konvexnt
kvadratické funkce po nejuiSe m krocich, kde m je pocet ruznijch vlastnich éisel matice G.

Dikaz Polozime-li v (61) ¢ = m, dostaneme Q(m41) — Q(z*) < 0. jelikoz Q(xm41) — Q(z*) > 0, musi
platit Q(x;,+1) = Q(x*), coz pro ryze konvexni kvadratickou funkci znamend, 7e 2,41 = x*. O

Véta 30 Necht jsou splnény predpoklady véty 22. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 < i < n. Pak plati

Q@wﬂ—@@ﬂ<4< MG%4>%.

Q) — Q@) ~ \ V@) 11 (62)

Dikaz Podle lemmatu 9 plati

Q(xi+1) B Q(.’E ) < max (Pi()\k))Q

Qz1) — Q(z*) ~ 1<k<n
pro libovolny polynom P;(\) stupné nanejvys ¢ takovy, ze P;(0) = 1. Zvolime polynom P;()) tak, aby
minimalizoval hodnotu

max |P;(\)].
A1<A<A,
Tuto vlastnost mé Cebyseviiv polynom transformovany na interval \; < A < \,, a normovany tak, aby
nabyval hodnotu 1 pro A = 0, tedy polynom
T (An+,\:—2x)
7 (3)

kde T;(€) je klasicky Cebysevitv polynom, pro ktery plati |T;(£)| < 1, pokud [¢] < 1, a

1 . )
L) = (€ +VE 1)+ (6~ VE 1)),
pokud [¢] > 1. Jelikoz pro Ay < XA < A plati [(A, + A1 — 20) /(A — A1)| < 1, muzZzeme psat

1
g P s —ms
1SASA, Tz ()\nt)\i)
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Zbyvé tedy vycislit hodnotu na pravé strané posledni nerovnosti. Oznaéme & = (A, + A1)/(An, — A1).
Ziejme |¢| > 1, takze

Ti() = 15+¢§2—1i+ (€~ VED)) 2 5+ VE-T) =
NGt

—_

nebot
(VEFT+ VEZT? = ¢+ VE 1)

Dosadime-li £ = (A, + A1)/(An — A1), dostaneme

21 )
T )\n + >\1 > 1 \/ )\n + \/ >\1 _ 1 (V >\n + \/X)Q _
"\ — M -2 An — A1 An — A1 2 An — A1 N

_ ;(wa)

Van =V
Plati tedy
2
Q(zit1) — Q(z") ? 1
gy < (e pow) < 7, ()

Vi VAN (VEG -1
< () 4<We>+1>

Poznamka 62 Pouzijeme-li odhad (62) spolu s (¢) a (d) z dukazu véty 12, dostaneme

[#it1 — =] <oym(@) [ YAG) =1 —1

[y — 2% VE(G) +1

pro 1 <i<n.
Poznamka 63 Vétu 30 lze snadno zobecnit tak, aby platila pro pfedpodminénou metodu sdruzenych
gradienti. Podle poznamky 50 staci pouzit x(HY2GH'/?) misto x(G). Pokud H ~ G~!, mize byt
x(H'2GH'?) mnohem mensf nez x(G), a konvergence se velmi urychli.
Véta 31 (Asymptoticky odhad) Necht jsou splnény predpoklady véty 27. Pak prol € M al <i<l+mn

plati .
s =] _ S(VeGy -1\

takze posloupnost x;, | < i < l+mn, konverguje k bodu x* € R™ (alesponi) linedrné s asymptotickou rychlosti

K(G*) —

= e TT
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Dukaz Zvolme | € M tak, aby pro i > [ dochazelo k prerusovani itera¢niho procesu vzdy po n krocich.
Necht M = 24/k(G*) a ¢ je kvocient uvedeny ve vété 31. Pak podle pozndmky 62 pro I < i <[+ n plati

12 — 2*|| < Mg &) — 2*|| = Mg |2 — ¥
Pouzijeme-li lemma 8, muzeme pro | <1i <1+ n psat
|2 — Zi|| = o([lz1 — z7[]) = [|z1 — 2™ ([o(1).

Plati tedy

o = 2"l 2o =2 | e =@l pien gy,

e = 2| = Nl —2*]| [l — 2%
m

Poznamka 64 Véta 31 se tykd pouze vnitinich iteraci kazdého cyklu. Celkové je cyklicky pferusovana
metoda sdruzenych gradientu s presnym vybérem délky kroku R-superlinedrné konvergentni (pozndmka
61).

Poznamka 65 Odhad (v — 1)/(y/k + 1) je mnohem pi{znivéjs nez odhad (k — 1)/(x + 1) platny pro
metodu nejvétsiho spadu jak ukazuje tato tabulka, ve které je uveden pocet iteraci potiebny k dosazeni
pozadované presnosti €.

Problém ‘ SD ‘ CG
k=102, e=10"* 460 46
k=10% =106 69077 | 690
k=105 ¢=10"% | 9210340 | 9210

3.5 Modifikace a implementace metod sdruZenych gradient(

Abychom zlepsili Géinnost metod sdruzenych gradienti muzeme vztah (36) ruzné upravovat. Obvykle se
to provadi tak, ze se pridavaji vyrazy timérné s? g;, 1, které v pifpadé piesného vybéru délky kroku vymizi
a platnost véty 22 zustane zachovéna. Jednou z moznost{ je nahradit vztah (36) predpisem

T
9it15i .
$1=-g1 a Siy1=— (1 + @‘ﬁ“) gi+1+Bisi pro i €N, (63)
9it19i+1

kde $; je nékterd z hodnot (42) nebo (43).

Véta 32 Pro modifikovanou metodu sdruZengch gradienti (63) plati véta 22. Navic pro i € N plati

—918i41 = 9 1i41- (64)

Ditkaz Provadime-li presny vybér délky kroku, plati g, ;s; = 0, takze (63) piejde na (36) a platnost
véty 22 zustane zachovéna. Vyndsobime-li vztah (63) skaldrné vektorem g;1, dostaneme rovnost (64). O

Dosadfme-li hodnotu B¢P do (63), dostaneme s;11 = —9¢Pg; 11 + BEPs;, kde 9§P = —yI's;/gT's;.
Podobnym zpusobem lze modifikovat i metodu FR. Tyto modifikace dovoluji zna¢né oslabit podminky pro
globalni konvergenci.
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Veéta 33 Uvazujme modifikované metody DY, FR, CD dané predpisem
s1=-g1 a Siy1=—Vigiy1+ PBisi pro i€ N, (65)

kde hodnoty BPY , BEE, BEP jsou uréeny podle (43) a

T T T
Dy _ Yi Si Yi Si c Yi Si
07 = e =1 97 = S 7Y = (66)
Y; Si 9; 9i Igi Szl
Pak plati véta 22. Spliuje-li funkce F : D — R podminky (F1) a (F3) a pouzivime-li pri vybéru délky
kroku zobecnénou Wolfeho podminku (S2a) a (S3a), kde 0 < &1 < ez <1 a0 <e3 < 00, jsou tyto metody
globdlné konvergentny.

Diikaz Provadime-li presny vybér délky kroku, plati y]'s; = —gI's; = g¥'g; (poznamka 49), neboli ¥PY =
VFR = 9¢P = 1, takze (65) piejde na (36) a platnost véty 22 zistane zachovana. Nyni dokdZzeme globaln{
konvergenci.

(a) Jelikoz 9PY = 1, metoda DY se pouzitim (65) nezméni, takze globdln{ konvergence plyne z véty 23.

(b) Pro modifikovanou metodu FR plati

T T T
T 7 9i419i+1 | 9ix19i+1 9it19i+1 1
Gix1Si+1 = —Y; Si 115 = —=—0; 8; <.
1+1°1 7 1 nggy nggy 1+1°1 nggz 7 °1
Jelikoz gT's1 = —g¥ g1, postupnym dosazovanim do piedchoziho vztahu (indukef) dostaneme rovnost (64).

Modifikovana metoda FR je tedy totozna s modifikovanou metodou CD a pro obé tyto metody je splnéna
rovnost (64).

(¢) Uvazujme modifikovanou metodu CD. Jelikoz je splnéna rovnost (64), jsou smérové vektory s;, i € N,
spadové a plati (14) s €y = 1, coz podle pozndmky 24 implikuje nerovnost (15). Protoze pfi vybéru délky
kroku pouzivdme zobecnénou Wolfeho podminku (S2a) a (S3a), plati

yisi = gliisi — i si < eslgl sil — 9l si = (1+e3)|g] sil,

neboli ¥; < 1+ 3. Pouzijeme-li tento odhad spolu se vztahy (64)—(66), muzeme psét

2 lgia )" lgi-1 1
siv1ll” = <191'gi+1+ 0E 51> (197:9@+1+ T 51)
|9, 84 |gi sil
. 2 . 4
— 92l 2_219_”9#1” T o 4 git1ll 512
1||gl+1H 1 |gZTS7,| gz+1 4 |gZ'TSi‘2 || Z”
o4
< (L e0Plginl + 262(L + eo)llgir |2 + 2 2
|g?8i|2
neboli ) )
[sitall® _ (L+es)( 4262 +e3)  lsill
lgi+al* — gi+1]l? llgill*
Predpoklddejme, ze neplati
liminf ||g;|| = 0.
71— 00

Pak existuje konstanta € > 0 takova, ze ||g;|| > € Vi € N, takze z pfedchoz{ nerovnosti plyne

H8i+1||2 < (1 + 83)(1 + 2e9 + 83) HS,H2 < (1 + 83)(1 + 2e9 + 63)
lgirall* — g? llgall* — g?

(1+1)
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(predpokliddme bez Gjmy na obecnosti, ze €2||s1]?/[|g1][* < (1 + e3)(1 + 262 + £3)). Mizeme tedy psét

Z lgall* i} _
||Sz||2 T (1+e3)(1 +2€2+€3 i

=1

coz je ve sporu s nerovnost{ (15) uvedenou v pozndmece 24. O

Poznamka 66 Z véty 33 plyne, Zze modifikace (65) dovoluje zna¢né oslabit podminky pro globélni kon-
vergenci metod FR a CD. Sta¢{ vybirdme-li délku kroku pomoci zobecnéné Wolfeho podminky (S2a), kde
€3 > 0 je libovolné velké ale koneéné ¢islo. Tato podminka se ptilis nelisi od slabé Wolfeho podminky, kde
€3 = Q.

Vztah (65) 1ze také pouzit ke zlepSeni konjugovanosti smérovych vektoru v metodach PR a LS.
Véta 34 Uvazujme modifikace metod HS, PR, LS dané predpisem
S1=—¢1 a Sit+1 = —Ygiy1+Bisi pro €N,

kde hodnoty BS, BFE, BES jsou urceny podle (42) a

HS_yiTsi_ PR_yiTsi LS_yiTsi
191‘ - T - 1; 192 - T % - T . (67)
Y; Si g; 9i |g; sil
Pak plati véta 22 a navic
yl'si1 =0 pro i€N. (68)

Ditkaz Tak jako v dikazu véty 33 plati 979 = 9FR = 9F5 = 1, pouzivame-li presny vybér déky kroku,
takze (65) prejde na (36) a platnost véty 22 zustane zachovana. Metoda HS, pro kterou plati (68), se
nezméni. V piipadé metod PR a LS dostaneme

y y 9 1
yls = =Sy Tg, 4 Il g
97 9i 9t gi
a
Y si Yl giv1 T
yiTsi+1 T yz git1+ 7 T, yi si = 0.
97 s 9] sil

O

Poznamka 67 Pouzitim vzorce (65) nelze zajistit spddovost smérovych vektoru metod HS, PR, LS. To
umoznuje vztah (63) nebo vzorec

S1=—g1 G Sit1 = —gi+1+ Bisi—yi pro 1 €N, (69)

kde hodnoty g5, gPf 35S jsou uréeny podle (42) a

T T T
HS _ 9it1Si PR _ Y9it+15i s _ 9i+15i 70
[ - T ’ i - T ’ [ - T . ( )
Y; Si 9; 9i |gi 5z|

Vyndsobenim vzorce (69) skaldrné vektorem ¢;11 se muzeme snadno presvédéit, ze plati (64). Z hlediska
praktické u¢innosti je vzorec (69) méné vhodny nez vztah (63).
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Poznamka 68 Zikladni metody sdruzenych gradientu lze také kombinovat tak, ze volime

5, = Nglayi A0k gi 911 (giv1 — A gi)
g 2 2

_ - : (71)
piyl'si+ p2glgi — piol'si  piylsi+ puiglgi — pigl's:

kde A}, A2, b, p2, p3 jsou nezdpornd éfsla takovd, ze A + A2 =1 a pl + p? + pf = 1. Jednou z moznosti
je volba A} = min(1, ||gi+1]|/l|gil|), kterd vede k modifikacim

HSM _ 91 Ui PRM _ 9i17i LSM _ 9517 -
Bi - T ) Bi - T ’ /Bz - T ’ ( )
Yi Si 9; 9i |9i 54
e lgiaal
- . gi+1
Yi = gi+1 — min (L ”Z;” ) 9i- (73)
1

Poznamka 69 Jak jiz bylo zminéno, miZeme do vzorce (36) pfidat ¢leny, které vymiz{, pokud s g; 11 = 0.
Jednou z moznosti je pouzit vztah s;1 = —H;41¢;+1, kde H;y1 je matice, kterd vznikne z jednotkové
matice pomoci aktulizace BFGS uvedené v oddilu 4.1. V tomto pfipadé plati

(yidl + diyl),

T
Ty 1
Hi+1_I+(yly +1> d;d? —

yi d; yi d; yld;

?

kde d; = ;11 — 2; = ;8; a y; = giy1 — gi- Pokud s} gi11 = 0, mitZeme psat

y? gi+1
yld;

yiTgmd_

Ty dTg, dT g,
Y; Yi +1) zgz+1d_+ 1gz+1y_+ dz :_gi+1+ del .
L)

—Hiy19i41 = —git1 — <
o ' yi d; yld, " yldi ™

Matice H; 1 je pozitivné definitni, takze smérovy vektor s;11 je spadovy i kdyZ s} gi+1 # 0. Tato myslenka
tvori podklad pro metody s proménnou metrikou s omezenou paméti a bude déle rozvijena v oddilu 8.1.

Poznamka 70 Matice uvedend v pfedchozi posnamce splituje kvazinewtonovskou podminku H;1y; = d;,
takze —y!siv1 = yI Hit19i41 = d git1, zatimco pro metodu HS plati —yl's;1; = 0. Nabizi se tedy
myslenka, upravit metodu HS co nejjednodussim zptsobem tak, aby platilo =y s;11 = pid? gir1, kde
pi > 0. Pouzijeme-li vztah (36), dostaneme —yiTsiH = yiTgiH — @lesl, takze —yiTsl-H = pidiTgl-H plati
pro

= s s, s "
Yi Si Y; Si

(DL — Dai a Liao). Také se pouzivd hodnota

DL+ _ HS dzTgi-‘rl
B; = max(0,8;"") — p; . (75)
Y; Si

Parametr p; 1ze volit ruznym zpusobem, napiiklad tak jako v oddilu 4.4. Dai a Liao pouzivaji konstantni
hodnotu p; = 0.1. Polozime-li ve vzorci (74) p; = 2yl y;/yl d;, dostaneme

HZ _ yiTgi+1 yiTyz' SiTgiH
Bi - T -2 T T (76)
Yi Si Y; Si Y Si

(HZ — Hager a Zhang).

Véta 35 Necht s;+1 je smérovy vektor uréeny metodou HZ. Pak plati

7
—giT+15i+1 > ggi]:t,-lgi-i-l- (77)
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Dikaz Pouzijeme-li (36) a (76), dostaneme

T T T
T T Yi gi+1 Yi Yi S; Gi+1 T
i+153 = —Gi+19i+1 T -2 L 15i
Fir1%i+1 Fir1fit1 ( yz‘TSi szSz yz‘TSi )glﬂ ’
_ Y gyl sisi giv1 — 99y si)® ulyi(sTgin)”
(yis:)? (yi"s:)?

Dosadime-li do nerovnosti
v < ullol) < 3 (hull + ol
vektory
u= %(yiTsi)gi-i-lv v =2(s{ git1)yi

muzeme psat

DN | =

1
gl sesTainn < 5 (oo POTs)? + A1l 6T g )?

a tedy
1
giasiv(yl si)? < §||gi+1\|2(y¢T5i)2 = Ngira 1P W s0)% + 2llwill* (57 gir1)? — 2llwill*(s] gig1)*
7
= *§|\gi+1||2(yiT5i)2,
coz bezprostiedné dava (77). O

Poznamka 71 Nékdy je vyhodné metodu sdruzenych gradienti skalovat. Skalovéni je nejjednodussim
predpodminénim, kdy H = «;411. V tomto piipadé se misto (36) pouziva vzorec

—5it1 = Yit1(gir1 — Bisi),

kde r
Y; d;
Yi+1 = yT ] (78)

1 J

a dl = Ti+1 — T; = S, Yi = Gi+1 — YGi- Hodnoty BZHS, ﬂiLSv BiDY, ﬂZCD se nezmeéni. Zbylé hOanty je tieba
upravit tak, ze

T
BPR _ 1yl gina Fr _ 1 it19im1

i = . =

vi 9l " v glgi
Parametr ~;11, je nutné udrzovat v ur¢itych mezich, napiiklad v intervalu 0.01 < ;41 < 100. Pokud
hodnota (78) v tomto intervalu nelezi, polozime ;1 = 1.

Poznamka 72 Uéinnost metod sdruzenych gradientu lze zvysit vhodnym restartovanim. Restartovani
se provadi tak, ze se po vypoctu smérového vektoru testuje splnéni predepsané podminky. Neni-li tato
podminka splnéna, nahradi se vypocteny smérovy vektor zdporné vzatym gradientem (coz odpovidéd volbé
B; = 0). Velmi vhodné je pouzit podminku stejnomérné spadovosti —gZ 1sit1 > eollgit1ll|lsi1]l, kde
g0 > 0 je néjaké malé éislo (napifklad 9 = 1078). V poznamce 55 je uvedeno, 7e takto upravena metoda
sdruzenych gradientu je globdlné konvergentni, aniz by k restartim dochézelo pfili§ ¢asto. Pouzivame-
li metody (43), je vyhodné testovat sdruzenost smérovych vektoru. V tomto piipadé se itera¢ni proces
prerusi, pokud neplati

yi siv1 < mllsieallllyall, (79)

kde hodnota 1, zavisi na zvolené Wolfeho podmince. Také je mozné testovat ortogonalitu gradientu. V
tomto ptripadé se itera¢ni proces pierusi, pokud neplati

97 giv1 < m2llgivallllgsll- (80)
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kde hodnota 7, zavisi na zvolené Wolfeho podmince. Je-li poc¢et proménnych dostatecné velky, vyplati
se itera¢ni proces prerusovat vzdy po n krocich, pocitanych od posledniho restartu (pak jsou splnény
predpoklady véty 28).

Poznamka 73 Zavérem uvedeme nékolik pozndmek k implementaci metod sdruzenych gradienti.

e Chceme-li implementovat metodu sdruzenych gradientu, musime se rozhodnout, kterou zdkladni
metodu pouzijeme. Zde se omezime na metody HS, PR, LS, DY, FR, CD. Metody DL a HZ v této
poznamce uvazovat nebudeme.

e Zvolime-li metody HS, PR, LS, muzeme pouzit zdkladn{ hodnoty (42), nezéporné hodnoty (50),
kombinované metody (51), nebo modifikované metody (72). Misto vztahu (36) muzeme pouzit vzorec
(63), vzorec (65) s hodnotami (67), nebo vzorec (69) s hodnotami (70). Je vhodné provést restart,
neni-li smérovy vektor dostateéné spadovy.

e Zvolime-li metody DY, FR, CD, muzeme pouzit zdkladni hodnoty (43). Misto vztahu (36) muzeme
pouzit vzorec (63), nebo vzorec (65) s hodnotami (66). Je vhodné provést restart, nejsou-li smérové
vektory dostatecné sdruzené (podminka (79)).

e Pro metody sdruzenych gradient je nejvhodnéjsi pouzivat silnou Wolfeho podminku s parametry €1 =
107%* a g5 = 10~%. V tomto pifpadé je vhodné pokladat n; = 0.05 a 7y = 0.5. Algoritmus 1 je tieba
pozménit tak, ze v ném ponechdme podminku (S3b) ale spolecné s podminkou (S2a) vyhodnocujeme
podminku

s giv1 < e2]s] gil,
kterd je ¢asti podminky (S3a).
e Metody sdruzenych gradienu jsou citlivé na pocatecni volbu délky kroku. Obvykle je vhodné polozit

U i <1’ 2(F; — F;q1) 2(F — Fi)> ’

a.
7 T ’ T
S; i S; 9i

kde F je dolni odhad pro minimalni hodnotu funkce F. Dals{ hodnoty o, j > 1, se ur¢uji pomoci
kubické extrapolace nebo interpolace.

Algoritmus metody sdruzenych gradientii 1ze popsat zhruba takto:
Algoritmus 2 Data e; = 1074, g9 = 1071, m = 0.05, 7o = 0.5, ¢ > 0.
Krok 1 Zvolime poc¢éteéni odhad 1 € R™, vypocteme Fy := F(z1), g1 := g(z1) a polozime ¢ := 1.

Krok 2 Pokud ||g;|| < g ukonéime vypocet. V opa¢ném piipadé uréime smérovy vektor pomoci zvolené
metody sdruzenych gradientu a rozhodneme o pieruseni itera¢niho procesu podle pokynu uve-
denych v poznamce 73. Rozhodneme-li se pro Skalovani, uré¢ime skalovaci koeficient ; > 0
podle pozndmky 71 (obvykle se skdlovani neprovadi, takze v; = 1). Pokud v; # 0 vyndsobime
smérovy vektor s; Cislem ~;.

Krok 3 Urcéime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1 upraveného podle poznamky 73. Polozime x; 1 :=
x; + a;s;, vypocteme Fiy1 := F(zi41), git1 := g(it1)-

Krok 4 Zvétsime 7 o 1 a prejdeme na krok 2.

Nésledujici dvé tabulky ukazuji srovnani jednotlivych metod sdruzenych gradientu pfi minimalizaci
22 testovacich funkei s 1000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV
a selhdni S, jakoz i celkovy ¢as vypoctu). V prvni tabulce jsou uvedeny vysledky metod pouzivajicich silnou
Wolfeho podminku (S2a) a (S3a), kde e; = 107% a g5 = 1071, V podmince (79) byla pouzita hodnota
m = 0.05. Druh4 tabulka obsahuje vysledky metod pouzivajicich slabou Wolfeho podminku (S2a) a (S3b),
kde e; = 107% a g5 = 0.9. V podmince (79) byla pouzita hodnota 7; = 0.2.
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Metoda HS Metoda PR Metoda LS

Realizace NIT - NFV S cas NIT-NFV S cas NIT - NFV S cas

(42) 28861 - 42022 - 14.4 | 41491 - 65603 - 22.2 | 40696 - 61925 - 21.7

(51) 27259 - 39556 - 12.6 | 34991 - 51760 - 17.0 | 33269 - 48688 - 16.9

(63) 27692 - 39905 - 13.0 | 30326 - 44581 - 15.1 | 29772 -43519 - 14.3

(65) + (67) | 28861 - 42022 - 14.4 | 29321 - 44248 - 14.8 | 30360 - 44452 - 15.0

(69) + (70) | 36389 - 57339 - 19.6 | 36132 - 55544 - 19.3 | 37120 - 57401 - 19.6

(72) + (73) | 30985 - 43307 - 14.9 | 41891 - 65560 - 22.8 | 39537 - 60093 - 20.7

Metoda DY Metoda FR Metoda CD

Realizace NIT - NFV S cas NIT-NFV S cas NIT - NFV S cas

(43) 58777 - 66087 1 16.0 | 61462 - 80726 1 20.1 | 93678 -116997 2 37.9

(63) 91617 -115841 2 35.5 | 60173 - 67924 1 16.0 | 59440 - 66822 1 15.9

(65) + (66) | 58777 - 66087 1 16.0 | 58218 - 65532 1 15.9 | 59095 - 66288 1 16.0

(43) + (79) | 30358 - 49816 - 12.7 | 31277 - 51394 - 13.9 | 35170 - 57068 - 16.1

(63) + (79) | 36341 - 61332 12.7 | 29600 - 48584 - 12.4 | 30115- 49309 - 12.7

(65) + (79) | 30358 - 49816 - 12.7 | 31111 -51291 - 13.0 | 29225 - 47775 - 12.3

Metoda HS Metoda PR Metoda LS
Realizace NIT - NFV S cas NIT - NFV S cas NIT - NFV S cas
(42) 72582 - 88844 - 31.4 | 68670-90081 1 23.3 | 79986 -104883 2 27.1
(51) 71904 - 87072 - 27.2 | 109825 -137358 4 48.0 | 96854 -119264 2 39.2
(63) 66217 - 80905 - 25.6 | T74880-91404 1 26.6 | 73783 -90037 1 25.3
(65) + (67) | 72582 -88844 - 31.3 | 24342-53003 - 14.0 | 72343 -88302 - 264
Metoda DY Metoda FR Metoda CD

Realizace NIT - NFV S cas NIT - NFV S cas NIT - NFV S cas
(43) 62785 - 63457 1 15.1 | 110743 -133252 1 43.9 | 160486 -177113 4 60.7
(63) 155859 -181578 5 78.7 | 61272 -62014 1 14.8 | 61381-62185 1 14.8
(65) + (66) | 62785 -63457 1 15.1 | 62213-62900 1 14.8 | 61618-62321 1 15.0
(43) + (79) | 42755 -46596 - 129 | 63714 - 76588 1 23.1 | 99616 -113680 2 43.2
(63) + (79) | 140668 -169084 - 55.1 | 42740 - 46553 - 12.5 | 43380 - 47363 - 135
(65) + (79) | 42755 - 46596 - 12.9 | 42156 - 45914 - 12.6 | 42287 -46093 - 13.1

7 udaju uvedenych v téchto tabulkich lze vyvodit nékolik zavéru:

Pii realizaci metod sdruzenych gradientt, zejména metod HS, PR, LS a jejich modifikaci, je vyhodné
pouzivat silnou Wolfeho podminku s e = 10~! (tato hodnota byla ziskdna experiment4lné).

V piipadé, ze pouzivdme silnou Wolfeho podminku, zlepsuji kombinace (51) nebo modifikace (63) a
(65) + (67) tc¢innost metod HS, PR, LS. Metoda HS déva nejlepsi vysledky.

Modifikace (69) + (70) nebo (72) +
metody HS.

(73) mirné zlepsuji G¢innost metod PR, LS, ale zhorsuji d¢innost

V pripadé, ze pouzivame silnou Wolfeho podminku, davaji metody DY, FR, CD horsi vysledky
nez metody HS, PR, LS. Vlastnosti metod DY, FR, CD se vyrazné zlepsi, prerusujeme-li je vzdy
tehdy, neni-li splnéna podminka (79). Volba hodnoty 71 v (79) zdvisi na pouzité Wolfeho podmince
(vhodnou hodnotu je tfeba uré¢it experimentalné).

Ucinnost metod FR a CD vyrazné zlepsuji modifikace (63) nebo (65) + (66) (které jsou v tomto
piipadé ekvivalentni). U téchto modifikaci nezdvisi na volbé Wolfeho podminky, coz potvrzuje
vyznam véty 33. Doplnime-li uvedené modifikace o test sdruzenosti (79), jsou vysledné metody
rovnocenné nejlepsim modifikacim metody HS.
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3.6 Predpodminénd metoda sdruZenych gradientl pro ¥eSeni soustav linedrnich rovnic

Podle vét 22 a 30 je metoda sdruzenych gradient zvlasté vhodnd k hleddni minima ryze konvexni kvadrat-
ické funkce nebo, coz je totéz, pro feSeni soustavy linedrnich rovnic se symetrickou pozitivné definitni
matici. Nyni budeme uvazovat kvadratickou funkci

Qls) = "5+ 35" Bs, (81)

kterd se pouziva k urceni smérového vektoru v metodach spadovych sméru (i v metoddch s lokdlné
omezenym krokem popsanych v pdté kapitole). V pozndmce 50 jsme ukdzali, Ze metodu sdruzenych
gradientu lze predpodminit tak, Ze se misto kvadratické funkce Q(s) minimalizuje kvadratickd funkce

QG)=g"5+ %gTBs?, (82)

kde § = C'/2s, g = C~Y2ga B = C~Y2BC~/2 (v poznamce 50 bylo pouzito oznaceni H = C~!). Matice
C se vybira tak, aby soustava linedrnich rovnic Bs = —g, definujicif minimum kvadratické funkce Q( ),
byla co nejlépe podminéna. Pokud C' = B, plati B~r1Ta m(B) 1, coz podle véty 30 zarucuje rychlou
konvergenci metody.

Definice 22 Necht B € R™*"™, C' € R™ "™ jsou symetrické pozitivné definitni matice a g € R"™. Pak
iteracni proces pouzivagici rekurentni vztahy

s1=0, gi=g9, p=-Clyg

¢ = Bpi, =9 C i, /pi ai
Si+1 = Si + Qs Gi+1 = Gi + O Qi
Bi=91C  git1/9l C  gis  pig1=—C g1 + Bipi

pro 1 < i < n, nazveme predpodminénou metodou sdruzengch gradienti (s predpodmiriovacem C) pro
resend soustavy linedrnich rovnic Bs = —g.

Poznamka 74 7 definice 22 plyne, ze g; = Bs; + g, kde

i—1
S; = Zajpj, (83)
7j=1

Poznamka 75 Hodnota I
o = 9; TO gi (8 4)
p; Bp;

realizuje pfesny vybér délky kroku, nebot z definice 22 plyne, ze

P} giv1 =D; gi + ip; @i = —g; C " gi + (97 C'gi/p! Bpi)p{ Bp; = 0.

Pozndmka 76 Nékteré vlastnosti neptedpodminéné metody sdruzenych gradientu jsou ukdzény v diukazu
véty 22 (vztahy (38)—-(40)). Analogické vztahy pro predpodminénou metodu sdruzenych gradienti dostane-
me formalné tak, ze misto s, g, p, ¢ a B dosazujeme § = C'/2%s, g = C~12g, p= C'/?p, § = C?q a
B =C~Y2BC~Y/2. Plati

p; gi =0, (85)
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g]TC_lgi = 07 (86)
p; Bpi =0 (87)

pro 1 < j <i < m, kde m je index takovy, Zze p! Bp; > 0 pro 1 < i < m. Tento postup budeme pouzivat
i nadéle. Nejprve zformulujeme a dokdzeme tvrzeni pro C' = I a pak jako dusledek uvedeme tvrzeni pro
C#1.

Poznamka 77 Budeme pouzivat oznaceni s;(«) = s; + ap; pro 0 < a < a, takze s;41 = s;(a).

Veéta 36 Aplikujeme-li predpodminénou metodu sdruzenych gradientu s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plati-li nggj >0, pjTBpj >0 prol<j<i, miZeme pro 0 < a < «; psdt

Q(si+1) < Q(si(a)) < Q(s4), (88)
g sit1 < g'si(a) <g'si, (89)
Isaall > ss(a)ll > sl (90)
9T3i+1 QTSi(a) gTSz'
. 91
TolTseeall ~ TolTse@ ~ Tollsal 1
Dikaz (a) Plati
Qsi(a)) = g"(si+ap;)+ %(Si + ap;) T B(s; + ap;)

1
= Q(s;) +alg+ Bs;) p; + 504217?3101'

1
= Q(si) —agl g+ 5042P¢TB;01'
nebot g + Bs; = g; podle poznamky 74 a gl'p; = —glgi + Bi—19] pi-1 = —g] gi podle (85). Jelikoz
pl' Bp; > 0, je kvadratickd funkce Q(s;(a)) ryze konvexni. Jeji derivace Q'(si(a)) = —gl'g; + ap! Bp; je
zapornd pro 0 < a < «; a nulovd pro a = «;, takze funkce Q(s;(a)) klesd pro 0 < a < a; a nabyva svého
minima pro o = «;. Pro a = «; plati

(9F9:)? | 1(9] 9:)?

1
Q(sit1) = Q(si) —aig} gi + =aip! Bp; = Q(s;) — +5
2 p!'Bp; 2 p!Bp;

_ 1 (gz‘Tgi)2
- Q(Sl) 5T T
2 p; Bpi
(b) Jelikoz z (85)—(86) plyne
1—1 ng
91 pi = —g, 9i + Bi—19) pi—1 = H Be | 9/ pj = —nggl_ 97 (95 — Bj—1pj—1) = —9; 9i
k=j JjJI

pro 1 < j < a jelikoz g = g1, muzeme psét
9 si(a) =g"si+ag"pi = g"si — ag] gi.

Tato linearni funkce klesa pro o > 0.
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(c) Pouzijeme-li vztah (83), dostaneme
si(@)Tsi(a) = (si+ap)’ (si+api) = s{ s; + a®p] pi + 2as] p;
i—1

sisi+a’p i+ 200 ) a;pl pi
i=1

i—1

prp;
si si + o’pl pi + 2ag] g; g

— p?BPj ’

nebot pro 1 < j < i plati o; = gfgj/p?Bpj a

9 gi
prpi = pl (—gi + Bic1pi—1) = Bi—1p! pim1 = Hb’k pip; = g;g’pfpg

=Jj

Tato kvadratickd funkce roste pro o > 0.

(d) Pro 1 < j < i muZeme psit

i _ 9 _
;1 ngH2 Hgy 1||2 ZHgklP

takze

1—1 1—1 J
9k
751(04) = 7Zajpj — ap; = Zaj”ngQ <Z H |2> ||g7H2 <Z || ||2)
j=1 j=1 =1 119k 9k

g1 2 g1 92 2 g1 g2 9i
= a1||g1|2<>+azllgzl ( + )+...+a||g»| ( + +. o+ )
g1 llgull* ~ llgall? T\Ual? o llg=ll? llg:ll*

7 i—1 gi
- Z E:Ouc||9k||2*‘01“91'”2 I .j||2‘
= \= 9j

Pouzijeme-li (86) s C' = I, dostaneme

. 2
1
(Z onllgell? + a||gﬂ’> e

j=1 \k=1
a
i—1
—g"si(@) =Y arllgrl® + allgil?,
k=j
takze

2
st (a)si (a)_z Yy anllgrl® +allgi >\ 1
Yo 1ak\\gk|\2+a||gill2 llg;

(gTs (@))?

Nyni pouzijeme toho, Ze raciondln{ funkce cp( )= (a+1t)/(b+1t) je pro a < b rostouci (mizeme se o tom
presveédéit derivovanim). Pro 0 < a < «; tedy plati

1>

3 1 1
2=y o llgnll? iy kllgall? + allgil? iy vk llgnll?

Yoy awllgll? T Tt anllgell® + algill? T ST axllgrl?

coz po dosazeni dava

sivasiv1 _ si(@)Tsi(a) s} 5
(97si11)? ~ (9"si(a))? ~ (97s:)?
Bezprostiednim pouzitim této nerovnosti dostaneme (91). O
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Dusledek 2 Aplikujeme-li predpodminénou metodu sdruiengch gradientu s pozitivné definitni matici C
na kvadratickou funkci Q(s) a plati-li gJTC_lgj > 0, p?Bpj >0 prol < j <1, muZeme pro 0 < a < ay

psdt
Q(si+1) < Q(si(a)) < Q(si),
9 sip1 < g'si(a) < g'si,
[sitille > lIsi(@)lle > [sille,
9T5¢+1 QTSi a) gTSi
lgllpllsi+ille ~ llgllplisie)llc ~ llgllplisillc’

kde ||s|Z = sTCs a||g||3, = g7 C~ g (norma ||.|p je dudini k normé ||.||c).
Dikaz Staci pouzit substituce uvedené v poznamce 76.

Véta 37 Jsou-li splnény predpoklady véty 36, plati

1 gl T lglI?
—Q(si+1) 2 57 —9 Sit1 = T
' 1Bl ' Bl
Je-li navic matice B pozitivné definitni, plati
gTSH_l 1

Malllsinll = V/w(B)'

Diikaz (a) Protoze

82 =81 +a1p1 = ngTgl p1=— 99 9,
pi Bp 9" Bg
plati
O(ss) = (gTTg)2 ~1(9"9)0¢"Bg _1(9"9)? > 1
g"Bg 2 (9"Bg)? 2 g"Bg ~ 2
a

—~

T \2 2
99 < llgl

T
—g S2 = =
g"Bg ~ |B|’

takze podle (88)—(89) dostaneme (94).

(b) Pokud B je pozitivné definitni, plati prpj > 0, kdykoliv ||g;|| > 0, nebot z (85) plyne

pjrpj = (=gj + Bj—1pj—1)" (—gj + Bj—1pj—1) = nggj + 5]2;117]7;1]?]'—1 > nggj»

(92)

(93)

neboli ||p;|| > |lg;ll. Podle véty 22 existuje index m < n takovy, ze ||g;|| > 0 pro1 < j < m a gmy1 =0.

Podle (91) muzeme pro i < m psat
9" si1 9" sm+1
lglllsirall = Ngllllsmall

JelikoZ gm41 = g + Bsmy1 = 0, je vektor s, 1 FeSenim soustavy g + Bs = 0, coz podle véty 8 dava

_ 9T5m+1 1
lgllllsm+1ll — \/x(B)

Po dosazeni do pfedchozi nerovnosti dostaneme (95).
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Dausledek 3 Jsou-li splnény predpoklady dusledku 2, plati

_Q(3,+1) > 1 ”9”2 —gT3‘+1 > HgH2 (96)
7 - I 7 - .
25(0)|1B s(O)]1B
Je-li navic matice B pozitivné definitni, plati
T,
_ 9 Si+1 > 1 (97)

lgllllsi+all — w(C)\/k(B)

Dukaz (a) Podobné jako v dukazu véty 37 dostaneme

1(g%g)? _ 1
Q) = ~Qa) = 5 T2 >

lgll?

gl .1 g"Cg 1
2 5(C)[BI

1B = 2[IC-1IIB]

>

SN () S
§7Bg ~ R(C)|BI

coz spolu s (88)—(89) dava (96).
(b) Jelikoz

1 _
@HQHQH&HHQ <g'C 195>‘ZT+10(’92‘+1 <K(O)gl*sital?
pro 1 <4 < m, muzeme podle (93) psét
(9" si41)* 1 (9" si41)* 1 (9" 8m11)? 1 (9" sme1)?

lglPPllsiall* — £(C) g7 C~1gsl, Csiva — K(C) gTC7 gsh 1 Csmer — K2(C) gl smral?

a jelikoz vektor s,,4+1 je feSenim soustavy g + Bs = 0, mizeme pouzit stejnou nerovnost jako v dukazu
vety 37. O

Poznamka 78 Predpoklddame-li, ze matice C je vybrana tak, ze r(B) < x(B), muzeme druhou nerovnost
v dusledku 3 nahradit nerovnost{
T .. 1
9" Si+1

Mglllsiall = /&(B)w(C)’

nebot podle véty 37 plati

(97 si41)? 1 (97 si41)? 1 (§%s4)? < 1

lgll?l[si+1]* = w(C) gTC1gs], | Csiy1 w(C) 7§57, 18i1 — w(C)k(B)

Zatim jsme se zabyvali ptipadem, kdy p]TBpj > 0,1 < j <. Nyni vySetiime piipad, kdy pjTBpj > 0,
1<j<i—1ap]Bp; <O0.

Véta 38 Aplikujeme-li predpodminénou metodu sdruienych gradientu s C = I na kvadratickou funkci
Q(s) a plati-li nggj > 0, p;ferj >0prol<j<i—1aglg >0, plBp; <0 miZeme pro a >0 psdt

Q(si(@)) < Q(sy), (98)
9" si(@) < g"si, (99)
Iss(@)ll > [l (100)

QTSi(Oé) QTSz'
lgllTs: @)~ Talsll (101)
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Dikaz Podobné jako v ¢dsti (a) dukazu véty 36 plati

Q(si(@)) = Q(s;) — ag! g; + ;a pi Bpi < Q(s;) — agl g;

nebot p! Bp; < 0. Linedrni funkce na pravé strané této nerovnosti klesa pro o > 0. Zbytek dukazu je
totozny s ¢astmi (b) a (c) ditkazu véty 36, nebot se v téchto ¢dstech nepouzivd vyraz p! Bp;. O

Véta 38 md velky vyznam pro vySetfovani nepfesnych metod s lokdlné omezenym krokem (oddil 6.3).
Pouzivame-1li metodu sdruzenych gradienti pro vypocet smérového vektoru v metodédch spadovych sméru,
mohou nastat problémy. Jednak mtze byt p! Bp; ~ 0, coz vede k selhan{ metody (a; ~ 00 a [|si11]| = o),
nebo plati p! Bp; < 0, takZe staciondrni bod zfskany metodou sdruzenych gradientt neni minimem funkce
Q(s). Proto je tieba vypocet ukonéit pokud neplati p! Bp; > ¢ pl'p;, kde ¢ je zvolend doln{ mez. Jelikoz
tato podminka nemusi byt splnéna pro viechny indexy 1 < i < m, nemuzeme pouzit nerovnost (97). Plat{
vsak tato véta

Véta 39 Aplikujeme-li predpodminénou metodu sdruZengjch gradienti s pozitivné definitni matici C' na
kvadratickou funkci Q(s) a plati-li pjTBpj > ngij pro 1< j <i, pak

_ g"sin c
lgllllsisall — na(C) Bl

Dikaz Pouzijeme-li vztahy (85) a (87), dostaneme

T

j—1
9; C™gj = gj (=pj + Bj—1pj—1) = —g; p; = — (9 +> O‘kBPk> pi=-9"p;
k=1
pro 1 < j <1, takze
% A
-9 s = — Zangpj = ZajngC_lgj >a1g{ C ™'
, =
9iC'g1)® _ pTCpl pin roo, s ol
»i Bp pipr p{Bpi — w(O)|B]
Dale plati
i i
g p pip;
s =) Py = = s —Z Bi
=1 =
takze
IIPJP I p] D)
l[siall < Z J || | = Z o, ||g|| < *||g||
Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme
~9"si [l ¢ _ ¢
[sirallllgl — (O)IBI nllgll>  na(C)]|B]|
O
Poznamka 79 Je-li matice B pozitivné definitni, muzeme polozit ¢/||B|| = 1/k(B), takze dostaneme

B g7 si41 1
lgllisivall — na(B)s(C)
Tento odhad je horsi nez odhad (97) uvedeny v dusledku 3.
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Algoritmus pfedpodminéné metody sdruzenych gradientt pro vypocet smérovych vektoru v metodéch
spadovych sméru lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 3 Data C = 0,¢> 0,0 <w < 1, m > n (obvykle m =n+ 3).

Krok 1 Polozime s:=0,r:= —g,v:=C 'r,0:=rTv,5:=0,p:=rak:=1
Krok 2 Polozime p := o, vypotteme vektor ¢ := Bp a ¢&fslo 7 := pTq. Jestlize 7 < ¢||p||, ukonéime
vypocet.

1

Krok 3 Polozime a := p/7. Polozime s := s+ ap, r:=1r —aq, v:= C 'r a o := rTv. Jestlize 0 < w?7

nebo k > m, ukon¢ime vypocet.

Krok 5 Polozime §:=0/p, p:=7r+ Bp, k := k+ 1 a pfejdeme na krok 2.

Vypocet skon¢i bud v kroku 2 (matice B neni pozitivné definitni) nebo v kroku 3 (je nalezeno feseni s
pozadovanou piesnosti nebo byl pfekrocen povoleny pocet iteraci.

Poznamka 80 Plati-li v kazdém iteraénim kroku ||B|| < B a x(C) < &, kde B a & jsou konstanty spolecné
vSem iteraénim krokum, pak smérovy vektor s vypocteny algoritmem 3, spliiuje podle véty 39 podminku

g''s c

— > —
lgllllsll

1>

_— €0,
nkB

takze je stejnomérné spadovy a odpovidajici metoda spddovych sméru je globdlné konvergentni. Algorit-
mus 3 lze tedy pouzit k realizaci globalné konvergentni modifikované Newtonovy metody spadovych sméru.
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4 Metody s proménnou metrikou

Metody s proménnou metrikou patii mezi nejefektivnéjsi metody pro fesSeni optimalizacich tloh mensiho
rozméru (do 250 proménnych) s hustou Hessovou matici.

4.1 Zakladni vlastnosti metod s proménnou metrikou
Definice 23 Rekneme, Ze metoda spddovijch sméri (definice 15) je metodou s proménnou metrikou,
jestlize

R (102)

kde H;, i € N, jsou symetrické pozitivné definitni matice konstruované podle rekurentniho vztahu

Hi =~ (H; + U MU, (103)
kde U; € R™*2, M; € R*>*? a ~; > 0, a vyhovujici podmince

Hi 1y = pid;, (104)

kde y; = giy1 — 9i, di = Tiy1 — 23 = ;85 a p; > 0.

Poznamka 81 Matice H;;1 se ziskdava z matice H; aktualizaci jejiz hodnost je nanejvys 2. Nejefek-
tivnéjsi metody s proménnou metrikou patii do Broydenovy tfidy, kterd je charakterizovand vybérem
U; = [d;, H;y;]. Podminka (104) se nazyvé (zobecnénou) kvazinewtonovskou podminkou (pfedpokladdme,
ze d; # 0 ay; # 0, nebot v opa¢ném piipadé nemd podminka (104) smysl). Pavodni metody s proménnou
metrikou byly navrzeny s hodnotami p; =1 a ; = 1 (bez skdlovén{ a korekce). Jelikoz efektivni skdlovani
a vhodnd korekce zlepsuji u¢innost metod s proménnou metrikou, budeme vysetfovat obecny piipad, kdy
pi >0a~y >0.

Vyvoj metod s proménnou metrikou byl motivovan tim, Ze tyto metody, realizované jako metody
spadovych sméru s piesnym vybérem délky kroku, najdou minimum kvadratické funkce po koneéném
poctu krokt.

Véta 40 (Kvadratické ukonceni) Nechf x; ¢ € N, je posloupnost generovand metodou s proménnou

metrikou z Broydenovy tridy s presnym vybérem délky kroku (plati sTg;y1 = 0, i € N) aplikovand na
ryze konverni kvadratickou funkci

1
Qz) = 5(z ~ )T G(x - a*).
Necht g; #0, 1 <i <n. Pak gn41 =0 a z,41 = x*.

Dikaz Predpoklddejme, ze g; # 0, < i < n. Dokézeme indukci, ze s; # 0, a; # 0, 1 < i < n, a ze pro
1<j<it<n+1plati

Hiy; = Nd;, (105)
s1gi =0, (106)
s]Gs; =0, (107)

55 i =y 51 =0, (108)

kde M >0,1<j <i<mn+1, (viz (109)). Rovnosti (107) a (108) jsou ekvivalentni, nebof pro kvadratickou
funkei Q(z) plati y; = giv1 — 9; = G(xi41 — ;) = Gd; = a;Gs; a o # 0 podle indukéniho pfedpokladu.
Z (102) a (107) plyne, ze s;, 1 < i < n, jsou nenulové a vzdjemné sdruzené (G-ortogonélni), tudiz linedrné
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nezavislé, takze podle (106) nutné g, = 0. Pro i = 1 plati sTg; = —gI Hig1 < 0 (H; je symetrickd
pozitivné definiti) takze s1 # 0 a oy # 0 a déle neni co dokazovat. Indukéni krok:

(a) Necht ¢ < n. Z (108) plyne dly; = a;s!y; = 0 a (105) navic dava y! Hiy; = )\gy?dj = 0, takze
Uly; =0, 1<j <i. Podle (103) a (105) tedy plati

COA
Hipryy = vi(Hiyy + U MU y;) = 7iHiy; = %X d; = N dj,

1 < j < i, a pouzijeme-li (104) dostaneme H,11y; = p;d; 2 /\ﬁﬂdi. Plati tedy H;+1y; = )\gﬂdi, 1<j5 <.

(b) Necht ¢ < n. Z (106) a (108) plyne szng = szg,; + sJTy, =0, 1< j <i. Z presného vybéru délky

kroku dostaneme siTgiH = 0, takze celkem szgiH =0,1<75<q.

(¢) Podle (102) je g7\ 1siv1 = —gf 1 Hiv19i+1 < 0 takZe s;41 # 0 a a1 # 0. Pouzijeme-li (102), (a), (b)
dostaneme

N _
T _ T _ i+1 4T _ J T _
Yj Sit1 = —y; Hiy19i41 = — o dj git1 = —Xiy18; 9it1 =0,

J
1<j<i O

Poznamka 82 Muze se stat, ze g, = 0 pro néjaky index m < n. V tom piipadé sice nejsou splnény
predpoklady véty 40, ale ziskdme minimum kvadratické funkce Q(x) jiz v m-tém iteraénim kroku.

Poznamka 83 Z ¢isti (a) dukazu véty 40 plyne, ze pro 1 < j < i < n+ 1 plat{

i—1
Xo= (T | 2 (109)
k=j i

Disledek 4 Necht jsou splnény predpoklady véty 40. Pak pro 1 < i < n tvoii vektory s; a s;+1 bdzi v
LU;) aprol <i<j<n+1 plati

1—1
Higj = (H ’Yk) Hyg;. (110)
k=1

Diikaz (a) Necht v je libovolny vektor takovy, ze vTU; = v [d;, Hyy;] = 0 (takze v lezi v ortogonalnim
doplitku podprostoru £(U;)). Pak vT's; = vTd;/a; =0 a

'UTSH-I = _UTHi-i-lgi—i-l = _'YiUT(Higi + Hyy;) = ’YiUT(Si - Hiyi) =0,

takze vektory s; a s;y1 lezi v L(U;), a jelikoz podle (107) jsou tyto vektory linedrné nezavislé, tvoii bézi

(b) Podle (106) plati sfg; =0a st ,g; =0Vl <k <i<j, coz podle (a) davd Ul'g; =0 V1 < k <i < j.
Neékolikandsobnym pouzitim (103) pak dostaneme

i—1
Higj =~i-1Hi1g; = ... = (H %) Hyg,.
k=1

O
Ukézeme nyni, ze jsou-li splnény predpoklady véty 40, generuji vSechny metody s proménnou metrikou
z Broydenovy tiidy stejnou posloupnost bodu x;, i € N.

Véta 41 Necht jsou splnény predpoklady véty 40. Pak vsechny metody s proménnou metrikou z Broydenovy
tridy generuji stejnou posloupnost bodi x;, i € N.
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Dukaz Protoze presny vybér délky kroku urcuje posloupnost bodu z;, i € N, jednozna¢né, nezavisle na
velikosti smérovych vektoru s;, i € IV, staci dokdzat ze ptislusné smérové vektory jsou paralelni. Uvazujme
itera¢ni procesy x; 11 = x; —; H;g; a Z;41 = & —a; H;g;, kde 1 = 21 a Hy = Hy, uréené dvéma metodami
s proménnou metrikou (lisicimi se vybérem parametri y;, p; a matic M; v (103) a (104)). Dukaz provedeme
indukei. Budeme predpokladat, Ze pro néjaky index 1 < i < n plati 5;||s; a L(U;) = L(U;) V1 < j <i (a
tudiz také d =d; a y; = y; V1 < j <1, nebot presny vybér délky kroku je Jednoznacny) Plati to zcela
jisté proi =1, neboﬁ G1=g1aH =H,, takie 5, =51, dy =dy, 1 = 1 Hiy1 = Hiyy a Uy = Uy.

(a) Podle dusledku 4 lez{ vektor s; 11 v £(U;) a podle (108) plati s7, ;y; = 0. Jelikoz y; nelezi v ortogondlnim
doplitku podprostoru £(U;) (nebot plati d7 y; > 0) a £(U;) m4 dimenzi 2, je smér vektoru Si+1 jednoznacné
urcen podprostorem L(U;) a vektorem y;. Stejné tivahy plati pro vektor 5;y1. Jelikoz L(U;) = L(U;) a
¥i = yi, musi platit 5;11[|si11 a tedy dit1 = dit1 2 Jit1 = Yit1-

(b) Necht 1 < j < i+ 1. Pouzijeme-li vztahy (105) a (108), dostaneme y| H; 1yi41 = ozj)\{Hs;‘-FyHl =0a
podobné gj H;15iv1 =0, coz spolu s §; = y; a §iy1 = yip1 dava Yj T Hi i 1yi41 = 0. Plati tedy

yl (Hiz1 — NiHip1) yis1 =0 V1I<j<i+1 (111)

pro libovolné &islo A; > 0. Necht i + 1 < j < n. Pouzijeme-li (110), mizeme psét

! A
Hipy; = (H ’Yk) Hyy; = wilhy;.

k=1

Protoze L(U;) = L(U;) V1 < j <, plati také

_ L A
Hivy; = (H ’Yk) Hyy; = w;Hyyj,

k=1

coz spolu s predchozi rovnosti dava
y; (Hig1n —AiHiq1) yis1 =0 Vi+1l<j<n (112)

pro A\; = w;/w;. Vektory y;, 1 < j < n jsou linedrné nezavislé a podle (108) plati ijSi+1 = 0 pro
1<j<i+lai+1<j<n. Porovndme-li tyto rovnosti s rovnostmi (111) a (112), vidime, ze vektory
Sit1 & (Hz+1 by H7,+1) Yi4+1 jsou rovnobézné, takze vektor H7,+1yz+1 = Hzﬂyzﬂ je linedrni kombinaci
vektoru s;11 a H;11y;+1, coZ spolu s sl+1||sl+1 dava L(U;r1) = L(Uiy1). O

Daisledek 5 Necht jsou splnény predpoklady véty 40. Pak metody s proménnou metrikou z Broydenovy
tridy generuji stejnou posloupnost bodi z;, i € N, jako metoda sdruZenych gradientid predpodminénd matict
Hy.

Dukaz Protoze podle véty 41 generuji vSsechny metody s proménnou metrikou z Broydenovy tiidy stejnou
posloupnost bodu, staci si vybrat jednu z téchto metod. Zde ponékud predbéhneme vyklad a vybereme
metodu BFGS (vzorec (118)). Pak pro libovolny index 1 < i < n plati

T
y; Hiys Pi 1 T T
Hiy1=vH;+ — H; idi d; iHi .
T ( ( szdi + > ld; ?di ( Y Ty )

i

Jelikoz predpokldddme piesny vybér délky kroku, plati d¥ g;41 = 0, takze s pouzitim piedchoziho vztahu
a vzorce (110) dostaneme

T T
L H. 1 cHigiv1
Sit1 = —Hip19i41 = =i (Higi—H - % z) (l I ’Yk) <H19i+1 - yzy%di )
Yi i Qi
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takze smérovy vektor s; 1 je rovnobézny se smérovym vektorem metody sdruzenych gradienti predpodmi-
néné matic{ H; (pozndmka 50). Protoze presny vybér délky kroku urcéuje posloupnost bodu x;, i € N,
jednoznacné, nezdvisle na velikosti smérovych vektoru s;, ¢ € N, generuje metoda BFGS (a tudiz vSechny
metody s proménnou metrikou z Broydenovy tfidy) stejnou posloupnost bodu z;, i € N, jako metoda
sdruzenych gradientu predpodminénd matici Hy O

Velmi vyhodné je volit parametry ; a p; tak, ze v, =1l ap;, =1Vi e N.

Véta 42 (Aprozimace Hessovy matice). Necht jsou splnény predpoklady véty 40 sv; =1 ap;=1Vi € N.
Pak plati H, ;1 = G~1.

Diukaz Jestlize v; = 1 a p; = 1 Vi € N, plati podle (109) )\g =1,1<j<i<n+1. Muazeme tedy psat
Hn+1yj :dj7 1 S]Sna

a jelikoz vektory d; = a8, 1 < j <n (atedyiy; = Gd;, 1 < j <mn) jsou podle (107) linedrné nezdvislé,
musf platit H, 1 = G~ 1. O

V predchozich vétach jsme vyuzivali toho, ze minimalizovand funkce je kvadratickd. Prekvapivé se da
dokazat, ze vSechny metody s proménnou metrikou z Broydenovy tfidy s presnym vybérem délky kroku,
generuji stejnou posloupnost bodu z;, i € N, i kdyz minimalizovand funkce neni kvadraticka.

Véta 43 Necht funkce F € C? : D — R splnije predpoklady (F4) a (F5). Nechf x;11 = x; — a;H;g; a
Tip1 = T; — a; H,;g;, jsou iteracni procesy aplikované na funkci F, uréené dvéma metodami s proménnou
metrikou z Broydenovy tridy s jednoznacéné urcéenym presnym vybérem délky kroku, které wvychdzeji ze
stejného bodu T1 = 1 a v kterych pouzivdme stejnou poédtecni matici Hy = Hy. Necht s¥g; #0, 57 g, # 0
av; =i, pi = pi Vi € N. Pak plati x; = x;, ngsz a ﬁ(ﬁl) = £(Ul) Vi e N.

Diikaz Vétu dokazeme indukci. Podle predpokladu plati z; = z1, g1 = g1 a H; = Hy, coz podle (102)
dava 51 = s1. PliotoZe délka kro}m je urcena jednoznaéné,iplati Ty = 22 a g2 = g2, takze di = dy a
t1 = y1. Jelikoz Hy = Hy, plati H1§1 = Hiy1, coz spolu s di = d; dava E(ql) = L(Uy). Muzeme tedy
predpoklddat, ze pro néjaky index i < n plati Z; = x;, §|s;, L(U;) = L(U;) a H;v = H;v pro kazdy vektor
v z ortogondlniho dopliku podprostoru L£(U;). Ziejmeé s; # 0, a; # 0 a 5; # 0, &; # 0, nebot §Z-T_§i #0a
siTgi # 0. Protoze délka kroku je urcena jednoznacné, plati T,11 = ;41 a Jiv1 = ¢i+1, takze d; = d; a
Yi = Y-

(a) Uplné stejné jako v éasti (a) ditkazu disledku 4 se ukaze, ze vektor s;41 lezl v £(U;). Navic podle
(103) a (104) plati siTHy,; = 0. Vektor y; nelezi v ortogonalnim doplitku podprostoru £(U;), nebot dl'y;, =
;5T (giy1 — gi) = —ayslg; # 0. Vektor s;11 je tedy, stejné jako v ¢dsti (a) diikazu véty 41, jednoznacné
urcen podprostorem L(U;) a vektorem y;. Stejné dvahy plati pro vektor 5;41. Jelikoz L(U;) = L(U;) a
Ui = yi, musi platit 5;11][s;11 a tedy dit1 = diy1 a Gig1 = Yir1-

(b) Necht v je libovolny vektor z ortogondlniho dopliku podprostoru L£(U;4+1) (takze plati diTHv =0a
y;ﬂ_lHiHv =0). Jelikoz s;11 # 0 a ;41 # 0 (plyne to z nerovnosti S?+1gi+1 # 0), plati nutné s;fF_Hv =0.
Vektor s;41 lezi podle (a) v podprostoru L(U;) a je kolmy k vektoru y;, takze siTHv = 0 plati pouze tehdy,
jestlize v = w + Ay;, kde w lezi v ortogondlnim doplitku podprostoru £(U;). Pouzijeme-li vztahy (103) a
(104), dostaneme

Hijv=Hyww+ AHi1y; = vilHyw+ Apid; = ’%Hl’w + )\ﬁZCL = I_{le + AI_{i+1gi = E[i+1’Ua (113)

nebot 3; = i, ps = pi, di = di, J; = v; a Hjw = H;w pro libovolny vektor v z ortogonalniho dopliku
podprostoru £(U;) (indukéni predpoklad). Dokézali jsme tedy, ze H;y1v = H;11v pro libovolny vektor v
z ortogonalniho dopliku podprostoru £(U;41).

(c) Necht v je libovolny vektor z ortogondlniho dopliiku podprostoru £(U;41). Jelikoz podle (a) plati
diy1 =diy1 aPir1 = yir1 az (b) plyne Hip1v = Hiqv, mizeme psat dip1v = 0 a giq1 Hip v = 0, takze v

73



lezi v ortogonalnim dopliku podprostoru L£(U;+1). Je tedy splnéna inkluze £(U;41) C L(U;11) a protoze

pouzité ivahy nezdvisi na potradi pouzitych metod, plati L(U;11) = L(U;11). O

Nyni se budeme zabyvat vysetfovanim aktualizace (103). Pro zjednoduseni budeme index i vynechdvat
a index 141 nahradime symbolem +. Nejprve uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni tykajicich se aktualizaci.

Lemma 10 Necht U € R"*™, V € R"*"™. Pak:

(a) Matice UVT md stejnd nenulovd vlastni éisla jako matice VIU.

(b) Matice I +UVT md stejnd nejednotkovd vlastni éisla jako matice I+ VTU.

(c) Plati det(I + UVT) = det(I + VTU).

(d) Je-li matice I + UV reguldrni, plati (I +UVT)™t =1 -UI +VTU)~1VT.
Diikaz (a) Necht UVTx = Az, x # 0 a A # 0. Pak nutné VT2 # 0 a mizeme psat VIUVTx = AV,
neboli VTUy = Ay, kde y = VTx # 0. Necht naopak VIUy = Ay, y # 0 a A # 0. Pak nutné Uy # 0 a
muzeme psat UVT Uy = AUy, neboli UV Tz = Az, kde z = Uy # 0.
(b) Ziejmé (I + UV ')z = Az pravé tehdy, jestlize UVTx = (A — 1)x, a (I + VIU)y = Ay pravé tehdy,
jestlize VIUy = (A — 1)y. Tvrzeni (b) tedy plyne z (a).

(c) Determinant matice je roven soucinu jejich vlastnich ¢isel. Tvrzeni (c) tedy plyne z (b).
(d) Je-li matice I + UVT reguldrni, je podle (b) i matice (I + VTU) regularn{ a plat{

IT+uovhH-va+vio)y " 'vhH=1+uvvt v +voya+vio)"\vr = 1.

Lemma 10 m& nékolik dulezitych dusledki.

Dasledek 6 (Woodbury) Nechl jsou splnény predpoklady lemmatu 10 a necht H € R™ "™ je reguldrni
matice. Pak

det(H +UVT) =det H det(I + VIH'U)

a je-li matice H + UV reguldrni, plati

(H+uvht =g~ - g 'vag+vria-v)*via-1

Diikaz Plati H + UVT = H(I + H-'UVT), takze mizeme pouzit (c) a (d) z lemmatu 10 (matice U se
nahradf maticf H~1U). O

Poznamka 84 (Sherman-Morrison) Maji-li matice U a V pouze jeden sloupec (takze U = u a V = v, kde
u a v jsou vektory), muzeme predchozi vztahy zapsat ve tvaru

det(H 4+ uwvT) = det H det(1 + v H™1u)

H 'woTH-!

TV-1 _ -1 _
(H+w')" =H T oTH Tu

Disledek 7 Necht U € R™*™ a M € R™*™ je symetrickd matice. Pak:

(a) Matice UMUT md stejnd nenulovd vlastni ¢isla jako matice MUTU (nebo jako matice UTUM ).
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(b) Matice I + UMUT md stejnd nejednotkovd vlastni éisla jako matice I + MUTU (nebo jako matice
I+UTUM).

(c) Plati det(I + UMU?T) = det(I + MUTU) = det(I + UTUM). Je-li matice M reguldrni, plati
det(I + UMUT) = det M det(M~* +UTU).

(d) Jsou-li matice M a I +UMUT reguldrni, plati (I + UMUT) ' =T -UM~' +UTU)"UT.
Dikaz Staci v lemmatu 10 pouzit UM misto V' (nebo UM misto U a U misto V). Tvrzeni (c) a (d) jsou
jednodussi verzi dusledku 8. O

Dusledek 8 Necht jsou splnény predpoklady dusledku 7 a necht H € R™™™ je requldrni symetrickd matice.
Pak

(a) Plati det(H +UMUT) = det H det(I + MUTH-U) = det H det(I + U'H=*UM). Je-li matice M
reguldrni, plati det(H + UMUT) = det H det M det(M ! + UTH~1U).

(b) Jsou-li matice M a H+UMUT reguldrni, plati
(H+UMUDY ' =H ' -H UM +UTH'U)'UTH.

Ditkaz Ozna¢me V = HUM. Jelikoz H+UMU”T = (I+UMUTH-Y)H = (I+UVT)H, mtzene podle
lemmatu 10 psat

det(H +UMUT) = det H det(I +UVT) = det H det(I + VTU)
= detH det(I + MUTH™'U)
(H+UMUDY™ = HYI1+uvhH =10 -UvI+Vviu)~tvh)

= H'-H'WI+MUTH'U)'"MUTH™!.

Je-li matice M reguldrni, mizeme ji vytknout pied zavorku (takze matice M ~! se po inverzi dostane za
zévorku). O

Nyni se vratime k vysSetfovani metod s proménnou metrikou z Broydenovy tfidy pouzivajicich aktu-
alizaci Hy = v(H + UMUT), kde U = [d, Hy]. Budeme piedpokladat, ze H je symetrickd pozitivné
definitni matice a vektory d, y jsou nenulové (stac¢i predpokladat, ze y # 0, nebot z y = g+ — g # 0 plyne
d=x4 —x#0).

Véta 44 Necht Hy = v(H+UMUT), kde H je symetrickd pozitivné definiti matice a U = [d, Hy], d # 0,
y # 0. Pak rovnost Hyy = pd plati prdvé tehdy, kdyz

1 a
b (”b - p) B
M= v :
_n n—1
b’ a
kde n je volny parametr a kde
a=yl Hy, b=yld, c=d 'H 'd.
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Dikaz Oznacme my, ms, ms prvky matice M. Pak podle (103) a (104) plati

1 - mi, Mgy b
Sy = Hy + |d, Hy| [ my. ms || a
= Hy+ (m1b+ maa)d + (m2b+ mza)Hy = gd,
takze nutné
mib+mea = p/7y,
mob+msza = —1.
Jeden parametr je nadbyteény. Zvolime ms = —n/b a zbylé prvky mi, mg uréime feSenim uvedenych
rovnic, takze
Lia p n n—1
_1ifa. p __n - . 114
m b(nb+7>, mo A " (114)
Tim dostaneme matici M uvedenou ve vété 44. O

Poznamka 85 Pri vySetfovani metod s proménnou metrikou budeme ¢asto pouzivat oznaceni

1 a p
=_—(np=4+(1-n=). 115
p=— (nb+( 77)7) (115)
Piimym vypoctem se snadno presvédcime, ze p = —det M, kde M je matice vystupujici ve vété 44.

Poznamka 86 Cislo ¢ = d” H~'d se v matici M ani ve vzorci (115) nevyskytuje, Casto se viak pouzivé k
urc¢en{ hodnot parametra v a 1 (je to popsdno v odd{lu 4.4). Realizujeme-li metody s proménnou metrikou
jako metody spadovych smért, plati s = —Hg, takze d = as = —aHg. Miizeme tedy polozit ¢ = —ad’g
a neni tfeba Tesit soustavu rovnic s matici H.

Poznamka 87 7 pozitivni definitnosti matice H a z nenulovosti vektorti d a y plyne, ze a > 0 a ¢ > 0.
Vybirdme-li délku kroku podle (S3b), plati

b=yTd=a(gy —g)Ts>a(es —1)gTs > 0.

Muzeme proto predpokliadat, ze a > 0, b > 0, ¢ > 0. Z pozitivni definitnosti matice H a ze Schwarzovy
nerovnosti plyne, ze ac — b*> > 0. Jsou-li vektory d a Hy linedrné nezavislé, plati ac — b> > 0.

Poznamka 88 V dalsim textu budeme casto pfedpokladat, ze vektory d a Hy jsou linedrné nezavislé,
neboli ac — b?> > 0. Jsou-li vektory d a Hy linedrné zavislé, ma matice UMU?T hodnost 1 a viechny
aktualizace z Broydenovy tiidy jsou ekvivalentni. Jestlize Hy = Ad, kde A # 0, plati a = \b a vztah (116)

lze zapsat ve tvaru
1
“Hy=H+ (” = a) dd”.
gl v b

Zvolime-li p/v = a/b, 1ze kvazinewtonovskou podminku Hy = pd splnit prostym vynasobenim matice H
¢islem v = pb/a.

Pozndmka 89 Vztah H, = v(H + UMU?) miizeme rozndsobit. Pak plat{

1 por 1 T, (0 a T
“H,=H+X2dd" - ~“Hy(H 2(=d-Hy) (-d—H 11
S+ +7b S Hy(Hy) +a(b y)(b y) (116)

(Broydenova tifda). Nejzndméjsi ¢leny Broydenovy tifdy dostaneme, polozime-li n = nP*F = 0 (metoda
Davidona, Fletchera a Powella), takze
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1 1
;HEFP —H+ %ddT — ~Hy(Hy)", (117)

nebo 1 = nBF%9 = 1 (metoda Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shanno), takze
1HEFGS =H+ (“ + p) Laar -1 (Hyd" +d(Hy)"), (118)
¥ b ~/)b b
nebo n = nf* = (p/v)/(p/7 — a/b) (metoda hodnosti 1), takze
gmo_gy L (pd - Hy) (pd - Hy)T : (119)
v (/)b —a \~ ¥

nebo n = nff = (p/v)/(p/v + a/b) (Hoshinova metoda), takze

T
L TN (pd+ Hy) (pd+ Hy) . (120)
gl b (p/Mb+a \y gl
7 téchto ctyt konkrétnich metod jsou bez dalsich uprav prakticky pouzitelné pouze metoda BFGS a
Hoshinova metoda. Metoda DFP vyzaduje piesny vybér délky kroku nebo dusledné skdlovéni, jinak
konverguje velmi pomalu. Metoda hodnosti 1 obecné nespliuje podminku pro pozitivni definitnost matice
H, (zduvodnéni je uvedeno v pozndmce 93), takze muze dojit ke ztraté globdlni konvergence vlivem
poruseni podminky spadovosti (Sla).

Poznamka 90 Pro konstrukci metod s omezenou paméti je uzitetny pseudosoucinovy tvar
T
1
H+:(I—(fd+ =iy ) )H(I (fd+ ny) ) + L adv (121)
¥ b b a vb

ktery lze pouzit pouze tehdy, kdyz n > 0. Tento vzorec se velmi zjednodusi pro metodu BFGS, kdy n = 1.
Plati také

1 1 -1 1
SHe = (1 cayT ) (H+ "= myy)T) (1 —yd® ) + Lad”. (122)
y b a b vb
Vzorec (116) lze zapsat ve tvaru

1y _ lypre_ n(a a g

'yH+ N 7H+ +a(bd Hy) (bd Hy)
_ lypres n—-1lca, a, r
= JHEPOS 4= (Gd = Hy) (Gd - Hy)

1 1 P a T
= (I—-=dy" \H(I—~yd" )+ Zdd" + — (-d—Hy) (-d—H 12
( by> ( by> b + (b v) (ja-Hy) . ()

kde prvni ¢ast posledniho fadku je pseudosoucinovy tvar pro metodu BFGS a druhd ¢ast plyne ze vzorce
(116). Plati také

T
1
Ya o= om T omy (%+Hy) (%+Hy)
Y ms3 ms3 ms3
T
pa_p  1—m na na
= H+ - qd" - d+H d+ H 124
1y () (e ) (124)
nebo
1 m m r n
“H, = H+4m (d+2Hy> <d+2Hy) — = Hy(Hy)"
Y my my m1

(s



= a G (5 2)a=os) (o5 +2) =)

2
- (p/vgtz +na Hy(Hy)". 12

kde my, ma, mg jsou ¢éisla uréend vztahy (114). Prvn{ vzorec je zobecnénim vztahu pro metodu DFP
(pouziva se pro n < 1) a druhy vzorec je zobecnénim vztahu pro metodu BFGS (pouzivéd se pro n > 0).
Tyto dvouclenné vzorce jsou vhodné pro praktické pouziti, nebot vyzaduji zhruba 2n? aritmetickych
opperaci, zatimco tifélenny vztah (116) vyzaduje zhruba 3n? aritmetickych operaci. Pomoci vzorce (125)
lze aktualizaci metody BFGS vyjadfit ve tvaru

T
st =it (54 8) - m0) (5+5) a-m0) - g tivi™ 20
Teoreticky vyznam ma téz vzorec
L. Bracs 1 P T o(p T p_a\l o
;H+ :H+b<d<7d—Hy) +<7d—Hy>d>—<7—b>bdd, (127)

ktery lze ziskat varia¢nim odvozenim (pozndmka 116). Aktualizaci metody DFP lze vyjddfit v souc¢inovém

tvaru
1 1 pa 1 pa r
SHPTP = (11— = (Hy+,/Sd)y" ) H(IT-= (Hy+,/=d)y") (128)
ol a b a b

O spravnosti vSech téchto vztaht se muzeme presvédcit jejich roznasobenim a porovnanim odpovidajicich
si ¢lent.

Lemma 11 Necht H je symetrickd pozitivné definiti matice, a > 0, b > 0, ¢ > 0 a necht Hy je mat-
ice ziskand pomoci aktualizace (116), kde v > 0 a p > 0. Pak matice (1/y)H"Y?H,H~Y? md n — 2

s

jednotkovych vlastnich éisel a zbyld dvé vlastni c¢isla jsou Tesenim kvadratické rovnice.

AN —oA+6=0,
kde
1 pc pc n
_ = AN 2 W e st 1— 2L 129
o= glnfae— ) +1)+ 25 = 254 (1- 1), (12
5= -+ =LY (11 (130)
v ab va U
a kde
b2
S S
K ac — b?
je kritickd hodnota parametru n (pokud ac — b* = 0, mizeme poloZit 1/n* =0 an* = —00).
Dukaz Podle (103) plati
1
—HV2H H Y2 =1+ HYV2UMUTHY/2, (131)
v

Tato matice mé n — 2 jednotkovych vlastnich ¢isel odpovidajicich n — 2 vlastnim vektorim kolmym k
H~'2U. Zbyla dveé vlastni ¢isla jsou podle disledku 7 vlastnimi ésly matice I + MUTH~U, takze pro
né musi platit det((1 — \)I + MUTH-1U) = 0. Pouzijeme-li pro M vztah uvedeny ve vété 44 a pro
UTH-'U vztah
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UTHflU: c, b
b, a |’

muzeme psat

_ T -1 _ 1=, 0 ¢, b
det(1—-XNI+MU"HU) = det({ 0, Y + M b a

— 2

acb2 " &Z +1— ), P
= det v " = 07
_ ac — b? b )
T ab a’

coz po tpravé dava A2 — o\ + § = 0 s koeficienty uvedenymi v lemmatu 11. O

Poznamka 91 Poznamenejme, ze  se jako souéin vlastnich ¢isel matice I +MUT H~1U podle disledku 7
rovna determinantu matice (1/y)HY2H, H='/? = [ + H-Y2UMUT H='/2. Plat{ tedy det((1/y)H) =
ddet H, coz lze zapsat ve tvaru.

1 b
det (H+> L2 (1 - 77) det H (132)
v va "

(pokud ac — b? = 0, mizeme polozit 1/n* = 0).

Véta 45 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 11. Pak matice Hy je pozitivné definitni prdvé tehdy,
je-li splnéna nerovnost n(ac — b?) + b > 0, neboli n > n* (pokud ac — b*> = 0, miZeme poloZit n* = —c).

Diikaz Je tieba najit podminku pro to, aby rovnice A2 — o\ + § s koeficienty uvedenymi v lemmatu 11
méla kladné koreny. Oznaéme A1 a Ay tyto kofeny. Pak Ay + Ao = 0 a Ao = 6 takze \; > 0a Xy >0
pravé tehdy. kdyz o > 0 a § > 0. Z definice ¢&isel o a § plyne, ze

va pc
===+
My * b
Jelikoz predpokladdme, ze @ > 0, b > 0, ¢ > 0, v > 0, p > 0, plati ¢ > 0 kdykolivéd > 0. Z 4§ > 0
dostaneme podminku n(ac — b?) + b > 0, neboli 7 > n*. O

Poznamka 92 Ve vété 45 predpokladdme, ze b > 0. Pokud b = 0, neni matice Hy definovana. Pokud
b<0ad >0, plyne z dikazu véty 45, ze o < 0, takze matice Hy neni pozitivné definitni. Podminka
b > 0 je tedy pro pozitivni definitnost nutna.

Poznamka 93 Z véty 45 plyne, Zze matice Hy je pozitivné definitni, pokud n > 0 (nebot n* < 0). To
znamend, ze metoda DFP, metoda BFGS i Hoshinova metoda generuji pozitivné definitn{ matice. Metoda
hodnosti 1 tuto vlastnost nemé, nebot piimym dosazenim hodnoty n = (p/v)/(p/v — a/b) do vyrazu pro
d zjistime, ze plati § = ((p/v)c—b)/(b— (v/p)a), takze § > 0 pouze tehdy, kdyz bud 0 < p/y < b/c, takze
n* <n <0, nebo a/b < p/v, takze 1 < n (ze Schwarzovy nerovnosti plyne, ze b/c < a/b).

V nékterych aplikacich, napiiklad pfi minimalizaci s nelinedrnimi omezenimi, je velmi dulezity inverzni
tvar rekurentniho vztahu (116).

Véta 46 (Aktualizace matice B = H~'). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 11. Necht B= H~ ! a
B, = H;l. Pak plati

e Xr_t v By _ ¢ —Bd)"
By =B+ gy~ Bd(Bd) +C(by Bd)(by Bd) , (133)
kde
Bn(ac —b%) + (B + n)b* = b*. (134)
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Ditkaz Inverz{ vztahu (1/y)Hy = H + UMUT podle disledku 8 dostaneme

B, =B—BUM ™ +UTBU)"'UTB 2 B+ BUKU"B,
kde K € R?*2. Jelikoz podle (104) plat{ H,y = pd, musf platit B, d = (1/p)y neboli

ki, k

takZze nutné

kic+ kob = —1,
kac+ ksb =~/p.
Zvolime ko = —f3/b a zbylé prvky kq, k3 uréime fesenim uvedenych rovnic. Tim dostaneme
p-1 B
K c ’ b

B L(.c v ’
55 (57)

coz po dasazeni do yBy = B+ BUKUT B dava (133). Vztah (134), svazujici B s 7 lze ziskat napiiklad z
rovnosti

K=—-(M"'+U"BU)™.
Jednodussi zpusob je uveden v pozndmce 95. O

Poznamka 94 (Dualita) Vztah (133) dostaneme ze vztahu (116) zdménou v — 1/, p = 1/p, a — ¢,
c—>a,d—vy,y—d H— B, n— 3. Metody DFP a BFGS jsou navzijem dualni. Metodu DFP
dostaneme pro § = fPFP =1, takze

c 7)1 1
VBT =B+ (b * p) g’ = (Bay" +y(BA)T). (135)
Metodu BFGS dostaneme pro g = BBFGS = 0, takze
1
yBBFGS = B 4 %ny - EBd(Bd)T~ (136)

Metoda hodnosti 1 je samodudlni, dostaneme ji pro 8 = 3% = (v/p)/(v/p — ¢/b), takze

yBR = B+ m (Zy - Bd) (Zy - Bd)T . (137)

Hoshinova metoda je také samodudlni, dostaneme ji pro 3 = 8% = (v/p)/(v/p + ¢/b), takze

m (Zy+Bd> <Zy+Bd>T. (138)

2y
B = B4+ gy —
a=an +pbyy

Pozndmka 95 7 duality 1ze snadno uréit vztah mezi g a 7. Plat{ totiz

det(yB,) = %g (1 - /f) det B, (139)

coz spolu s vyrazem (132) pro det Hy a s identitami det Bdet H = 1, det By det Hy = 1 dava
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2(-5)0-2)-

Po dosazeni, rozndsoben{ a tpravé tohoto vztahu dostaneme rovnost (134). Z vyjadient (139) vyplyva, ze
matice By je pozitivné definitni pravé tehdy, jestlize g > g*, kde

b2

p*=n"=

Poznamka 96 Ze vztahu (134) a (140)—(141) plyne, ze pro n > n* plati 8 > f* a tudiz 1 —n/n* >0 a
1—8/8* > 0. Jestlize v tomto intervalu n roste pak 8 klesd a naopak, takze hodnoty nn = n* a n = oo jsou
dudlni k hodnotdm 8 = co a 8 = #*. Podle (140)—(141) pro n <7, 77 > 1, plati

B ac n -1 ac ac ac 1
B* b2 n* nlac—b2)+ b2 ~ Hlac—b?)+ b2 Tac+b*(1-7) — 7 (142)

Poznamka 97 Z tvahy pouzité v poznamce 95 plyne, ze pti prechodu od vztahu (116) ke vztahu (133)
provadime zdménu § — 1/§. Z ditkazu véty 46 vime, ze —K ' = M~ + UTBU = M~Y(I + MUT BU),
coz podle lemmatu 11 dava det(K ') = ddet(M 1) (nebot K € R**2, takze det(—K~!) = det K~ 1).
Odtud plyne, ze pii pfechodu od vztahu (116) ke vztahu (133) provadime zdménu pu — p/d. 7 duality
plyne, ze

Lo Glae—py+ oy =20 (12 2

S_pbc(ﬂ(ac b)+b)_pc(l B*>, (143)
Pl (sca_p2
s (55 ra-ml). (144)

Jelikoz vlastni ¢isla matice yB~1/2B, B~1/2 jsou pfevracenymi hodnotami vlastnich ¢isel matice (131),
jsou to bud jednotky nebo feseni kvadratické rovnice

2_ 0 1_
A 6)\4—6 =0.
7Z duality plyne, ze
1
g:bQ(n(ac—bz)—&-lF)—i—zz:ZZ+(1—£>~ (145)

Poznamka 98 Jelikoz Bs = —g (pozndmka 86), lze ve vztahu (133) nahradit vektor Bd vektorem —ayg,
takze odpadne maticové nasobeni.

Poznamka 99 V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty parametri nejznaméjsich metod s proménnou
metrikou z Broydenovu tiidy.
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DFP | BFGS R1 H
n 0 1 pb P
pb —~a pb+va
5 pb pc ppc—ab | ppc+b
va o | ypb—na | vpb+a
| L 0 2 _pb
a ~yab b2 b2 pb + ya
b b
51 1 0 v v
~b — pc vb + pc
1loaa | 20 jonazpb) yyatpb
1) pb pc pYb—pc | pyb+ pc
1 1 0 2 b
s — R 0 —
) b2 pbc b2 b+ pe

4.2 Soucinovy tvar metod s promé&nnou metrikou

Nyni budeme vysetiovat soucinovy tvar metod s proménnou metrikou. Budeme piedpokladat ze H = SST
a Hy = S;yST, kde matice S € R™*™ a S, € R™™ maji plnou hodnost. Matice Sy se uréuje pomoci
aktualizace 1

val

kde p € R™ a ¢ € R™. Souéinovy tvar metod s proménnou metrikou se pouziva zejména tehdy, kdyz m < n
a to bud pfi minimalizaci na linedrni varieté rovnobézné s podprostorem £(.S) dimenze m < n, nebo v
piipadé metod s omezenou paméti, kdy uchovavame pouze m < n vektoru, tvoricich sloupce matice S.
Pouzivdme-li metody spadovych sméri, plati s = —Hg = —SS7g, takie d = as € L£(S). Budeme tedy
predpokladat, ze

S+ =5 +qua (146)

d=Sd+0, p=Sp#0

(d # 0 plyne z toho, ze Hg = 0 pouze tehdy, je-li bod x staciondrnim bodem na linearn{ varieté rovnobézné
s podprostorem L£(S) a p # 0 je zdlezitost volby tohoto vektoru). Dale budeme piedpokladat, ze
g=8Ty#0, §=5"¢#0

(7 # 0 plyne z toho, Ze nerovnost b = y='d = y7Sd = §7d > 0 lze zajistit vhodnym vybérem délky kroku
a ¢ # 0 je zdlezitost volby tohoto vektoru).

Poznémka 100 Pokud H = SS”, poéitame smérovy vektor s = —Hg podle vzorcii

§=-57Tg, s =.53.

PakJ:a§a§:STy.
Poznamka 101 Pokud p € £L(S) (coz predpokldddme), lze vzorec (146) zapsat dvojim zpusobem, bud

1

Sy =S +pq"),
A ( )

(147)
nebo 1
— S, =T +pgh)s.
5=
Pokud ale p ¢ £(S) (jako u posunutych metod s proménnou metrikou popsanych v oddilu 8.3) jsou tyto
matice ruzné.

(148)
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V pifpadé, ze m < n, je pozitivné semidefinitni matice H singuldrni (m& hodnost m < n). Z tohoto
ditvodu nelze pouzit inverzni matici H~'. Misto toho se pouziva pseudoinverzni matice H T

Definice 24 Necht M je libovolnd matice. Pak matici MT stejného typu jako MT nazveme pseudoinverzi
matice M, jsou-li matice MMT a MTM symetrické a plati-li

MMM = M, MMM = Mt

Véta 47 Ke kazdé matici existuje jeji pseudoinverze a je urcena jednoznacné.
Dikaz (a) (Existence) Necht matice M € R™*™ m& hodnost k£ < min(n,m). Je ziemé, ze tuto matici lze
vyjadiit ve tvaru M = UVT, kde matice U € R™* a V € R™** maji plnou hodnost (hodnost soucinu
matic neptevysi hodnost zadného ¢initele). Ukazeme, ze MT = V(VTV)~{(UTU)~'UT. Symetrie matic
MTM a MMT je ziejmé. Dale plati
MMM =0VTVVTV) UTU) UVt = 0vT = M.
MMM =VvVTV) L wTr)ytvTuvTv vty oto) ot = vvTy) T Hotu) T = M7
(b) (Jednoznac¢nost) Necht M{r, MQT jsou dvé matice takové, ze
MM] = (MM)", MM = (MM)T,
M{M = (M{M)", MM = (MJM)T,
MM{M =M, MMM =M,
MiMM] =Mf,  MIMM = M)
Nejdiive ukdzeme, ze MM, = MM]. Plati
MM = (MHTMT = ()T MT(M)HTMT = MM (M)TMT = MM MM} = MM]
ijlné stejné se dokéze, ze M;r M = MQJr M. Pouzijeme-li tyto vztahy, dostaneme
M = MMM = MMM = MMM = M)
O
Poznamka 102 M4-li matice S € R™ ™, m < n, plnou hodnost, Ize podle definice 24 snadno ovéfit, ze
St =(8T8)~1sT,  Sts=1 (149)
(88Tt = (sH)T'sT = §(5T8)~287T, (8T78)~1 = 8T(shHT. (150)
Poznamka 103 Necht M je symetrickd pozitivné semidefinitni matice. Pak existuji matice M/? a

(M™)Y/2 takové, ze M'2MY? = M a (MHY2(MH/2 = MT. Ma-li matice S € R™ ™, m < n, plnou
hodnost, 1ze podle definice 24 snadno ovéfit, ze

(88TY1/2 = 5(8T8)~1/28T  ((88T)1/2 = §(5T5)=3/28T, (151)

Véta 48 Necht matice S € R™™, m < n, md plnou hodnost a necht U € R"**, V € R™** Lk < m, jsou
matice takové, ze S +UVT md plnou hodnost. Pak plati

(S+UvhHt =8t — stu(r+vTstu)-tvTst, (152)
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Diikaz (a) Nejprve ukazeme, ze matice I + VT STU je reguldrni. Pfedpoklddejme naopak, Ze pro néjaky
vektor x # 0 plati (I+VTSTU)z = 0. Pak nutné y = STUz # 0. Mus{ tedy platit (STU+STUVTSTU)x =
ST(S+UVT)y = 0, kde y # 0, coz je ve sporu s predpokladem, ze matice ST a S + UVT maji plnou
hodnost.

(b) Jelikoz S + UVT m4 plnou hodnost, ma i (S + UVT)T plnou hodnost a podle (149) je tato matice
uréena vztahem (S +UVT)T(S +UVT) = I. Protoze

(St —stua +vtstu)="'vTstHys+uvh) =1+ stva+vrstu)ya+vrstv)y-tv?
—stva+vrstoy-vT — stuvtstur+vrsto)=tvT? =1,

plati (S + UVt =8t — STU(r+ vTstu)-tvTst, o

Véta 49 Necht H je pozitivné semidefinitni matice a U = HV, kde V. € R"*2. Pak, jsou-li matice M a
M=+ VTHV reguldrni, plati

(H+UMUT)Y =B-BUM'+UTBU)"'UTB, B=H" (153)

Dikaz Jelikoz U = HV, muzeme vzorec (153) zapsat ve tvaru
(H+HVMVTH) ' =B - BHV(M' +VTHV)'VTHB.
Plati
(B—BHV(M~'+VTHV)"'VT'HB) (H+ HVMVTH)

= BH-BHV(M ' +VTHV)"'VTHBH + BHVMVTH
~ BHV(M~ ' +vTav)y"'vI'HvMVTH = BH,

takze matice (H + UMUT)(H + UMUT) = BH je symetricka. ijlné stejnym zpusobem se dokaze, ze
matice (H + UMUT)(H + UMUT)" = HB je symetrickd. Nakonec dostaneme

(H+UMUTYH+UMUDY(H+UMUT) = (H+HVMVTH)BH
= H+HVMVTH=H+UMUT,
(H+UMUTY(H+UMUTYH+UMUT)Y = BH(B-BHV(M*+VTHV)'VTHB
= B-BHM *'+VvTHV)"'V'HB
= (H+UMU").

O

Poznamka 104 Podminka U = [d, Hy] = HV je spluéna, pokud s = —Hg. Pak d = —aHyg, takze
V= [70497 y}

Poznamka 105 Pouzijeme-li pseudoinverzni matice St a B = HT, mizeme psét

g=5STy=S"Hy, Gg=5Tq¢=5S"Hyg, (154)
d=5Td=5"Bd, p=S"p=5TBp, (155)
Hy = S§, Hq=5q, (156)

Bd = (sHTd, Bp = (SHTp, (157)

nebot podle (149) a (150) plati STH = ST a STB = S'. Pii odvozovani sou¢inového tvaru metod s
proménnou metrikou budeme pouzivat ¢isla

a=y"88Ty =47y, b=y"d=g"d, c=d (88T d=d"d. (158)

Nejprve je tteba zobecnit lemma 11.
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Lemma 12 Nechtf H = SST, kde matice S € R™ ™, m < n, md plnou hodnost. Necht (1/v)Hy =
H+UMU, kde U = SU = S[d,§] a M € R**2. Pak matice (1/v)(HNY2H(HY)'? md n —m nulovyjch
vlastnich ¢isel odpovidajicich viastnim vektorum kolmiym ke sloupcim matice S, m—2 jednotkovijch viastnich
céisel a dvé vlastnd éisla, kterd jsou vlastnimi ¢isly matice I+ MUT HYU. Tato dvé viastnd ¢isla jsou resenim
kvadratické rovnice.

AN —oA+6=0,
kde 1 1
_ 32 2 pc _rL 32 2
a—b2(77(ac b)+b)+'yb7 1) 7ab(n(ac b%) 4+ b°).

Dikaz Pouzijeme-li vztahy uvedené v pozndmkédch 102 a 103, muzeme psét

U/ ENYPH(HD)Y? = (HYY2HEYY? + EYPUMUT (H)Y?
= §(8T8)=3/28T85875(878)=3/28T + (HNH)Y2uMU™T (H1)Y/?
= S(8T8)"18T 4+ 5(8T8)32sTuMuUT S(STS)~3/28T

Je ziejmé, ze (1/4)(H)Y2H(H")'/?v = 0, pro kazdy vektor v takovy, ze STv = 0. Takovych linedrne
nezavislych vektort je n —m. Zbyla vlastni éisla matice (1/~)(H")Y2H(H)/? tedy odpovidaji vlastnim
vektorum tvaru v = S9. Pro tyto vektory plati

S(STS) 1S w = S(STS) ST ST = S = v,
takze odpovidajici vlastn{ ¢isla jsou o jednicku vétsf nez vlastni ¢isla matice (HT)Y/2UMUT (HT)Y/2. Podle

diisledku 7 jsou to tedy jednicky nebo vlastni ¢isla matice I + MUTHTU. Jelikoz

UTHTU = 07STS(STS) 287 SU = UTT = [ g Z ] :

muZzeme postupovat stejné jako v ditkkazu lemmatu 11 a ziskat tak vztahy pro dvé zbyld vlastni ¢isla matice
(1/7)(H)2H (HT)Y2. O
Ukézeme, jak musi vypadat aktualizace (146), aby byla splnéna kvazinewtonovskd podminka
S+ 8Ty = pd. (159)
Lemma 13 UvaZujme aktualizaci (146), s nenulovym vektorem § zvolengm tak, Ze
D* 2§+ (Z— )" 3> 0, (160)

kde ij = STy (pokud (p/v)b > a, lze volit G libovolné). Pak kvazinewtonovskd podminka (159) je splnéna
prdvé tehdy, plati-li

(p/v)d—=S(G+7q)  (p/v)d—S(H+79)

q"(g+7q) D

Cislo 7 = pTy se vypocte z rovnosti 7§ + 7474 = D (pokud (p/~)b = a, lze volit T = 0).

Dikaz Pouzitim vztahu (146) dostaneme
1 - . - - T~
;S+SI = (S+pq") (ST +ap") =SS +pg" ST + Sap" +pi"ap",
takze kvazinewtonovskou podminku muzeme zapsat ve tvaru

o o p
ST+pi" G+ SaipTy+pi @y = ;d,
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kde 7 = STy. Oznacéime-li 7 = p”y, mlizeme tuto rovnost zapsat ve tvaru
~ - T~ - P
S@G+7q) +pa" (§+7q) = o
odkud dostaneme vztah pro p. Dosadime-li tento vztah do rovnosti 7 = p”'y, miizeme psat

2§+ 277" = Lo —a.
v

7 druhé strany umocnénim vyrazu D = §* § + 74" §, dostaneme
m2(§"9)° +27¢" 53" 3+ (§"9)* = D?,
coz porovnanim dava
D* = (@9 + (Cb - a)i"d (161)

Vyraz (161) musi byt kladny, coz ponékud omezuje volbu vektoru ¢. Poznamenejme, ze pro ¢ = ¢ a
(p/v)b > 0 je tento vyraz kladny, nebot a = 57§ = 7§ = G*§ > 0. o

Nyni se budeme zabyvat sou¢inovym tvarem metod z Broydenovy tfidy.

Lemma 14 Necht U = SU = S[ci, 7). Uvazujme aktualizaci (146) (spliugict kvazinewtonovskou podminku
(159)), kde ¢ = U§ a kde vektor ¢ € R? je zvolen tak, aby byla splnéna nerovvnost (160). Pak pro matici
Hy = S,8T plati Hy = ~v(H + UMUT), pricemz § = det(I + MUTHTU) >0 a p= —det M > 0.

Dikaz Jestlize ¢ = U(j a D? > 0, pak podle lemmatu 13 plati

_(p/d=S@+7q) _ (p/7)d—SSTy+71UG A U
p= 5 = 5 = Up,

kde p € R? Dosadime-li tato vyjadfen{ do vztahu (146), mizeme psit

1
;S+SI = (S+pi")(S+pi")" =88T +Up"UT + UGpTUT + Upg"gp" U = SST + UMUT,
kde

B - o o [d% 1 v
Mqu+qu+ququ[p,q]{q1q o |l |-

)

Pouzijeme-li vétu o nasobeni determinanti, dostaneme

det M = —(det[p, 4])* < 0.

Podle lemmatu 12 se ¢islo § rovna soucinu vlastnich ¢isel matice
(L) (D2 H (Y2 = S(578)~/25TS(I + ") (I + G57) ST S(578) /25"

odpovidajicich vlastnim vektorum z £(.S) (pouzivame vztahy (147) a (151)). Tento soucin je podle lem-
matu 10 roven determinantu matice

(I+qp")(STS)1 /28T S(STS) V(I +pg") = (I +ap")(I +pg"),

takze plati
6 =det(I +pq" ) det(I +gp") = (1+¢"p)* > 0.
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Poznamka 106 Podle lemmatu 14 existuje sou¢inovy tvar pouze pro ty metody z Broydenovy tiidy, pro
které 6 > 0 a u > 0. Ve vété 51 a dusledku 9 ukidzeme, ze tyto nutné podminky jsou i podminkami
postacujicimi (pozndmka 108).

Nyn{ ukézeme, jak lze volit vektor § = Ug, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy t¥idy. Jak
vyplyvé z dukazu lemmatu 13, je vektor p uréen vektorem ¢ (existuji obvykle dvé Feseni). Navic vyslednd
aktualizace nezdvisi na normeé vektoru ¢, nebot z (146) plyne, ze vyndsobime-li vektor ¢ néjakym éislem,
staci timto ¢islem vydélit vektor p. Proto budeme hledat vektor ¢ ve tvaru ¢ =y — vd.

Véta 50 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 14 a necht ¢ = y — 9d. Pak aktualizace (146) je
ekvivalentni aktualizaci (116), pokud

pb— de)? 1 _p2 2
STDr ab(n(ac b%) + b%), (162)
kde
D? = Li(a — 20b + 92¢) — 92(ac — b?). (163)
Y
Jestlize n = 0, pak bud 9 = 0 nebo
1 1/~ ¢
92 (p * b> '

V ostatnich pripadech plati

1o ma [(y ma)(c ms)
9 mo p Mo b ma

kde my, ma, mg jsou ¢isla uréend vztahy (114), coZ lze zapsat ve tvaru

1 b (n—-1 ~
=2 (== ).
0 ( a p 5”)

Ui

Diikaz V dikazu lemmatu 14 jsme ukazali, ze 6 = (1 4+ ¢7p)2. Vyraz vystupujici na pravé strané této
rovnosti je podle lemmatu 13 roven ¢islu

Td iTd  pb—dc
1+dfp=1 r,_PLE_PITE_P )
+q'p +q'p ~ D ~ D ~ D
Pouzijeme-li tuto rovnost a vztah (130), dostaneme (162). Jelikoz 7§ = a — 9b a G*§ = a — 29b + V2,
dostaneme po dosazeni téchto vztahu do (161) a po tpravé vyraz (163). Vyndsobime-li rovnost (162)
¢islem aD? dostaneme

Pa(b—9c)? — bD? = %DQ(ac —B?).
v

Dosadime-li (163) do levé strany této rovnosti, sdruzime-li odpovidajici si ¢leny a vydélime-li vzniklou
rovnici éfslem ac — %, miizeme psét

9? (pc—l— b) —292p=1p2
gl voob
Jestlize n = 0, je bud ¥ = 0 nebo 1/9 = (v/p + ¢/b)/2. V opaéném piipadé, dosazenim za D? a dalsimi

Upravami spocivajicimi v tom, Ze na obou stranach vytkneme vyraz v hranaté zéavorce, prevedeme vSechny
¢leny na levou stranu a vyslednou rovnici vydélime ¢islem na, dostaneme
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(A —mb [192 (pc+1) _219'0} _Hg?f_B:(),
na b v b v

coz po vydéleni &fslem (p/v)9? s pouzitim (114) dava

1 2 ms ms (v ¢ ye\
7 m, <m2<ﬂ+b>+ﬁb>_0

Tato kvadratickd rovnice ma reSeni

2
1
1 ms J(ms\" ms (v e e ms (v ms) (e ms)
v mo mo mo \p b pb mo p Mmoo b mo

Posledni dokazovany vztah plyne z toho, ze

c m ac + (1 — n)b?
L 3_ 1 (1—mn)

n(ac —b%) +b* 70
b mo nab nab N

¥y mg 1( v b ~vb a p b2
)2 2 (8 ) -2
p pan \'b Y pn
O

Poznamka 107 Véta 50 uddva zpusob, jak lze k dané metodé s proménnou metrikou (charakterizované
parametrem 7)) nalézt soucinovy tvar (146). K dané hodnoté n najdeme podle véty 50 hodnotu ¢ urcujict
vektor ¢ a ¢islo D? (existujf obvykle dvé feseni). Pak podle lemmatu 13 uréime vektor p (existuji opét dvé
feseni).

(a) Pro metodu DFP plati n = 0, takze lze volit ¥ = 0.

(b) Pro metodu BFGS plati n = 1, takze mgz = 0, coz dédvd ¢ = £+/pb/~e.

(¢) Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)/(p/y—a/b), takze p = 0 a mg/mao = —7/p, coz d&va ¥ = p/~.
Metodu hodnosti 1 mizeme vyjidiit v souc¢inovém tvaru pouze tehdy, kdyz bud 0 < p/v < b/e, nebo
a/b < p/v (poznamka 93).

Pouziti véty 50 neni piilis vhodné pro explicitni vyjadieni souc¢inového tvaru. Jinou moznost udava
nésledujici véta, kde symboly v/§ a /i oznaéuji libovolné hodnoty (kladné i zdporné) takové, ze (V)2 = §
a (Vi) = p.

Véta 51 Nechta > 0,b >0, ¢ >0 a ac—b*> > 0. Uvazujme aktualizaci (116), kde H = SST, p >0,
7> 0. Necht 6§ >0, u>0 a bud' d > 0 nebo > 0. Necht d = Sd a jj = STy. Pak plati H, = S_iT_S_,_, kde

1

— S, =S+ Up" U7, (164)
val
pricemz
. 5 +ayi | [ Ve -bya
A T
pq b 7
A -1 — — IS +eyn
i v
a
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Dikaz (a) Z dukazu lemmatu 14 vime, ze

(P12 — 1p2)* = (det[p, §])* = —det M = pu.
Pouzijeme-li tento vysledek muzeme psat
T s 0 P12 — 1P2 0, +v/n
T _ ) 142 _
P —dp Q1p2 — P12, 0 —VR, 0 |
(b) Predpoklddejme nejprve, ze § > 0. Pouzijeme-li vztah (164), dostaneme

1 - -
S8, = S+ Upi"07) (1 + Uap"07)s".
7 dukazu lemmatu 14 vime, ze

det(I + UpgTUT) = /6,
takze podle lemmatu 10 plati

1 -~ -
I+Up"UT) ' =1~ —=Upg" U™
( pgUT)” N
a podminku S+SJTry = pd muzeme zapsat ve tvaru
(I+ U 0Ty ="2 <I - IUﬁqTUT> d
gl Vo
Vynésobime-li tuto rovnici zleva matici U7 a piihlédneme-li k tomu, ze
Ny dtd, d'y ¢, b
UTU — ) _ )
[ gd, §"y b, a |’

dostaneme

(sl -[5]

Z tohoto vyjadieni je patrné, ze vektor p € R? je skaldrnim ndsobkem vektoru na pravé strané posledni
rovnosti. Jelikoz skalarni nasobek muzeme zvolit libovolné, polozime

5+a\/ﬁ]
~1—byhi |

S
I

Pak pro vektor § € R? dostaneme rovnici
1 p ) X Py
SR NP W
( Vo Vo
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a z (a) plyne

quyuym+@(5+%m>=¢p

Resenim téchto dvou rovnic je vektor

kde

A= <Scb>+<b2a>\/5+(acb2)\/ﬁ.

Jelikoz ac—b? > 0, je alespoii jeden z vyrazt (p/v)c—b a b—(v/p)a nenulovy a protoze § > 0, Ize vhodnou
volbou znamének v/ a /1 docilit toho, ze A # 0.
(c) Necht § =0 a u > 0. Jelikoz podle predpokladu plati ac — b? > 0, mizeme vhodnou volbou znaménka
V1t docilit toho, ze A # 0. Jelikoz podle poznamky 85 je d(7) linedrni funkci parametru 7 (se smérnici
ac—b? > 0), plati §(n+¢) > 0 pro libovolné &islo € > 0. Pro §(n +¢) > 0 miZeme pouzit postup uvedeny
v (b) a protoze vsechny veliciny v rozkladu (164) zavis{ spojité na e, lze pouzit limitni prechod a tvrzen{
plati i pro 6 = d(n) = 0. O
Obé predchozi véty obsahuji pomérné komplikované vyrazy. Tyto vyrazy se velmi zjednodusi pro
zékladn{ metody (117), (118), (119).

Disledek 9 Pro metodu DFP plati n = 0, ¢ili § = pb/(va) a p = p/(yab), takze

Lo eprp_ o1 T pa,\ ~r
\ﬁSJr =S a(SS y* ybd 7. (165)

Pro metodu BFGS plati n = 1, ¢ili § = pc/(vb) a p = 1/b?, takze

T

1 1 . pb ~
—_GBFGS — g Zq(g+,/5d]| . 166
i URSE s (166)

Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/7)/(p/~y — a/b), €ili 6 = ((p/v)c —b)/(b— (v/p)a) a p = 0, takze
1 ogm_ Vi1 Pa_ssty) (Pi-g)
=S4 G e (3 55') (§9-9) Hen

V téchto vzorcich je d = Sd a SSTy = Sj. Citatel i jmenovatel v poslednim vzorci je vzdy nenulovy (i
kdyz 6 = 0).

Dikaz K odvozeni téchto vztahi mtizeme pouzit bud vétu 50 nebo vétu 51. Pouziti véty 50 je vhodné pro
metodu DFP, nebot pro 9 = 0 se potiebné vyrazy velmi zjednodusi. Pro metodu BFGS musime pouzit trik
spocivajici v tom, ze kvazinewtonovskda podminka je v tomto piipadé splnéna, pokud 7 = —1. Pouzitim
této hodnoty lze obejit vypocet ¢isla D? a jeho odmocniny. Zde pouzijeme vétu 51. Pifmé dosazeni do
(164) nenf trividlni a vyzaduje specidlni volbu znaménka /i, jinak nedostaneme jednoduchd vyjadieni.

(a) Pro metodu DFP lze dosazenim zjistit, ze § = pb/(va) a p = p/(yab). Znaménko ,/iz budeme volit

tak, aby platilo v/d = b\/i. Pak

A= (5cb)+2§(5cb)ﬁ— (5cb> (V5 +1)/V3,
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r- f1—¢5 —(V6+1)

takze po vykraceni

[ G0 ] . [ @ VE(Va 1)

R IR

-1 1

(b) Pro metodu BFGS lze dosazenim zjistit, ze 6 = pc/(7b) a p = 1/b*. Znaménko ,/n budeme volit tak,
aby platilo \/i = —1/b. Pak

Azz(j&%)+2(ﬁ—{%@—i@wﬁ%zz 5Mw)+ZC%—Q»@

b_a> - (ggm) _ (gb_a> V(G 1),

I
7N
=21

1 [ Pr-a A VE+1 Vo +1
p:b[g ] = —Z(Vﬁf’ﬁ)]— — Va1 |

11" !
1. 101 37: A1) a
A plo) | 2VO ] T7hlo e
a 1
(¢) Pro metodu hodnosti 1 1ze dosazenim zjistit, ze
p Pep
§=L7
TPy 4
Y
a i =0, takze
p v (p v (p phe—b v (p
A—(o—04-(b—a>¢5:<w—> . +Vo =<W—Qv@W5+D7
Y P\ P\ yEb—a P\
p 1 p
r ~y r
p=| v |, a=Ve| _¥ |==Vo| v |,

-1 P P -1

a po vykraceni
P rat P r ot P
gl gl ¥ ¥ (Ve —1) v
1. ., -1 ]| -1 “1 ]| =1 L)l




Jmenovatel v poslednim vzorci je kvadraticky vyraz v p/v. Jeho diskriminant b — ac je podle piedpokladu
zaporny, takze jmenovatel nemuze byt nikdy nulovy. Aby byl ¢itatel nulovy, muselo by platit § = 1, coz
po dosazen{ a po tpravé dava (p/v)%c — 2(p/v)b+ a = 0. Tato rovnost, jak jsme pravé dokazali, nemuze
nastat. Jelikoz ac — b2 > 0, je alespon jeden z vyrazi (p/y)c —b a (p/7)b — a nenulovy. Pokud 6 = 0,
je (p/v)c—b =10 a tedy (p/7)b — a # 0, coz zajistuje existenci metody hodnosti 1 (kone¢nost hodnoty
parametru 7) v piipadé, ze 6 = 0. O

Poznamka 108 Ve vété 51 jsme predpokladali, ze bud § > 0 nebo u > 0, nebot v opa¢ném piipadé neni
matice pg’ vystupujici v (164) definovana. I v tomto pifpadé je vSak mozné vyjadiit aktualizaci (116) v
sou¢inovém tvaru. Hodnota g = 0 odpovidd metodé hodnosti 1, pro kterou (po vykréceni vyrazem Ve
umoznénym spojitou zavislosti § na n) plati (167). Pokud ac — b? > 0, nemtize byt jmenovatel ani ¢itatel

v (167) nulovy.

Pozniamka 109 Vzorec (167) lze upravit tak, aby se v ném neodecitala blizkd ¢isla. Dosadime-li do (167)
vyraz pro § a rozsifime-li zlomek ¢islem /8 + 1, vykrati se novy ¢itatel s pavodnim jmenovatelem a po
tupravach dostaneme

1 1 _ T
SR =54 (pd - SSTy> (pd - y) .

S DI

V souéinovém tvaru lze vyjadrit také vztah (133). Z praktickych duvodu se inverzni souc¢inovy vztah
pouzivd pouze v piripadé, Ze matice B je reguldrn{, tedy v pripadé, ze m > n (potfebujeme Tesit soustavu
Bs+g=0).

Pozndamka 110 M4-li matice S € R"*™, m > n, plnou hodnost, 1ze pouzitim definice 24 snadno ovérit,
ze

St = 8T (5871, (88T)=t = (sHT 5T,
Polozime-li A = ST € R™*™, plati{

B=H1'=(S8T)"1 = (sH)Tst = AT A.

Piedpokladejme, ze B = ATA a B, = A£A+, kde matice A € R™*"™ a A, € R™*™ maji plnou
hodnost a m > n. To nastavd napifklad tehdy, kdyz F(z) = (1/2)fT(x)f(x) (minimalizace souctu
¢tvercu), a matice A aproximuje Jacobiovu matici zobrazen{ f : R® — R™.

Véta 52 Nechfa > 0,b >0, ¢ >0 a ac—b> > 0. Uvazujme aktualizaci (133), kde B = ATA, p >0,
v > 0. Necht 6 >0, 1 >0 a bud > 0 nebo > 0. Necht d = Ad a § = A(ATA)~ Yy (takze y = AT).
Pak plati By = ATAL, kde

L

500" (BU)T, (168)

VIAL =A—
pricemz p a § jsou vektory vystupujici ve vété 51.

Dukaz Podle (148) plati

1
;s+sif = (I +pg")SST(I + qp™),

coz s pouzitim lemmatu 10 dava
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Plati tedy
1 .
VYA = A (I — \quT) =A- TquT(BU)T,
nebot
Ap = AUp = A[d, (ATA)"y)p = [d, 5| p = Up
a

Poznamka 111 Pro metodu DFP plati
1/(- b _
VAAPFP = A : (di \ /pay> yT. (169)

T
1- ye
VYABEGS = A — —d (ATAd +, /pby) . (170)

Pro metodu BFGS plati

Pro metodu hodnosti 1 plati

Rl _ 1/Vo -1 Ta_g) (2, — AT !
Vi _A+(v/p)2a—2(v/p)b+6(py d) (Py 4 Ad) ' (an)

kde 1/6 = (v/p)((v/p)a — b)/((v/p)b — ¢). Vzorec (171) lze upravit na tvar

1 3 T
VAR = A+ (Z;&—d) (Zy—ATAd) .
vbciW(uc) (20-1)
P p\p P

Ve véech téchto vzorcich je y = AT a ATAd = ATd (nebot d= Ad). Poznamenejme, ze pro minimalizaci
souctu ¢tvercu mé prakticky vyznam pouze metoda BFGS, kterd pouziva vektor d = Ad. Ostatni metody
potiebuji navic vektor §j = A(AT A)~ly, takze je nutné invertovat matici A7 A.

Souginovy tvar H = SST, kde S € R™*™ a m < n, lze modifikovat tak, Ze se misto matice S pouziva
matice Z, jejiz sloupce tvoif ortonormélni bézi v L(S).

Véta 53 Necht H = SST, kde matice S € R™™, m < n, md plnou hodnost, a Z € R™*™ je matice jejiz
sloupce tvori bazi v L(S). Pak plati H = Z(ZT"BZ)~'Z", kde B = H'.

Diukaz Jelikoz sloupce matice Z tvoii bdzi v L£(S), existuje ¢tvercova reguldrni matice M takovd, ze
S =ZM. Plati tedy
SST =zmMMTZT.

Pouzitim definice 24 se snadno ovéif, ze ST = M~1ZT (nebot ZTZ = I podle (149)). Protoze podle (150)
plati (SST)T = (ST)TST, mizeme psat

zT(8ST z = zT(SH!'StZz = ZV (M~ ZzNYT' M~ 2T Z = (MM™T) 7!, (172)
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takze
Z(Z'Bz) 72T = 2(ZT(8S")12)" 1 2" = zMM*T Z = SST =
O

Poznamka 112 V piedchozi vété nejsou kladeny zddné pozadavky na vybér matice Z, takze lze polozit
Z = S. V tomto pifpadé podle (150) plati ST BS = I (sloupce matice S jsou B-ortogonalni), takze
S(STBS)~18T = sST.

Poznamka 113 V dalsim textu budeme pouzivat redukované matice B = ZTBZ a H = B~'. Smérovy
vektor s = —Hg se vypocte podle vzorcu

Gg=2"g, §=—-Hg, s=73

(vektor § lze také ziskat feSenim soustavy rovnic B3 = —g). Pak d = as a § = ZTy. Poznamenejme, e
v téchto vzorcich se pouzivé pouze redukovans matice H (nebo B) a matice Z jejiz sloupce tvoif bazi v

L(S).
Lemma 15 Matice B a H jsou pozitivné definitni.

Diikaz Podle (172) plati B = (MMT)~!, kde M je ctvercovd regularni matice, takze matice MMT je
pozitivné definitni. Odtud plyne pozitivni definitnost matic B a H. O

Nyni budeme pfedpokladat, ze matice Z m4 ortonormalni sloupce, takze Z7Z = I.
Lemma 16 Jestlize ZTZ = I, plati H = ZTHZ, kde H = SST = Z(Z"BZ) ' Z".
Duikaz Podle (172) plati B = (MMT)=1, takze H=DB"1=MMT. Pokud ZZ7 = I, mizeme psat
Z'HZ = 778S8T7 = 2T (ZzMMT 22 = MM,
odkud plyne dokazované tvrzeni. O
Pouzivdme-li vyjadieni H = ZHZT matice Z se neméni. Misto toho se aktualizuje matice H € R™*™.
Véta 54 Nectt H=ZHZT, M € R?*2 ¢

1 -~ [ -
iy = H+ UM, U = [d, Hi.

Pak pro matici Hy = ZFLFZT plati

1
SHe=H+UMU, U= [d, Hy).

Dikaz Podle predpokladu plati
7H+ = fZH+ZT ZHZT + ZUMUZT.
Y Y

Ale ZHZT = H a ZU = [Zd, ZHZTy| = [d, Hy] = U. Plati tedy (1/y)H, = H + UMU. O

Poznamka 114 Metody s proménnou metrikou, které pouzivaji redukované matice H (nebo B) a re-
dukované gradienty g se nazyvaji metodami redukovanych gradienti. Tyto metody pouzivaji v prvnim
iteracnim kroku libovolnou pozitivné definitn{ matici H (nebo B), napiiklad jednotkovou matici, ktera se
v dalsich iteracnich krocich aktualizuje podle vzorcu

;g - %CMT ~~ayy) + 1 (- ) (G- i)
nebo .
B, =B+ % - de(Bd) f (gy - BCZ) (gy - Bd) :
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Poznamka 115 V predchozim vykladu jsme narazili na jistd omezeni, kterda musi spliiovat nékteré vyznamné
metody z Broydenovy tiidy. Proto se definuji rizné casti této tiidy.
(a) Semidefinitn{ metody, kdy n > n* a § > 8*.
(b) Rozlozitelné metody, kdy & > 0 (takze n > n* a § > *) a u > 0. Dosazenim za p se snadno
piesvédéime, 7ze pokud b/c < p/v < a/b, je kazd4 semidefinitni metoda rozlozitelnd. Oznaéme %
hodnotu odpovidajic{ metodé hodnosti 1. Pokud 0 < p/v < b/c¢, jsou rozlozitelné ty metody pro néz

n > nfE kde n* < nHf < 0. Pokud a/b < p/7, jsou rozlozitelné ty metody pro néz n* < n < nfiF,
kde nff > 1.

(c) Perfektn{ metody, kdy n >0a g* < < 1.
(d) Omezené metody, kdy 0 <n <1a0<pg<1. Tyto metody jsou téz rozlozitelné a perfektni.

Metody DFP, BFGS a Hoshinova metoda jsou omezené. Metoda hodnosti 1 je semidefinitni pouze tehdy,
kdyz bud 0 < p/v < b/c nebo a/b < p/v. V tomto piipadé je tato metoda rozlozitelnd a jestlize a/b < p/v
i perfektni. Metoda hodnosti 1 neni nikdy omezena.

4.3 Varia¢ni odvozeni metod s proménnou metrikou

Velmi zajimavy zpusob jak lze ziskat metody s proménnou metrikou spocivd v pouziti minimalizaéniho
principu.

Lemma 17 Necht(X) : R"*"™ — R je symetrickd funkce matice X (takze )(XT) =(X)). Necht X* je
symetrickd matice, kterd minimalizuje 1(X) na mnoziné symetrickych matic rddu n spliiujicich podminku
Xp = q. Pak existuje vektor Lagrangeovych multiplikdtoru u takovy, Ze

8¢(X*)_ T T
Tox =up +pu .

Zde 0¢(X)/0X oznacduje matici, kterd md proky Ov(X)/0xk, 1 <k <n, 1 <1 < n (xg jsou prvky
matice X ).

Dukaz Lagrangeova funkce uvazované tlohy ma tvar
L(X,u,v) :¢(X)+22Ui %—Zl’ijpj +szij($z‘j — )
i=1 j=1 i=1j=1

(posledni ¢len zajistuje symetrii matice X). Podminky optimality maj{ tvar

OLX,u,v)  _ OV(X) 2ukpr + Ve — vik = 0,
Ok Oz

OLX,uv) - OVX) 4 v — o = 0,
Oz Oy,

kde k, [ je libovolnd dvojice indextu. Se¢teme-li obé rovnosti a pouzijeme-li symetrii funkce 1 (X ), dostaneme

p(X)

2
Oxp

— 2uppr — 2upy = 0,

coz maticové zapsano dava tvrzeni lematu. O

Pro varia¢ni odvozeni metod s proménou metrikou se nejcastéji pouziva Frobeniova norma matice.
V tomto pifpadé m4d funkce 9 (z) tvar o (x) = (1/2)]|X||% = (1/2)TrXT X (tato funkce je symetrickd a
konvexni).
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Lemma 18 Symetrickd matice X* mda minimdiInig Frobeniovu normu na mnoziné symetrickych matic radu
n spliiujicich podminku Xp = q prdveé tehdy, kdyz

X' = L (g 4 ") - qTipppT (173)
pTp (pTp)?
Dikaz Jelikoz pro funkci
1 1 n n
v = X =5 330
i=1 j=1

Ize psat OY(X)/0X = X, musi podle lemmatu 17 platit X* = up? +pu’. Z podminky X*p = q dostaneme
upTp + puTp = ¢, neboli
1 T
u=——(q—u pp),
pTp
takze

1
T T T T
u'p=—(q¢ p—u pp p),

pTp

5 (1 5m?)
Uu=———\(qg— =D -
pT'p 2pTp

Dosadime-li tento vektor do vztahu X* = up? + pu? a uvézime-li konvexitu funkce 1(X), dostaneme
tvrzeni lemmatu. O

neboli 2u”p = ¢Tp/pT'p, coz dava

Véta 55 Necht W je symetrickd pozitivné definiti matice. Pak symetrickd matice Hy minimalizuje
Frobeniovu normu |W='2((1/y)H — HYW=2||p na mnoziné symetrickyjch matic H 7ddu n spliugjicich
kvazinewtonovskou podminku

1 ~ p A

—-H-H)y==-d—Hy=w

Y Y
prdavé tehdy, kdyz

1 WywT +w(Wy)T wly Wy(Wy)T
*H_i_ = H+ T — T T .
gl y' Wy y' Wy y'Wy

(174)

Diikaz Polozme X = W~Y2((1/y)H — HYW~'/2. Jelikoz kvazinewtonovskou podminku lze zapsat ve
tvaru

W—1/2 (1E[ _ H) W—l/2w1/2y _ W_1/2U),
Y

neboli Xp = ¢, kde p = W2y a ¢ = W—1/2w, mizeme pouzit lemma 18, podle kterého

1 ¢"p
X' = ="+ ") - pp
pr( ) (p"p)?
_ 1 (Wl/zwaW*I/Q + W71/2wyTW1/2) . w’y W1/2nyW1/2.
yTWy (y"Wy)?
Jelikoz X* = W=V2((1/y)H — HYW Y2 plati WY/2X*W'/2 = (1/~y)H, — H, odkud plyne tvrzenf véty.

O
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Poznamka 116 Zvolime-li matici W tak, aby platilo Wy = d, piejde vzorec (174) na vztah (127). Metoda
BFGS tedy minimalizuje Frobeniovu normu ||[W~=/2((1/y)Hy — H)W /2|, pokud Wy = d.

Je ztejmé, ze metoda ziskand aktualizaci (174) patii do Broydenovy tiidy pravé tehdy, je-li vektor Wy
linedrn{ kombinaci vektort d a Hy. Protoze aktualizace (174) nezdvis{ na normé vektoru Wy, budeme
predpokladat, ze Wy =d — 9Hy.

Véta 56 Necht jsou splnény predpoklady véty 55 a necht Wy = d — 9Hy. Pak aktualizace (174) je
ekvivalentni aktualizaci (116), pokud

s

Jestlize n =1, pak bud 9 = 0, nebo

V ostatnich pripadech plati

51 (= VA

Diikaz Jestlize Wy = d — 9Hy, plati y"w = (p/7)b — a a yT Wy = b — Ya. Dosadime-li tyto vztahy do
(174) a porovndme-li zdporné vzaté koeficienty u smienych ¢lenu (v aktualizaci (116) je tento zdporné
vzaty koeficient roven n/b), dostaneme

b—9%(p/v)a _n
(b —Ya)? b’
)

odkud plyne (175). Jestlize n = 1, dostaneme pouzitim (175) rovnici b? — 29ab + ¥?a? = b% — 9%(p/7)ab
neboli

e <pb+a> —29b =0,
v

takze bud ¥ = 0, nebo 1/9 = (p/y + a/b)/2. V opaéném piipadé dostaneme 7n(b? — 29ab + 9?a?) =
b% —92(p/v)ab, coz po vydéleni ¢islem ¥2ab? déva

n—11 nl 1/ a p
7_277 el =
a 192 b19+ nb+’y

1 1
m3 g5 +2mag +my =0,

kde mq, ma, ms jsou ¢isla uréend vztahy (114). Tato kvadratickd rovnice m4 Feseni

l_—mzi\/mg—mlmg_—m2:|:\/ﬁ_ a (77
n—1

¥ ms ms

gi\/ﬁ).
O

Pozndmka 117 Véta 56 uddva zpusob, jak lze k dané metodé s proménnou metrikou (charakterizované
parametrem 1) nalézt aktualizaci tvaru (174). K dané hodnoté n najdeme podle véty 56 hodnotu ) urcujici
vektor Wy (existuji obvykle dvé fesenf).

(a) Pro metodu DFP plati n =0 a u = p/(vab), takze ¥ = \/vb/(pa).
(b) Pro metodu BFGS plati n = 1, takze lze volit ¥ = 0.

(¢) Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)/(p/v — a/b) a u = 0, takze ¥ = ~/p.
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Pozndmka 118 Analogicky postup lze pouzit pro aktualizaci matice B. Nechf V' je symetrickd pozitivné
definit{ matice. Pak symetrickd matice B, minimalizuje Frobeniovu normu |V-12(yB — B)V~'/2||p na
mnoziné symetrickych matic B fadu n spliiujicich kvazinewtonovskou podminku

(73—B>d:%y—3dév

praveé tehdy, kdyz

(176)

Vdv" +o(Vd)"  v'd Vd(Vd)"
dTVd dTvd dTVvd

Poznamka 119 Zvolime-li matici V tak, aby platilo Vd = y, pfejde vzorec (176) na vztah dudlni k (127).
Metoda DFP tedy minimalizuje Frobeniovu normu ||V ~'/2(yBy — BH)V /2|, pokud Vd = y.

Poznamka 120 Zvolime-li matici V tak ze Vd = y — 9Bd, je aktualizace (176) ekvivalentni aktualizaci
(133), pokud

g = M= *(r/p)e)
b—vc)?

Jestlize § = 1, pak bud ¢ = 0, nebo

V ostatnich piipadech plati

(¢islo p/d je uréeno vzorcem (144)).
(a) Pro metodu DFP plati 5 = 0, takze lze volit ¢ = 0.

(b) Pro metodu BFGS plati 8 =1 a u/d = v/(pbc), takze ¥ = \/pb/(7yc).
(¢) Pro metodu hodnosti 1 plati 8 = (v/p)/(v/p — ¢/b) a u/d =0, takze 9 = p/~.

Poznamenejme, ze aktualizaci (176) pouzivaji strukturované metody s proménnou metrikou pro minima-
lizaci souctu ¢tvercu (vzorec (296)).

Poznamka 121 Zvolime-li V' = I, dostaneme metodu, kterd nepatii do Broydenovy tfidy a ktera se
nazyvéa Powellovou symetrizaci Broydenovy metody. Plati

dTd ~ dTddTd
Metoda PSB nezarucuje pozitivni definitnost matice By, takze nemusi globalné konvergovat. Pfesto je

této, obecné velmi neefektivni, metodé vénovana velka publicita, ktera souvisi s jeji pfibuznosti s nékterymi
metodami pro fidké tlohy (véta 149).

BfSBl(B+dvT+UdT ’UTdddT)'
~y

Kromé Frobeniovy normy lze pouzit i jind minimaliza¢n{ kriteria. Velmi se osvédéila funkce ¥(X) =
Tr X —Indet X. Necht X\;, 1 <14 < n, jsou vlastni ¢isla matice X. Pak plati

TrX —Indet X = Zn:)\i—kzn:hl)\i_l’

=1 i=1

takze minimalizaci této funkce lze zajistit, ze vlastni ¢isla nebudou ani pfilis mald ani prilis velikd. Je
dilezité, ze pouziti této funkce vede na aktualizaci s nejvyse dvéma korekénimi cCleny.
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Lemma 19 Nechf )(X) = Tr X —Indet X. Pak plati

IP(X) —1
—=1-X"".

oX
Diikaz To, 7e 0 TrX/0X = I, je ziejmé. Dokdzeme, Ze d1Indet X/0X = X 1. Pouzijeme toho, ze kazdou
symetrickou matici X lze zapsat ve tvaru X = QT AQ), kde Q je ortogonalni matice (takze QTQ = QQT =1
adet@ =1) a A je diagondlni matice obsahujici vlastnf ¢isla matice X. Pouzijeme-li toto vyjadieni a vétu
o nésobeni determinanti, muzeme psat

Indet(X) = Indet(QTAQ) = Indet(A) =In [ Ai =D I\,
1=1 =1

Plati tedy
Olndet(X) _ i Olndet(X) O\ _ i)‘fl O\ .
8xkl im1 (9)\1‘ axkl im1 6ka
Z druhé strany A = QXQT, takze
n n
A= el Mei = el QXQTei =) D QurnQu,

k=1 1=1

takze ON;/0xp = QiQu a
dlndet(X) <~ 4 O\ 4
axkl ; i 8xkl Q'Lk i Qzla
Jelikoz X = QTAQ, plati X! = QTA1Q, takze
(X D=t X e = Z Qir ;' Qa.
i=1

Porovname-li obé vyjadieni, vidime, 7e plat{ dIndet X/0X = X 1. O

Lemma 20 Symetrickd matice X* minimalizuje funkci(X) = Tr X —Indet X na mnoZiné symetrickjch
matic radu n splnugicich podminku Xp = q prdve tehdy, kdyz
T

- 1 1 q°q
(X ) t=1- E(qu +ap") + ﬁppT + (qu)QppT- (177)

Diikaz Jelikoz podle lemmatu 19 lze psat 0w (X)/0X = I — X! musi podle lemmatu 17 platit (X*)~! =
I —up®” —pu®. Z podminky (X*)~1q = p dostaneme p = q — up’'q — pu”'q, neboli
1 T
U=—7F-\¢g—p—u qgp),
o q( )

takze
1

u'q = g (¢"q—p"q—u"qp"q),

neboli 2u’'q = ¢Tq/pTq — 1, coz dava

(o3 (1)) =5 (-3 (G 1))
u=—m\e—r=5\ 7, V)| = \4— 5\ 7, P
pTq 2 \pTq pTq 2 \pTq

Dosadime-li tento vektor do vztahu (X*)~™! = I — up? — +pu? a uvdzime-li konvexitu funkce 1 (X),
dostaneme tvrzeni lemmatu. O
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Veéta 57 Symetrickd matice Hy = B;l minimalizuje funkei ¥((1/7)H-Y2HH~Y?) na mnoziné symet-
rickych matic H 7ddu n spliugicich kvazinewtonovskou podminku Hy = pd prdvé tehdy, kdyZ

1 1 c
vBy =B — g(y(Bd)T + Bdy") + 3 (Z + b) vy,

kde B=H ' aa=y"Hy, b=y"d, c=d" Bd.

Diikaz Polozme X = (1/y)H~'/2HH~'/2. Jelikoz kvazinewtonovskou podminku lze zapsat ve tvaru
lel/QHHfl/QHl/Qy — BHfl/Qd’
Y v

neboli Xp = ¢, kde p = H'/?y a q = (p/v)H~/?d, mizeme pouzit lemma 20, podle kterého

q'q
(p” )2pp

q'p
_ Vb( H1/2 dTH-Y2 4 H—l/Qd THl/Q)

1

o 1
(X" = I——(pq" +qp)+7pp

+1H1/2nyH1/2+ e EH1/2nyH1/2
pb pb) 2
1 1 c
N g(Hl/zydTH—l/Q +H_1/2dyTHl/2) + - (’; + b) Hl/znyHl/Q_

Jelikoz (X*)~' =~yB~Y2B, B~1/2 plati BY/?(X*)"'BY? = B, , odkud plyne tvrzenf véty. m)

Pozndmka 122 Podle véty 57 minimalizuje metoda DFP funkei 1(X) = Tr X — Indet X pokud X =
(1/y)H-Y2HH-/? a Hy = pd.

Poznamka 123 Analogicky postup lze pouzit pro aktualizaci matice H. Symetrickd matice By = H;l
minimalizuje funkci yB~/ 2 BB~1/2) na mnoziné symetrickych matic B fadu n spliwjicich kvazinewtonovskou
podminku Bd = (1/p)y prave tehdy, kdyz

o

1 1 a
H.=H->(dHy)" + Hyd")+ > (£ + =) dd”
VL = H = ()" + ")+ g (245 ) a,

kde H=B 'aa=y"Hy, b=9y"d, c=d"Bd.
Pozndmka 124 Podle pozndmlky 123 minimalizuje metoda BFGS funkei ¢/(X) = Tr X —Indet X pokud
X =yB~'Y2BB~? a Bd = (1/p)y.

Minimaliza¢ni{ postup lze pouzit i k odvozeni sou¢inového tvaru metod s proménnou metrikou. V
tomto piipadé dostaneme vyjadreni, které je obecnéjsi nez (164) a které obsahuje i aktualizace hodnosti
2. Abychom mohli pouzit variaéni princip, zapiSseme kvazinewtonovskou podminku ve tvaru

1 - 1 .. » T P
— 8Ty =z, —S,z="14d, 3Tz =5y, 178
N Vi Ty v (178)

kde Z € R™ je volitelny vektor (parametr). Poznamenejme, ze posledni rovnost, ktera je dusledkem prvnich
dvou rovnosti, je jedinym omezenim kladenym na volbu vektoru Z.

Véta 58 Necht T' je symetrickd pozitivné definiti matice. Pak Frobeniova norma |T~Y/2(S1/\/7 — S)|r
je minimdlni na mnoziné vsech matic spliujicich kvazinewtonovskou podminku (178) prdvé tehdy, plati-li

1 Ty _p p Tz éT

kde j= STy a 2 = S%.
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Diikaz Ozna¢me X = S, /,/7. Nutnost dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

1 2
L= s|r -9 +a (xTy-2)+0" (XZ - pd)
2 F ol
1
= E {2 (2 —5)" T 1 (23— s3) + gy i + 5iUTSCz} —a"z - LT,
, Y
=1
kde S = [s1,...8m] a X = [21,...%y]. Derivovanim Langrangeovy funkce dostaneme

oL
axi = Til (:cl — Si) + ﬂly -+ Zi’l).

Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce ma tedy tvar T’l(xi —si)tay+Zv=01<i<m,
neboli
X -8 =-Tya' —Tvz".

Pouzitim prvni podminky z (178) dostaneme

XTy=8Ty —yTTya —vTTyz =2 = a= T (STy — (1 +0"Ty)z),
Yy 1y
coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava
Ty
X-8=— g7 4wzt
y'Ty

kde w € R™ je zatim nezndmy vektor (jednozna¢né urceny vektorem v). Uzitim druhé podminky z (178)
dostaneme

sz

~ -~y
XzZ=5%Z— STy

=~ = 1 y
'y + ==d = = —d—z+ 1
y+ 2T zw w T3 ( z STy y) ,

coz po dosazeni do piedchozi rovnosti (s vyuzitim vztahu X = S, /,/7) davéd (179). Postacitelnost plyne
z konvexity Frobeniovy normy. O

Poznamka 125 Zvolime-li matici T' tak, aby platilo Ty = (p/v)d — z, vyraz (179) se velmi zjednodusi.
Po dosazeni a tpravé dostaneme

0 Y
Vi (/)b —y"=
Polozime-li 2 = ++/pb/(vc) d, dostaneme metodu BFGS (vzorec (166)).

15 _S_M(_@T (180)

Nyni ukazeme, jak 1ze volit vektory T'y a Z, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tiidy. Za
timto ucelem budeme pfedpoklddat, ze Ty = Hv, kde v € R™. V tomto piipadé lze vzorec (179) zapsat
ve tvaru

yT Ho 2Tz

1 H T 5T
— Sy =8— —r yTS+(pd—z+ ysz>Z. (181)
y v Y
Véta 59 Necht H, je symetrickd matice uréend podle (116), kde H = SST, d = —aHg, a > 0, b > 0,
c>0an>0 (takZe § > 0). Necht B = H' = S(STS)"1ST a S, je matice uréend podle (179) nebo
(181), kde

1—
a

b
Vo 1V
a kde \/n a V38 jsou libovolné hodnoty (kladné i zdporné) takové, ze (\/n)? = n a (V&)? =& (5 je cislo
definované vztahem (130)). Pak plati Hy = SST.
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Diikaz (a) Polozme Z = 9ST BHv, kde hodnota 9 se vybira tak, aby platilo 272 = (p/7)b (vztah (178)).
Jelikoz 272 = ¥?vT Hv (nebot podle definice 24 plati HBHBH = H), je tato hodnota ddna vyrazem

b
2=t -
~yvT Ho

Speciélni volbu Z = 9ST BHv pouzivdme proto, 7ze se tim velmi zjednodusi aktualizace (181), nebot v
tomto ptipadé plati z = SZ = YHw, takze

T TH
Y2 Hy—z=p9? Y

Hv—9Hv =0.
yT Hov yT Hv v v=0

(b) Jelikoz norma vektoru Hv neovlivni tvar aktualizace (181), budeme piedpokladat, ze y" Hv = 1.
Polozime-li

Ho=2q+22Hy
b a
(coz lze, nebot d = —ag), pak z yT Hv = 1 plyne a; + ap = 1. Déle plati
2 2 2 . b2 b2
o Ho = T HBHy — Y4 92102; , 92, ilac — V) 07
b2 ab a? ab?

(pouzivame vztah a; + as = 1). Dosadime-li tento vysledek do vyrazu odvozeného v (a), dostaneme

9 p b P ab?

T yoTHu  ya(ac—b2) + b2

(¢) Nyni vyuzijeme toho, ze vektory Z a Hv, uvedené v (a) a (b), umoziiuji zapsat aktualizaci (181) ve
velmi jednoduchém tvaru

1 9
—8, =S —Huy'S+ —dvT HBS. 182
Vo b (182)

Polozime-li H = SST a H; = S, ST, dostaneme z pfedchoziho vztahu (po vyndsobeni)

1 9 9 ¥?
§H+ = H — (Hvy"H + HyoTH) + E(dvTH + Hvd") 4+ aHov' H — E(dUTH + Hvd") + bfszHvddT

,192
= H — (Hvy"H + Hyw " H) + aHvv" H + b—QvTHvddT.

Jelikoz vektor Hwv je linedrni kombinaci vektort d a Hy, muzeme tuto aktualizaci vyjadiit ve tvaru
(1/v)Hy = H+UMUT, kde pouzité matice majf stejny vyznam jako ve vété 44. K uréeni parametru 7
sta¢i porovnat koeficienty u HyyT H v obou vyjadfenich. Podle véty 44 se tento koeficient rovnd (n—1)/a
a dosazenim vektoru Hv = (ay /b)d + (ae/a) Hy do ptredchoziho vztahu dostaneme hodnotu o /a — 2as /a.
Musi tedy platit

a3 ag n—1

a a a

)

neboli af = (1 — az)? = a3 — 2ay + 1 = 1. Dosadime-li af = 1 do vyrazu odvozeného v (b) a pouzijeme-li
¢islo ¢ definované v poznamce 85, dostaneme

b (¥
_'yn(ac—bQ)erQ_ ~ 5
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Dausledek 10 Necht jsou splnény predpoklady véty 59 a necht

1 NP > p 1 <¢ﬁ~ 1—m~>T
—S5, =85 (¥Yiad+ Hy|g+E—d|¥X-d+
AT (b o )T\ h o’

:S—((ﬁ—ﬂl_\m>d—1_\/ﬁHy)g+ﬂ\éﬁdJT, (183)

b a a

kde /7 a V/§ jsou libovolné hodnoty (kladné i zdporné) takové, ze (\/i)? = n a (V8)? = 3 a kde ¥ =
(p/7)/\V/$. Pak plati Hy = S, ST.

Dikaz Dokazovany vztah dostaneme prostym dosazenim vektoru Hv a &isla 9, uvedenych ve vété 59, do
vzorce (182) a pouzitim vztahu (154)—(155). O

Poznamka 126 Véta 59 pouziva jiné predpoklady nez véta 51, nerovnost p > 0 je nahrazena nerovnosti
7 > 0. Vztah (183) lze tedy pouzit pro kazdou perfektni metodu z Broydenovy ti{dy. Na druhé strané
matice (1/,/7)S+ — S v (183) mé obecné hodnost 2, takze (183) vyzaduje vice numerickych operaci nez
(164). Pro n = 0 (DFP) nebo n = 1 (BFGS) davaj{ oba vztahy stejné vysledeky, dosazeni do (183) je
v8ak nesrovnatelné jednodussi. Je zajimavé porovnat (183) s pseudosoucinovym tvarem (121) uvedenym
v poznamce 90.

4.4 Vybér parametri (3kdlovani a korekce)

Zatim jsme se zabyvali riznymi vyjadienimi a zdkladnimi vlastnostmi metod s proménnou metrikou.
Nynf je tieba ukdzat, jak se voli podil p/v a parametr . Vhodnd volba podilu p/y muze mit vliv na
asymptotickou rychlost konvergence diskutovanou v poznamce 34.

Véta 60 Necht G je matice takovd, Ze Gd = y, tedy napriklad
~ 1
G = / G(z + Ad)dA. (184)
0

Oznacme R = GY2HGY? q R, = é1/2H+é1/2, Pak jestlize 0 < n < 1 ab/ec < p/y < a/b, plati
k(R) < K(R).

Dukaz Oznaéme z = G1/2d, takze y = G/2z. Pouzijeme-li (116), mizeme psét

1 1 a a T

—R, =R+ LT —Rz(R2)T + U (fz —Rz)(=2— Rz) ,

v vb a a \b b
kde a = 2T Rz a b = 2T z. Transformaci kvazinewtonovské podminky dostaneme R*z = pz, takze matice
R* m4 vlastni é&islo p pifslusné vlastnimu vektoru z. Vlastni vektory v € R™ piisluiné ostatnim vlastnim
¢islim A\ # p mtzeme volit tak, aby v7z = 0 a vTv = 1. Potom

-1
n (UTRZ)2 < v Ro

1
fvTR;v =v ' Rv+
Y

(nebot n —1 < 0) a A = vT R\ v < yw"Rv < 7||R||. Mizeme tedy psat ||R, || < max(p,7|/R|). Protoze
a=2TRzab= 2Tz plati a/b = 2T Rz/2T2 < ||R|, takze pro p/v < a/b dostaneme p < v||R||. Plat{ tedy
|R || <~||R|. Nyni mizeme pouzit dualitu (pozniamka 94) a provést stejn?u uvahu pro Iriatici (R;)_1
(v tomto piipadé se pouzivd nerovnost v/p > ¢/b). Dostaneme tak ||[(R/)~"|| < (1/9)||[R™"||. Spojenim
obou nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeni O
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Poznamka 127 Podle véty 60 je vhodné volit podil p/v tak, aby platilo b/c < p/y < a/b. V tomto piipadé
plat{ g > 0 pro libovolnou hodnotu parametru n (pozndmka 115). Metoda hodnosti 1 vsak vyzaduje, aby
0 < p/v < b/c nebo a/b < p/v (pozndmka 93), nebot jinak neni matice Hy pozitivné definitni. Interval
0 < p/v < b/c je nevhodny, nebot v tomto pifpadé n%! < 0. Zbyvd tedy interval a/b < p/v. Pak nftt > 1
a metoda hodnosti 1 patii mezi perfektni metody s proménnou metrikou. Bliz§i podrobnosti tykajici se
volby podilu p/v jsou uvedeny v pozndmce 130.

K volbé parametru 7 lze pouzit rizné minimalizaéni principy. Nejvice se ujal princip spocivajici v
minimalizaci ¢fsla podminénosti matice (1/y)H~Y2H, H~1/2,

Lemma 21 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 11 a necht vektory d a Hy jsou linedrné nezdvislé
(takze ac — b® > 0). Pak pro n > n* plati:

(a) Koreny A(n) < A(n) kvadratické rovnice A2 — oA+ § = 0 jsou rostoucimi funkcemi parametru .

<
(b) Podminka 0 < A(n) <1< X(n) je splnéna prdvé tehdy, kdyz p > 0.

(c) Podil \(n)/A(n) nabjvd svého minima prdvé tehdy, kdyz

oc _ be(p/y —b/c)

e (185)

n=n

Diikaz (a) Podle lemmatu 11 jsou isla A(n) a A(n) vlastnimi ¢isly matice (1/y)H~Y/2H, H1/? = T+nuu®
(pouzili jsme vztah (116)). Necht 1y > ;. Je-li v1 € R™, ||v1]| = 1, vlastnim vektorem matice T + njuu’
pifslusnym vlastnimu éislu A(11), plati AX(n1) = oI (T + muul)vy < oI (T + nouu® vy < A(ip2).  Je-
i v € R", |lvz|| = 1, vlastnim vektorem matice T + npuu? pifslusnym vlastnimu éislu A(n2), plati
A1) = v3 (T + nauu” )va > vf (T + muu” Jve > Am).

(b) Podle (103) plati (1/y)H~Y2H, H=Y? = I + H~Y2UMUTH~'/2, takze podminka 0 < \(n) < 1 <
A(n) je splnéna pravé tehdy, lezi-li nula mezi nejmensim a nejvétsim vlastnim ¢islem matice H “12UMUTH-
coz nastava praveé tehdy, plati-li det M = —pu < 0.

(c) Poznamenejme, Ze diskriminant kvadratické rovnice A2 — oA+ 6 = 0 je kladny, nebot tak jako v ditkazu
véty 45 plati

1/2
)

2 2 2
b
2 _ 5= (%5 L P _ys= (%5 _PC 42" 550
7 50T b’ ) T 07

(pfedpokladame, ze § > 0 a ac — b*> > 0). Vyjadifme-li kofeny rovnice A2 — o\ + & = 0 v explicitnim tvaru
a pouzijeme-li substituci

dostaneme po rozsifeni zlomku

2
:(er w2—1> .

Derivujeme-li tento podil podle parametru 7, dostaneme

(5) = v (or Vo)

2) = 2 (L w2 —

A w? -1

jmenovatel je stejné jako diskriminant rovnice A2 — oA + § = 0 kladny). Tento vyraz je nulovy pravé
y y

tehdy, jestlize

>~ >l
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, 206 —00
45V/6

neboli 26’§ — 0§’ = 0 (nebot § > 0). Pouzijeme-li vyrazy uvedené v lemmatu 11, dostaneme

w

0,

2 15 5/ P ac — b2 ( (G,C b2) 4 b2) P 2 ac — b2 bc
o — 0O = _ — — — _
v ab? g y ab3
_ plac=0*)? [ be(p/y —b/c)
v ab3 K ac — b? ’
odkud plyne dokazované tvrzeni. O

Véta 61 Necht jsou splinény predpoklady lemmatu 21. Oznacme k(n) spektrdlni ¢islo podminénosti matice
(1/y)H-Y?H, H~'2. Pak:

(a) Pokud 0 < p/vy < b/c, je k(n) minimdini prdvé tehdy, jestlize n = max(n®, n°9).
(b) Pokud b/c < p/y < a/b, je k(n) minimdlni prdvé tehdy, jestlize n = n°c.
(c) Pokud a/b < p/v, je k(n) minimdlni prdvé tehdy, jestlize n = min(nftt, n©¢).
Dikaz Podle Lemmatu 11 plati

)). (186)

Jestlize > 0, podle (b) lemmatu 21 plati 0 < A(n) < 1 < A(n), takze podle (c) lemmatu 21 je x(n)
minimélni, pokud n = n°C. Jestlize u < 0, lze podle (a) lemmatu 21 oba kofeny rovnice A2 + oA +6 =0
soucasné zvétsit nebo zmensit zménou parametru 7). Podil (186) je pak minimaln{, pokud A(n) = 1 nebo
A(n) = 1, neboli p = 0, coz odpovidd metodé hodnosti 1. Zbytek tvrzeni pak plyne z pozndmky 93 a
poznamky 115. O

Pozniamka 128 Hodnota (185) je samodudlni. Dosadime-li ji do (134), dostaneme

ab(y/p —b/a)
ac — b2

5= O > 8 (187)

Oznacéme k() spektrélni ¢islo podminénosti matice yB~/2B, B~1/2. Pak:
(a) Pokud 0 < v/p < b/a, je k() minimélni pravé tehdy, jestlize 8 = max (37!, O°).
(b) Pokud b/a < 7/p < ¢/b, je (B) minimalni pravé tehdy, jestlize 3 = €.

(c) Pokud ¢/b < 7/p, je k() minimalni pravé tehdy, jestlize 8 = min(s%!, BM).

Poznamka 129 Polozime-li § = 1, dostaneme pouzitim (130) hodnotu

ab(y/p—1b/a N
= o=l
ac —

kterd je shodnd s vyrazem vystupujicim ve vzorci (185). Tato hodnota je samoduélni. Dosadime-li ji do
(134), dostaneme
be(p/v = b/e)

ac — b2

8=

coz je zase vyraz vystupujici ve vzorci (187).

> 3",
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Poznamka 130 Vétu 61 lze pouzit k volbé parametru 7. Jestlize b/c < p/v < a/b, je vhodné pouzit
hodnotu 1 = n°“. Mnohem praktictéjsi aplikaci véty 61 je véak uréeni vhodného podilu p/v pro danou
hodnotu parametru 7. V tomto piipadé z n = n°¢ plyne

ﬂ?ﬂwwb(lﬂ)
,,7*

ol be c

(stejné jako v ¢ésti (c) ditkazu lemmatu 21 se lze presvédcit, ze tato hodnota minimalizuje podil A/A pro
zadanou hodnotu parametru 7).

(a) Pro metodu DFP je n = 0, takze je vhodné volit p/vy = b/c.
(b) Pro metodu BFGS je n = 1, takze je vhodné volit p/y = a/b.
(¢) Pro Hoshinovu metodu je n = (p/7)/(p/~ + a/b), takze je vhodné volit

p _nlac=b)+0> ap/y+b/c

v be ~bp/y+a/b’

neboli p/v = \/a/c

(d) Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)/(p/~v — a/b). Této hodnoté odpovida podle véty 61 podil

p _nlac=b")+0> ap/y-bjc
v be ~bp/y—afb’

a ac — b2
pIv =5 ( o )

Mensi z téchto hodnot je nevhodnd, vétsi ddva metodu, kterd patii mezi perfektni metody s proménnou
metrikou ale neni omezend (plati n > 1).

neboli

(e) Zvolime-li n = 2 dostaneme metodu kterd patii mezi perfektni metody s proménnou metrikou ale
neni omezena. Hodnoté nn = 2 odpovida podle véty 61 podil

2 _ 2 2 12
p_ (ac—b*) +b :a<1+ac b>>
¥ be b ac

SallEs}

(piedpokladdme ze ac — b* > 0). Hodnoté n = 2 odpovid4 hodnota 3 = —b?/(2ac — b?).

Pokud n > 1, plati podle véty 61 p/~v > a/b. Pouzit{ této hodnoty vsak neni vhodné, nebot v tomto
piipadé nejsou splnény predpoklady véty 60. Lepsi praktické vysledky ddvd hodnota p/y = a/b (nejblizsi
moznd hodnota z intervalu b/c < p/v < a/b). Poznamenejme, ze pro metodu s 7 > 1 a s optimalni volbou
podilu p/v plati p > 0 prave tehdy, kdyz n? — 2n + n* < 0 (piesvédéime se o tom dosazenim optimaln{
hodnoty podilu p/v do vyrazu pro p).

Poznamka 131 Vétu 61 lze pouzit k ziskani nékterych dalsich metod s proménnou metrikou. Dosadime-li
optimélni hodnotu podilu p/y do vztahu urcujictho parametr 7, dostaneme vyraz, ktery jiz neobsahuje
podil p/v a definuje (pro neoptimélni hodnotu podilu p/v) novou metodu z Broydenovy tiidy.

(a) Dosadime-li hodnotu p/y = y/a/c do vztahu n = (p/v)/(p/~v+ a/b) (Hoshinova metoda), dostaneme
metodu OS (Oren, Spedicato)
b

1= b Vac

Tato metoda pati{ mezi omezené metody s proménnou metrikou.
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(b) Dosadime-li hodnotu p/y = (a/b)(1 + /1 —b%/(ac) do vztahu n = (p/v)/(p/y — a/b) (metoda

hodnosti 1), dostaneme
1

=14+ ———.
Ny 073

Tato metoda patii mezi perfektni metody s proménnou metrikou ale nenf omezena (plati n > 1).

Existuji dal$i minimaliza¢ni postupy, kterymi lze ziskat hodnotu parametru 7. Jeden z nich je zalozen
na pouziti nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym prumérem

n n 1/n
1 1 1/n
~Tr(X) = ; Ai > (]:[1 AZ) = (det(X))

(lemma 2), kterd plati pro libovolnou symetrickou pozitivné definitn{ matici X s vlastnimi ¢éisly \; > 0,
1 <7 < n. Protoze rovnost nastavéa pouze tehdy, maji-li vSechna vlastni ¢isla stejnou hodnotu, je icelné

minimalizovat funkci
Tr(yB~Y2ByBY?)  n—-2+0/5 (188)
n(det(yB~1Y/2B, B=1/2))l/n n n(1/8)/n "’

kde o a § jsou ¢&isla uréend podle vzorca (129) a (130).
Véta 62 Hodnota  minimalizuje funkci (188) prdvé tehdy, plati-li

- 1= (v/p)(a/b)

n—1

=5

Dukaz Protoze plati

(n - 2”/5)' _ (o/8)yn(1/8)Y/" — (1/6)Y/(1/8)"1(1/6)'(n — 2+ 0/5)
n(1/8)1/n n2(1/8)2/n ’

je tato derivace nulovd prave tehdy, kdyz n(o/0)'(1/) — (1/8)'(n — 2 + 0/d§) = 0. Pouzijeme-li hodnoty

(143) a (145), dostaneme
ﬁ) va p
n(l1-2)=n-2+2141- 2
< g pb B

(nebot (1/6)" = (v/p)(b/¢)(a/d)'), takze

1B _n=2+0/o)a/b) . (/p)a/b) —1

B* n—1 n—1 ’

(189)

odkud plyne tvrzeni véty. O

Pozndmka 132 Hodnota 8 uvedend ve vété 62 je obvykle velmi mald v absolutni hodnoté a piislusna
metoda se tedy chova jako metoda BFGS a ¢asto ji i pfedéi. Odpovidajici hodnotu n pak uréime ze vztahu
(140) a (189) (je vsak vhodné nahradit tuto hodnotu nulou, vyjde-li zdpornd).

Odvodime jesté jednu hodnotu patametru 3, kterd definuje velmi efektivni metodu, prekonavajici
viechny zatim popsané metody s proménnou metrikou. Pouzijeme pfitom funkei ¢)(X) = TrX — Indet X.
Kdybychom zvolili X = yB~Y/2B, B~'/2, dostali bychom metodu BFGS (pozndmka 124). Volba X =
~vB4 je nevhodna nebof ziskand matice muze byt piilis vzdéilend od B. Pouzijeme tedy matici X =
7G~Y2B,.G1/?, kde G je néjaka aproximace Hessovy matice minimalizované funkce.

107



Lemma 22 Hodnota 8 minimalizuje funkci ¥(yG~Y2BLG~Y/?) prdvé tehdy kdyz
. c
p=p"+ vITG-1y’

kde v = (¢/b)y — Bd.

Dukaz Pouzijeme-li (133), muzeme psit
. 1 1~ o~
NGTV2B .GV = B+ %gggT ~ ~Bd(Bd)" + “ui",

kde B =G Y/2BG~1/2 d=GY?d, j = G2y a © = G~Y/?v, coz spolu s (139) dav4

Tr(yG~Y?B,. G V%) = + éf}Tﬁ =0+

E,UTGfl
C
Indet(yG~Y2B,G"Y?) = Cy +In (1 — 'B> :

v,

ﬂ*
kde C a Cs jsou néjaké konstanty. Podminka pro extrém funkce ¢(yG~'/2B,G~1/?) m4 tedy tvar
1
pr—p

coz dava tvzeni lemmatu. O

1
V'(vGTV2B GV = EUTG*U + =0,

Jelikoz nezndme inverzi Hessovy matice, musime pouzit néjakou jeji aproximaci. Jednou z moznosti je
polozit G~1 = AH, kde \ je zatim nespecifikovany parametr.

Lemma 23 Zvolime-li G~' = AH, dostaneme

b2 1
6:ac—b2 ()\_1)’ (190)
Aac — b2
T (191)

Diikaz Zvolime-li G~! = AH, miizeme psit

vIGTly A A(c? c ac — b?
= r_2 —Bd)TH —Bd)=2(Sa-2f i
e/~ BT/ B = 2 (a2 ) =A%
Pouzijeme-li lemma 22 a (141) dostaneme 1 — §/8* = 1/A, coz spolu s (140) dévéa (190) a (191). O

Poznamka 133 Dobré vysledky dostaneme, polozime-li A = y/¢/a. Ponékud horsi vysledky dévaji volby
A=b/a a X = c/b. Hodnota (191) je definovana pokud ac — b* > 0, v opaéném pifpadé pokladame n = 1.
Pokud je hodnota (191) zdpornd, pokladdme n = 0.

Zatim jsme popsali, jak lze volit parametr n a podil p/vy. Nyni ukdzeme jak se urcuji parame-
try p a 7. Parametr p slouzi ke korekci kvadratického modelu minimalizované funkce, ktery odpovida
kvazinewtonovské podmince Bid = y. V této podmince vystupuji pouze gradienty g, a g. Korekce
kvadratického modelu je zalozena na dodateéném pouziti funkénich hodnot F a F. Postupuje se tak, ze
se pomoci funkénich hodnot a gradient uréi aproximace ¢isla d” B, d a z modifikované kvazinewtonovské
podminky B,d = (1/p)y se vypocte hodnota p = d'y/d" B,d. Tato hodnota se pouzivd pouze tehdy,
kdyz p < p < p (obvykle p = 0.01 a p = 100). V opaéném piipadé se voli hodnota p = 1. Pfi vypoétu
¢isla d¥ By d se pouzivaji vyrazy

_F-F

A= B =
dlg

d"g
dlg -
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Poznamka 134 Pouzijeme-li vétu o stiedni hodnoté (tvrzeni 2) ve zpétném sméru, dostaneme
1
F=F, —dTg+ §dTG+d+ o(||d||?).
Zanedbame-li ¢len o(||d||?) a aproximujeme-li d” G, d pomoci d* B, d, dostaneme
d"Bid=2(F — Fy +d"gy),

takze -
d'y B-1
_ - , 192
P=oF—F, +d%g,)  2(B-A) (192)

Poznamka 135 K piesnéjsimu odhadu é&isla d” B d mtzeme pouzit vice clenti Taylorova rozvoje. Plati

1 1
F=F,—d"g, + idTGer - édT(Ter)d +o(|ld[*),

1
d"g = gy —d"Gyd+ 5" (Tyd)d + ofd),

kde

n n n

i
(T, d)d = Zzzaxg;+ did;dy.

=1 j=1 k=1

Zanedbéame-li ¢len o(||d||*) a aproximujeme-li d¥ G, d pomoci d¥ B, d, dostaneme po tipravé

6(F —F,+d"g,) = 3d"'Byd—d"(T,d)d,
2(d"g—d"g,) = —2d"Bid+d"(Tid)d,

coz po seCteni dava
d"Byd = 6(F — Fy)+4d" g4 +2d" g,
takze
dy B-1 B B-1

frm— p— . 1
6(F —Fy)+4dTg, +2dTg 4B—6A+2 4(B—1)—6(A—1) (193)

p:

Existuji dalsi zpusoby, jak lze ur¢it hodnotu parametru p. Oznac¢me (o) = F(z + as). Pak plati
1
"By d=~d"y =" (¢(a) - ¢'(0))
P P

a pouzijeme-li aproximaci ¢”(a) = sT By s = d” Byd/a?, miizeme psat
@) -9
ap’(a)

Zvolime-li vhodny tvar funkce p(a) a spocteme-li ¢'(a), ¢”(a), muzeme podle predchoziho vzorce uréit
odpovidajici hodnotu parametru p.

Poznamka 136 Jednou z moznosti je pouziti kubického modelu
o(a) = aa® +ba? + ca +d,

jehoz ¢tyti koeficienty a, b, ¢, d lze uréit pomoci hodnot ¢(0), ¢(a) a derivaci ¢'(0), ¢'(«). Po dosazeni
téchto hodnot do pifslusnych vyrazu a po formélnich tipravavich dostaneme vzorec (193), stejny jako v
piipadé pouziti ¢tyt ¢lenu zpétného Taylorova rozvoje.
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Poznamka 137 Velmi se osvédcilo pouziti homogenniho modelu
o(a) = aa” + ba+ ¢,
kde a, b, ¢ jsou nezndme koeficienty a r > 1 je nezndmy exponent.

Véta 63 Uvazujme homogenni model o(a) = aa” + ba+ ¢ s r > 1. Pak plati

A-1
=51 (194)
kde
4 = =) F-F
ag'(0) g ’
¢'la) _dlg.
¢'(0) dTg-

Pokud pro hodnotu (194) plati p > 0, odpovidd tato hodnota homogennimu modelu s r > 1.

Dukaz Ziejmé

O'a) = ara™ '+,
¢'() = ar(r—1)a"?,
takze pro r > 1 plati
B_1 — o' () 11— ara™ 1 +b 1= aroffl7
©'(0) b b
_ T r—1
A1 — () 30(0)_1:a04 +ba_1:aa ,
ap’(0) ab b
odkud plyne
_B-1
A1
Dale plati
ap”(a) ar(r — 1)am=1
= ————=(B-1)(r—1

— -y (3o -1) = E-ngT

coz po dosazeni do vyrazu pro p (poznamka 137) davé

_ @ =¢(0) ¢0) _ A-1 A1
PET00) e PTVBIoBoA) B4

Nyni je tfeba ukdzat ze p > 0 implikuje r > 1. Pouzijeme-li (S3b), dostaneme ¢'(a) > e2¢'(0), kde
0<ex<lag|(0)<0,takze B<ey<1laB—1<0.Pokud

1 A—-1
- > 1,
r B-17

pak A—1<B-1,takie B—A>0ap<0. O

Parametr v slouz{ ke skdlovani matice H, nebot aktualizace (116) s v # 1 je ekvivalentni aktualizaci
(116) s v = 1 aplikované na matici vH. Duvod pro skdlovan{ poskytuje véta 60 a nésledujici véta.
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Véta 64 Necht 1:“(55) = F(T'2), kde T je reguldrni étvercovd matice. Necht ¥; € R™, i € N, je posloup-
nost generovand metodou s proménnou metrikou z Broydenovy tiidy s poédteéni matici Hy aplikovanou
na funkci F(i) ax; € R", 1 € N, je posloupnost generovand toutéz metodou s proménnou metrikou ap-
likovanou na funkci F(x). Pak pokud pouZivdme stejny vibér délky kroku a pokud H, = TH\TT, plati
x; = TZ; (metoda s proménnou metrikou je invariantnd vzhledem k linedrnd transformaci proménngch).

Diikaz Snadno se dokédze (derivovdnim slozené funkce F(%) = F(T~'z)), ze plati §(#) = T"g(z) a
G(%) = TTG(x)T. Ukdzeme, ze H; = TH;TT, Vi € N (podle piedpokladu to plati pro i = 1). Pak

Tip1 =z — aiHigi = T(%; — o H;T" g;) = T(&; — o H;§i) = Tig.

Diikaz provedeme indukci. Predpokladejme, ze H = THTT (plati to v prvni iteraci). Protoze d = Td a
y = (TT)~'g, mizeme psdt U = [d, Hy] = [Td, THTT(TT)~'y] = T[d, Hy] = TU, takze

1 - S 1 -~
~H, =H+UMU" =THTT + TUMUTTT = ~TH,T".
Y v
O

Poznamka 138 Zvolime-li T = G2, plati G = TTGT = I. Odtud plyne, ze pro libovolné $patné
podminénou tlohu, muzeme linedrni transformaci proménnych docilit toho, Ze nové tloha je dobfe podminé-
na a zvolime-li vhodné pocatec¢ni matici H;, konverguje metoda s proménnou metrikou velmi rychle. Proto
je tcelné matici Hy a (jelikoz ndsobeni skaldrem nedokéze dobfe vystihnout transformaci TH 1T7T) také
matice H; v dalsich itera¢nich krocich vhodné skalovat. Vzhledem k tomu, Ze aproximujeme podminku
G~y = pd, je vyhodné volit v tak aby vHy ~ pd, coz po vynasobeni zleva vektorem y? déva p/y=ua/ba
po vynésobeni zleva vektorem H~'d" d4vé p/y = b/c. Vhodny je také geometricky stied p/y = \/a/c.

Poznamka 139 Z ptredchoziho vykladu by se mohlo zdat, ze je vyhodné skalovat matici H v kazdém ite-
ra¢nim kroku. To vsak odporuje piedpokladum zaruc¢ujicim superlinedrn{ rychlost konvergence (pozndmka
145). Proto se pouzivaji ruzné strategie skédlovéni, kdy se hodnota v # 1 pouzivd pouze v nékterych
itera¢nich krocich.

(NS) Zadné skalovani. V kazdém iteracnim kroku pokléddme v = 1.

(PS) Pocétecn{ skalovani. V prvnim itera¢nim kroku (nebo po restartu) urc¢ime v tak, aby podil p/vy
splitoval vhodné podminky (napiiklad b/c < p/y < a/b). V ostatnich itera¢nich krocich pokldddme
v=1.

(IS) Intervalové skalovdni. V prvnim itera¢nim kroku (nebo po restartu) postupujeme stejné jako v
piipadé (PS). V ostatnich iteracnich krocich testujeme zda ziskand hodnota v lezi v intervalu 0 <
v < <7 (kde napiiklad v = 1 a 5§ = 6). Nelezi-li hodnota v v tomto intervalu pokldddme y = 1.

(CS) Rizené skalovani. Postupujeme v zdsadé stejné jako v pifpadé (IS). Hodnotu v = 1 véak pouziviame
mnohem ¢astéji. Necht ay je poc¢dtecni odhad délky kroku (obvykle ay = 1), necht Fy = F(z + ays),
g1 = g(x + ays), A = sTg1/sTg, a necht A > 0 je vhodna konstanta (napitklad A\ = 0.2). Pak
hodnotu v = 1 pouzijeme navic v nésledujicich pfipadech (y je puvodni hodnota uréend podle (IS)):

(a) Jestlize |\ < AaFy <F.
(b) Jestlize v > 1 a bud F; > F nebo A1 < 0.
(c) Jestlize y <1a Fy < FaA >0.

(AS) Permanentni skdlovani. V kazdém itera¢nim kroku postupujeme tak jako v prvnim itera¢nim kroku
strategie (PS).
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4.5 Globalni konvergence

Nyni se budeme zabyvat globélni konvergenci metod s proménnou metrikou. Dukaz globalni konvergence
vyzaduje silnéjsi predpoklady nez tomu bylo v pfipadé metod sdruzenych gradienti. Potfebujeme aby
minimalizovand funkce byla stejnomérné konvexni (podminka (F4)) a navic se globalni konvergence da
dokézat pouze pro perfektni metody z Broydenovy tiidy takové, ze (1—N)Bf < 3; <1—-X kde0 < A < 1.

Lemma 24 Uvazujme metodu s proménnou metrikou z Broydenovy tridy takovou, Ze v < v; <7, p <
pi<pa(l=XNp<B <1-=X\ kde0< X< 1. Nechf funkce F : D — R spliuje podminky (F1), (F4),
(F5). Pak:

(a) Ezistuje konstanta C takovd, Ze Tr By 1 < .

(b) Existuje konstanta C takovd, Ze

Dikaz (a) Vztah (133) muzeme po rozndsobeni zapsat takto

Bi—1
T Byd;

1 Yi yiy‘T d} B;d; yiﬁl/‘T Bi T T T
Biy1=—|Bi+ =54+ 06— L — Bidyy; +vi(Bid, + B;d;(B;d; .

i+1 i ( 7 i ledz Bz ledz ydei yZsz( 1Y yz( % z) )) 7 z( i z)
Vyuzijeme-li toho, Ze stopa je linearni maticovou funkci a toho, Ze pro libovolné dva vektory u € R",
v € R" plati Tr(uvT) = vTu, dostaneme

1
Tr Bi+1 = — (TT Bz +
Vi

T T, 4T T
Vi Yi Yi Y; ¥i di Bid; y; Bid;
— =+ Bi=F T i — — (1= 84)
PiY; d; Y d; Y; d; Y; d;

T T T
Yi yi di d; llyallllds | ) 1y; y;

Tr B; + L L B;|| + 2———||B; 4+ -
( yTd; gV PN+ 2 g VBl )+ g,

_25

(Bid;)" B;d;
dT Byd;

1
< =
b

(nebot B; < 1). Protoze y; = Gyd; (véta 60), kde matice G; vyhovuje nerovnostem v podminkéch (F4)-
(F5), muzeme psat

yl ys df Gd;
yld; diTéidi
dd,
yld;

||yi|| ”diH
yl'd;

Dosadime-li tyto nerovnosti spolu s nerovnosti || B;|| < Tr B; do vztahu pro Tr B;;1, dostaneme

, _ — _
TTBZ'+1 S T’I”BiJrl-i-lS* 1+g+2 g TTBZ+Q+1
gl G G P
< K({TrB;i+1) <K (IrB+1)<C, (195)
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kdeszaX(<1+G/G+2 G/G) /v, G/p+ 1) aC=K(TrB; +1).

(b) Pouzijeme-li vztah pro det B;y;1 (pozndmka 95), muzeme psat

det B;q1 L\ 7bi Bi "y b b;
ST (2 1-Zi) > (2) 22 =K, 1
det B; (%) pi Ci ( B) 7 P Cz)\ ¢ (196)
kde K = (1/%)"(y/p)A. Plati tedy

)

det Bi+1 > i bi
det By — — =1 Cj
a protoze det H; 11 = 1/det B;11, muzeme psat
det H S Gy
det Hijy < = zlﬂblgﬁ i
K 2 i1V
kde K = K/(det H; + 1). Podle (a) plati
det Bi+1 S (Tn—i_l) S (TT‘ Bi+1)n S C é c*

neboli

M
Q“
-~
0‘&).

IV

o}

O

Véta 65 (Globdlni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24, pricemz v; > 1 Vi € N.
Pak

liminf ||g;|| = 0.
1—> 00

Dikaz Pouzijeme opét zdkladni vztah pro Tr B;y 1 uvedeny na zacatku dikazu lemmatu 24. Protoze
y; = Gid; a B;d; = —«;g;, muzeme psat

lyi Bidil - _ |y Bidil ¢i |Gdillllovgille: _ G e

yld; dI'B;d; b; —a;dTg; by ~ cosb; b’
(Bidi)"Bid; _ (Bidi)"Bidi yldi ¢ _ oflgil’GldillPei _ G
d'B;d;  d'Byd; dTBid;bi = a2(dTg)? by cos?6;b;’
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nebot yI'd; > G||d;||?, coz spolus 1 <+, <Faf; <1—A<1ddva

T T T T
Yy} yi Y, vi d; Bid; y; Bid; 1 (Bid;)" Bid;
TrBi < TrBi+ — — 928, (1= )= i) Didi
Tt = ATBidt Zyzd—i_ﬁ Td;, yTd; h T4, (1=5:) dT B;d;
S TTBi+€+ G+2 G — — Q E*TTBiﬁLg‘F&C*,
P cosf; cos?b; P b;

kde & = G+2G/ cos 0;—\G/ (7 cos? ;). Piepokladejme nyni, ze liminf; o ||g;|| > 0. Pak podle véty 9 plat{
Yoo cos? 0; < oo, takze cosf; — 0 a tedy & — —oc. Existuje tedy index k € N takovy, ze & < —2G/(pC)
Vi > k. Abychom dikaz formélné zjednodusili, budeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze k = 1
(v opaéném pifpadé muzeme indexy posunout). Pak podle pfedchozi nerovnosti a podle (b) lemmatu 24
plati

G €l
TrBi1 <TrBi + - —|—§z—<TrBl—|—Z——2 CZCJ <TrBy —i—.
p b p p

Zvolime-li index i tak aby platilo ¢ > Tr BIB/@, dostaneme Tr B;11 < 0, coz je spor, nebot stopa
symetrické pozitivné definiti matice je kladna. O

Poznamka 140 Véta 65 teoreticky zduvodiiuje Spatné konvergenéni vlastnosti metody DFP (s nepies-
nym vybérem délky kroku). Metoda DFP odpovidd volbé 8; = 1 Vi € N, takze neni splnén predpoklad
Bi <1—XA<1Vie N. Ze vztahu pro Tr B;;1 vymizi posledni ¢len a nelze pouzit princip dukazu.

Poznamka 141 Véta 65 je nejobecnéjsim tvrzenim o globdlni konvergenci (nemodifikovanych a nerestar-
tovanych) metod s proménnou metrikou. Tato véta vyZzaduje aby byla splnéna podminka (F5) (existence
konstanty G > 0), takze ji lze pouzit pouze pro konvexni funkce. Z dukazu véty 65 je zFejmé, Ze tento
pozadavek slouzi pouze k tomu, aby platilo

yi di > G||di*. (197)

Jednou z moznosti jak tento pozadavek odstranit, je zvolit malé ¢islo 7 > 0 a matici B; aktualizovat
pouze tehdy, je-li splnéna podminka (197) s Q = 7. Jina Uprava spoc¢iva v nahradé vektoru y; = g;+1 — ¢s
vektorem ; = y; + Tzdz, kde 7; = max (0,7 — y'd;/dl'd;). Pouzivame-li slabou Wolfeho podminku (S2a) a
(S3a) s e3 = oo, plati y!'d; > 0, takze T — y! d; /de <1<ra

yTd; Td,
7 25 Y4 Yi 2 2
d; > yld; + ;|| d; i T— d;||” = z||ds||”.
it > S + (2= B ) Nl = )

Jelikoz ; = (G; + 7:1)d;, muzeme psét

= = = <G+r
gid;  gT(Gi+ )1y

Jsou tedy splnény v8echny nerovnosti, které se pouzivaji v dukazu véty 65. Misto konstanty 7 muzeme
pouzit proménnou hodnotu 7, = 7min(1, ||g;||), kde 7 > 0. Protoze dikaz véty 65 providdime sporem a

predpoklddame, ze ||g;|| > g, plati v tomto piipadé 7, > 7min(1,g) 2

4.6 Asymptoticka rychlost konvergence

Nyni se budeme zabyvat rychlosti konvergence metod s proménnou metrikou. K tomuto ti¢elu neni vhodné
pouzivat matice H; a B;, nebot nastavaji potize s komutativitou. Lze vSak pouzit matice R; zavedené ve
vété 60 nebo transformaci proménnych studovanou ve vété 64. Protoze metody s proménnou metrikou jsou
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invariantni vaéi této transformaci, zachovava se pfi ni R-linedrni i Q-superlinearni rychlost konvergence.
Matici T budeme volit tak, ze T = (G*)_1/27 takze po transformaci plati G* = I. Budeme opét pouzivat
oznagceni

1
¢ :/ G(x; + Md;)dA.
0

Véta 66 (Linedrni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24, pricemZ ~; > 1 Vi € N.
Necht ©; — x* a G* = 1. Pak plati

(oo}
Z lles || < oo.
i=1

Diikaz Jelikoz z; — x* (a tedy d; — 0), plati G; — G* = I, takze pro libovolné &fslo 0 < e < 1 existuje
index k € N takovy, ze ||G; — I|| < & Vi > k. Pak pro i« > k muzeme psét

yly I Bidi ylBidi _ (df(I+(Gi—D)Pd; )\ df Bidi ,d](Gi—I)Bid;
vldi yldi = yld U+ (G- Dy ) vl vTd,
di Bid; ldill|Bidill e _ 2
< —I|| -1 2 7 G~ Ci
< (16— 1) - )2 = 26— 1 it < o

(prvni élen je zédporny, nebot ||G; — I|| < e < 1). Zvolme &slo 0 < & < 1 tak, aby platilo ¢ < A\G/(47) a
predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze k = 1 (v opaéném piipadé muzeme provést precislovani indexu).
Pak po dosazeni do vztahu pro Tr B;+1 uvedeného v dukazu véty 65 dostaneme

T, JT T
YiVi | o Yiyidi Bidi yi Bid; 1 (Bid;)" Bid;
TrB; < TrB; _,_7 + 6 — 2B - (=5
o yi d; Bydez' yi d; ’ yi d; 4 B)’Y di Bid;
é G 1 G NG 1 ¢
< TrB; — 2 0, — — <TrB; —_—
= 7 ,+p+<scos 7>Coseb " +B 27 cos? 6; b;
G MG 1 ¢
< TrBy)+i— - 22N 9
= ( 1)+z£ 27 — cos? 03 b;’
takze
L1 ¢ 2y €] ,
- < — (Tr(B — | <L
;co 07 b; AG( r( 1)+1p)_ "

kde L = 25(G/p+Tr By +1)/(AG). Pouzijeme-li nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym primérem
(8), dostaneme

.

1 ¢ 1 1 ¢ )
et cos? 9? i = i z:: cos? 9? é =
a podle (b) lemmatu 24 plat{
ﬁ005292> i : 4> :Zécl
e J Lt e bj - It -
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1/i

i i
Z cos? (9]2» > H cos? 9]2» =ic,
Jj=1 Jj=1
takze dokazované tvrzeni plyne z véty 14 a poznamky 32. O

V dalsich uvahach budeme pouzivat princip omezeného znehodnoceni zformulovany v nésledujicim
lemmatu.

Lemma 25 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost, kterd konverguje R-linedrné k bodu x* € R™ a necht
ki € R", i € N, je posloupnost kladngch cisel takovd, Ze ki1 = wi(1+ O(|lei))), kde e; = z; — x*
(¢ili existuje cislo C > 0 takové, Ze kit1 < ki(1 + Cllesl|). Pak existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze
ki < Kk1exp(C) Vi e N.
Diukaz Podle predpokladu plati
i ‘ i
1 C <
s < L1+ Cllegl) < ;Z 1+ Clel) | =m (1453 el
Jj=1 j=1 j=1
(pouzividme nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym primérem (8)). Jelikoz z R-linearni konvergence
plyne existence konstanty C' takové, ze

6
Z ([ Z leill = =

oV
Ki+1 < K1 1+7 .

Vi € N. V zdkladnim kurzu analyzy se dokazuje, zZe posloupnost tvofend pravymi stranami téchto
nerovnosti je rostouci a mé limitu 1 exp(C') (tato limita se snadno uréi pomoci 1'Hospitalova pravidla).
Plati tedy k; < k1 exp(C) Vi € N. O

(pozndmka 32), muzeme psét

Poznamka 142 Podle lemmatu 25 je posloupnost k; € R", i € N, shora omezend, pokud z; — z* R-
linedrné a ki1 = /i (1+O([les]])) Vi € N. Plati to i tehdy pokud ;1 = ri(1+0(|[e;]])) +O(les]|) Vi € N,
nebot v tomto pifpadé x;41 +1 = (k; +1)(1 + O(|les]|)) a podle lemmatu 25 existuje konstanta C' takova,
ze Ky < ki +1< (k1 +1)exp(C) Vi € N.

Nyni dokédzeme vétu o superlinedrni konvergenci metod s proménnou metrikou. Jelikoz superlinearni

konvergence vyzaduje aby v jistém smyslu platilo B; — G* (véta 16), budeme pozadovat splnéni predpokla-
du véty 42 (p; = 1, v; = 1, Vi € N). Déle budeme pouzivat oznacen{

R; = é;/zHiég/Qa = éi/QHiHég/{

kde G; je matice definovand ve véte 60 (takze G,d; = y;). Poznamenejme, ze R;1q = GIHHZHGZﬁ #
i1

Poznamka 143 Ke kvantitativiimu vySetfovani maticovych rekurentnich vztahu lze z vyhodou pouzit

Frobeniovu normu ||Al|p = /Tr(ATA). 7Z této definice plyne, ze ||A|| < [|A]lr < v/n|4||. Vyuzijeme

toho, Ze pro libovolné matice A, B plati ||A||% = Tr(ATA), |B||% = Tr(BTB), takie |A + B|]* =

Tr((A+ B)T(A+ B)) = ||A||% + | B||% + 2T'r(AT B). Déle plati

Ty T, T

|uv” ||% = Tr(vu' ww®) = v uTr(vo”) = v uvTv.

Je-li matice A symetrickd, je ||A[|% souétem druhych mocnin jejich vlastnich é&fsel. Z toho plyne, ze
symetrické matice, které maji stejna vlastni ¢isla, maji stejnou Frobeniovu normu.
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Lemma 26 UvaZujme aktualizaci

T T T T T
Y A LG - (ZR%R%(ZZZR%

2Tz TRz 2TRz \ 2Tz

Pak plati
TR?, 2 2TR3z 2TR?z 2
R, —I|%2 = ||R-1I|2 - (1- 1—27 2 —
|| + HF || ||F ( 77) ZTRZ + ZTRZ ZTRZ
_ 1 2TRz 2 49 2TR?z _ 2TRz 2
n 2Tz K e 2Tz
_ (1) 2TR?z 2 _ 2TRz 2
n " TRz 2Tz '
Dikaz Aplikujeme-li pravidla uvedend v pozndmce 143 na vztah

T T T T T T
2z 2zt Rz zz zz' R Rzz Rzz' R
R, —I=R—-1T+ = — _
+ +sz+n T + O )ZTRZ’

===
2Tz 272 2Tz

ziskany tpravou aktualizace z lemmatu 26, dostaneme

TR2\? 2TR?z (TR22\”
I#, -1 = 11+ 1 (S ) e -1 (S

TRz
- 2- QUZZTTZZ + 4772:;22 —2(n— 1)2?;;; + 2772;]22

TRz 2 TRz 2 2TR2,
2n(n —1 2n? —dn(n—1)2—==
+  2n(n )( g ) +2n ( T, ) n(n—1) g

TRz 9 2TR2, 2TR2,

=|R-I|3 — 1+2 -2 —2(n—1)=—%—
|| ||F + n 2T, n 2T, (77 ) TR~
2TR32 2TRz\? ZTR22\?
2(n—1 2 —1)? .
+ 2= TRe ( 2Tz ) +n=1) ( 2TRz )

Stejny vysledek dostaneme roznisobenim vztahu uvedeného v lemmatu 26.
Disledek 11 Jsou-li splnény predpoklady lemmatu 26 s 0 < n <1, plati |R!, —I||p < ||R—I||F.

Dikaz Pouzijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

2TR32 B TR22\? ~ 2TR322TRz — (2T R?2)? >0
2T Rz TRz N (2T Rz)? -
TRz TR\’ ~ 2TRzzTz — (2T R2)? -0
2Tz 2Tz N (2T2)2 -
TR22\? B ZTRz\’ ~ (zTR%z272)? — (2T R2)*
2TRz 2Tz N (2T Rz2T2)?
~ 2TR*z2T2 4 (2T Rz)? 2T R?227 2 — (2T Rz)? >0
B 2TRzzT 2 2TRzz" 2 -
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Vsechny zévorky ve vztahu pro |[R/. — I||3. v lemmatu 26 jsou tedy nezdporné a jelikoz 0 < n < 1, plat{
IR, — 1% < |R— 1% O

Lemma 27 Necht z; € R™, i € N, je posloupnost bodi generovand metodou s proménnou metrikou z
Broydenovy tiidy s p; =1, v, =1 a 0 < n; <1 takovd, Ze x; — x*, kde x* je staciondrnim bodem funkce
F : D — R spliugici podminky (F3)-(F5). Pak plati

[Risr = Illp = [[Ri = I| (1 + O(lles]]) + O(llesl])-

Dukaz Oznacme

~ 1/2 5 771/2 771/ 1/2
R, = Hi/ G H; ;+1 z—i/-lG H; 17

Matice R; m4 stejnd vlastn{ &fsla jako matice R;, nebot z G1/2H Gl/zx = Az, z # 0, plyne Hl/Qé JHY 2y =
Ay, y = Hil/2 /20 £ 0. Plati tedy |Ril|r = || R: ||F al||Ri—1I|r = ||R;—I||p. Totéz plati pro matice Rz—i—l
a R, . Matlcl R}, ziskdme z matice R; pomoci aktualizace uvedené v lemmatu 26 (viz dikaz véty 60).
Pouzijeme-1i dusledek 11 dostaneme

[Riv1 —I||F | Riv1 — I||F <|Ris1 — Ry llr + |1 Ry — Illp

1Ris1 = Rigallp + IRy — Illp < ||Riva — Ripallp + R — Il

Stacf tedy dokazat, ze |Rit1 — Ri1|lr = (| Ri — I|p + 1)O(||e; ). Pouzijeme-li definiéni vztah pro matici
G; uvedeny ve vété 60 a nerovnost (F5), muzeme psat

1 1
Giia =Gl = 1| [ Glaa + Mi)ir— [ G+ M
0 0
1
< / |G (2it1 + Adig1) — G(x; + Ad;)|[dA
0
o 1
< L/ Hei-‘rl + Adir1 —e; — )\dZ”d/\
0
_ 1 1
< T (Newall + el + gldiirl + gl ) = Ol

nebot podle poznamky 31 plati |[e;+1] = O(|le;i]]) a ||di]] = O(]le;]]). Plati tedy

IN

1/2 1 2 =,
IH 3 (Cior — G HILN < | Hiall| G — Gl
1/2 A1/2 1/2 1/2 =
= ||G PGPH GG |G — Gill < 1GT IR |G — Gl

1Riv1 — iy

< HR lllGiga = Gill = IR, 1O(les]))-
Ale

IRl = 1T+ Riy = T < 1+ [[Riyy = I ST+ [|Ripy — Illp < 14 || Ri = I|p,

takze
[Riy1 — Ry llp < VallRiyr — Riyy |l = | Ri1 10lesll) = (IR — Il 7 + 1O(Jlesl).
O

Diisledek 12 Jsou-li spinény predpoklady lemmatu 27, existuji konstanty R a H takové, Ze |Ri|| < R a
|H;| < H Vi e N.
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Dikaz Jelikoz ||R;||Fr < /n + |R; — I||F a posloupnost ||R; — I||F, ¢ € N, je podle lemmatu 27 a
pozndmky 142 omezend, je i posloupnost ||R;|| < ||R;||F, i € N, omezena. Jelikoz

5—1/2 A1/2 17 AL/2 A—1/2 e 1
|Hl = G 261G PGP < G IRl < GIRA

je 1 posloupnost ||H;||, ¢ € N, omezena. O

Poznamka 144 Aktualizaci pro R~! dostaneme z aktualizace pro R zdménou R — R~ an — 3. Jelikoz
z0<n<1plyne 0< g <1 (pozndmka 115), muzeme pouzit stejné tvahy jako v dukazu lemmatu 26 a
lemmatu 27. Existuji tedy konstanty R a H takové, ze ||R; || < 1/Ra ||H; | <1/H Vi € N.

Véta 67 (Superlinedrni konvergence) Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost bodi generovand metodou s
promeénnou metrikou z Broydenovy tridy s p; = 1, v, =1 a 0 < n; < 1, pricemZ o; = 1, kdykoliv tato
hodnota vyhovuje podminkdm (S2) a (S3). Necht x; — x*, kde x* je staciondrnim bodem funkce F : D — R
spliugict podminky (F4)-(F6). Pak x; — x* superlinedrné.

Dukaz Z dukazu lemmatu 27 (prvnf nerovnost) vime, zZe
1R: = Ilr = |Risy = IlF < |Ri = IIF = [|Ris1 = Il 7 + | Ris = RipslF,

kde ||Riy1 — Ripillr = (|Ri — I||p + 1)O(||e;]]). Jelikoz podle disledku 12 je posloupnost ||R; — I||F,
i € N, shora omezend, existuje konstanta C' takovd, ze |R;y1 — RQHHF < Clei]|. Pouzijeme-li vétu 66,
dostaneme

> (1B =Tl = 1By = 1lle) < By = Tl +CY_ el < oo,
i=1 i=1
takze plati
Zlggo (IR: = Ip = | Riyy —I|F) = 0.
a jelikoz normy [|R; — I||r a |Rj ; — I||r < ||R; — I||F jsou omezené, také

Jim (| Re = T3~ | Riyy — TI13) =0,

Nyni pouzijeme vztah uvedeny v lemmatu 26. Protoze posledni tii ¢leny na pravé strané tohoto vztahu
maji stejné znaménko, musi konvergovat k nule, nebot jsme pravé dokazali, ze jejich soucet konverguje k
nule. Necht N = Ny U Ny, N; N Ny = ) je rozklad mnoziny N takovy, ze

limsupn; <1, liminfn; >0
Ny ;N2
i— 00 100

(napifklad Ny = {t € N : 0 <m; <1/2}, No ={i € N :1/2 <n; <1}). Z konvergence zminénych tii
¢lenu plyne, ze

T p3 T p2
fim i LiE oy A E
Nlm 2TR;z;  ~ 2TR;z;
z—}oo i ] i~;oo i ]
Tp2,. Tp. ..
fim ZLiE g FfE
- - b)
N 2T 2, Ny 2X 2,
71— 00 g 7— 00 g

neboli

oy B2 (Ri = Dz ? oI (R}~ 2R} + Ri)z;

= lim =0
Moo IRz Moo 2l Riz; ’
lim w I i —TQRz'JrI)Zi o
N2 1A N 2Tz
i—% 00 i— 00
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Jelikoz podle diisledku 12 a poznamky 144 plati [|R;|| < R a |R; || < 1/R Vi € N, miizeme obé tyto
limity nahradit jedinou limitou

~1/2 ~1/2 ~—1/2 ~1/2 ~1/2 ~—
oy IR = Daill o NGPEG? = GG )z (G (H— Gl
i—o0 [|2:]] i—00 ||éi—1/2éz1/22iu i—00 ||C;i—1/2yi||

0.

Protoze x; — z* implikuje G; — G*, dostaneme pouzitim predpokladi (F3) a (F4) vztah

(H; — (G*) Dyl —0

lim ”

i—oo sl
ktery je, vzhledem k tomu, 7e H; < H a H; * < 1/H Vi € N (dusledek 12 a a pozndmka 144), ekvivalentn{
vztahu

B; — G*)d;
i 1B =Gl
i—00 Al

Zéaver dukazu plyne z véty 16. O

Poznamka 145 Véta 67 predpokladd, ze plati 0 < n; <1 (neboli 0 < 5; < 1) Vi € N. Tento predpoklad
nelze piili§ zeslabit. DA se pouze dokézat, ze véta zustane v platnosti, pokud 5; <1Vi € N a

Také je nutné, aby platilo p; = v; = 1, v opatném piipadé nelze pouzit princip dukazu. Podrobnéjsim
rozborem lze ukazat, ze pro ; # 1 véta 67 neplati a to zejména proto, ze volba a; = 1 neméd pfi pouziti
skédlovani zadné vysadni postaveni.

4.7 Aktualizace trojuhelnikového rozkladu

Pouzivdame-li inverzni metody s proménnou metrikou (133), je tfeba uréovat smérovy vektor feSenim sous-
tavy rovnic Bs = —g, kde B je symetrickd pozitivné definitni matice. V tomto piipadé je vyhodné pracovat
s trojihelnikovym rozkladem B = LDLT, kde L je dolni trojihelnikové matice s jednotkami na hlavni
diagondle a D je pozitivné definitni diagonalni matice. Pak fegeni soustavy rovnic LDLT s = —g vyzaduje
O(n?) operaci nasobeni a s¢itani. Ukazeme nyni, jak lze urcit trojiihelnikovy rozklad matice B = B+ozz”
z trojiihelnikového rozkladu matice B s pouzitim O(n?) operaci nésobenf a s¢itani.

Véta 68 Necht L, L jsou dolni trojihelnikové matice s jednotkami na hlavni diagondle a D, D jsou
pozitivné definitni diagondlni matice, pricemz

LDLY = LDLT 4 0227. (198)

Necht l;, l;, 1 < i < n, jsou sloupce matic L, L a d;, d;, 1 < i < n, jsou diagondini prvky matic D, D.
Pak pro 1 < i <n plati

vi = Zii,
di = di+o0?, (199)
= di g;U;
o= g4 7%, 200
Thit (200)
(zii je i-ty prvek vektoru z;), kde o1 =0, z1 =z a pro 1 < i <n plati
d;
Oi+1 = dTiO'i, (201)
Zi+1 = R — ’Uili. (202)

Pritom v;, 1 <1i < n, jsou proky vektoru v, ktery je reSenim soustavy rovnic Lv = z.
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Dikaz Vétu dokazeme indukei. Pfedpokladejme, ze pro néjaky index i < n plati

idjz‘jl Zdl + ozt (203)
j=i

Ziejmé 01 = o a z; = z, nebot rovnost (198) lze zapsat ve tvaru
Z Jijl Z d;l;l —|— ozt
j=1

Protoze vektory [, [; lj,i < j <mn, maji prvnich j — 1 prvkii nulovych, ma matice (203) prvnich i — 1 sloupcii

nulovych a jeji i-ty sloupec je urcen vztahem d;l;l;; = d;l; l“ + 0,221, coz spolu s l;; = 1, I;; = 1 dava

di = di+0:22, (204)
7 dz 0%
o= S+ 25 205

Vztah (205) muzeme jesté upravit. Polozime-li
Ziy1 = 2 — Ziils (206)
a pouzijeme-li (204)—(206), dostaneme
dil; = dil; + 03252 = dil; — 0325l + 0iziizi = dils + 032241,

coz dava - .
Li=1+ 2. (207)
d;
Ukéazeme nyni, ze plati
dllllZT — JZLZ;T + O'ZZZZ;:T = 0'7;+1Zi+12;r+1, (208)

kde ¢fslo ;41 je uréeno vzorcem (201). Pouzijeme-li vztahy (204)—(207), dostaneme
dzlll;r — CZZ[T + O'iZi I
= LI’ —d;+ 2 d i) (1 22

i %

0z
i) 4 03 (zi + 2ili) (zi1 + zali)T
2.2

i T
T Rit1%i41
i

= (di — d)llF — oz (lizly + zipad]D) —

T T T 2714T
+ Uizi+12i+1 + Jizii(lizl‘+1 + Zi+1l74- ) + JZZ”llll

2
O; 25
et X}
= <Ji — 7d ) Zl+1Z7,+l = 0'1+1ZZ+121_‘_1,
i

kde 2.2 7 2
oz d; — oz d;
ag; =0; — e - T ”Ui = Tlai. 209
H d; d; d; (209)

Plat{ tedy (208), kde &fslo ;41 je uréeno vzorcem (201). Porovndme-li vztahy (203) a (208), ziskdme
Zdl‘ Zdll + 03zi2)
J=i+1 J=i+1

¢imz jsme provedli indukéni krok. Podle (204) a (205) tedy plati (199) a (200) a vzorce (209) a (206) jsou
totozné se vzorci (201) a (202). Zbyvé dokdzat, ze Lv = z, kde v; = 25, 1 < i < n. To je vSak velmi
snadné, nebot podle (202) pro 1 < i < n plati

i—1
Zi = zZ— E ’Ujlj,
j=1
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coz pro i-ty prvek v; = z; vektoru v dava stejny vzorec jako zpétny chod Gaussovy eliminaéni metody
pro feseni soustavy rovnic Lv = z. O

Disledek 13 Necht jsou splnény predpoklady véty 68. Pak pro 1 < i <n plati

Vi = Ziis
& = ", (210)
Ti
I I+ — (211)
i = U Zi41,
Toad;
kde 1y = 1/0, 21 = z a pro 1 <i < n plati
v}
Tit1 = Ti+ 7 (212)
Zi+1 = & — Uili (213)

(primé rekurence). Nechtl vektor v feSenim soustavy rovnic Lv = z. Pak pron > i > 1 plati

4, = IHlg (214)
Ti

— /U

li = li+——z1, 215
+7—i+1diz+1 (215)

kde 11 =1/0 +vI D7, 2,41 =0 a pron >i > 1 plati

v2
Ti = Ti41 — j, (216)
zi = Zip1+ vl (217)

(zpétné rekurence).
Diukaz Polozme 7; = 1/0;, 1 <i < n. Pak podle (199) a (201) pro 1 <i < n plati

di dz + Uﬂ)g
Titl = To—5 = T4 d.
7

v?
=71, + i’
di ! dz

(L‘ = % dz = it di;
Tit1 i
takze rekurentni vztahy (199)-(202) muzeme zapsat ve tvaru (210)—(213) (vzorec (211) plyne ze vzorce
(207)). K odvozeni zpétnych rekurenci aplikujeme dusledek 8, na matici (198). Dostaneme

det B = det(LDL™ + 022") = det L(D + ovv? ) LT = (1 + ov" D~ 'v) det B,
kde Lv = z (jelikoz trojihelnikova matice L mé jednotky na hlavnf{ diagonéle, plati det L = 1). Pouzijeme-
li (210), muzeme psat

Trn+1 Tit1 “d, detD detB o
= = =115 = = —1+00"D
T1 11;[1 T 11;[1 d; detD detB tov v

coz dava 1,41 = 1/o +vT D~ 1v. Jelikoz I, = l,, = e, (posledni prvek jednotkové matice iddu n), musi
platit z,4+1 = 0. Vztahy (216)—(217) dostaneme obracenim vztahu (212)—(213). O

Pozndmka 146 Rekurentni vztahy (199)—(202) jsou nejpfirozenéjsi, lze je vSak pouzit pouze tehdy, kdyz
o > 0. V pifpadeé, 7e o < 0, mtze vlivem zaokrouhlovacich chyb dojit ke ztraté stability (prvky d; mohou
vychézet nulové nebo zdporné). Proto se v tomto pifpadé pouzivaji zpétné rekurence (214)—(217). Piimé
rekurence (210)—(213), které lze pouzit pro o > 0, maji tu vyhodu, Ze jsou prakticky stejné jako zpétné
rekurence (214)—(217), coz umoziuje implementovat obé rekurence jednim algoritmem.
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4.8 Modifikace a implementace metod s proménnou metrikou

Nejprve se budeme zabyvat tpravami, které umozni snizit pocet operaci v itera¢nich krocich metod s
proménnou metrikou a zvysit tak jejich i¢innost. Jednou z moznosti je odstranéni maticového nasobeni
pii vypoctu smérového vektoru s = —H, gy (tim lze sniZit pocet operaci zhruba o ¢tvrtinu). Pouzijeme-li
vztahy (102)—(103) a rovnost d = as, muzeme psat

v
st =—Hygy = —y(H+UMU")g; = —(Hg+ Hy+UMU"g,) = ad—v(Hy—kUMUTgQ,
takze vektor s; lze spocitat pomoci vektoru d, Hy a sloupcu matice U (v pfipadé metod z Broydenovy
tfidy ma matice U sloupce d, Hy). Protoze vektor Hy zndme z piedchoziho itera¢niho kroku, odpadd

nasobeni matici H. Nasledujici véta udava piislusné vzorce.

Véta 69 Necht Hy je matice uréend vztahem (116), kde d = —aHg, o > 0 je délka kroku a matice H je

pozitivné definitni. Pak vektor s = —H gy muZeme spocitat podle vzorce
1 Yo sa pdlg, Yo sa p(lc
5y =4 — —d—H)—— d:ff(fd—H> =214, 218
78+ pa(b Y v b pa \b Y +'y ab (218)
kde § je ¢islo definované vztahem (130).
Dikaz Plati
d'g =d"(y+g) =d"y—d"H s =b— =, (219)
b
y' Hyy =y H(y+g) =y Hy—y's=a——, (220)
takze po dosazeni do (116) dostaneme
1 1 1 d’ 1 b
;S.;,_ = **H_‘_g_;,_—*Hy‘i’*d*p I;g+d+a< )Hy

16 /a nb (ac—b? a pd gy
= 2 (fa-Hy)+ 22 (fd—y) - 251
o (b Y < b2 ) b b
1b n(ac—b?)\ ra pd gy
(e 2) ()20
aa < b2 bd b d
coz spolu s (130) a (219) dava (218). O
Poznamka 147 Pro metodu DFP, kdy n = 0, dostaneme
DFP v pc v b
=|—(14+=-]—p|d———Hy. 221
2 =[5 (e 55) a2 2
Pro metodu BFGS, kdy n = 1, dostaneme
BFGS yefa p v ac
=== — | —pld———=Hy. 222
2= (250 8) e T 2

Pozndmka 148 Provadime-li presny vybér délky kroku, vymizi v (218) posledni ¢len, takze vSechny
aktualizace z Broydenovy tiidy aplikované na matici H davaji rovnobézné smérové vektory s;. To je v
souladu s tvrzenim véty 43.
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Vzorec (218) lze pouzit pouze tehdy, kdyz s = —Hg. Pokud tento predpoklad neplati (napiiklad u
metod s lokdlné omezenym krokem, nebo u nékterych metod s proménnou metrikou s omezenou paméti
vySetfovanych v odd{lu 8.1), nemus{ byt splnéna podminka spaddovosti 51 g+ < 0. Odvodime jesté jeden

“evs

Véta 70 Oznacéme

1
p=HVg,, V=I- gydT. (223)
Necht Hy je matice uréend vztahem (116), kde d = —aHg, a > 0 je délka kroku a matice H je pozitivné
definitni. Pak vektor s, = —H g, muZeme spocitat podle vzorce
1 d’ b T d’ b
——s, = B g+d +7704yTpVT _ B g+d+6lva, (224)
~ b b+ aylp v b pe

kde ayTp >0 a § je ¢islo urcené vztahem (130).

Dikaz (a) Pouzijeme-li rovnosti (219) a (223), dostaneme

1 7 d" g,
p = HVgy=H [fgyd g+ =Hg+ Hy — Hy

1 c 1 /¢
- ——d+Hy7<1f—)Hy:—(nyfd), (225)

! ab a \b

takze Hy = (ap + d)b/c a jelikoz VTd = 0, plati
b

VIHYy = ozEVTp. (226)

(b) Pouzijeme-li vyjadreni (122), muzeme psat dostaneme

1 1 dar -1
sy = ~Hyg,=""Traqy? (H + nHnyH) Vg
¥ ¥ v b a
pdgy

|
\
a
_|_
<
ﬂ

-1 dr —1b
p+ 777‘/THnyp =P8 9rgy (1 + anyTp) vTp.
a v b a c

Ale a = yTHy = yT(ap + d)b/c = (b + ayTp)b/c, takze

1 pdgy ( n—1 T> v pdgy  bt+ayTp
——S; == d+ |14+ —« Vip==- d+ Vip.
AT Ty b b+ ayTp yp b v b b+ aylp b

(c) Pouzijeme-li vztah (225) a nerovnost ac — b > 0 (ktera plyne ze Schwarzovy nerovnosti), dostaneme
ac — b?
ayTp:b< 02 ) > 0.

Dosadime-li vyraz ay”p do (150) a pouzijeme-li (130), dostaneme

btnay’p _ b +nlac—b?) _ b

b+ ayTp ac pc’

Poznamka 149 Jelikoz VIp = VT HV g, , mizeme vzorec (224) zapsat ve tvaru

1 d”
sy = P 9+0H_VT(,}/BJL«“GSH)VQJr7
Y v b
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kde -
BrGgs _ btnay'p _ b
b+ ayTp pc’
takze libovolnd aktualizace z Broydenovy tiidy dédva stejny smérovy vektor jako aktualizace BFGS skalovand
koeficientem ~BFES,

Poznamka 150 Neplati-li s = —Hg, mizeme vzorec (224) upravit tak, ze misto &isla ay”p pouzijeme
¢islo 7 = max(ayTp,0). Pak podle (224) plati

(d"g4)? _b+r

Gisy =—p—yp - g VTHVg,.

Pokud d¥g, # 0, dostaneme g¥s; < —p(dTg;)?/b < 0. Pokud d'g; = 0, plati Vg, = gy, takze
grsy =—gTHg, (b+nat)/(b+ ar) < 0, nebot matice H je pozitivné definitni a 7 > 0.

Nyni popiseme modifikaci metod s proménnou metrikou v sou€inovém tvaru, kterd pouzivéa ortogonalni
transformace umoziiujici znaéné zjednodusit pouzité aktualizace. Necht H = SS7 a S = SQ7, kde Q je
¢tvercova ortogonalni matice (takze QTQ = QQT = I). Pak

H= 85T = 5QTQST = 557,

takze matici S, lze ziskat aktualizacaci matice S. Matici @ volime tak, aby tato aktualizace byla co
nejjednodussi.

Véta 71 Necht H = SST, [d, Hy] = S[d,§], a = 47§ >0, b=47d > 0, ¢ = d"d > 0. Necht S = SQ7,
kde Q je ortogondlni matice takovd, Ze vektor QJ ma pouze pruni prvek nenulovy a vektor QU md pouze
proni dva proky nenulové (tuto matici lze ziskat jako soucin Givensovych rotact slouZicich k vynulovdni
prokid wvedengjch vektori). Necht

1
7S+61 = ﬁd

val b
Ts.\2 Ts.)2 Ts
LG, - \/(y 51)2 + n(y7s) <§2_y %)

Val (y751)* + (y"'52) b
1
754.6]‘ = §j7 SSJ Sna

ﬁ

kde Sie;j je j-ty sloupec matice Si a 5; = Sej, 1 < j <n. Pak polozime-li Hy = S’JrS’I, plati (116).

Dikaz Jelikoz podle predpokladu plati ch = Xe1 a Qy = Ae;+Azez, kde A, A1, g jsou vhodné koeficienty,
muzeme psat
d Sd = SQTQd = X5y,
STy = QSTy = Qj = Mer + Agea,

takze yT§1 = A, yT§2 =) a yTEj =0, 3 < j <n. Plati tedy

dyT ~
<I_Z/Td)81 -0
dy” T,
-% s = 5-YL%2y
< de)SQ 2T g e
dyT
I—22 s = 5. 3<i<
< de>sJ 55, 3<j<n
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Hy = SS5Ty = M\i51 + \ada = y7'51 51 + y''52 59,

coz po dosazeni da va

Hy d  y'sisi+y's: s, 5
yTHy yTd — (yT5)%+ (yT52)% yT5
y!'5, _— yT's; 1
- — — S92 — — —S1
(yT51)% + (y7'52)? (yT51)% 4 (yT'52)? yT's

_ Yy 52 (S yTszs)
- — — 2 — 1 .
(yT51)% + (yT'52)2 yT's

Nyni pouzijeme vztah (123), podle kterého plati

1 _ dy = &T dy p dd”
T (I d>SS (I Td) Ty

d Hy d Hy \"
THy(n —1) | —— — =
+y Hyn =) 275 THy yTd  yTHy
TS TS
_ ym N (. y'E 5T 4 p dd”
= _ d _d 2 § :
(SQ y'd > <52 y'd ) " Ty

T
(yT'55)2 _ yT§2 _ yT'sy
-1 _Z 2y _ 72y
o )<yT§1>2+<yT§2>2 a7y
Tz \2 T T T T
dd
y T51)* +0(y" 52) (82_1/ 82d> (82_1/ 82 ) L P

I
M:

2 (757 T (y752)°

1 1
= *Z +€J S+€J ;S+S$

4

Poznéamka 151 Z véty 71 plyne, Ze staci aktualizovat pouze dva sloupce matice S. Vétsina operaci se
tedy spotfebovava na vypocet matice S. To vsak jsou ortogonalni transformace, které jsou velmi stabilni.
Poznamenejme, Ze ve vzorci pro (1/7)S+e2 se vyskytuje odmocnina z vyrazu, ktery je kladny pokud n > 0
(pro metodu BFGS je tento vyraz jednotkovy).

Dalsi modifikace metod s proménnou metrikou pouzivaji ruzné zobecnéni kvazinewtonowské podminky.
Jednu takovou moznost jsme jiz popsali v souvislosti s korekei kvadratického modelu, kdy se kvazinewtonov-
ska podminka H,y = d nahradila podminkou H;y = pd. Nyni budeme vysetiovat metody spliujici
zobecnéou kvazinewtonovskou podminku Hyy = d (nebo Byd = §), kde § = y + 7d. Tento princip lze
pouzit k zajisténi globélni konvergence (pozndmka 141) a také ke korekci kvadratického modelu.

Poznédmka 152 Necht B,d = ¢, kde § = y + 7d. Pak d'Byd = d¥j = d'y + 7||d||?, takze d' Byd =
(1/p)d"y prave tehdy, kdyz
(1 1) dly
T=(--1)—=.
P ]2

Abychom dostali korekei jako v pozndmce 134, staci polozit 7||d||? = 2(F — Fy) +d* g, + d'g. Abychom
dostali korekei jako v pozndmce 135, staéf polozit 7||d||? = 6(F — F) + 3(d* g4 + dTg).

Jind moznost spoc¢iva v pouziti hodnot a gradientu funkce F' ve vice bodech, napiiklad v bodech x_, x,
x4, kde z_ je vektor z predchoziho iteracniho kroku. Zobecnénd kvazinewtonovska podminka se odvodi
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pomoci vhodné interpolace. Vsechny tyto modifikace (véetné té uvedené v pozndmce 152) vsak prilis
nezlepsuji (pii pouziti skdlovani dokonce zhorsuji) iéinnost metod s proménou metrikou. Proto se jimi
déle zabyvat nebudeme.

Zatim jsme se zabyvali modifikacemi metod z Broydenovy tfidy. Nyni popiSeme Davidonovu t¥idu
metod s proménnou metrikou. Tato t¥ida pouzivd vztahy (102)—(104), kde U; = [u;, d; — H;yi] a u; je
vektor, ktery se konstruuje rekurentné tak, aby platilo

uiy1 € L(U;), uly 1y =0 (227)

(vektor w; 41 je tedy linedrni kombinaci vektoru w; a d; — H;y; a je kolmy na vektor y;). Tuto podminku
splnuje napiiklad vektor
wipr = Y (di — Hyyi)ui — yi wi(ds — Hyyy). (228)

Véta 72 (Kvadratické ukonceni) Nechf x;, i € N, je posloupnost generovand metodou s proménnou
metrikou 2z Davidonovy tridy s presngm vibérem délky kroku (plati sl g;y1 = 0 Vi € N) aplikovand na
ryze konverni kvadratickou funkci

1
Q) = 1o — =) Gla — ).
Necht g; #0, 1 <i<n. Pak gnt1 =0 a xp41 = x*.

Dukaz Dukaz této véty je velmi podobny dukazu véty (40). Opét se indukeif pro 1 < j < ¢ < n+1
dokazuji vztahy (105)—(108) a navic vztah
uiy; =0, (229)

ktery se pouzivd v éasti (a) k dikazu toho, ze Ul'y; = 0, 1 < j < 4. Indukéni krok pro (229) je velmi
jednoduchy. Jelikoz u;11 € L(U;) a Ul'y; =0, 1 < j <4, plati uiT_Hyj =0, 1 <j <i. Protoze podle (227)
plati uiTHyi = 0, dostaneme uiT+1yj =0,1<j5<u. O

Véta 72 neposkytuje nic nového, co by nesplnovala i jednodussi Broydenova tiida metod s proménnou
metrikou. Néasledujici véta vsak ukazuje, Ze za jistych predpokladu méa Davidonova tiida vlastnost kvadra-
tického ukonceni i bez ptesného vybéru délky kroku.

Véta 73 Necht x;, i € N, je posloupnost generovand metodou s proménnou metrikou z Davidonovy tridy
aplikovand na ryze konvezni kvadratickou funkci Q(x). Pokud p; =1, v; =1 a yFu; #0, 1 <i < n, plati
H7L+1 =G

Dikaz Oznazme Z;, i € N, podprostor vektoru z € R™ spliujicich podminky

GH;z = z, ul'z=0.

7

Dokézeme indukef, ze dimZ,, 1 = n, takze GH,,,1 = I neboli H,,;; = G~!. Pfedpokladejme, ze pro néjky
index 1 < 4 < n plat{ dimZ; > ¢ — 1, (plati to pro i = 2, nebot s pouzitim (103) (104) a (227) dostaneme
GHyyy = Gdy = y1 a udy; = 0, takie y; € 25 a tedy dimZy > 1). Necht z € Z;. Jelikoz GH;z = z,
muzeme psat
(di — Hiyi)TZ = (dl — HlGdl)TZ = d?(z — GHZZ) = O,

coz spolu s u z = 0 dédvd Ul'z = 0. Podle (103) a (227) pak plati GH;412 = GH;z = z a ul, ;2 = 0,
takze z € Z;11 a tedy Z; C Z;41. Daéle s pouzitim (104) a (227) dostaneme GH,;11y; = Gd; = y;
a ul,,y; = 0, takZe y; € Z;41. Jelikoz predpokléddme, ze uly; # 0, nemize platit y; € Z;, takze

Poznamka 153 Ve vété 73 piedpokladame, ze yl u; # 0, 1 < i < n. Pokud ylu; = 0, plati pro tento

index pouze dimZ;;; > dimZ;. Nicméné dimenze podprostoru Z;;1 se nemuze snizit a po n krocich
splitujicich podminku y u; # 0 plati H; 1 = G~1.
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Pozndmka 154 D4 se snadno ukdzat, Ze aktualizace Hy = H + UMUT, kde U = [u,d — Hy], spliuje
kvazinewtonovskou podminku Hy = d, pokud

(d—Hy)(d—Hy)"  pugul

H.—H+ _ ,
* yT(d — Hy) yT(d— Hy)

(230)

kde ¢ = —det M je volny parametr a u, je vektor uréeny vztahem (228). Zvolime-li ¢ = 0, dostaneme
metodu hodnosti 1 (vzorec (119)), ktera pati{ do Davidonovy t¥idy. Davidonovu tiidu lze tedy chapat jako
zobecnéni metody hodnosti 1. Podstatné je, ze Davidonova tiida obsahuje aktualizace, pro néz je matice
H, vzdy pozitivné definitni.

Vztah (230) je velmi jednoduchy, neposkytuje vsak jednoduché vyrazy pro vhodné hodnoty parametru

¢ dévajici pozitivné definitn{ matici H, . Proto se pouziva aktualizace H, = H+UMU, kde U = P[d, Hy|
aP=UUTH 'U)"'UTH~ (P je matice projekce do L(U)).

Véta 74 Necht H, = H + UMU?Y, kde H je symetrickd pozitioné definitni matice a U = P|d, Hy), kde
P=UUTH'U)"'WTH=! a U = [u,d — Hy]. Pak H,y = d plati pravé tehdy, jestlize

1/ a 7
_ =\Nz +1 ) -7
=0 ( b ) b ’
_n n-1
b’ a
kde 11 je volny parametr a kde
a=yl PHy, b=yl Pd, c=d ' H 'Pd.

Ditkaz Jelikoz P(d — Hy) = d — Hy a PU = U (nebot d — Hy € L(U) a P? = P), mizeme kvazi-
newtonovskou podminku zapsat ve tvaru

UMUTPTy = Pd— PHy.
Ale

P 'P = H'vW'H'v)"'UTH'vWwTH ' U)tUuTH!
= H'vw'E'Uu)y'wtH = 'P=PT'H! (231)

takze UTPTy = UTPTH 'Hy = UTPTH-'PHy = UTH-'PHy, coz po dosazeni do kvazinewtonovské
podminky dava

|

Porovname-li koeficienty u Pd a PHy, dostaneme

[Pd,PHy] |: myi, Ma, :l |:
ma, M3

QS

] — Pd— PHy,

. b
a

)

O

} =UTH'U = [d, Hy|" P'H' P[d, Hy] = [d, Hy|" H'[Pd, PHy).

mJ) +mea = 1,

mQE —+ m3(,_l = —1.
Jeden parametr je nadbytecny. Zvolime my = —7/b a zbylé prvky mi,m3 uréime fesenim uvedenych
rovnic. Tim dostaneme matici M uvedenou ve vété 74. O
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Pozndmka 155 Vztah H, = H + UMUT miizeme roznasobit. Plati

1 s 1 T a a T
H. = H+ 5 Pd(Pd)" — = PHy(PHy)" + (de - PHy) (de - PHy) . (232)
a

SRS

Pro tuto aktualizaci plati stejné tvahy jako pro (116). Matice H, je pozitivné definitni, pokud 7 > 7*,
kde 77* = —b*/(aé — b?). Pro 7j = 1 dostaneme analogii metody BFGS.

Poznamka 156 Aktualizaci (232) muzeme vyjadrit v inverznim tvaru. Pouzije se k tomu stejny postup
jako v ditkazu véty 46 a rovnost BP = PT B, kterd plyne z (231). Plati

B

T

1 1 c c
By =B+ 3z P"y(P"y)" — —P"BA(P"Bd)" + <%PTy - PTBd) (gPTy - PTBd> . (233)

kde

Bi(ac —b%) + (B + 7)b* = b

Poznamka 157 Inverzi vztahu H, = H+UMUT podle diisledku 8 dostaneme (tak jako v ditkazu véty 46)
By = B+ BUKBUT. Polozime-li v = —Bu a V = [v,y — Bd], mizeme psat B, = B+ VKV, D4 se
snadno ukdazat, ze tato aktualizace spliuje kvazinewtonovskou podminku Byd = y, pokud

(y— Bd)(y — Bd)T ool

= — 4
Be=Bt g g @(y-Bd) (234

kde v = —det K je volny parametr a
vy = d¥ (y — Bd)v — d v(y — Bd). (235)

Vztah (234) je dudlni ke vztahu (230) a plati ¢ = ¢ /0, kde 6 = det H, / det H = det B/ det B,

Poznamka 158 Necht v = —Bu a vy je vektor uréeny vztahem (235). Pak plat{

*B+’LL+ = U%

Jelikoz nezédlezi na normé vektoru u, mizeme v dalS$im itera¢nim kroku pouzit vektor v; misto vektoru
Biuy. V prvnim iteracnim kroku lze volit vektory u a v libovolné.

Poznamka 159 Ke konstrukci matice P = U(UTH-'U)"'UT H~! je zapotiebi matice H~' = B, kterd
je k disposici, pouzivame-li aktualizaci (233). V piipadé aktualizace (232) muzeme pouzit vztah

P=UWUTH'U)"'U"H ' = HBU(U"BHBU)'U"B = HV(VTHV)~V,

ve kterém je misto vektoru u pouzit vektor v, urc¢ovany rekurentné podle vzorce (235). Ve vztahu (235)
vyuzivame toho, ze pro metody spadovych sméru plati Bd = —ag (pozndmka 86).

Z modifikaci, které jsme uvedli, méa prakticky vyznam pouze eliminace maticového nasobeni uzitim
véty 69. Ostatni modifikace 1ze pfekonat vhodnym skdlovanim (parametr ) a korekci (parametr p).
Metody z Davidonovy tfidy jsou efektivni co se tyce poctu vyéisleni hodnot a gradientt minimalizované
funkce. Vyzaduji vSak delsi ¢as vypoctu, ktery se spotiebovava na urceni projekci nebo parametru ¢ a v
v (230) a (234).

Poznamka 160 Zivérem uvedeme nékolik poznamek k implementaci metod s proménnou metrikou.
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e Vybér délky kroku: Metody s proménnou metrikou nejsou citlivé na vybér délky kroku. Je mozné
pouzit algoritmus 1 beze zmény. Voli se pocdtecni odhad o = 1 nebo (zejména v pocdtecnich
iteracich)

4(F — F;
a = min (1, (Z)> .

T
Si 9i

o Korekce (parametr p): Vypldcl se, zejména ve spojeni se skdlovanim, pouzivat parametr p urceny
zpétnym pouzitim véty o stfedni hodnoté (pozndmka 134) nebo pouzitim homogenniho modelu (poz-
ndmka 137) a upraveny tak, aby platilo p < p < p.

e Skélovani (parametr v): Vhodné skdlovani znacné zvysuje ti¢innost omezenych metod s promén-
nou metrikou (kdy 0 < n < 1), pokud volime parametr ~ tak, aby platilo b/c < p/y < a/b.
Skélovani v kazdé iteraci vSak neni tcelné, je tfeba pouzivat néjakou strategii, kterd omezuje pouziti
hodnoty v # 1 v téch iteracich, kde je to nevhodné. Nejvice se osvédcilo fizené skdlovani popsané v
poznamce 139.

e Vybér konkretni metody (parametr 7): Praktické zkuSenosti ukdzuji, ze z jednoduchych metod je
nejacinnéjsi metoda BFGS a ze metoda DFP je velmi Spatna. Ackoliv metodu BFGS lze prekonat

VVVVVV

ucinnosti), takze lze doporucit korigovanou a skdlovanou metodu BFGS.

Algoritmus metody s proménnou metrikou lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 4 Data e; = 1074, g5 = 0.9, £ > 0, p=0.01, p =100, y = 0.7, 7 = 6.

Krok 1 Zvolime poc¢atecni odhad z; € R™ a vypocteme Fy := F(x1), g1 := g(x1). Zvolime pocédtecni
symetrickou pozitivné definit{ matici Hy (obvykle Hy := I) a polozime i := 1.

Krok 2 Pokud ||g;|| < & ukonéime vypocet. V opaéném piipadé polozime s, := —H,;g; a uréime délku
kroku «; pouzitim algoritmu 1. Polozime x;1; := x; + a;s; a vypocteme Fji1 := F(x;41),
gi+1 = g(@iy1).

Krok 3 Polozime d; := ;41 — z; a y; := ¢i+1 — ¢;- UrCime parametr p; zpétnym pouzitim véty o

stiedni hodnoté (pozndmka 134) nebo pouzitim homogenniho modelu (pozndmka 137). Jestlize
pi < p nebo p; > p polozime p; := 1. Pouzijeme fizené Skalovani (pozndmka 139) s hodnotou ~;
takovou, Ze b;/a; < v;/p; < ¢;/b; a mezemi v < v <y (pro metodu BFGS volime v;/p; = b;/a;).

Zvolime parametr 7; > 0 a uréime matici H;,; podle (116) (pro metodu BFGS volime 7; = 1).

Krok 4 Zvétsime i o 1 a prejdeme na krok 2.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod s proménnou metrikou a jejich porovnani s metodou
sdruzenych gradientit pomoci souboru 92 testovacich problému s 50 a 200 proménnymi (jsou uvedeny
celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a selhéni F, jakoz i celkovy ¢as vypoétu). V tabulce je
kromé metody DFP (117), metody BFGS (118) a Hoshinovy metody (120) uvedena metoda, kterd pouzivd
hodnoty

N max(O,lechQ/(—af)/(ac))’ b?/(ac) < 1,
aNo= 1, b*/(ac) > 1

(pozndmka 133). Tuto metodu uvddime, abychom demonstrovali, Ze efektivita metody BFGS muze byt
piekondna vhodnou volbou parametru 7. Oznaceni typu Skalovani v prvnim sloupci tabulky ma stejny
vyznam jako v poznamce 139. Pro NS a PS se pouzivda hodnota p = 1. Pro CS se pouzivd parametr p
urceny pouzitim homogenniho modelu (pozndmka 137). Prvni sada sloupcu odpovidd dimenzi n = 50 a
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druhd dimenzi n = 200. Pro srovndn{ jsou téz uvedeny vysledky pro metodu sdruzenych gradientu CG (je
pouzita verze Hestenese a Stiefela a silnd Wolfeho podminka pro vybér délky kroku).

Metoda NIT NFV F Cas NIT NFV F Cas
DFP + NS 79799 84566 36 4.79 | 125737 138199 34 53.06
DFP + PS 89241 90993 39  4.76 | 143663 146872 42 54.94
DFP + CS 12857 15266 1 0.88 | 36030 43824 4 13.50
BFGS + NS 13192 21453 1 1.47 32492 57518 1 25.20
BFGS + PS 15193 16840 1 1.13 | 34724 38444 3 11.95
BFGS + CS 8024 9527 - 0.69 19439 22783 - 7.30

H + NS 15928 21565 1 1.42 | 36475 51893 1 17.03

H + PS 18561 19600 1 1.11 39889 42024 2 13.08

H+ CS 8225 9577 - 0.64 | 20716 24085 - 770

N + NS 11493 17537 1 1.22 | 29760 45904 1 16.42

N + PS 11895 13891 1 0.79 | 27048 29608 2  9.30

N + CS 7814 8796 - 0.63 18366 20426 - 6.99

CG 163098 311093 5 10.25 | 227547 417467 9 18.61

Poznamka 161 Z vysledki uvedenych v této tabulce lze ucinit nékolik zavéru.

e Metoda DFP je velmi neefektivni (pouzivame-li standardni vybér délky kroku zalozeny na pouziti
slabé Wolfeho podminky).

o Rizené skalovani velmi zvysuje efektivitu metod s proménnou metrikou (podobnou vlastnost ma4 i
intervalové skalovani).

o Efektivita metody BFGS muze byt pfekondna vhodnou volbou parametru 5 (napiiklad volbou
N
n=n").

e Metody s proménou metrikou jsou pro standardni (husté) ilohy mensich rozméru (do 250 proménnych)
mnohem efektivnéjsi nez metoda CG. To samoziejmé neplati pro rozsidhlé ulohy, pro které je bud
nemozné nebo nevhodné pracovat s plnymi maticemi.
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5 Metody s lokdIn€ omezenym krokem
5.1 Zakladni vlastnosti metod s lokdlné omezenym krokem
Poznamka 162 Pii vykladu metod s lokalné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

1
Qi(s) =gl s+ isTBis

pro kvadratickou funkci, kterd lokélné aproximuje rozdil F(x; + s) — F(x;) a oznaceni

wi(s) = (Bis + gi)/llgill
pro presnost urceni smérového vektoru (predpokladdme, zZe | g;|| # 0, nebot v opaéném piipadé je bod z;
staciondrnim bodem funkce F'). Dale budeme pouzivat oznaceni
F(x; +s) — F(x;
(o) = Flait )~ Play
Qi(s)

pro podil skute¢ného a predpovédéného poklesu funkce F'.

Definice 25 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda xip1 = x; + ays;, i € N, je metodou s lokdlné
omezenym krokem, jestliZe smérové vektory s; € R™, i € N, se uréuji tak, Ze

[[s6]] < 0A, (Tla)
8]l < 0A; = ||lwi(s:)|| < @i <@, (T1b)
—Qi(s:) > allgi|| min(A;, [|g:ll /|| Bill), (T1c)

kde0<§<1<0,0<0<1a0<w<1, délky kroku o; > 0, i € N, se vybiraji tak, Ze

pi(si) <p = a; =0, (T2a)

pi(si) >p = q;p= 1, (T2b)

kde p > 0, a ¢isla 0 < A; <A, i €N, se voli tak, Ze

pi(si) <p = Bllsill < Aivr < Bllsill, (T3a)

pi(si) 2P = Ay <A1 <min(yA;, A), (T3b)

kde0 < B<B<1<y<o0al0<p<p<l,pricems 6 <1,

Poznamka 163 Jestlize w = 0 nebo w > 0, dostaneme presné nebo neptesné metody s lokdlné omezenym
krokem. Pifpad, kdy § < 1 < § mé vyznam pfi piiblizném vypoétu optimalniho lokalné omezeného kroku.
V ostatnich pifpadech lze poklidat § = 1 a d = 1. Cislo o neni vnéjsim parametrem metody. Jeho existence
mus{ byt zarucena, ale jeho velikost zavisi na zvolené metodé (obvykle ¢ = 1/2). V (T2) obvykle volime
p = 0. Pokud p > 0, dostaneme silngjsi tvrzeni o globélni konvergenci (véta 76). Cislo A > 0 slouzf k
omezeni délky kroku, abychom se nedostali mimo definiéni obor Dy funkce F : Dp — R. Pii vySetfovani
metod s lokdlné omezenym krokem budeme piedpoklddat, ze Dp(F) + B(0,A) C D. Pak x; +s; € D
Vi e N.

Pozniamka 164 V podmince (T1c) se nékdy pouziva ||s;|| misto A;, coz je mozné, nebot podle (T1a)

plati A; > ||s;]|/d. Navic A; se v podmince (T1c) uplatiiuje vétsinou tehdy, kdyz ||s;|| > A, (viz dikaz
véty 80).
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Poznamka 165 Normy v (T1) a (T3) mohou byt i jiné nez euklidovské. V tomto pfipadé se vyuzivd
ekvivalence norem. Pro libovolnou vektorovou normu ||s||. plati v||s| < ||s|l. < 7||s|| a podil 7/v pak
vystupuje v odpovidajicich vzorcich.

Poznamka 166 Pii vysetfovani metod s lokalné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni
Ny = {Z € N: ||31|| < éA,L},
N2 = {Z S N . ,01(82) > B},
N3 ={i € N :pi(s;) = p}.

Jelikoz 0 < p < p, plati N3 C Na.

Lemma 28 Aplikujeme-li metodu s lokdlné omezengm krokem (T1)—(T3) na funkci F : D — R, kterd
spliiuje podminku (F3), existuje konstanta 0 < ¢ < 1 takovd, Ze

[sill > cmi/M;, (236)
kde
mi = min, 195,
Mi = Inax ”BJH
1<5<i

Dukaz (a) Necht ¢ € N;. Pak podle (T1b) plati

1 Bisill = llgalll < 1| Bisi + gill = llwi(si)llllgill < @llgll,

takze bud || B;s;|| > ||gi]| nebo || Bisi|| < |lg:ll a || Bisill > (1—@)||g:||. Spojenim téchto nerovnosti dostaneme
[1Billllsill = || Bisill = (1 = @)llgill, coz dava [|si[| = (1 — @)mi/M;.

(b) Necht ¢ ¢ Ny a i & N3. Pak podle definice mnoziny N3 a funkce Q;(s) plat

_ _ 1 _
Flas +50) = (o) > pQs(s) = (s + 557 Bos ) = 9 ol = 1Bl s ).

Z druhé strany pouzitim (1) dostaneme
F(zi+si) = Fa;) < gf s+ Glsil1%,
coz dohromady dava

(G +plB:Dsill* = (7 — 1)g s
Podle (T1c) plati

—allgill min(Ag, llg:ll /1 Bill) = Qilsi) = g si — | Billllsall?,

coz spolu s predchozi nerovnosti dava

G +plBllsill* = (7—1)gsi = (p— VIIBillllsill* —
a(p = Dllgil| min(Ag, [lg:[l/11B:ll),

neboli
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(G +1BilDlIsill* > a(1 = p)llgll min(A, [lgal /[ Bil]),

— M; — _ a(l—p
(G+[[Bi]) Bl Isill*> > (G + | BilDlIsill* > a(1 = p)llgil| Ai > %H%”H&H,

cor divi i > (a(1 - p)IBul/ (B(G + | Ball))) mi/ M.
(c) Necht i = 1. Pokud ||g1]| = 0, plati zfejme ||s1|| > |lg1]l/||B1l| = m1/Mi. Pokud ||g1]| # 0 muzeme psat

ls1I[l| Bl |lg1ll

a1l =
gl 1B "

takze [|s1]| > ([[sa[l[|Byll/llgrll)ma /My
(d) Necht 7 & Ny, i € N3 ai# 1. Necht k < i je nejvétsi index pro ktery neplati soucasné k & Ny, k € N3
a k # 1. Pak podle (T3) a (T1a) plati

Isill > 0A; > A1 > ... > 6Ak41 > BI]|sklls

takze podle (a)—(c) plati

llsill > B3llsk|l > cmu /My > cm;/Ms,
kde

Cﬁ5mm<ﬁw)5 OPW&HmHBN).

ol
SG+ B gl
O

Lemma 29 (Powell) Necht A;, i € N, a M;, i € N, jsou dvé posloupnosti kladnyjch cisel a N5 C N.
Necht

Ai2ﬁ>0, i€ N, (237)
kde p > 0,
Aiy1 < A, i€ N, (238)
My, > M; 1 €N, (240)
kde 0 < B<1<7,a
1
1€ N3
Pak )
1EN

Diikaz (a) Necht i € N, necht r je piirozené éislo takové, ze 371y < 1 (takové &islo existuje nebot 5 < 1
a vy < o0) a necht p(7) je pocet indexu z mnoziny [1,4] = {1,...,i}, které jsou prvky mnoziny N3 (¢ili p(4)
je mohutnost mnoziny [1,¢] N N3). Necht i € Ny, kde

Ny={ie N :rp(i) <i}.
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Pak podle (238) a (239) plati

A; < APE=DGi=1=p(i=D A | < 4 (i=D/rgr=1)(i=D/TA | < (vﬁ(rfl))(i_l)/r

1-

Protoze podle piedpokladu je y87~! < 1, mlizeme psét

Z A, < Z (’yﬂ(r_l))(ifl)/r A, < i (Pyﬁ(r_l))(ifl)/r AL % .
i=1

i€Ny 1€ENy 1- (’yﬁ(ril))

Pouzijeme-li nynf (237), dostaneme

(b) Nyni staci dokdzat, ze

kde N5 = N \ Ny, takze N5 = {i € N : rp(i) > i}. Oznaéme
NSZ{il,i27i3...}7 N5:{k1,k2,k3..}
(pfedpokldddme uspordadani prvka podle velikosti) a sestrojme mnozinu
N6 = {ll,lg,l:g...} = {7;17...,il,ig,...,2'2,2.3,...72.3,.. }
—— —— —
r—Kkrat r—krat r—Kkrat

7 konstrukce mnoziny N5 plyne, ze
rp(k;) >k; >j VjeN,
takze podle definice mnoziny Ng dostaneme
li <lppryy <ipy) <kj Vj€EN,

nebot i,x;) je posledni prvek mnoziny [1, k5] N N3. Podle (240) tedy plati M;, < My, Vj € N, takze podle

(241) dostaneme
1 1 <1 1 1
_— — < _— _— — < s
Z M, Z M, = 2«1, Z M, "2 =
i€N5 j=1 J 7j=1 J 1€ Ng

coz spolu s (a) déva (242). O

Véta 75 Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezenym krokem (T1)-
(T3) takovd, Ze

o0

1. = o0, (243)

M,

i=1""
kde M;, i € N, jsou ¢isla definovand v lemmatu 28. Necht funkce F : D — R spliiuje podminky (F1) a
(F3). Pak plati

liminf ||g;|| = 0. (244)
71— 00

135



Dukaz (a) Predpoklddejme, Ze existuje éislo ¢ > 0 takové, ze ||g;|| > € Vi € N. Pak podle (Tla) a
lemmatu 28 plati

1 CE A W
A; > =|ls]| > =—— = — 245
2ol 2 £2 2 (215)

Vi € N. Protoze N3 C N3, muzeme s pouzitim (245) psit

F,— Fiy1 = F(z;) — F(z; + s) > —pQi(s;) > pagemin (Ai, ]\Z) > pggg £
Vi € N3, takze
00 — 2
. poec 1
Fy—F>lim (Fy = Fip) =) (F;~ Fip) 2 ) (F — Fip) 2 - A
i=1 i€N3 1€N3

Plati tedy

i€N3
(b) Polozime-li = 6 < 1la~y= 7 > 1, jsou splnény piredpoklady lemmatu 29, takze plati (242) coz je

ve sporu s predpokladem véty. O

Poznamka 167 Piedpoklady véty 75 jsou splnény naptiklad tehdy, jsou-li matice B;, i € N, stejnomérné
omezené, kdy plat{

|B;|| < B VieN.
Diikaz tohoto diléiho tvrzen{ je velmi jednoduchy. Staci ¢ast (a) dukazu véty 75 pozménit tak, ze

o0 2
. 1
Iy —EZZ,ILIEO(}’H —Fiq) = g (F; — Fiyq) > E (F; — Fiyq) >
i=1 iE€N3 i€N;

Je-li mnozina N3 nekonecénd, dojdeme ihned ke sporu. Je-li mnozina N3 koneénd, musi podle (T3a) platit
A; — 0, coz je ve sporu s (245), nebot M; < B.

Poznamka 168 Piedpoklady véty 75 jsou splnény také tehdy, jsou-li matice B;, i € N, dostatecné
omezené, kdy plat{
1B <Ci VieN

a ¢isla C; vyhovuji rekurentnim nerovnostem

Cis1 <Ci+C|lsi|| < Cy + C5AG,
kde C; > 1 a C > 0 jsou vhodné konstanty. V tomto piipadé plati

1 1 > 1 1 1
>+ - >4 Z =00,
ZMz- =0 ch+cam—01 Cl+05AZZ >

i=1 i=1 i=1

—_

nebot harmonickd fada je divergentni.

V pozndmce 25 jsme ukdzali, Ze pro metody stejnomérné spadovych smeéra plati ||g;|| — 0. Nyni
dokazeme, ze totéz plati pro metody s lokalné omezenym krokem, jsou-li matice B;, ¢ € N, stejnomérné
omezené a plati-li p > 0.
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Véta 76 Necht x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezenym krokem (T1)-
(T3) takovou, Ze ||B;]| < B Vi € N a p > 0. Necht funkce F': D — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak
plati

lim ||g;| = 0.
i—»00

Dikaz V poznamce 167 jsme ukézali, ze plati
lim inf |g;[| = 0.
11— 00

Predpoklddejme, ze
limsup || g;[| > &> 0.

11— 00

Za tohoto piedpokladu musi byt mnozina No nekoneénd a musi obsahovat nekoneénou podmnozinu No C
N, takovou, ze ||gi|| > & Vi € N4 (pokud by byla N, koneénd, existoval by index k € N takovy, 7ze x; = xy,
Vi > k a tudiz ||g;|| = 0 Vi > k). Predpoklddejme pro jednoduchost, ze Ny = N (v opaéném piipadé
muzeme posloupnost Ny precislovat) a oznaéme

N2 - {kl,k27k3, .. .}.

Jelikoz posloupnost F'(xy,), j € N, je podle (T2) nerostouci a podle (F1) zdola omezend, ma tato posloup-
nost limitu a existuje tedy index m € N takovy, ze

oe? 11 _
F(xkj)_F(xkj+1)<B462 mm(B G) Vi > m.

Necht [; je nevétsi index takovy, ze k;j < 1; < kjy1 a ||lgi|| > £/(20) Vk; <1 < I;. Pak podle (T1) a (T2)
plati
F(z;) — F(x131) > palgi]| min (Al ”gl|> ngmln (|sl| ) VEk; <1<,
- 1Bl 2% 2B ’ >
takze
2
B% min (; (1;) > Flaw,) - Flaw,,,) > Flaw,) — Flay)
L

L
o€ €
= (F(x)) — F(zi141)) > p = E min <||sl||7 > .
" & 2B

I=Fk;

Porovndme-li obé strany této nerovnosti, vidime, ze pifpad, kdy |s;|| > £/(2B) nemuze pro k; < | < ;
nastat (v opa¢ném pifpadé by pravé strana nebyla mens{ nez levd). Muzeme tedy psdt

1 1
IIsi]l < = mln (, ) < £
B G 2G

Pouzijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnost{ (20), dostaneme

L

I=kj

<!

1
£
lg(@r;) — 9@y +1)|| < Gllaw, — 2,44 < Z llsull < 3-
1=k,
Jelikoz posloupnost Ny je nekoneénd a plati liminf; o ||g;|| = 0, mus{ existovat index j > m takovy, Ze

l; +1 < kj41. Pak podle toho co jsme dokézali plati

E £
lgCz) | < llg(zi+ 0l + llg (@) = 9(z )l < 5 + 5 =¢,
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coz je ve sporu s predpokladem, ze ||gx, || > & Vk; € Na. O

V dalsi ¢asti tohoto oddilu budeme ptredpoklddat, ze x; — ™ a ze bod z* € R™ vyhovuje postacujicim
podminkdm pro extrém (véta 2). Abychom nemuseli stéle ovérovat zda pro dany index ¢ € N jiz plati x; €
B(z*, ), nahradime predpoklady véty 2 silnéjsimi predpoklady (F4) a (F5). Tim se formalné zjednodusi
a zpiehledni vétsina dukazu aniz by doslo k Gjmé na obecnosti. Nejprve ukdzeme, ze jsou-li matice B;,
i € N, dostatecné omezené a plati-li (F4), (F5) a

Ai+1 < WHSZH Vi € N3, (246)
kde 7d > 1, jsou tyto matice stejmomeérné omezené.

Véta 77 Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezenym krokem (T1)-
(T8), pro kterou plati (246). Necht x; — x*, kde z* € R"™ je staciondrnim bodem funkce F € C?> : D —
R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak, jsou-li matice B;, i € N, dostateéné omezené, jsou
stejnomeérné omezené a plati

o0

Z IIs: ]| < oo.

i=1

Diukaz Necht k € N3 a l € N3 jsou dva indexy takové ze j & N3 Vk < j < I. Pak podle (T1a), (T3) a
(246) plati

Isjll < 0A; < Bollsjmall < ... < (BO) ™ Hsrall < ;(55)j_kAk+1 < 7;(,5’<5)j_k||8k||
Vk < j < I, neboli
lz_f lls;1 < QHSkH Z (Bé)’~ L——IISHI = Dllskll;
par B(1-59)

kde D = y%/(B(1 — Bd)) > 1, takze pro libovolny index i € N plati

Ci+ Clsill <D(C1+ Y Clis;l)

Jj=1 JEN3

(pfedpokldddme bez Gjmy na obecnosti, ze 1 € N3). Nyni muZzeme postupovat podobné jako v dikazu
véty 13. Pouzijeme-li (T1), dostaneme

F_F (s . 5 , 5 Ml s,
Bt QU 5 (3,100 5 (1,100 » 22 Ll
llg:ll llg:ll C; 0 C; § gl + Cills]]

Vi € N3, nebot pro libovolna kladng éisla a, b plati min(a,b) > ab/(a + b). Déle podle (F4) plati
1 1
0> Fipa = F > 57 gi + 5Glsil* = =[lsilllgill + 5Glsill*,

neboli

2
[|sill < §||9¢||

Vi € N3 (bez ijmy na obecnosti budeme piedpokladat, ze G < C1, takze G < C; Vi € N3). Vrétime-li se
k ptuvodni nerovnosti, muzeme psat
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F;— Fiq

peG Cllsill Cllsill
gl

g poG
35 Ci = 85C C1+ X Clisjll ~ 33CDC+ Yy, Cllsill

Y

pe lollsd
1)

2
llg:ll + aci“giH

Vi € N3, takze jako v dukazu véty 13 plati

oG s~ Clsll g P g RoFn V26 pn
300D & Cv+ Y ey, Clisill — &5 Mol — & el — &
Existuje tedy ¢islo C, takové, ze
k—li o k—1 . o
Cr <Ci+ ) Clissl <D(Ci+ ) Clisyll) < DCy/C
Jj=1 JEN3

Vk € N (viz dikaz véty 10), takze || Bg|| < Cx < BVk € N, kde B = DC;/C. Z toho 7e Cl—l—zg?;ll Clls;ll <
B Yk € N plyne nerovnost

o0
D llsill < oo
i=1

O

Poznidmka 169 Podminku (246) splnime snadno tak, ze polozime A;11 = 7||s;||, pokud v (T3c) vyjde
Ait1 > 7||si||. Poznamenejme, ze jelikoz 74 > 1, muZe tento piipad nastat pouze tehdy, kdyz i € Ny.
Muzeme se presvédcit, ze se touto Upravou neporusi platnost zadné z vét o globalni konvergenci, ani
platnost véty 79 o superlinearni konvergenci. Véta 77 ma vyznam pii vySetfovani superlinedrni konvergence
metod s proménnou metrikou pro idké tlohy (véta 151)).

Véta 78 (linedrni konvergence). Necht x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné
omezengm krokem (T1)—(T3) takovou, Ze ||B;|| < B Vi € N. Necht x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim
bodem funkce F € C? : D — R, kterd vyhovuje podminkdm (F4) a (F5). Pak plati

oo
D i — ]| < oo
i=1

Diukaz (a) Dokdzeme nejprve, Ze posloupnost z;, ¢ € N3, je linedrné konvergentni. Dukaz tohoto diléiho
tvrzeni je velmi podobny dukazu véty 14. Necht i € N3. Podle lemmatu 28 existuje index k < i takovy,
ze ||s;|| = (¢/B)l|gk||- Jelikoz posloupnost F(x;), i € N, je nerostouci, plati

F(a) = F(a®) _ G o —a*|® _ G* Jgill®

1> > 2 —
Flrg) = Fe*) = 2 lgrll? 2G> llgwl?

(pouzivame vztahy (18)—(24)), takze
1 cG

\ﬁ?@”gi“'
Jelikoz i € Ng, plati p;(s;) > p, coz spou s (Tlc) dava

l[sill > (247)

— . C
Fi = Fiun 2 palginin ( = 228 g > Ll

S
|
oy
)
|
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kde

c:p%%g< pg§<1,
20 B 0G
nebot podle lemmatu 28 plati
__200-p)|Bil

G+ Bl G

G
Fi+1_F*§(1_CG>(Fi_F*) Vi € N3,

takze posloupnost z;, ¢ € N3, konverguje k bodu z* R-linearné, coz dava
Z lzir: — x5 < 0.
i€EN3
(b) Jelikoz x; 11 = x;, pokud i € Na, budeme bez ijmy na obecnosti predpoklddat, ze No = N (v opa¢ném
pifpadé muzeme posloupnost Ny piecislovat). Déle budeme predpoklddat, ze 1 € N3 (dukaz pro 1 & N3
nen{ principidlné slozitéjsi, jen se prodlouzi). Necht ¢ € N3 a k > i je index takovy, ze j & N3 Vi < j < k.
Pak plati a e o
sl <38, < Bollsyoall < ... < (BOY " lsia (248)
Vi < j < k. Podle (247) a (21) plati ||s;|| > collgill > coGlleil|, kde co = (1/v/2)(cG)/(BG). Jelikoz
posloupnost F(x;), i € N, je nerostouci, pak pro libovolny index j > i plati
Flzj) - F(z") _ G el
T F(z) - F(z*) — G el

neboli ||e;|| < 1/G/G |le;||. Mizeme tedy psat

G 2 G A
[sitall = llzive = zipa ] < lleipall + leil <24/ QHQ‘H < pwed| §||8i|| =2|lsqlls

coz po dosazeni do (248) d4va

k k
S il < sl + > c<m>ﬂ‘-"-1||si||<( n M) il
j=1

j=i+1

takze podle (a) plati

Zl\%—w =3 Jsill < (1+

i€ENo

3) Xl <.

1€EN3
O

Pozndmka 170 Ve vété 78 nepotiebujeme, aby byla splnéna podminka (246). Vyzadujeme vsak aby
matice B;, i € N, byly stejnomérné omezené. Plati-li (246), muzeme pouzit silnéjsi tvrzeni véty 77.

Véta 79 (superlinedrni konvergence). Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdiné
omezenym krokem (T1)-(T3) takovd, Ze x; — x*. Necht funkce F': D — R spliiuje podminky (F4) a (F5).
Necht

lim w; =0, (249)
71— 00
B; — Gi)s;
lim 1B = Gosill _ (250)
ivoo si]

Pak posloupnost x;, i € N, konverguje Q-superlinedrné k bodu z* € R™.
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Diikaz (a) Necht 0 < G < A(G*) < A\(G*) < G. Ukézeme, 7e existuje index k; € N takovy, 7e

1
gill > §QH5iH
a
oG?
— il S; > —— S; 2
Q) > s

Vi > k1. Oznaéme v; = (B; — G;)s;/||si||. Pak plati

Bis; = G;s; + 9|s4],

takze

1Bisill < MG)llsill + 19:[l11s:1],

si Bisi > MGy |sill® = 193llls:]|”
a jelikoz [|0;]| — 0 (podle (250)) a A(G;) — A(G*) < G, A(G;) — A(G*) < G, existuje index k1 € N
takovy, ze || Bisi|| < G||s;i| a s Bis; > G||si||? Vi > ky. Z definice Q;(s;) pak plyne plyne
T L7 1 2
02 Qilsi) = gi si + 58 Bisi 2 5Gllsill” — llgalll}sill.
coz davé ||g;|| > (G/2)||s:|| Vi > k1. Pouzijeme-li (T1lc) a pfihlédneme-li k pozndmce ??, muzeme psét

oG . G UG2 ||2

—Qi(si) > allgill min([|s: |, lg:1l/G) > = min(L, %)H&HQ =" [|si

(b) Ukézeme, ze existuje index ko > k1 tak, ze i € N3 Vi > ko. Podle véty 3 plati

1 1
F(z; + si) — Flx:) = 5] gi + 55?01'81' + o(||si]l*) = Qi(si) + 55;(@' — Bi)si + o(||si]?),
takze

oy = Flzitsi) = Fa) _ s; (Gi — Bi)si + o(||si]*)
pilsi) = Qi(si) = 2Qi(s:)

Podle (a) vsak plati

s (Gi = Bi)si + o(llsil®)| _ 2G [[9illllsill* + o(llsill*)
2Qi(s:) T oG? [[si|?
nebot ||¢;]] = 0. Plati tedy p;(s;) — 1 a jelikoz p < 1, existuje index ko > ky takovy, ze p;(s;) > p Vi > ko.

— 0,

(¢) Ukdzeme, zZe existuje index k > ko takovy, ze i € Ny Vi > k. Poznamenejme nejprve, ze mnozina
N1 C N je nekone¢nd. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by index k > ko takovy, ze i & Ny Vi > k.
Muselo by tedy platit ||s;|| > 0A; > dAk Vi > k, nebot z (b) plyne, ze i € N3 Vi > k > ko. To je vsak
spor, nebot podle (a) plati ||s;|| < 2|l¢;||/G, takze ||g;|| — 0 implikuje ||s;|| — 0. Omezme se nyni pouze
na indexy ¢ > ko, i € Ny, a oznatme w; = w;(s;). Podle (249), (250) a (T1b) plati |jw;]| Moa A Mo,
takze stejnym zpusobem jako v dukazu véty 16 se dd ukazat, ze existuje index k3 > ko, k3 € Ny, takovy,
ze

Gllsill < llgill < Gllsl]

Vi > ks, i € N;. Pouzijeme-li vétu 3, muzeme pro ¢ > kg psat
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gi+1 = g(xi + ;) = gi + Gisi + o(|[si]),
nebot podle (b) i € N3 C No pokud i > k3 > ko. Oznacme

A = Gt =9~ Bisi _ _illsi]| + o(]]si])
lgill llgil
(pro i > k3). Pak z nerovnosti G||s;| < |lgill, platici pro ¢ > ks, i € Ny, plyne, ze || A < ||9i] +
o(1))/G M. Jelikoz zaroven ||w;|| M0, existuje index k > ks, k € N, takovy, ze I\l < (G/G)/(20) a
lwill < (G/G)/(26) Vi > k, i € N;. Pak pro ¢ > k dostaneme

1

IA

1
llsitall lgiv1ll < 5(||9i+1 — gi — Bisi|| + || Bisi + gil]) <

1 1 1
(I + Bl < (35 + 55 ) sl = s
Jelikoz podle (b) ¢ € N3 C Na, pokud i > k, plati A, 11 > A, coz davé

<

IR QR

[sivall < llsill /6 < Ay < Ay,

takze i + 1 € Ny. Pokracujeme-li takto déle, dostaneme 7 € Ny Vi > k.
(d) Superlinearn{ konvergence. Plat{

Igitall  Nlgit1 = gi = Bisill + [ Bisi + gill

< < IXll + flewell,
lgill llgall ' '
coz spolu s || A;|| = 0 a ||w;|]| — 0 dava
i _
- G :
o Dz =2l G el
imoo oy —a*|| T Gimee g
O
5.2 Metody s optimdlnim lokdIné omezenym krokem
Definice 26 Metody s optimdlnim lokdlné omezenym krokem pouzivaji smérovy vektor
' = in Q 251
s; = arg min Qi(s), (251)
pricemz ||st|| = A;, pokud toto minimum nent jediné.

Vektor sf urceny podle (251) je nejlepsim moznym lokalné omezenym krokem, nebot je globdlnim
minimem kvadratické funkce @;(s) v oblasti uréené nerovnosti ||s|| < A;. Abychom ukézali vlastnosti
tohoto TeSeni, budeme se nejprve zabyvat feSenim jednorozmérné tlohy

S; (a*) = arg ”S(‘le)lhI%Al Qi (S(O()), (252)

kde s(a) = —ag.

Lemma 30 Smérovy vektor s;(a*) € R™ uréeny podle (252), ktery lze vyjddrit ve tvaru

T
* gi gi
si(a”) = —— 9, 98 Bigi > |lgil®/ A, (253)
9; Bigi
o) = B T8 o < lal3 /A 254
Sl(a ) - ||g||gl7 gz ZgZ < ||g7,|| / (3 ( )

vyhovuje podmince (T1c) s o =1/2.
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Diikaz (a) Pokud g! B;g; > ||gi||?/A:, je funkee Q;(s(a)) = (1/2)a?gl Bigi — agl gi ryze konvexni, nabyva
svého minima pro o* = —g! g;/g7 B;g; a plati

ng||
H(a®)|| = < A
||Sz(a )” TBzgz = Sy

takze vektor s;(a*) je feSenim tlohy (252). Navic plati

o ngBlgl 2 (9?3191)2 2 9; Bz i 2 '

(b) Pokud ¢! B;gi < ||lgil|?/Ai, je Qi(s(a)) = agl'Bigi — g¥gi < 0 pro a < o* = A;/||gi||, nebot bud

9 Bigi < 0 nebo Qi(s(e)) < Qi(si(a”)) = (Ai/llgill)gi Bigi — g 9: < 0. Jelikoz [|s;(a*)|| = Ay, je vektor
s;(a*) Tesenim tlohy (252) a plati

" 1 A? 1 1
—Qi(si(a”) = Ayf|gi| — 219 ”29 Bigi > Aillgill — iﬁngz‘H = §Az‘||gz’H-

O

Poznidmka 171 Lemma 30 zduvodiuje volbu podminky (T1c), nebot ukazuje, ze lze najit vektor, ktery
této podmince vyhovuje.

Poznamka 172 Vektor s;(a*), ktery je feSenim tlohy (252), se ¢asto nazyva Cauchyovym krokem.
Véta 80 Smérovy vektor sf € R™ urcéensj podle (251) vyhovuje podminkdm (Tla)-(Tic) sd =1, =1,
T=0ac=1/2.

Diukaz (a) Podminka (T1a) je piimo soucédsti podminky (251). Predpoklddejme, ze sf € R™ je FeSenim
ulohy (251), pricemz ||s7|| < A;. Pak nutné Q;(s) je ryze konvexni funkce a B;s +g; = 0, takze w;(s}) =0
a
1
~Qi(s7) =g/ Bi 'gi — *g i B g = *gi ;B g > Sllal*/ 1Bl

(b) Necht ||s7]| = A;. Podle (251) musi byt Q;(s}) < Q;(s;(a*)), takze nutné

—Qi(s}) = —Qi(si(a")) = %Hgillmin(ﬁm lgill /1l Bill)-

Nyni uvedeme dulezitou vétu, kterd charakterizuje feseni tlohy (251).

Véta 81 Vektor sf € R™ je reSendm dlohy (251) prdvé tehdy, jestlize ||st|| < A; a jestliZe existuje cislo
Af > 0 takové, Ze matice B;+ A} 1 je pozitivné semidefinitni a plati (B;+X i I)sf+g; =0 a (||sf]|—Ai;)A\f = 0.

Dukaz (a) Nejprve dokdzeme nutnost. Jestlize ||s7|| < A;, pak nutné B;s; +¢g; = 0 a (||sf|| — A;) # 0
a funkce Q;(s) je konvexni, takze matice B; je pozitivné semidefinitni. Jsou tedy splnény dokazované
podminky s A¥ = 0. Jestlize ||s}|| = A; musi byt splnény Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky
(Bi+ AN Dsi4+g; =0a (||sf||—Ai)Af =0, kde AF > 0 (tvrzeni 4). Zbyva dokdzat pozitivni semidefinitnost
matice B; + AfI. Pro libovolny vektor s € R™ takovy, ze ||s|| = A;, plati

1 1
Qi(s) = Qi(s)) = g (s=s7)+ 55 Bis = 5(57)" Bis;
1 1
= (s)T(B; + M\ I)(sf —s) + isTBl-s - §(sf)TBls;k
1
= S lsr = )T (Bat XI55 — )+ A ()] — 7s)

(st — )T (B + A I) (st — 5) > 0.

DN = N =
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Jelikoz oba vektory s a s} lezi na kouli o poloméru A;, muze se vektor v = £(s — s7)/|ls — sf||, kde
s # s, rovnat libovolnému vektoru na jednotkové kouli, s vyjimkou vektort kolmych k s}, a plati pro néj
vI(B; + A\fI)v > 0. Necht v € R", ||v]| = 1 a vTs} = 0. Pak existuje posloupnost v; € R", ||v;| = 1,
vl'st # 0, i € N takova, ze v; — v, takze v1(B; + A\f1)v = lim; o0 v] (B; + AfI)v; > 0. Plat{ tedy
vT(B; + A\fI)v > 0 Vv € R™, takze matice B; + A} I je pozitivné semidefinitni.

(b) Nyni dokdzeme postacitelnost. Jestlize ||s]| < A, je funkce Q;(s) konvexni (matice B; + AfI je pro
Af = 0 pozitivné semidefinitni), takze nutné podminky jsou zéroven postacujicimi podminkami. Jestlize
[s¥]] = A;, pak dokazované podminky implikuji (tak jako v (a)), ze

Qu(s) ~ Quls?) = o7 (s—s)+ 5" Bus = 3 s7) Bus;
= (5= )T (B4 XiD)(si — ) + A () s —5Ts) >
> (st~ )T (Bi+ NT)(st — ) 2 0
pro viechny vektory s € R™ takové, ze ||s|| < ||s;i]| = A,. O

Neékteré dobré vlastnosti metod s optimalnim lokdlné omezenym krokem zustanou zachovény i kdyz
fesfme dlohu (251) pouze piiblizné. Proto zavddime pojem kvazioptimdlnich metod s lokélné omezenym
krokem.

Definice 27 Metody s kvazioptimdlnim lokdlné omezengym krokem pouZiaji misto podminky (T1c) podminku
Qi(si) < vQi(sy) (255)

s 0 <wv <1, kde vektor s je Tesenim tlohy (251).

Poznamka 173 Podle definice 27 a véty 80 spliiuje metoda s kvazioptimalnim lokalné omezenym krokem

podminku (T1c) s ¢ = v/2.

5.3 Newtonova metoda s lokdIn&€ omezenym krokem

Newtonova metoda pouziva matice B; = G(z;),i € N, takze z (F4) plyne || B;|| = ||G(x;)|| < G,i € N.

Véta 82 Necht funkce F : D — R spliuje podminky (F1) a (F4). Pak Newtonova metoda realizovand

jako metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Je-li navic splnéna podminka (F5) a
plati-li x; — * a w;(s;) = 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrni.

Diikaz Globdlni konvergence plyne bezprostiedné z véty 75 (plati ||B;|| < G,i € N). Superlinedrn{
konvergence plyne z toho, ze B; = G;, takze

Bi — Gi)si
B: = Go)si] < ||Bi = Gil| =0,
[EH|
coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje Q-superlinearni konvergenci (véta 79). O

Nejpouzivanéjsi jsou tyto realizace Newtonovy metody.

(a) Neptesnd Newtonova metoda (kdy w;(s;) > 0). Jestlize plati (F4)—(F5) a w;(s;) — 0, je tato realizace
Q@-superlinedrné konvergentni. Soustava B;s;+g; = 0 se fesi nepfesné metodou sdruzenych gradienti,
coz je vyhodné zejéna pro rozsahlé #idké 1ilohy, nebot je obvykle zapotiebi méné nez O(n?) operact
na iteraci.

(b) Newtonova metoda s kvazioptimalnim lokdlné omezenym krokem. Pro tuto realizaci plati obzvlasteé
silné tvrzeni.
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Véta 83 Nechtz;, 1 € N, je posloupnost uréend Newtonovou metodou s kvazioptimdlnim lokdlné omezenym
krokem. Necht funkce F': D — R splnuje podminky (F1), (F2) a (F4). Pak existuje hromadng bod x* € R"

posloupnosti x;, i € N, takovy, Ze g(z*) =0 a G(x*) > 0. Necht navic bod =* € R™ vyhovuje postacugjicim

podminkdm pro extrém (g(z*) =0 a G(z*) = 0). Pak 2* € R" je jedingm hromadngm bodem posloupnosti

xi, 1 € N, a posloupnost x;, i € N, konverquje Q-superlinedrné k bodu x* € R™.

Dukaz (a) Nejprve dokdzeme existenci hromadného bodu posloupnosti x;, i@ € N, spliujictho nutné
podminky pro extrém. Mohou nastat dva ptipady. Bud

liminf A; =0

71— 00
nebo
liminf A; > 0.
71— 00
V prvnim piipadé existuje podposloupnost x;, : € M C N, takova, ze
A;—0 a ig€gN3y VieM (256)
(nebot 7 = 00). Ve druhém piipadé existuje podposloupnost x;, i € M C N, takova, ze
A;>A a i€ N3 Vie M, (257)
kde A > 0 (jelikoz se tyto piipady vylucuji, budeme v obou piipadech pouzivat stejnou indexovou mnozinu
M). Vzhledem k tomu, ze plati (F2), lze podposloupnost z;, i € M, vybrat tak, ze z; M (existuje
jediny hromadny bod posloupnosti z;, i € M). Z piedpokladu F € C? plyne, ze g; M g* = g(z*) a
G 8 o =G
(b) Pfedpokladejme, Ze plati (256) a g* # 0. Pak existuje index k1 € M takovy, ze ||g:|| > |lg*||/2, pokud

1€ M,i> ki Jelikoz A; M 0, existuje index ky € M takovy, ze A; < ||g*||/(2G), pokud i € M, i > k.
Necht k = max(kq, k). Pak podle (T1a) a (T1c) plati

1Qi(s)] = eflgallmin  Ag, ALY 5 TN S 2oy v conr i s g,
1G] 2 %

coz s pouzitim véty 3 dava

Qi(Si)

To je vsak ve sporu s predpokladem, ze i &€ Nj.

—1\ = o) _ oy 0.

|Qi(s:)]

i)~ 11 =

(c) Predpokladejme, ze plati (256) a matice G* neni pozitivné semidefinitni. Pak existuje index k € M
takovy, ze A, < A*/2 < 0, pokud i € M, i >k (zde \; = A(G;) a A* = A(G*) jsou nejmensi vlastni é&isla
uvedenych matic). Necht v; je vlastn{ vektor matice G; p¥islusny vlastnimu &islu \; takovy, ze v} g; <0 a
[lvill = A;. Pak podle (255) a (251) plati

1
1Qi(s:)| > v|Qi(s))| > v|Qi(vi)| = —v(v}gi + 5?}?@%) > = )\AZ > §|A*|”3i”2 Vie M, i>k,

takze podobné jako v ¢dsti (b) dostaneme

oy ol
|pl( 1) 1| |Qz<sz>| (1) *)0,

coz odporuje predpokladu, ze ¢ & N3.
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(d) Predpoklddejme, ze plati (257). Pouzijeme-li (F1), dostaneme

F(o)) = FE > (F(x;) = Fzin) = Y (F(wi) = F(a; + 51)),

i=1 €M
takze F(x;) — F(z; + si) Moa jelikoz M C Ng, také Q;(s;) 2 0. Necht

s* =arg min Q*(s), 258
gI\SIISA/2 (#) (258)

kde 1
Q*(s) = sTg(x*) + isTG(x*)s.

Jelikoz x; M x*, existuje index k € M takovy, ze ||z; — z*|| < A/2, pokud i € M, i > k. Plati tedy
2% + 5% = z4l| < flzs — 2*|| + [|s*[| < A, takze

Qi(si) <vQi(sf) <vQi(z* +s" —x;) Vie M, i>k.

Jelikoz x; M T*, g; M g* aG; M G*, plati Q;(z* + s* — ;) M Q*(s*), coz spolu s Q;(s;) M0a predchozi
nerovnosti davd Q*(s*) = 0 (pfipomenme, Ze vSechny vyrazy v teto nerovnosti jsou nekladne). Vektor
s* =0 je tedy Fesenim tlohy (258), coz je mozné pouze tehdy, pokud g(z*) = 0 a G(z*) = 0.

(e) Necht g(z*) = 0 a G(z*) = 0. Pak podle pozndmky 9 a (F4) existuje konstanta G a ¢islo ¢, tak, ze
vI'G(z)v > G|v||?, kdykoliv x € B(x*,¢) (mizeme volit G = \*/2, kde A* > 0 je nejmensi vlastn{ &fslo
matice G(z*)). Necht z;, i € M, je posloupnost definovana v ¢ésti (a) (bud (256) nebo (257)). Jelikoz
x; — 2, musi od uréitého indexu platit x; € B(z*,¢). Abychom formdlné zjednodusili nékteré tvahy,
budeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze to plati jiz od prvniho indexu, ¢ili Ze pro ¢ € M je splnéna
podminka (F4). Podle (F4) plati sT' G;s; > G||s:||? Vi € M, coz d4va

1 1
0> Qi(s:) =s] g+ iserisi > —|lsillllg:ll + §Q||Sz'||2»

takze ||g;|| > (G/2)||s:|| ¥i € M, a po dosazeni do (T1c) dostaneme

2

oG
|Qi(s:)| > Z{GH&HQ

Stejné jako v ¢asti (c) tedy plati

pi(s) — 1) = 2D _ oy g,

|Qi(s:)]
takze existuje index k1 € M takovy, ze i € N3, pokud i € M, i > ky. Tim jsme eliminovali piipad (256).

(f) Necht g(z*) = 0 a G(z*) > 0 a necht plati (257). Jelikoz ||gi]| > (G/2)|s:|l a |lg:|l = 0, plati
[Is;:ll = 0. Existuje tedy index ko € M takovy, ze |s;|| < min(e/2,dA), pokud i € M, i > ks. Pro
i € M, i > max(ky, ko), tedy plati ¢ € Ny N N3 a pouzijeme-li vétu 3 a (T1b) s w = 0, muzeme psat
Git1 = gi + Gisi + o(1)||si]| = o(1)]|s:]|- Jelikoz o(1) — 0, existuje index k > max(ky, k), takovy, ze

G2
ol < sl

pokud i € M, i > k. Proi € M, i > k tedy plati

2 G
Isivall < Gllgenall < Flsill < llsil
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1 G 1
lecall < Fllgenall < S5llsill < Fllgill < llesll,

(pouzivame vztahy (20) a (21) z dikazu véty 12) takze z z; M plyne ;41 Mo a piiddme-li 7 + 1 do
M, plati opét (257). Takto lze postupovat indukei, ¢ili 1ze predpoklddat, Ze pro libovolny index i € N,
1 > k plati i € M. Vektor * € R" je tedy jedinym hromadnym bodem posloupnosti x;, i € V.

(g) Superlinedrn{ konvergence plyne ze vztahu
1
llei+1ll < Fllgirall = oW)llsill = o(Wllgill = o(1)lle:,

ktery jsme ponékud podrobnéji pouzili v ¢asti (f). O

Prestoze Newtonova metoda, realizovana jako metoda s optimalnim lokdlné omezenym krokem, ma
vynikajici konvergencni vlastnosti, nelze ji doporucit pro feseni tloh s hustymi Hessovymi maticemi, kdy
je zapotiebi ptili§ mnoho operaci pro vypocet druhych derivaci a pro opakované feseni soustavy linearnich
rovnic. Newtonova metoda vSak vynika v piipadé iloh s fidkymi Hessovymi maticemi jak bude ukazano
v sedmé kapitole.

5.4 Nemonotonni metody s lokdlné omezenym krokem

V nékterych piipadech, napiiklad pfi realizaci Newtonovy metody, je vyhodné pouzivat nemonotonni
metody s lokalné omezenym krokem, kdy posloupnost F;, i € N, neni nerostouci. V definici nemonotonnich
metod s lokdlné omezenym krokem budeme misto hodnot Fj, i € N, pouzivat ¢isla F; > Fj, i € N, jejichz
vybér je uréen konkrétni metodou. Poznamenejme, 7e pro tato éfsla plati F; < F, Vi € N (kde F = Fy),

takze opét x; € Dp(F) CDVie N

Definice 28 Nemonotonni metody s lokdlné omezenym krokem se lisi od standardnich metod s lokdlné
omezenym krokem (definice 25) pouze tim, Ze podminku (T2) nahradime podminkou

pi(si) <p=a; =0, (T2c)

pi(si) > p=a; =1, (T2d)
kde .
F((El + 8) — Fz

pilsi) =

(s:) Q)

a0 <p<p<1 (podminky (T1) a (T3) zistanou zachovdny). MnoZinu indexi, pro které plati (T2d)
oznacéime N.

Nejprve vySetiime jednoduchou nemonotonni metodu s lokalné omezenym krokem, pro kterou plati
F; = max{F; : i — min(m, i) + 1 < j < i}, (259)

kde m je &islo udavajici pocet funkénich hodnot pouzitych k uréeni F;.

Véta 84 (Globdlni konvergence metody (259)) Necht x; € R", i € N, je posloupnost generovand nemono-
tonni metodou s lokdlné omezengm krokem (259) takovd, Ze |B;|| < B Vi € N. Nechf funkce F : D — R
splniuje podminky (F1) a (F3). Pak plati

liminf ||g;|| = 0. (260)
11— 00

147



Dikaz Jelikoz akceptujeme podminky (T1) a (T3), muzeme pouzit lemma 28, podle kterého plati

cm;
m; = min _||g;|.

A; > ,||sz|| > =
5B 1<5<i
(26

(a) Predpoklddejme, Ze neni splnéna podminka (260). Pak musi existovat ¢islo € > 0 takové, ze m; > &
Vi € N, coz spolu s predchozi nerovnosti dava

CcE
55
Musi tedy existovat nekoneénd podmnozina N3 C N indext, pro které plati (T3). Ziejmé N3 C N3, nebot
pi = pi a0 < p<p <1 Mnozina Ny je tedy také nekonecnd a existuje jeji nekonecnd podmnozina
Ny = {il,ig,ig, .. } C Ng takové, 7e ik+1 —ir >mVk € N.

A > >0, VieN. (261)

(b) Ukézeme, ze neni-li splnéna podminka (260), plati

Poo<TF poce?

kde ¢ je ¢islo pouzité v (261). Dikaz provedeme indukei. Necht i, € Ny a j € N. Budeme predpokladat,
ze bud iy +j — 1 € Ny (coz je splnéno napiiklad pro j = 1), nebo ix +j — 1 € Ny a plati (262) s j — 1
misto j (indukéni predpoklad). V prvnim piipadé pouzitim (Tlc), (T2d) a (261) dostaneme

Fi+i < Fitjo1+pQipt+j—1

Rl

2
. Jixtj-1 —  poce
< Fi = palgivj—1] min <Aik+j1»||||Bllkijl 1||) < Fi, —
teT]—

nebot posloupnost F;, i € N, je nerostouci (viz ditkaz véty 20). Ve druhém pifpadé podle indukéniho
predpokladu plati
poce’

5

1o
[0

Fivj=Fiyj1 < Fyy —

Sy

Tim je indukéni krok proveden.
(c) Neni-li splnéna podminka (260), plati
— —  poce
Fik+1 SFikf 5B
podle (259) a (262), nebot ix41 — i > m. Muzeme tedy psat

oo

— — R — 2. poce?
Fi, ~E>F;, — lim Fy, =) (Fi, — Fi,,) >3k — =,
k=1 k=1
coz je spor, nebot vyraz na levé strané této nerovnosti je podle (F1) koneény. O

Poznamka 174 Hodnotu (259) lze ziskat tak, Ze nejprve polozime F; = {Fi}. Pro i € N vypocteme
F;= = max{F; : j € F;}. Ndsledné polozime Fiy1 = F; U{F;41}. Ma-li F;41 nanejvys m prvki, polozime
Fir1 = ]:z+1 V opatném piipadé ziskame F; i tak, ze z ]}i—s-l vyjmeme prvek s nejmensim indexem.
Tento postup lze modifikovat tak aby se mnozina F; ménila pouze po tispésném kroku (kdy i € No). Opét
polozime F; = {F;}. Pro i € N vypoéteme F; = max{F; : j € F;}. Nésledné polozime

pi(si) <p = Fiv1 = Fi, (263)
Pi(si) >p = Fip1=F U{Fi}. (264)

Ma-li ]:—Hl nanejvys m prvka, polozime F;11 = .7:'i+1. V opacném piipadé ziskame F;;; tak, ze z ]}Hl
vyjmeme prvek s nejmensim indexem. Nemonotonni metoda s lokdlné omezenym krokem (263)—(264) je
také globalné konvergentni. Dukaz tohoto tvrzeni je podobny dukazu véty 84 a pfenechame ho ¢tenafi.
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Nyni vysetfime nemonotonni metodu s lokdlné omezenym krokem, kde se ¢isla F;, i € N, uréuji
rekurentné tak, ze my =1, Fy = F} a
pi(s) <p = Ty =Ty, Fip1=F; (265)

— /\ﬁlfz + Fipq

pi(si)>p = M= +1, Fip = (266)

Nit1
proie N, kde 0 < A < 1.
Véta 85 (Globalni konvergence metody (265)-(266)) Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand

nemonotonni metodou s lokdlné omezensgim krokem (265)—(266) takovd, Ze | B;|| < B Vi € N. Necht funkce
F : D — R spliuje podminky (F1) a (F3). Pak plati (260).

Diikaz Piedpoklddejme, ze nenf splnéna podminka (260). Podobné jako v ¢ésti (a) diikazu véty 84 z toho
plyne, Ze mnozina No = {i1,1i2,13,...} je nekonecnd a existuje ¢islo £ > 0 takové, ze plati ||g;|| > e Vi € N
a (261) a podobné jako v ¢dsti (b) dukazu véty 84 dostaneme nerovnost

2

F <F poce VEk e N
i S Ly, — T=—=» S )
rt+1 k 5B
kterd spolu s (T2c)—(T2d) a (265)—(266) dava
= i Fiy + F — oce?
Fik+1 — iy, 71@ + Fir1 < Fik- _ Bii
Migiq 0B
Muzeme tedy psét
— — L > X poce?
Fiy =F2Fiy = lim Fiyyy =3 (Fiy = Fiy) 2 ) S5—= =00,
k=1 k=1
coz je spor, nebot vyraz na levé strané této nerovnosti je podle (F1) koneény. O

5.5 Kombinované metody s lokdIn&€ omezenym krokem

Metody s lokdlné omezenym krokem se 1lis{ od metod spadovych sméru uréenim smérového vektoru a
vybérem délky kroku. Proto se nabizi dvé moznosti jak tyto metody kombinovat. Prvni kombinovana

metoda pouziva smérovy vektor s; = —\; H;g;, kde H; = B;l a
Ai =1, [ Higil < A, (267)
A=A/ Higill, | Higill > A, (268)

a délka kroku se vybird podle (T2) a (T3). Je zfejmé, ze tento smérovy vektor splituje podmimky (T1a)
a (T1b). Podminku (T1c) vsak spliiovat nemusi. Ukédzeme, ze podminka (T1c) je splnéna, je-li matice H;
pozitivné definitn{ a existuje-li ¢islo & takové, ze k(H;) <& Vi € N.

Lemma 31 Necht s; = —\;H;g;, kde H; je pozitivné definitni matice a 0 < A\; < 1 je ¢islo urcené podle
(267)-(268). Pak plati

1 9! H;g; 1
—Qi(si) > §||gi||A = gill A (269)

HNgillHigall — 2/k(H;)

Jestlize k(H;) <&, je spliiena podminka (T1c) s ¢ = 1/(2VFR).
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Diikaz Jelikoz H; = B; ', plat{

1 1
Qi(ss) = 5)\1291‘TH¢9¢ — Xigi Higi = 5/\1‘(/\1' - 2)g] Hygi, (270)
neboli ) ) 1 A
—Qi(si) = =Ni(2— N)gl Higi > = Nigl Higi > = “—gl H;g;,
(8:) = 5Al ) 2 2 || Higil|
coz s pouzitim véty 8 davd (269). Zbytek tvrzeni je zfejmy. O

Diisledek 14 Uvazujme metodu s lokdlné omezenym krokem, pro kterou plati s; = —\;H;g;, (267)-(268),
(T2) a (T3). Pak sphiuge-li funkce F': D — R podminky (F1) a (F3) a existuji-li ¢isla 0 < H < H takovd,
Ze H < M(H;) < X(H;) < H Vi€ N, je tato metoda globdlné konvergentni (plati (260)).

Diikaz Existuji-li ¢isla 0 < H < H takova, ze H < M(H;) < MH;) < H Vi € N, plati x(H;) < H/H
Vi € N, takze je podle lemmatu 31 splnéna podminka (Tlc). Jelikoz také ||B;|| < 1/H Vi € N, jsou
spliteny predpoklady véty 75, takze plati (260). O

Poznamka 175 Z toho co jsme zatim uvedli je patrné, ze pouzitim vektoru s; = —\; H;g;, ktery nemusi
spliovat podminku (Tlc), ztrdcime hlavni vyhodu metod s lokdlné omezenym krokem (nezdvislost na
definitnosti a podminénosti matic B;, ¢ € N). Tuto dpravu vsak muZzeme pouzit v pripadé metod s
proménnou metrikou, kdy matice H;, i € N, jsou pozitivné definitni a kdy je vyhodné, ze urceni vektoru
s; = —\H;g; vyzaduje O(n?) operaci, zatimco uréeni vektoru vyhovujictho podmince (T1c), které je v
jistém smyslu ekvivalentn{ feSeni soustavy rovnic B;s; + g; = 0, vyzaduje O(n?) operaci. Poznamenejme,
ze hodnotu Q;(s;) muzeme pocitat podle (270) pomoci matice H;.
Jind kombinobvand metoda je zalozena na tom, Ze se jednoduchy vybér délky kroku (T2a) nahradi
slozitéjsim vybérem vyzadujicim splnéni podminky
pi(aisi) > p. (271)

(obvykle p = 0). Pouziva se pfitom modifikovany Armijuv vybér délky kroku, kdy a; > 0 je prvni clen
vyhovujici podmince (271) v posloupnosti ozz, j € N, takové, 7e o} =1, a

ﬁag < af“ < Eaz VjeN, (272)
kde 0 < 8 < B < 1 jsou konstanty nezavislé na indexu i € N. Smérovy vektor se uréuje podle (T1) a (T3).

Definice 29 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda x;11 = x; + a;s;, i € N, je kombinovanou
metodou s lokdlné omezenym krokem, jestliZe smérové vektory s; € R™, i € N, se urcuji tak, Ze

llsi|l < 64, (T1a)

l[sill <dAi = |wi(s:)]| < Wi <, (T1b)
—Qi(si) = ollgsll min(A, [lg:ll/11Bil]), (T1c)
—g¢ si > gl min(As, g/l Bill), (T1d)

kde0 <3 <1<0,0<0<1,0<5<1a0<w<1, délky kroku a; >0, i € N, se vybiraji tak, Ze
pi(si) <p = pilaisi) > p, (273)

kde p >0, a ¢isla 0 < A; <A, i€ N, se voli tak, Ze

pi(si) < p = max(ay, B)|lsil] < Aipr < Bllsill, (275)
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p<pilsi) <7 = Bllsill < Aiss < Blisil, (276)
kd60<§§3<1<l, a0<p<p<l, pricems 6 < 1.

Poznamka 176 Kombinovand metoda s lokalné omezenym krokem se od standardni metody s lokalné
omezenym krokem (definice 25) lis{ tim, Ze smérovy vektor musi spliiovat dodateé¢nou podminku (T1d),
ze podminka (T2a) je nahrazena podminkou (273) (Armijuv vybér délky kroku) a ze k podminkdm (276),
(277) pribude podminka (275), kterd se vztahuje k pifpadu (273). Poznamenejme, 7ze zvolime-li éislo S
dostateéné malé, plati A; 1 = ay|si|| = ||xir1 — ;]| ve vétsiné pripadu, kdy pi(s;) < p. B

Poznamka 177 Definice 14 je korektni (podminky (273)—(277) lze splnit). Predné z ||s;|| > 0, ||gi|| > 0 a
(255) plyne, ze gl's; < 0, takze

T — a2CGlls:112/2 Ts — aGlls:112/2
lim p;(as;) > lim angSz “ THSlH /2y ngsl < 7[|Sz|| 2 _ 1,
a—0 a=0 agl's; + a?s! B;s; /2 a=0 gl's; + as! B;s;/2

a jelikoz p < 1, existuje ¢islo @; > 0 takové, ze p;(a;s;) > p, pokud 0 < o; < @;. Déle z (272) plyne, ze
a; < B, pokud p;(s;) < p, takze lze splnit nerovnost v (275).

V dalsich tvahach budeme pouzivat indexové mnoziny Nj, Na, N3, které maji stejny vyznam jako v
poznamce 166.

Véta 86 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand kombinovanou metodou s lokdlné omezenym
krokem (definice 14) takovd, Ze

1
Z; 3 = Mi= max |By].
Necht funkce F : D — R splniuje podminky (F1) o (F3). Pak plati (260).

Dukaz V piipadech, kdy ¢ € Ny, i € N3, i = 1, muZeme postupovat stejné jako v ¢dstech (a), (b), (c)
dikazu lemmatu 28. V piipadé, kdy i € N3, muzeme, tak jako v ¢asti (d) zminéného dikazu, vyuzit toho,
ze podle (275) a (276) plati A, > BA;, pokud ¢ ¢ N3. Plat{ tedy tvrzeni analogické lemmatu 28, takze
je splnéna nerovnost (236). Jelikoz podle (275) a (276) plati A;11 < B|si]|, pokud i ¢ N3, lze pouzit
lemma 29. Zbytek dukazu je totozny s dukazem véty 75. O

Zbyvé ukdzat, jak lze nalézt smérovy vektor vyhovujici podminkdm (T1la)—(T1d). Metody, které
budeme vysetiovat spliuji podminky (T1a)—(Tlc) (lemma 30, véta 80). Proto staci ukédzat, ze plati i
(T1d).

Lemma 32 Smérovy vektor s;(a*) € R™ vySetfovany v lemmatu 30 vyhovuje podmince (T1d) s T = 1.

Ditkaz Pokud g7 B;g; > || g:|>/ A, plati

T g‘ng‘ T
—g; si(a”) = mgz gi < Aillgill-

Pokud g7 B;g; < ||g:|?/ A, plati

—g! si(a*) = =gl 9 = Ail|gill.
gl

Véta 87 Smérovy vektor sf € R™ urceny reSenim dlohy (251) vyhovuje podmince (T1d) s =1/4.
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Diukaz (a) Podle véty 81 plati (B; +A\fI)sf = —g;, kde bud ||sf|| < A; a Af =0, nebo ||s}]| = A; a A\l > 0.
Pokud ||s}|| = A;, mizeme psat

lgill = A(Bi + A 1)A; = (A(Bi) + A\))A;

nebot matice B; + A1 je pozitivné semidefinitni, takze jeji vlastni ¢isla jsou zdroven singuldrnimi ¢isly.
Dostaneme tedy odhad
gl

lg:ll
. A,

o< < Wil _\(B) <

+ [|B:ll,

ktery plati i v pfipadé, ze ||sf|| < A;, kdy A = 0.
(b) Je-li matice B; + A} reguldrni, mizeme s pouzitim horni meze pro A} ziskané v (a) psat
I?

[ [

_ g | gi llgi
AB; + X 1) — IBill +AF — 2(|Bil| + [lgill /A
g1 1

4max(|| By, lgill /i) 4”9iHmin(Aiv||9i||/||Bz'||)-

—g! s; gl (Bi + X/ 1)"tg; >

Je-li matice B; + AfI singuldrni, vyuzijeme toho, ze s; = —(B; + A\ 1)Tg; +v;, kde g7 v; =0 a (B; + XX I)f
je pseudoinverzni matice, jejiz nenulové vlastni ¢isla jsou prevracenymi hodnotami nenulovych vlastnich
¢isel matice B; + A7 1. Dostaneme tak stejné nerovnosti jako v regularnim piipadé. O

Dalsi metody, které spliuji podminky (T1a)—(T1d), jsou popsdny v oddilu 6 (véta 92, véta 93).
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6 Vypocet lokalné omezeného kroku

6.1 Vypocet optimalniho lokdIn& omezeného kroku

Tvrzent véty 81 tvoif zdklad algoritmu, zaloZzené¢ho na hledéni ¢isla A; > 0 takového, ze matice B; + A1 je
pozitivné semidefinitni a dA; < s;(\;) < dA;, kde (B; + \iI)s;(A;) + g; = 0. Protoze se omezime na jeden
konkrétni iteracni krok, budeme index ¢ vynechévat.

Véta 88 Necht A\ >0, B4+ A =0 a ||s| > dA, kde (B + A)s+ g =0. Pak je spliiena podminka (255) s
v =25

Dikaz Ziejmé

1 1
Q(s) = g's+ isTBs = —sT(B+\)s + isTBs

—% (s"(B+A)s+ As"s) < —%f (sT(B+ A)s+ AA?)
a pro libovolny vektor z € R™ plati
Q(s+2) = gl(s+2)+ %(s +2)TB(s+2) = —sT (B+ \)(s +2) + %(5 +2)TB(s + 2)
= f% (sT(B+AM)s+ A(s+2)T(s+2)) + %zT(B +A)z.

Necht s* = s+ 2*. Pak (s + 2*)7(s + 2*) = (s*)Ts* < A? a (2*)T(B + A )z* > 0, takze podle predchozi
rovnosti dostaneme

1 1
Q(s*) = —3 (s"(B+A)s+ A(s+2")" (s +2%)) + i(z*)T(B + A)z*
1
2 -5 (sT(B + M)s + AA?),
coz po dosazeni do ivodni nerovnosti dava dokazované tvrzeni. O

Cislo A > 0 vyhovujici predpokladiim véty 88 lze ziskat fesenim nelinedrn{ rovnice ekvivalentni rovnici
[Is(A)]] = A. Pi{mé pouziti rovnice ||s(A)|| = A neni vhodné, nebot funkce ||s(A)|| mé pdly v bodech, které
odpovidaji vlastnim &islam matice B. Vhodnéjsi (z hlediska omezenosti a konvexity) je pro tento tcel
rovnice ¢(A) =0, kde ¢p(A) = 1/A —1/||s(N\)||. Tato rovnice se fesi pomoci Newtonovy metody.

Lemma 33 Necht ¢(\) = 1/A —1/||s(N)||, kde A\ >0, B+ X =0 a (B + X)s(\) + g =0. Pak plati

o STB AN s()
P = EOE

a@”(\) >0.

Dikaz Derivovanim rovnosti (B + AI)s(A) + g = 0 dostaneme (B + AI)s'(A) 4+ s(A) = 0, takze s'(\) =
—(B + M)71s()\), a podle definice funkce ¢(\) plati
&) = s sNT(BAAD TSN
BRI SO

Dalsim derivovdnim dostaneme (B + AI)s” () + 2s'(X) = 0, takze s”(\) = —2(B + A)71s'()\) a

(b//()\) _ _S()\)TSN()\) -I-s’(/\)Ts’()\) - 3(8(/\)T8/(/\))2 _ 3||8()\)||2||8/()\)H2 _ (S()\)Ts/()\))Q
[s()1? [Is(A)]° [s(A)]5

a podle Schwarzovy nerovnosti pak plati ¢”(\) > 0. O
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Dausledek 15 Necht jsou splnieny predpoklady lemmatu 33. Necht A;, 1 < i < n, jsou vlastni ¢isla matice B
(sefazend vzestupné) a v;, 1 <1i < n, jim odpovidajici ortonormdlni vlastni vektory. Necht g =>"1_; viv;
(takze v; = vlg). Pak plati

1 1
n 7
V 21=1 Tz
a 2
n Vi
(N =~ RS Koz

3
n 2
(\/ 211 (A:ﬁA)2>

Diikaz JelikoZ matice B je symetrickd, existuje rozklad VBV = A, kde V = [vq,...,v,] (takze VIV = 1)
a A = diag(A1,...,A,). Podle lemmatu 33 tedy plati

1 1 1 1
S N TGN I N7 vy W v e e
a
T -3y T
&) = — g VA+ ) Vig

(\/gTV(A n )\I)—QVTg)B'

Vyuzijeme-li toho, ze g = Vg, kde g; = 7v;, 1 < i < n, a ortogonalitu matice V', dostaneme dokazované
tvrzeni. 0

Poznamka 178 Jelikoz pozadujeme, aby matice B + A*I byla positivné semidefinitni, musi platit A* >
—A1, kde A\; je nejmensi vlastni ¢islo matice B. Abychom zjednodusili nékteré ivahy, budeme bez jmy
na obecnosti predpoklddat, ze nejmensi vlastni ¢islo A\; je jednoduché. Budeme rozlisovat dva pripady:
regularni ptipad, kdy A* > —X\;, a singularni ptipad, kdy A\* = —\;. Pokud v regularnim piipadé plati
A1 < A< A (takze ||s(A)|| > A a ¢(A) > 0) je krok Newtonovy metody

s(NT (B + AT)"1s()) < 1 1 >

Is(M]1? -

Ay = A —
FTAY A sl

dobfe definovan a plati A < Ay < A* (plyne to z konvexity funkce ¢(A)). Pro A* < A (kdy ||s(A)]| < A a
d(A) < 0) plati A; < A* a je tieba zajistit aby byla splnéna podminka —A; < A;. To lze provést pouzitim
mezi A < A* < X\ aktualizovanych v kazdém kroku algoritmu (poznidmka 182). Singuldrni piipad muze
nastat jediné tehdy, jestlize v; = v{g = 0, nebot pro \* = —\; plat{

v g=—v] (B+X1)s(\*) = —v] (B —A\1I)s(\) =0.

Pozndmka 179 Jestlize v; = v g # 0, lze se snadno piesvédéit (ze vzorcit uvedenych v disledku 15), ze
plati

. T, |
i N =3z iz W= Tl

A 1
lim ¢(A) = —o0, lim ¢'(\) = ——.

7 téchto vztahii je patrné, ze pro y; = vl g # 0 jsou funkce ¢()\) a ¢’(\) omezené v okoli bodu A = —\; a
plati A* > —A;.
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Poznamka 180 V singuldrnim pifpadé nelze pouzit Newtonovu metodu, nebot ¢(A) < 0 VA > A* = Ay.
V tomto piipadé lze vektor s(\*) vyjadiit ve tvaru s(A*) = s + awvy, kde s je libovolné feeni rovnice
(B — A I)s = —g (které existuje, ale neni jediné) a « se vybird tak aby platilo ||s(A*)]] = ||s + av1|| = A.
Potom

(B+ X' Ds(\*)=(B—MIDs+a(B—MIDv =g.

Tento zpusob je podkladem pro alternativni krok v piipadé, ze ¢(A) < 0, kdy krok Newtonovy metody
muze selhat. V tomto piipadé najdeme feSeni s rovnice (B + Al)s + g = 0 spolu s néjakou aproximaci 0y
vektoru vy a testujeme, zda vektor s + z = s + ad; takovy, ze ||s + z|| = A, vyhovuje podmince (255).
Kvantitativni vztahy udava nasledujici véta.

Véta 89 Necht A >0, B+ A =0 a|s+z||=A, kde (B+X)s+g=0a

(B4 M)z < (1-8%) (s"(B+ M)s+ A\A?).
Pak vektor s + z vyhovuje podmince (255) s v = §2.
Dukaz Tak jako v dukazu véty 88 plati

Q(s+2)= %ZT(B + M)z — % (s"(B+AM)s+ A(s+2)"(s+2))
a pouzijeme-li pfedpoklady véty, dostaneme
Qs +2) < —%8 (s7(B+ AD)s + AA?) |

Spojenim této nerovnosti s posledni nerovnosti v dukazu véty 88, dostaneme dokazované tvrzeni. O

Poznamka 181 Necht s € R”, v € R" a ||s|| < A. Cislo a > 0, pro které plati ||s + av| = A, uréujeme
podle vzorcu

o= YT+ (A2 — [s[D)[ol* —v"s _ A? — |||

[[v]]? VWTs)Z+ (A2 —[s]2)[[o]]2 + vTs”

Prvni vzorec volime pokud v”'s < 0 a druhy v opa¢ném piipadé. Oba vzorce se zjednodusi, pokud |v|| = 1.
Tyto vzorce lze snadno ziskat fesenim kvadratické rovnice vzniklé roznasobenim vztahu ||s + av| = A.

Pozndmka 182 Abychom zabranili selhdni Newtonovy metody, je i¢elné pouzivat a aktualizovat dolnf
odhad p pro ¢&fslo —A; a meze 0 < A < A* < A. V prvnim iterac¢nim kroku Newtonovy metody muzeme

jako p zvolit maximalni diagondlni prvek matice —B. Pocatecni meze A < A\* < A Ize uréit z vlastnosti
cisla A*. Jestlize (B + A*I)s(A*) +g =0 a [|s(A*)|| = A, plati

s()T(B + A 1)%s(X*) = ||g]1%,
coz s prihlédnutim k extrem&lnim vlastnostem vlastnich ¢isel matice (B + A*I) davé

gl

AMB) + 1 < A< A(B) + A*.
Jelikoz —||B|| < A(B) < A(B) < ||B||, mtzeme polozit
lgll < gl X
A=——||B| £ < = Bl =X\
A="C =Bl = A = 75 + | B

(misto —||B|| a || B|| 1ze pouz i jiné odhady pro vlastni ¢isla, napiiklad Gerschgorinovy kruhy). Dolni mez
A je tfeba jesté upravit tak, aby platilo A > 0.
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Poznamka 183 V pocatecénich krocich Newtonovy metody se muze stat, ze matice B + Al neni positivné
definitni. Proto je tcelné pouzit misto Choleského rozkladu B + A\ = RTR Gilliiv-Murraytiv rozklad
B+ M + E = RTR (definice 32). Z nulovosti matice E lze zjistit positivni definitnost matice B + A\ a
véta 100 dava odhad ¢isla, které je tfeba pricist k A.

Dosavadni Gvahy muzeme shrnout ve formeé algoritmu.
Algoritmus 5 Data0 <§ <1< 6 (obvykled =0.9aé=1.1), A > 0.

Krok 1 Nechf p je maximalni diagonalni prvek matice —B. Polozime A := max(0, u, |g[[/A —|B])),
A= lgll/A+ 1Bl a = A

Krok 2 Jestlize A < ) polozime X := v/ A\

Krok 3 Uréime Gilliv-Murrayiv rozklad B + A + E = RTR. Je-li E = 0 (takze B + A\ = 0, piejdeme
na krok 4. V opaéném pifpadé uréime vektor v € R" takovy, ze ||v|]| =1 a vT (B + A)v < 0
(véta 100), polozime p := A —vT (B + A)v, A := max(p, A) a piejdeme na krok 2.

Krok 4 Uréfme vektor s € R" fesenfm rovnice RT Rs + g = 0. Jestlize ||s| > dA, polozime \ := \ a
piejdeme na krok 6. Jestlize JA < ||s|| < §A ukonéime vypocet. Jestlize ||s|| < dA a A =0
ukonéime vypocet. Jestlize ||s|| < A a A > 0 polozime X := )\ a piejdeme na krok 5.

Krok 5 Urcime vektor v € R™ tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaci vlastniho vektoru matice
B piislugného vlastnimu é&slu A\(B) a aby platilo ||v]| = 1 a vTs > 0 (tento vektor lze uréit z
rozkladu RT R zptisobem, ktery pouzivaji programy knihovny LAPACK). Uréime éislo a > 0
tak, aby platilo ||s + av|| = A (poznamka 181). Jestlize a||Rv|> < (1 — 6%)(||Rs||? + AA?),
polozime s := s + av a ukonéime vypocet. V opaéném pifpadé polozime p = A — ||Rv||?,
A= max(u,\) a piejdeme na krok 6. B

Krok 6 Uréime vektor v € R™ feSenim rovnice RTv = s a polozime

Isl* (IIS —A>
A=A+ =),
o>\ A

Pokud A < )\ polozime A := \. Pokud A > X polozime X := X. Piejdeme na krok 2

6.2 VyuZiti sm&ru nejvétsiho spadu (metody psi nohy)

Nevyhodou metod s optimalnim lokélné omezenym krokem je nutnost feseni dlohy (251), coz vyzaduje
opakované feseni soustavy (B; + Al)s;(A\) + g; = 0, kterd obsahuje n rovnic o n nezndmych. V pruméru
se tato soustava Tesi 2-3 krat v kazdém itera¢nim kroku, ale v singuldrnim pfipadé muze byt tento pocet
mnohem vyssi. Proto se tloha (251) ¢asto nahrazuje tlohou

s; = si(a”, f%) = arg ||s(a%ﬂg,. Qi(s(a, B)), (278)

kde
(e, B) = —(ag; + BB; ' g1).

Véta 90 Smérovyj vektor s; € R™ uréeny podle (278) vyhovuje podminkdm (T1a)-(Tlc) s§=1,68 =1,
w=0a0g=1/2.

Dikaz (a) Podminka (T1a) je piimo soucasti{ podminky (278). Pfedpoklddejme, ze s;(a*, *) € R™ je
fesenim tlohy (278), pficemz ||s;(a*, 8*)|| < A;. Pak

1 1 - ~
Qi(s(a, B)) = §a2ngigi +aBgl g + §B29iTBi Yo —aglgi — BgT B by,
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je ryze konvexni kvadraticka funkce a

9Qi(s(a”, 7))
Jda
9Qi(s(a”, B%))
B

neboli a* = 0, f* = 1, takze w;(s;(a*, *)) =

g/ Bigi + (8" —1)gi g; =0,

= a'glgi+ (B —1)g/ B 'g; =0,

* * 1
~Qi(si(a”, ) = gi B '9i = 590 B '9i 591 I B g > *Hyz‘IIQ/IIBiII-
(b) Necht [|s;(a*, 8%)|| = A;. Podle (278) musi byt Q;(s;(a*, %)) < Q:i(si(a*,0)) = Q;(s:(a*)), kde s;(a*)
je TeSenim 1lohy (252), takze podle lemmatu 30 plati

—Qi(si(a*, 8%)) > —Qi(si(a”)) > %Hgiﬂ min(Ag, [|gi|l/[| Bill)-

O
Uloha (278) mé4 dimenzi 2 a soustava rovnic s matici B; se fedf pouze jednou (k uréeni vektoru B 'g).
Vektor s; ziskany fesenim tlohy (278) vyhovuje podle véty 90 podminkam (T1a)-(Tlc)sd =1,6 = 1,
w=0ac=1/2 a jeho pouzitim dostaneme metody, které konverguji témér stejné dobie jako metody
s optimélnim lokadlné omezenym krokem. Ukazuje se ze efektivita metod zalozenych na promitani do
podprostoru generovaného vektory g; a B, g; se piilis nezméni nahradime-li presné feseni tlohy (278)
specidlnim piibliznym vybérem koeficientu « a 3, ktery se nazyva metodou psi nohy (ndzev této metody
pochézi od jejiho autora M.J.D.Powella).

Metoda psi nohy je zalozena na pouziti Cauchyova vektoru s¢ a Newtonova vektoru sy, kde

Sc = — SN:—B_ g

Cauchytv vektor je spiddovym smérem pravé tehdy, plati-li ¢’ Bg > 0. Proto budeme rozlisovat dva
pifpady, bud g? Bg > 0 nebo g7 Bg < 0. Jestlize g7 Bg < 0, miizeme polozit s = —(A/||g])g, nebot v
tomto piipadé pro o > 0 plati

sT(g+ aBs) = A (g g- ol TBg) < - A —g"g,
gl Tall? llgll

takze kvadratickd funkce Q(z + as) (funkce proménné «, jejiz derivace je s (g + aBs)) klesd pro a > 0.
Jestlize g’ Bg > 0 a ||s¢|| > A, mtzeme opét polozit s = —(A/||g|)g. Plati totiz

A al A
(g4 aBs) = - (g g- 28, TBg) NP (1 )
To Tl Tsel

takze funkce Q(x + as) klesd pro 0 < o < ||s¢||/A a nabyva svého minima pro o = ||s¢||/A > 1.
Pokud ¢"Bg > 0 a |[sc| < A, mohou opét nastat dva pifpady, plati bud (sy — sc)Ts¢ > 0 nebo
(sxv —sc)Tsc < 0.

Véta 91 Necht g7 Bg > 0. Jestlize (sy — sc)Tsc >0, plati 0 < Sgsc/sgsN <1 a pokud
stso/stsy <1 <1, (279)

je kvadratickd funkce Q(sc + a(tsy — s¢)) nerostouci pro 0 < a < 1 (jestlize (sy — sc)Tsc > 0, je tato
funkce klesagici a nabyvd svého minima pro o = 1). Ddle plati
plati-li T = sgsc/sgsN a jsou-li vektory sc a sy rovnobéiné). Jestlize (sy — sc) sc < 0, kvadratickd
funkee Q(sc + a(sc — sn)) klesd pro o > 0.
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Diikaz (a) Necht g” Bg > 0 a (sy — s¢)?s¢ > 0. Prostym dosazenim dostaneme

T
99 T T p—1 T2
(sv —sc)'sc =~ (9" Bgg' B9 — (9" 9)*) . (280)
(g7 Bg)? ( )
takze nerovnost (sy —sc)? sc > 0 je splnéna pravé tehdy, jestlize g7 Bgg” B~1g — (g7 9)? > 0 (je-li matice
B positivné definitn{ plyne tato nerovnost ze Schwarzovy nerovnosti). Musf tedy platit g7 Bgg” B~1g > 0,
neboli - T

5650 (9" 9)

= >0,
shsc (9" B~'gg” By)

coz spolu s nerovnosti (sy — sc¢)Tsc > 0 davd 0 < shsc/stsn < 1. Jestlize g" Bg > 0 a &islo T je uréeno
podle (279), muzeme psét

T
(tsy — so)lsc = % (TgTngTB_lg — (ng)Q) >0, (281)
(9" Byg)
T )2 T \2
(tsy —sc) ' B(rsy —s¢) = 72g"B7lg—2r (gng)g + (gngL

(979)?

g7 Bg

T _
= (rg"Bgg"B~'g— (9" 9)*) + (1 —17)

>0
gT By -

piicemz posledni nerovnost je rovnosti pravé tehdy, kdyz (sy — sc)Tsc = 0 (kdy nutné 7 = 1). Déle plati

(rsv —sc) (g + Bsc) = (tsy —sc) (tg+ Bsc)+ (1 —7)(rsn —sc)’g
= (7sny — Sc)TB(TB_lg +sc)+ (1 =7)(Tsy — sc)Tg
T QTBQ T
= —(rsny—sc¢) B(rsy —s¢)—(1—1) i (tsy — s¢)” sc,
takze pro derivaci kvadratické funkce Q(s¢ + a(Tsy — s¢)) dostaneme
(Tsny — Sc)T(g + B(s¢ + a(rsy — s¢)) = — (78§ — sc)TB(rsy — so)(1 — a)
T
9" Bg T
—1-7 TSN — Sc)” Sc.
( ) i (Tsn )

Pokud 0 < a0 < 1, je tato derivace nekladna, takze funkce Q(s¢ + a(7sy — s¢)) je nerostouci (jestlize
(sn —sc)Tsc > 0, je tato funkee klesajici a nabyvd svého minima pro a = 1). Vztah ||7sn|| > ||sc|| plyne
z nerovnosti

||TSN||2 = (SC + 75N — SC)T(SC + TSN — S¢)
= |lscl® +2(rsny — sc)"sc + |7y — scll”* > |Iscll>.

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz 7sy = sc, neboli kdyz 7 = sLsc/sbsn a vektory sc a sy jsou
rovnobézné.

(b) Necht g"Bg > 0 a (sxy — sc¢)Tsc < 0. Ze vztahu (280) plyne, ze g7 BggT B~1g — (g7 g)? < 0. Plati
tedy

(9"9)? | (979

T T n—1
SN —Sc) B(syn—sc) = g B g—2
1 T T n—1 T \2
= Bgg' B — <0
7By 9 Bog B9~ (g79)") <0,
(sv —s0) (9 + Bsc) = —(sv—sc) B(sy —sc) >0,
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takze pro derivaci kvadratické funkce Q(s¢ + a(s¢ — s¢)) dostaneme
(sc —sn) (9+ B(sc +a(sc —sn)) = (1 +a)(sc —sy)  B(sc — sn) < 0.

O
Véta 91 tvoif teoreticky podklad pro jednoduchou a dvojitou metodu psi nohy. V pifpadé, ze g7 Bg > 0,

lscll < A a (sy —sc)Tsc > 0 pokladdme
§ = SN, [snll < A,
s = scta(tsy —sc), |snl > A,

kde max(r,A/|sy|]) < 7 < 1, 7 = sksc/stsn, a kde parametr 0 < a < 1 se vybird tak, aby platilo
Is] = A (pozndmka 181). Jednoduchd metoda psi nohy pouziva hodnotu 7 = 1. Dvojitd metoda psi nohy
pouzivd hodnotu 7 = max(r, A/||sny||). Poznamenejme, zZe nemuze nastat piipad, kdy |lsy|| < A < ||s¢|l,
nebot podle véty 91 plati |[sy|| > |[sc||, pokud g?"Bg > 0 a (sy — s¢)Tsc > 0. V pifpade, ze g Bg > 0,
lscll < A a (sy —sc)Tsc < 0, nenf matice B positivné semidefinitni a neméd vyznam poklddat s = sy,
pokud ||sny|| < A, nebot tento vektor neni minimem kvadratické funkce Q(s). V tomto piipadé pokldddme

s = s¢+alsc —sn),

kde parametr 0 < o < 1 se vybira tak, aby platilo ||s|| = A.

Dosavadni Gvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu.

Algoritmus 6 Data A > 0.
Krok 1 Pokud g Bg < 0, polozime s := —(A/||g||)g a ukonéime vypocet.

Krok 2 Vypoéteme Cauchyiv vektor sc = —(g7 g/g7 Bg)g. Pokud |sc|| > A, polozime s := —(A/||gl)g
a ukoné¢ime vypocet.

Krok 3 Vypoéteme Newtontiv vektor sy = —B~1g. Jestlize (sy — sc)Tsc >0 a ||sy| < A, polozime
s := sy a ukoncime vypocet.

Krok 4 Jestlize (sy —sc)Tsc > 0a ||sn|| > A, uréime &islo 7 tak, aby platilo max(z, A/|sy||) <7< 1,
kde 7 = sLsc/sLsn, vybereme a > 0 tak aby platilo ||sc +a(rsy —s¢)|| = A (pozndmka 181),
polozime s := s¢ + a(Tsy — s¢) a ukonéime vypocet.

Krok 5 Jestlize (sy — s¢)Tsc < 0, zvolime a > 0 tak aby platilo ||sc + a(sc — sn)|| = A, polozime
s:=sc + a(sc — sy) a ukoncime vypocet.

Véta 92 Smérovyj vektor ziskany algoritmem 6 vyhovuje podminkdm (T1a)-(T1d) s6=1,6=1,©0 =0,
c=1/2a5=1.

Dikaz (a) Vzhledem k tomu, ze bud ||s|| = A nebo ||s|| < A a pfitom s = sy, jsou splnény podminky
(T1la)(T1b)s§=1,6 =1, aw = 0. Jestlize g7 Bg < 0 nebo ||s¢|| > A, plati s = s(a*), kde vektor s(a*)
je fesenim tlohy (252). Podle lemmatu 30 je tedy splnéna podminka (T1c) s ¢ = 1/2 a podle lemmatu 32
plati (T1d) s @ = 1. Jelikoz s¢ = s(a*), pokud ||s¢| < A, dostaneme v tomto piipadé stejné nerovnosti
pro vektor s¢.

(b) Pokud g"Bg > 0, ||sc|l < A a (sxy —sc)Tsc >0, je s = s¢ + a(tsy — s¢), kde 0 < a < 1. Jelikoz
podle véty 91 plati Q(s) < Q(s¢) a s pouzitim (281) dostaneme

B
g 7 gsg(TsN —s¢) < g se,
g g

gl's = gT(sc +a(rsy — s¢)) = gL'sc — o

spliuje vektor s = s¢g + a(7sy — s¢) podminky (Tlc)—(Tld)soc=1/2 a7 = 1.
plnuy p y
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(c) Pokud g"Bg > 0, |Isc|| < A a (sy —sc)Tsc <0, je s =sc+ a(sc — sn), kde a > 0. Jelikoz podle
véty 91 plati Q(s) < Q(s¢) a s pouzitim nerovnosti (sy — s¢)?'sc < 0 dostaneme

T T T 9" By T T
g s=g (sc+alsc—sn)) =9 sc+a i sa(sy —sc) < ¢ sc,

spliiuje vektor s = s¢ + a(s¢ — sy) podminky (Tle)—~(Tld)soc=1/2a7 =1. O

Poznamka 184 V algoritmu 6 se predpoklddd, ze matice B je reguldrni (v opaéném pifpadé nelze pouzit
Newtoniiv vektor sy = —B~!g). Tento nedostatek se obvykle obchdzi tim, 7e se matice B pii uréovan{
Choleského rozkladu mirné modifikuje. Bliz&{ podrobnosti jsou uvedeny v ¢ésti 6.3.

6.3 Nepresné metody s lokdIné€ omezenym krokem

K urceni lokélné omezeného kroku muzeme velmi efektivné pouzit predpodminénou metodu sdruzenych
gradientu aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

1
Q(s) =g's+ gsTBs.

Pripomenme, ze predpodminénd metoda sdruzenych gradientu pouziva rekurentni vztahy

S1 = 07 g1 =9, b1 = _Cilg

q; = Bp;, o; =g C 'gi, [p] ai,
Si+1 = Si + Q;pi, gi+1 = i + Qiq;,
Bi=911C " 9ix1/9i C  gin pig1 =—C ' giz1 + Bipi

pro 1 < i < n. Muzeme pouzivat vétu 36, vétu 38 a dusledek 3.

Chceme-li urcit lokalné omezeny krok pomoci metody sdruzenych gradientt, zastavujeme itera¢ni pro-
ces nejen tehdy, kdyz ||g;|| < w|lg|| (kde 0 < w < @ < 1), ale také tehdy, kdyZ ||s;]| < A a bud p! Bp; <0
nebo |[[s;11] > A. Pokud p! Bp; < 0, mizeme pouzit vétu 38, podle které Q(s; + ap;) < Q(s;) a
g (si+ap;) < g¥'s; proa > 0. Pokud |[s;+1] > A, mizeme pouzit vétu 36, podle které Q(s; +ap;) < Q(s;)
agl(si+ap;) < gTs; pro0 < a < ;. V obou pifpadech uréime ¢islo a;; > 0 tak, aby platilo ||s; +a;pi|| = A
(poznamka 181) a polozime s = s; + a;p;.

Dosavadni tvahy tvoii zédklad jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 7 Data C >~ 0,0 <w <w <1, A >0, m >n (obvykle m =n + 3).

T

Krok 1 Polozime s:=0,r:= —g,v:=C"lr,o0:=rTv,0:=0,p:=rak:=1

Krok 2 Polozime p := o, vypoéteme vektor ¢ = Bp a &islo 7 = pTq. Jestlize 7 < 0, uréime &islo o > 0
tak, aby platilo ||s + ap|| = A, polozime s := s 4+ ap a ukonéime vypocet.

Krok 3 Polozime « := p/7. Jestlize ||s + ap|| > A, uréime ¢&islo o > 0 tak, aby platilo ||s + ap|| = A,
polozime s := s 4+ ap a ukonéime vypocet.

T

Krok 4 Polozime s == s+ap, r :==r—aq v := C'r a o := rTv. Jestlize ¢ < w?G nebo k > m,

ukonéime vypocet.

Krok 5 Polozime §:=0/p, p:=1r+ Bp, k := k+ 1 a pfejdeme na krok 2.

Véta 93 Smérovyj vektor ziskany algoritmem 7 vyhovuje podminkdm (T1a)-(T1d) sé=1,0=1,© < 1,
o=1/(2k(C)) a7 =1/k(C).
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Diikaz Jak jiz bylo zminéno, z véty 36 a véty 38 plyne, ze Q(s) < Q(s;) a g*'s < g''s;. Pokud i > 1,
muzeme pouzit dusledek 3 podle kterého plati

lgll? T.. T lgl?
Q(S)SQ(SQ)S7W7 g SS!J 52§7m

Pokud ¢ = 1, muzeme pouzit lemma 30 a lemma 269, takze

Q(s) = Q(s(a”)) < —%HQIIHSH, g"s =g"s(a”) < ~gllls.-

O

Smérovy vektor s; ziskany metodou sdruzenych gradienti muzeme kombinovat s vektorem sy tak jako

v metodédch psi nohy (kde kombinujeme vektor sc = so s vektorem sy). Ztrat{ se vSak vyluéné iteraéni

charakter nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (podiebujeme ziskat vektor sy piimym feSenim

soustavy linedrnich rovnic). Nicméné pouziti nékolika kroku metody sdruzenych gradienti muze urych-

lit konvergenci metody psi nohy. Nasledujici véta udava teoreticky podklad pro konstrukei vicekrokové
metody psi nohy.

Véta 94 Necht jsou splnény predpoklady véty 36 pro i > 1, pricemz ||s;|| < A a Bs; +g # 0. Necht

sy € R™ je vektor takovy, Ze Bsy + g = 0. Pak pro 0 < a < 1 plati

dQ(s; + a(sy — 8;))

- = (1= a)(sw = 5)"g:

Dukaz Jelikoz

Qlsi+alsy —si)) =g" (si +alsy —s;)) + %(Si +a(sy — i) B(si + a(sy — s1)),

plati

dQ(s; + a(sy — si))

o = (snv—5:) g+ (sn —8:) ' B(s; + a(sy — 55))
= (sny—5i)'B(s; — sy +a(sy — 5;))
= (1-a)(sy - Si)TB(Si — SN)
= (1-a)(sy —s5:)"(Bsi+9)
= (1-a)sy —5)Tg.

O

7 véty 94 vyplyva, ze pokud (sy — s;)Tg; <0, je funkce Q(s; + a(sy — s;)) nerostouci pro 0 < a < 1
(pokud (sx —s;)Tg; < 0 je tato funkee klesajici pro 0 < a < 1). Jestlize naopak (sy —s;)7g; > 0 je funkee
Q(s; + a(s; — sn)) klesajici pro a > 0. Uvedené tivahy tvoii zdklad nédsledujictho algoritmu:
Algoritmus 8 Data 0 < A, m < n.
Krok 1 Jako v algoritmu 7.
Krok 2 Jako v algoritmu 7.
Krok 3 Jako v algoritmu 7.

Krok 4 Polozime s := s+ ap, r :=r —aq a o := ||r||?. Jestlize k < m polozime 3 := o /p, p := 7+ Bp,
k:=k+ 1 a pfejdeme na krok 2.
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Krok 5 Resfme soustavu rovnic Bs* + g = 0. Pokud (s* — s)Tr > 0 a |s*|| < A, polozime s := s*
a ukonéime vypocet. Pokud (s* — s)Tr > 0 a [|s*|| > A, uréime é&islo a > 0 tak, aby platilo

s + a(s* — s)|| = A, polozime s := s + a(s* — s) a ukonéime vypocet. Pokud (s* — s)Tr < 0,
urcime ¢islo o > 0 tak, aby platilo ||s + a(s — s*)| = A, polozime s := s+ a(s — s*) a ukonéime
vypocet.

Obvykle volime m = 5. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu psi nohy popsanou v oddilu 6.2.

6.4 PouZiti symetrické Lanczosovy metody

Metodu sdruzenych gradienti popsanou v pfedchozim odstavci musime prerusit, pokud v i-tém itera¢nim
kroku platf bud g7 Bg; < 0 nebo s;11 > A. V tomto pifpadé uréfime smérovy vektor d takovy, ze ||d|| = A
a ukon¢ime vypocet. Abychom nalezli pfesnéjsi aproximaci optimélniho lokalné omezeného kroku je tieba
v iteracnim procesu pokracovat. K tomuto tcelu lze pouzit symetricky Lanczosuv proces.

Definice 30 Necht B € R™™ "™ je symetrickd matice a g € R™. Pak iteracni proces pouZivajici rekurentni
vztahy

@0=0, mqa=g

i = q; Bqi, Yit1¢iy1 = Bgi — 6:iqi — Yigi1
pro 1 < i < mn, kde koeficienty v; > 0, 1 <1i < n, se voli tak, aby vektory q;, 1 < i < n, mély jednotkovou
normu, nazveme symetrickym Lanczosovym procesem (LS) uréenym matici B a vektorem g.

Pozndmka 185 Necht v; # 0, 1 < i < k, pro néjaky index 1 < k < n. Pak podle definice 30 plati
9= Qr(ner) a
BQy = QiTh + Vet 1qr4164 (282)

kde Qr = [q1,92, - - qr—1,qx), €7 =[1,0,...,0,0], ef: [0,0,...,0,1] a

61a 725 RN 07 0
V25 52; ) 07 0
To=| — — — ——
Oa 07 ey 6k71a Yk
Oa Oa RN Vs 6k

(matice T}, € RF** je tridiagondlni). Muzeme se o tom snadno piesvédéit rozndsobenfm a pouzitim
rekurentnich vztahu metody LS.

Véta 95 Uvazujme symetricky Lanczosiv proces urceny symetrickou matici B € R™*™ a vektorem g € R™.
Necht v; #0, 1 < i <k, pro néjaky index 1 < k < n. Pak vektory q;, 1 <1 <k, tvori ortonormdlni bdzi v
Krylovové podprostoru Ky, = span (g, By, ..., B¥"1g).

Dikaz (indukci). Pro & = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot ¢1 = ¢/ || g ||. Pfedpoklddejme, ze tvrzeni
plat{ pro n&jaky index 1 < k < n a Ze y41 # 0. Podle indukéntho piedpokladu plati Q7 Q) = I,
takze QL BQy = Tk + Vk+1Q7F qr+1e) . Matice QF BQy je symetrickd stejné jako matice T, takZe nutné
Q{flqkﬂ = 0 (v opatném pripadé by matice quk+1e£ nebyla symetrickd). Déle podle definice 30 plat{
Vi414E Gi+1 = qf Bax — 0k, = 0 — 0, = 0. Vektor gx11 je tedy ortogondln{ k vektorim ¢;, 1 <i <k, a
ma jednotkovou normu. Podle definice 30 lezi vektory ¢;, 1 <1i < k+ 1 v Krylovové podprostoru Kx41 a
jelikoz jsou vzajemné ortogonalni a maji jednotkovou normu, tvoti tam ortonormalni bazi. O

Poznamka 186 Jelikoz QT Q) = I a QF qr+1 = 0 (diikaz véty 95), miZzeme psét

QL BQy, =Ty,

takze symetricky Lanczosuv proces lze pouzit k tridiagonalizaci matice B.
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Poznamka 187 Symetricky Lanczosuv proces muzeme pouzit k feSeni soustavy rovnic Bs + g = 0.
Pokladame s; = 0 a vektory s;41, 1 < i < k, hledame tak, aby platilo

. 1
Si41 = arg ?61}3 (25T33 + gTs> .
Jelikoz s € K; prave tedy, jestlize s = Q;z, kde z € R, miizeme psat s;11 = Q;z;, kde

1
z; = arg min (zTTiz + ’ylesz)
zeRi \ 2

(plyne to ze vztahit g = Qi(y1e1) a QT Q; = I). Pokud 11 = 0, je vektor sp41 € K, FeSenim soustavy
rovnic Bs + g = 0. Podle (282) totiz plati BQr = QrT) a jelikoz matice T} je reguldrni, lze polozit
2k = =T, '(me1), coz dévd Bspy1 = BQrzw = —QiTi Ty, '(vie1) = —Qu(v1e1) = —g.

Véta 96 Vektory s;+1, 1 < i < k, definované v pozndmce 187 jsou shodné s vektory s;y1, 1 < i < k,
generovanymi metodou sdruengch gradienti (definice 22 s C = I). Navic plati 61 = 1/a1, e1 =1 a

Bi 1

Sorq = 28 R ) iy = —s )
i+1 o + ai+1, Yi+1 |a2| ) i+1 zsgn(az)
a
gi
qi =&
i
pro 1 <1 < k.

Dtkaz Z diukazu véty 22 plyne, ze vektory s;11, 1 < i < k, uréené metodou CG, lezi v Krylovovych
podprostorech KC;, 1 < i < k, a realizuji tam minimum kvadratické funkce Q(s) = (1/2)s” Bs+ g%'s. To je
vsak praveé definice vektort s;41, 1 <14 < k, v poznamce 187. Jelikoz vektory g;, 1 <i < k, jsou vzadjemné
ortogonalni a lezi v Krylovovych podprostorech KC;, 1 < i < k, musi byt kolinearni s vektory ¢;, 1 <7 < k,
neboli

Gy = Qk Dk,
kde G, = [g1,-.-,9x) a D = diag (e1 || g1 ||,--- ¢k || gx ||) (Gisla &;, 1 < i < k, mohou nabyvat hodnot
+1). Polozme Py = [p1,...,px]. Pak z rekurentnich vztahti metody CG plyne
Gy = Py By,
kde
-1, B, ..., 0
L I
07 07 ) -1

je horni bidiagondlni matice. Z dukazu véty 22 plyne, Ze matice P,? BP;. je diagonélni. Pouzijeme-li
rekurentni vztahy metody CG, dostaneme

P{BP; = diag(]| g1 |I* /o, || gx |I* /o) = Dydiag(1/as, ..., 1/ax) Dy,

takze

Tk,

QT BQy = D, 'GFBG,D.' = D, 'Bl PIBP,B.D; ' =
D 'Bi Dydiag (1/ax, ..., 1/ay) DBy Dyt
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Ale

_1a 51%7 XN 0 _17 5152\/517 ceey 0
e e O e
0, 0, -1 0, 0, e, -1

Dosadime-li tento vztah do vyjadieni pro matici T, muzeme psét

1 —e1€24/P1 0
T, ceey

041’
—e1€2/ 1 B1 1
Ti=| —ar v a tag oo 0 :
0, 0, sy B L

coz porovndnim se (282) ddvd 61 = 1/a; a

Bi 1
diy1 = —+
Q; Q41
€i€it1V Bi
YVier =
Y

pro 1 < i < k. Jelikoz ;41 > 0, musi platit e;6;41 = —sgn(a;) pro 1 < i < k. Protoze podle definice 30
plati v1¢1 = g = g1 a 71 > 0, dostaneme ¢, = 1. O

Pozndmka 188 Symetricky Lanczosuv proces muzeme pouzit k piibliznému uréeni optimalniho lokalné
omezeného kroku. Pokldddme s; = 0 a vektory s;41, 1 < ¢ < k, hledame tak, aby platilo

1
Si41 = arg sEIC?,llligHgA <28TBS + gTs) . (283)

Jelikoz s € K; pravé tedy, jestlize s = Q;z, kde z € R, miizeme psat s;1 = Q;z;, kde

. 1 7 T
z; = ar min —z Tz +vie1 2z 284
i=arg  min (2 iz + e ) (284)
(plyne to z ivah pouzitych v pozndmce 187 a z toho, ze ortogonalita matice @; implikuje ||s|| = ||Q:z|| =

[11)-

Je-li vektor z; Fesenim ulohy (284), zajim4 nds, jak dobfe aproximuje vektor s;;;1 feSen{ tlohy (251).
Podle véty 81 je vektor z; FeSenim tlohy (284) pravé tehdy, existuje-li ¢islo A; > 0 takové ze matice T; +\; 1
je positivné semidefinitni, (T; + A1)z +y1e1 = 0, ||z;i]| < A a Ai(]]z]] — A) = 0. Protoze ||s;y1|| = ||zl
spliiuje dvojice s;41, A; vétsinu podminek uvedenych ve z vété 81. Kriteriem aproximace tedy muze byt
hodnota |[(B 4+ A;)si+1 + ¢|| (norma rezidua).

Véta 97 Necht s;11 = Q;zi, kde vektor z; je TeSenim tlohy (284). Pak plati
(B+Xi)sit1 + 9 = Yit1€] zidis1,

takze ||(B + Ai)siv1 + gl = vivale] zil.

Diukaz Pouzijeme-li vztah (282) a podminku (7T; + A\;I)z; + v1e1 = 0, dostaneme

(B+XID)siv1+g9i = (B+ANDHQiz +mQier
= Qi((Ty + Nil)zi +v1€1) + Yit1gis1€! 2

T
=  Yi+14i+1€; Zi-
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Zbytek tvrzeni plyne z toho, ze ||g;+1| = 1. O
Nyni si podrobnéji vsimneme vlastnosti ilohy (284).

Definice 31 rekneme, Ze matice T; (jejiz tvar je uveden v pozndmce 185) je ireducibilng, jestlize v; # 0
Vl<j<i.

Véta 98 Je-li matice T; ireducibilni, nenastane v dloze (284) singuldrni pripad (matice T; + NI je posi-
tivné definitni). Je-li matice T, ireducibilni, nenastane singuldrni pripad ani v iloze (251). Nenastane-li
singuldrni pripad v dloze (251) a plati-li v;41 = 0, je vektor s;y1 = Q;z; TeSenim dlohy (251).

Dukaz (a) Je-li vektor z; feSenim tlohy (284), je matice T; + A\;I positivné semidefinitni. Je-li tato matice
singuldrni, musi existovat nenulovy vektor v; takovy, ze (T; + A\;I)v; = 0. Pak ale

DT + N)v; = —yeFv; =0,

takze vektor v; ma nulovou provni slozku. Predpokladejme, Zze matice T; je ireducibilni. Z rovnice T;v; =
A;v; vidime, ze je-li prvnf slozka vektoru v; nulovd a 2 # 0, je i druhd slozka vektoru v; nulovd (matice
T; je tridiagonalni). Takto lze pokracovat déle a jsou-li viechna ¢isla v;, 1 < j < ¢, nenulova, musi platit
v; = 0, coz je ve sporu s pfedpokladem, ze v; # 0. Matice T; + A\;I tedy nemuze byt singuldrni a jelikoz je
positivné semidefinitni, mus{ byt positivné definitni. V tloze (284) tedy nenastane singuldrni pfipad.

(b) Pro i = n je dloha (251) ekvivalentn{ tloze (283) a tedy i tdloze (284). Je-li matice T;, ireducibilni,
nenastane singuldrni piipad v tloze (284) a tedy ani v tloze (251).

(c) Plati-li 4,41 = 0, muzeme podle (282) psat BQ,; = Q,;T;. Jelikoz matice T; je symetrickd, muzeme
ji vyjadiit ve tvaru T; = V;A; VI, kde A; je diagondlni matice obsahujici vlastni éisla matice T; a V; je
ortogondln{ (a tedy reguldrn{) ¢tvercova matice, jejimiz slouci jsou odpovidajici vlastni vektory. Plat{ tedy

BQ = QUAYY = BQYV= QA

takze diagonalni prvky matice A jsou vlastnimi ¢isly matice B a sloupce matice Q;V; jsou odpovidajicimi
vlastnimi vektory. Ukdzeme, ze matice A; musi obsahovat nejmensi vlastni ¢islo A\; matice B. Kdyby tomu
tak nebylo, musel by byt piislusny vlastni vektor v; kolmy ke vSem sloupcum matice @Q;V; (vlastni vektory
odpovidajici riznym vlastnim éfsliim jsou ortogondlnf), neboli V;'QTv; = 0. Protoze étvercova matice
V; je reguldrni, muselo by platit Q7 v; = 0 a jelikoz vektor g je podle konstrukce rovnobézny s vektorem
q1, také gTv; = 0. To viak neni mozné, nebot v tloze (251) nenastane singuldrni piipad takze podle
poznamky 178 nemiize platit g7v; = 0. Jelikoz \; je vlastnim éislem matice T}, musi platit \; > —\p,
takze matice B + \;I je positivné definitni. Spojime li tento fakt s tvrzenim véty 97, vidime, zZe jsou
splnény nutné a postacujici podminky pro to, aby vektor s;11 = Q;z; byl fesenim tlohy (251). O

Pozndmka 189 Symetricky Lanczosuv proces muzeme piedpodminit tak Ze ho aplikujeme na kvadra-
tickou funkci (82). Oznacime-li §; = C~/2¢; a v; = C~/2¢; = C~'¢; muzeme rekurentni vztahy pred-
podminéného symetrického Lancoszova procesu zapsat pomoci rekurentnich vztahu

@0=0, ma=g, v1=Clg

6 =v] Bui, Y141 = Bvi — 0iqi — viGi—1,  vi41 =C 'qin
pro 1 <1 < n, kde koeficienty v; > 0, 1 <1 < n se voli tak, aby platilo qiTvi =1, 1< < n. Pak vektory
v; jsou C-ortogonalni a vektory g; C~'-ortogonalni. Pro libovolny index 1 < k < n plati

VICV, = QI Vi = QT Cc™ Q=1

BVi. = QT + Yry1qk11€},
kde Ty, = VkTBVk je symetrickd tridiagondlni matice. Poznamenejme, ze je-li vektor z; feSenim problému
(284), kde matice T; byla ziskdna pfedpodminénym symetrickym Lanczosovym procesem, je tieba v (284)
nahradit podminku ||s|| < A podminkou s7Cs < A2,
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Nyni muzeme pfistoupit k popisu algoritmu pro vypocet lokalné omezeného kroku pomoci symetrického
Lanczosova procesu.

Poznamka 190 Shrneme zakladni myslenky, které se pouzivaji v algoritmu zalozeném na pouziti symet-
rického Lanczosova procesu.

pouzivame metodu CG vzdy, kdy je to mozné. V kazdém itera¢nim kroku metody CG pocitame a
ukladdme &isla v;, d; a vektory ¢; (véta 96).

(b) Na zacédtku iteracniho procesu pocitdme vektory s;11 metodou CG. Pokud v néjakém itera¢nim kroku
plati pI' Bp; < 0, nebo ||s; + aips| > A, zaéneme pokladat s;11 = Q;z;, kde vektor z; je FeSenfm
ulohy (284).

(c) Vypocet ukonéime, plati-li ||gi11| < wl|g|| v pifpade, ze sit1 = s; + ;pi, nebo vii1lel z;| < wllg|l v
piipadé, ze s;4+1 = @;2;. Piitom w je pfedepsand piesnost.

Dosavadni tivahy muzeme shrnout ve formé algoritmu. V tomto algoritmu je L = 1, pouzivame-li
rekurentni vztahy metody sdruzenych gradientii, nebo L = 0, pouzivdme-li rekurentni vztahy symetrické
Lanczosovy metody. Podobné je M = 1, pocitame-li vektor si;1 metodou sdruzenych gradienti, nebo
M =0, pouzivdme-li k uréeni vektoru s;41 fedenf dlohy (284).

Algoritmus 9 Data 0 <w <1, A >0, ¢ >0, m < n (obvykle m = min(n, 100)).

Krok 1 Polozime s; := 0,91:=9,p1:=—9, q1:= g/HgHﬂ ﬁl = ”9”7 01 = nga e1 =1, L:= 1, M:=1
ak:=1.

Krok 2 Jestlize L = 0, prejdeme na krok 5. V opaéném piipadé vypocteme vektor uy := Bpy a Cislo
T = ul'py. Jestlize || < o, polozime L := 0 a piejdeme na krok 5.

Krok 3 Polozime oy, := oy /7 a vypocteme ¢islo 0 podle véty 96, tedy dx := 1/ay, pokud k = 1, nebo
0k :=1/ap + Br—1/ak—1, pokud k > 1. Je-li a < 0 nebo ||sg + agpx| > 0, polozime M := 0

Krok 4 Polozime gpi1 := gr + Qptp, Oxs1 = gli19k+1, B = Oks1/0k, Vypolteme &islo yjq1 podle
véty 96, tedy ve+1 := v/ Br/|ax| a prejdeme na krok 6.

Krok 5 Polozime M := 0, 6 := q,{qu a vypocteme ¢&islo yi41 a vektor vgy1 = Yrpy1qr+1 podle
definice 30, tedy vg+1 := ||vk+1]], kde vg41 := Bgr — Oxqx, pokud k = 1, nebo vg4q := B —
Okqk — Vkqr—1, pokud k > 1.

Krok 6 Jestlize M = 1ak < m, polozime Si41 := s+ agpy a pokud ||gxt1| < w||g|l, ukonéime vypocet.
Jestlize M = 0 nebo k > m, polozime s;11 := Q;z;, kde vektor z; je FeSenim ulohy (284) a pokud
Yit1let zx| < w|lg| nebo k > m, ukonéime vypocet.

Krok 7 Jestlize L = 0, polozime g1 := vg41/Yk+1. Jestlize L = 1, polozime ep41 1= —egsgn(ay),
Qi+1 = €k+19k+1/ ||gr+1]l & Pr+1 1= —gr+1 + Brpr. Zveétsime k o jednotku a prejdeme na krok 2.

V metodach pouzivajicich symetricky Lanczosuv proces neni tcelné pouzivat predpodminéni, nebot se
tim mén{ puvodn{ omezeni ||s;|| < A na |[s;]|c = /sI Cs; < A (vyjimku tvoif pripady, kdy je z néjakych
duvodu tieba Fesit tlohu s omezenim ||s;||c < A). Pfedpodminova¢ C se obvykle odvozuje od matice B,
takze muze byt Spatné podminény a navic se méni v kazdé iteraci.

6.5 Posunuté nepfesné metody s lokdIné omezenym krokem

V tomto oddilu ukazeme jiny zpusob pouziti symetrického Lanczosova procesu. Symetricky Lanczosuv
proces pouzijeme k urceni aproximace A Lagrangeova multiplikdtoru A* vystupujiciho ve vété 81 a smérovy
vektor s = s(\) budeme hledat feSenim tlohy

s(A) = arg ||£ﬂi<nA Qx(s), Qx(s) = %ST(B + A)s+ gTs. (285)
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To znamena, ze budeme metodu sdruzenych gradientu aplikovat na soustavu rovnic s matici B + A\I. Aby
z{skany smérovy vektor spliioval podminku (T1b), potfebujeme aby A = 0, pokud tloha (251) m4 FeSen{
takové, ze ||s¥|| < A. To je zaruceno, pokud je splnéna nerovnost A < A*, kterou nyni dokdzeme. Budeme
pritom pouzivat oznaceni

Kr(\) = span{g, (B + X)g,...,(B+X)*"1g}

pro Krylovitv podprostor dimenze k definovany matici B + Al a vektorem g, a Z € R™** pro matici jejiz
sloupce tvoif ortonormalni bézi v K, = K (0) (pokud A = 0 budeme argument A vynechdvat).

Véta 99 Necht pro dany index 1 < k < n, je vektor s, resenim ulohy

(5),  Qs)= S sTBs+gTs (286)

Sk = arg 3

min
SEK,|Is][<A

s odpovidajicim Lagrangeovym multiplikdtorem Ay. Jestlize 1 <i < j < n, pak Ay < Xj. Specidlné A\, < \*
pro libovolny index 1 < k <mn.

Dikaz (a) Necht vektor s je feSenim nepodminéné tlohy
s, = arg min Q(s).

Jestlize 1 < i < j < n, pak podle véty 36 plati ||s;|| < ||s;]|. Specidlné ||sg|l < ||sn|l = ||s*||, kde ||s*| je
nepodminénym minimem funkce Q(s) na R™.

(b) Indukei dokézeme, ze pro libovolné éislo A € R plati Kp(A) = Ki. Pro k = 1 je to zfejmé, nebot
K (M) = span{g} = K. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaky index 1 < k < n. Pak

(B4+AD)Fg= (B+A)(B+X)'g=(B+\)v=Bv+\v,

kde v € Ki(\) = K. Jelikoz M\ € Kj, a Bv € K1, plati (B + M)Fg € Kpy1, takie Kri1(A) C Kpy-
Aplikujeme-li stejny postup na matice B+ A a B = (B + AI) — A, dostaneme opac¢nou inkluzi.

(c¢) Necht By a By jsou dvé symetrické pozitivné definitni matice. Pak ze vztahua
_1 1
By — B, = BY*(B;Y*B,B; > —1)BY?, B;'—B{'=DB;*(B:B;'B)*—1)B{*/?

a z toho, ze matice B;1/2BlBgl/2 a Bi/2Bng%/2 maji stejna vlastni ¢isla, plyne

By —By>0 <= B;'-B;'>0,

B —By=0 < By'-B;'=0.
(d) Ukézeme, ze vektor s (), ktery minimalizuje @Qx(s) na Ky lze vyjadrit ve tvaru

sk(N) = —Zi(Zg (B+ M) Z) ' Zi g,

kde Z,, € R™* je matice, jejiz sloupce tvoif ortonormélni bazi v Kj. Jestlize s € Kj, miizeme psat
s = 73,5, kde 5§ € R*. Pak

1 1 -
Qa(s) = §ST(B +M)s+gls = §§TZ,2§(B + A\ Z5 + 9" 73 2 Qx(3)

a minimum 3;(\) funkce Q(3) na Ry lze vyjadiit ve tvaru 5,(\) = —(ZL (B + M) Z) "' ZLg, coz po
dosazeni do sy = Z§; dava hledany vysledek.

(e) Necht Z,CTBZ;C + M1, Z,ZWBZ;C + Ao[ jsou symetrické pozitivné definitni matice a necht

sk(A1) = arg 52}%2 Qx, (s), sk(Ag) = arg rem,gk Qx, (5),
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kde Qx(s) je funkce definovand v (d). Ukdzeme, ze
Aa<h = lse(A2)ll = [[sk(A)]]-
Pouzijeme-li (d), dostaneme
IskWII? = 9" Zk(Zi (B + M) Zk) "2 Zi g = g7 Z(Z BZy + M) 7?2 g.
Plati tedy
sk O2)II” = lse AP = 9" Z [(Zi BZy, + A1) ™% = (Zy BZe + MI) %] Z g
Oznacime-li By = (Z,CTBZk + Aof) a predpoklame-li, ze Ay < A1, muZeme psét
(ZEBZy, + MI)* — (ZIBZ), + AI)* = (Bo + (M — Ma)I)* — B3 = 2(A1 — A2)Ba + (A1 — X2)*I = 0,
coz spolu s prvni ekvivalenci v (c¢) dava
(ZEBZy, + \oI)™2 — (ZFBZy, + M) = 0,
neboli [|sx(X2)[? — ||sk(A1)]|* > 0. Pouzijeme-li druhou ekvivalenci v (c), dostaneme stejnym postupem
Ao < A1 = lsk(A2)]|? > |Isk(M1)]|?. Protoze nezalezi na pofadi, mizeme psét A\ < Az = |sx(A\1)]|? >
[[sk(A2)[1?, coz dava [[s(A2)]| > [[dx(M)[l = Ao < Ai.
(f) Nyni jiz muzeme piistoupit k diakazu samotné véty. Vektor sj je feSenim ulohy (286) pravé tehdy,
jestlize ||sk|| = || Zk k|| < A, kde ZE(B-F)\kI)Zkg}C = —Zgg, Z,zﬂ(B-i-/\kI)Z;C =0, g >0aX,(A—]sg]) =0
(véta 81). Toto feseni je nepodminénym minimem (stejné feseni dostaneme i po odstranéni omezeni
s < A) prave tehdy, jestlize Ay, = 0. Jestlize A\; = 0 (coz znamen4, zZe ||s;|| je nepodminénym minimem)
a1 < j, pak podle (a) plati ||s;|| < [|s;|| < A pro nepodminéné minimum ||s;||, takze A; = 0. Jestlize
Aj >0 a A = 0, nenf co dokazovat. Necht A; > 0 a A; > 0, coz znamend, ze ||s;|| = ||s;] = A.
Piedpokléddejme nejprve, Ze matice Z! (B + A\;I)Z; je singularn{ a Aj < A;. Pak existuje vektor v € K;
takovy, ze v* (B + A\;I)v < 0 a protoze K; C K;, vatah Z] (B + A\;I)Z; = 0 nemuze platit. Tento spor

dokazuje, 7e A\; > \;. Piedpoklddejme nyni, ze ZI' (B + \;1)Z; = 0 a ZjT(B + X\ I)Z; > 0. Jelikoz podle
(b) plati K;(A;) = K, je vektor s; Fesenim nepodminéné vlohy

§; = arg ?61}%11 Qki (S)
Piedpokladejme, ze A\; > A;, coz implikuje, ze ZJT(B + \;I1)Z; = 0. Necht
5j(Ai) = arg min Qx ().
Pak z (a) plyne, ze ||s;(A\;)|| > ||sk]| = A. Protoze
8 = arg min Qy, (s)

a |lsjl| = A < [|d;(M)l], z (e) plyne, ze A\; < Aj, coz je spor. Musi tedy platit A; < A;. Predpokladejme
nakonec, Ze matice Z]T(B + X\ I)Z; je singuldrni. V tomto piipadé plati ||d;(A; + €)|| < A pro libovolné
¢islo € > 0. Jelikoz matice ZjT(B + (A\j +¢)I)Z; je pozitivné definitni, je i matice Z1 (B + (\; +¢)I)Z;
pozitivné definitni a z (a) plyne, ze ||s;(A; +¢)|| < |ls;(A; +¢)|| < A. Protoze ||s;|| = A, z (e) plyne, ze
Ai < Aj + € ajelikoz cislo € je libovolné, plati A; < A;. O

Nyni se vratime k problému (285). Polozime-li A = Ay pro néjaky index k < n, véta 99 zarucuje, ze
0 < A= X < A, = X, Dusledkem této nerovnosti je, ze A = 0, pokud A* = 0. Je-li matice B pozitivné
definitnf a A > 0, plati A < ||[(B+ M)~ g|| < [|[B~tg]|| podle véty 36, takze nepodminéné minimum funkce
Qx(s) je blize k hranici oblasti uréené omezenim ||s|| < A nez Newtontv krok dy = B~lg a mizeme
ocekdvat, ze s(A) je blize k optimélnimu lokdlné omezenému kroku nez sy. Navic, jelikoz A > 0, je
matice B + Al lépe podminénd a muzeme ocCekavat, Ze posunutd nepiesnd metoda s lokdlné omezenym
krokem bude konvergovat rychleji nez standardni metoda (s A = 0). Posunuté nepiesnd metoda s lokalné
omezenym krokem se skldda ze tii zakladnich kroku.
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Algoritmus 10 Data C - 0,0 < w <w <1, A >0, m < n.

Krok 1: Pouzijeme m kroku neptedpodminéného symetricého Lanczosova procesu a ziskame tak symet-
rickou tridiagonalni matici T' = T} = ZkTBZk.

Krok 2: fesime ulohu

: L r T
Zp = ar min -2 Trz + 7167 2
b & eriisl<a <2 k2T A )
metodou pro vypocéet optimdlniho lokdlné omezeného kroku (oddil 6.1). Ziskdme pfitom La-

grangeuv multiplikator A.

Krok 3: Aplikujeme nepfesnou metodu s lokdlné omezenym krokem na tlohu (285) a ziskdme tak vektor
s, ktery je aproximaci vektoru s(\).

Obvykle volime m = 5. Pokud m = 1 dostaneme nepiesnou metodu s lokdlné omezenym krokem popsanou
v oddilu 6.3.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani efektivity nékolika metod pro vypocet lokdlné omezeného kroku
(A5 - metoda s optimalnim lokélné omezenym krokem (algoritmus 5), A6 - metoda psi nohy (algorit-
mus 6), A7 - nepfesnd metoda s lokdlné omezenym krokem (algoritmus 7 s C = I), PAT - pfedpodminénd
nepiesnd metoda s lokdlné omezenym krokem (algoritmus 7 s C' # I), A8 - vicekrokovd metoda psi nohy
(algoritmus 8 s m = 5), A9 - metoda zaloZend na pouziti symetrické Lanczosovy metody (algoritmus 9),
PSA7 - pfedpodminénd posunutd nepiesnd metoda s lokdlné omezenym krokem popsand v tomto oddilu)
pii feSeni 22 testovacich problému s 1000 a 5000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT,
funkénich hodnot NFV, gradienttt NFG, vnitinich iteraci NCG a celkovy ¢as vypoctu). Vysledky uvedené
v této tabulce byly ziskdny diferencéni verz{ Newtonovy metody popsané v oddilu 8.3 (realizované jako
metody s lokdlné omezenym krokem urcovanym pomoci uvedenych algoritmu).

N Metoda NIT NFV NFG NCG Cas

1000 | Alg.5 1918 1955 8797 - 4.65
Alg.6 2515 2716 11859 - 4.42
Alg.8 2292 2456 10673 12203 4.61
Alg.7 3329 3784 16456 53573 8.20
Alg.9 3107 3444 15306 55632 8.53

Alg. 7P 2631 2823 13019 910 5.14
Alg.10P | 1999 2046 9201 1161 4.25

5000 | Alg.5 8391 8566 35824 - 12244
Alg.6 9657 10133 42425 - 115.77
Alg.8 8938 9276 39032 47236 122.84

Alg.7 16894 19163 83933 358111 364:42
Alg.9 14679 16383 71483 366695 401.45
Alg.7P | 10600 11271 50365 3767 145.42
Alg.10P | 8347 8454 35939 4329 108.87

6.6 Maticové rozklady pro symetrické indefinitni matice

Definice 32 Gilluv-Murrayiv rozklad matice B md tvar

RTR=B+E,

kde R je reguldrni horni trojihelnikovd matice a E je pozitivné semidefinitni diagondlni matice (mize byt
E=0).
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Gilluv-Murrayuv rozklad se provadi tak, ze na zacatku i-tého elimina¢niho kroku méame matici

Ri-1),6-1), Ra-1)0 Ri-1),0m-i)
*, Bi(ilil)v B-(Z(il,)-)

gD

* ’ (n—i),(n—i)

y *

kde horni index v zavorce znaci pocet jiz provedenych eliminacnich kroku a dolni indexy v zavorkéch znac¢i
submatice s (i — 1) fadky nebo (n — i) sloupci. Eliminaéni krok vypad4 takto:

o (i—1)
Yi = ig?%XnOBi,j ),

) 2
gt = max (1571, 5.2

B2’
Rii = pi,
Rin—iy = B{,2 / Rir,
B nmiy = Bl ety ~ Ritneiy Ristn—:
kde 4 je malé ¢islo a 5 > /|| B||). Tento proces se od Choleského rozkladu lisi pouze tim ze muze platit

P2 # Bl(; =1 Blizsfm rozborem uvedenych vztahu se dd dokézat ze pro prvky matice E plati

Ei=p}— By U =pt+ Ri (n—iR] (i) — Biis

i1

kde Bj;; je prvek puvodni matice.
Véta 100 Necht RTR = B + E je Gilliv-Murrayiv rozklad s 6 =0 a 8> +/||B||. Necht

pk=D _ i gD
kk 1212.1%1”4 i
a necht v € R™ je vektor uréeny reSenim rovnice Rv = ey, (ey ke k-ty sloupec jednotkové matice). Neni-li

matice B pozitivné semidefinitni, plati
B-1

v By = % < 0.
Pk

Dikaz Z rovnice Rv = ey plyne, ze vy, = 1/pi. Plati tedy

vI'Bv = oT(B+ E)v—v'Ev<v'RTRv —v}Ey, =
2 E B(k—l)
= elen — B /p} = e = Dok
Pk Pk

Neni-li matice B pozitivné semidefinitn{, musf existovat index 1 < i < n tak, ze E;; # 0, neboli p? # Bz(f b,

Mohou nastat dva pifpady. Bud p? = |BZ-(;_1)| # B-(?'_l), takze Bi(ii_l) < 0 a tedy i B,(;,z_l) < 0, nebo

K22

p2 = ~2/B%. Ve druhém pifpadé musf existovat index i < j < n tak, ze v; = |Bi(;_1)|, takze

Bl
! = ik ﬁa

R’L" = =
1Bl pi v/ B
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coz dava

BS_” =p; — By = By — Ri7(n—i)Rz‘7:(n—1) < B;; — B8° < ||B|| - |B| =0.

Definice 33 Bunchiv-Parlettiv rozklad matice B md tvar

LDLT = PBPT,

kde
I, 0, ..., 0 Dy, 0, ..., 0
Loi, I, ..., 0 0, Doy, ..., O
L= ) : .|, D= ) . ) :
th Ln27 B I 07 Oa LR Dnn

Tedy L je dolni trojuhelnikovd matice s jednotkovymsi bloky na diagondle a D je blokové diagondlni matice
(bloky maji rozmér 1 x 1 nebo 2 x 2).

Bunchuv-Parlettuv rozklad se provadi tak, ze na zacdtku i-tého elimina¢niho kroku mame matici

D11, Lia, ...,  Lig-1, Ly m—it1)
%, Daay, ..., Lo, Lo (m—it1)
*, *, ey Diciion, Licygm—it)
*, X, .., *, BG—1)

Eliminaé¢ni krok ma tvar:
(i—1)
Bi = m]?X ‘Bkk B

o gleD)
vi = max By,
a; = Bi/-
Jestlize ; > (V17 4+ 1) /8 volime v i-tém kroku blok 1 x 1, jinak volime blok 2 x 2. Je tieba provadeét

permutace (pivotovy blok s indexy k a [ se pfenese do levého horniho rohu matice B (i_l)).Pak se provede
transformace

B(ifl) N Dii7 Lz (m—1)
kde )
Dii = Biz‘ )
Lim—iy = Dile(i_l)

i,(m—1)?

B® = Bi-1) L7, B

(m—i),(m—i) ,(m—1) 74, (m—i)

Véta 101 Necht LDLT = PBPT je Bunchiv-Parlettiv rozklad. Necht u; = 0, pokud M\(D;;) > 0, a
necht w; je normalizovany vlastni vektor prislusny A(Dy;), pokud A(D;;) < 0. Necht LTPv = u, kde
ul =[uy,...,um]. Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, plati

v"Bv= Y ADi)<0.
A(D4)<0
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Dikaz Z rovnice LT Pv = u dostaneme
v"Bv =" PTLDL"Pv = u"Du=> ul Diju; = »_ ADy).

i=1 A(D3;)<0

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, existuje alespon jeden blok Dy, matice D, ktery neni pozitivné
semidefinitni, takze A(Dgr) < 0. Plat{ tedy

v By = Z A(Dii) < A(Drx) < 0.
A(Di;)<0
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7 Metody pro minimalizaci souctu ctverci
V tomto oddilu budeme predpoklddat, ze minimalizovana funkce mé tvar

1

Fla)= 3 f"(@)f() = 3 3 ),
k=1

kde f : Dp — R™ je zobrazeni definované na mnoziné Dp C R™ (zobrazen{ f m4 stejny defini¢ni obor
jako funkce F'). Budeme pouzivat oznacenf

of1(x) df1(x)
fi(@) D T
f(z) = : . @) = : : :
Jm(x) Afm(x) Ofm()
oxy = 7 oz,

pro zobrazeni f a jeho Jacobiovu matici. Je li zobrazeni f : Dp — R™ spojité diferencovatelné na néjaké
oteviené mnoziné Dp(F) C D C Dp, pak plati

m

g@) = J (@) f(x) = Y fu(@)gn(x) (287)

k=1
Vz € D. Je-li zobrazeni f dvakrat spojité diferencovatelné na D, pak

m

G(a) = J"(@)J(2) + C(z) = Y gr(@)gi () + Y fu(2)Gi(x) (288)
k=1

k=1

Ve € D. Pii vySetfovani konvergence metod pro minimalizaci souc¢tu ¢tverci budeme ¢asto pouzivat
predpoklad (F1) (ktery je splnén automaticky, nebot F'(z) > 0 Va € Dp), predpoklad (F2) a tyto
predpoklady.

Piedpoklad 10 Zobrazeni f : Dp — R™ je omezené na D, takze existuje konstanta f takovd, Ze

If@)l <f VzeD. (J1)

Predpoklad 11 Mnozina D spliuje podminku

D CDp(F)+B(0,D)= |J B(yD), (J2)

yEDr(F)
takze ke kazdému bodu x € D existuje bod y € Dp(F) takovy, Ze ||z —y|| < D.
Poznamka 191 Jsou-li splnény podminky (F2) a (J2), je mnozina D (uzavér) kompaktni.
Piedpoklad 12 Zobrazeni f : Dy — R™ je lipschitzovské na D, takze existuje konstanta J > 0 takovd,

ze
1f(xz2) = flz)]| < Tllwg — x| Var,22 € D. (J3)

Predpoklad 13 Zobrazeni f € C': D — R" md omezené Jacobiovy matice na D, takze existuje konstanta
J > 0 takovd, Ze B
|J(z)d|| < J||d|] Vze€D VdeR" (J4)

Podminka (J4) je ekvivalentni podmince ||J(z)|| < J Yz € D.
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Predpoklad 14 Zobrazeni f € C' : D = R"™ je stejnomérné requldrni na D, takie existuje konstanta
J > 0 takovd, zZe
|J(z)d|| > J||d|] V€D VdeR" (J5)

Podminka (J5) je ekvivalentni podmince || J~1(x)||~! > J Vx € D.

Predpoklad 15 Zobrazeni f € Cl' : D = R™ md lipschitzovské Jacobiovy matice na D, takZe existuje
konstanta G > 0 takovd, Ze

H.](JZQ)—J(JJ)H Sé“l‘g —$1|| V.Tl,xg e D. (Jﬁ)

Predpoklad 16 Zobrazeni f € C%?: D — R™ md omezené druhé derivace na D, takZe existuje konstanta
G > 0 takovd, Ze B
IGr(@)|| <G V1I<k<m, VzxeD. J7)

Abychom ukéazali vyznam uvedenych predpokladi uvedeme analogii tvrzeni 3 o stiedni hodnoté.

Tvrzeni 5 Necht f €C' : D — R™, 2 € D a [x,x +d) C D. Pak plati

1
fx+d) = f(z)+ /O J(x + Ad)ddA.

Pouzijeme-li (J3) nebo tvrzeni 5 a (J4), dostaneme

I1f(z+d) = f(2)]| < J|d], (289)
d"(f(z + fd) - g(x)) < J|d||*. (290)

Pouzijeme-li tvrzeni 5 a (J5), dostaneme
If(z+d) = f=z)] = J]ld], (291)

d(f(x+d) — f(x)) = J|d||. (292)

Dukaz poslednich dvou nerovnosti:
1 1
(ot d) - f) = [ I+ rddinz [ aldPar= gl
0 0

Jlld|? < d"(f(z+d) - f(2)) < |ld][[lf (= +d) = f()]l

Poznamka 192 Pouzijeme-li tvrzeni 5 a (J4), muzeme psit

1 J—
I$e2) — sl = | [ J(xﬂ(wzxn)(mgmddAHanxlen,

takze (J4) implikuje (J3).
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Poznamka 193 Pouzijeme-li tvrzeni 3 a (J7), mizeme pro 1 < k < m psét

lgi(x2) — gue)] = A<%m+Mu—wnxm—mnmuHSGwz—mw

neboli

1 (z2) = J(@1)|| < [[J(z2) = J(21) ]| r = Z lgi(22) = gr(z1)[? < Vm G [laz — 1],

takze (J7) implikuje (J6) (s konstantou \/m G misto G).

Pozndmka 194 Je-li splnén ptedpoklad (J2) pak (J3) implikuje (J1), nebot ke kazdému bodu z € D
existuje bod y € Dp(F) tak, ze

A

@I < IF@I+ 17 @) - F@) < V2F+Tle —y| < V2F + TD 2 7.

Ukézeme, ze predpoklady (J1), (J4), (J6) nebo (J1), (J4), (J7), kladené na zobnrazen{ f, implikuji
predpoklady (F3) nebo (F4), kladené na funkci F'.

Véta 102 Necht jsou splnény predpoklady (J1), (J4), (J6). Pak je-li mnoZina D konvexni, splriiuje funkce
F = (1/2)fT f predpoklad (F3). Necht jsou splnény predpoklady (J1), (J4), (J7). Pak funkce F spliuje
predpoklad (F4).

Diukaz (a) Necht jsou splnény predpoklady (J1), (J4), (J6) a necht x; € D, xo € D. Pak podle (287) plat{

1T (2) f (w2) = J" (1) f (1)

lg(z2) — g(1) ||

< ﬂJT(fz)(f(xz) = fle))ll + (I (22) = T (1)) f (1)
< JN(f(@2) = flz)]| + Gllez — x| f (21) ]
1
= J /O J(xy + 7(22 — 1)) (w2 — 20)d7|| + Gl — 21 ||| f (1) |
< (T+GT) llz2 - @l (293)

(b) Necht jsou splnény predpoklady (J1), (J4), (J7) a necht 2 € D. Pak podle (288) plati

m

IG@)| < [|(x H+Zm‘Whnsfwﬁ@
O

Poznamka 195 Pii vySetfovani metod pro minimalizaci souctu ¢tverci budeme pouzivat i predpoklady
(F3) nebo (F4). Musime vsak mit na paméti, ze to znamend predpoklddat (J1), (J4), (J6) nebo (J1),
(J4), (J7). Poznamenejme, 7e je-li mnozina D omezend a je-li zobrazeni f spojité diferencovatelné na D
(uzévér), plati (F3). Je-li navic f dvakrat spojité diferencovatelné na D, plati (F4).

Poznamka 196 Podminky (J3)—(J7) jsou ¢asto zbytecné silné. Studujeme-li chovani itera¢niho procesu

v okolf limitntho bodu z* € R", stac¢i predpokladat, ze sobrazeni f : Dp — R™ je spojité diferencovatelné
v né&jakém okoli bodu z* a plati (J3)—(J7) (misto D pouzivdme B(z*,¢)).
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Piedpoklad 17 Zobrazeni f : D — R™ je spojité v okoli bodu x* € D a existuje konstanta J a ¢islo
e > 0 tak, Ze plati B
[f(z) = f(@*)|| < Jlle —2™| Vz e B(z",e). (J3)

Predpoklad 18 Zobrazeni f : Dp — R™ je spojité diferencovatelné v okoli bodu x* € Dp. Pak pro
libovolnou konstantu J > ||J(x*)|| existuje ¢islo € > 0 takové, Ze

|J(z)d|| < T|d|| Vz € B(z*,¢) Vde R" (74)

Predpoklad 19 Zobrazeni f : Dp — R™ je spojié diferencovatelné v okoli bodu x* € Dp a Jacobiova
matice J(x*) je requldrni. Pak pro libovolnou konstantu 0 < J < ||J(z*)|| ezistuje éislo € > 0 takové, Ze

|J(x)d| > J|d| Yz e Bz*,e) Vde R" (75)

Predpoklad 20 Zobrazeni f : Dp — R™ je spojité diferencovatelné v okoli bodu x* € Dp a eristuje
konstanta G a ¢islo € > 0 tak, Ze plati

|J(x) — J(=*)|| < G|lz — z*|| Vx € B(z*,¢). (J6)

Predpoklad 21 Zobrazeni f : D — R™ je dvakradt spojité diferencovatelné v okoli bodu x* € R™. Pak
pro libovolnou konstantu G > maxi<g<m(||Gr(z*)||) existuje éislo € > 0 takové, Ze

|Ge(2)]| <G V1<k<m, VzecB(x*e). (J7)

Véta 103 Jsou-li spinény predpoklady (J4) a (J7), je splnéna podminka (F4).

Dikaz Ze spojité diferencovatelnosti zobrazeni f vyplyvd, ze existuje éislo 6 > 0 takové, ze || f(z)|| <
21 f ()] a || J(2)]] < 2[[J(z*)|| Vz € B(x*,6). Polozme f = 2| f(z*)||, J = 2| J(x*)| a zvolme 0 <& < ¢
tak aby byly splnény piedpoklady (J4) a (J7). Pak v B(z*, ¢) plat{
—92 —
IG @) < 177 (2)J ()] +Z|fk MGr@)| < T +mfG.
O

Véta 104 Jsou-li splneny predpoklady (J5), (J7) a plati-li f(z*) = 0, je splnéna podminka (F5).
Diikaz Jelikoz f(z*) = 0, existuje &islo § > 0 takové, ze ||f(z)| < J?/(2mG) Yz € B(z*,8). Zvolme
0 < & < § tak aby byly splnény predpoklady (J5) a (J7) Pak v B(z*,¢e) plati

n n

d'G(z)d = d" (JT(I‘)J(I‘) + ka(I)Gk(I)> d > || J(@)d|* =Y | fr(@)]|Gr()lld]?

k=1 k=1

- 1
> (L= ==mG ) |d|* = .1%||d||>.
2mG 2

O

Poznamka 197 Jestlize x; — x*, existuje k danému éislu e > 0 index k € N takovy, ze z; € B(z*,¢)
pokud i > k. Pak, omezime-li se na D = B(x*,¢), podminky (J3)—(J7) implikuj{ (J3)—(J7). Abychom
nemuseli stéle ovérovat zda pro dany index ¢ € N jiz plati x; € B(z*, €), budeme ¢asto pouzivat podminky
(J3)—(J7) misto (J3)—(J7). Tim se formélné zjednodusi a zpiehledn{ vétsina ditkazii aniz by doslo k djme
na obecnosti.
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7.1 Gaussova—Newtonova metoda

Gaussova—Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody tim, Ze ve vyrazu pro Hessovu matici G(z;)

zanedbdme ¢len C(z;), takze

T T
B =JlJi =Y gr(wi)gf (x:),
k=1
kde B; je matice, kterd se pouzivd k urc¢eni smérového vektoru (Fesenim soustavy rovnic B;s; = —g; nebo

minimalizaci kvadratické funkce Q;(s) zavedené v pozndmce 162).
Poznamka 198 Existuji dva duvody pro pouziti takto definované matice B;:

(1) Ulohy s nulovym reziduem. Nechf F(z*) = 0. Pak z 2; — 2* plyne F(z;) — F(z*) = 0 a tedy
fr(z;) = 0V1 <k <m. Jeli splnéna podminka (J6), pak i

IC(x2) ||—||kax10kxz < Z K@) = 0
k=1

a tedy ||G(z;) — Bil| = ||C(z;)|| — 0, coz je nutnd podminka pro @-superlinedrni konvergenci.

(2) Linearizace. Plati

(f (@) + T (x:)s)" (f (@) + T (2i)s) =
= TG + ST E)s

F(z;+s) = %fT(gcZ +s)f(x;+8) ~

l\DM—l

5 sT T (x5)J ()8,

takze

1
F(z;+s)— F(a;) =~ gT(ati)s + isTBi&

coz je lokdln{ kvadratickd aproximace s matic{ B; = JI J;.

Véta 105 Necht jsou splnény podminky (J1), (J4), (J6). Pak Gaussova—Newtonova metoda realizovand
jako metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Jsou-li splnény podminky (J4), (J5),
(J7) a plati-li x; — x*, F(2*) =0 a w;(s;) = 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrn.

Dukaz Jsou-li splnény podminky (J1), (J4), (J6), plati (F1), (F3) (véta 102) a

—2
I1Bill = [1J (i) (z) "] < T,

takze Gaussova—Newtonova metoda je podle véty 75 globalné konvergentni. Jsou-li splnény podminky (J4),
(J5), (J7) a plati-li F(z*) = 0 (neboli f(z*) = 0) je podle véty 103 splnén predpoklad (F4) a podle véty 104
piedpoklad (F5). Jak jiz bylo ukdzdno (pozndmka 198) z F(x;) — F(x*) = 0 plyne B; — G(z;) — G(x*),
neboli
1(G" — Bi)si
[lsill

<|&* = Bi| =0,

coz spolu s w;i(s;) — 0 a s (F4), (F5) implikuje Q-superlinedrni konvergenci (véta 79, kde jsme pro
zjednodusen{ pouzili podminky (F4), (F5) misto (F4), (F5)). O
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Poznamka 199 Smérovy vektor odpovidajici Gaussové—Newtonové metodé muzeme urcit nékolika ruz-
nymi zpusoby:

(1)

(2)

7.2

Resenim normalni soustavy rovnic. Dosadime-li B; = JiT Jia g = JiT fi do vztahu B;s; + g; = 0,
dostaneme soustavu linedrnich rovnic JI J;s; + JI fi = 0, kterd se nazyv4 normaln{ soustavou rovnic.

Resenfm linearizované tlohy nejmensich ¢tvercit (pfeurcené soustavy linedrnich rovnic). Tato tloha
mé tvar J;s; + f; = 0. Zpusob jejiho feseni je popsdn v oddilu 7.3. Pouziva se stabilni QR-rozklad
matice J;. Pii realizaci s lokdlné omezenym krokem miizeme soustavu (JIJ; + Al)s + JIf; = 0

nahradit linearizovanou tilohou
Ji + fi | o 0
VAL P T o | T

Resenfm rozsffené soustavy rovnic. Oznac¢me 7; = —(J;s; + f;). Smérovy vektor hleddme tak, aby
platilo JI'r; = 0. To dohromady dava

I, J; Ti i
) 2 — O
FaiEEIE
coz je soustava m + n rovnic se symetrickou indefinitni matici. Tento zpusob je vhodny pro ridké
ulohy, nebot fidkost matice J; implikuje fidkost matice rozsifené soustavy rovnic, zatimco matice

normélni soustavy rovnic muze byt hustd (napiiklad, mé-1i matice J; husty fadek). Pouziti rozsitené
soustavy rovnic je vhodné i pro védzené ulohy. Jestlize

1

F(a) = 5 7 @)W f(2),
kde W je vahova matice, pak normalni soustava ma tvar

JIW Jisi + JEW fi = 0,
a oznacime-li r; = =W (J;s; + f;), dostaneme

w1t T fi | _
[ JT, O][si o =%

takze nékteré vahové koeficienty mohou byt i nekonecné. To je praktické v pripadé iloh s omezenimi,

nebot ¢tverce omezen{ (s nekoneénymi véhovymi koeficienty) pak muzeme piidat k minimalizované
funkci.

Pouziti kvazinewtonovskych aktualizaci

Gaussova—Newtonova metoda je velmi efektivni pro tlohy s nulovymi rezidui, muze vsak selhdvat v pripadé
dloh s velkymi rezidui. Proto se nabiz{ tato strategie:

(a)
(b)

Jestlize F; — F* = 0, pouzijeme Gaussovu—Newtonovu metodu.

Jestlize F; — F* > 0, pouzijeme néjakou superlinedrné konvergentni metodu (bud Newtonovu
metodu nebo metodu s proménnou metrikou).

Nésledujici véta udava zpusob jak rozhodnout, kterd metoda bude pouzita.
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Véta 106 Necht F; — F* =0 Q-superlinedrné. Pak
Fy — Fipa

lim =1.
1—> 00 i
Necht F; — F* > 0. Pak
F;, — F;
li 1 i+1 —0.
i
Dikaz Jestlize F; — F* = 0 Q-superlinearné, pak plati
F;, — F; Fip1 — F*
lm —— L = him 2L —1-0=1.
i—00 Fz i—00 Fz — F*
Jestlize F; — F* > 0, pak
. Fl — Fi+1 1
’Lli)OO Fz o F Z]i)Igo(F’L B FZ+1) =0

Poznamka 200 Velmi efektivni hybridni metodu dostaneme, zkombinujeme-li Gaussovu-Newtonovu metodu
s metodou BFGS: Necht By = J{'J;. Jestlize (F; — Fi,1)/F; > 9, polozime

Biv1=J Jis1.
Jestlize (F; — Fi+1)/F; < ¢, polozime

T T
viy;  Bidi(Bid;)
Biy1 = B; - :
i T, dT Bid;

kde d; = xj41 — 2 ay; = giy1 — gi = E;'_lfi+1 — Jsz2 Obvykle ¥ = 0.01 pro metody spadovych sméru a
¥ = 0.0001 pro metody s lokdlné omezenym krokem.

Nyni se budeme zabyvat dalsimi kombinacemi Gaussovy—Newtonovy metody s metodami s proménnou
metrikou, které se ¢asto nazyvaji strukturovanymi metodami s proménnou metrikou. Budeme piedpokladat,
ze B; = JiT Ji+C;, kde C; je ngjakd aproximace matice C(z;) a budeme hledat matici C;41 tak, aby matice
By = JgrlJiH + Cj;y1 spliovala kvazinewtonovskou podminku B, 1d; = y;, kde opét d; = ;41 — x4
QY = gi+1 — gi = Jg_lfi+1 — JI' f;. Existuji dva zpisoby, jak toho docilit. Prvn{ zpiisob je zaloZen na
pouziti tranformované kvazinewtonovské podminky

Cid=22y—JTJd=JTf, —JTf—JTJ,d,

kterd bezprostfedné plyne z podminky B, d = y. Dostaneme tak aktualizaci

T T T T T
Cp—cq i CdCdT | B (d Cdsz> (d Cdsz> . (294)

Tz dTCd dTCd \ dTz dT z

Nevyhoda popsaného zpiisobu spoéiva v tom, ze ¢éislo d” z nemusi byt kladné, coz komplikuje pouziti
metody BFGS (s 5 =0). V této souvislosti se nejvice pouzivd metoda hodnosti 1, kdy
(2 — Cd)(z — Cd)T

dT(z — Cd)

C,=C+ (295)

s

JTTL).
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Druhy zpiisob je zaloZen na aktualizaci matice B = JLJy + C tak, aby matice By = JLJ, 4+ C4
spliovala kvazinewtonovskou podminku By d = y. V tomto pifpadé muzeme pouzit aktualizaci (133), kde
matice B je nahrazena matici B. Protoze y — Bd = z — Cd, je vyhodné pouzit vzorec (176). Pak

(y — Bd)v" +v(y — Bd)"  (y— Bd)"dvo”

Cr=C+ dTv dTv dTv
(z = Cd)vT +v(z—Cd)T (2 — Cd)TdvoT
- - v 2
C+ dTv dTv dlv’ (296)

kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a v = y + (yTd/d" Bd)'/? Bd pro aktualizaci
BFGS (metoda hodnosti 1 pouzivd opét aktualizaci (295)).

Poznamka 201 Vektory y a z mohou byt definovéany riznym zpusobem, musi ale platit z =y — JIJer.
Standardni volba

z=J f IV f—JlJd
odpovida kvazinewtonovské podmince (JIJ+ +Cp)d = JL fr — JTf. Velmi efektivni volba je zalozena
na explicitnim tvaru ¢lenu druhého fadu. Pfedpokladejme, ze aproximace B,‘: Hessovych matic Gy spliuji
kvazinewtonovské podminky B,js = g,j — gk, 1 <k <m. Pak muzeme psét

2= fBFs =Y £l —gr) = (T — )T 1

k=1 k=1

Metody s proménnou metrikou pro soucet ¢tvercu lze realizovat v soucinovém tvaru (véta 52). Nyni
se budeme zabyvat strukturovanymi metodami s proménnou metrikou, které vyuzivaji znalost Jacobiovy
matice. Abychom mohli tyto metody vyjadfit v souc¢inovém tvaru, polozime A =J+ L, Ay =J. + L4 a
matici L budeme aktualizovat tak, aby platilo

Bid=ATArd= (Ji + L) (J4 + Ly)d = .

Jelikoz v ptipadé souctu ¢tvercu lze v souc¢inovém tvaru efektivné realizovat pouze metodu BFGS (pozndm-
ka 111), omezime se na podtiidu metod s proménnou metrikou, kterd obsahuje metodu BFGS a pro niz
je odvozeni sou¢inového tvaru mnohem jednodussi nez v obecném ptipadé. K odvozeni sou¢inového tvaru
pouzijeme varia¢ni princip. Abychom ho mohli pouzit, zapiseme kvazinewtonovskou podminku ve tvaru

(Jr+ L) 2=y,  (Jy+Lpd=z  2Tz=d"y, (297)

kde z je volitelny vektor (parametr). Poznamenejme, Ze posledni rovnost, kterd je dusledkem prvnich dvou
rovnosti, je jedinym omezenim kladenym na volbu vektoru z.

Véta 107 Necht T je symetrickd pozitivné definiti matice. Pak Frobeniova norma |T~Y?(Ly — L)||r je
minimdlni na mnoZiné viech matic vyhovujicich rovnosti (Jy + L))"z = y prdvé tehdy, plati-li

Tz(y — AT2)T

L,—=1—
+ 2TTz ’

kde A = Jy + L. Kvazinewtonovskd podminka (297) je v tomto pripadé splnéna prdvé tehdy, jestlize
Tz=z2—Ad a 2Tz =9y7d.

Dikaz (a) Nutnost prvni ¢asti tvrzeni dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

L

1 2
iHTJﬂ@+—LwF+UT&h+I%FZ—w

SR )T 0 ) | T ),
=1
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kde L, = [If,...1}}] a L = [l,...ly]. Postacitelnost je pak bezprostiednim diisledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivovanim Langrangeovy funkce dostaneme
oL _
=7 (=) + e

K2

Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce ma tedy tvar T_l(l;r —1;) +u;z=0,1<i<m, neboli
Ay —A=L, - L=-T=u".
Z rovnosti Aiz =y dostaneme (A, — A)Tz = —2TTzu =y — ATz, takze

y— ATz
R
coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava
Tz(y — AT2)T
2TTz
(b) Ptedpoklddejme, ze je splnéna kvazinewtonovska podminka (297), takze (A4 — A)d = z — Ad. Pak
plati

A, —A=L,—L=

Tz(y— AT2)Td
2TTz
7 tohoto vyjadreni je ziejmé, ze vektor Tz je rovnobézny s vektorem z — Ad. Jelikoz matici T' muzeme

vyndsobit libovolnym ¢islem aniz se zméni zlomek na levé strané, muzeme polozit Tz = z — Ad. Necht
naopak Tz = 2 — Ad a 27z = d"y. Pak plati

=z — Ad.

—A _ AT NT
Ay —A—p, - Ady=A42)

2T (2 — Ad)
’ Ty - A7)
_ _ d Yy — z _ _
Ayd=Ad —Ad)—————=Ad — Ad) =
+ —I—(Z ) ZT(Z—Ad) +(Z ) 2,
takze je splnéna i druhd podminka z (297). O

Poznamka 202 Metodu BFGS dostaneme, zvolime-li vektor z tak, aby byl rovnobézny s vektorem Ad,
tedy z = Md a Tz = (A — 1)Ad. Z posledni podminky v (297) plyne, ze 27z = \2dT AT Ad = d"y, coz po
dosazeni do vztahu uvedeného ve vété 107 dava
T
Ad dT AT Ad N
il —ATAd| . 298
dTAT Ad Ty Y (298)

L+:L+

Pokud J, = 0, takze A = A, piejde tento vyraz v (469).

Jistd nevyhoda aktualizace (298) spociva v tom, Ze FeSeni linedrniho problému nejmensich ¢tverct
(J+L)d+ f =~ 0 nenf fesenfm normaln{ soustavy rovnic (J + L)T(J + L)d = —g = —JT f, kterd se pouzivd
pro vypocet smérového vektoru. Nelze tedy pouzit efektivni metody zalozené na QR rozkladu ani metodu
LSQR (definice 43). Tuto nevyhodu lze odstranit, volime-li matici L tak, aby platilo (J + L)1 f = JT f,
neboli L7 f = 0. Je tedy vyhodné piidat omezeni LL f, = 0 k varia¢n{ tloze definujici metodu BFGS.
Pokud LT f; = 0, je minimalizace Frobeniovy normy ||L; — L||r ekvivalentn{ minimalizaci Frobeniovy
normy |P(Ly—L)||r, kde P = I—f, fT/fT f, je matice ortogonalni projekce (pfipomenme si, ze P? = P).
Plyne to z toho, ze PL, = L, takze

(Ly —L)Y'P(Ly - L) = LTPL, - L"PL, - LTPL+L"PL
= 'L, -1"L, - LTL+L"PL
— (L - D)Ly — D)+ L"(P - D)L,

kde posledni ¢len je konstantni.
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Véta 108 Frobeniova norma ||P(Ly — L)||F je minimdln{ na mnoziné vsech matic vyhovujicich kvazi-
newtonovské podmince (297) a omezeni L£f+ = 0 prdvé tehdy, plati-li

T
Ad dT AT Ad o
L, =PL+———— g— ATAd | . 299
* araria \\| “dry Y (209)
kde .
A:P(J++L), g:y_ J+f+(‘]+f+) d

L fs

Dukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze pokud (Jy + Ly)d = z a L£f+ = 0, je podminka (J; + L )Tz =y
ekvivalentni podmince (J4 4+ Ly) Pz =g. Z (J4 +Ly)d = z a LT f1 = 0 totiz plyne fLJ,d = f{z, takze
JLfefied JLfpfLJd

fLfs fEfs
= JIe+LTPr—y=(Js + L) 2 —w.

(Jy+Ly)"Pz—5 = Jlz-— +LTPz—y+

Poznamenejme, 7e z rovnosti (Jy + Ly)d =z a (Jy + Ly)T Pz = jj plyne vztah 27 Pz = d"'j.
(b) Nutnost dokdzeme pomoc{ Lagrangeovy funkce

1 ~
L = S|P(Ls~ D% +u” ((J4 + Ly)T Pz — )
= E:BUf—hf?%U—h)+m£Pﬁ (TP — ),
=1

kde L, = [If,...I;}] a L = [l,...l;]. Postacitelnost je pak bezprostiednim diisledkem konvexity Frobe-
niovy normy. Derivovanim Langrangeovy funkce dostaneme

oL L
Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce ma tedy tvar P(l;r —1l;)+u;Pz=0,1<i<m,neboli
P(Ly — L) = —Pzu”.

Z rovnosti (J4 4+ Ly )T Pz = § dostaneme (L, — L)' Pz = —2TPzu = §j — A z, takze

Yy — AT
u=—-2_=°
TPz’
coz po dosazeni do pfedchozi rovnosti dava
Pz(j— ATPz)T
P(Ly—L)= Z(y—z) (300)

2T Pz
(nebot P? = P implikuje PA = A). Pouzijeme-li druhou podminku z (297), dostaneme P(Ly — L)d =
Pz — Ad, takze lze psat }
Pz(j— ATP2)Td
2TPz
Z posledniho vyjadreni je zFejmé, ze vektor Pz je rovnobézny s vektorem Ad, neboli Pz = AAd. Pouzijeme-
li vztah 27 Pz = d'jj dokézany v (a), mizeme psét

e~ T3
NATATAd = TPy = dT§ = A=ty 29
dT AT Ad

coz po dosazeni do Pz = AAd a potom do (300) dokazuje tvrzeni véty. O

= Pz — Ad.
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Poznamka 203 Strukturované metody s proménou metrikou pro minimalizaci sou¢tu ¢tvercu byly puvod-
né navrzeny tak, ze se matice B; = JZ-T J; + C; pouzivaly a matice C; aktualizovaly v kazdém itera¢nim
kroku. To je vSak nevyhodné, nebot v tilohéch s nulovym reziduem, potiebujeme, aby C; — 0 dostatec¢né
rychle, zatimco pii pouziti aktualizaci (294) nebo (296) je tato konvergence obvykle ptili§ pomald. Proto
byly vyvijeny ruzné skalovaci strategie. Ukdazalo se vSak ze je vyhodnéjsi pouzivat hybridni strategie
tak jako v pozndmce 200: Necht Cy = 0. Jestlize (F; — F;11)/F; > 9, polozime C;11 = 0. Jestlize
(F; — Fi41)/F; < 9, aktualizujeme matici C; pomoci (294) nebo (296). V obou piipadech pokldddme

Bi-i—l = Jg_—;_l‘]i-‘rl + Ci+1

(stejné tvahy se tykaji strukturovanych metod s proménnou metrikou pouzivajici matice A; = J; + L; a
aktualizace (298) nebo (299).

Poznamka 204 Velmi zajimavou moznost automatického skalovani matice C' nabizeji totalné struktur-
ované metody s proménnou metrikou pochézejici od Huschense. V tomto pfipadé se pouziva a aktualizuje
matice aproximujici vyraz

o fr(@) .
= 2 i @

Pouzivame tedy model B = JT.J + ||f||T (takze C = ||f||T) a matici T} aktualizujeme tak aby matice
B, =J LTI+ Ty splilovala kvazinewtonovskou podminku B, s =y. Toho lze docilit tak, ze aplikujeme
aktualizaci (176) na matici B = JTJ; + || f||T. Nakonec polozime By = JTJ, + || f4||T. Uzitim vztahu
(176) dostaneme

_ BT _ B T
T, =T+ L 1 ((y— Bdw" +v(y — Bd)T (- Bd)Td voT
7 dTv AT dTw
— TdvT s _—TdT 5 Td7T T
T4 (Z—=Tdyv' +v(z —Td) (z-=Td)'dvv (301)

dTv B dTv — dTv’
kde z = z/||f|l = (y fiJIJ+d)/||fH a kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a
v =1y + (yTd/d" Bd)'/?Bd pro aktualizaci BFGS. Metoda hodnosti 1 pouzivé aktualizaci

(2 —Ts)(z —Td)T

T, =T
* + dT(z —Td)

Naésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod pro minimalizaci souctu &tvercu, které jsou real-
izovany bud jako metody spddovych sméru (prvni ¢dst tabulky) nebo jako metody s lokélné omezenym
krokem (druhd cast tabulky). Bylo feseno 82 testovacich problému vétsinou se 100 proménnymi (jsou uve-
deny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG, jakoz i pocet selhani a celkovy
¢as vypoctu).

metody spadovych smért NIT | NFV | NFG Cas | selhani
metoda BFGS podle (118) 9343 | 10853 | 10853 | 1.67 1
Gaussova—Newtonova metoda 8615 | 16302 | 24914 | 19.02 8
hybridn{ metoda (pozndmka 200) 3809 | 6080 | 9884 | 8.89 2

strukturovand metoda BFGS podle (296) | 3158 | 5897 | 9054 | 7.34 2
strukturovand metoda BFGS podle (301) | 3262 | 6085 | 9345 | 6.97 1

metody s lokdlné omezenym krokem NIT | NFV | NFG Cas | selhan{
metoda BFGS podle (136) 10684 | 11860 | 10764 | 3.39 1
Gaussova—Newtonova metoda 4321 | 4694 | 4402 | 12.84 1
hybridni metoda (pozndmka 200) 3450 | 4013 | 3531 | 9.67 -

strukturovand metoda BFGS podle (296) | 2766 | 3130 | 2847 | 7.61 -
strukturovand metoda BFGS podle (301) | 2771 | 3239 | 2849 | 7.66 -
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Poznamka 205 Z vysledki uvedenych v této tabulce lze ucinit nékolik zavéru.

e Metody s proménou metrikou maji mensi rezii, nebot neni tieba fesit soustavy linedrnich rovnic.
Vypocetni cas je tedy obvykle niz$i nez u specializovanych metod pro soucet ¢tverci. Metody s
proménou metrikou neni vhodné realizovat jako metody s lokalné omezenym krokem.

e Gaussovu—Newtonovu metodu neni vhodné realizovat jako metodu spadovych sméri, nebot se ¢asto
fesl soustavy rovnic se §patné podminénymi maticemi.

e Gaussovu—Newtonovu metodu je mozné znacné vylepsit kombinovanim s metodami s proménnou
a to bud pomoci jednoduché hybridni strategie (pozndmka 200) nebo pomoci strukturovanych ak-
tualizaci (296) a (301). Tyto kombinované metody jsou velmi robustni (ve spojeni s metodami s
lokdlné omezenym krokem nikdy neselhaly). Potiebuji také nejméné iteraci a vycisleni hodnot min-
imalizované funkce (souvisi to s dobrymi konvergen¢imi vlastnostmi kombinovanych metod). Jejich
vyssi rezijni naroky mohou byt vykompenzovany rychlejsi konvergenci v ptipadech, kdy je vypocet
hodnoty (a gradientu) minimalizované funkce velmi nérocny.

7.3 Reseni linedrni dlohy nejmensich ¢tverci

Necht J je matice kterd ma m faddka a n sloupcu, kde m > n. Linedrni tlohou nejmensich ¢tvercu rozumime
nalezeni vektoru s € R™, ktery minimalizuje normu ||Js + f||. Vyhovuje-li této tloze vice vektoru, volime
ten, ktery ma nejmensi normu. Linedrni tlohu nejmensich ¢tverci budeme zapisovat ve tvaru Js+ f = 0.

Véta 109 Vektor s je fesenim tilohy nejmensich c¢tverci Js + f ~ 0 prdvé tehdy, kdyz s = —J'f kde J'
je pseudoinverze matice J.

Diukaz (a) Ma-li matice J plnou hodnost, je vektor s fesenim linedrni tilohy nejmensich ¢tvercu Js+ f ~ 0
praveé tehdy, kdyz s = —(JTJ)~1JT f. Nutnost plyne z véty 2 a z vyjadieni (287). Postagitelnost plyne z
toho, ze matice JTJ je pozitivné definitni, takze kvadraticd funkce ||Js+ f||? je konvexni a m4 tedy jediny
stacionarni bod, ktery je jejim globalnim minimem. Podle poznamky 102 plati (JTJ)~1JT = JT, takize
s=—Jif.

(b) M&-li matice J hodnost I < n, mtizeme psit J = UVT, kde matice U € R™*! a V € R™*! maji plnou
hodnost. Jelikoz matice U m4 plnou hodnost, je podle (a) vektor s fesenim tlohy Js = UVTs + f ~ 0
praveé tehdy, kdyz VTs = —(UTU)~1UT f. Vektor s mitzeme jednoznacné vyjadiit ve tvaru s = Vy+z, kde
z lezi v ortogonalnim doplitku podprostoru £(V) (takze V12 = 0). Pak platf VIVy = —(UTU)~1UT f,
neboli

y=—-VTV Yoty Wwtf o s=-vvIv)yrUT)"'UTf + =

Podle definice 24 se snadno piesvédéime, ze V(VIV)"H(UTU)~WUT = (UVT)t = JI. Vektor s je tedy
fesenim tlohy Js + f ~ 0 pravé tehdy, kdyz s = —JTf + 2. Ale

Isll = (JTNTITf+ 2T f + 272 = [T FIP + |2

(nebot 2T Jt = TV(VTV)~"L(UTU)~'UT = 0), takze vektor s ma minimalni normu pravé tehdy, kdyz
2z =0, coz davd s = —JTf. |

Poznamka 206 V pripadé, ze matice J m4a plnou hodnost, lze feSeni linearni tlohy nejmensich ¢tverctu
ziskat FeSenfm normalni soustavy rovnic J?.Js = —f pomoci Choleského rozkladu matice J7.J. Tento
pifstup neni piilis vhodny, nebot plati x(J7J) = k2(J), kde x(J) je spektralni ¢islo podminénosti matice
J. Proto je vyhodnéjsi pouzit ortogondlni rozklad matice J. Je-li matice @ ortogondlni, plati ||Q| =1 a
k(Q) = 1 (piipomeiime, Ze étvercovd matice je ortogondlni, plati-li Q7 Q = QQT = I).

Abychom mohli popsat ortogondlni rozklad matice J, budeme nejprve studovat ortogonalni opreace
realizované elementarnimi ortogondlnimi maticemi.
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Definice 34 Rekneme Ze matice Q € R**? je Givensovou matici elementdrni rotace, jestlize plati
[ e, —s
Q- |\
kde ¢® + s®> = 1. Tato matice je ortogondini, nebot

7 2 2
T c, S c, —s | | ¢c®+s7, 0 |1
QQ_[—S,C:||:S, c _{ 0, 82+62:|_[0

Pozndmka 207 Nechf ||z|| = 1, takie 71 = cosa a x5 = sina. Jelikoz ¢ + s> = 1, mizeme polozit
c=cosp a s =sinp. Pak plati

Oz = cosp, —singp cosa | | cospcosa—singsina | | cos(p+ a)
" | sing, cosep sina | | sinpcosa+cospsina | | sin(p+a) |’

takze vektor y = Qx m4é také jednotkovou normu a vznikne rotaci vektoru z o 1hel .
Givensovu matici mizeme pouzit k vynulovani prvku vektoru.

Véta 110 Nechf z € R? a necht Q € R**? je Givensova matice takovd, Ze c = z1/||z|| a s = zo/||z||. Pak
plati
.| & s || e | _ | Il
el B IR

1
A+ = —(x%—i—x%) =1,

(1],

e s | el
Qe = [ -5, ¢ } { szl }

Pozndmka 208 Givensovy matice elementdrnich rotaci muzeme definovat i v R™*™. V tomto piipadé
se Givensova matice @Q);; lisi od jednotkové matice fadu n pouze tim, Ze jednotkova submatice fadu 2,
obsahujici elementy i-tého a j-tého fadku a sloupce, je nahrazena submatici

Cij,  —Sij
)
Sijs  Cij

Poznamka 209 Givensovy matice elementarnich rotaci z R"*"™ muzeme pouzit k vynulovani poslednich
n — 1 prvki vektoru z € R™. Zvolime-li vhodné prvky ¢; 41, Sii+1, 1 <@ <n—1, plati

Dukaz Plati

takze po dosazeni dostaneme

O

kde ¢f; + 5% = 1.

B4l

T AT T 0
Q12Q23 - - - n—1nd =
0

Nulovéani prvku se provadi podle schematu

* * &3]
* * * 0
* 0 0 0

Dostavame postupné vektory, kterym ubyvaji nenulové prvky od n-tého po druhy fadek.
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Poznamka 210 Dalsi uzitecnd aplikace Givensovych matic elementdrnich rotaci z R™*™ je nulovéani pod-
diagondlnich prvkia Hessenbergovy matice fadu n. Zvolime-li vhodné prvky ¢;iy1, Siit1, 1 <1 <n—1,
plati

Z—l,n s Q§3Q1T2H =R

Nulovéni prvku se provadi podle schematu

O O ¥ %
O ¥ | * ¥
* K| X X
* X | ¥ X
1
OO O *
O % % | %
* | ¥ ¥ | *
* | ¥ ¥ | *
1
S OO *
S O ¥ ¥
* X | ¥ ¥
* K| ¥ ¥
S OO ¥
S O *x ¥
O *x % ¥
EE S

Dostavame postupné matice, kterym ubyvaji nenulové poddiagondlni prvky od druhého po n-ty radek.

Kromé Givensovych matic elementarnich rotaci se téz pouzivaji Householderovy matice elementarnich
reflexi. Householderova matice se 1isi od jednotkové matice clenem, ktery ma hodnost 1.

Definice 35 Rekneme, Ze matice Q € R™ ™ je Householderovou matici elementdrni reflexe, jestlize plati

T

VU
=I-2——
Q Ty’

kde v € R™. Tato matice je ortogondlni, nebot

T T T T
QTQ=(I—2”§) (I—?”§>=I—4”§+4w=i
vTU VU vTv

Poznamka 211 Necht x € R™ a v € R". Necht vektor y je ortogonalni projekci vektoru x do sméru
vektoru v, takze

Vynéasobime-li vektor z matici @), dostaneme

Qx = (1—2%)90:95—25?51):33—23/,
takze vektor Qx vznikne zrcadlenim vektoru x podle nadroviny kolmé k vektoru v.
Véta 111 Nechf x € R™, y € R" a |ly|| = ||z||. Polozme
Q—1_oE Y-y’
(z—y)T(z—vy)
Pak matice Q je Householderovou matici elementdrni reflexe a plati y = Qx a r = Qy.

Dikaz Matice @ je Householderovou matici elementérni reflexe podle definice 35. Plati

(z—y)a 2] — y"
Qr = xz—-2x—y)———F——=x—2(x—y)
(z -y (z—y) [zl + [[yll* — 2y" =
J]> —y"
= r=2r-y)lr s =r—(r—y) =y
2(|J)|* — y"'z)
Vztah = = Qy plyne z toho, ze matice @ je symetrickd a ortogonalni. O
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Poznamka 212 Householderovu matici muzeme pouzit k vynulovani poslednich n — 1 prvka vektoru
x € R". Polozime-li ve vété 111 y = —o||z|le;, kde ¢ = £1 a e; je prvni sloupec jednotkové matice,
muzeme psat Q = I — 2vv” /(vTv), kde

v = z—y=2a+o0o|x|e,

viv = lz])? + 20 |lallzy + (|2 = 2zl (l2] + o).

Znaménko volime tak, aby jmenovatel vTv byl co nejvétsi, tedy o = sgn(z;). Pak v = z + o||z|e1,
vy = 2||z||(||]| + |x1]) a pro libovolny vektor z € R™ plati

vz 2Tx + o||z||z1
QZ =z = V=z- .
vty [l (2]l + 1]} (@ + ol[z]ler)

Polozime-li & = z/||x||, mizeme psit v =  + oeq, vIv = 2(1 4 |Z1|) a pro libovolny vektor z € R™ plati

Ti+ oz

=z — =
© N

(Z +oeq).

Definice 36 Ortogondlnim rozkladem matice J € R™*™, m > n, nazveme vyjddrent

J=Q [ i ] | (302)
kde Q je ortogondlni matice 7ddu m a R je horni trojuhelnikovd matice Fadu n.

Poznamka 213 K nalezeni ortogondlniho rozkladu (302) lze s vyhodou pouzit Householderovy matice
elementdrnich reflexi. Zvolfme-li vhodné vektory v; € R™ (majici prvnich i—1 prvka nulovych) a polozime-
i Q; =1 —2v;vl/vFv;, 1 <i<n, mizeme psat

Qs = | |

(matice @; vynuluje m — i prvku i-tého sloupce prubézné upravované matice). Ortogondln{ rozklad se
provadi podle schematu

x %k % * ok % x k% * kK
* ok % 0] % = 0 *x = 0 % =x
x k% — | 0| * = =1 0 0= =10 0 =«
x %k ok 0] * = 0 0] = 00 0
X ok % 0] * = 0 0] % 0 0O

Pak plati (302), kde Q@ = Q1Q2... Q. Jelikoz Householderovy matice @Q;, 1 < i < n, jsou symetrické a
ortogonalni, plati QTQ = Q,, ... Q2Q1Q1Q> ... Q, = I, takze matice Q je ortogonalni.

Poznamka 214 MA4-li matice J hodnost [ < n, neni trojihelnikovd matice R reguldrni a rozklad (302)
mé tvar S
R,
J - Q |: O7 O :| I

kde R je horni trojihelnikovd matice fadu l a S € R (=D V tomto piipadé je vhodné prvky matice S
vynulovat, coz lze opét provést pomoci Householderovych matic. Dostaneme tak rozklad

J=Q { ff 8}67, (303)
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kde Q = Q1Q> ... Q;. Dodatecné ortogonalni tpravy se provad{ podle schematu

*

o O O
S O % ¥

*
*

OO O %
O O % *
O Ol % ¥
O Ol ¥ ¥
o O O
o O O

Véta 112 Necht
_ Ra 0 NT
'] - Q |: O7 0 :| Q 9

kde Q € R™ ™ Q € R™ ™ jsou ortogondlni matice a R je requldrni horni trojihelnikovd matice Fadu I,
I < n. Pak vektor s je feSenim ulohy nejmensich ctvercu Js + f =~ 0 prdavé tehdy, kdyz

o[ %e] e[z

v

Dukaz Necht

z (%

-] V=[5 3][1] e [1]

Norma ||.Js + £ je minimdlni, pokud je ||Q%(Js + f)|| minimaln{ (ndsobeni ortogonalni matici zachovava

normu), ¢ili pokud je || Ry + u|| minimdlni. Matice R je regularni, takze y = —R™!u. JelikoZ jsme zvolili
_AlY
s=q| Y],
plati |[s[|? = [|y||* + ||z]|?, takze ||s|| je minimélni, pokud z = 0. Pouzijeme-li ziskané vektory, dostaneme
tvrzeni véty. O

Poznamka 215 Popsali jsme zdkladni myslenky feSeni linedrnich tloh nejmensich ¢tvercu pomoci or-
togonalnich rozkladi. Abychom ziskali efektivni algoritmy, je tfeba vyfesit fadu praktickych problému.
Predné je tieba ukladat informace o Householderovych maticich Q;, 1 <i<na Qi, 1 <1 <[, tedy vektory
vi, 1 <i1<nawuv;, 1 <i<I Prvky téchto vektoru se obvykle uklddaji na mista nové vznikajicich nulovych
prvkua v upravované matici. Také je tfeba pouzit permutace sloupcti. Témto problémum se zde vénovat
nebudeme. Velmi kvalitni algoritmy pro ortogondlni rozklady matic jsou obsazeny s knihovné LAPACK.

188



8 Metody pro rozsahlé husté idlohy

Rozsahlé tlohy nemuzeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych hustych matic. V tomto
oddilu se budeme zabyvat metodami, které nepracuji s aproximaci Hessovy matice ani jeji inverze. Jsou to
vektorové metody podobné metoddm sdruzenych gradientu popsanym v oddilu 3, i kdyz jsou ponékud
slozitéjsi, a casto metody sdruzenych gradientu pied¢i. Budeme se zabyvat metodami s proménnou
metrikou zalozenymi na omezeném poctu aktualizaci nebo na aktualizaci obdélnikovych matic s omezenym
poctem sloupcu. Tyto metody nevyuzivaji fidkost struktury optimalizacni ulohy, takze je lze pouzit k
minimalizaci funkef s hustymi Hessovymi maticemi. Do tohoto oddilu zafadime i jednu verzi Newtonovy
metody.

8.1 Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti

Definice 37 Nechf 0 < im < mn, i € N a m = min(m,i— 1). Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda
je m-krokovou metodou s proménnou metrikou s omezenou paméti, jestliZe

s; = —Hlg,,
kde matice H! se ziskdvd z ridké pozitivné definitni (obvykle jednotkové) matice H;_,, pomoci m aktualizaci

H;+1 = 'V;' (H]Z + U;M;(U;)T) )

i—m < j <i—1, kde matice Ui = [dj,Hiyj] a MJZ jsou voleny tak, aby byly splnény kvazinewtonovské
podminky H 1Y = pjdj, —-m < j<i-—1.

Pozndmka 216 Aktualizace uvedené v definici 37 jsou stejné jako aktualizace pouzité v definici 23. Lze
je tedy vyjadiit ve tvaru

) T
i i | g Lo i m i aj i
Hj =7 | Hj+ b d dT - Eijj(ijj)T - (bd — Hj yj) (;dj - ijj> (304)
J j J J
a invertovat tak, ze plati
1 i 1 61 i i T
) A . c )
L= —|Bi+-2L—y Bzd' Bid;)" + —Bid; | | Ly; — Bjd, 305
J+1 'Y; J p b y ( 7 J) CJ (bj > <b] Yj J J) ) ( )

kde B} = (H})™' a o} = y] Hiy;, b; = y] dj, ¢ = dj Bld;. Podstatné je to, ze matice H; vznikne z

pocatecni i{dké matice H! , pomoci nejvyse m aktualizaci, takze stacf ukladat omezeny pocet vektorii a
provadét omezeny pocet operaci.

Zvlasté vyhodna je metoda BFGS s omezenou paméti s aktualizaci

) 7 7 P 1 7 7
Hjyy =7 (H (5} +72> b bk ~ (Hiygd] +d;(Hy;) )>, (306)
J i J
i—m < j <i—1, pro kterou plati tato véta.

Véta 113 Necht z;, i € N, je posloupnost generovand m-krokovou metodou BFGS s omezenou paméti s
presnygm vybérem délky kroku (takze sFg;y1 = 0 Vi € N) aplikovand na ryze konverni kvadratickou funkci

Qz) = %(m —2)TG(x — ). (307)
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Pak plati

—iim yl 1dz 1

1—1 T
s = — ( H %) (th' yilgdi_1> (308)
k

pro 1 < i < n (smérové vektory s;, 1 < i < n, jsou rovnobéiné se smérovymi vektory generovanymi
predpodminénou metodou sdruzengch gradienti).

Dikaz Pro 1 < i < m jsou smérové vektory ziskané m-krokovou metodou BFGS shodné se smérovymi
vektory ziskanymi standardni metodou BFGS, takze pro tyto indexy plat{ (308) (dusledek 5 a jeho diukaz).
Dukaz pro ¢ > m provedeme indukei. Pfedpokladejme, ze (308) plati pro 1 < i < k, kde m < k < n. Pak
podle véty 22 a poznamky 50 lze pro 1 < j < k psét

T gr =0, g Hgy, = 0. (309)
Ukéazeme nejprve sestupnou indukei, ze pro libovolny index k —m < ¢ < k — 1 plati
k—1 k=1 T 17k
y; Hi'gw
Hige= | [[2F| | HEge =D 27-md; | . (310)

T.
=i j=i Y; d;

Plat{ to ziejmé pro i = k — 1, nebot z (306) a z di_,gx = 0 (pfesny vybér délky kroku) plyne, ze

T k
Y1 Hg_ 19k
it ok (10 )
Yi—10k—1

Nyn{ snfzime i o jedni¢ku. Pouzijeme-li (310), (306) a rovnost d ;gx = 0, ktera plyne z (309), mtzeme
pséat

k = k k yiT—le'k—ﬂk y] 1gk
Higr = II’Yj H; 19k—W1 1) = Vi 1§ (311)
i i—10i— =i
nebot podle (309) pro i < j <k —1 plati y] di_1 = (gj41 — g;)" di—1 = 0, takze

sz 1sz 19k

T rrk k T k
PHE g =% T | HE g —
y; Hige = 715 ( L v

di—l) =y HE gk

Jelikoz vztah (311) je ekvivalentni s (310), kde ¢ je nahrazeno i — 1, je sestupny indukén{ krok ukoncen.
Muzeme tedy psat

k-1 -l T H,
e=—Hig=—| T ) (Ho— > Zr—d; (312)
j=k—m j=k—m yj J
(nebot Hy_,. = H). Podle (309) viak pro j < k — 1 plati y] Hgr = (gj+1 — 9;)" Hgx = 0, takze (312)
prejde na (308) s ¢ = k, ¢imz je hlavn{ indukéni krok dokoncen. O

Dausledek 16 (Kvadratické ukoncent). Necht jsou splnény predpoklady véty 113. Pak existuje index k < n
takovy, Ze gr+1 =0 a 41 = T*.

Dikaz Podle véty 113 jsou smérové vektory generované m-krokovou metodou s proménnou metrikou s
omezenou paméti rovnobézné s vektory generovanymi metodou sdruzenych gradientu. Podle véty 22 tedy
existuje index k < n takovy, ze grr1 = 0 a 11 = =* (pfi presném vybéru délky kroku nezélezi na normé
smérového vektoru). O
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Poznamka 217 Véta 113 a dusledek 16 neplati pro vSechny metody s proménnou metrikou s omezenou
paméti. D4 se ukdzat, Ze metoda DFP s omezenou paméti vlastnost kvadratického ukonceni neméd. Potiz
je v tom, ze se k aktualizaci matice H} nepouzivé vektor d; = —a;H}g;, nybrz vektor dj = —a;Hjg;
ziskany pomoci jiné matice. Z tohoto duvodu nejsou véechny metody s proménnou metrikou s omezenou
paméti a s presnym vybérem délky kroku ekvivalentni (neplat{ analogie véty 41).

Jednu z dalsich vyhod metody BFGS s omezenou paméti ukazuje tato véta.

Véta 114 Necht jsou splnény predpoklady vety 113. Pak pro 1 <i<nai—m <j<i—1 platd
. i—1 ) pi,
Hiy;= |14 ) 54
= ) i

(je splnéno m kvazinewtonovskych podminek).

Dikaz Dukaz provedeme indukei. Pouzijeme toho, ze podle véty 113 jsou smérové vektory s;, 1 <i < n,
G-ortogonalni, takze pro 1 < j < [ lze psat

dly; =0, yld;=0. (313)
Predpokladejme, ze pro nélaky index ¢ — m <[ < 7 a pro vSechny indexy ¢« — m < j <[ — 1 plati

-1

i i pZ A _
Hjy; = H | Zd;, = At (314)
k=j 75

(plati to pro I = i—n, nebot v tomto piipadé neexistuje zddny index j spliiujici nerovnost i—m < j < [—1).
Pouzijeme-li (306), (313) a (314), dostaneme

i i i aj Pi 1 1 i i
Hijgvyy = (Hz y; + (bf + 7&) Edzdfyj 0 (Hiyd] y; + diy] Hj y]))
1

1

= o (X7t g ) =

pro i —m < j <1—1 a jelikoz podle definice 37 plati H},,y1 = pid; = Nd;, mizeme psat Hy, y; = Nid
pro ¢ —m < j <[. Plati tedy (314) pro index o jednicku vyssi. O

Nyni dokazeme globélni konvergenci metod s proménnou metrikou s omezenou paméti.

Véta 115 Uvazujme m-krokovou metodu s proménnou metrikou s omezenou paméti (304) takovou, Ze
7 < 'y; <7, p< p’J <pal< 77§ < 7. Necht funkce F : D — R splnuje podminky (F1), (F4), (F5). Pak
smerové vektory s; = —H!g; jsou stejnomérné spadové a plati lim;_, | g;|| = 0.

Dikaz Vyuzijeme toho, ze se provadi pouze m < m aktualizaci (304), které jsou formélné shodné s
aktualizacemi vySetfovanymi v oddilu 4.5. Muzeme tedy pouzit (305) a postupovat stejné jako v dukazu
lemmatu 24. Pouzijeme-li (195) pro i —m < j <4 — 1, muzeme psat

i i AT A
|Bi | <TxBi, <CT"2C.

Podobné podle (142) a (196) dostaneme

gl

i n T T
detBj+1>(l> ll yjdj S K 1 yjdj KG

i == JT Ri =1 nRi|l JT 2 ’
det B! p1d;j Bjd, | B3|l dj d; C
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takze

kde B = H~'. Miizeme tedy psét

K(B) = | BIIIIBHI~ =

coz podle pozndmky 26 dava lim; , ||g;|] = 0. O

Poznamka 218 Numerické testy ukazuji, ze je vyhodné pouzft pouze pocatecni skalovani a to zahrnout
do vybéru matice H;_,, (obvykle poklidédme H;_,, = (yL d;- 1 JyE 1yi—1)I). Proto budeme predpokladat,
zev;=11-m<j <z—1 Dalebudemepredpokladat ze p; =pj,t—m<j<i—1

Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti lze realizovat pfirozenym zpusoben tak, ze kromé
vektort dj, y;, i —m < j < i — 1 pocitame a uklddame vektory H}yj, i—m < j <i—1. To vyzaduje
ukladani dalsich m vektorti dimenze n a celkem O(m?n) aritmetickych operaci. Pro nékteré metody s
proménnou metrikou vsak existuji realizace, které nepotiebuji ukladat dalsi vektory dimenze n a pocet
aritmetickych operaci je pouze O(mn).

Nejprve se budeme zabyvat vektorovou reprezentaci metody BFGS. Tato reprezentace je zalozend na
pseudosoucinovém tvaru (121), podle kterého pro metodu BFGS plati

v Pi
Hi =V HV; + bf didj,  V;=1I- b, deT (315)
kde yj = gj41 — gj, dj =xj41 —xjabj =y diproi—m < j<i—1

Véta 116 Necht H}_H je matice ziskand v j-tém kroku metody BFGS. Pak plat{

H}H:< ﬁ Vk>TH;’m< I1 Vk>+ Z o ( ﬁ Vk>lele< ﬁ Vk>.

k=i—m k=i—m l=i—m k=Il+1 k=Il+1

Dukaz (Indukef) Pro j =i — m to bezprostiedné plyne z (315). Indukéni krok vypadd takto

j—1
i—m ( 11 Vk) Vi +

k=i—m

, T
j—1
i _ T i Pj T _ T
Hiy = VjHjVjer*jdjdj =V; (H V’f)
k m

=i—

T

j—1
+ Z plvT< 1T Vk> dlle< 11 Vk>V+pjddT
k

l=i—m =l+1 k=1+1

() () R () e (1)

O

Dusledek 17 Necht jsou splnény predpoklady véty 116. Pak vektor s; = —H}!g; lze ziskat pomoci dvou

rekurentnich vztahi (Strangovy rekurence). Nejprve se polozi u; = —g; a zpétnou rekurenci
dTUj+1
oj = g T b s Uj = Uj+1 — O5Y; (316)
j
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se pocitaji ¢isla o a vektory u;, i—12> j > i—m. Potom se poloZi v;_ym = Hj_, U;i_m a primou rekurenci

_ Y %
vier =i+ | pjoj = = | d; (317)
J

se pocitagi vektory vjy1, i —m < j <1 — 1. Nakonec se poloZi s; = v;.
Dikaz Polozime li u; = —g; a

i—1
w=—|[[Ve]g i-12j>i-m,
k=3

vidime, ze plati
T
dj Uj41
b Vi
j

1
uj = Viujir = (I - b_yjdjT) Uj+1 = Uj1 —
j
coz je pravé rekurence (316). Polozime-li v;_,, = H}_, tu;—m a

. T . . T
J J J
ij:( 11 Vk> H ptim+ Y Z(H Vk> didTuy, i-m<j<i-—1,

k=i—m l=i—m k=l+1

vidime, ze plati

P 1 .
v = Vi + Pdidfu = <I - bdjij) vj + pjoyd; = v+ (pjoj —yj vi/bs)d;,
j j
coz je praveé rekurence (317). O

Pozndmka 219 Tvrzeni véty 116 ukazuje, Ze matici H; muzeme urcit z matice H; ,, (kterd je iidk4)
pomoci vektort d;, y;, i —m < j <i— 1. Matici H} nemusime konstruovat explicitné. Podle dusledku 17

sta¢i poéitat vektor s; = —H{g;, pomoci rekurentnich vztahti (316)—(317). V téchto vztazich je tieba
uchovavat cisla o, i —m < j <14 — 1. Vektory u;, vj, ¢t —m < j <4 — 1 mohou byt uloZeny na stejném
misté jako vektor s; = —H}g;. Pro m = m, coz je maximalni moznd hodnota, potfebujeme uchovavat

2m + 3 vektoru (dj, y;, ¢ —m < j <i—1, a 3 vektory z;, g;, s; pro zédkladni optimaliza¢ni metodu) a
pouzijeme zhruba 4mn operaci nasobeni a s¢itani.

Dosavadni tvahy muzeme shrnout ve formeé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 11 Datam < n, e >0, &1 = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocateéni odhad z; € R™ a vypocteme hodnoty Fy := F(x1), g1 := g(z1). Polozime

i:=1.
Krok 2 Pokud ||g;|| < g, ukonéime vypocet. V opa¢ném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a ur¢ime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opa¢ném ptipadé vypocteme s; pomoci

rekurentich vztahu (316)—(317).

Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1, polozime z; 1 := x; + «o;s; a vypoéteme hodnoty
Fi+1 = F(xH_l), gi+1 = g(.ﬁUH_l). Polozime di = Ti41 — T Y = Gi+1 — Gi-

Krok 4 Ulozime vektory d;, y; a ¢isla b;, p; do pracovniho pole. Pokud m = m, odstranime vektory
di—m, Yi—m & Cisla b;_p,, pi—m z pracovniho pole. Zvétsime i o 1 a pirejdeme na krok 2.
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Strangovy rekurence lze pouzit pouze pro metodu BFGS, kdy se v (315) nevyskytuji vektory H}yj,
i—m < j <i—1. Aby bylo mozné realizovat libovolnou metodu z Broydenovy tiidy, je tfeba tyto vektory
néjak aproximovat, naptiklad nahradit je vektory H J] yj, 1 —m < 7 < i—1, které se pouzivaji v pfedchozich
iteracnich krocich. Touto modifikaci se ztrati nékteré vyhodné teoretické vlastnosti (neplati véta 113 ani
jeji dusledek 16). Nicméné nékteré z téchto metod davaji dobré praktické vysledky. Pfi jejich popisu
budeme pouzivat oznacen{ H; = Hf, i € N.

Teoreticky by bylo mozné pouzit obecny pseudosoucinovy tvar (121). Metody ziskané timto zptusovem
nejsou piilis vhodné, nebot je tieba uklddat m vektort navic. Proto je uicelné vyjadiit Broydenovu tiidu
ve tvaru formalné shodném s metodou BFGS, neboli nalézt vektor d=d+\H y tak, aby platilo

Yo, — B4 ONOT = H 4 [d+ \Hy, Hy] { i, M2
y ma, 0

] [d+ \Hy, Hy]". (318)
Lemma 34 Necht UMUT = UMUT, kde U = [d, Hy] a U = [d + AHy, Hy). Pak plati det M = det M.
Dukaz Ziejmé
det(UT0U) = (d+ AHy)"(d+ \Hy)(Hy)"Hy — ((d + Hy)" Hy)”

= (d"d+ 2xd"Hy + \2(Hy)" Hy) (Hy)" Hy — (d" Hy + \(Hy)" Hy)”

= dTd(Hy)"Hy — (d" Hy)? = det(UTU).
Podle diisledku 7 mé matice UMUT stejnd nenulova vlastni ¢isla jako matice UTUM a Jejich soucin je roven
¢islu det(Q'TU) det M. Toto é&islo se musi rovnat éfslu det(UTU) det M a jelikoz det(UTU) = det(UTU),
plati det M = det M. O

Véta 117 Aktualizaci z Broydenovy tridy (vzorec (116)) muzZeme vyjddrit ve tvaru

1 N 1owg 1/ o - m o B . 1,
JHe=H (Z + 5) ~dd” — . (HydT + d(Hy)T) —VTHV + Ldd", V=1- gydT, (319)

b +b
kde )
N mo + - D
d=damy, a=T2PVE oG L0 p (320)
my VESb b
pridemz my, ma jsou odpovidajici prvky matice M a p = —det M je vgraz uréeny vzorcem (115)), neboli
1 a p n 1 a P
Diikaz Podle lemmatu 34 plati m2 = —det M = —det M = p, kde p je vyraz uréeny vztahem (115).
Protoze je vhodné, aby platilo b = —1/ry > 0, volime 1y = —./p. Porovndme-li koeficiemty u dd”’ a

Hyd" +d(Hy)" ve vyrazech (318) a (103), dostameme 7y = my a 1ha + Aty = my, coZ spolu s o = — /1t
dévd

)\:mg—mgzmg‘i‘\/ﬁ

mi mi

Jelikoz 7y = my a 1/b% = 3 = p, mizeme s pouzitim (115) psét

. 1/a ﬁ) p 1(a p) p 1(a p)
=z s+ ) =au+ L= (ns+0-nE )+ E=m =7 (n7+5),
1 b<b 5 1 5 my +( 77),y " =gty
takze p/b = np/b. O

Pseudosou¢inovy tvar uvedeny v (319) lze pouzit k realizaci libovolné modifikované metody s proménnou
metrikou s omezenou paméti z Broydenovy tiidy pomoci Strangovych rekurenci. Kromé smérovych vektoru
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s; = —H;g;, 1 € N, je vak tieba pocitat vektory H;y;, i € N, coz zvySuje pocet operaci. K odstranéni této
nevyhody by bylo vhodné pocitat smérovy vektor podle nékterého ze vzorct (218) nebo (224) a Strangovy
rekurence pouzit pouze pro vypocet vektoru H;y;. Problém je v tom, ze pro takto ziskané smérové vektory
plati s; = —H;g; = —H}!g; pouze tehdy, kdyz s;_1 = —H}_,g;—1. To obecné splnéno neni, nebof matice
H! | se lisf od matice H; 1 = Hf:ll, pouzité pro vypocet smérového vektoru s;_1.

Poznamka 220 Kdybychom pouzili vzorec (218) v piipadé, ze s # —H g, mohlo by se stét, ze by ziskany
smérovy vektor nebyl spadovy. Proto je vyhodnéjsi pouzit vzorec

b+ nt
b+ 1

T
S+:—df+d—

1
VT, V=I- gydT, (321)

kde p = HVgy a 7 = max(ap’y,b), ktery je modifikaci vzorce (224) a ktery zaruuje, ze gls; < 0
(pozndmka 150). Vektor p = HV g, muzeme (tak jako v dukazu véty 70) pouzit k vypoctu vektoru Hy.
Polozime

Hy = g(d +ap), a=y'Hy= g(b +ay'p), b=d'y, c=-ad'y. (322)

Poznamka 221 K vypoctu vektoru p; = H;V;g; lze pouzit modifikované Strangovy rekurence (odvozené
z aktualizace (319)), kde vystupuji veliciny se stiiskou. Nejprve polozime

w = Vigs = gi — dqugi "
7 191 7 yﬁldi_l 1—1
a zpétnou rekurenci
dAT'LL i+1 .
0; = z [;J s Uj = Uj41 — O‘;-yj (323)
J

spocitame ¢isla 0} a vektory u;, i —1 > j > ¢ —m. Potom polozime v;_, = H} , u;_, apifmou rekurenc
T
. Yz ’Uj ~
Vj41 = U+ (Pjaj - jb> dj, (324)
J
spocitdme vektory vj41, i —m < j < i — 1. Nakonec polozime p; = v;.
Dosavadni tvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 12 Datam < n,e >0, ey = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocateéni odhad z; € R™ a vypocteme hodnoty Fy := F(x1), g1 := g(z1). Polozime

i:=1.
Krok 2 Pokud ||g;|| < g, ukonéime vypocet. V opa¢ném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a ur¢ime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opacném piipadé vypocteme s; podle

vzorce (321).
Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1, polozime z; 1 := x; + «a;s; a vypoéteme hodnoty
Fiy1:= F(ziy1), gir1 := g(xi11). Polozime d; := z;411 — z; & y; = gir1 — Gi-

Krok 4 Vypocteme vektor p; pomoci rekurentnich vztahu (323)—(324). Uréime vektor H;y; a ¢islo a;
podle (322). Zvolime hodnotu n; > 0, urc¢ime vektor d; a ¢islo b; podle (320) a polozime
pi = 1ib; /b;.

Krok 5 Ulozime vektory diz y; a Cisla bi, p; do pracovniho pole. Pokud m = m, odstranime vektory
di—m, Yi—m & Cisla b;_,, Ppi—m z pracovniho pole. Zvétsime i o 1 a piejdeme na krok 2.
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Popiseme jesté jednu modifikaci metody BFGS, ktera vyuziva vektory z predchoziho iteraciho kroku a
ktera jako metoda s omezenou paméti je velmi efektivni.

Véta 118 Necht H je symetrickd pozitivné definitni matce a Hy_ = d_. Nechf d=d—X_, §=vy—\y_
ab=d"y #0. Polozme

H+:

S

dd" +VTHV, V=I-

b_\b
- )2 -
p= <1 A 7 > A (326)

yd”. (325)

Pak pokud

plati Hyy = d a jestlize \*> < b/b_, je matice H, pozitivné definitn.
Diikaz (a) Protoze Hy_ = d_, platf HVy = H(y — 3) = AHy_ = Ad_. Pouzijeme-li (325), miizeme psit

_ D - _ _ _ _ il'd _
Hyy= (deT—i—VTHV)y:ﬁd—k)\VTd, - (p—)\ b>d+>\d

a je-li vyraz v zavorce roven 1, plati Hiy = d+ A\d_ = d. Ale

bo yT(d—d)  ,b. b b
o, YT A el s 2,20
pF ;. TN TPyt A

gld_ Tq_
P— AT —— =5 \T— A2
P 7 5

takze tento vyraz je roven 1, pokud plati (326).

(b) Z vyjadieni (325) plyne, Ze matice H, je pozitivné definitni, pokud p/b > 0. Pak z vTd # 0 plyne
vITHyv > (vTd)?pb > 0 a z vTd = 0 plyne Vv = v, takze vI Hyv = vT Hv > 0 (pokud |jv]| > 0), nebot
matice H je pozitivné definitni. Jestlize p = (1 — A%b_/b)b/b_, je podminka /b > 0 splnéna, pokud
1 —A%b_/b > 0, neboli A2 < b/b_. O

Pozndmka 222 Polozime-li A = 0, dostaneme standardni metodu BFGS. Polozime-li A = dty_/dTy_,
plati dTy_ = dTy_ — MdTy_ = 0, takze d'y = d"y = b. Dostaneme tak metodu BFGS, kde vystupuji
veli¢iny s pruhem.

Veéta 119 Nechl jsou splnény predpoklady véty 118, pricemz y = Gd, y- = Gd_, kde G je syme-
trickd pozitivné definitni matice (plat{ to, minimalizujeme-li ryze konvexni kvadratickou funkci (307)).
Predpoklddejme, Ze vektory d, d_ jsou linedrné nezdvislé a polozme N = dTy_ /d y_. Pak plati \*> < b/b_,
b>0aHyy_ =d_ (jsou splnény dvé kvazinewtonovské podminky).

Dikaz Podle Schwarzovy nerovnosti plati

b o _dydly —(dy ) dTGddIGd —(d"Gd )
b T (dTy_)2 B (L Gy_)?

> 0,

d'yd"y_ —d"y_d'y d"Gdd"Gd_ — (d"Gd_)?
dly_ a dGg?

nebot pfedpoklame, ze vektory d, d_ jsou linedarné nezavislé a matice G je pozitivné definitni. Déle

dostaneme

b=d"y —XdTy = >0,

_ _ _ _ 1 _ _ 1-
Hy =V'HVy =V'H <I - byJT) y. =VTHy =VTd_ = (I — bdyT) d_=d_,

nebot podle poznamky 222 plati d”y_ = 0, a podle pfedpokladu také g7d_ = d'Gd_ = d"y_ = 0. O
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Pozndmka 223 V dalsim textu budeme predpokladat, ze A = o1/b/b_, takze p/b > 0, pokud |o| < 1. V

tomto piipadé plati
- b b
d:d—oﬂb—d,, gjzy—a“b—y,, 0<o<l. (327)

Zbyvé ukazat, jak se uréi hodnota parametru o. Numerické testy ukazuji, ze hodnoty |o| ~ 1 zna¢né
zhorsuji konvergenci metody a hodnoty |o| < 1/2 (opatfené vhodnym znaménkem) davaji dobré vysledky.
Budeme tedy predpoklddat, ze o] < & < 1, kde ¢&islo @ nenf o mnoho véts{ nez 1/2. Podle pozndmky 222
a véty 119 je vyhodné volit znaménko parametru o podle znaménka &isla d”y_, nebo &isla dZy, pokud
|dTy| > 20|d"y_| (hodnota 20 byla ziskdna experimentdlné). K diikazu globélni konvergence budeme
potiebovat, aby platilo b > (1 — )b, kde 0 < X < 1, neboli od”y < X\/E. Neni-li tato podminka splnéna
(coz nastane pouze tehdy, kdyz dZy > 0), polozime o = X/bb_ /d y. Cislo o se tim nezveétst.

Dosavadni tivahy muzeme shrnout ve formeé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 13 Datam <n,e >0, ey = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocatetni odhad z; € R™ a vypocteme hodnoty Fy := F(x1), g1 := g(z1). Polozime

i:=1.
Krok 2 Pokud ||g;|| < g, ukonéime vypocet. V opa¢ném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a ur¢ime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opacném piipadé vypocteme s; pomoci

rekurentich vztahu (316)—(317), kde misto veli¢in p, b, d, y pouzivame veli¢iny s pruhem.
Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1, polozime z; 1 := x; + «o;s; a vypoéteme hodnoty
Fiy1:= F(ziy1), gir1 := g(xi+1). Polozime d; := x;411 — z; 2 y; = gi+1 — Gi-
Krok 4 Zvolime &islo o; podle poznamky 223. Uréime vektory d;, 7; podle (327) a &islo p; podle (326).

Krok 5 Ulozime vektory Ji_, 7; a ¢isla b, p; do pracovniho pole. Pokud m = m, odstranime vektory
di—m, Yi—m a Cisla b;_p,, pi—m z pracovniho pole. Zvétsime i o 1 a pirejdeme na krok 2.

Nyni se budeme zabyvat globalni konvergenci algoritmu 13. Tak jako v oddilu 4.5 budeme pfedpokladat,
ze funkce F : R"™ — R vyhovuje podminkam (F1), (F4), (F5). Pak (podobné jako v dikazu lemmatu 24)

dostaneme - ) . )
GV WP g L_dTd_ P _ 1
=~ yTd b~ G~ yTd b — G
Déle je zfejmé, Zze metoda s proménnou metrikou s omezenou paméti, realizovanad algoritmem 13, je
metodou spddovych sméru (s vybérem délky kroku splaujicim slabou Wolfeho podminku).

(328)

Lemma 35 Necht H je pozitivné definitni matice, u € R", v € R"™, a ¥ > 0. Pak matice

H, = ?0uu” + (I — rwwD)H(I — 7oul) (329)
je pozitivné definitni a plati
Te(Hy) < 729||ull® + Te(H) (L + |7 [[ul]v])?, (330)
—1 -1 L 2
Tr(H ") <Tr(H ")+ EHUH . (331)

Diikaz (a) Z vyjadieni (329) plyne, Ze matice H, je pozitivné definitni, pokud ¢ > 0. Pak pro 72 > 0 a
wlu # 0 platf wT Hyw > 729(wTu)? > 0, a pro 72 = 0 nebo w?u = 0 plat{ w? Hyw = w? Hw > 0 (pokud
lw]| > 0), nebot matice H je pozitivné definitni.
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(b) Vztah (329) muzeme zapsat ve tvaru
H, = H+ 79 + v Ho)uu' — 7(Hou" +w! H). (332)

Pouzijeme-li (332), dostaneme

Tr(H,) 729 + UTHv)uTu —2ru” Ho
729 4+ Te(H) ||v||*)|Jull® + 2 |7|VuT Huw? Ho
720 + Te(H) [[o][*) [[w]|* + 2 | 7| Te(H)|ull[|v]|

T2 0lull® + Te(H) (1 + |7 [[ulllv])?.

INIACIA

(¢c) Ukdzeme, ze pro dva vektory @ € R™, v € R" plati

-1 oot (u — 0v)(u — 0v)T 1—alv
I+ (a—o)(a—0)T —ol) =1+ - . = (333)
( ) 1—o*  [lul* +6>(1 —[o]?) 1— o
(pokud jsou oba jmenovatele nenulové). Oznaéme W = I — 997 a w = @ — ©. Pak podle lemmatu 10 (d)
plati
o W twwTWw—1
Wili=I4+——— w Nl wto —— — 334
+1—T)T)T’ (W +ww) 1+ wTW-1lw (334)

Prvni rovnost v (334) odpovidd prvnimu ¢élenu v (333). Druhou rovnost déle upravime. Ziejmé

=T = \T- —T-
_ vtw _ (a—o)'s\_ _ 1-—-w'v_ _  _
w 1w:w+_v=u—<1—_>v=u—_v=u—0v,
1— o) 1— o] 1—|lof|?

coz dava
1+ Ww = wla+1—0wls =1+ ||a|? —a"o—0(a—0)"v
1all* + 601 = o] — "o + [ol|*) = |all® + 6(1 — a"v) = [lal]* + 6*(1 - ||o]*).
Dosadime-li oba tyto vztahy do druhé rovnosti v (334), dostaneme druhy ¢len v (333).

(d) Pro 7 = 0 je nerovnost (331) trividlni. Necht 7 # 0 a w = 7(¥ + v Hv) (takze 7w > 0). Pak vzorec
muzeme zapsat ve tvaru
(329) miz tve t

H, = H+ T ((wu — Hv)(wu — Hv)" — Hov" H)
w
HY2 (I + (a—v)(a—v)" —o0") HY?, (335)
kde 4 = /TwH ?u a v = \/T/wH?v. Protoze

1—||@|\2:1—ZUTHU:1—1(3—19):119>0, (336)
w wA\T w

muzeme podle (335)—(336) psat

T H 1o vl
1—|o]?

oI'H Yo (u—00)TH Y (u— 0v)
Te(H ) = Tr(H 1)+ =2 ¢ U~ - <Tr(H ')+
) =T ) T 5E ~ e+ ea- e = o)

Véta 120 Uvazujme metodu s proménnou metrikou s omezenou pameéti, realizovanou algoritmem 13, s
vgbérem délky kroku splriujicim slabou Wolfeho podminku. Necht funkce F spliiuje podminky (F1), (F4),
(F5). Pak plati

tim gi]| = 0. (337)
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Diikaz (a) Podle poznamky 223 pro i —m < j <4 — 1 plati |o;| < 1 a b; > (1 — \)b;, coz spolu s (326)

dévé p; < 1/(1 — ). Pouzijeme-li (328), dostaneme

19512 1 / ? lyill* o llys—l® -
= —lly; —o1/bi/bi_qy;_ <2 : <4G

b; b; Yj — o/ bi/bj—1yi—1|| < b; + 0 b1 = =
Al 1 ? Idsll?> , olldj-al? 4
_ di —airlbilbs 1di 11l <2 , < =

b, b; || 0/ bj/bj—1dj-1|| < b, +0j b =

a podle lemmatu 35, kde H = H}, u=d;, v =1;, 7 = 1/b; a ¥ = p;b; = b; /(1 — 03), plati

7 2
i 0 5 ) il
ﬂw;n<:gw@w+ﬂme+HNMﬂ>
J

b
— 2
4 4 4 |G\ A= ‘
< —————+TY(H) |1+ ——=4/= | =C1+Tr(H)Cy,
S Goopeg ) 1A\ @ L T (H) G
. ) 712 ) 4G
B, < To(B)+ L cmypy . 29 s

J J

bj(1—03) ~

J
(zde B} = (H;)™, i—m < j <i).

(b) Pouzijeme-li nerovnosti (328) spolu s definici matice H!_,, (poznamka 218), dostaneme

ylidicr 1 ; Yl yioa

5l = <=<C, |B;
i—m yiT_lyifl Q i yiT_ldifl

<G <Ky,

—7Tl|| =
coz spolu s (a) ddva

Tr(H) < C1(14 Ca+ Ca+ ...+ Cy) 2T, Tr(BY)

INA
3
+
=
E

(c) Podle (b) muzeme psét

9 (sTg:)? sI'Bis; sI'Bis; 1 1 1
cos™ by = 7 = —% T(Ri\2e. = || [? a2 i N2 ==
sisigi g sisios (B)?si— [HIBG — Te(H) Te(B;) — CK
takze podle poznamky 25 plati (337). O

Strangovy rekurence (316)—(317) jsou nejstarsi a nejjednodussi realizaci metody BFGS s omezenou
paméti. Pro nékteré aplikace jsou vyhodnéjsi maticové reprezentace, které nyni odvodime. Abychom se
pii popisu téchto realizaci vyhnuli dvojimu indexovani, budeme predpokladat, ze i < m. Pak matice
H;, 1 < j <4, nezdviseji na hornim indexu, ktery muzeme vynechat. Pfipad, kdy ¢ > m, je vySetien v
poznamce 226.

Lemma 36 Necht N = —M ™', kde M je matice vystupujici ve vété 44 sy =1 a p = 1. Pak plati

nab _ nab
+1-=-nb 7 +(1—n)b
N | metd=mn) na+ (1 —n) (338)
nab nab ‘a
na+ (1 —n)b’ na+ (1 —n)b

Dikaz Z vyjadien{ matice M (véta 44) plyne
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1 oL
N = _M—l — a ’ b
det M | 1 1 ( a. 1)
b b\
Dosadime-li za — det M vztah p definovany v pozndmce 85 (s v = 1 a p = 1), dostaneme po tipravé tvrzeni
lemmatu. O
Poznamka 224 Pro metodu DFP je n = 0, takze
—dTy, 0
N = [ 0, T Hy ] . (339)
Pro metodu BFGS je n = 1, takze
0, dTy
N= [ dty, d'y+y"Hy ] ' (340)

Lemma 37 Necht B a 3 — bT B~'b jsou ¢tvercové reguldrni matice. Pak plati

1
4, d] { et % } 14,07 = AB"'AT 4 (a— AB'5)(8 — bTB )" (a — AB~'D)T.

Dikaz Vynasobenim se snadno piesvédéime, ze plati
B, b 7' [ B +B W -b"B )" WB, —B (3 —b"B1b)"!
bT, ﬁ - —(ﬂ—bTBilb)ileBil, (ﬁ_bTBflb)fl

Zbytek tvrzeni snadno ovéfime dosazenim tohoto vyjadfeni do vychoziho vzorce a naslednym roznéso-
benim. O

V dalsim textu budeme predpokladat, ze H; je symetrickd pozitivné definitni matice a ze pro libovolny
index 1 < i < m plati
Hipy = H; — [di, Hiyi) N7V [di, Hyys)” (341)

kde N; je matice specifikujici konkrétni metodu s proménnou metrikou. Budeme se snazit nalézt vyjadieni

Hiy1 = Hy — [D;, HiY)] N7V (D, HY))", (342)

kde D; = [dy,...,d;], Y; = [y1,-..,v:] a kde N; je symetrickd matice fadu 2k. Budeme pFitom pouzivat
oznaceni{ R; pro horn{ trojihelnikovou matici fddu i takovou, ze (Ri)m = diy, k < I, a (Ri)m = 0,
k > 1, a C; pro diagondln{ matici fddu i takovou, ze (C;)gx = dF yi. Abychom zjednodusili zépis budeme
v dikazech casto indexy ¢ — 1 a i vynechdvat a index i + 1 nahradime symbolem +. V této souvislosti
budeme pouzivat oznaceni D = D; 1, Y =Y, 1, R=R;_1, C = C;_1, takze D; = [D,d], Y; = [Y,y] a

[ R, DTy [ R—0C, DTy
Rl|:07 dTy :|7 RZCl|:O7 0 .

Poznamenejme, ze dosadime-li do (341) matici H; vyjadfenou pomoci (342), dostaneme
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H, = [d Hyy — [D, HY]N[D, HlY]Ty}-

_ T
-1 {d Hyy—[D, HyY]N[D, HlY]Ty}

- N 0, DTy
- _.[0, DT 4
N1 (d Hyy| - [D, HY]N~! [ 0 YTiyqu D , (343)

kde N = N;_; a N = N,.
Nésledujici véty uvadéji maticové reprezentace nejznameéjsich metod s proménnou metrikou s omezenou
paméti.

Véta 121 Necht Hy je symetrickd pozitivné definitni matice a necht pro libovolny index 1 < i < m plati
(841), kde matice N; je urcend vztahem (339) (metoda DFP). Pak lze psdt

-1

~Ci, B=Ci |\ ip, myyT. (344)

Hipy = H = (D, Hi¥i) (R —C)T, Y/ HY;

Dikaz Pro i = 1 je (344) ekvivalentni s (117) (s (341) kde matice N je ur¢ena pomoci (339)). Déle
budeme postupovat matematickou indukef. Pfedpoklddejme, ze (344) plati pro vSechny indexy mensi nez
i. Pro index ¢ muzeme (344) zapsat (po permutaci) ve tvaru

-1

) R-C, 0, DTy DT
R—O), YTHY, 0, YTH YTH
H, =H, — [D, HY, d, Hyy] é’ ) 0, ! —dTy, 0 1 dr !
y'D, y"H\Y, 0, y"Hiy y"H,
Pouzijeme-li lemma 37 a oznacime-li
N - —C, R-C
| (R-O)T, YTHY
dostaneme
H, = H,—[D, HiY|N~'[D, H,Y]" —
_ T — 1 07 DTy 3
(1. #1 = 10 5 [ ot
~dTy, 0 o, 0 v [0 DTy -
0, y"Hyy y'D, y"H\Y 0, Y'Hy
T
_ N — 1 Oa DTy
(10 - 0, vy | O Dty
_ _ _ T — 1 07 DTy .
= H ([da Hly] [D7 HIY]N |: O, YTHly
7dTya 0 ! —1 0, DTy T
|: 0’ yTHy :| [d7 Hly] - [Da H1Y] N 0’ YTHly ’
coz je pravé vztah (343) s matici N uréenou pomoci (339). O
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Veéta 122 Necht Hy je symetrickd pozitivné definitni matice a necht pro libovolny index 1 < i < m plati
(341), kde matice N; je uréend vztahem (340) (metoda BFGS). Pak lze psdt

—1

0, R [D;, HyY;]" . (345)

Hi+1 - Hl - [Dza Hlyyz} R1T7 Cz =+ Y'iTHl}/i

Diukaz Pro i = 1 je (345) ekvivalentni s (118) (s (341) kde matice N je ur¢ena pomoci (340)). Déle
budeme postupovat matematickou indukei. Piedpoklddejme, ze (345) plat{ pro vSechny indexy mensi nez
i. Pro index ¢ muzeme (345) zapsat (po permutaci) ve tvaru

-1

Oa Ra 0, DTy DT
_ RT, C+YTH,Y, 0, YTHy YTH,
H,=H, - [D, H\Y, d, Hyy] 0, 0, 0, dTy a7
y'D, yTH,Y, d'y, d'y+y"Hyy yT H,

Pouzijeme-li lemma 37 a oznac¢ime-li

dostaneme
H, = H,-[D, HiY|N~'[D, H,Y]" -

o v —1 07 DTy .
<[da Hly] [D7H1Y]N |: O7 YTHly

0, dTy [0, 0 yoi[ 0 DTy T\
d'y, d"y+y"Hyy y'D, y"H\Y 0, YTHyy
T
_ nT—1 07 DTy
([da Hly] [DvHIY]N |: O7 YTH1y
0,
0,

- H- ([d,Hly] —[D, HiY]N™ { gigfw ]) '

0. dTy - g [0 DTy
{dTy, dTy+yTHy} ([d’Hly][D’ HYINT o yTHy )

coz je pravé vztah (343) s matici N urcenou pomoci (340). O
Véta 123 Necht Hy je symetrickd pozitivné definitni matice a necht pro libovolny index 1 < i < m plati

Hipy = Hi + (di — Hyyi)(d] yi — yi Hiyi) ' (di — Hiys)" (346)
(metoda hodnosti 1). Pak lze psdt

Hiy1 = Hy + (D; — H1Y;)(R; + Rl — C; = Y H,Y;)""(D; — HiY;)". (347)
Dukaz Vztah (346) je pro ¢ = 1 ekvivalentni se vztahem (347). Déle budeme postupovat matematickou

indukei. Predpokladejme, ze (347) plati pro vSechny indexy mensi nez i. Pro index ¢ muzeme (347) zapsat
ve tvaru

R+RT —C—YTH,Y. DTy—YTH,y 1 '[ DT —YTH
H.=H +[D—HY,d—Hyl| ot 1 LY “/] L

y'D —yTH,Y, d'y —y"Hyy dt —yTH,
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Pouzijeme-li lemma 37 a oznacime-li

N=R+R"—-C-YTHY,

dostaneme
H, = Hi+[D-HY)N"(D-HY)" +
(0= mY)N" (D= Iy~ (d— Hiy)) -
_ —1
(dTy —y"Hy—y" (D HY)N"" (D - H,Y)" y) -
v —1 T T
(D 1) 5 (0 - )y~ (0~ )
-1
= H+(d—Hy) (d"y—y"Hy)" (d—Hy)",

coz je pravé vztah (346). O

Poznamka 225 Podobnd maticova vyjadieni mtizeme odvodit pro matici B = H~!. Lze k tomu pouzit
dualitu (pozndmka 94). Jelikoz pfitom dojde k vymeéne D; — Y;, Y; — D,, je tfeba horni polovinu matice
DTY,; nahradit horn{ polovinou matice Y, D;, neboli transponovanou doln{ polovinou matice D!'Y;. Proto
misto horni trojihelnikové matice R; pouzijeme dolni trojihelnikovou matici L; takovou, ze (L;)r; = 0,
E<l,a (L= d{yl, k > 1. Pro metodu DFP dostaneme

0, LT

Bi«i»l:Bl_D/thBlDi] |: Li C»L“i’DTBl

D, ]_ Vi, BiD]" . (348)

Pro metodu BFGS dostaneme

—Ci, Li-c)t ™
Biyy = By — [Yi, By D] [ P %TBIDZ») } Vi, BiDi]” . (349)
Pro metodu hodnosti 1 dostaneme
-1
Biy1=Bi+ (Yi— BiDy) (Li + LT — C; = DI B,D;) " (Y; — BiD;)" . (350)

Nyni ukézeme, jak lze popsand maticova vyjadieni upravit pro pouziti v metodach s proménnou
metrikou s omezenou paméti. Omezime se pfitom na metodu BFGS, kterd je z popsanych metod ne-
jefektivnéjsi. Matici (345) lze po dosazenf Hy = +;1, kde ; = dFy; /yl yi, zapsat ve tvaru

(R HT(Ci + Y YR, — (R

T T
Hiy1 = vl + [D;, v:Yi] ! 0 [Di,7:Yi]" (351)
)

Lze se o tom piesvédéit vyndsobenim pouzité matice matici N; z (345) (kde Hy = ~;I). Tento vzorec je
velmi vyhodny, nebot se v ném invertuje pouze horni trojihelnikovd matice fadu m (takze pfi vypoétu
smeérového vetoru fesime pouze soustavy rovnic s trojihelnikovou matici R; fadu m). Matici (349) muzeme
po dosazeni By = (1/~;)I také upravit. VyuZzijeme toho, ze plati

—Ci (Lz — Cl)T T

X —c?, 0
Li—C;, —DID;
i

K2

(L — e V2 I

7 )

ol 0

(2

—(L;—C)C; V2 I

K2
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kde
_ 1
L@?ﬂh—@ﬁqﬂm—aﬂqﬂﬁ% (352)

(Ize se o tom pfesvédéit prostym vyndsobenim). Pouzijeme-li vzorec pro inverzi blokové trojihelnikové

matice 1
A 0] _[A 0
B C ~| —c7'BA"Y, 7t |

jehoz spravnost lze opét ovéfit vynasobenim, dostaneme

) SRV Rt _1 T _1
—C; (Li — Cy) onts 0 1 [ ot 0 ]
1 )

1 = !
Li= G, .DiD: L (Lo-coct, I ] LI (- o)e, I
takze
1 1 ont: 0 ok 0 11"
Biyr=_—1- |:YZ’ DZ} [ ——12 7 1 1 —1—1 7 1 -1 [Y“ Dz} (353)
! e L (Li—C)C7 Ly L (Li—C)C7 Ly Vi

(opét se Fesi pouze soustavy rovnic s trojihelnikovou matici L; fddu m). Matice L; se ziskdvd Choleského
rozkladem matice (352). Poznamenejme, ze metoda BFGS zaloZend na maticovém vyjddieni (351) neni
numericky efektivngjsi nez metoda BFGS pouzivajici Strangovy rekurence. Vzorce (349) a (353) jsou vsak
velmi uzitecné, nebot je lze pouzit tam, kde je nutné pracovat s matici B.

Ukazeme nyni, jak se konstruuje matice H;11 v obecném piipadé, kdy muze platit ¢ > m. Budeme
predpoklddat, ze Hy = 7,1 a pouzivat vzorec (351), ve kterém D; = [di—m41,---,di], Yi = [Yicmt1s - - Yils
C; obsahuje diagonalu matice D!'Y; a R; obsahuje horn{ polovinu matice DIY;.

Poznamka 226 Matice D;, Y; vzniknou z matic D;_1, Y;_1 pfiddnim novych sloupcu d;, y;, a pokud
i > m, ubrdnim starych sloupcit d;—pm, Yi—m. Podobné jednoduse ziskdme matice D}Y;, Y;I'Y; z matic
DgllYi_l, YﬁlYi_l a tudiz i matice C;, R; z matic C;_1, R;—1. Tim mame k dispozici vSechny matice
potiebné k vypoctu matice H; 1.

Poznamka 227 Metoda pouzivajici vzorec (351) vyzaduje zhruba 6mn operaci nasobeni a s¢itani v
kazdém itera¢nim kroku (2mn na vypoéet novych sloupcti matic D'Y;, Y,I'Y; a 4mn na vypocet smérového
vektoru s; 1 podle vzorce (351)). Zhruba 2(m — 1)n operaci vSak lze uSetfit, pokud pii urcovéni mat-
ice H;y1 pocitdime a ukldddme vektory DI g;i1, Y:'g;x1 misto vektord DIy, Y.y, Prvnich m — 1
prvki vektort DIy, YTy, pak uréujeme z jiz spoctenych hodnot podle vzorci dfy, = d]Tgi_H — d]Tgi,
y]TyZ = ij91‘+1 — y]Tgi, i—m+1<j<i-—1,takZe je nutné spocitat pouze dva skaldrni souciny d y;, y! y;.
Vektory DI g1, Y. giy1 lze pak pouzit k vypoétu smérového vektoru s;;1 podle (351), takze odpadne
2mn operaci nasobeni a s¢itani.

Dosavadni Gvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:
Algoritmus 14 Data m <n, e >0, gy = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocatetni odhad z; € R™ a vypoéteme hodnoty Fy := F(z1), g1 := g(z1). Polozime

1 := 1.
Krok 2 Pokud ||gi|]| < g, ukonéime vypocet. V opaéném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a uré¢ime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opa¢ném piipadé polozime s; = —H;g;,

kde H; je matice ur¢end vztahem (351) (kde vystupuje ¢ misto ¢ + 1 a 4 — 1 misto 7).

Krok 3 Uréime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1, polozime x; 11 := z; + «;s; a vypocteme hodnoty
Fit1:=F(zi+1), git1 := g(xi11). Polozime d; := x;41 — 2; & y; := git1 — Gi-

Krok 4 Sestrojime matice D;, Y; a R;, C; z matic D;_1, Y;—1 a R;—_1, C;_1 podle poznamky 226 (staré
sloupce ubirdme pouze tehdy, pokud ¢ > m). Zvétsime i o 1 a prejdeme na krok 2.
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Vzorec (351) muzeme po permutaci zapsat ve tvaru
Hiy1 = H + U; MU}

kde U; = [dy, Hiy1,...d;, Hiy;] a M; je matice fadu 2i (predpokladdme, ze i < m). Vyhodou tohoto
vzorce je, zZe matice M; je zaddna v explicitnim tvaru, ktery lze pouzit i pro ¢ > m. Explicitni tvar matice
M; byl odvozen pouze pro metody DFP, BFGS a R1 (vzorce (344), (345) a (347)). Pro obecnou metodu
z Broydenovy t¥idy takové explicitni vyjadFeni nezndme, matici M; vSak lze spoéitat rekurentné, pricemz
pocet pottebnych aritmetickych operaci je fadové stejny jako u metod DFP, BFGS a R1.

Véta 124 Necht
H. =H+UMU", (354)
kde U =[d, Hy] a o
H=H +UMU". (355)
Pak S
Hy =H + U MU,

kde Uy = [U, d, Hiy] a B
M+ msz2", mgz, msz

My = | my2T, mi, Mo ) (356)

T
mgz, ma, ms

Pritorm my, ma, ms jsou proky matice M (uréené podle (114)) a

z=Mr, F=U"y.

Dukaz Dosadime-li (355) do (354), dostaneme

He = H+UMU"+[d, Hy+UNMT"y] M [d, Hyy+0 M 0"y]"

= Hi+UMU" +mydd”
+ ma (d(Hyy)" + Hiyd") +ma (d(Uz)" +Uzd")
+ mg Hiy(Hiy)" +ms (Hiy (U2)" + Uz (Hiy)") +ma Uz2"0"
— Hy+[U,d, Hy] M, [U,d, Hy]"

)

kde M je matice uréend vzorcem (356). O
Poznamka 228 Cislo a = y” Hy potiebné k urceni hodnot m; a ms pocitdme podle vzorce

a=yTHy =yl (Hy+UMUTy) =yTHy+ 7 2.

Ukézeme jak se konstruuje matice H;+1 v obecném pripadé, kdy muze platit ¢ > m. Budeme predpokld-
dat (tak jako v (351)), ze Hy = v;1, a pouzivat obdélnikovou matici V; = [di—m+1, Yi—m+1,- - -, di, yi] (takze
U; vznikne z V; vyndsobenim kazdého sudého sloupce ¢islem ;) a horni horni blokové trojihelnikovou
matici

d,iILerlyi—erl’ e dglm+1y’i
_ Yi—my1Yi—-m+1s -+ Yi_mi1Yi
Ri=| ......... oo ool ,
0, d;y;
0, yiTyz

jejiz kazdy blok obsahuje dva fadky a jeden sloupec.
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Poznamka 229 Matice V; vznikne z matice V;_; pfidanim dvou novych sloupci d;, y;, a pokud i > m,
ubranim dvou starych sloupctt di—p,, Yi—m. Podobné jednoduse ziskdme matici R; z matice R;_;. Po¢ita
se pfitom pouze posledni sloupec V;Ty; této matice. Matici M; = M} ziskdme rekurentné tak, ze polozime
—ri o mzlferl?

i—m+1 — m2 m3
i—m—+1r i—m+1

2
mi_m+1

(indexy 1, 2, 3 jsou umistény nahofe) a pro ¢ —m +1 < j <i— 1 vypocteme vektor z; = M}Fh kde 7; je
j — i + m-ty sloupec matice R;, jehoz kazdy sudy prvek je vynasoben &islem «;, a polozime

\ 1% 3 ST 2 . 3 .
M;+mj g 2z, mjy 2, m%-_HZJ
j+1 = m%+1 Zi M1 m%+1
M1 %55 Myt Myt

Tim mame k dispozici vSechny matice potiebné k vypoctu matice H;41.
Poznamka 230 Smeérovy vektor s;41 se uréi podle vzorce
siv1 = —Hip19im1 = —Vigit1 — UiM;U ] gig, (357)

kde matice U; = [di—m+1, Yilimm+1, - - -, di, Viyi] vznikne z matice V; vynasobenim kazdého sudého sloupce
cislem ;. Je tedy vidét, ze v i-tém itera¢nim kroku spotiebujeme zhruba 6mn operaci nasobeni a s¢itani
a pouzijeme-li postup uvedeny v pozndmce 227, lze usettit zhruba 2(m — 1)n operaci.

Algoritmus 15 Datam <n, e >0, &y = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocatecni odhad z; € R™ a vypoéteme hodnoty Fy := F(x1), g1 := g(z1). Polozime

1:=1.
Krok 2 Pokud | gi|]| < g, ukonéime vypocet. V opaéném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a uréime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opa¢ném piipadé vypocteme s; podle

vzorce (357) (kde vystupuje ¢ misto ¢ + 1 a ¢ — 1 misto i).
Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1, polozime z; 1 = x; + «o;s; a vypoc¢teme hodnoty
Fi—i—l = F(I’H_l), gi+1 = g(l’i+1). Polozime dz = Ti41 — Ty aY; = Gi+1 — Gi-

Krok 4 Sestrojime matice V;, R; z matic V;_1, R;_; podle poznamky 229 (staré sloupce ubirdame pouze
tehdy, pokud i > m). Uréime rekurentné matici M; podle pozndmky 229. Zvétsime i o 1 a
prejdeme na krok 2.

Zpusobem, ktery jsme pravé popsali, lze realizovat i aktualizace z Davidonovy tfidy metod s proménnou
metrikou popsané v oddilu 4.8.

Véta 125 Necht

T
Hy=H+UMUT, u,= ( - “Eﬂ) (d— Hy), (358)
yTu
kde U = [u, d — Hy] a o
H=H+UMU". (359)
Pak "
— = =7 uy _
H+:H1+U+M+U+, ’U/J,_:(I—y,Tu)(d—Hly—UZ)
kde Uy = [U, u,d— Hyy] a
~ M—i—mg zzT, —mM9o 2z, —M3Z
M, = | —my2T, my, ma . (360)
—ms3 ZT) ma, ms3
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Pritom m1, mo, ms jsou prvky matice M

z=Mr, T=U"y.

Dikaz Dosadime-li (359) do (358), dostaneme

He = H+0MUO"+[u, d—Hy—-0M0T"y] M [u, d— Hy—UM0TTy]"
= Hi+UMUT +mj uu®
+ mo (u(d — Hiy)" + (d — Hiy)u") —ma (u(Uz)" + Uzu")
+ mg (d — Hiy)(d — Hiy)" —ms ((d — Hiy) (U2)" + Uz (d— Hiy)") + mz Uzz"U"
= Hy+ (U, u,d—Hy] M, [U,u,d— Hy]",
kde M, je matice uréend vzorcem (360). O

8.2 Metody redukovanych Hessidnii s omezenou paméti

Necht m = max(m,i — 1). Zatimco metody s proménnou metrikou s omezenou paméti generuji matici
H; vzdy z pocateéni (obvykle jednotkové) matice pomoci m aktualizaci pouzivajicich 2m vektoru d;,
Yj, @ —m < j < i — 1, pouzivajl metody redukovanych Hessianl jednotkovou matici pouze v prvnim
iteraénim kroku. Smérovy vektor s; se po¢ita pomoci redukované matice H; t4du m, ktera se aktualizuje,
a pomoci m vektoru z;, 1 <4 < m, tvoficich ortonormdlni bazi v podprostoru generovaném vektory d;,
i—m < j < i—1. Tento podprostor se po skonceni i-tého iteracniho kroku zméni obvykle tak, ze se nejstarsi
vektor z; odstrani, ostatni vektory se posunou a pfida se novy vektor z,, ziskany ortogonalizaci vektoru d;.
Abychom lépe pochopili myslenku metod redukovanych Hessidnu, budeme nejprve predpokladat, ze m = n.
V tomto piipadé jsou metody redukovanych Hessiant ekvivalentni standardnim metodam s proménnou
metrikou.

Véta 126 Uvazugme metodu s proménnou metrikou (102)-(104), kde Hy = I. Pak

Hiz€G;,, VYzeg, (361)

i1
Hyw = (H 'yk> w, Yw € G, (362)
k=1

kde Gi = L(g1,...9:) a G- je ortogondlni doplnék podprostoru G,.

Dikaz Dukaz provedeme indukei. Proi=1je Hy = I, takze Hz = 2 € G1,Vz € G1, a Hw = w, Yw € Gi.
Predpoklddejme, ze (361)—(362) plati pro n¢jaky index i € N a oznaéme w; = [[;_; V&-

(a) Necht H;gi41 = 2+ w, kde z € G4 a w € G, C Gi. Pak podle (362) plati

T T T T T
ww=w z+w w=w Higt+1 =w;—1w" giy1 =0,

nebot g;11 € Gir1. Muzeme tedy psat H;g;11 = z € G;11 a jelikoz podle indukéniho predpokladu plati

ngz € gl C gi+1, dostaneme dz = _aiHigi S gi+1 a szz = Hi(gi+1 _gz) S gi+17 takze E(UZ) C gi+1. To

spolu s (103) dava H;119; = viHig; + UiMiUing € Git1, V1 < j <14, a pouzitim (104) dostaneme
Hit19i01 = Hip19i + Hiv1yi = Hip19: + pidi € Gig1.

Tim jsme dokazali, ze H;119; € Git1 V1 < j < i+ 1, neboli H;112 € Gi1, V2 € Giy1.

b) Necht nynf w € G, C G*. Jelikoz podle (a) plati £(U;) C Git1, dostaneme UTw = 0, coz spolu s
i+1 7 7
103) dava H; 1w = v; H;w. Protoze w € G+ , muzeme podle indukéniho predpokladu psat H; 1w = w;w.
+ i +
O
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Disledek 18 Necht jsou splnény predpoklady véty 126 a necht matice H;, i € N, jsou pozitivné definitni.
Pak S; =G;,i € N, kde S; :[:(81,...,Si).

Dukaz Jelikoz s1 = —g1, muzeme psét S; = L(s1) = L(g1) = G1. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro
néjaky index i € N. Podle véty 126 plati s;41 = —Hit+19i+1 € Git1, takze Siy1 C Gi+1. Necht g;y1 € G;
(v opa¢ném piipadé plati G;+1 = G; a neni co dokazovat). Ukazeme, ze také H;g;+1 & G;. Pokud totiz
H;giv1 € G, musi platit w' H;g; 41 = wi_qwlgip1 = 0, Yw € gf, takze nutné g;11 € G;, coz je spor s
predpokladem ze g;+1 € G;. Jelikoz H;g;41 € G; a H;g; € G;, plati Hyy; = Hi(giv1 — gi) € Gi- Jelikoz
vektor s;11 je podle (218) linedrn{ kombinac{ vektoru d; a H;y;, kde d; = —a; H;g; € G; a koeficient u H;y;
je nenulovy (nebot matice H;y1 je podle predpokladu pozitivné definitni), musi platit s;41 € G;, takze
5¢+1 = gi+1- O

Veéta 127 Necht jsou splnény predpoklady véty 126 a necht Z; je matice, jejiz sloupce tvori ortonormdlnt
bdzi v G;. Pak plati

i—1
H; = Z;H; Z! + <H 7;€> (I-2zzF), H=2z'Hz,. (363)
k=1

Dikaz Podle véty 126 plati H;Z; = Z:H;, kde H; je néjaka ctvercova regularni matice. Vynésobime-li
tuto rovnost matici Z!', dostaneme H; = Z!' H;Z; (nebot Z!' Z; = I). Lze tedy pséit

(ZiﬁiZiT twia (I — ZiZiT)> 7, = Z;H, = H, Z;.
Necht W; je matice, jejiz sloupce tvoif ortonormaln{ bazi v G, takze ZI' W, = 0. Pak podle véty 126 plati
(ZZ-}LZZ-T twii (I — ZZ-ZiT)> Wi = w1 W; = H;Wi.
Jelikoz ¢tvercovd matice [Z;, W;] je ortogondlni (a tedy reguldrnf), plati (363). O

Poznamka 231 Jelikoz g; € G;, muzeme podle (363) psat H;g; = ZiHiZiTgi. Smérovy vektor s; = —H,g;
se tedy vypocte podle vzorcu

~ T ~ oo~ ~
9i = Z; Gis 5; = —H;g;, 8; = Z;3;.

Poznamenejme, ze v téchto vzorcich se pouziva pouze redukovana matice H; a matice Z; jejiz sloupce tvoii
bézi v G;.

Poznamka 232 Matice Z;11 = [Z;,z;+1] vznikne z matice Z; pfiddnim sloupce z;;1, ktery se ziskd
ortogonalizaci vektoru g;11. Necht P, = I — Z;ZT. Pfedpoklddejme, Ze vektor g;11 nelez v G; (takze
Pgiv1 # 0) Pak muzeme polozit z; 41 = Pigi+1/||Pigi+1|| a

- H;, 0
Hi - v i— :l .
|: 0, Hk:11 Tk

Véta 128 Necht jsou splnény predpoklady véty 126 a vektor g;+1 nelezi v G;. Pak plati H;, = ZZ-THHZ'Z,»H
a

i-1
Hi = ZiHi Z] + <H %) (I - Zip1Z), (364)
k=1
takze .
9i = Z}19i, 8 = —H;g;, $i = Zit18i-



Necht
Hiy =vi(H; + UMUT), Ui = [di, Hyji), (365)
kde czl =q;8; ay; = Zﬂlyl Pak plat?
Hipy = vi(H; + U MU, Ui = [d;, Hyyi
(vztah (103)). Pritom a; = yZTsz, = y?ﬁlyz ab; = szdv = ?QZTCL
Diikaz (a) Jelikoz z;11 € G, mizeme podle (363) psat ZI H;z; 1 = ﬁiZiTziH =0a zﬁ_lHizHl = w;_1,

kde w;_; = H;;ll i (nebot Z;Zj,'_lzi+1 = 1). Plat{ tedy H;, = ZiT_HHZ-Zl-H. Déle podle véty 127 dostaneme

H;, 0 zr

ZipH, ZE 4 wia(I — Zia ZE) = [ Zi, 241 [ .
i1

r] T T T T
= ZiHZ; +wis1zivzig twioilll = ZiZ) — zivaziy)

= Zzg1Z;T +wi_1(l — Zzz;T) = Hz

a jelikoz g; € G; C Gisv, plati s; = —H,9; = —Ziy1H; Zi19;, neboli §; = Z1, g5, 35 = —HiGi, 8i = Zig15s
Poznamenejme, ze z g; € G; plyne 2}, g; = 0, takze

. Ji . s H;, 0 Ji S 5 5 d;
gizzﬁ-lgi:[g}7 Si:_Higi:_|:0 ] }{3}2[0}7 di:aisi:[oil~ (366)
Jelikoz ziTH g; = 0, muzeme psét

T
T T Jir1Pigiv1
Zit1¥i = Zip19i+1 = 7|Z|P_g_+1” = [|Pigi+1]|
19
(nebof matice P; = I — Z; Z}" je idempotemtni), takze
Zly; ]
ZiT+1yi

| Y

B [ [ Pigi+ll ]

Cislo || Pigiy1]| zndme, nebot ho potiebujeme k uréenf vektoru z;; (pozndmka 232).

§= 27y = [ (367)

(b) Zfejmé dz = Zi+1di a bl = yZTdZ = yl»TZi_chi = ngdA7 Jelikoz Yi = Gi+1 — Gi S gi, platf podle (364)
Hy, = Zi1 Higi a a; = yF Hyy, = 97 Hig;. Muzeme tedy psat U; = Z;11U;. Pouzijeme-li (363) a (365),
dostaneme

Hiy1 = ZigiHip Zh v ol - Zia Z5)
= <ZZ-+1IL»Z£1 + Zi UMUT ZE 4 wia (T — Zi+1ZiT+1>)
= v(Hi +UMU]),
coz je pravé vztah (103). O

Poznamka 233 Lezi-li vektor g;11 v G;, muzeme polozit Z; 1 = Z;, H; = H; a v aktualizaci (365) pouzit
vektory d; = d; = «;3; a §; = §; = Z!y;. Pak Z¢+1ﬁi = Z,U; = U;, takze (365) je ekvivalentni s (103).

Dosavadni tvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 16 Data § >0,e >0, 1 = 1074, g5 = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocétecni odhad z; € R"™ a vypocteme hodnoty I := F(x1), g1 := g(z1). Polozime
Zy = [g1/llgall], Hy:=[1] ai:=1.
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Krok 2 Pokud ||g;|| < ¢, ukonéime vypocet. V opaéném piipadé polozime §; := Zg;, 5; == —H;§; a
S; = Zzgz

Krok 3 Urcime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1, polozime ;11 := z; + «;8; a vypocteme hodnoty
Fit1:=F(2it1), git1 = g(zi41). Polozime d; := o;3;, §; := Z} (gi41 — 9i)-

Krok 4 Pokud HPlgH-lH < éHgH‘1”7 pol(}il’me Zi+1 = Zi; ﬁz = g“ Czl Z:A CL‘, (7)1 = gz Pokud ||Pzgz+1|| >
d/|git1]], uréime matice Z; 1, H; podle pozndmky 232, vektor d; podle (366) a vektor §; podle
(367).

Krok 5 Zvolime parametry p;, v; a 1; (tak jako v Algoritmu 4) a uréime matici H; 1 podle (365).

Krok 6 Zvétsime i o 1 a prejdeme na krok 2.

Algoritmus 16 je teoreticky shodny s algoritmem 4 a mél by byt spravé uveden v oddilu 4.8 jako modifikace
algoritmu 4. Vyhoda algoritmu 16 spo¢iva v tom, ze se pro ¢ < n pracuje s mensimi maticemi, coz vede
v tomto piipadé k tspore ¢asu. Jelikoz operace s ortonormalnimi bazemi vyzaduji aritmetické operace
navic, je vyhodné piejit pro ¢ > n na algoritmus 4. Hlavni pfinos metod redukovanych Hessiant spocivé
v tom, ze lze jejich myslenku pouzit pro rozsdhlé ilohy, omezime-li fad redukovanych matic na m < n.

Necht 0 < m < n,i € N am = min(m,:). Oznacme G; = L(gi—m+1,---,9i),
Si = L(Simm41s---55i—1,54), Si = [Si—ma1s-- -5 8i-1,54],
S = L(Si—my1,--+5i-1,0i), Si = [Si—m+1,- -, 8i-1, 9i]
a ~ ~
H; = Z;H;ZF + %I — 2, Z]), H;,=ZI'H;Z;, (368)

kde Z; je matice, jejiz sloupce tvoii bdzi v S;, pficemz S; = Z;R;, kde R] je néjakd horn{ trojuhelnikovd
matice (9; je hodnota specifikovand v pozndmce 237). Metody redukovanych Hessidnt s omezenou paméti
pouzivaji smérovy vektor s; = —H,g;, kde H; je matice urcend vztahem (368). Jelikoz g; € S, plati
(I-2,ZT)g; = 0 a smérovy vektor lze ur¢it podle vzorcti uvedenych v poznamce 231. Staéf tedy uchovévat
pouze redukovanou matici H; a matici Z;, jejiz sloupce tvoii bazi v S;.

Poznamka 234 Ke konstrukei matice H; bychom mohli pouzit podprostor G; misto S!. Metody pouzivaji-
cf podprostor S! jsou vSak u¢innéjsi. Je to zpusobeno tim, ze po snizeni dimenze (vyskrtnuti sloupce v
matici Z;41) jiz neplati S; = G; a pouziti podprostoru S; je pro metody redukovanych Hessidnu s omezenou
paméti vyhodnéjsi.

Algoritmus metod redukovanych Hessidnti s omezenou paméti se od algoritmu 16 lisi pouze tim, ze
matice Z; a S} = Z; R, mohou mit nanejvys m sloupcti. Mé-li matice Z; 11 (ziskand v kroku 5 algoritmu 16)
vice nez m sloupct, je tieba ji upravit tak, aby méla m sloupcu a aby platilo Sj,; = Z; 1R}, |, kde R},
je néjaka horni trojihelnikova matice fadu m. Tato procedura vnasi do algoritmu metod redukovanych
Hessianu s omezenou paméti nové problémy technického charakteru, které je tieba vyfeSit. Predné je
tieba uklddat horni trojihelnikovou matici R} fddu nejvyse m takovou, ze S, = Z; R;. Tuto matici je tfeba
upravovat spolec¢né s matici Z;.

Lemma 38 Necht S, = Z;R;,. Pak R, = [R; ,§;] a poloZime-li R; = [R; ,$;], plati S; = Z;R;.
Ditkaz Necht S! = Z;R, a R, = [R; 7). Pak g; = Zir} a §; = Z}l'g; = ZF Zivl, = v} (nebot ZI' Z; = I),

i

takze S; = Z;[R; , g;]. Podobné S; = Z,;[R; ,r;| = Z;[R; , §i], nebot s; = Z;3;. O

Lemma 39 Necht S; = Z;R;, kde Z;, R; jsou matice vystupujici v lemmatu 38. Predpoklddejme, Ze
Pigiv1 = (I = ZiZ{)git1 # 0 a polozme

Pigir Ri, ZTgin
Z+ — Z', 191 :|’ R+ _ |: (2l i Jit+ )
o [ | Pigita | s 0, |I1Pgis1ll

Pak plati [S;, giv1] = Z; R4 -
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Diikaz Ziejmé Z;R; = Si a Z; Z] giv1 + 2ix1 | Pigia|| = ZiZ gisa + (I = ZiZ)gis1 = gi- U

Lemma 40 Necht matice Z;:_l, R;j_l = [tit1, Tit1], vystupugici v lemmatu 39, maji m + 1 sloupcu (takze
tiy1 je vektor a T;yq1 je horni Hessenbergova matice, kterd md m + 1 7ddki a m sloupci). Necht Q;y1 je
ortogondlni matice radu m + 1 takovd, Ze

T 7 R;+1
Qi+1T’z+1 - 0 ; (369)

kde Rj,, je horni trojihelnikovd matice Tddu m. Pak Sj,, = Zi1Ri, |, kde [Si, giv1] = [Si—m+1,Si41]
a Ziy1 je matice obsahujici prunich m sloupci matice Z;IQZ-H. Sloupce matice Z;11 tvori ortonormdalni
bdzi v Si

Diikaz Podle lemmatu 39 plati [S;, git1] = [Si—m+1,S/41] = Z;5 R = Z 1 [tiv1, Ti4], neboli S}, =
Z;:1Ti+1a kde T;+1 je horni Hessenbergova matice, kterd mé m + 1 fddka a m sloupcu. Necht Q;y1 je
ortogonaln{ matice tddu m + 1, pro kterou plati (369). Pak lze psat

/
o — gt o — 7t 0. T 7t 0. R
i+1 — Zi+1Tz+1 - Zi+1Qz+1Qi+1Tz+1 - Zi+1Qz+1 |: 0 :| .

Jelikoz (Z;71Qi+1)" Z1Qiv1 = QF 1 Qi1 = I, tvoii sloupce matice Z; 1, ortonormaln{ bézi v S, ;. O

Poznamka 235 Ortogondlni matice @;11 je obvykle sou¢inem Givensovych matic elementarnich rotaci
(pozndmka 210). Pak

Qit1 = Q12Q23 ... Qm m+1,

kde @ j+1, 1 < j < m, jsou matice definované v poznamce 208.

Poznamka 236 Necht ﬁzil = (Z}1)"Hi41Z} | je symetrickd matice fddu m + 1 a Q41 je ortogondlni
matice fadu m + 1 pouzitd v lemmatu 40. Pak vyskrtneme-li v matici

QL HY 1 Qivt = (Z7,Qi) " Hin 21, Qi

posledni fadek a posledni sloupec, dostaneme matici E[i+1 = Zi:Cr1Hz'+1Zi+1- 7 toho plyne, ze aplikujeme-

li elementarni rotace na fadky Hessenbergovy matice T;41, musime je téz aplikovat na fadky a sloupce
redukované matice H;',.

Poznamka 237 Snizenim dimenze redukované matice (pozndmka 236) ztracime ¢ast informaci z predcho-
zich iteracnich kroki. Proto neni logické pouzivat v matici H; souin Skdlovacich koeficientt ze viech
predchozich iteraci. Tak jako u metod s proménnou metrikou s omezenou paméti pouzijeme pouze posledni
skalovaci koeficient. Polozime

- H;, 0
H;, = v , 370

kde bud 4; = 1 nebo 4; = ;. Pokud 4; = 1, pouzijeme v aktualizaci
ff{:l = ’Yi(gi + UlMlUZT), Ul = [Czl,ﬁlil)l], (371)
skdlovaci koeficient «;. Pokud 4; = ;, polozime v (371) ~; = 1.
Dosavadni uvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 17 Datam <n, § >0, >0, e; = 1074, e, = 0.9.

Krok 1 Zvolime pocétecni odhad z; € R"™ a vypocteme hodnoty F := F(x1), g1 := g(z1). Polozime
Zy = [g1/lgall]; Ry = [llgull], Hy =[] ai:=1.
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Krok 2 Pokud ||g;]] < ¢, ukonéime vypocet. V opacném pifpadé polozime §; := ZF g;, 5 = —H;gi,
s; *= Z;8; a uréime matici R; tak jako v lemmatu 38.

Krok 3 Uréime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1, polozime x;11 := x; + «;s; a vypocteme hodnoty
Fi+1 = F(l’iJrl), gi+1 ‘= g(l’iJrl). PoloZime dl = 0[2'57;, ij = ZZT(ghLl — gi)

Krok 4 Pokud [|[Pigi1] < 8)lgisil, polozime Z;, == Z;, R}, = R;, H; := H;, d; == d;, §; = ;.
Pokud ||P;git1 > d||gi+1l, uréime matice Z;',,, Ri+1 tak jako v lemmatu 39, matici H; podle
(370) a vektory d;, §; podle (366), (367).

Krok 5 Zvolime parametry p;, v; a 1; a uré¢ime matici H;l podle (371).

Krok 6 Maji-li matice Zi':l, R;-:_l nejvyse m sloupcu, polozime Z; 1 := ZIH, Ri, | = RH_1 a H1+1 =
HiH V opacném pifpadé uréime matice Z;11, Rj,, tak jako v lemmatu 40 a matici Hl+1 tak
jako v poznamce 236.

Krok 7 Zvétsime 7 o 1 a prejdeme na krok 2.

Abychom se v algoritmu 17 mohli odvoldvat na pfislusné vzorce, pouzivime matice Z, R, H s riznymi
indexy. Ve skutecnosti j JSOH vsechny matice oznacene stejnym pismenem ulozeny na steJnem mlste v paméti
pocitace, takze pitkazy Z;, := Z;, R}, = Ry H; := H; v kroku 3 a piikazy Zi,, := Zz+1’ L= RE,
Hiyp = Hj_'H v kroku 6 Jsou ﬁktlvm (nic se nepfesouva).

Algoritmus 17 predstavuje pouze jeden zpusob, jak lze realizovat metody redukovanych Hessianu s
omezenou paméti. Casto se misto matic H, pouzivaji matice B H -

Lemma 41 Necht H; je matice uréend vztahem (368) a
. 1 -
By = Z;B; ZF + —(I — z;Z1), B; = ZI'B,; Z;. (372)
Vi

Pak H;B; = I prdvé tehdy, jestlize H;B; = I

Dukaz Jelikoz ZiTZi = I, muzeme psit H;B; = ZiﬁiéiZiT + 1 — ZiZJ-T.~ Jestlize H;B; = I, dostaneme
H,B;, = Z,ZF +1-2,ZT = I. Jestlize H; B; = I, muzeme psat [ = Zi;(H;B; —1)ZT +1, coz po vynisoben{
ZiT zleva a Z; zprava dava H;B; — I = 0. O

Pozndmka 238 Ukdzali jsme, ze pokud H; = Bi_l, plati H; = Bi_l a (368) lze zapsat ve tvaru
H; = Z;B7'ZI + 4,(I — Z;zF),  Bi= ZI'B;Z;.
V tomto ptipadé se smérovy vektor urcuje podle vzorcu
9i = Z{ 9i, Bisi = —gi, $i = ZiS;.

Misto matice B; se pouzivd Choleského rozklad B; = L;LT kde L; je dolni trojihelnikovd matice, kterd
se aktualizuje metodami popsanymi v oddilu 4.7.

Poznamka 239 Pouzivame-li Choleského rozklad matice B;, zkomplikuje se krok 6 algoritmu 17. Aby-
chom ziskali rozklad B,;H = L;+1L;+1 z rozkladu BH_1 = L;:_IL;Z_I, je tfeba matici L;-:_l vynasobit zleva
matici Q; 1. Tim se ale porusi jeji tvar (nenf jiz dolni trojihelnikové, ale dolni Hessenbergova). Napiiklad
v matici Q12L¢++1 vznikne novy nenulovy prvek v prvnim fadku a druhém sloupci. Abychom tento prvek

opét vynulovali, musime matici ngL;-:_l vynasobit zprava vhodnou Givensovou matici Q12. Pokracujeme-li
takto dale, dostaneme dolni trojihelnikovou matici

Q¢T+1L{:1Qz‘+1 = (Q12Qo23 - . . Qm,m-&-l)TL;:lleQ% o Qmmets
takZe Qerl ~z+1Qi+1 = QZTHL;-:_lQiH(QiTHL;:_lQiH)T (nebot Qi+1QiT+1 = I). Matici L;y; dostaneme

tak, ze v matici QiTHL;;lQZ-H vyskrtneme posledni fadek a posledni sloupec.
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Algoritmus 17 lze modifikovat tak, abychom usSettili operace potfebné k upravam matice Zfﬂ (jde o
ortogonéln{ transformace pouzité v lemmatu 40). Z tohoto duvodu pouzivdme misto matice Z; nékterou z
matic S!(R:)™!, S;(R;)~!. V maticich S/, S; se pouze vyméiiuji sloupce, takze jejich tipravy jsou nendroéné,
a matice R}, R; jsou malé a horn{ trojihelnikové. Modifikovany algoritmus 17 vypad4 takto.

(a) Smérovy vektor v kroku 3 poéitdme postupné podle vzorct @; := (S)Tg;, (RD)T §; = @, §; := —H, 3,
(b) V kroku 3 vypoéteme vektor §;11 = ZI g;41 FeSenim soustavy rovnic RY g, 1 = ST g;11, polozime

Ui = Gi+1 — i a spocteme ¢islo || Pigit1]| = \/giTJrlgz'H — 95101

Matice Z; se v modifikovaném algoritmu nepouziva.

8.3 Posunuté metody s proménnou metrikou s omezenou paméti

Smérovy vektor ziskany metodou redukovanych gradientu lze zapsat ve tvaru
; ~1/2
si = —ZiHi Z] gi = —5:5] gi, S; = 2,8,/

(matice S; € R™™™, kde m = max(m, i — 1), ma zde stejny vyznam jako v oddilu 4.2 a je riznd od matice
S; pouzité v oddilu 8.2). Podstatné je, ze matice Z; je zkonstruovand tak, ze g; € L£(S;) = L(Z;), takze
STg; # 0 (a tudiz s; # 0), pokud g; # 0. Pozadavek, aby platilo SI g; # 0, pokud g; # 0, ztézuje pouziti
obecnéjsich metod s proménnou metrikou s omezenou paméti takovych, ze s; = —S;SI g;, kde matice S;,
ktera ma nanejvys m sloupcu, se aktualizuje pomoci metod popsanych v oddilu 4.2. Pro praktické pouziti
je vyhodnéjsi predpokladat, ze s; = —H;g;, kde

H; = GI+ H; = GI + U MU,

pficemz ¢; > 0 a matice U; ma omezeny pocet sloupcti. V tomto tvaru lze zapsat metody s proménnou
metrikou s omezenou paméti (vzorec (351)), kdy (; = v;—; a matice U; m4 nejvyse 2m slouct, i metody
redukovanych Hessidnti s omezenou paméti (vzorec (368)), kdy ¢; = 4i, U; = Z; a M; = H; — 4;1.
Poznamenejme, ze matice U; M;U nemus{ byt pozitivné semidefinitni.

V tomto odilu se budeme zabyvat metodami, které pouzivaji smérovy vektor s; = —H,g;, kde

H;= (I + Hy = GI+ 8,57, (373)
pficemz é&islo ¢; > 0 a matice H; = S; _iT se aktualizuji tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka
Hiy1y; = pid;, neboli B -

Hi1yi = pid, di = di — Gy (374)

(v prvnim iteraénim kroku poklddédme ¢; = 1 a H; = 0). Poznamenejme, ze matice H; = S;S¥, S € R™*",
je vzdy pozitivné semidefinitni.

Abychom 1épe porozuméli posunutym metoddm s proménnou metrikou, budeme nejprve predpokladat,
7e mm = n, takze matice S miize mit n sloupcti a matice H mize byt regularni. Podobnjm zptisobem jako
v oddilu 4.1 muzeme odvodit obecnou aktualizaci

o=+ Dt - éﬁy(ﬁy)T w2 (Gd- ) (G- ) (375)
kde a = y" Hy a b = y"'d, kterd vyhovuje kvazinewtonovské podmince (374). Jelikoz v prvnich n itera¢nich
krocich je matice H singuldrni, miize nastat piipad, ze Hy = 0. V tomto piipadé vynechdme v (375)
véechny ¢leny obsahujici Hy, takze

Ay =H+ %JJT. (376)

Véta 129 Necht matice H je pozitivné semidefinitni, n > 0 a (. < b/yTy. Pak matice H, wréend vztahem
(875) je pozitivné semidefinitnd.
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Dikaz Pokud n > 0, muzeme pouzit pseudosouéinovy vzorec (121), kam dosadime hodnoty s pruhem.
Podle tohoto vzorce je matice H pozitivné semidefinitni pokud b > 0 (piedpokladdme, ze p/y > 0). Staci
tedy ovéiit podminku b = b — ¢ yTy > 0, coz dava ¢, < b/y"y. Hodnotu b = 0 vylucujeme, nebot b se
vyskytuje ve jmenovateli pseudosou¢inového vzorce. O

U posunutych metod s proménnou metrikou velmi zalez{ na hodnoté parametru (;41. Abychom vyhovéli
piedpokladiim véty 129 polozime ;11 = 0:b; /y}l yi, kde 0 < o; < 1. Je-li hodnota o; pili§ mald, ma matice
H; ;1 malé nejmensi vlastni ¢islo, takze muze platit ||s;|| = 0 i kdyz ||g;|]] > 0. Je-li hodnota o; prilis velkd,
norma natice S;,; obvykle exponencidlné nariisté a jeji sloupce se stévaji linedrné zavislymi. Volime-li
hodnotu o; konstantni, je vhodné, aby lezela v intervalu 0.20 < ¢; < 0.25 (napiiklad o; = 0.22). Teoreticky
podlozenéjsi hodnotu parametru o; lze ziskat pomoci nasledujici véty.

Véta 130 Necht V =1 — yd* JyTd, kde d = d — o(yTd/yTy)y, a necht v je libovolny vektor takovy, Ze
yTv =yTd. Pak plati -
VTl
]l

lv —d|
[[o]]

)

o e

kde

Diikaz Podle piedpokladu plati y'd = y*(d — o(yTd/y"y)y) = (1 — o)y’d a

_ T, Td _ 1 _ _
VTvzv—yTlid:v—nyd:U— d=v—d-— g d.
yl'd Y l-0o l—0o
Protoze ||d|| = ||d — o(y"d/yTy)y| = ||d||v/1T — 7, mizeme psat | |[VTv| —w|d||| < ||v — d]|, takze
T T _ _
WPl _ | WPl el e
[[v]] [[v]] [[v]] [[v]] [[v]]

O

Jak jiz bylo konstatovano, je-li hodnota o piili§ velkd, norma natice S obvykle exponencidlné nartist4

a jeji sloupce se stdvaji linedrné zavislymi (doklddaji to numerické experimenty). V tomto piipadé je

napftiklad prvni sloupec matice S, ktery oznac¢ime symbolem v, téméfr rovnobézny s vektorem d a vhod-

nou normalizaci lze docilit toho, ze yTv = yTd a &islo ||v — d||/||v| je malé. Pak podle véty 130 plati

[VTv||/||lv]| =~ w. Jelikoz vektor Vv je podle (385) prvnim sloupcem matice S, je vhodné volit &islo

o tak, aby platilo w < 1, coz ddvd o < 1/(1 + /1 — 7). Vétsinou je nutné tuto hodnotu jesté zmensit.
Ukézalo se, ze je vhodné vyndsobit ji ¢islem /1 — a/a, takze

o= V1-aja . (377)
1+ /1 —b2/(yTydTd)

Volba (377) vyhovuje predpokladum véty 134 a oduvodnuje ji také ndsledujici véta.

Véta 131 Necht H, je matice urcend podle vzorce (375), kde H = 0. Pak matice Hy = (I + H,, kde
¢y = ob/yTy a cislo o je uréeno podle (377), je optimdlné podminénd.

Diikaz Pokud H = 0, plati Hy = 0 a @ = 0 a pouzitim (376) dostaneme H, = (. I + (p/b)dd", takze
matice (1/¢{;)Hy mé podle lemmatu 10 n — 1 jednotkovych vlastnich ¢isel a zbylé vlastni ¢islo, které se
rovna ¢islu podminénosti, je déno vztahem sy = 1+ (1/¢,)(p/b)dT d. Pouzijeme-li vztahy ¢, = ob/y"y,
b= (1—0)bad=d—oby/yTy, dostaneme pro ¢islo podminénosti matice (1/¢,)H, (a tedy i H,) rovnost

-1 1 r b b?
K:-‘r :Csz:yy2<de_20'T+U2T>
p Ceb o(l—o)b yTy yTy

1 yTyd'd 9 1 1
= ) - 1) -1
a(l—a)( b2 ote 1—0 \oT ’
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takze

Ky ! 1 1 1 1 o021 — 20+ 1
)= (= 1) - )=
p (1-0)2\or 1—0 \o?7 o%(1—o0)2r

Optimélni hodnota parametru ¢ tedy vyhovuje kvadratické rovnici o217 — 20 + 1 = 0, kterd m4 feSeni
c=(1-+1-7)/7t =1/(1 +/1—7) (bereme kofen, pro ktery plati 0 < o < 1), a protoze a = 0,
dostaneme (377). O

V kvazinewtonovské podmince (374) pouzivime parametr p > 0. Tento parametr mé ponékud jiny
vyznam, nez v piipadé standardnich metod s proménnou metrikou. Jeho vyznam ukazuje nasledujici véta.

Véta 132 Necht Hy = (1 + Hy, kde (4 = oyTd/y"y a Hy je matice ziskand aktualizaci (375) (kde
d=d— (yy). Pak jestlize p= o /(1 — o), plati
y'Hiy
y'y

G-

Dikaz Z Hyy = pd plyne Hyy = (1 — p)Cyy + pd, takze y" Hyy = (1 — p)Cry”"y + pb = ob + (1 — o) pb.
Polozime-li p = o /(0 — 1), plati y" H,y = 20b = 2{, yTy. Ze vztahu

pak plyne tvrzeni véty. O

Poznamka 240 Z véty 132 plyne, ze pokud p = o/(c — 1), jsou oba éleny v (373) v jistém smyslu
souméfitelné. Jind vhodnd hodnota parametru p je p = ¢/(¢ + (4).

Nyni se budeme zabyvat globalni konvergenci posunutych metod s proménnou metrikou. Tak jako
v oddilu 4.5 budeme piedpoklddat ze funkce F' : R" — R vyhovuje podminkdm (F1), (F4), (F5). Pak
(podobné jako v dikazu lemmatu 24) dostaneme

T

c<?¥<q Z£<Z<
yltd G~ G
(pokud 0 < ¢ < 0 <7 < 1), nebot ¢, = oy’d/y"y. Déle budeme piedpoklddat, ze posunutd metoda
s proménnou metrikou je realizovdna jako metoda spadovych sméru (s vybérem délky kroku spliiujicim
slabou Wolfeho podminku). Nejprve vySetiime piipad kdy 0 < n < 1.

G (378)

C+§%§

(ST

Lemma 42 Uvazujme posunutou metodu s proménnou metrikou s aktualizaci (375), kde 0 < p < p <p a
0<o<o0<7 <1, swvybérem délky kroku splriugicim slabou Wolfeho podminku. Necht funkce F spliuje
podminky (F1), (F4), (F5). Pak, existuje-li konstanta C > 0 takovd, Ze

TrH; , <TrH; +C Vi€ M, (379)

plati
liminf ||g;|| = 0. (380)
1—> 00

Dikaz Plati-li (379), muzeme s pouzitim (378) psat
_ T o
11| < Gor + [ Hia |l < 5 +TrHs + O <

+TrH; +Ci < C(i + 1)

(@S]

(piedpokldddme bez 1ijmy na obecnosti, ze konstanta C' byla vybrana tak, ze &/G+TrH; < C). Dostaneme
tedy

i -1
cos? f; — (;iTgiT)Q _ ng(CiIT+ Hi)gi Ssziz Si s Gi > 2
g;i 9iS;i Si 9; 9i 85 8 |H:|| — CGi
takze plati Y .- cos?6; = oo, z ¢ehoz podle véty 9 plyne (380). O
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Véta 133 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 42. Pak, existuje-li konstanta C' > 0 takovd Ze n <
bC/(a + bC), plati (380).

Dukaz Jestlize < 1, muzeme aktualizaci (375) zapsat ve tvaru (124), kde vystupuji veli¢iny s pruhem a
kde

ﬁ:%(n%ﬂlﬂz)p).

Jelikoz pro libovolnou symetrickou matici H a pro libovolné vektory u, v plati Tr(H + uu? — vv
TrH + uu — vTv < TrH + u”'u, dostaneme pouzitim (124) nerovnost

T)i

dd _ fab n 1
—  <TYH+ "7 —TrH —.
[ e e e A +( —nb“’)a

fiab

TrH, <TrH +

Jelikoz funkee 1/(1 —n) je pro 0 < 1 < 1 rostouci, plyne z n < bC/(a@+ bC) nerovnost n/(1 —n) < (b/a)C,
neboli TrH, < TrH + (C + p)/G. Jsou tedy splnény piedpoklady lemmatu 42 s C = (C + p)/G, takze
plati (380). O

Nyni vySetiime piipad, kdy 0 <n<1lagog <./l —a/a.

Lemma 43 UvaZujme posunutou metodu s proménnou metrikou s aktualizaci (375), kde 0 <n < 1. Pak

plati -
det H, d'Bd yTy C+
< — e o 1

detd = b <p+C b L (381)

Dukaz (a) Z vyjadien (123) a z dusledku 6 (¢) plyne, Ze nerovnost (381) staci dokdzat pro n = 1, tedy
pro metodu BFGS. Aktualizaci metody BFGS lze zapsat ve tvaru (126) (kde vystupuji veliciny s pruhem
a kde v = 1), takze polozime-li w = p 4+ a/b, muzeme psat

B BY2(wd — H 1— H TBl/2 _Bl/2H H TBl/2
w
Oznacime-li U = [u — v,v] a M = diag(1, —1) a pouzijeme-li dusledek 7 (c¢), dostaneme
det(I+UMUT) = det(I+MUTU) = (1+|lu—2|*)(1 = |[v]|*)+ ((u—v)Tv)? = uTu+ (1 —uTv)* —uTuvTv,

coz pro u = wBY2d/Vwb a v = BY?Hy/vVwb divé

det(¢I + H.) _ d"Bd (1 d"BHy\* d"'Bdy"HBHy

det H - b b B2 :
Jelikoz podle (373) plati Hy = Hy — Cy, mizeme psat d BHy = b— (d"By a y"HBHy = a — (y"y +
¢%y" By. Dosadime-li tyto hodnoty do piedchozi rovnosti a pouzijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

det(¢I + Hy) <p+ z) JT_BJ 2(J?y)2 - (ZTBJy_TH'BIYy
det H b b b2 b2
CZTBd d'B JTBd B JTBd

(b) Oznacme \; 1 < i < n, vlastnf &sla matice (I 4+ H, takze X; > ¢, 1 <i <n (matice Hy je pozitivné
semidefinitn{). Jelikoz H; = {4 + H4, ma matice Hy vlastnf ¢isla A, + (4 — (, 1 <i < n, takze

e I 5) <1+ §) < (%)

1

Spojime-li tuto nerovnost s nerovnosti odvozenou v (a), dostaneme tvrzen{ lemmatu. O
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Lemma 44 UvaZujme posunutou metodu s proménnou metrikou s aktualizaci (375), kde 0 < n <

0<p<p<pal<max(o,y/1—-a/a) <o <min(a, /1 —a/a) <1 (takze 0 = o pokud \/1—a/a<a)
s vybérem délky kroku splnuyzczm slabou Wolfeho podmmku Necht funkce F spliiuje podminky (F1), (F4),
(F5). Pak existuji konstanty Cy, Co takové, Ze

det H+
dotH = Clb +Caa,

pricemz konstanta Cy nezdvisi na o.

Diikaz (a) Predpoklddejme nejprve, ze ¢ < /1 —a/a. Pak, jelikoz plati ac — b*> > 0 (Schvarzova
nerovnost), dostaneme 02 < 1 —a/a = CyTy/a < (yTyc/b?, takze G = 2% /(yTy)? < Cc/yTy. Protoze
nejmensi vlastni éislo matice H je zdola omezeno &islem ¢, je nejvétsi viastni ¢islo matice B = H~! shora
omezeno ¢islem 1/, takze CinBy < ¢ey? By/yTy < c. Jelikoz pro libovolné dva vektory u € R® av € R"
plati (v + v)T(u 4+ v) < (JJul| + ||v]|)? a pro libovolna dvé &isla a > 0, b > 0 plati (a + b)? < 2(a? + b?),
muzeme psat

d"Bd = (d— (4y)" B(d — (4y) < (VdTBd + (1\/y" By)® < 2(d" Bd + ¢}y By), (382)

coz spolu s dTBd = c a CinBy < ¢ davéa d'Bd < 4c. Zbylé cinitele ve vyrazu (381) jiz odhadneme
snadno. Podle (378) plati

" o
y'y c G
— < —
p+¢ 7 *p+1—EQ (383)
(nebot b= (1 —0)b> (1 —7)b) az (374) plyne 1 + ¢, /¢ <1+7G/(aG). Po dosazeni dostaneme
det H < 4 N T G 1+ @ c
et ~1-2\""1-7¢ cG) b
(b) Necht nyni 0 = g > /1 — a/a. Pak podle (378) plati
C+ g é é
2T 22— 2 4
(Scs @ e
coz s pouzitim (382) dava
T T 2. T ¢ r G G
d” Bd <2(d" Bd+ ¢y By) <2(c+ Cy y)—20+2ab6:2c+2gba
(nebot y'' By/yTy < ||B|| < 1/¢) a pouzijeme-li odhady (383), (384), mizeme psat
detH+< 2 54 T g 1+§n E+ g
dtH ~1-5\""1-7G c¢) \bs"%G)
(c) Polozime-li
4 7 G 7G\" 2 G 7 G a\"
“ 1o(p+1aG)( +oG)’ “ 10G(P+10G)( +G>’
dostaneme tvrzeni lemmatu. O

Véta 134 Nechl jsou splnény predpoklady lemmatu 44. Pak je-li ¢islo o > 0 dostateéné malé, plati (380).
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Diikaz (a) Abychom nemuseli vySetfovat prvni iteracn{ krok zvlast, zatneme od druhého kroku. Protoze
v kazdém iteracnim kroku plati det H > (™ > (¢/G)™, muzeme pro k € N psit

k

1>

C

o _detHyp _ ML det Hiyy - 12 det Hiyy
G'detHy, ~ detHs — 3 detH; k “det H;

(pouzivdme nerovnost (8)). Podle lemmatu 44 tedy plati

k+1 k+1
det H
kMR <y kCao.
C <2 “aeid clz +kCao
Piedpokladejme, ze ¢ < 1/Cy. Jelikoz CY/* — 1 pro k — oo, existuje index k € N takovy, ze C1/* >
(14 Cs0)/2, Vk > k, takze podle piedchozi nerovnosti plati

k+1 G k
s M ol/k > (1—
Z:E > b2 O (C’ Cy0) 5, (1 - C0)

Vk > k, takze Zf;l ¢i/bi = o0, pro k — co.
(b) Pouzijeme-li (9) a (378), muzeme psat
k+1 k+1 (T g,)? k+1 k+1

ZCOSQQZ._Z ZQ H,g; d} B;d; ZQTngd Bid; yld;
i=2

1291918& ~ glg didi = gle yldi de

C)H\Q

S8

Jelikoz pravé strana konverguje podle (a) k nekoneénu, musi i leva strana konvergovat k nekoneénu, takze
podle véty 9 plati (380). O

Posunuté metody s proménnou metrikou s m = n by mély byt spravé uvedeny v oddilu 4.8 jako modi-
fikace klasickych metod s proménnou metrikou. Posunuté metody davaji lepsi vysledky nez neskalované
klasické metody. Jelikoz vSak neni zndmo, jak posunuté metody vhodné skalovat, jsou fizené skalované
klasické metody mnohem 1cinnéjsi. Hlavni piinos posunutych metod s proménnou metrikou spociva v
tom, ze lze jejich myslenku pouzit pro rozsahlé lohy, omezime-li hodnost matic na m < n.

Necht nyni m = min(m,i — 1), kde i € N a m < n. V tomto piipadé maji matice H; = S;S7,
S; € R™™, i € N, omezenou hodnost a odpovidajici posunuté metody s proménnou metrikou jsou
metodami s omezenou paméti. Itera¢ni proces posunutych metod s proménnou metrikou s omezenou
paméti md dvé faze. V pocdteéni fazi pokladdme ¢; = 1 a H; = 0 (takze matice S; v (373) neobsahuje
zédny sloupec) a pro 1 < i </ pouzivame aktualizaci BFGS

Hip = VIHY+ Bl Vi=1- —yd],

Siy1 = [VTSZ, \ /i ] . (385)

V tomto pifpadé se hodnost matice H; i pocet sloupcii matice S; zvétsuji o jednotku az do hodnoty m.
Poznamenejme, Ze pouzit{ obecnéjstho pseudosoucinového vzorce (121) (ve kterém vystupuji veli¢iny s
pruhem) je znesnadnéno tim, ze mize platit H;y; = 0 a a; = 0. V tomto piipadé vzdy pouzivame metodu
BFGS (vyplyva to ze vztahu (122), kde vynechéni ¢lenu s Hy m4 stejny dusledek jako volba n = 1). Ve
druhé fizi se hodnost matice H; ani pocet sloupcii matice S; neméni a matice S;;1 se ziskdva variacné
odvozenymi aktualizacemi, které se podobaji aktualizacim popsanym v oddilu 4.3.
Ve druhé fazi vipoctu piedpokladame, ze H = I+ H = ¢(I+SS7 a hleddme matici H, = C+I—|—S+S

tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka

neboli

STy =z, S.%=pd, 1'% = pb, (386)



kde d = d — (,y, b = y"d, a aby Frobeniova norma ||7~*/2(S, — S)||r byla minimalni. Aplikujeme-li na
tuto tlohu vétu 58, dostaneme

- ~ Ty _r - yT'z T
Sy =85- d — Ty | == 387

+ Ty T (p 2t o, 1Y) 3 (387)
kde j = STy a z = S7 (viz (179)). Zvolime-li matici T tak, aby platilo Ty = pd — z, vyraz (387) se velmi
zjednodusi. Po dosazeni a tpravé dostaneme

= = ch—Z

S, =5— j—2)7. 388
n Py (¥ —2) (388)

i)

Pouziti vzorcu (387) a (388) neni tak jednoduché, jako v piipadé standardnich metod s proménnou
metrikou vysetiovanych v oddilu 4.3. Pfedné neplati d € £(.59), takze neexistuje vektor d takovy, ze d=5d,
coz je nutné k tomu abychom dostali aktualizaci (375) (pozndmka 244). Nemiizeme ani polozit d = ST Bd,
kde B = H' (coz by odpovidalo volbé (155)), nebot vektor Bd neumime jednoduse spocitat. Misto toho

budeme piedpoklddat, ze plati d = ST Bd = —aSTg.
Poznamka 241 Polozime-li
z=09d=95"Bd, =4\/pbjc, ¢=d BHBd

do (388), dostaneme B B
= = pd —JYHBd T 7
Sy =8—————F=— (y—9Bd)" S. 389
+ pb_ﬁyTHBd(y ) (389)
Znaménko koeficientu 9 je vhodné volit tak, aby jmenovatel v (389) byl co nejvétsi, tedy tak, aby platilo
YyTHBd < 0.

Poznamka 242 Podle véty 59 dostaneme standardni metodu BFGS, dosadime-li Ty = d a z = ﬁST@d
do 179 (¥ se voli tak, aby byla splnéna posledn{ rovnost v (178)). Analogicky mtzeme dosadit Ty = d a
Z = 98T Bd do (387). V tomto piipadé plati

S+:S— 19

1y 1 THBA\ . - i
deTS+CK”+y6 )d—HBd]dTBS (390)

(nebot 277 = 9%¢), kde ¢isla ¥ a ¢ maji stejny vyznam jako v pfedchozi poznamce. Znaménko koeficientu
¥ volime opét tak, aby platilo 9yT HBd < 0.

Poznamka 243 Vztahy (389) a (390) definuji jednoduché metody, které jsou v jistém smyslu zobecnénim
metody BFGS. Obecnéjsi metody dostaneme, volime-li

- 1- _ _ 1—
Ty = gd + T*/ﬁﬂy 7 =987 (\/BﬁBd + ﬁy) , (391)

kde parametr 1 se vybiré tak, aby platilo 272 = pb. Polozime-li
a =yl Hy, b=y HBd, ¢=d'BHBd

(takze a = @), dostaneme

b= 75— (né+2‘/ﬁ(1_ﬁ)z}+ a-vn®,

b2 ab a2

_ % (nac + 26by/m(1 — /i) + 021 v/i)?) = % (n (ae—82) + (b+ (- 5)\/77)2> :

=)
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takze -
92 = : ""‘_b — . (392)
n (aaf b2) + (b+ (b b)\/ﬁ)
Poznamenejme, ze n > 0 podle pfedpokladu a a¢ — b2 >0 podle Schwarzovy nerovnosti, takze vyraz na
pravé strané je kladny, pokud je definovdn. Vzorce (391)-(392) dosazujeme do obecného vyrazu (387)
(plati yTTy =1 a 27z = pb).

Dosavadni tivahy muzeme shrnout ve formé algoritmu, ktery lze popsat zhruba takto:
Algoritmus 18 Data m < n, e >0, & = 1074, g5 = 0.9.
Krok 1 Zvolime pocatecni odhad z; € R™ a vypoéteme hodnoty Fy := F(x1), g1 := g(z1). Polozime

1:=1.
Krok 2 Pokud ||g;|]| < g, ukonéime vypocet. V opaéném piipadé polozime m := min(m,i — 1) a uréime
smérovy vektor s;. Pokud m = 0, polozime s; := —g;, v opa¢ném piipadé polozime s; :=

—Cigi — SiS] gi.
Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1, polozime z; 1 := x; + «o;s; a vypoéteme hodnoty
Fiv1:= F(zit1), gi+1 := g(xiy1). Polozime d; := ;41 — ; a y; := git1 — Gi-

Krok 4 Vypocteme ¢islo o; podle (377). Pokud o; < 0.2, polozime o; := 0.2. Pokud o; > 0.8, polozime
o; := 0.8. Polozime (11 := oyl di [yl ;.

Krok 5 Pokud i < m, uréfme matici S;;; podle vzorce (385). Pokud i > m, uréime matici S;;1 podle
vzorce (390 nebo podle vzorce (387) s volbou (391)—(392). Zvétsime ¢ o 1 a pfejdeme na krok 2.

Nyni vySetfime globédlni konvergenci metody s proménnou metrikou s omezenou paméti realizované
algoritmem 18.

Lemma 45 UvaZujme posunutou metodu s proménnou metrikou s omezenou paméti s aktualizaci (387) a

volbou (391)-(392). Pak plati
(G- 1) (

Dukaz Rozndsobenim se snadno ukéze, ze vzorec (387) lze zapsat ve tvaru

- Tyy™\ 4 25T dzT
S, =(1- S{I-— .
* ( yTTy 7Tz) TP
VyuZijeme-li toho, Ze matice I — 227 /1% je idempotentn{ a plati (I — 227 /272)z = 0, dostaneme po
dosazeni
TN - 72T\ - TyyT\ " dd”
S(r-Z_)sr(r--2 ) +,%%
ZTz yITy b

TyyT\ - Tyy™\"  dd’
= (-2 Va(r-22 ) % T,
yT'Ty yT'Ty b

kde u = (I — Tyy" /yTTy)S%/||Z||. Pouzijeme-li prvni rovnost v (391), miizeme tento vzorec zapsat ve

L _ 1. . _\T
H,=H + %dJT ~ ~Hy(Hy)" + d— Hy) — i, (393)

SNBSS

o>
S QI

kde u= (I —Tyy" [y"Ty)Sz/||Z|.

ﬁ+ = §+§I =

|
N
I
<
S|
N|<
<

tvaru
T —
- Tyy™\ ~ Tyy” dd*
Hy = (I- H(I- —_ —
! ( y'Ty yTy) P
_ _ 1 - _ a - _ a - _\T
- A+ %dJT — ZHy(Hy)" + 2 (%d - Hy) (%d - Hy) — T
a

(Ize se o tom presvedéit prostym dosazenim a rozndsobenim zdvorek). O
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Poznamka 244 7 vyjadieni (393) vyplyva, ze aktualizace (387) s volbou (391)—(392) je ekvivalentni
aktualizaci (375) pravé tehdy, kdyz u = 0 v (393), neboli kdyz Sz || Ty v (391). To lze dosdhnout pouze
tehdy, kdyz d = H Bd, neboli kdyz d = Sd, kde d = ST Bd. To nelze obecné zajistit, nebot nemusi platit
de L(S).

Lemma 45 pouzijeme k dukazu dusledku vét 133 a 134.

Disledek 19 Necht jsou splnény predpoklady véty 133, kde aktualizace (375) je nahraZena aktualizaci
(387) s volbou (891)-(392). Pak plati (380).

Dikaz Oznacime-li IL matici uréenou vztahem (375) a pouzitou v lemmatu 43, mizeme psat H, =
H, —uu®, takze

TrH, = Trﬁu —ulu < Trﬁhr.
Muzeme tedy pouzit lemma 43, lemma 44 a vétu 133. O

Diusledek 20 Necht jsou splnény predpoklady véty 134, kde aktualizace (375) je nahraZena aktualizact
(387) s volbou (391)-(392). Pak plati (380).

Dikaz Oznacime-li H, matici uréenou vztahem (375) a pouzitou v lemmatu 43, muzeme psat H, =
H, —uu” a pouzijeme-li diisledek 8, dostaneme

det(¢I+ Hy) = det(CI+ Hy —uu®) = det(¢I + Hy) det(1 — u (¢ + Hy) )

T T g
det((CT+ 11,) < (p + gyby> T Bd o p1,

IN

b

Muzeme tedy pouzit lemma 43, lemma 44 a vétu 134. O

8.4 Diferentni verze Newtonovy metody pro husté dlohy

Diferenéni verze nepiresné Newtonovy metody se obvykle realizuji jako nepresné metody spadovych sméru
(algoritmus 3) nebo nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (algoritmus 6). V piipadé hustych tloh
se nepouzivd matice B = G(z) a ndsoben{ ¢ = Bp = G(z)p se nahrazuje numerickym derivovanim

_ gz +dp) — g(x)
Gla)p ~ =————,

kde 0 = ¢/||p|| je vhodna diference (obvykle ¢ = \/gas, kde e)s je strojova pfesnost). Jinak se algoritmy
nemeéni. Jestlize vypocet gradientu vyzaduje O(n) operaci, je tento zptisob dspornéjsi nez ndsobeni matice
vektorem (obecné O(n?) operaci). Navic nenf tfeba poéitat druhé derivace. Vliv diference 6 = ¢/||p|| na
presnost Newtonovy metody udava tato véta.

Véta 135 Necht funkce F € C? : D — R sphiuje predpoklad (F6). Necht ¢ = G(x)p a

- glx+dp) —g(x) _ €
Q= TR
J 2|l

kde x € D a x4 dp € D. Pak plati
- 1 =
g —all < 5eLlp]-
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Diukaz Podle véty o stfedni hodnoté (tvrzeni 3) plati

1
gl + 0p) = g(x) + / G(z + 7dp)dpdr,
0

takze

li-gl = =
q—q 5

[ (Gt rop) - Glaapr| < 5 [ GG+ 75p) - Gl plar
0 0

IN

L[ Tisplirar = STolpi = 2Tl
A p TaT =35 p —25 p

O
Nyni budeme predpokladat, ze smérovy vektor s se urcuje linedrni metodou sdruzenych gradientu

vevs

metody) pouzivat index i a pro vnitin{ iterace (kroky metody sdruzenych gradient) index j. Index ¢
budeme c¢asto vynechévat.

Véta 136 UvaZujme metodu sdruZengjch gradienti (definice 22) aplikovanou na soustavu linedrnich rovnic
G(z)s+ g =0, kde vektory q; = G(x)p; jsou nahrazeny vektory G; = (g(x +0,p;) — g(x))/d;, 6; = €/|lp;|-
Predpokldadejme, Ze jsou splnény predpoklady véty 36 a véty 135 a oznacme

m

m m
Smi1 =51+ Y a;p;, gmi1 =01+ Y 05, Gmi1 =01+ Y ;4
i=1 i=1 =1

(takze gmi1 = g + G(x)Sm+y1, pocitdme-li presné). Pak plati

|
I

Gm+1 — gmrll < 5||*'3‘1m—&-1Ha

o] 3

eL. (394)

Dikaz Pouzijeme-li nerovnost uvedenou ve vété 135, dostaneme

m m m
. - - 1 —
1Gmr1 = gmeall = || D (@ — a)|| <D aslld; — gl < iaLZaijjH.
j=1

=1 =1

V éasti (c) dukazu véty 36 je ukdzano, ze pro 1 < i < m plati oj||p;|| < [Isj41ll < ||Sm1l|, takze

m
> ajlpill < mllsmall,
i=j

coz spolu s predchozi nerovnosti dokazuje tvrzeni véty. O

Poznamka 245 Predpoklddejme, ze v m-tém kroku metody sdruzenych gradientu plati ||gm+1|| < @llg]l,
0 <w < 1. Pak, polozime-li s = s;,41 & § = Gm+1, muzeme podle predpokladu a podle véty 136 psat

IGs +g] _ _ (G = G)sll

<w, <,
llgll

Is]l

kde G je néjakd symetricks matice, pro kterou plati Gs + g = §, a kde 0 = meL/2. Zvolime-li ¢&islo &
tak, ze ¢ < (1 —w)G/(mL), plati ¥ < (1 — ©)G/2 a mlzeme pouzit vétu 17 a pozndmku 36 k uréeni
asymptotické rychlosti konvergence. Poznamenejme, ze odhady pouzité ve vété 17 a ve vété 136 jsou
znacné nadhodnocené, takze diferenéni verze nepiesné Newtonovy metody obvykle funguji velmi dobfe i
pro standardni volbu € = /.
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Nevyhodou metod studovanych v tomto oddilu je skutecnost, ze pocet vnitinich iteraci metody sdruze-
nych gradientt, tedy i pocet vy¢isleni gradientii minimalizované funkce, muze byt znaéné velky, je-1i matice
G = G(z) spatné podminéné. Proto je G¢elné metodu sdruzenych gradientt vhodné pfedpodminit. Potiz
je v tom, ze nezndme matici GG, takze neni mozné pouzit standardni postupy. V tomto oddilu popiseme
Ctyti zédkladni zpusoby predpodminovani diferen¢nich verzi Newtonovy metody pro husté ulohy:

(1) Pouziti metod s proménnou metrikou s omezenou paméti.

(2) Pouziti pdsovych matic uréenych standardni metodou BFGS, kterd je ekvivalentni pfedpodminéné
metodé sdruzenych gradientu.

(3) Pouziti pasovych matic uréenych numerickym derivovanim.

(4) Pouziti tridiagondlnich matic uré¢enych Lanczosovou metodou, kterd je ekvivalentni nepfedpodminéné
metodé sdruzenych gradientu.

Pouziti metod s proménnou metrikou s omezenou paméti je velmi jednoduché a piimocaré. V i-tém
kroku Newtonovy metody se pouziva predpodmifiova¢ C = (H})~!, kde H} je matice uvedend v definici 37.
Vektory C~1g; = H! g;, slouzici k vypoctu vektort p; (definice 22), uréujeme bud pomoci Strangovych
rekurenci (dusledek 17), kde misto vektoru g; pouzijeme postupné vektory g;, 1 < j < m, nebo po-
moci maticovych reprezentaci (véta 122, véta 124). Protoze se ndsobeni matici H} pouzivd v kazdém
kroku metody sdruzenych gradientt, je tfeba aby pocet pouzitych aktualizaci byl co nejmensi. Vhodnym
kompromisem je volba m = 3 (maximéalné tii aktualizace).

Dalsi zpusob predpodminéni vyuziva toho, Ze metody s proménnou metrikou, s vhodnou pocatecni
matici a s pfesnym vybérem délky kroku, aplikované na ryze konvexn{ kvadratickou funkeci (81) generuji
stejnou posloupnost vektora p;, 1 <j < m, jako piedpodminénd metoda sdruzenych gradienti uvedend v
definici 22 (véta 41 a disledek 5). Pro metodu BFGS plati Bjp; +¢; =0,1 <3< m, kde By =C a

B — B yiy;  Bydi(B;d;)" 5 . Gpi(Gpy)T 99,
j+1 = j+dT - dTB.d = bj + T + T,
5 Y5 5 Djaj p; Gpj p; g5

piicemz d; = s;11 — 85 = a;p; a y; = gj4+1 — g; = Gd;. Pouzijeme-li misto vektorii ¢; = Gp; a g; vektory
g; (urcené numerickym derivovanim) a ¢;, muzeme psét

o AP §

4;9; 9i9;

Bjp1=Bj+ 7+ 7.

pjd; P

(395)

Z tohoto vyjadreni je patrné, ze k aktualizaci matic B;, 1 < j < m, se pouzivaji pouze vektory generované
predpodminénou metodou sdruzenych gradientu (s maticovym ndsobenim nahrazenym numerickym de-
rivovanim). Matice B;, 1 < j < m, se v téchto aktualizacich nevyskytuji, takze muzeme ukladat pouze
jejich casti. Jsou-li vektory ¢; a g; dobrou aproximaci vektorii g; a g;, jsou matice B;, 1 < j < m, pozi-
tivné definitni a je-li pocet kroki metody sdruzenych gradientii dostateéné velky, je matice B;,1 dobrou
aproximaci{ matice G a muzeme ji (nebo jeji ¢dst) pouzit jako predpodminovac v dalsim iteraénim kroku
Newtonovy metody.

I kdyz matice B = B,,,+1 je dobrou aproximaci matice G, je volba C = B nevhodnd, nebot tato matice
je obvykle husta. Proto je vyhodnéjsi pouzit jako pfedpodminova¢ pasovou matici, kterd vznikne z B
vynulovdnim prvku nelezicich v pouzitém péasu. Zde se omezime na diagondlni, tridiagonédlni a pentadi-
agonalni predpodminovace. Ukazuje se, ze je dulezité, aby tyto predpodminovace byly pozitivné definitni
(poznamka 155).

V piipadé, ze C = D, kde D je diagonalni matice obsahujici diagonalni prvky matice B, nenastavaji
zadné potize, nebot pozitivné definitni matice B méa kladné prvky na hlavni diagondle. Pouziti matice
C = D zduvodiuje toto tvrzeni

Tvrzeni 6 Necht D, je mnozZina viech diagondlnich matic 7ddu n a D je diagondlni matice obsahujict
diagonalni proky matice G. Pak plati

#(GD™) <1 min kK(GM™),

MeD,
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kde k je spektrdlni ¢islo podminénosti a l je mazimdlni pocet nenulovich prvki v Fddcich matice G (pro
pentadiagondlni matici G je l =5).

Necht nyni C' = T, kde T je tridiagonalni matice obsahujici prvky tii hlavnich diagondl matice B.
V tomto pifpadé nemusi byt matice C pozitivné definitni (i kdyz B je pozitivné definitni). Jako piiklad
uvazujme matice

2 =2 2 2 =2 0
B=| -2 3 =31, T=| -2 3 =3
2 -3 4 0 -3 4

Obé tyto matice maji kladné prvky na hlavni diagonéle a kladné hlavni subdeterminanty druhého tadu.
Plati ale det B = 2 a det T' = —10, takze T neni pozitivné definitni, i kdyz B je pozitivné definitni. Aby-
chom tento nedostatek odstranili, je tfeba matici T upravit. To Ize provadét pii ur¢ovani trojihelnikového

vevs

z moznosti je pouzit vétu 137.

Lemma 46 Uvazujme tridiagondlni matici

aq 51 NN 0 0
Bl (%) ce 0 0
T=1 ... ... ... .. (396)
0 0 ... apn_1 Buot
0 0 ... Bpo1 an
a oznacéme A; hlavni subdeterminant i-tého Tddu matice T' (obsahujici rddky a sloupce s indexy 1,2, ...,1).
Pak plati Ay = oy a
A = o A1 — 61‘2_1Ai—2; 1<i1<n, (397)

kde pokladame Ag = 1.

Dikaz Pro i = 2 je tvrzeni lemmatu ziejmé. Necht i > 2. Rozvedeme-li subdeterminant A; podle i-tého
fadku, dostaneme A; = o;A;_1 — B2 | A;_1, nebot i-ty fadek obsahuje pouze dva prvky. O

Véta 137 Tridiagondini matice (396) je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz ~v; > 0 pro 1 < i < n, kde

’yl:oqa
2

mid 1<i<n. (398)

Vi = Q4 — )
Yi—1

Dukaz Dokazeme indukci, ze A; = v;A;,—1 pro 1 < i < n, kde opét Ay = 1. Pro ¢ = 1 je toto tvrzeni
ziejmé. Predpokladejme, Ze pro néjaky index ¢ > 1 plati A;_1 = v;_14;_5. Pouzijeme-li (397) a (398),
dostaneme

A = i =B DN =Ny v (i — o) Ao
= (A1 = Yic1Ai2)ai +vic1Vili—2 = i1,

¢imz je indukéni krok dokoncen. Jelikoz A; = v;A;—1 pro 1 < i < n, plati A; > 0 prévé tehdy, kdyz v; > 0
(pro 1 <i<n).

Vétu 137 muzeme pouzit tak, ze pocitame ¢isla v;, 1 < i < n, a pokud pro néjaky index plati ;
0, zmensime mimodiagondln{ prvek (;_; tak, aby platilo 32 ; < ~;_1; (naptiklad polozime 32 ;
Ai—1Vi—1@;, kde 0 < A;—1 < 1). Pak je nové éislo v; kladné. Potiz je v tom, Ze zde neni zadn4 rezerva a
zvolime-li \;_1 nevhodné, muze byt vysledna tridiagonalni matice Spatné podminéna. Pro praktické tcely
je vyhodnéjsi pouzit vétu 138 a jeji dusledek.

A O
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Véta 138 Uvazujme tridiagondlnd matici (396) s kladngmi proky na hlavni diagondle. Pak jsou-li matice

Q5 Qﬁi .
, 1<i<n—1, 399
[ 28; @iy ] s (399)

pozitivné semidefinitni je matice T pozitivné definitni.

Dikaz Pro libovolny vektor v € R™ plati

n n—1
UTT’U = Z ozﬂl? +2 Z ,Bwile

i=1 i=1
1 — 1

= §aluf + 3 ; (aivf + Oli+17)i2+1 + 462-111-111-“) + éanvi

n—1

1 2 1 o 2B Ui 1 2

- = - ) = 400
20(1'()1 + 2 ; [Uzavz+1] |: 251 it :| |: Vi1 :| + 2Oén'Un ( )

Jelikoz matice vystupujici v této rovnosti jsou podle piedpokladu pozitivné semidefinitni, plati v” Tv > 0.
Piedpokladejme, ze vTTv = 0. Dokdzeme indukei, ze v = 0. Jelikoz a1 > 0, musi byt v; = 0. Piedpoklé-
dejme, Ze v; =0 pro 1 < j <4, kde ¢ < n. Pak jelikoz

(673 2 i (7
[Vi, Vig1] [ 28; A } { } = O‘i+1”z‘2+1

Qi1 Vi+1

a ajr1 > 0, musi byt v;1; = 0. Dokézali jsme, ze pro libovolny vektor v € R™ plati vITv > 0 a e z
vI'Tv = 0 plyne v = 0, takze matice T je pozitivné definitni. O

Dausledek 21 Necht tridiagondlni matice T obsahuje hlavni diagondlu a poloviny vedlejsich diagondl pozi-
tivné definitni matice B (takZe a; =b;;, 1 <i<n—1af; =bii41/2, 1 <i<n-—1). PakT je pozitivné
definitni.

Dikaz Dosadime-li o; = b; 3, @ip1 = bit1,i41 & fi = b;i41/2, dostaneme

a; 26 bii bt ,
= ’ ’ , 1<i1<n-—1.
[ 28; @iy } [ biit1 bit1i41 - -

Tyto matice jsou pozitivné definitni, nebot matice B je pozitivné definitni. O

Dusledek 21 muzeme pouzit tak, ze zmensime prvky vedlejsich diagondl matice B na polovinu. Pak je
vysledna tridiagondlni matice pozitivné definitni. Vétu 138 mizeme pouzit tak, ze pocitdme determinanty
;a1 — 482, 1 <i < n—1, a pokud pro néjaky index plati c;cv;r1 — 4% < 0, zmensime mimodiagonaln{
prvek f3; tak, aby platilo 82 = ;i1 1/4. Pak a1 — 482 =0, 1 <i < n — 1, takze odpovidajici matice
jsou pozitivné semidefinitni a matice 7" je podle véty 138 pozitivné definitni.

s x7

Poznamka 246 Véta 138 udava podminky postacujici, nikoliv v§ak nutné. Jelikoz vlastni ¢isla pozitivné
definitni matice jsou kladna a spojité zavisla na prvcich této matice, lze prvky matice zménit tak, ze
predpoklady véty 138 neplati, ale vlastni ¢isla zustanou kladna. Tato vyhoda se projevi, po¢itame-li prvky
matice T nepfesné pomoci numerického derivovani (véta 143).

Poznamka 247 Podivame-li se na posledni vyraz ve vzorci (400), vidime, ze ¢len ajv? lze pridat k
prvnimu ¢lenu v souétu a ¢len a,v2 k poslednimu. Matice T je tedy pozitivné definitni, jsou-li matice

200 20 a; 2B Qp—1  2Bn-1
261 o |’ 26; iyl 26n-1  2ap |’

kde 2 < i < n — 2, pozitivné semidefinitni a alespon jedna z nich je pozitivné definitni. Tyto podminky
jsou velmi uziteéné, nebot prvky a; a «, jsou ¢asto mensi, nez bychom potiebovali (véta 143).
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Vétu 138 a jeji dusledek lze zobecnit tak, ze

vypada v pripadé pentadiagondlni matice

ar Biom 0 0 0
f1 az B 0 0 0
T B2 oas 0 0 0
P=| ... ... ... (401)
0 0 0 Qp—2 ﬂn—Z Yn—2
0 0 0 ﬁn—Q Qp—1 ﬂn—l
L 0 0 0 TYn—2 5n71 Qi |
Véta 139 UvaZujme pentadiagondini matici (401) s kladngmi proky na hlavni diagondle. Pak, jsou-li
matice
Q; (3/2)8; 3vi
(3/2)8; Qit1 (3/2)Bit1 | » 1<i<n-—2, (402)
3vi  (3/2)Biv1 iy

plati i pro obecnou pésovou matici. Uk&azeme, jak to

pozitivné semidefinitni, je matice P pozitivné definitni.

Dikaz Pro libovolny vektor v € R™ plati

v Po

+

n n—1 n—2

2
E a;v; + 2 E Bivivigr + 2 E YiViVit1
i=1 i=1 i=1

1 1

50411/% + 3(04111% + agv3) + frv1vy

1n—2

3 (00 + i1V + iov? s + 3Bivivist + 3Bi1vig1Vig2 + 67iv;0i42)
=1

1 2 2 Ly

3 (n—1vy, +anvy) + Bro1Vp—1vn + 5 OnUn

1 9 1 aq (3/2)p1 VU1

F01v + 3 [v1, V2] { (3/2)8: a v

1 =2 Q; (3/2)B;i 3vi v;

32 evienviee] | (3/2)i ai (3/2)Bin Vit1
i=1 3 (3/2)Bit1 Qit2 Vig2

1 an-1 (3/2)Bna

Up— 1
3 [Vn=1,0nl { (3/2)Bn-1 g } { vnl } * §a”1}’21

Jelikoz matice vystupujici v této rovnosti jsou podle pfedpokladu pozitivné semidefinitni, plati v~ Pv > 0.
Piedpokladejme, ze vT Pv = 0. Dokazeme indukci, ze v = 0. Tak jako v ditkazu véty 138, musi byt v; = 0
a vy = 0. Pfedpoklddejme, Ze v; = 0 pro 1 < j <i+1, kde i <n — 1. Pak jelikoz

a; (3/2) B 3 V5
[vi, vig1,vip1] | (3/2)Bs Qg1 (3/2)Bi+1 Vi1 | = iy,
3vi  (3/2)Bina Qg2 Vit2

a ajpo > 0, musi byt v;42 = 0. Dokézali jsme, Ze pro libovolny vektor v € R™ plati vTPv > 0 a 7Ze z

vT Py = 0 plyne v = 0, takZe matice P je pozitivné definitni.

O

Dusledek 22 Necht pentadiagondlni matice P obsahuje hlavni diagondlu, dvé tretiny pronich vedlejsich
diagondl a tretiny druhijch vedlejsich diagondl pozitivné definitnd matice B (takZe a; = b;;, 1 < i < m,
Bi=2b;41/3, 1 <i<n—1a~vy =b,42/3, 1 <i<n—2). Pak P je pozitivné definitni.
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Diikaz Dosadime-li o; = b;i, @ig1 = big1i41, Qive = bigoite, Bi = 2bii41/3, Big1 = 2biz1i42/3 a
vi = biiy2/3, dostaneme

Qg (3/2)B;i 3i by biit1 biito
(3/2)8; Qiy1 (3/2)Bi+1 | = | bii+1 bix1i+1 bixru2 |, 1<i<n—-2.
37 (3/2)Bis1 Q2 biive bit1it2  biyoit2
Tyto matice jsou pozitivné definitni, nebot matice B je pozitivné definitni. O

Poznamka 248 Necht C je pdsovd matice s pdsem §itky [, takze m4 hlavn{ diagondlua k—1= (1 —1)/2
paru vedlejsich diagonal, které jsou shodné s odpovidajicimi si diagondlami pozitivné definitni matice B.
Pak vyndsobime-li i-ty par vedlejsich diagondl éislem (k — é)/k (pro 1 < i < k — 1), je vyslednd matice
pozitivné definitni. Dikaz tohoto tvrzeni je podobny dukazu dusledku 22 (pouzivd se analogie véty 139).

Dusledek 22 muzeme pouzit tak, ze v matici B zmensime prvky prvnich vedlejsich diagonal na dvé
tfetiny a prvky druhych vedlejsich diagondl na tfetinu. Pak je vyslednd tridiagonalni matice pozitivné
definitni. Také muzeme testovat pozitivn{ definitnost matic (402) a ménit jejich vedlejsi diagonély pouze
tehdy, nejsou-li pozitivné definitni. Vétu 139 muzeme pouzit tak, Ze nejprve poc¢itdme subdeterminanty
;i — (9/4)82, 1 <i < n —1, a pokud je néktery z nich zdporny, zmensfme mimodiagonaln{ prvek j3;
tak, aby platilo 82 = (4/9)c;c11. Pak pocitdme determinanty matic (402) a je-li néktery z nich zaporny,
upravime odpovidajici prvek -; podle véty 140 a poznamky 249.

Véta 140 Determinanty A; matic (402) spocéteme podle vzorce

9
A = a1 (aiai+2 - 9%‘2) 4 (O‘i51'2+1 + 041‘+25i2 - 65i5i+1%) : (403)

Determinant A; je nezdporny prdvé tehdy, kdyz Y <% < s kde

1 9
. = —“MPi - Di )
I b )
_ 1 9
i T o3 (ﬂzﬂiﬂ + v Di)
[e7ER} 4

jsou koreny kvadratické rovnice A; = 0. Pritom

9 9
D, = (Oéiai+1 - 4»31'2) <04i+104i+2 - 4ﬁi2+1>

je diskriminant této rovnice (vydéleny éislem 36), ktery je mezdporny, pokud ;i — (9/4)3% > 0 a
Q1042 — (9/4)ﬁ3+1 Z 0.

Dikaz Vztah (403) dostaneme snadno vycislenim piislusného determinantu. Jelikoz kvadraticky ¢len v
(403) mé zaporné znaménko, je determinant A; nezdporny pravé tehdy, kdyz Y <% < Vi kde v, %, jsou
kofeny kvadratické rovnice A; = 0. Podle (403) se diskriminant této rovnice (vydéleny ¢islem 36) rovnd
81 9 9
D; = Eﬂ?ﬂfﬂ - Zaiai+15i2+1 - iai+1ai+2ﬂ¢2 + @07 igo

9 9 9
= 1 A <4B§ - aiaz’+1> — QG142 (4@2 — Oziai+1>

9 9
= (aiai—H - 451-2> (ai+1ai+2 2 ¢2+1> .
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Poznamka 249 Véta 140 nabizi dvé moznosti, jak volit novy prvek ~; v piipadé, ze A; < 0. V prvnim

vevs

vz

1 _\_ 3BiBin
Vi = 2(11'—’_72') =1 Qi1 .

(404)

Dalsi moznosti, jak konstruovat pasové predpodminovace, je predpokladat, ze Hessova matice ma
pasovou strukturu a urcovat jeji prvky numerickym derivovanim. K urceni vSech prvku pédsové mati-
ce, kterd md k — 1 péara vedlejsich diagondl (takze k = (I + 1)/2, kde [ je sitka pésu), staci pouzit k
diferenci gradientu, tedy spocitat v kazdém kroku Newtonovy metody k gradientt navic. VySetiime opét
tTi specialni piipady.

Poznamka 250 Piedpokladejme, ze Hessova matice je diagonalni. Pak lze vSechny jeji prvky aproximovat
pomoci jedné diference gradientu

G(z)v = g(xz +v) — g(z), v=1[01,...,00]%,

kde d1,...,6, jsou vhodné diference. K predpodminéni pak pouzijeme diagonalni matici C' = D, kde
D = diag(ay, ..., an) a Dv = g(x 4+ v) — g(z). Po dosazeni dostaneme «;d; = g;(z + v) — g;(x), neboli

o — gi(z +v) — gi(x)

1 <7< n.
1 51 b) — —

Pozndmka 251 Diference lze volit dvojim zpusobem. V prvnim piipadé pokladdme §; = §, 1 < i < n,
takze v = de, kde e je vektor, jehoZ vSechny prvky jsou jednotkové. Pak lze (tak jako ve vété 135)
volit 6 = y/ear/|lell = V/em k/n (k =1 je pocet vedlejsich diagonal zvétseny o 1). Ve druhém piipadé
pokladdme 6; = /g3 max(|z;],1), 1 < i < n. Tento zpusob je méné ndchylny k vlivu zaokrouhlovacich
chyb. V obou ptipadech lze psat

51‘ = E(Si, 1< < n, (405)

kde € = \/Zar a bud §; = \/k/n nebo §; = max(|x;|,1) pro 1 <i < n.

Nevyhodou piedpodminiovaéu zaloZenych na numerickém derivovéni je skutecnost, ze nemusi byt pozi-
tivné definitni. Uvazujme ryze konvexni kvadratickou funkci F : R? — R, kde

Flz) = ;:cT[ o }x g(x) = { B }x
Fakplatt g(z + de) — g(z) [ 1 =2 }[ 1} _ [1}
5 2 6|1 4|
takie

o 0 1] | -1
v 5 a1 )=1 )
coz dava a; = —1, ag = 4, takze matice D neni pozitivné definitni. Tuto nevyhodu muzeme odstranit
tak, ze pokladame
_ lgi(z +v) — gi(2)]
Q; = )
d;

Zduvodnéni této upravy udava nasledujici tvrzeni.

1<i<n.
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Tvrzeni 7 Nechf D,, je mnoZina viech diagondlnich matic 7ddu n a D = diag(ay,...,a,) je diagondlni
matice takovd, Ze

n
a =y |Gyl, 1<ji<n,
j=1

kde Gy, 1 < j < n, jsou prvky i-tého vddku matice G. Pak plati
D—l —_ : M—l
k1(GD™%) pin k1 (G ),

kde k1 je ly ¢islo podminénosti (soucin ly norem matice a jeji inverze).

M3é-li matice G pouze kladné prvky a polozime-li v = de, plati D(de) = g(z + de) — g(x) = G(de), takze

n n
7j=1 7j=1

a matice D je podle tvrzeni 7 idedlnim diagondlnim predpodminova¢em (v I3 normé) pro soustavu rovnic
Gs + g = 0. Nemé-li matice G pouze kladné prvky plati

n n
il & | G| <> 1Gul,
j=1 j=1

takze prvky upravené matice D jsou dolnim odhadem prvku idedlniho diagonalniho predpodminovace.
Nyni ukdzeme, jak lze numerické derivovani pouzit ke konstrukei tridiagonalntho pfedpodminovace.

Véta 141 Predpoklddejme, e Hessova matice funkce F € C? : D — R je tridiagondini matice tvaru (396).
Polozme vy = [01,0,03,0,05,0,...], va = [0,02,0,d4,0, 6, ...], kde 6; = €d;, 1 < i < n (tak jako v (405)).
Pak pro 2 <i<n-—1 plati

gi(x+v1)— q1(x) B, = lim g1(r +va) — g1()

al - ;1—I>I(1) 61 ’ e—0 52 ’
o = lim #EF ) —0i@) g i@t ve) —gi@) —diaBia mod(i,2) = 1,
e—0 (51 e—0 6i+1
, —u . — gs(x) — 6;_1Bi
o = lim #EF ) —0i@) g gt v) —6i@) —diaBia mod(4, 2) = 0,
e—0 (51 e—0 (52‘+1
o, = lim gn(@ F 1) = g"(I>, mod(n,2) =1,
e—0 (;n
a, = lim 9n(@ +v2) = gn(a?), mod(n,2) = 0.
e—0 6n

Dukaz Podle véty 3 plati g(x 4+ v1) — g(x) = G(z)v1 + o(e), g(z + v2) — g(z) = G(x)v2 + o(e), takze po
dosazeni{ G(z) = T, kde T je tridiagonélni matice tvaru (396), a po rozepsani jednotlivych slozek dostaneme

gi(z +v1) — g1(w)

g1(z +v2) —gi(x) _ By +o(1),

51 = + 0(1)7 52

gi(z +v1) —gi(x) _ a; +o(1), gilz ¥ v2) ~ @) _ Biv1 + Bi—l(si;l ol mod(i,2) =1,
5, dit1 dit1

gilw +v5) — gi(a) _ o 1 of1), gilx +v) —gi(x) _ Bis1 + 51—151;1 +0(1), mod(i,2) =0,
s, dit1 dit1

gn(z + ”;? —90) o bo(1), mod(n,2) =1,

1D 29 o o(1), mod(n,2) =0,
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kde 2 < i < n — 1. Jelikoz podily §_1/8;11 = 0;_1/0;+1 zlstavaji pro 2 < i < n — 1 konstantni, je tvrzeni
véty dokazéano. O

Poznamka 252 Véta 141 udéva zpusob urceni tridiagonalniho pfedpodminovace. Zvoli se pevné &islo e
(naptiklad e = /57 jako v (405)) a prvky matice C = T se vypoctou podle vzorci uvedenych ve vété 141
(ve kterych je vynechdn limitn{ pfechod).

Matice C' = T ziskand podle poznamky 252 nemusi byt pozitivné definitni, i kdyz Hessova matice je
pozitivné definitni (jako piiklad lze uvést ryze konvexni kvadratickou funkci t¥{ proménnych s pozitivné
definitni Hessovou matici

1 -1 -2
G=| -1 4 -1
-2 -1 8

Zpusoby korekce indefinitni tridiagonalni matice jsou popsény v pozndmce 155. Nyni uvedeme dvé véty,
podporujici volbu tridiagonalniho pfedpodminovace v piipadech, kdy Hessova matice je pentadiagonalni.
7 technickych duvodu budeme tridiagonalni predpodminovaé¢ a jeho prvky oznacovat vinkou.

Véta 142 Necht Hessova matice G(z) je pentadiagondlni, pozitivne definitni a diagondiné dominantni.
Pak, plati-li §; = €0, 1 <1i < mn, a je-li ¢islo € dostateéné malé, je matice C =T ziskand podle pozndmky 252
pozitivné definitni a diagondlné dominantni.

Diikaz Uvazujme pentadiagondlni Hessovu matici tvaru (401), oznacme vlnkou prvky tridiagonalni matice
T a polozme pro zjednoduseni zapisu 7_1 = v9 = 8o = Bo = 0, Yn—1 = Yo = Bn = Bn = 0. Pak podle
predpokladu diagonédlni dominance plati

a; > [yi—2| + [Bi—1] + |8l + |7l

pro 1 < i < n. Pouzijeme-li vétu 141 a pozndmku 252, dostaneme

Q; & Yi—2 + o + 7, Bi—1 + Bi ~ Bi—1 + Bi (406)
pro 1 < i < n. Plati tedy Bl ~ [; a je-li ¢islo € dostatetné malé, zustane ostrda nerovnost zachovana a
muzeme psat

& > & — Bl + |Bil = i +yim2 + 7 — 1Bical + 1Bil > i — [yia| = 1Bica] = |Bi = |7l >0

prol <i<n. O
Poznamka 253 Véta 142 vyzaduje, aby v8echny diference byly stejné, coz je splnéno napiiklad tehdy,

kdyz 6; = \/2ep/n, 1 < i <n. Numerické testy v8ak ukazuji, ze volba 0; = /e max(|z;|,1), 1 <i <n, je
vyhodnéjsi.

Véta 142 pouzivd pomérné silné predpoklady, uddvé vsak podminky postacujici, nikoliv nutné. Ukazuje
se, ze pro mnohé praktické ilohy je matice T pozitivné definitni. Uvazujme okrajovou tilohu pro obycejnou
diferencidlni rovnici druhého fddu

y' () =p(yt), 0<t<1, y(0)=yvo, y(1)=uy,

kde funkce ¢ : R — R je dvakrat spojité diferencovatelnd na R. Rozdélime-li interval [0, 1] na n + 1 ¢4sti
pomoci uzlovych bodu t; = ih, 0 <i <n+1,kde h =1/(n+1) je krok sité, a nahradime-1li druhé derivace
v uzlovych bodech diferencemi

wop o Y(tio1) = 2y(ts) + y(tiva)
Yy (tl) - ) )
h
kde 1 <1 < n, dostaneme soustavu n nelinedrnich rovnic

h*o(z;) + 23 — 24-1 — 41 = 0,

230



kde z; = y(t;), 0 <1 < n+1, takie g = yo & Tpy1 = Y1- Resime-li tuto soustavu metodou nejmensich
¢tvercu (kapitola 7), mé minimalizovana funkce tvar

Z (hzgo(l’z) + 2%1‘ —Xi—1 — £Ci+1)2 s
1

(407)

DN | =

Fla) = 53 1) =

1=

szn]

kde z = [z1,. ..

Véta 143 Aplikujme diferencni verzi Newtonovy metody na soucet ctverci (407), kde funkce ¢ : R — R
je linedrni. Pak, plati-li 6; = €6, 1 <1i <mn, a je-li ¢islo € dostateéné malé, je matice C =T ziskand podle
pozndmky 252 pozitivné definitni.

Dikaz Ziejmé

-1 0 0 0
Vii(x) = | ¥(xi) |, Vfi(z)=| 0 ¢'(z;) 0 |,
-1 0 0 0

kde ¥(x;) = 2+ h2¢'(x;) a ¢ (x;) = h?¢"(x;). Omezime-li se pro jednoduchost na submatice fadu pét,
muzeme psat

v -1 0 0 0 fi, 0 0 0 0
1 ¢ -1 0 0 0  fay O 0 0
Ja)=] 0 -1 43 -1 0 |, C@)=]| 0 0 fsy 0 0o |,
0 0 -1 ¢y -1 0 0 0  fayy O
0 0 0 -1 45 0 0 0 0 fsih
Y7 +1 — (Y1 + 12) 1 0 0
— (1 + 12) Y3 +2 — (Y2 + 13) 1 0
I ()] (x) = 1 —(W2+v3) P32 —(hs+ ) 1 ,
0 1 — (13 + 4) Vi +2 — (4 + 5)
0 0 1 — (Y4 + s5) Y3+ 1

odkud vidime, Ze Hessova matice G(z) = JT (z)J(x) + C(x) je pentadiagonalni. Je-li funkce ¢ : R — R
linedrni (takze ¢'(x;) = ¢, ¢"(x;) =0, 1 <1i < n, kde ¢’ je konstantni smérnice linedrn{ funke ¢), plati
C(z) =0, takze G(x) = JT (z)J(x) a mizeme psét oy = ¥? + 1, a, =92 + 1 a

=197 +2, 2<i<n-—1,
ﬂz:_(wz+wz+l)7 1§l§n_1a
v =1, 1<:<n-2.

Je-li T matice ziskang podle poznamky 252, plati (406), coz davé & ~ V2 +2, Gg ~ 3 + 3, qy = b7 +4,
3<i<n—2,an 1 ~Y: | +3,a&, Y2 +2a B~ —(;+1ig1), 1 <i<n—1. Nynivyuzijeme toho, ze
soucet (400) (kde pouzivdame veli¢iny oznacené vinkou) lze podobné jako v pozndmce 247 upravit tak, ze

207Tv = [v1, 0] { 3% diﬁjl } [ 2 }
- el 530 0 ][]
S Q; 251 Vi
+ ;[vi,wﬂ] [ 28; @i } { Vit }

7 257172
2/871—2 dn—l +1

dn72 Un—2

+ ['Un—2avn—1] |: v 1
n—

e
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dnil -1 237171 :| |: Un—1 :|

- [vn_hvn][ 2ﬁn—l 25471 Un,

- o[ 2270, 150 2]

+ :Lz:z[vi,viﬂ] [ _2(¢z'2+4 —2(¢i + i1) } { vi }

Vi +Yiy1) Y7 +4 Vig1
2 —
+ [vn—1,0n] [ _25/:5”*_1112 ) 2%;;?'2% n) } [ “Z;l ] 20Ty, (408)
Protoze

2(¢7 +2)( 1‘2+1 +2) =4 +Yir1)? = 20207 + 8 — 8ithi
= 277, —2) >0, ie{l,n—1},

(7 + (W +4) — 4 + ip1)? = iYdg + 16 — 8yihi
= (Yiviz1—4) >0, 2<i<n-—2,

jsou vSechny matice pouzité v (408) pozitivné semidefinitni. Jelikoz funkce ¢ je linedrn{ (md smérnici ¢’),
plati 1; = 2 + h2%¢’, 1 < i < n. Pokud (2 + h%¢')? # 2, jsou prvni a posledni matice v (408) pozitivné
definitni. V opaéném ptipadé jsou vSechny ostatni matice pozitivné definitni. Podle poznamky 247 je
tedy matice T pozitivné definitni. Protoze podle pozndmky 246 neovlivni mald zména prvka matice 7" jeji
pozitivni definitnost, je pro dostateéné malé e matice T ~ T pozitivné definitni. O

Poznamka 254 Piedpoklady véty 143 jsou velmi silné. Jsou to vsak podminky postacujici, nikoliv nutné.
Predné je velmi nepravdépodobné, ze by se souCasné vynulovaly determinanty vSech matic pouzitych v
(408), takze muzeme piedpoklddat, ze matice T vystupujici v (408) je pozitivné definitni. Pokud se blizime
k feseni, kde F'(x) = 0, plati f; — 0, 1 < ¢ < n. Navic matice diag(y1,...,%),) je obvykle mald ve srovnan{
s J(z)TJ(x) (pokud n =~ 1000, je h? ~ 10~5). Protoze mald zména diagondlnich prvki neporusf pozitivn{
definitnost matice T (pozndmka 246), muzeme ocekdvat, ze v dostatetné blizkosti feSeni je matice T
pozitivné definitni i kdyz funkce funkce ¢ : R — R neni linearni.

Je-li Hessova matice pentadiagondlni a pozitivné definitni (tak jako v pfedchozich dvou vétéch), je
vyhodné pouzit pentadiagonalni predpodminovaé¢ vySetiovany v nésledujici vété, jejiz dukaz je velmi
podobny dukazu véty 141.

Véta 144 Predpoklddejme, ze Hessova matice funkce F € C? : D — R je pentadiagondlni matice tvaru
(401) Polozme v = [6170, 0, 54,0,0, N .], Vo = [0, 52, 0,0, 55, 0, .. .], V3 = [O, 0,53, 0, 07567 N .], kde 51 = 6(51‘,
1 <4 <n (tak jako v (405)). Pak plati

g9i(x + v1) — gi(z) B; = lim gi(x +v2) — gi(x) — Si—2vi—2

o; = Ehg(l) 5. ) m Sie1 ,
v; = lim gi(z +vs) — i) = 51_1ﬁi_1, mod(z, 3) = 1,
e—0 5i+2
o; = lim gi(x +v9) — gz'(x), B, = lim gi(x +v3) — gi(x) — 51-_2%_2,
e=0 9; e—0 i1
v; = lim gi(z+v) — i) = 51_1&_1, mod(Z, 3) = 2,
e—0 57L+2
o; = lim gi(x +vs) — gi(x) , B; = lim gi(x +v1) — gi(x) — di—2vi—2 7
e=0 9; e—0 i1
v; = lim gi(z +v2) — gi(w) — 51—151—1, mod(i,3) = 0,
e—0 57L+2
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kde wveliciny s indexy © < 1 povaZujeme za nulové a veliciny, v jejichZ vzorcich vystupuji indexy © > n,
nepocéitame.

Nyni se budeme zabyvat poslednim typem predpodminéni zminénym na zac¢itku tohoto oddilu. V
oddilu 6.4 jsme ukazali, Zze symetricky Lanczosuv proces je 1zce spjaty s metodou sdruzenych gradi-
enti a ve vété 96 jsme uvedli piislusné prevodni vztahy. Nyni ukdzeme, jak lze tridiagonalni matici
ziskanou podle véty 96 pouzit ke konstrukci predpodminovaée pro metodu sdruzenych gradientu. Z davodua
véts{ prehlednosti budeme prvky tridiagondlni matice oznacovat tak jako v (396) a koeficienty metody
sdruzenych gradienti oznac¢ime vinkou. V této konvenci maji vzorce uvedené ve vété 96 tvar ay = 1/a; a

@22%7 ai+1:@+ !

g (673 Q41

(409)

pro 1 <i < m, kde m je ¢islo takové, ze &; > 0 pro 1 <i < m.

Véta 145 Uvazujme metodu sdruZengch gradienti (aplikovanou na kvadratickou funkci s Hessovou matici
G) takovou, ze &; > 0 pro 1 < i < m. Pak tridiagondlni matice T, Tddu m ziskand podle vzorci (409) je
pozitivné definitni.

Dikaz Oznatme v; = 1/d;, 1 <i < m. Pak ;3 = a3 a podle (409) plati
B = Bin?, Qi1 = Bivi + Vit

pro 1 < i < m, takze

2
Yigl = Qiy1 — ——
Vi
pro 1 < i < m, coz je prdvé rekurentni vztah (398). Jelikoz ¢isla v; = 1/&;, 1 < i < m, jsou podle
predpokladu kladna, je podle véty 137 matice T, pozitivné definitni. O

Pozndmka 255 Tridiagondlni matice T}, ma dimenzi m < n. Abychom dostali pfedpodminova¢ dimenze
n, polozime

C=(I-QuQy) + QuTnQy, (410)

kde @, je matice s m ortonormdlnimi sloupci ziskana symetrickym Lanczosovym procesem (pozndmka 185
a véta 96). Abychom zduvodnili tuto volbu, ukazeme, ze plati

Tn 0

C=n@unl [ 7 0 |1l (a11)

Infm

kde Qn—m je matice s n — m ortonormélnimi sloupci takovd, ze matice [Qpm, @n—m] je ¢tvercovd a orto-
gondlni. Necht v = vy + vo, kde v1 = Quv1 a va = Qn_n¥s (takze QL _ vy = 0 a QT vy = 0). Pak
plati

(I = QmQ) + @mTnQL) v = QmTmty + va (412)

:| [vaanm]T”U = [Qmaanm] |: T(‘)m In(im :| [171762]T

= Qmeil + Qn—mﬁQ = Qmeﬁl + Vg

@ Qo | T

In—m

a jelikoz vektor v lze volit libovolng, jsou obé matice stejné. Déle podle (412) plat{

Cv= Qmeﬁl + v = Qm (QﬁGQm)ﬁl + vy = QmQ%le + Vg

(nebot T;,, = QL GQ,, podle poznamky 186), takze piedpodminiovaé C piisobi na slozku v; jako matice G
ndsledovand projekei do £(@,,) a na slozku vy jako jednotkova matice.
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Véta 146 Nech? jsou splnény predpoklady véty 145. Pak predpodmiriovaé (410) je pozitivné definitni a
plati
= (I - QmQZ@) + QmTrgl ,717; (413)

Diikaz (a) Jelikoz QL Q,, = I, je matice (I — @Q,,QF ) idempotentn{ a tudiz pozitivné semidefinitni (pro
libovolny vektor v plati vZ (I — Q,, QL )v = vT (I — QmQL)(I — Q,, QL )v > 0). Jelikoz matice T}, je podle
véty 145 pozitivné definitni a matice Q,,, m4 linedrné nezavislé sloupce, je matice Q,,T},QY pozitivné
definitni. Matice C je tedy (jako soucet pozitivné semidefinitni a pozitivné definitni matice) pozitivné
definitni.

(b) Jelikoz QT Q,,, = I a matice I — Q,,QL je idempotentni, plati

(I = QuQp) + QnTnQp] [ - QmQy,) + QmT, Q7]
=1I- QmQZ;L + Qmean - QmeQZ@ + Qanleg; - QmTrng% + QmQZ;L =1

O
Nevyhoda predpodminovace (410) spociva v tom, ze tuto matici lze definovat pouze v nepredpodminé-
ném kroku Newtonovy metody. Pokud krok Newtonovy metody piredpodminime, nejsou sloupce matice
Q. ortonormdlni (pozndmka 189) a matice (410) nemé pozadované vlastnosti. Abychom se témto potizim
vyhnuli, museli bychom pouzity pfedpodminova¢ zahrnout do vyrazu (410) (misto jednotkové matice).
To znamend, ze bychom museli uklddat predpodmiiiovace ze vSech piedchozich kroku, coz je nepraktické.
Proto se postupuje tak, Ze se provede m < n kroku nepifedpodminéné metody sdruzenych gradientu,
zkonstruuje se predpodmiriovaé (410) a ten se pouzije v dalsich krocich metody sdruzenych gradientu(také
se lze vratit na zacdtek itera¢niho procesu).

Zavérem je tieba se zminit o zpusobu, ktery nam dovoli rozhodnout, zda médme predpodminovac¢ pouzit
nebo odvrhnout (ne vzdy je nalezeny predpodminova¢ vhodny k pouziti). To se tykd hlavné pdsovych
predpodminovac¢i ur¢enych metodou BFGS nebo numerickym derivovanim. Pfedné je tieba zduraznit, ze
indefinitni predpodmiriova¢ je nevhodny i v piipadé, ze Hessova matice neni pozitivné definitni, nebot v
takovém pripadé neni tcelné hledat feseni soustavy Gs + g = 0, které charakterizuje sedlovy bod a ne mi-
nimum. K testovani pozitivni definitnosti a §patné podminénosti matice se hodi Gillav—-Murrayuv rozklad
popsany v oddilu 6.6. Pokud v nékterém elimina¢nim kroku je pivot mensi nez 6 max(1, maxj<;<n(|ou|)),
kde § je predepsand mez, rozklad predpodminovace ukonéime a predpodpodminovaé odvrhneme. Provést
Gilluv-Murrayuv rozklad do konce a pouzit ziskanou pozitivné definitni matici jako predpodminovaé se
nevyplaci (doklddaji to numerické experimenty). Cislo & se obvykle voli tak, ze § = 10~'2. Nekdy je vsak
tieba zvolit vétsf hodnotu (napiiklad § = 1072).

Poznamka 256 Zivérem uvedeme nékolik poznamek ke konstrukei predpodminovacu pro diferenéni verzi
Newtonovy metody v ptipadé, ze nezname Hessovu matici.

e Predpodminovace zalozené na metodach s proménnou metrikou s omezenou paméti nevyzaduji zadné
korekce. Jsou pomérné robustni, ale nejsou nejefektivnéjsi.

e Pidsové predpodminovace urcéené standardni metodou BFGS ekvivalentni pfedpodminéné metodé
sdruzenych gradientu je tfeba pfedem upravit, jinak jsou pfi uréovani Gillova—Murrayova rozkladu
vétsinou odvrhnuty. Velmi se osvédcéily upravy zalozené na vété 138, kdy se nevhodné mimodi-
agonalni prvky zmensuji tak, aby se zdporné determinanty matic (399) vynulovaly, a tipravy zalozené
na vété 139, kdy se indefinitn{ matice (402) upravuji tak, ze se prvky S;, B;+1 zmensi na dvé tietiny
a prvek 7; na tretinu. Pouzit{ véty 140 a vzorce (404) je méné vyhodné. Ukazuje se, Ze takto ziskané
predpodmiiiovace je tieba castéji odvrhovat (napiiklad volbou 6 = 1072).

e Piésové predpodminovace uréené numerickym derivovanim staci upravit nanejvys tak, ze diagonalni
prvky nahradime jejich absolutnimi hodnotami. ijravy zalozené na vété 138 a na vété 139 snizuji
efektivitu predpodminéni. Pro odvrhovani staé{ vétsinou volba § = 10712 (kromé diagonélnich
predpodminovact, které jsou citlivé na odvrhovani).
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e Piedpodminovace ziskané Lanczosovou metodou neni t¥eba korigovat (jsou podle véty 146 vzdy
pozitivné definitni). Jejich pouziti vsak ztézuje to, Ze je nelze urcovat v predpodminéném kroku
Newtonovy metody. To vyvolavé fadu technickych potizi (musi se upravovat iteraéni proces metody
sdruzenych gradientu).

8.5 Numerické porovnani

Metody popsané v této kapitole byly testovany pomoci souboru 71 testovacich tloh s 1000 proménnymi.
Vysledky testu jsou uvedeny ve dvou tabulkdch, kde NIT je celkovy pocet iteraci, NFV je celkovy pocet
pouzitych funkénich hodnot a NFG je celkovy pocet pouzitych gradientu. Druhd tabulka obsahuje dalsi
hodnoty, pficemz NCG je celkovy pocet vnitinich iteraci (iteraci metody sdruzenych gradienti), NIC je
celkovy pocet piedpodminénych vnéjsich iteraci (iteraci Newtonovy metody) a NCP je pocet problému, pro
které bylo nutné zvysit mez pro odvrhovdn{ (pozndmka 256). V obou tabulkdch je navic uveden celkovy
cas vypoctu.

V prvni tabulce jsou uvedeny vysledky ziskané metodami VBFGS-1 (algoritmus 11), VBFGS-2 (algorit-
mus 12), VBFGS-3 (algoritmus 13), MBFGS-1 (algoritmus 14), MBFGS-2 (algoritmus 15), RBFGS (algoritmus 17
upraveny podle pozndmek 238, a 238), SVDBC-1 (algoritmus 18 s volbou (390)) a SVDBC-2 (algoritmus 18 s
volbou (387)) a (391)—(392)). Pro srovnani jsou uvedeny vysledky z{skané metodou sdruzenych gradientu
(algoritmus 2). CG-1 zna¢{ metodu sdruzenych gradientu se specidlnim vybérem délky kroku, kterd ddva
srovnatelné presné vysledky jako metody s proménnou metrikou s omezenou paméti a CG-2 znac¢i metodu
sdruzenych gradientu se standardnim vybérem délky kroku, kterd ddva méné piesné vysledky.

Metoda NIT NFV NFG cas
VBFGS-1 | 121314 127189 127189 39.55
VBFGS-2 | 119665 130650 130650 37.95
VBFGS-3 | 115722 122083 122083 37.44
MBFGS-1 | 122297 128251 128251 38.90
MBFGS-2 | 119056 124680 124680 36.34

RBFGS 123223 142535 142535 45.34
SVDBC-1 | 134838 138172 138172 57.52
SVDBC-2 | 129313 132118 132118 52.81

CG-1 109166 325994 325994 75.72

CG-2 137846 207626 207626 48.38

7 udaju uvedenych v této tabulce lze vyvodit nékolik zavéru:

e Metody s proménnou metrikou (s omezenou paméti) jsou obvykle i¢innéjsi nez metody redukovanych
Hessidnu a posunuté metody s proménnou metrikou. Je to zpusobeno tim, Ze u metod s proménnou
metrikou lze volit ™ = 5, zatimco metody redukovanych Hessidnu a posunuté metody s proménnou
metrikou vyzaduji vice aktualizaci (obvykle @ = 10) a proto jsou pomalejsi.

e Metodu BFGS realizovanou pomoc{ Strangovych rekurenci (algoritmus 11) lze piekonat vhodnymi
upravami (algoritmus 12, algoritmus 13)).

e Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti realizované pomoci maticovych reprezentaci jsou
velmi efektivni. Rekurzivni postup zaloZzeny na vété 124 se zda byt stabilnéjsi, nez pouziti explicitniho
vzorce (351).

e Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti jsou U¢innéjsi nez metoda sdruzenych gradientu
(co se tyce presnosti vysledku, je s metodami proménnou metrikou srovnatelnd pouze metoda GG-1).
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Ve druhé tabulce jsou uvedeny vysledky ziskané diskrétni verz{ Newtonovy metody (spadovych sméru)
s ruznymi predpodminovaci. Zde LSTN je nepfedpodminénd Newtonova metoda, LSTNB-1 a LSTNB-2 jsou
metody predpodminéné tfemi BFGS aktualizacemi realizovanymi pomoci Strangovych rekurenci (316)—
(317) a pomoci véty 124, LSTNV-1, LSTNV-2 a LSTNV-3 jsou metody s pasovymi piedpodminovaéi (dia-
gondlnim, tridiagondlnim a pentadiagondlnim), uréenymi metodou BFGS ekvivalentni predpodminéné
metodé sdruzenych gradientu s korekcemi popsanymi v poznamce 256, LSTND-1, LSTND-2 a LSTND-3 jsou
metody s pdsovymi predpodmiriovaéi (diagondlnim, tridiagondlnim a pentadiagondlnim), uréenymi nume-
rickym derivovanim s ndhradou diagondlnich prvka jejich absolutnimi hodnotami a LSTNL je metoda s
pfedpodminovacem ziskanym symetrickym Lanczosovym procesem.

Metoda | NIT NFV NFG NCG NIP NCP cas

LSTN 7425 11827 372789 359505 - - 66.08
LSTNB-1 | 7270 12521 233269 219347 7270 - 42.55
LSTNB-2 | 7327 12832 225982 211668 7327 - 378l

LSTNV-1 | 7095 10303 274344 262855 4335 37 5043
LSTNV-2 | 6751 9252 139989 129933 4260 37 2747
LSTNV-3 | 6803 8857 229501 219820 4027 36 51.67
LSTND-1 | 6522 8491 347384 331709 3857 40 59.51

LSTND-2 | 7573 11245 147391 119434 4409 3 25.45
LSTND-3 | 7107 10726 125262 91665 4943 4 24.57
LSTNL | 7398 11672 352199 339081 6808 1 55.61

7 udaju uvedenych v této tabulce lze vyvodit nékolik zavéru:

Diferenéni verze Newtonovy metody konverguji velmi rychle, vyzaduji v8ak velky pocet gradientu
minimalizované funkce k urcéeni diferenci pouzitych v metodé sdruzenych gradientu.

Nepredpodminéna diferenéni verze Newtonovy metody nemuze konkurovat metoddm s proménnou
metrikou s omezenou paméti.

Diagondlni pfedpodminovace a predpodminovace ziskané Lanczosovou metodou nejsou prilis efek-
tivni. Lepsi vysledky davaji tridiagonalni a pentadiagondlni pfedpodminovace.

Pésové predpodminovace uréené metodou BFGS je t¥eba upravovat podle vét 138 a 139. Casto je
také tfeba zvysit mez pro odvrhovani 4.

Pasové predpodminovace uréené numerickym derivovanim vyzaduji pouze minimalni korekce. Davaji
dobré vysledky zejména tehdy, jsou-li Hessovy matice pasové. Diferencni verze Newtonovy metody
pouzivajici tyto prfedpodminovace jsou obvykle i¢innéjsi, nez metody s proménnou metrikou s omeze-
nou pameéti.

7

9 Metody pro rozsahlé ¥idké dlohy

9.1

Diferenéni verze Newtonovy metody pro Fidké dlohy

Diferené¢ni verze Newtonovy metody pro fidké tlohy jsou zalozeny na aproximaci sloupcu Ge;, 1 <i < n,
Hessovy matice G pomoci diferen¢nich vzorcu

G(x)e; ~ g(“ée;)_g(x), 1<i<n,

kde ¢ je mald diference (0 = \/eps). Je-li vSak Hessova matice G fidkd, muze nastat piipad, kdy pomoci
jedné diference gradientt ur¢ime vice sloupcu této matice. Jako piiklad uvedeme pasovou matici:
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G, Giz2, O, 0, 0
Ga1, G2z, Ga3, 0, 0
G=1 0, Gz, Gs3, Gza, 0 |. (414)
Oa Oa G43’ G447 G45
0; Oa 07 G547 G55

Necht
(U [170707130]T7
V2 = [07170703 I]Ta
v3 = [0,0,1,0,0]%.
Pak plati
Gv, = [Gu, Ga1, Gaa, G447 G54]T7
Gvy = [G12,G22,G32,Gu5,G55)",
Gvs = [0,Ga3,G33,Ga3,0]7,

takze vSsechny prvky matice G muzeme urcit pomoci tii diferen¢nich vzorcu

g(z +dv1) — g(x)

5 ~ GU17
saton)gle) g,
ot =ge) . g,

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé muzeme snadno zobecnit. Rozdélme sloupce
matice G do k disjunktnich skupin S; C {1,...,n}, 1 < i < k, tak, aby submatice G(S;), slozené ze
sloupcti matice G patiicich do skupin S;, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak
muZzeme vSechny sloupce matice G uréit pomoci k diferenci

Mx+&?—gW)sz’

kde v;, 1 <1 < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

1<i<k,

(Ui)j ZCJT’Ui:l<:>jESi

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G(S;)). Takto lze postupovat pro libovolnou (i nesymetrickou)
matici G. Je-li matice G symetrickd, muzeme jeji symetrii vyuzit k dalsimu snizeni po¢tu potiebnych
diferenci. Uvazujme matici

Gi1, Gi2, Gz, Gu, Gis
G217 G227 0’ 07 O
G=| Gz, 0, Gss, 0, 0 . (415)
G417 0’ O’ G44, O
Gs1, 0, 0, 0, Gss

Pouzijeme-li ptedchozi postup, potfebujeme k uréeni prvkt matice G pét diferenci gradientii. Polozime-li
vsak
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V1 == [170707050]Ta

] = [07171a1a1]Ta
plati
Gvy = |[Gi1,Ga1,G31,Ga1,G51)7,
Gvy = [*,Ga2,G33,Gu4,G35]",

kde hvézdickou je oznacen prvek, ktery nas nezajimé. Uréili jsme tedy prvky G11, Go1, G31, Ga1, G51, Gao,
G33, G, G55 a protoze matice G je symetrickd i prvky G2 = Ga1, G13 = G31, G14 = G41, G15 = Gs51,
to v8e pomoci dvou diferenci gradientu.

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé muzeme opét zobecnit. Sloupce matice G
rozdélime opét do k disjunktnich skupin S;, 1 < 7 < k. Pfi urcovani téchto skupin vSak nebudeme
pracovat s celou matici G, ale pouze s jejimi submaticemi, které dostaneme vyskrtnutim znamych fadku
a sloupcu. Necht G; je submatice matice G, kterou dostaneme, vyskrtneme-li v matici G fadky a sloupce
s indexy j € S1 U...US;_1, a necht G;(S;) je submatice matice G;, kterd obsahuje sloupce této matice s
indexy j € S;, takze GZ(SI) =G; N G(SZ)

Rozdélime-li sloupce matice G do k disjunktnich skupin S;, i € [1,k], tak aby submatice G;(S;),
i € [1, k], mély v kazdém rddku nanejvys jeden nenulovy prvek, muzeme sloupce matice G uréit pomoci k
diferenci

g(x + dvi) — g(x)
0
kde v;, 1 <7 <k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvia ISZSka

('Ui)j :6?’01':].<:>j68i

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G;(S;) = G; N G(S;), ostatni prvky submatice G(S;) jsou
uréeny symetrii matice G).

Zatim jsme se nezabyvali ur¢ovanim skupin S;, 1 < i < k. Je tcelné volit tyto skupiny tak, aby
jejich pocet byl minimalni. To je vSak slozity kombinatoricky problém, ktery je ekvivalentni s problémem
barveni jistého grafu. V praxi se obvykle pouzivaji jednoduché a dostatecné rychlé algoritmy, které najdou
dostatetné maly (i kdyz ne minimdln{) pocet skupin. Pfi urcovani skupin S;; 1 < i < k, se pouzivd
sekvenéni postup. Sloupce submatice G; se nejprve prerovnaji podle néjakého pravidla a potom se probiraji
postupné podle vzrustajicich indexu. Index j € {1,...,n}\(S1 U...U S;_1) se piidd do skupiny S;
pouze tehdy, neporusi-li se pfitom pozadavek, aby submatice G;(S;) méla v kazdém fddku nanejvys jeden
nenulovy prvek.

Na pierovndni sloupcu submatice G; obvykle dosti zdlezi. Nésledujici matice se lis{ pouze potadim
fadku a sloupcu (nenulové prvky jsou zndzornény symbolem ).

*
EE SR IS S
* K K X ¥

*

Probirame-li sloupce prvni matice sekvenéné podle vzrustajicich indexu, potfebujeme k urceni vsech
nenulovych prvku celkem pét diferenci gradientu. Probirdme-li sloupce druhé matice sekvenéné podle
vzrustajicich indext, staci k urc¢eni vSech nenulovych prvkia pouze dvé diference gradientu.

Zatim jsme se zabyvali piimymi metodami pro vypocet prvku fidké Hessovy matice pomoci diferenci.
Nyni obratime pozornost na substituéni metody, které obvykle vyzaduji mensi pocet diferenci nez piimé
metody. Uvazujme opét matici (414) a polozme
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(%1 = [1,071703 1]T7
va = 1[0,1,0,1,0]7.

Pak plati

[ G11
Ga1 + Gas
~Gu = | Gs3 ;
Gas + Gus
| G55

g(z +dv1) — g(x)

G2
G2

~ Guy = Gso + Gy
Gu4

| Gsa

7 téchto rovnic ur¢ime piimo hodnoty Gi1, Gs3, Gs5, Gi2, Gao, G4, G54 a protoze matice G je
symetrickd i hodnoty Ga1, G45. Dosadime-li hodnoty Ga1, G45 zpét do uvedenych rovnic, uréime hodnoty
Go3, G43 a protoze matice G je symetrickd i hodnoty G32, G34. Potfebujeme k tomu pouze dvé diference
gradientu (pfima metoda pouziva tii diference gradienti).

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé muzeme snadno zobecnit. Necht Gy je horni
trojuhelnikovd matice, jejiz horni trojuhelnikovd ¢dst mé stejnou strukturu (rozlozeni nenulovych prvki)
jako horni trojihelnikova ¢dst matice G. Rozdélme sloupce matice Gy do k disjunktnich skupin &; C
{1,...,n}, 1 < i <k, tak, aby submatice Gy (S;) slozené ze sloupcti matice Gy patiicich do skupin S;,
mély v kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak muzeme viechny sloupce matice G urcit pomoci
k diferenci

gl + dva) — g(x)
1

g(z +bvi) — g(x)
0

kde v;, 1 < i < k jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvia ISZS]{:’

(vi)j=€cjvi=1<j€S;

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice Gy (S;), ostatni prvky submatice G(S;) jsou uréeny symetrif
matice G). Pfi uréovani prvku matice G je nutné postupovat podle vzrustajicich indext:

Urcéujeme-li prvky v j-tém radku matice Gy, je nutné od prvku oznaceného krouzkem odecist prvky
oznacené kiizkem, jez se v dusledku symetrie rovnaji jiz uréenym prvkum lezicim v j-tém sloupci matice
Gu.

Smyslem téchto ivah bylo ukézat, ze ur¢eni Hessovy matice pomoci diferenci gradientu muze byt
Casové nenarocné , je-li tato matice fidka. To stavi diferencni verze Newtonovy metody do zcela jiného
svétla, nebotf pro fidké tdlohy mohou konkurovat metoddm s proménnou metrikou a metodam sdruzenych
gradienti nebo je i pfekonat.

Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro fidké tlohy se obvykle realizuji jako metody s optimalnim
lokélné omezenym krokem (algoritmus 5) nebo jako nepfesné metody s lokélné omezenym krokem (algo-
ritmus 6). Metody s optimalnim lokélné omezenym krokem vyzaduji opakované feseni soustavy rovnic
(G+ A)s + g = 0 (pro ruzné hodnoty parametru A > 0). Pouziva se pfitom fidky Choleského rozklad

RTR = P(G + \I)PT,

kde R je regularni horni trojihelnikova matice a P je permutacni matice, jejiz jedinym tcelem je pferovnat
Fadky a sloupce matice G + A tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvku byl co nejmensi. Nalezeni
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permutacéni matice P a nasledné urceni struktury horni trojuhelnikové matice R se nazyva symbolickou
faktorizaci. Symbolickd faktorizace se provadi pouze jednou (na za¢atku iteracniho procesu) a proto je
mozné pouzivat ¢asové narocnéjsi slozité postupy, které minimalizuji pocet nové vzniklych nenulovych
prvki. Tyto postupy maji kombinatoricky charakter a jejich popis se vymyka rozsahu této prace (jsou jim
vénovany samostatné monografie). Vypocet prvka horni trojihelnikové matice R (numerickd faktorizace)
se provadi podle vzorcti uvedenych v oddilu 6.6.

Nepresné metody s lokalné omezenym krokem pouzivaji metodu sdruzenych gradientt popsanou v
oddilu 3.6 (Algoritmus 3), kde se Fidkd Hessova matice G pouzivd pouze k vypoétu soucinu ¢; = Gp;,
1 < ¢ < n, a neni ji tudiz tieba rozkladat. V souvislosti s diferen¢ni verzi Newtonovy metody pro fidké
tlohy se osvédcilo predpodminiovani pomoci netdplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu
spociva v provadéni Choleského rozkladu, pii némz se zanedbédvaji vSechny nové vznikajici nenulové prvky
(nékdy se nové vznikajicimi nenulovymi prvky modifikuje diagondla rozklddané matice). Ziskand horni
trojuhelnikova matice R ma stejnou strukturu jako horni trojihelnikova cast matice B a aproximace
RRT =~ B je ¢asto velmi dobré, coz davéa velmi 6¢inné pfedpodminéni.

Nyni ukézeme, jak lze reprezentovat tidkou Hessovu matice G. Budeme pfitom pracovat s horni
trojihelnikovou matici Gy, kterd vznikne z matice G vynulovanim v8ech poddiagondlnich prvk.

Definice 38 Ridkou reprezentaci Hessovy matice G nazveme trojici vektori num(Gy) € R™, ind(Gy) €
R™ | adr(Gy) € R", kde my je pocet nenulovijch proki matice Gy. Vektor num(Gy) obsahuje nu-
merické hodnoty nenulovych proki matice Gy uspordadangch po tadcich. Vektor ind(Gy) obsahuje sloup-
cové indexy téchto nenulovych proki. Vektor adr(Gy) obsahuje ukazatele umisténi diagondlnich proki
matice Gy wve vektorech num(Gy) a ind(Gy). Posledni prvek vektoru adr(Gy) (s indexem n+ 1) md
hodnotu my + 1.

Pro matici (414) plati

num(Gy) = [G11,Gha, Gaz, Gaz, Ga3, Gaa, Gua, Gas, Gss] ",
ind(Gy) = [1,2,2,3,3,4,4,5,5]7,
adr(Gy) = [1,3,5,7,9,10]%.

Pro matici (415) plat{

num(Gy) = [G1,Gia, Gis, G4, G1s, Goz, G33, Gaa, Gss] ",
ind(Gy) = [1,2,3,4,5,2,3,4,5|7,
adr(Gy) = [1,6,7,8,9,10]%.

9.2 Metody s proménnou metrikou pro ¥idké dlohy

Metody s proménnou metrikou pro #idké ilohy pouzivaji aktualizace, které zachovavaji strukturu fidké
Hessovy matice. Toto zachovavéani struktury je nasilnym omezenim, které eliminuje nékteré jiné dulezité
vlastnosti metod s proménnou metrikou (napiiklad nalezeni minima kvadratické funkce po koneéném
poctu kroki), nicméné lze ziskat metody, které jsou @Q-superlinedrné konvergentni. Nastdvaji viak potize
s globalni konvergenci, nebot ziskana aproximace Hessovy matice nemusi byt pozitivné definitni.

Od metod s proménnou metrikou pro fidké tlohy pozadujeme, aby aktualizace splhovaly kvazinew-
tonovskou podminku, neporusovaly symetrii a zachovavaly strukturu #idké Hessovy matice. Oznac¢me

Vo = {BeR"":Bd=y},
Vs = {BeR™":BT =B,
Vo = {BERnanGij:0:>Bij:0}
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(predpoklddame, ze Gi; # 0 V1 < i < n). Ziejmé Vo C R™*", Vg C R™™", Vg C R™ ™ jsou linedrni
variety (Vs a Vg jsou podprostory) v R"*™. Jelikoz Frobeniova norma matice je euklidovskou normou v
R™*", muzeme definovat operatory ortogondlni projekce Pg, Pg, Pa do Vg, Vs, Vg predpisem

PoB = arg min HB—BHF,
BeVq

PsB = arg min |B— B,
BeVsg

PgB = arg min ||B — B||p.
BeVa

Podobné miizeme definovat operatory ortogonalni projekce Pgs, Poc, Psa a Posa do Vo NVs, Vo NVa,
Vs NVg a Vo NVs N Vg. Je ziejmé, ze nase pozadavky na fidkou aktualizaci spliiuje matice BT =
PosaB. V tomto oddilu ukdzeme, Ze i jednoduché aktualizace zalozené na skldddni projekci mohou vést
k superlinedrné konvergentnim metodam.

Véta 147 Necht B € R™"*" a necht Pg, Ps, Pa jsou operdtory ortogondlni projekce do Vg, Vs, V. Pak

_ (y — Bd)d"
1
PsB = 5(B + BT,
(PaB)ij = B, Gi; #0,
(PeB)ij = 0, G =0,

kde1<i1<n,1<j5<n.

Dikaz Budeme postupovat podobné jako v dikazu véty 55. Vztah pro PgB odvodime pomoci Lagran-
geovy funkce

1, - -
L o= 1B Bl +u"(y - Ba)
1 non_ n n
= YN By =By + Y ui | wi— Y Bud,
i=1j=1 i=1 j=1
Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvka matice B dostaneme
oL .
=— = (Bij — Bij) — uidj, 1<i<n, 1<j<n
0B;;

Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce ma tedy tvar B = B+ud”, coz po dosazeni do kvazinewtonovské
podminky Bd =y davé ud’d = y — Bd, neboli
y — Bd
dtd

u =

Dosadime-li tento vyraz do vzorce B = B+ ud”, dostaneme vztah pro PqoB. Vztah pro PsB odvodime
minimalizaci funkce

1/ -~ -
5 (1B=BIF+1B-BTI%) = 53323 (B — Bu)* + (By — Bj)?) -
i=1j=1
Derivujeme-li tuto funkci podle prvka matice B, a polozime-li derivace rovny nule, dostaneme

(Bij — Bij) + (Bij — Bji) =0, 1<i<n, 1<j5<n,
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coz davéd B = (B + BT)/2. Vatah pro PgB odvodime minimalizaci funkce

SIB-BlE =5 3 (By - Z By,

Gij#0 Gi;=0

nebot podle predpokladu plati Bij = 0 pokud G;; = 0. Derivujeme-li tuto funkci podle prvki matice Ba
polozime-li derivace rovny nule dostaneme

Bij—Bi; = 0, Gy #0,
Bij = 0, Gij=0,
kde 1 <7 <n,1<j<n,coz jsme méli dokazat. O

Podminku B € V¢ lze snadno splnit tim, ze polozime Bij =0, pokud G;; = 0. Abychom nemuseli tuto
podminku pfiddvat k Lagrangeové funkci, budeme pouzivat fidkou kvazinewtonovskou podminku. Necht
d' € R™, 1 <1i<n, jsou vektory takové, ze

dy = dj, Gy #0,
d; = 0 Gij =0,
kde 1 < j < n. Pak fidkou kvazinewtonovskou podminku lze zapsat ve tvaru
> (Bij = (PaB)ij)di =vi,  1<i<n,
j=1
kde v =y — (PgB)d.

Véta 148 Necht B € R™*™ a necht Pgs, Poa, Psa jsou operdtory orthogondini projekce do Vg N Vg,
Vo NVa, Vs NVq. Pak

y = Bd)d” +d(y — B)T (y— Bd)"d dd”
d’d afd  dTd’

PQsB = B+ (
PQgB = PG(B + udT),
PsgB = PsPaB = PsPsB,

kde vektor uw € R™ je Tesenim soustavy rovnic Qu = v s diagondlni pozitivné semidefinitni matici

n
Q=) lld'|*eiel.
i=1

Dikaz Vztah pro PgsB plyne bezprostiedné z véty 55. Staci dosadit W = I (metoda PSB). Zfejmé plati
PocB = PoaPgB. Vztah pro PogPaB odvodime pomoci Lagrangeovy funkce

n n n

i=1 j=1 Jj=1

obsahujici Fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvki matice B

dostaneme oL
35, = (Bij — (PeB)ij) —wid;  1<i<n, 1<j<n.
ij
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Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce ma tedy tvar Bij — (PaB)ij = uidé, 1<i<n,1<j<n,
coz jsme méli dokazat. Dosadime-li toto vyjadieni do fidké kvazinewtonovské podminky, dostaneme

n
v; = Zu,d;d; = w,||d?||?, 1<i<n,

neboli Qu = v, kde @ je diagondln{ matice vystupujici v tvrzeni véty (pozitivni semidefinitnost je zfejmd).
Vztahy pro PseB plynou bezprostiedné z identit PsgB = Psa(PsB) a PsgB = Psa(PaB). O

Véta 149 Necht B € R"™™ a necht Pgsa je operdtor ortogondini projekce do Vo N Vs N Vq. Pak
PQS(;'B = Pg(B =+ udT + duT),
kde vektor uw € R™ je Tesenim soustavy rovnic Qu = v se symetrickou pozitivné semidefinitni matici
n
Q = Po(dd") + Y ||d'|*ee],
i=1
kterd md stejnou strukturu jako matice G.

Dikaz Ziejmé plati PosgB = PosaPaB. Jelikoz matice B — P:B je symetrickd, muzeme polozit
B —PgB =X+ X7, kde X je zatim nezndmé étvercova matice. Pouzijeme Lagrangeovu funkei

n

Z Z X’L_] + X + Zuz Vs — Z(Xij + ij)dj )

11]1 j=1

obsahujici fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvka matice X

dostaneme
oL

8Xij

= (Xij + Xji) — widj — u;d]

X}
Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce ma tedy tvar Bij (PaB)ij = uldz + ujd coz jsme méli

dokazat. Dosadime-li toto vyjadieni do fidké kvazinewtonovské podminky, dostaneme

n

vi = (wid} + udl)d; = ||d'|*u; +Zd]dluj,

Jj=1

neboli Qu = v, kde @ je symetrickd matice vystupujici v tvrzeni véty. Matice @ ma ziejmé stejnou
strukturu jako matice G. Necht z € R" je libovolny vektor. Pak plati

ZTQZZZZdel%Z] +ZHdz 120 = > didjzizy + > dizl = Z (dizj +d;z)* >0 (416)

=1 j=1 1]750 G”?fo G,;ﬂéo

(matice G; je symetrickd), takze matice @ je pozitivné semidefinitni. Zbyva dokézat, ze rovnice Qu = v
m4 Fefeni. Predpokladejme nejprve, ze ||d’]| # 0 V1 < i < n. Ukazeme, ze v tomto piipadé je matice
Q@ pozitivné definitni. Kdyby matice @ nebyla pozitivné definitni, existoval by vektor z # 0 takovy, ze
2TQz = 0. Pak by podle vyjadieni (416) musel existovat index 1 < i < n takovy, ze z; # 0 a

diZj + dei =0, Gij 75 0.
Jelikoz predpoklddame, ze G;; # 0 muselo by nutné platit d;z; = 0, neboli d; = 0, coz po dosazeni do
posledni rovnosti déva d;z; = 0 VG;; # 0, neboli d; = 0 VG;; # 0. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze

n

)P = (d)> = Y df #0.

j=1 G #0
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Predpokladejme nyni, Ze pro néjaky index 1 < i < n plati ||d?|| = 0. Pak matice @ m4 nulovy i-ty Fadek
a i-ty sloupec a plati
Vy = Yi — Z Bi]‘dj = Z (G” — B”)d; =0
Gij#0 Gi;#0

(matice G je definovans vztahem (184)). Muzeme tedy i-tou rovnici vypustit a polozit u; = 0. Timto
zpusobem muzeme eliminovat vSechny nadbyte¢né rovnice. Zbyld soustava rovnic ma pozitivné definitni
matici. O

Metoda s proménnou metrikou, kterd pouziva aktualizaci
BY = PgscB (417)

se nazyva Tointovou metodou. Jeji realizace je pomérné pracna, nebot je tieba fesSit dodateé¢nou sou-
stavu rovnic Qu = v. V pfipadé, ze matice B je hustd, je tato metoda ekvivalentni metodé PSB, ktera
neni piilis efektivni. Proto byly navrzeny dalsi aktualizace, které vsak v jistém smyslu narusuji splnéni
kvazinewtonovské podminky. V této praci se budeme zabyvat Marwilovou metodou s aktualizaci

Bt = PsPoaB, (418)
Powellovou metodou s aktualizaci

Bt = PcPqsB, (419)
a Steihaugovou metodou s aktualizaci

Bt = PsaPoB. (420)

Lemma 47 Necht Bt je matice uréend pomoci nékteré z aktualizaci (417)-(420). Pak plati
BT € Vs N Vg,
kde G je matice definovand vztahem (184).

Dikaz Pro aktualizaci (417) a (420) je toto tvrzeni ziejmé. V piipadé aktualizace (418) tvrzeni plyne z
toho, ze projekce Pg, uréend symetrii matice, neovlivni symetrickou fidkou strukturu. V ptipadé aktual-
izace (419) tvrzeni plyne z toho, Ze projekce Pg, uréend symetrickou fidkou strukturou neovlivni symetrii
matice. O

Ve vzorcich (417)—(420) vystupuji vzdy dva operatory ortogonalni projekce P4, Pp do linedrnich variet
Va4, Vi (v piipadé Tointovy aktualizace je druhy operdtor indentickym operdtorem), pficemz plati V4 C Vg
aVanNVp=VoNVsNVg.

Lemma 48 Necht Bt = PgPaB, kde Pa, Pr jsou operdtory ortogondlni projekce do Va, Vg, kde V4 C
R™ ™, Vg C R™" jsou linedrni variety takové, Ze V4 C Vg a VaNVp = VoNVsNVq. Pak pro libovolnou
matici G € Vg N Vs N Vg plati

ly — Bd||®

Duikaz Jelikoz G € Vg a Pg je operdtor ortogonalni projekce, miizeme pouzit Pythagorovu vétu
IPEPAB — Glff = [[PaB = Gl[% — [PaB — PsPaBl[% < |PaB — GII%.
Jelikoz P4B € V4 C Vg, miizeme psat P4Bd = y, takze plati

ly = Bd|| = [[(PaB — B)d|| < [[PaB = B|||d|| < [[PaB — Bl|rl|d]|
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Jelikoz G € V4 a Pa je operator ortogondlni projekce, muzeme psat
5112 5112 2
PaB =Gl =B = Gllr — | B—PaBll%-
Spojenim vsech dokézanych nerovnosti dostaneme tvrzeni lemmatu. O

Nyni se budeme zabyvat konvergenci metod s proménnou metrikou pro tidké tlohy. Omezime se
pouze na metody s lokdlné omezenym krokem nebot fidké aktualizace nezarucuji pozitivni definitnost
aktualizovanych matic.

Véta 150 Necht z; € R™, i € N, je posloupnost bodi generovand metodou s lokdlné omezengm krokem
(T1)-(T3) (definice 25), pro kterou plati (246). Necht B;y1 = PpPa(B;), i € Na, a Bix1 = By, i &€ No
(PePa(B;) znaci nékterou z ridkych aktualizaci (417)-(420) a mnoZiny N1, Na, N3 jsou definoviny v po
ndmce 166). Pak jestlize funkce F' : R™ — R spliiuje podminky (F1), (F4) a (F6), plati

liminf [ g,/| = 0.
12— 00

Diukaz (a) nejprve ukdzeme, ze matice B;, i € N, jsou dostatetné omezené, neboli ze plati ||B;|| < Cj,
1€ N, kde C}, i € N, jsou ¢&isla spliujici rekurentni nerovnosti

Necht i € Ny a necht G; je matice definovand vztahem (184). Pak plati

0

1
IGi— Gillr = ‘ < Vi [ 6t + 7 - Gl
F 0

IN

1
_ 1—
Tyallds| / NA = ST/l di| (422)
0

(pouzivame predpoklad (F6) a skutetnost, ze Frobeniova norma neni vétsi nez y/n ndsobek spektrdlni
normy). Podobnym zpusobem dostaneme

) 1_
1Gi = Givallr < §L\/ﬁ||dz'||~ (423)

Pouzijeme-li nerovnost ||Bj11 — Gillr < ||B; — Gillr, ktera plyne z lemmatu 48, mizeme podle (422) a
(423) psat

< |Biy1 = Gillr + |Gi — Gisallr < |Bi — Gillp + |Gi — Gigal p
< ||Bi = Gillr + ||Gi — Gillr + ||Gi — Git1llF
< ||Bi = Gillp + Lv/n||d;]|.

[Biv1 — Git1llF

Tato nerovnost je splnéna i pro i ¢ Na, nebot v tomto piipadé plati G;+1 = G; a B;+1 = B; Pouzijeme-li
tuto nerovnost nékolikrat po sobé, dostaneme

1Bis1 — Gisallr < |IB1 — Gillr + Zv/n > [ld]l.
j=1

neboli

I1Bisall < |Bisillr < 2GVa+ |Billvn +Lvn Y [ld;|)-
j=1
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Polozime-li C; = (2G + ||B1|) v/n a C = Ly/n, mizeme psat ||B;|| < C;, i € N, kde &fsla C;, i € N,
spliiuji nerovnosti (421) (nebot podle (T2) plati ||d;]| < ||s:||, ¢ € N).

(b) Oznac¢ime-li
M; = max || Bjl|,
1<5<i
plati M; < C;, i € N, a podle poznamky 168 dostaneme
S
< M;
=1

takze muzeme pouzit vétu 75. O

Véta 151 Necht jsou splnény predpoklady véty 150 a necht x; — x* a ||lwi(s;)| — 0. Jestlize funkce
F : R™ — R spliuje podminky (F4), (F5) a (F6), pak x; — x* Q-superlinedrné.

Dikaz Necht i € Ny. Pouzijeme-li lemma 48 a nerovnosti (422), (423), muzeme psat

~ ~ 2
1Bisi = Gy < (IBiss = Gillr + Giss — Gl
~ 1—»9 _ N
< Bipa = Gille + S L7nlldill* + Lyl Biya — Gillpllds]
~ i — Bid;||?
< |IBs — Gil||% — H?J|d|2|| + <4L nA + Ln (B + G)) IId;]]
a
= 12 ~ 2
1B: = Gil < (IBi = Gille + G - Gillr)
1-—2 —
< |1Bi = Gillf + L nldil* + Tl B — Gil | di
1o — _— . _
< |IB; - Gi|% + <4L2m +In(B+ G)> [EAT

(existence konstanty A plyne z (T3), existence konstanty B plyne z ditkazu véty 77 a existence konstanty
G plyne z (F5)). Spojenim obou nerovnosti dostaneme

lyi — Bid;]?

kde 2M = L°nA + 4Ln(B + G). Tato nerovnost je splnéna i pro i € Na, nebof v tomto piipadé plati
d; =0,y; =0, Giy+1 = G; a Bi11 = B;. Pouzijeme-li tuto nerovnost a vétu 77, dostaneme

i — Bid; o o
Z o BAE < S (13- Gull — Bivs = Gonl) + 1Y ]

i=1 i=1

IN

1By — G1ll3 + M3 |ldi|| < By = Gl + MY s < . (424)
i=1 i=1

Déle podle (F5) a (422) plati
1(Gi =B dil|  _ (G = G|, lys — Bidi
lldil - A sl

i — Bid;
gDVl + Wt

IA
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takze

i — Bi)d;

1 - Byl
s

nebot ||d;|| = 0 podle véty 77 a |ly; — Bid;||/||d;:|| — 0 podle (424). Jelikoz ||w;(s;)|| — 0 jsou splnény

predpoklady véty 79 a x; — z* @Q-superlinedrné. O

Metody s proménnou metrikou pro fidké ilohy muzeme také realizovat jako metody spadovych sméru,
kdy se soustava linedrnich rovnic Bs+ g = 0 Tes{ nepfesné metodou sdruzenych gradientu (Algoritmus 3).
Pouziti metody sdruzenych gradienti je velmi vyhodné, nebot tato metoda, aplikovand na kvadratickou
funkei Q(s) s matici B dédvé spadové sméry bez ohledu na to, jak pFesné se fesi soustava rovnic Bs+g =0
(veta 39). I kdyz konvergenéni teorie, kterou jsme se dosud zabyvali, neni aplikovatelnd na metody s
proménnou metrikou realizované jako metody spddovych sméru (protoze matice B nemusi byt pozitivné
definitni, neni zaruceno, ze vytesime soustavu Bs + g = 0 s pozadovanou piesnosti), jsou tyto metody
obvykle uc¢innéjsi nez metody s proménnou metrikou realizované jako metody s lokalné omezenym krokem.

Metody popsané v této kapitole byly testovany pomoci souboru 71 fidkych tloh s 1000 proménnymi.
Jsou to tytéz tulohy, které byly pouzity v kaptole 8. Nyni se vSak vyuziva struktura fidkosti ridkych
Hessovych matic. Vysledky testu jsou uvedeny v tabulce, kde NIT je celkovy pocet iteraci, NFV je celkovy
pocet pouzitych funkénich hodnot a NFG je celkovy pocet pouzitych gradienti. V tabulce jsou uvedeny
vysledky ziskané metodami TRNMS-5-TRNMS-7 (diferencni verze Newtonovy metody pro iidké dlohy reali-
zovand jako metoda s lokdlné omezenym krokem pomoci algoritmu 5—algoritmu 7) a TRVMS-6 (metoda s
proménnou metrikou pro fidké tlohy s Marwilovou projekci realizovana jako metoda s lokalné omezenym
krokem pomoci algoritmu 6). Pro srovnani jsou uvedeny vysledky z{skané metodami LSTND-2, MBFGS-2,
CG-1 testovanymi v oddilu 8.5.

Metoda NIT NFV NFG NCG cas
TRNMS-5 6375 6609 32193 - 11.78
TRNMS-6 8014 8760 45063 - 13.19
TRNMS-7 8983 9582 51044 58200 14.47
TRVMS-6 58772 69021 58842 -
LSTND-2 7573 11245 147391 89144 25.45
MBFGS-2 | 119056 124680 124680 - 36.34

CG-1 109166 325994 325994 - 75.72

10 Metody pro rozsahlé separovatelné tlohy

10.1 Diferenéni verze Newtonovy metody pro separovatelné tlohy

Rozsahlé tlohy jsou ¢asto formulovany tak, ze plati

F(z) =Y fila), (425)
k=1
kde m = O(n) a kde kazda z funkci fr : R — R, 1 < k < m, zévisi na n;, = O(1) proménnych. Pak
vypocet hodnoty a gradientu funkce F'(x) spotfebuje O(n) operaci a Hessova matice této funkce obsahuje
O(n) nenulovych prvki. Gradient a Hessovu matici funkce F': R™ — R muzeme vyjadiit ve tvaru



kde gradienty gx(z) a Hessovy matice G (z) funkef f : R™ — R, 1 < k < m, obsahuj{ O(1) nenulovych
prvku, takze je lze uchovavat v isporném tvaru. Oznac¢me

f(.%') = [fl(.’lﬁ),...,fm(l')]T,
J(‘r) = [gl(x)w“»gm(x)]T7

pak plati F(z) = fT(z)e, g(x) = JT(2)e, kde e = [1,...,1]T € R™ je vektor, ktery obsahuje samé
jednotky. Jacobiova matice J(z) je i{dka (jeji k-ty Fddek g{ (z) obsahuje ny = O(1) nenulovych prvkd,
1 < k < m). Hessova matice G(z) m4 stejnou strukturu jako matice JT (x).J(z). Struktura #{dké tlohy je
tedy plné urcena strukturou Jacobiovy matice.

Definice 39 Ridkou reprezentaci Jacobiovy matice J nazveme trojici vektori num (J) € R™, ind (J) €
R ord (J) € R™*1, kde
m
h=3m
k=1

je pocet nenulovych proki matice J. Vektor num (J) obsahuje numerické hodnoty nenulovijch prvki matice
J uspordadanych po Tddcich. Vektor ind (J) obsahuje indexy téchto nenulovych prvki. Vektor ord (J)
obsahuje ukazatele umisténd prunich nenulovych proki v fddeich matice J (ukazatele umisténd ve vektorech
num (J) aind (J)), takze

k—1
adr(J)kzl—Fan, 1<k<m+1
i=1

V dalsim vykladu budeme pouzivat redukované gradienty gi(z) € R, které obsahuji pouze nenulové
prvky gradientu gi(z) € R™, 1 < k < m, a redukované Hessovy matice G (z) € R™ >k které obsahuji
pouze nenulové prvky Hessovych matic Gi(z) € R™*", 1 < k < m.

Definice 40 Necht Ni, 1 < k < m, jsou mnoZiny indexi proménnych vystupujicich ve funkcich fi(z),
1 <k <m, aneht Z;, € R"™™ jsou matice, jejichZ sloupce tvori ortonormdlni bdze v podprostorech
uréengch proménngmi s indexy z Ny (jsou to sloupce jednotkové matice s indexy z Ni). Pak vektory
Gk(z) = ZFgr(x), 1 < k < m, nazveme redukovangmi gradienty a matice Gy(z) = ZF Gp(x)Zy, 1 < k <m,
nazveme redukovanymi Hessovymi maticemi funkct fi(z), 1 <k < m.

Ziejmeé plati

T

num(J) = (915, gm]” -

Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné ilohy jsou zalozeny na numerickém vypoctu
prvku redukovanych Hessovych matic. Pouzivaji se pfitom diferen¢ni vzorce

gr(x + 6Zxeé;) — gr(z)

6 )
kde é;, 1 < j < ng, jsou sloupce jednotkové matice fadu ng. K urceni prvkd redukovanych Hessovych
matic je tedy zapotiebi

Gr(z)é; ~

> ni =mO(1) = O(n)
k=1

operaci.
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Poznamka 257 Redukované gradienty §i(z) a redukované Hessovy matice Gy(z), jednoznainé urcuji
gradient g a fidkou Hessovu matici G. Plati

2) =Y Zigr(z), G(z) =Y ZiGr(2)Z
k=1 k=1

Znéme-1i fidkou reprezentaci Jacobiovy matice (definice 39) a numerické hodnoty redukovanych Hessovych
matic, muzeme snadno urcit fidkou reprezentaci Hessovy matice (definice 38). Redukované Hessovy matice
je mozné zpracovdvat sekvencéné (neni tieba je uklddat soucasné v paméti pocitace).

Diferenéni verze Newtonovy metody pro separovatelné ilohy se lisi od diferenénich verzi Newtonovy
metody pro F{dké dlohy pouze zpusobem ziskdni F{dké Hessovy matice G(z). VsSechny ostatni dvahy
zustavaji stejné. Lze opét pouzit realizaci ve formé metody s optimélnim lokélné omezenym krokem
(oddil 6.1) nebo realizaci ve formé nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (oddil 6.3).

Numerickym porovndnim diferen¢nich verzi Newtonovy metody pro separovatelné tlohy s diferen¢nimi
verzemi Newtonovy metody pro fidké tlohy lze zjistit, ze oba dva typy metod vyzaduji piiblizné stejny
pocet operaci na jednu iteraci. Metody pro t{dké tlohy jsou algoritmicky ndroéngjsi (je tieba hledat
rozklady sloupct Hessovy matice) ale vzhledem k tomu, Ze se tyto ndro¢né operace provadéji pouze jednou,
pred zahajenim itera¢niho procesu, je celkova doba feseni o néco kratsi nez u metod pro separovatelné 1ilohy.
Oba dva typy metod vyzaduji pfiblizné stejny pocet iteraci.

10.2 Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy

Metody s proménnou metrikou pro separovatelné ulohy pouzivaji misto redukovanych Hessovych matic
Gk( ), 1 < k < m, jejich aproximace Bk, 1 < k < m, které se aktualizuji pomoci metod s proménnou
metrikou.

T B A L R A B L U
By = — | Bk + — ~4rr — — Brdk (Bkdk) + 25 gy — Bidy, ) | == r — Bidy )
Yk Pk by, Ck ér \ by, by,

kde gy, = g,‘: — gk a dk = Z]Zd jsou vektory dimenze ny. Pritom Bk = g)chik, L = d{Bkcik a Yk, Pk, /ék jsou
volné parametry.
Uvedeme nejprve nékolik poznamek k metoddm s proménnou metrikou pro separovatelné tulohy:

e Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tulohy jsou uc¢innéjsi nez metody s proménnou
metrikou pro #idké ilohy, jak je zfejmé z numerického porovnani uvedeného v zavéru tohoto oddilu.

e Vzhledem k tomu, Ze redukované matice By, se aktualizuji pomoci vektoru g, dr., je ucelné aby
platilo By, — Gy, takze se obycejné poklddd 4, = 1, pr = 1, 1 < k < m (jiné volby téchto volnych
parametru oby¢ejné zhorsuji rychlost konvergence).

e D4 se dokazat, ze metody s proménnou metrikou pro separovatelné lohy jsou @Q-superlinearné kon-
vergentni. Kupodivu obtiznéjsi je dokazat globalni konvergenci téchto metod, coz se zatim bez
zavedeni dodateénych piedpokladii nepodaiilo. Souvisi to se skutecnosti, Ze neni obecné zarucena
platnost nerovnosti 7; Tdp > 0, 1 < k < m, takze nékteré z matic B , 1 < k < m, nemusi byt
pozitivné definitni.

Popiseme nyni efektivni realizaci metod s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy. Tato realizace
je metodou spadovych smeéru (definice 15) a aktualizace se provadi podle vzorct

. 01 1 s e aNT
BY = Bit —iwif — - Budi (Bedi) il >0,
k

Bz - Bk ) :glz:CZk S 07
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kde 1 < k < m (metoda BFGS). Tyto vzorce zaruéuji pozitivni definitnost matic B,j, 1<k <m. Jeli
matice By, pozitivné definitni a plati li g T, < 0, je matice Bf =B, pozitivné definitni. Je-li matice By,
pozitivné definitni a plati-li g, Tde > 0, je matice B+ pozitivné definitni podle véty 45.

Zname-li aproximace By, 1 < k < m redukovanych Hessovych matic Gr, 1 < k < m, mizeme podle
poznamky 257 zkonstruovat ridkou aproximaci Hessovy matice GG. Metody s proménnou metrikou vsak
maji jednu nevyhodu, kterd spo¢iva v tom, ze je tieba ukladat souc¢asné vSechny matice B, 1 < k < m.
To vyzaduje rezervaci dalsich

n 1
= ]; 5k (rik + 1)

mist v paméti poc¢itace (Cislo 7 je obvykle znaéné vétsi nez pocet nenulovych prvku fidké Hessovy matice

G).

Metody popsané v této kapitole byly testovany pomoci souboru 71 rozlozitelnych iloh s 1000 proménny-
mi. Jsou to tytéz ulohy, které byly pouzity v kaptole 8. Nyni se v8ak vyuziva toho, Ze testovaci ulohy
lze vyjadrit ve tvaru (425). Vysledky testu jsou uvedeny v tabulce, kde NIT je celkovy pocet iteraci,
NFV je celkovy pocet pouzitych funkénich hodnot a NFG je celkovy pocet pouzitych gradientu. V tabulce
jsou uvedeny vysledky ziskané metodami TRNMS-5-TRNMS-7 (diferen¢ni verze Newtonovy metody pro Fidké
ulohy realizovand jako metoda s lokdlné omezenym krokem pomoci algoritmu 5—algoritmu 7), TRNMP-5—
TRNMP-7 (diferen¢ni verze Newtonovy metody pro rozlozitelné tlohy realizovand jako metoda s lokdlné
omezenym krokem pomoci algoritmu 5-algoritmu 7) a LSVMP-1 nebo LSVMP-1 (metoda s proménnou
metrikou pro rozlozitelné lohy realizovana jako metoda s spadovych sméru pomoci Gillova-Murrayova
rozkladu nebo algoritmu 3). Pro srovnéni jsou uvedeny vysledky ziskané metodami LSTND-2, MBFGS-2,
CG-1 testovanymi v oddilu 8.5.

Metoda NIT NFV NFG NCG cas

TRNMS-5 6138 6403 31994 - 19.25
TRNMS-6 7861 8575 46422 - 23.25
TRNMS-7 8510 9105 50985 53574 2281
TRNMP-5 6303 6577 21485 - 44.08
TRNMP-6 7834 8509 28848 - 49.53
TRNMP-7 8777 9409 33599 54152  52.86
LSVMP-1 13136 20685 20685 - 24.62

LSVMP-3 12782 17206 17206 239518  34.27
LSTND-2 7388 10919 142098 114858  47.13
MBFGS-2 | 112027 117651 117651 - 83.28

CG-1 102434 202213 112069 - 103.66

10.3 Modifikace Gaussovy—Newtonovy metody pro Fidky soucet Ctvercl

Predpoklddejme, ze Gcelova funkce F'(x) ma tvar

l\D\»—A

-3

kde m = O(n) a kde kazda z funkef fr : R* — R, 1 < k < m, zdvis{ na n = O(1) proménnych.
Dostavame tak specidlni pripad separovatelné tlohy. Tuto separovatelnou tilohu bychom mohli fesit pomoci
diferenc¢nich verzi Newtonovy metody nebo pomoci metod s proménnou metrikou. Specidlni tvar icelové
funkce v8ak dovoluje pouzit nékteré modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které mohou byt mnohem
Géinnéjsi.
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Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu muzeme realizovat bud pomoci {dké reprezentace Hessovy mat-
ice (Fesenim normalni soustavy rovnic (NE)) nebo pomoci 7idké reprezentace Jacobiovy matice (fesenim
pieuréené soustavy rovnic (OE)). Prvni zpiisob je zalozen na pouziti matice B = JTJ, kterd ma stejnou
strukturu jako matice G a kterd se snadno sestrojuje. Zname-li matici B, muzeme GN metodu reali-
zovat bud jako metodu s optimalnim lokdlné omezenym krokem nebo jako nepfesnou metodu s lokalné
omezenym krokem (tak jako diferen¢ni verzi Newtonovy metody pro ¥idké tlohy).

Protoze GN metoda muze selhavat v pripadé tdloh s velkymi rezidui, je vyhodné kombinovat tuto
metodu s jinymi metodami (oddil 7.2). V praxi se pouzivaji tii hybridni metody pro {dky soucet étverciu.

1) Kombinace GN metody s Marwilovou metodou. V prvnim itera¢nim kroku pokldddme B = JTJ. Po
skoné¢eni kazdého itera¢niho kroku pokladame

B =JlJ. ., F-F.>9F,
B+:PSPQGB y F—F+ SQF
(viz (418) v oddilu 9.2), kde J; = J(zy). Globéln{ konvergence této metody plyne z véty 105 a véty 150.

Superlinedrni konvergence této metody plyne z véty 105 a véty 151.

2) Kombinace GN metody s diferenéni verzi Newtonovy metody. V prvnim iteraénim kroku pokldddme
B = JTJ. Po skonceni kazdého iteraéniho kroku pokldddme

By =JlJ. , F—F;>9F,
By =JLJ+Y ffGL , F—Fy <9F,
k=1
kde Jy = J(zy) a fif = fiu(zs), Gf = Gr(24), 1 <k < m (Gg(zy) je diferenéni aproximace Hessovy

matice funkce fi(zy)). Globdln{ a superlinedrni konvergence této metody plyne z véty 82 a véty 105.

3) Kombinace GN metody s metodou hodnosti 1. V prvnim itera¢nim kroku pokladdme B = JTJ a
By = I, 1 <k <m (B je aproximace Hessovy matice Gy, a Ij se od jednotkové matice lis{ pouze tim, ze
(Ix)i = 0, pokud (Gg)i = 0). Po skoncen{ kazdého itera¢niho kroku pokldddme

T
Wrw T
B = By + ko dEwg| > 6,
k k d%’wk |]€ k| =
Bf =B , |difwy| <é

prol <k<m,a

By =JlJ. , F-F;>9F,

m
By =JLI +Y ffBf |, F—F, <0F
k=1
Pfitom wg = yr — Brdk a yr, = gr(z4) — gx(x), di, = x4 — 2, 1 < k < m. Ackoliv pro tuto metodu nejsou
dokazany konvergenéni véty, jsou jeji numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevyhodou této metody

(podobné jako metod s proménnou metrikou pro separovatelné ilohy) je nutnost uklddat soucasné vsechny
matice By, 1 < k < m (ve skutecnosti se pracuje se redukovanymi maticemi By, 1 < k < m).

Nasledujici tabulka ukazuje srovnani jednotlivych hybridnich metod pouzivajicich fidkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatnimi metodami pro fidké a separovatelné tlohy pii minimalizaci 22 testovacich
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funkef se 1000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradientu
NFG jakoz i celkovy pocet selhani a celkovy ¢as vypoctu

Metoda NIT NFV NFG selhdni cas
TRGN-5 8687 9074 8746 1 25.44

TRGN-6 9780 10200 9838 - 13.75
TRGNS-5 | 6358 6730 6418 - 19.43
TRGNS-6 | 7226 7456 7286 - 9.45
TRGNP-5 | 7089 7750 7149 - 21.34
TRGNP-6 | 8972 9893 9032 - 16.28
TRGNN-5 | 5515 5819 7281 - 17.39
TRGNN-6 | 7403 7785 8234 - 11.27
TRMNS-5 | 7929 53435 53267 1 63.72
TRMNS-6 | 11329 99518 98491 2 66.76
LSVMP-1 | 11217 30393 30393 1 19.27

Selhani znamend, ze nestacilo 1000 iteraci nebo 2000 vy¢isleni souctu étvercu pro vyfeseni ulohy. Z této
tabulky je patrné, ze pro Fidké nejmensi Ctverce jsou modifikace GN metody mnohem efektivnéjsi nez
obecné metody pro fidké nebo separovatelné tlohy.

10.4 Itera&ni feleni rozsahlych linedrnich dloh nejmensich &tvercl

Ridkou reprezentaci Hessovy matice nemtizeme pouzit, mé-li Jacobiova matice J alespoii jeden husty féadek
(ng ~ n pro n&jaky index 1 < k < m). V tomto pifpadé je matice J7.J hustd (stejnou strukturu ma matice
() a je tudiz tfeba pracovat s fidkou reprezentaci Jacobiovy matice. Pracujeme-li s matic{ J, jsou moznosti
pouziti informaci druhého fadu znacné omezené a zde se jimi zabyvat nebudeme. Zaméfime se pouze na
Upravy metody sdruzenych gradientl pro feseni normalni soustavy rovnic J*Js + JT f = 0.
Nejjednodussi upravou metody CG pro feseni normélni soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 41 Necht J € R™*™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteracéni proces
pouzivajici rekurentni vztahy

s1=0, w=f g=JFf p=-n

vi=Jpi a; = |lgil®/llvill?,

Si+1 = Si + Pi, Uil = U + OG0,

gi+1 = JTUz’+17 Bi = ||9i+1||2/”9i||27

Pit1 = —gi+1 + Bipi
pro 1 <i<n, kdeu; € R™, v; € R™, 1 <i < n, nazveme metodou CGNE uréenou matici J € R™*™ a

vektorem f € R™.

Snadno se piesvédéime (polozime-li B = J7J a ¢; = JTv;, 1 < i < n), ze metoda CGNE je ekvivalentni
metodé CG popsané v oddilu 3.6. Vlastnosti metody CGNE se piili§ nelisi od vlastnosti metody CG.
Jestlize vsak m > n, vyzaduje metoda CGNE vétsi pocet operaci a ma vétsi pamétové naroky nez metoda
CG.
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Mnohem lepsi stabilitu nez metoda CGNE maji metody zalozené na pouziti bidiagonalizacniho Lanc-
zosova procesu. Z konvenénich divodu budeme v naslefujici definici pouzivat koeficienty ay, 8;, 1 <i < n,
které nemaji nic spole¢ného se stejné oznacenymi koeficienty vystupujicimi v definici 41.

Definice 42 Necht J € R™*"™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteraéni proces
pouzivagici rekurentni vztahy
Brur=f, onq=J"u

Bit1tit1 = Jqi — ajug,
Qip1Givr = J i1 — Bit1qi
pro 1 < i <n, kde koeficienty «;, B;, 1 < i <n se voli tak, aby vektory u; € R™, q; € R, 1 <i<n mély

jednotkovou normu, nazveme bidiagonalizacnim Lanczosovym procesem (BL) uréengm matici J € R™*™
a vektorem f € R™.

Pozndmka 258 Necht «; # 0, 8; # 0, 1 <i < k pro néjaky index 1 < k < n. Pak podle definice 42 plati
[ =Ukt1(Pre1) a

JQk = Uy+1By, (426)

JTUps1 = QuBL + cans1qrri€iy, (427)
kde Qk = [q17QQa e aqk]a Uk-‘rl = [ulauQa e auk7uk+l]a 6{ = [1707 e 7070]5 el{.ﬁ,.l = [ana e 705 1] a

a1, 0, ey 0

527 a2, KRN 0
Bi=| — — —— -

0, 0, ceey (672

07 0) ey Bk+l

(matice By € R*+1DXE je bidiagonalni).

Véta 152 Uvazujme bidiagonalizacni Lanczostuv proces urceny matici J € R™*™ a vektorem f € R™.
Necht a; # 0, B; # 0, 1 < i < k, pro néjaky index 1 < k < n. Pak vektory q;, 1 < i < k, tvoit
ortonormdlni bdzi v Krylovové podprostoru K; = span (g, Bg,...,B"1g), kde B = J"J a g =J"f, a
vektory u;, 1 <1i < k, jsou vzdjemné ortogondini a maji jednotkovou normau.

Ditkaz (indukef). Pro k = 1 je tvrzeni ziejmé, nebot q1 = JT f/||JT f|| a uy = f/||f||. Piedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro néjaky index 1 < k < n a ze agy1 # 0, Br+1 # 0. Pouzijeme-li vztahy (426)—(427),
dostaneme

JTJQr = J"Uy11Br = QuB} Br + ak1qr+16f 11 Be = QiTk + i1 Brr1ditr€r

kde
O‘%+B§’ a2ﬂ27 ceey 07 0
a2527 a%"_ﬁgv ey 07 O
Ty = BI B, = —— -— - —— ——
0, 0, RN Oéi_l + ﬂz, P
0, 0, RN B, O‘i""BI%—H

je symetrickd tridiagonaln{ matice fadu k. Plat{ tedy (426)—(427), kde B = J*J, T, = Bf By a v; =
a? + 512+17 0; = a;f;, 1 <i < k, a muzeme pouzit vétu 95, podle které tvoii vektory ¢;, 1 < i < k+ 1 bazi
v Krylovové podprostoru K; = span (g, Bg,...,B* 1g), kde B = JTJ a g = JTf. Pouzijeme-li (426),
dostaneme
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Up1JQr = Ul 1 U1 By
a podle (427) plati

U1 JQr = BrQF Qk + aks1€r11G441Qr = Br,

takze Ug+1Uk+1 = I (vektory u;, 1 <i < k+1, jsou vzadjemné ortogonalni a maji jednotkovou normu). O

Pozndmka 259 7 dukazu véty 152 plyne, ze symetricky Lanzcosuv proces uréeny symetrickou pozitivné
definitni matici B € R™ "™ a vektorem g € R" je ekvivalentni bidiagonalizatnimu Lanzcosovu procesu
uréenému matici J € R™*" a vektorem f € R™, pokud B = J7J a g = JT f. Ekvivalence spo¢ivd v tom,
7e oba dva procesy generuji stejné vektory ¢;, 1 <i < k, a plati v; = o? + B?_H, 6 = ;3,1 <i<k,kde
k je index takovy, ze a; £ 0, B; #0,v; #0,6; #0, 1 <i < k.

Poznamka 260 Bidiagonalizaéni Lanczosiiv proces miizeme pouzit k fe§eni soustavy rovnic J Js+J7 g =
0. Pokladame s; = 0 a vektory s;4+1, 1 <i < k, hledame tak, aby platilo

Si41 = argmin ||Js + f||,
SEK;
Jelikoz s € K; pravé tehdy, jestlize s = Q,z, kde z € R', mizeme psat s;11 = Q;2;, kde
z; = arg min || B;z + Bieq]|
zER?

(plyne to ze vztahu f = U;y1(fie1), JQi = Uit1B; a U£1Ui+1 = I). Pokud agi18k+1 = 0 je vektor
Sk+1 € Kg, FeSsenfm soustavy rovnic JTJs + JT f = 0 (plyne to z pozndmky 187 a poznamky 259).

Poznamka 261 Vektory s;11, 1 <i <k, definované v pozndmce 260 jsou shodné s vektory s;11, 1 <i <
k, generovanymi metodou CGNE uréenou matici J € R™*™ a vektorem f € R™ (plyne to z véty 96 a
poznédmky 259).

Vyhodou bidiagonaliza¢niho Lanczosova procesu je skutecnost, ze vektory s;+1, 1 < i < k, mohou byt
urceny pomoci stabilnich operaci (Givensovych elementdrnich rotaci{ popsanych v oddilu 7.3). To tvoii
zéklad metody LSQR. Princip metody LSQR spociva v tom, ze se rekurentné urcuji rozklady

PiBi_ |: 0 :|7 Pz(ﬁlel)— |: ﬁrH»] :|7
kde
P1, 02, ) 0 m
Re=| Do D |
0, 0, ,  Pi Ui

Pfitom P; € R™! 1 < i < k, jsou ortogondlni matice (souciny Givensovych elementarnich rotaci) a

R; € R™**, 1 < i < k, jsou horni bidiagondlni matice. Pouzité Givensovy elementdrni rotace maji
nasledujici vlastnosti

Lemma 49 Necht
1 Bit1 ]

P |
\P:+ B e

Pak matice P; je ortogondini a plati

pi[ P }:lM]

Bit1 0
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Pz[m}: 1 { Pill; }g[m]

0 - —BiaT; Tiar |
\/m Bit17; Mit1

el e 5]
“ @it 72+ B2, Diit1 Pit1

Dukaz Ziejmé
Ppe_ L [ g e[ B A
p;+ B, L Bivr B —Bit1 P
Zbylé vztahy dostaneme snadno dosazenim a roznasobenim.

Ortogondlni matice P;, 1 < i < k, budeme hledat ve tvaru P, = P; a

1 0[P, O
r=lo w5 0]

pro 1 < i <k, kde I je jednotkové matice fadu i — 2. Pak

P1 ()] 0 0 P1 g2 0

0 P2 0 0 0 P2 0

I 0 —_— = - = == - = - —=

RBZ - |: 0 Fz :| 0 0 Pi—1 g; 0 0 Pi—1
0 0 0 7 0 0 0

0 0 0  Bit1 0 0 0

pro 1 < i < k. Z téchto vztahi a z lemmatu 49 dostaneme rekurentni vztahy

pr=ai, n;=0H3

[ Pi Bi+1
pPi = p? + 6124_1 ’ )‘i = ;:7 T = ;z )

Pit1 = iyl , Oipl = TiQy1,
i = AT 5 g1 = —Til);

pro 1 < i < k. Nyni odvodime rekurentni vztahy pro vektory s;y1, 1 < i < k. Jelikoz

Pi(Biz + frer) = [ o }”{ . }

Nit1

a Pz-TPi = I, muzeme polozit s;11 = Q;2;, kde

z; = arg nelgl |R:z + hill.
LeRi

Jelikoz matice R; € R™™? je regularni, musf platit R;z; + h; = 0. Vzhledem k jednoduché struktuie matic
R;, 1 <i <k, muzeme vektory z;, 1 <1i <k, a tudiz i vektory s;+1, 1 < i < k, urcovat rekurentné.

Lemma 50 Vektory s;11 = Q;zi, 1 < i <k, kde R;z; + h; = 0, lze urcit pomoct rekurentnich vztahi

51=0, p1=q

Si+1 = Si— —Di

Pixi1 = Gi41 —

prol <i<k.
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Diikaz Plati Ry = [p1], Ry = [1/p1] a

| Ricr oieia -1 Rf_ll —(Ui/Pi)R;_ﬂ@ifl

pro 1 < i <k, kde e;_1 je posledni sloupec jednotkové matice fadu ¢ — 1 (vztah pro R, ! mizeme ovéfit
dosazenim do rovnosti R;R; L ). Oznacime-li w; posledni sloupec matice R, 1 (takze w; = R; 161‘) a

polozime-li z; = —R; *h;, dostaneme z piedchozich rovnosti rekurentni vztahy wy = [1/p1], 21 = —[m/p1]
a
L { —(0i/pi)wi—1 } o [ zi—1 + (i) pi)niwi—1 ]
wl - ) ZZ - *
1/pi —ni/pi
pro 1 < i < k, takze
A % %
pi = piQuwi=q — ——pi1Qi1wi—1 = ¢; — ——Pi_1,
Pi—1 Pi—1
i i
Siv1 = Qizi=Qi—12i-1+ ;UiQifl'wifl - 4
3 (]
. o .
= Si— &(Qi — ——pic1Qi1wi1) = 5 — &pzw
Pi Pi—1 Pi

O

Definice 43 Necht J € R™*™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteraéni proces
pouzivajici rekurentni vztahy

T _ _
51=0, prui=f, aqag=Jw, n =5, p=0, D=q
Bix1uiy1 = Jqi — g,

. = JT . — B .

Qir14i+1 = Uit1 — Bit1i,

/— Pi Bi+1
Pi = P?+5¢2+17 Al:;zu Ty = ;)i ’

Pir1 = NiQiy1,  Oip1 = TiQuy1,

i = )\lﬁzv ﬁi+1 = _T’iﬁiv

_ U
Si+1 = Si — —Di,
7

Oi+1

Pit+1 = Qi1 — Di

i
pro 1 < i < n, kde koeficienty oy, B;, 1 < i < n, se voli tak, aby vektory u; € R™, ¢; € R", 1 <1 < n,
meély jednotkovou normu, nazveme metodou LSQR urcenou matici J € R™*™ a vektorem f € R™.

Metodu LSQR muzZeme pouzit k realizaci nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem tiplné stejné
jako metodu CGNE (nebo CG), nebot podle pozndmky 261 generuji obé metody stejné vektory s;11,
1<i<k,kdek<naJ Jsp 1+ JTf=0. Ukdzeme jesté, jak je mozné odhadovat presnost fegen.
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Véta 153 Necht s;11 € Ry, qiv1, Bit1, pi >0, i, 1 < i < k, jsou veli¢iny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 <i <k plati

|JE (Tsiz1 + )|l = Oéi+1ﬁi+1lzlil-

2

Dikaz Necht a; 1 # 0, 8,41 # 0. Pak pouzitim vztahtu (426)—(427) a pozndmky 260 dostaneme

JE(Tsip1i+f) = JN(JQizi+ f) = J Uit1(Bizi + Brer) =
= (QiB] + aip1qip1e]1)(Bizi + Brer) = aigrdgiyre] Bizi =
= aip1Bit1div1el i
nebot BiT(Bizi + Bie1) = 0 podle definice vektoru z;, e;ﬂ_lel =0a eiT_HBZ- = ﬁiﬂe%’j. Ale Q;‘FQz =1a

tudiz QT siv1 = QF Qizi = 2, takze e z; = el QT s;11 = ql'si11, coz spolu s [|gi+1|| = 1 déva

[T (Tsiv1 + Il = i1 Bi1la) sival-

Ale
i i 1:0; i
4 sis1=q; si+ = pi = q Qic12i-1 — —q; ¢ + ———q] pi-1 = ——,
i Pi PiPi—1 Pi
nebot ¢/ Q;—1 =0, ¢! ¢i = 1 a vektor p;_1 je linedrn{ kombinac{ sloupcit matice Q;_1, tudiz ¢/ p;—1 = 0.
Jestlize a1 =0, Bir1 = 0, plati || JT (Js;11 + f)| = 0 (pozndmka 260). O

Vétu 153 miizeme vyuzit k zastaven{ iteraénfho procesu (nenf tieba poéitat reziduum ||J7 (Js;i 1+ f)|])-
Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nepresné GN metody s lokdlné omezenym krokem realizované pomoci
tidké reprezentace Hessovy matice a pomoci metody CG se dvéma nepfesnymi GN metodami s lokédlné
omezenym krokem realizovanymi pomoci fidké reprezentace Jacobiho matice a pomoci metod CGNE nebo
LSQR. Je opét pouzito 22 testovacich funkei s 1000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT,
funkénich hodnot NFV a gradientt NFG jakoz i celkovy pocet selhani a celkovy ¢as vypoctu

Metoda NIT NFV NFG NCG cas
TRGNA-3 | 13932 14464 13977 1232187 119.24
TRGNA-4 | 7470 8008 7523 1226757 156.78
TRGNR-3 | 9931 10488 9985 1224959 115.61
TRGNR-4 | 7089 7629 7143 1225386 156.01
TRGNV-3 | 13640 14163 13692 1120004 109.41
TRGN-7 7255 7782 7308 1180653 125.95
TRGNN-7 | 6774 7258 7313 1087690 120.30

7 této tabulky je patrné, ze pokud nejsou fadky Jacobiovy matice pfilis zaplnény, je vyhodnéjsi pracovat
s fidkou reprezentaci Hessovy matice (GN+CG), kterd pracuje s méné zaplnénou matici B. V opa¢ném
piipadé se rozhodujeme podle slozitosti optimaliza¢niho kriteria. Metoda CGNE pouzivé jednodussi mati-
cové operace a metoda LSQR potifebuje méné iteraci a méné vycisleni optimaliza¢niho kriteria.
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11 Metody pro feSeni soustav nelinearnich rovnic

11.1 Zakladni vlastnosti metod pro Feseni soustav nelinearnich rovnic

Necht f : Dp — R™ je zobrazeni definované na mnoziné Dp C R"™ (pouzivdme stejné znaceni jako v
oddilu 5). Nasim tikolem bude nalézt bod z* € R™ takovy, ze f(z*) = 0. K feSen{ této dlohy bylo vyvinuto
mnoho metod zalozenych na ruznych piistupech. Zde se omezime pouze na metody piibuzné optimali-
za¢nim metodam, které jsou obvykle jednoduché a i¢inné. Pomineme napiiklad homotopické a simplicialn{
metody a metody zalozené na FeSeni soustav diferencidlnich rovnic. Vétsinou budeme pfedpoklddat, ze
zobrazeni f : Dp — R™ je spojité diferencovatelné na néjaké oteviené mnoziné Dr(F) C D C Dr. V tomto
piipadé budeme psat f € C! nebo f € C! : D — R"™. Piibuznost metod pro feseni soustav nelinedrnich
rovnic s optimaliza¢nimi metodami plyne z toho, ze:

(1) Optimalizaéni metody muzeme chédpat jako metody pro FeSeni soustavy rovnic g(z) = 0, kde
g : D — R" je gradient minimalizované funkce F' : D — R. V tomto pfipadé jde o specidlni
soustavu rovnic, nebot Jacobiova matice zobrazeni g je Hessovou matici funkce F' a je tedy symet-
rickd (nebot z g € C* na D, plyne F € C? na D). ReSenfm soustavy rovnic g(z) = 0 viak muzeme
ziskat nejen lokdlni minimum, ale i sedlovy bod nebo dokonce lokdlni maximum funkce F'.

(2) Reseni soustavy rovnic f(z) = 0 mizeme pfevést na minimalizaci funkce F(z) = (1/2)|f(x)]?

(soucet ctverci). V tomto pifpadé vSak muzeme ziskat lokdlni minimum funkce F'(z), které neni
fesenim soustavy rovnic f(z) = 0.

Vztah mezi lokdlnimi extrémy funkce F(z) = (1/2)|f(x)||? a feSenim soustavy rovnic f(x) = 0 udava
tato véta.

Véta 154 Nechtf f € C1: D — R™ a necht bod z* € D je lokdinim minimem funkce F(x) = (1/2)| f(z) ||?,
pricemZ Jacobiova matice J(x*) zobrazeni f v bodé x* je reguldrni. Pak plati f(z*) = 0.

Diikaz Gradient funkce F(z) = (1/2)]|f(z)]|? v bodé z* € D lze vyjadiit ve tvaru
g(a*) = JT(a*) f(z").
Jelikoz matice J(x*) je reguldrni, muzeme psét
fla*) = (I (@) "g(a"),

takze f(z*) = 0 pravé tehdy, jestlize g(*) = 0, coz je nutnd podminka pro lokdlni extrém funkce F(x).
O

Podobné jako jsme v kapitole 1 definovali zdkladni optimalizac¢ni metodu, muzeme definovat zdkladni
metodu pro feSeni soustav nelinearnich rovnic.

Definice 44 zdkladni metoda pro Teseni soustav nelinedrnich rovnic je iteracni proces, jehoZz vysledkem je
posloupnost x; € R™, v € N, takovd, Ze

Tip1 = Ti + Q;Si,

kde smeérovy vektor s; € R, se urcuje na zdkladé hodnot x;, f;, J;, 1 < j <1, a délka kroku a; > 0 se
uréuje na zdkladé chovdni funkce F(x) = (1/2)|f(x)||? v okoli bodu z; € R™.

Definice 45 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro Fesent soustav nelinedrnich rovnic je globdiné konvergentnd,
jestlize pro libovolny pocdtecni vektor 1 € R™ plati

lim [ f(:)]| = 0.
11— 00
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Mezi nejjednodussi a nejznaméjsi metody pro feSeni soustav nelinearnich rovnic pati{ Newtonova metoda.
Tato metoda je definovana vztahy

S = _J_l(xz)f(mz)
o; = 1

(pfedpokldddme, ze matice J(x;), i € N, jsou reguldrni). Z tohoto vyjadfeni je zfejmé, Ze smérovy
vektor Newtonovy metody pro feSeni soustav nelinearnich rovnic shodny se smérovym vektorem Gaussovy-
Newtonovy metody pro minimalizaci souétu étverctt F(z) = (1/2)||f(x)||?, nebot plat{

(T (@) () "M T (@) = T ().

Matice B; = JT(z;)J(z;) je v tomto pifpadé pozitivné definitni, takze Newtonovu metodu pro fesen{
soustav nelinedrnich rovnic muzeme realizovat jako metodu spadovych sméru (na rozdil od Newtonovy
metody pro nepodminénou minimalizaci popsané v oddilu 5.3) .

Pti vySetifovani konvergence metod pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic budeme pouzivat predpoklady
(J1)—(J6) uvedené v oddilu 7. Na rozdil od optimalizacnich metod popsanych v kapitoldch 2 a 5, kde se
v dukazech globdlni konvergence nepouzivé podminka (F5), budeme nyn{ (v pfipadé Newtonovy metody)
potiebovat ngjakou analogii podminky (J5). Podminka (J5) je velmi silnd, jak ukazuje tato véta.

Véta 155 Necht je splnén predpoklad (J5), kde mnoZina D je konvezni. Pak soustava nelinedrnich rovnic
f(z) =0 md na D nanejuys jedno Fesen.

Dikaz Necht z* € D a f(z*) = 0. Plati-li (J5), pak podle (291) pro x € D, x # z*, dostaneme
If @) = I1f(z) = f(z)]| = Lll& - 2*[| > 0. o

Poznamka 262 Protoze je obtizné zajisitit platnost podminek (J4)—(J5) na pfilis velké oteviené mnoziné
D, budeme v dukazech globédlni konvergence Newtonovy metody popuzivat slabsi podminky

| J(x:)s]| < J||s|| Vie N Vs e R", (J4a)

| (x)s|| > J]Is]l Vie N VseR™ (J5a)
Je ztejmé, ze z (J4)—(J5) plyne (J4a)—(J5a).

V této kapitole se budeme vétsinou zabyvat metodami, které misto Jacobiovych matic J; = J(x;),
1 € N, pouzivaji jejich aproximace A;, i € N, spliujici podminky

[ Ai = Jil| <9, (A3a)
|Ais| < As  Vse R, (Ada)
|A;s|| > As Vs € R". (Aba)

Podminka (A4a) je ekvivalentni podmince ||4;|| < A. Podobné podminka (A5a) je ekvivalentn{ podmince
14747t = A,

Poznamka 263 Poznamenejme, ze z (J4a) a (A3a) plyne
[Ais|| < 1 isll + 11(Ai = Ji)sll < (J +9)|Is]l,

takze plati (Ada) s A= J + 1. Pokud 9 < J, pak z (J5a) a (A3a) plyne

[Ais]| > |[Jis|| = [I(Ai 1= (L=D)llsll

takze plati (A5a) s A = .J—4. Plati-li (J4a), (J5 )

Ji)s
5 ( a (A3a), budeme predpoklddat, ze 9 < JazedslaAd, A
pouzitd v (Ada), ( ) jsou urcena vztahy A =J+9, A =

J — 9, Podminka 9 < J je sice postacujici pro
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to, aby platilo (A5a), ale v dukazech globdlni konvergence metod pro feseni soustav nelinearnich rovnic

budeme potiebovat silnéjsi podminku.

1-w
2

kde ¢islo @ uddva presnost vypoctu smérového vektoru (definice 46 a definice 47).

9 <

J, (428)

Podminky (A3a)—(Aba) mohou byt nahrazeny slabsimi podminkami

(A = J)" fill <9 £ill, (A3b)
[|Assi|| < As;, (A4b)
|Aisi|| > Asi, (A5b)

kde A; je regularni matice, f; je hodnota zobrazeni f v bodé x; a s; je pouzity smérovy vektor. Poz-
namenejme, ze z (J4a), (Jba) a (A3b) neplyne zaddné z podminek (A4b), (A5b) (tyto podminky musi byt
splnény nezdvisle na (A3b)).

Poznamka 264 Je zfemé, ze z (A3a)—(Aba) plyne (A3b)—(A5b). Navic podminka (428) je ekvivalentni
nerovnosti _
- 1-w
Sivet
(pokud A = J —¥). Vyznam podminek (A3b) s (429) a (A4b)—(A5b) spoéiva v tom, 7ze nékteré metody
spliuji podminku (A3b) s (429) automaticky (sdruzend kvazinewtonovskd metoda uvedend v poznamece 283
splituje podminku (A3b) s ¥ = 0) a podminky (A4b)—(A5b) lze snadno zajistit algoritmicky. Navic
podminky (A3b) s (429) a (A4b)-(A5b) staéi k tomu, abychom dokézali globdlni konvergenci metod
spadovych sméru i metod s lokdlné omezenym krokem.

(429)

11.2 Metody spadovych sméri

Pii vysetfovani metod spadovych sméru pro fesSeni soustav nelinedrnich rovnic budeme pouzivat oznaceni
h; = AT f; pro aproximaci gradientu g; = JI f;. Poznamenejme, ze podminka (S1), pouzitd v definici 46,
implikuje nerovnost

hisi = flAisi = [l (Aisi + fi) = £ fi < @17 = 1£]P = -1 =) f]* <o0. (430)

Definice 46 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro reseni soustav nelinedrnich rovnic ;41 = x;+a;s;, 1 € N,
je metodou spddovijch sméri, jestliZe smérové vektory s; € R, i € N, se urcuji tak, Ze

|Aisi + fill < @il fill, (S1)

kde 0 <w; <w <1, a _délky_kroku a; > 0,7 €N, se vybiraji tak, Ze oy je pruni clem posloupnosti af,
JjEN (kde aj =1 a o] < ozf+1 < Bal Vj € N) takovy, Ze bud

Fi+1 — F,L é BaihiTsi, (%)

nebo
Fi+1 — Fl S 72B(1 - D)a,;Fi, (S%)

nebo
[fiall = [1fill < —p(1 —@)eu]| fill, (S2¢)

kdeO<§§B<1a0<B<1,
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V dalsim vykladu budeme pfedpoklddat, Ze parametr p v (S2) splituje nerovnost 0 < p<1—AX kde

€l

1
- j (431)

A=

| <l
€l

(takze podle (429) plati 0 < A\ < 1).

Lemma 51 (Konzistence) Nechf zobrazeni f : D — R™ wvyhovuje predpokladim (J1), (J4), (J6). Necht
matice A;, i € N, jsou requldrni a splnugi podminky (A3b) s (429) a (A5b). Pak lze v kaZdém iteracnim
kroku metody spddovijch sméri (definice 46) nalézt smérovy vektor s; € R™ vyhovujici podmince (S1) a
délku kroku o;; > 0 vyhovugici libovolné z podminek (S2) (s 0 < p <1—X). Pokud 9 = 0, plati A =0 a
nepotrebujeme, aby byla splnéna podminka (A5b). a

Diikaz Existence smérového vektoru s; € R™ vyhovujictho podmince (S1) plyne bezprostredné z regularity
matice A; (vektor s; muzeme zvolit tak, ze ||4;s; + fi|| = 0). Z podminky (S1) z (A3b) a z definice vektoru
gi = JI fi, hi = AT f; 1ze jednoduse odvodit nerovnosti

A=) fill < || Assi]| < A +D)||fill, (432)
(1=@)|fill? < =h]si < A+ D)l (433)
|hzT$i - giTSi| <A fillllss |- (434)

Nerovnost (432) spolu s podminkou (A5b) dava

14+w
[[sill < T||fi”7 (435)

Pouzijeme-li vztahy (430), (431) a nerovnosti (434), (435), dostaneme

_ —14+w
R | I [ P i
d1+©
> Wb ST s = (- OB > (- NA- D) >0, (436)

takze podle lemmatu 3 existuje pro libovolné ¢islo 0 < g7 < 1 délka kroku a; > 0 uréend Armijovym
vybérem (pozndmka 20) takovd, ze

Fi+1 —F; < €1OéigiTSi < 610[,‘(1 — /\)hZTSz < —510@(1 — w)(l — )\)Hfl”2

(pfedpoklady lemmatu 3 jsou spliieny, nebot podle véty 102 z (J1), (J4), (J6) plyne (F3)). Polozme
p=ci1(l=X), takze 0 < p<1—- A< 1. Pak
Fi+1 — Fz‘ < Bazthsl < —28(1 —w)aiFi,

takze podminky (S2a) a (S2b) jsou konzistentni, pokud 0 < p < 1—X. Podminka (S2c) je také konzistentni,
nebot z

2l £l fisa ll = 11Fl1) < (Lfaall + WA DALl = ILfill) = 2(Fin — F3)
a z (S2b) plyne, ze

Fiyn— F; . F _
I firall = Ifill < < —2p(1 - w)aim = —p(1 — W) fill-

I1f:ll -
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Pozndmka 265 Poznamenejme, Ze kromé konzistence podminek (S2a)—(S2c) jsme dokazali implikace
(S2a) = (S2b) = (S2c) (pro stejnou hodnotu parametru p). Ukézeme, ze plati také opacné implikace
(S2¢) = (S2b) = (S2a), kde kazd4 nésledujici podminka je splnéna s ponékud mens{ (ale nenulovou)
hodnotou parametru p. Z nerovnosti

Fipr = F _ (1ol + NAID A Fora | = 150D o 1ol = (1]
£ 1fill? - 1/l

plyne, Ze plati-li (S2c) pro néjakou hodnotu parametru p; je splnéna i podminka (S2b) s poloviéni hodnotou
tohoto parametru. Pouzijeme-li nerovnost (433), dostaneme

2p(1 — )aze - - ( _w)alllfl”Q —=

1—w
T
—ayh; s,
©

takze plati-li (S2b) pro néjakou hodnotu parametru p, je splnéna i podminka (S2a) s hodnotou tohoto
parametru vyndsobenou &islem (1 —©)/(1 + w).

Lemma 52 Necht zobrazeni f : D — R™ wyhovuje predpokladim (J1), (J4), (J6). Necht matice A;,
i € N, jsou requldrni a spliiugi podminky (A3b) s (429) a (A5b). Pak existuje konstanta 0 < a <1 takovd,
Ze délky kroku uréené metodou spdadoviych sméri (definice 46) spliujé podminku 0 < a < a; < 1,7 € N.

Diikaz Podle poznamky 265 se miizeme omezit na metody spadovych smérti pouzivajici podminku (S2a).
Pii vybéru délky kroku podle (S2a) plati bud o; = o} = 1 nebo o; = af = Baf‘l, kde0 < <8< B<1
a F(x; + afflsl) F(xz;) > pak lhTsl. Pokud «; < 1, muZeme pséat

%s,) F(z;) > p— 5 hTsz

Z druhé strany, pouzijeme-li tvrzeni 1 o stiedni{ hodnoté (pokldddme d; = p(a;/5)si, kde 0 < p < 1) a
predpoklady (J1), (J4), (J6), muzeme psat

(xz"‘d)

IN

T
Bg
5 (o s llgtai +di) = g lsil)
@i oro Qg2 =
< (o GO TR,
nebot podle (293) plati
loGei +di) — gl < (7 + G F) il < 5 (7 + G F) lsall

Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

LT HTHs

ph s,<g,sz+ 3

a pouzijeme-li (435) a (436), muzeme psét
a; (=2 ——\ (14+©)? _
(7 +@7) LRI 2 b — o 2 (= (1= ADATss = (1=@)(1 — p = VAP

coz spolu s 8 > 3 dava
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Polozime-li

(437)

plati0 < a < a; <1Vie N. O

Pozniamka 266 Podminku (A5b) potiebujeme pouze k tomu, abychom mohli pouzit nerovnost (435).
Proto muzeme podminku (A5b) nahradit pfedpokladem, ze ||s;|| < €||f;l|, ¢ € N, kde € > 0 je konstanta,
kterd nezévisi na indexu 7 € V.

Lemma 53 UvaZujme zdkladni metodu pro Feseni soustav nelinedrnich rovnic (definice 44) takovou, Ze
IIs:ll < ellfill, i € N, a délky kroku spliugi nékterou z podminek (S2) s 0 < a < o; < 1, ¢ € N. Pak
x; = % a f(z*) =0.

Diikaz Diikaz provedeme pro (S2c), nebot tato podminka vyplyva z podminek (S2a) a (S2b) (poznamka 265).
Podle (S2c) plati

Ifosall < (1= p(1 = @Da)llfill < (0 = p(1 =@D))|I£ll = all £,

kde 0 <g<1,nebof 0 <p<1,0<1-w<1a0<a<1. Porovnidnim s geometrickou fadou dostaneme

= 1
SOl € ——llAll < oo,
i=1 l—q

coz implikuje || f;|| — 0. Pouzijeme-li nerovnosti ||s;|| < ¢||f;]|, i € N, muzeme psat
plikuj ) ) ) p

oo oo
Do lsill <@ llfill < oo,
i=1 i=1

takze posloupnost z;, i € N, spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Proto z; — z*, coz dohromady s
fi = 0 déva f(z*) = 0. O

Véta 156 (globdlni konvergence). Necht zobrazeni f : D — R™ vyhovuje predpokladum (J1), (J4), (J6).
Necht matice A;, i € N, jsou reguldrni a spliiuji podminky (A3b) s (429) a (A5b). Nechf x; € R", i € N,
je posloupnost generovand metodou spadovych sméri (definice 46). Pak x; — x* a f(z*) = 0.

Dikaz Tvrzeni véty je bezprostifednim dusledkem lemmatu 52 a lemmatu 53. Predpoklady lemmatu 53
jsou spliieny, nebot podle (435) pro i € N plati ||s;|| < €||f;]|, kde ¢ = (1 + w)/A. O

Poznamka 267 Z odhadu F;1; < gF;, i € N, kde 0 < g < 1, plyne, ze z; — z* R-linearneé.

Nyni se budeme zabyvat superlinearni konvergenci metod spadovych sméri. Budeme pfitom pouzivat
podminku (S2c) s 0 < p < 1.

Véta 157 (superlinedrni konvergence). Necht x; € R", i € N, je posloupnost ziskand metodou spddovijch
sméri takovd, Ze x; — x*, kde f(x*) =0 a matice J(x*) je requldrni. Necht «; = 1, kdykoliv tato hodnota

vyhovuge podmince (S2¢). Necht plati

Aisi+ fi
lim [[Aisi + fill _ 0 (438)
imoo | fill
¢ A —J,
lim I1(4s = Ji)sil| —0. (439)
1—>00 ||Sl||

Pak existuje index k € N takovy, Ze oy = 1, pokud © > k a posloupnost x;, ¢ € N, konverguje superlinedrné
k bodu z* € R™.
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Dikaz Dukaz povedeme ponékud obecnéji, nebot ziskané vysledky pouzijeme v dukazu vét 182 a 185. To
znamend, ze v ¢astech (a)—(b) budeme misto (438) predpoklddat pouze platnost podminky (S1), neboli

lim sup 7|‘Aisi + fl”
i—00 I il

Plati-li (438), muzeme ve vSech vzorcich polozit @ = 0.

<w <1

(a) Necht 0 < J < [|J 7Y (a*)||7! < || J(=*)|| < J. Ukdzeme, 7e existuje index ko € N takovy, ze
1-w 1+w

——\fill < isill £ ——Ifill,

= Ifill < llsill < —— £l

pokud i > k. Oznatme w; = (A;s; + fi)/||fill a ¥; = (A; — Ji)si/||si||. Pak plati

Jisi = (Aisi + fi) — (A — Ji)si — fi = will fill = Oillsill — fis
takze

I1fill

il > Al

=l (19
a jelikoz [lw;|| <@ a [ — 0 (podle (S1) a (439)) a ||Ji|| — [|J*|| < J, existuje index k; € N takovy , ze
lsill > |Ifill(1 —@)/J, pokud i > k1. Podobné plati

si = J (@il fill = illsill = £,
takze )

il i)
L= [l
a jelikoz [jw;|| <@ a ||¥;]] — 0 (podle (SI) a (439)) a [|J; || — |I(J*) 7! < 1/J, existuje index ko > k;

takovy, ze ||s;|| < || fill(1 + @)/, pokud i > ks.

lsill <

£l

(b) Ukdzeme, ze existuje index k > ks takovy, ze hodnota a; = 1 vyhovuje podmince (S2¢) s 0 < p < 1,
pokud i > k. Pouzijeme-li dva ¢leny Taylorova rozvoje, dostaneme

f(i+si) = fi+ Jisi + ol|[sill) = (Aisi + fi) — (Ai = Ji)si + o(|sil)
neboli
I[f (i + si)
I1fil
takze limsup;_, o (|| f(z; + s:)|| — || fill) /I fill < —(1 = @) (podle (S1) a (439)), a jelikoz 0 < p < 1, existuje
index k > ko takovy, ze podminka (S2c) s o; = 1 je splnéna, pokud i > k.

< lwill + 193 (L + @) L+ o[£ l) /1] £l (440)

(¢) Pfredpoklddejme nyni ze plati (438)—(439). Pomoci véty 5 o stfedni hodnoté dostaneme

| fisal
I£ill

|zip1 — " ||
|z — x|

<7
—dJ
takze podle (438)—(439) a (440) plati

lim zit1 — ="

1—00 ||J'JZ — SC*”

= Jim (il + 10301+ @)L+ oA/ 150D = 0

a ¥ — x @Q-superlinearné. O
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Poznémka 268 Véta 157 zlistane v platnosti, i tehdy pouzivame-li k vybéru délky kroku podminku (S2b)
(nebo (S2a)). Abychom mohli pouzivat kroky jednotkové délky, coz se predpoklada v ditkazu superlinedrn{
konvergence, musime v tomto pifpadé snizit hodnotu parametru p podle poznamky 265. Napiiklad z (S2b)
plyne 2pa; < 1 — Fi1/F; < 1 (predpokladdme, ze F; > 0 Vi € N), takze a; = 1 lze volit pouze tehdy,
kdyz 2p < 1.

Poznamka 269 Polozime-li A; = J(z;), ¢ € N, dostaneme Newtonovu metodu. V tomto piipadé
podminky (J4a)—(J5a) implikuj{ (Ada)-(Aba) a (A3a) plati s ¥ = 0, takze lze polozit A = 0 ve viech
vzorcich uvedenych v predchozim textu. Z téchto ivah plyne, ze Newtonova metoda realizovana jako
metoda spaddovych smért je globdlné konvergentn{ (plati-li (J1), (J4), (J5a) a (J6)).

Nésledujici lemma ukazuje, jak lze vlastnosti libovolné metody spadovych sméru odvodit z vlastnosti
Newtonovy metody.

Lemma 54 Necht matice J(x;), i € N, spliugi podminku (J5a) a matice A;, i € N, spliugi podminku
(A3a) s (428). Necht s; je smérovy vektor vyhovujici podmince (S1). Pak plati
| Jisi + fill < @l fills

kde & = (Jw+9)/(J ) < 1. Jingmi slovy, plati-li (S1) a (A3a) s (428), miizeme vektor s; povaZovat za
smeérovy vektor ziskangy Newtonovou metodou, kde prislusnd soustava linedrnich rovnic je resena s presnosti

w=Jo+9)/(L-9) <1
Dukaz Pouzijeme-li (432) a (A3a), dostaneme

A+ @) fill = [Aisill = [[Tisill = 1(Ai = To)sill = (L= D)llsall,
neboli

1+w
J—17

lsill <

I1fill-

Muzeme tedy psét

Jo+ 10 A
e EEIN

Pitom @ = (Jw +9)/(J —9) < 1, pokud 9 < (1 —©).J/2. ]

[ Jisi + fill < | Aisi + fill + [[(Ji — Ai)sill < @[ fil] +9||si]| <

Teoretické vysledky shrnuté v lemmatech 51 a 54 vyzaduji splnéni podminky (A3a) (s vhodnou hod-
notou ¥ > 0, kterd muize vychazet velmi mald). Tato podminka ma velky teoreticky vyznam, ale v praxi
ji nenf mozno ovérit (pouzivame-li matici A, nezndme obvykle matici J, nebot v opaéném piipadé by bylo
vhodné pouzit Newtonovu metodu, kterd je superlinedrné konvergentn{). Proto je tfeba globélni konver-
genci zajistit jinym zptisobem (jde v podstaté o to aby byla splnéna nékterd z podminek (S2a)-(S2c)). V
pifpadé, Ze neplati (S2) pro a; vétsi nez zadand dolnf mez, provede se restart, coz znamend, Ze se spocte
matice J a pouzije se krok Newtonovy metody. Tyto ivahy jsou shrnuty ve formé algoritmu.

Algoritmus 19 Data 0 <0 <1,0<p<1,0<B8<B<1,2>0,¢>0,0<k <k
Krok 1 Zvolime pocédteéni odhad 1 € R™, vypocteme f; = f(x1) a polozime i =1 al=1.
Krok 2 Pokud || fi|]| < g, ukonéime vypocet.

Krok 3 Pokud [ = 1, vypoéteme Jacobiovu matici J; = J(z;) a polozime A; = J; (restart). Zvolime
presnost 0 < w; <@ < 1 a vypoéteme smérovy vektor s; € R"™ vyhovujici podmince (S1).

Krok 4 Pokud !> 1 a|s;|| > ¢| fill, polozime [ = 1 a pfejdeme na krok 3.

265



Krok 5a Polozime a% =lak=1.

Krok 5b Polozime z;1 = z; + als; a vypocteme f; = f(z;). Je-li splnéna nékterd (vybrana) podminka
z (S2), prejdeme na krok 6.

Krok 5¢ Pokud I = 1 a k > k, ukonéime vypocet (predéasné ukonéeni zpiisobené selhdnim Newtonovy
metody). Pokud [ > 1 a k > k, polozime [ = 1 a piejdeme na krok 3. V ostatnich piipadech
ur¢ime délku kroku af“ tak aby platilo @af < af“ < ﬁaéﬂ polozime k := k 41 a pfejdene na
krok 5b.

Krok 6 Uréime novou matici A;41 (napiiklad pomoci kvazinewtonovské aktualizace), polozime i := i+1,
l:=141 a pfejdeme na krok 2.

Véta 158 Necht zobrazeni f : D — R™ vyhovuje predpokladim (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht x; € R",
1 € N, je posloupnost generovand algoritmem 19, kde € = 0 a ¢islo k je dostatecné velké. Pak bud existuje
index i € N takovy, Ze f(xz;) = 0, nebo plati x; — x*, kde f(z*) = 0.

Diikaz Nechf &islo k je zvoleno tak, ze k < log o/ logﬁ, kde o > 0 je &islo urcerné vztahem (437), ve kterém
A = J. Pak nutné libovolnd vybrand podminka z (S2) je splitena pro k < k, takze algoritmus 19 nemuze
skon¢it v kroku 5c. Muze skonéit v kroku 2, pokud f(z;) = 0. V opatném piipadé podle lemmatu 52 a
lemmatu 53 plati x; — z*, kde f(z*) =0. O
11.3 Metody s lokdIn& omezenym krokem

Pii vykladu metod s lokélné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

Li(s) = ||Ais + fill = || fill

pro linedrni funkci, kterd lokdlné aproximuje rozdil || f(x; + s)|| — || f(z:)]| a oznaceni

wi(s) = (Ais + fi) /| fill

pro presnost uréeni smérového vektoru (predpokladdme, ze | f;|| # 0, nebot v opaéném piipadé je bod z;
fesenim soustavy rovnic f(x) =0). Déle budeme pouzivat oznaceni

pi(s) = (IIf (@i + s)|| = [lfi(zi)[[)/ Li(s)
pro podil skute¢ného a predpovédéného poklesu normy zobrazeni f : Dp — R™.

Definice 47 Reknéme, Ze zdikladni metoda pro reSeni soustav nelinedrnich rovnic ;41 = x;+a;S;, 1 € N,
je metodou s lokdlné omezenym krokem, jestliZe:

(1) Smérové vektory s; € R", i € N, se urcuji tak, Ze

[sill < A, (T1a)
[sill < Ai = [|Aisi + fill < @il fill, (T1b)
—Li(si) = al|Asil, (T1c)
kde0<w; <w<lal<o<l1.
(2) Délky kroku o;; > 0, i € N, se urcuji tak, Ze
pi(si) <0=a; =0, (T2a)
pi(si) >0=a; =1 (T2b)

(3) Meze 0 < A; <A, i € N, se urcuji tak, Ze
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pi(si) <p= Blsill < Aipr < Bllsill, (T3a)
pi(si) 2P = A < Ajyy <A, (T3b)
kde0<f<B<1la0<p<1/2
Poznamka 270 Pii vysetfovani metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni
Ny ={ie N:|s] <A},
N ={i € N :p(s;) > 0},
Ny ={i e N:pi(si) = p}.
Jelikoz p > 0, plati N3 C Ns.

Lemma 55 Necht zobrazeni f : Dp — R™ wvyhovuje predpokladum (J1), (J4), (J6). Necht matice A;,
i € N, jsou requldrni a spliuji podminky (A3b)—(A5b) s (429). Nechf xz; € R™, i € N, je posloupnost
generovand metodou s lokdlné omezenym krokem (T1)~(T3) (s 0 < 2p < 1 — X). Pak exzistuje konstanta
¢ > 0 takovd, Ze

llsill > c|lfill Vie N.

Diikaz (a) Necht i € N;. Potom z (T1b) plyne
[Assill = [1F:ll] < 1 Assi + fill <@Ifll,
takze (1 — )| fill < [|Assill < |1 4:llls:]]- Plati tedy
1-w
Jsill 2 22205l
(b) Necht i ¢ Ny a i ¢ N3. Z (Tlc) plyne, ze L;(s;) < 0, takze
Lis)lfill = ([Assi + fil = I£ID N fill = (1Assi + fill* = 1Lfill*)
1
= 2 (fiTAiSi + QSiTAzTAiSi) 22Q,(s:). (441)

Jestlize || f(x; + s:)|| < ||f(x:)||, pak nerovnost p;(s;) < p spolu s (441) dava

S (It sl = 1 I?)

(1f (@i + )l = [ f(@a)]) || f (@)l
pLi(s3) || fill = 2pQi(s:)-

Jestlize || f(x; + s:)|| > || f(«:)||, plati tato nerovnost trividlné. Muzeme tedy psat

F(z; +s;) — F(x:) > 2pQi(s:).-

AVANLY,

Z druhé strany, pouzijeme-li tvrzeni 1 o stfedni hodnoté (pokladdme d; = ps;, kde 0 < u < 1), pfedpoklady
(J1), (J4)—(J6) a (436), muzeme psét

F(z; + s;) — F(x;)

IN

gl'si + |lg(zi + di) — g(z)| ||s4]]
o sit (T +CDlsill?

(1= NhLsi+ (T + G Pllsil)?
(1= NQi(s:) + (T +G Dllsil,

A

IN

AN
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nebot h7s; = fFA;js; < Qi(s;) a podle (293) plati
1 1

lg(wi +d;) — g(z)| < (T° + T P)lldill < (T* + T F)llsill-

Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

25Q,(s:) < (1 = NQi(s:) + (T° + G )llsill,

neboli Y
—(1=A=2p)Qi(ss) < (J~ + G fllsill*
Podminky (T1c) a (Aba) spolu s nerovnosti (441) davaji

1 o g
~Qi(se) = =5 Li(so)llfill = Sl Assill 1 £ill = ZAlsall £l

Dosadime-li tento vztah do pfedchozi nerovnosti, dostaneme

gA

ZEA-A= sl fill < -1 =X =29)Qils0) < (T + T lisill,

neboli AL— A~ 29)
g A(l-X—2

2(J°+Gf)

(c) Necht i = 1. Jestlize ||f1]| = 0, pak jisté [[s1]| > c[|f1]| pro libovolnou konstantu ¢ > 0. Jestlize

I f1]] # 0, dostaneme

s

[k

(d) Necht i ¢ N1, i € N3 ai # 1. Necht k < ¢ je maximélni index, pro ktery soucasné neplati k ¢ Ny,
k € N3 a k # 1. Pouzijeme-li (T3a)—(T3b) a (T1la), muzeme psét

51l =

Isill = Ai = Mgy = min(A, Blskl)) > min (|[sill Bllskll) = Bllskll,
takze podle (T2a)—(T2b) a (a)-(c) plati
Isill = Bllswll = cll fall = ell fill,

kde

o (1@ g AL =X =2p) |5
C—Bmln( T 2(32_‘_@7) 7||f1||>'
O

Véta 159 (globdlni konvergence). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 55. Pak x; — «* a f(z*) = 0.

Diukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze f; — 0. Predpoklddejme, Ze toto tvrzeni neplati. Protoze posloupnost
|l fill, i € N, je podle (T2a)—(T2b) nerostouci, existuje &islo ¢ > 0 takové, ze || f;|| > ¢, Vi € N a podle
lemmatu 55 plati

Is:ll > ce, VieN.

Predpoklddejme nejprve, ze mnozina N3 je nekonecnd. Protoze N3 C Ny, muzeme psit

Ifill = [ fitall £ @)l = [1f (@i + s:)|| = —pLi(si)
pallAisi|| > paAce, Vi€ Ns.

V
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Odtud plyne

oo

Jim (fall = 1 fisall) = Z (Lfll = W i)
2 Z (£l = [ fisall) = Z poAce= o0

1€N3 1€EN3

£l

v

coz déva spor. Piedpoklddejme nyni, Ze mnozina N3 je kone¢nd. Potom (T3a) implikuje A; — 0, coz
dohromady s (T1la) déva ||s;|| — 0. Ale to je ve sporu s nerovnosti ||s;|| > ce Vi € N.

(b) Pouzitim (T1c) dostaneme L;(s;) = ||4;s: + fill — || fill <0, takze
1fill = 1 Aisi + fill = [|Aisall = [1fill-
Tato nerovnost implikuje || 4;s;|| < 2| f:||, takze
Allsill < [[Aisall < 2] f:ll- (442)

Nynf ukézeme, ze Y .=, ||si|]| < co. Je-li mnozina N3 konecnd, existuje index | ¢ N3 takovy, ze i ¢ Ns
Vi > 1. Plati tedy

leszll < ZIISzll + IISzIIZﬁ (=DA+lsfl/(1 = B) < o0.

podle (T3a). Je-li mnozina N3 nekonecnd, muzeme tak jako v (a) psat

1Al > Z(Hfz” — | fi+all) = Z (1fill = 1 fiall)
i€N3
> 70 Y il 2524 Y sl
i€EN3 i€N3

Oznacme N3 = {l1,la,13,...}. Pouzijeme-li (442) a lemma 55, dostaneme
2
sty+1ll < S [l fiy+all < ||fl s — ||81 [

a (T3a) implikuje sy, &l < Bllsi,+x—1ll V2 < k < lj41 — I — 1. Plati tedy

-1 J+1,lj,1

sl = ZII&IHZ s+ > st
=1 k=1
2 +17j7
< (11—1A+;Hsl I+ Z:
< (1 1)A+{1 Q]ZH |
> 1 — = S;
QA 6 1€ N3
N 2 1 ] IAl
< (1 -1A 1+
= G- +{ cAl B] pod

Z nerovnosti Y oo, |lzip1 — 24|l < Yooy |Isill < oo plyne, ze posloupnost z;, i € N, spliuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku, takze x; — z*, coz spolu s f; — 0 ddva f(z*) = 0. O
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Véta 160 (superlinedrni konvergence). Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s
lokdlneé omezenym krokem (T1)-(T3) takovd, Ze x; — x*, kde f(x*) = 0 a matice J(x*) je reguldrni.
Necht

lim w; =0 (443)
11— 00
a
lim I1CA: = Ji)si| =0. (444)
imoolsi]

Pak posloupnost x;, i € N, konverguje Q-superlinedrné k bodu z* € R™.
Ditkaz (a) Necht 0 < J < [[J71(z*)|| 7! < [|J(2*)| < J. Ukazeme, Ze existuje index k; € N takovy, ze

—Li(si) > aJ||sq|

1
1502 2l
pokud ¢ > k1. Oznacme 9; = (A; — J;)s;/]|s:||. Pak plati

| Aisill = | Jisi + Oillsallll > 1 Jasall — [[9all|lsq |

a jelikoz [|U;] — 0, J; — J(x*) a J < ||[J-Y(z*)|| 7!, existuje index k1 € N takovy, ze || A;si|| > J|lsil],
pokud ¢ > k;. Pouzijeme-li (T'lc), muzeme psat

—L;(s;) =2 al|Aisill = ad|[si-
7 definice L;(s;) a z (T1c) plyne
0> Li(si) = | Aisi + fill = [l fill,
neboli
[[Aisill = I falll < [|Aisi + fill < || fill,

takze ||A;s;i|| < 2||f:ill, coz spolu s nerovnosti || A;s;|| > J||s:|| dava || fi]| > (J/2)||s:l], pokud @ > k.

(b) Ukézeme, zZe existuje index ko > kq takovy, ze i € N3, pokud i > ky. Pouzijeme-li dva ¢leny Taylorova
rozvoje, dostaneme

f(@i+si) = f(zi) + Jisi + o([[si]) = f(z:) + Aisi — (Ai — Ji) i+ o((|si])

takze
pi(si) = [f (@)l = [1f(2i + si)| > —Li(si) = 194l llsall + oCllsill) >
—Li(s;) —Li(s;)
o Wl +ollsl)
ad||sil

nebot ||9;]| — 0. Jelikoz p < 1, existuje index ko > ki takovy, Ze p;(s;) > p, pokud i > k.

(c) Ukdzeme, ze existuje index k > ko takovy, ze ¢ € N7, pokud ¢ > k. Poznamenejme nejprve, Ze mnozina
N1 C N je nekoneénd. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ||s;|| > A; > Ay, Vi > ko, nebot z (b)
plyne i € N3 Vi > ko. To je vsak spor, nebot podle (a) plati ||s;|| < 2|f:ll/J, takze ||f;|| — 0 implikuje
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Is;|l = 0. Omezme se nyni pouze na indexy i > ko, i € Ny a oznaéme w; = (A;s; + fi)/||s:||. Podle (443),
(444) a (T1b) plati [|w;|| — 0 a ||9;]| — 0, takze stejnym zpuisobem jako v dikazu véty 157 (s w = 0) se da
ukazat, ze existuje index ks > ko, k3 € Ny takovy, ze

1fll/T < llsill < MIfall /L
Vi > k3, i € N1. Pouzijeme-li dva ¢leny Taylorova rozvoje, muzeme psat

fir1 = f(zi + 8i) = fi + Jisi + o([|s4]),
nebot i € N3 C Ny. Oznacéme

N — firr — fi — Aisi _ fivi = fi—Jisi (A = Ji)si

£l 13l Ifll

takze

[l 1
+o(l) < <

1fill J

Pak z [|¢;|| — 0 plyne ||A;|| = 0 a jelikoz zdroven |lw;|| — 0, existuje index k > k3, k € Ny takovy, ze

INill < (J/J)/2 a ljwi|| < (J/J)/2 Vi >k, i € N1. Muzeme tedy psat

il = (194l

9] 4+ o(1).

IN

lIsitl (I firr = fi = Aisill + | Aisi + fill) <

[~

1
z||fi+1\| <

<

1 1
(I + Bl sl < (5 + 5 ) sl = Nl

I~

Jelikoz i € N3 podle (b), plati A; 1 > Ay, coz dava ||s;p1|| < [|si]] < A; < Ayjyq, takze i+ 1 € Np. Indukef
dostaneme i € Ny Vi > k.

(d) Superlinedrni konvergence. Plati

[fivall  [fiva = fi = Aisill + [[Aisi + g

< g PVl
1/l £l 2 o
coz spolu s || A;|| = 0 a |lw;]| — 0 dava
lim i1 — i«”*H < Tl fenll _
imoo |z — 2| T L | fill

11.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda pouziva matice 4, = J(z;), ¢ € N, takze ¥; = (A; — Ji)si/||si]| = 0,7 € N, a z
(J4a)—(J5a) plyne platnost podminek (Ada)—(Aba).

Véta 161 Necht jsou splnény podminky (J1), (J4), (J5a) a (J6). Pak Newtonova metoda realizovand
bud’ jako metoda spddovych sméri nebo jako metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentnd.
Plati-li x; — x* a ||w;]| = 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrni.

Dikaz Globalni konvergence plyne bezprostifedné z véty 156 a véty 159. Superlinearni konvergence plyne
bezprostiedné z véty 157 a véty 160, nebot ¥; =0 Vi € N. a
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Poznamka 271 Newtonova metoda pro feSeni soustav nelinearnich rovnic muze byt realizovana jako
globalné konvergentni metoda spadovych sméru, coz neni mozné v pripadé Newtonovy metody pro mini-
malizaci bez omezujicich podminek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zadany analyticky, muzeme pouzivat diferen¢ni verze Newtonovy metody.
V tom piipadé je vsak tfeba odhadnout nepiesnosti, které vznikaji pii diferen¢ni aproximaci Jacobiovych
matic.

Lemma 56 Necht je spinén predpoklad (J6) a necht
f(x +de;) — f(x)

pro1 < j<n, kdee;j, 1 <j<mn, jsou sloupce jednotkové matice radu n. Pak plati
1—
1A= J(@)]l < 5GVnd.
Dukaz Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, dostaneme
1
flx +de;) = f(z) + J(x)de; —|—/ (J(x + 1oej) — J(x))de;dr,
0
takze
flx+de;) — f(x !
4= syl = |HEEDID iagey| < L [0+ 7ies) = ta)sesar
1= 1—
< —G&?%|ei||* = =G6.
< GBe|* = G
Necht s € R™ je libovolny vektor s jednotkovou normou. Pak plati
n n 17 n
(A= T@)sl = |D (A= J(@))esefs| <D lefslll(A = T(@))eyll < 5052 lej 5]
j=1 j=1 j=1
1~ 1~
< GVnds| = 5Gvnd
a jelikoz
4= I = ma (A~ T@)s]|
dostaneme tvrzeni lemmatu. O
Véta 162 Necht jsou splnény predpoklady (J5a) a (J6). Je-li matice A uréena podle vzorce (445), kde

(1-)]
Gy/n

a0<w<1, plati |A— J(z)|] <9I, kde 9 < (1/2)(1 —©)J. Navic

kde & = (Jo +9)/(J —9J) < 1.

Diikaz Podle lemmatu 56 lze polozit ¥ = G/nd /2, takze nerovnost 7 < (1/2)(1 —@).J je splnéna, plati-li

0 < (1-w)J/(Gy/n). Zbytek tvrzeni plyne z lemmatu 54 O

0 <

|As + f|| <@ implikuge || Js + f|| < @,

Poznamka 272 Véta 162 ukazuje, zZe lze zvolit diferenci § > 0 tak, aby matice uréend podle vztahu (445)
spliiovala podminku pro globalni konvergenci metody spadovych smért i metody s lokadlné omezenym
krokem. Je vidét, ze diferenci ¢ je tfeba zvolit tim mensi, ¢im mens{ je ¢islo J v (J5a) a ¢im vétsi je ¢islo
G v (J6).
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11.5 Kvazinewtonovské metody

Definice 48 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro Fesent systémi nelinedrnich rovnic (definice 44) je kvazi-
newtonovskou metodou, jestliZe

Aisi + fi =0, (446)
kde A;, i € N, jsou reguldrni matice konstruované podle rekurentniho vztahu
Ai+1 = Az + ’U,Z‘"UiT, (447)
kde u; € R™, v; € R™, a vyhovujict podmince
Aiprd; = i, (448)
kde yi = fiy1 — fi, di = Tit1 — ;.

Poznamka 273 V tomto oddilu se budeme zabyvat pouze piresnymi kvazinewtonovskymi metodami
(podminka (446)), takze (A;s; + fi)/llfill = 0 Vi € N. Neplati viak (A; — J;)s;/||lsill = 0 Vi € N
(matice A; se mohou od matic J; dosti lisit).

Véta 163 Necht A, = A+wv? a Ad # y. Pak A, d =y prdvé tehdy, jestlizev'd # 0 au = (y— Ad)/vTd,
takze
(y — Ad)vT

A=A
+ + vTd

(449)
Jestlize Ad =y staci polozit u=v = 0, takie Ay = A.

Diikaz Z podminky A, d =y dostaneme A, d = Ad+uv’d = y. Jestlize Ad = y, staci polozit u = v = 0,
takze Ay = A. Jestlize Ad # y, musi platit vI'd # 0 a u = (y — Ad)/vTd. O

Poznamka 274 Polozime-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

— Ad)d"
Polozime-li v = ATy, dostaneme Broydenovu $patnou metodu
— Ad)yT A
A=A+ (nyA)j. (451)
Necht
efd = max el d.
1<i<n
Polozime-li v = ey, dostaneme piimou metodu aktualizace sloupct
A, = A+ M 4592
+

eld ’
kterd aktualizuje vzdy pouze jeden sloupec matice A.

Véta 164 Necht A je requldrni matice a necht plati (449). Pak matice Ay je requldrni prdvé tehdy, jestlize
vl A=y £ 0.
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Diikaz Necht A, = A + uv?. Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce (poznamka 84) plati{
A tupT A1
1+0vTA '

takze A, je reguldrni pravé tehdy, kdyz 1+vT A=1u # 0. Dosadime-li do této nerovnosti u = (y—Ad)/v7d,
dostaneme

Al =A1 (453)

T A1 T T A-1
T 1 v ATy —vtd vt ATy
1+v A " u=1+ Ty = Tq

takze A, je regularni pravé tehdy, jestlize v A=y # 0. O

Pozndmka 275 Véta 164 opodstatiiuje pouziti Broydenovy Spatné metody. Jestlize y # 0 a matice A je
regularni, pak volba v = ATy davd vT A~y = yT AA "y = yTy = ||y||* # 0.

Véta 165 (Aktualizace matice S = A~Y). Necht jsou splnény predpoklady véty 164. Necht S = A~ a
Sy = A_T_l, kde A, je matice uréend podle aktualizace (449) s vI A=Yy # 0. Pak plati

(d — Sy)vT S
Sy =84 —777— 454
+ + ’UTSy ) ( )
neboli ( Sy)T
d— Sy)z
Sy =84 -—"7"— 455
+ + ZTy ) ( )
kde z = STv.
Dukaz Podle (453) plati
SuvT'S (d — Sy)vTS
Sy =85- =S+ ———7-—
t 5 A R
kde § je zatim neznamé ¢islo. Z rovnice S;y = d vSak plyne
vT Sy
Syy=>5 d— Sy) =d.
+y =5y + S Y)
takze nutné § = vT Sy/vTd. O
Poznamka 276 Polozime-li v = d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu
(d— Sy)d*S
Sy =84 —F+F—. 456
+ =5+ a5, (456)
Polozime-li v = (S~1)Ty, neboli z = y, dostaneme Broydenovu $patnou metodu
(d— Sy)y"
Sy =8+ —7"7—. 457
+ yTy ( )
Necht
T = T
ey = max cfv
Polozime-li STv = ey, neboli z = e;,, dostaneme inverzni metodu aktualizace sloupcii
d—=S
S, =S+ (Tiy)e’“ (458)
e,y
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Poznamka 277 (Dualita). Vztah (454) dostaneme ze vztahu (449) zdménou d — y, y — d, A — S.
Dobr4 a $patna Broydenova metoda jsou vzajemné dudlni. Podobné piima a inverzni metoda aktualizace
sloupct jsou vzdjemné dudlni.

Poznamka 278 Prakticky pouzitelna je pouze dobra Broydenova metoda a piimd metoda aktualizace
sloupci. Metody k nim dudlni (Spatnd Broydenova metoda a inverzni metoda aktualizace sloupct) jsou
méné efektivni.

Poznamka 279 Kvazinewtonovské metody lze také odvozovat pomoci minimaliza¢nich principu. Podle
véty 147 pro dobrou Broydenovu metodu plati

| Ay — Al = min | A— Af 5.
Ad=y

Podobné pro $patnou Broydenovu metodu plati

1S+ = S|lr = min [|S — S|/r.
Sy=d

Kvazinewtonovské metody spliuji kvazinewtonovskou podminku podobné jako metody s proménnou metri-
kou (stac¢i porovnat (448) a (104)). Metody s proménnou metrikou s presnym vybérem délky kroku
nalezenou minimum ryze konvezni kvadratické funkce Q(z) po koneéném poctu kroku. Ukézeme, Zze
kvazinewtonovské metody s jednotkovym vybérem délky kroku (a; = 1, @ € N) naleznou fesen{ soustavy
linearnich rovnic

J(x—2")=0 (459)

s reguldrni matici J* také po kone¢ném poctu krokt. Pti dukazu tohoto tvrzeni budeme pouzivat vyjadient

Ti41 = Ty — Sifi (460)

(di — Siyi)z]
2y
Vi € N, kde S; jsou reguldrni matice, f; # 0 a zly; # 0 Vi € N (zde z; = ST v;).

S¢+1 =5+ (461)

Lemma 57 Uvazujme iteracni proces (460), (461) aplikovany na soustavu linedrnich rovnic (459) s
requldrni matici. Pak pro libovolny index i € N a pro libovolngj exponent k > 0 je vektor (J*S; 1)* fi1
linedrni kombinaci vektori (I — J*S;)(J*S;) fi, 0 < j < k.

Diikaz (indukci). Piedpoklddejme, ze pro né&jaky exponent k > 0 je vektor (J*S;y1)* fir1 linedrni kom-
binac{ vektort (I — J*S;)(J*S;) fi, 0 < j < k. Plat{ to zcela jisté pro k = 0, nebot z (459) a (460)
plyne

Yi = fix1 — fi=J"di = =J"Sifi, (462)

takze

(J*Si41) fisr = firr = fi+yi = fi = J*Sifs = (I = J*S:)(J*S)° fi-
Pouzijeme-li (461) a (462), dostaneme

T T

T Siv1 = TS + (Jodi — J*Sigp) —a— = J*S; — (I — J*Si)J* S, fi—i—.
2 Yi Zi Yi

Jelikoz vektor (J*S;;1)* fiy1 je linedrni kombinaci vektort (I —.J*S;)(J*S;)7 f;, 0 < j < k a jelikoz matice
J*S; a (I —J*S;) komutuji, je vektor (J*S;4 1)1 fii1 = J*Siv1(J*Sit1)" fir1 linedrni kombinaci vektort
(I—T*S)(J*Si) i, 0 < j < k+1. O
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Lemma 58 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 57 a necht i € N je index takovy, Ze vektor fii1
neni ndsobkem vektoru f;. Pak vektory (J*Si_21+2)kfi_21+2, 0 <k <, jsou linedrné nezdvislé pro kazdé
¢islol € N takové, Ze 21 < i+ 1.

Diikaz (indukei). Piedpokladejme, ze vektory (J*S;_o112)* fi_ai42, 0 < k <1, jsou linedrné nezavislé pro
néjaké ¢islo | € N takové, ze 21 < i — 1. Plati to zcela jisté pro [ = 1, nebot podle (462) dostaneme

(J*S)°f; = fi
(J*Si)lfi = —yi=fi— fit1

a tyto vektory jsou linedrné nezavislé, nebot vektor f;;1 neni nasobkem vektoru f;.

(a) Podle lemmatu 57 je vektor (J*S;_2142)* fi_2112 linedrni kombinaci vektort (1—J*S;_o111)(J*Si_2141)’
fi—2141, 0 < j < k. Jelikoz [ 4 1 linedrné nezavislych vektoriu (J*Si,gHg)kfi,gHg, 0 < k <, vyjadiujeme
pomoci | + 1 vektort (I — J*S;_2111)(J*Si—2141)* fi—2111, 0 < k < I, musi byt tyto vektory také linedrné
nezavislé. Odtud bezprostiedné plyne, ze i vektory (J*Si_21+1)kfi_21+1, 0 < k <[, jsou linearné nezavislé.
(b) Pouzijeme-li (462), dostaneme

Yieor = —J Si—arfi—ar # 0.

Uké4zeme, Ze vektor 1;_o; neni linedrni kombinaci vektort (J*S;_o141)*fi_2111, 0 < k < I. Pouzijeme-li
kvazinewtonovskou podminku

Si—or1Yi—o = di—or = (J*) Myi_ar,

muzeme psat

(I — J*Si_21+1)yi_2[ =0. (463)

Piedpokladejme, Ze vektor y;_o je linedrni kombinaci vektortt (J*S;_o111)%fi_oi41, 0 < k < I. Pak
odpovidajici linedrni kombinace vektort (I — J*S; o141)(J*Si—2141)F fi—2141, 0 < k < I, by musela byt
nulovd (viz (463), coz je spor s linedrni nezdvislosti téchto vektoru (viz (a)).

(c) Podle lemmatu 57 je vektor (J*S;_o141)* fi 2141, linedrni kombinaci vektorii (I — J*S;_o;)(J*S;_2)7
fizo1, 0 < j <k, a tedy i linearni kombinaci vektori (J*S;_ o) fi_21, 0 < j < k + 1. Navic vektor y;_o

lze vyjadrit ve tvaru y;—op = —J*S;—o1 fi—ar, (viz (y)). Jelikoz [ + 2 linedrné nezdvislych vektoru y;_o; a
(J*Si—2141)* fi_ar11, 0 < k <1 (viz (b)) vyjadiujeme pomoci [ + 2 vektorti (J*S; o) f; o1, 0 <k <141,
musi byt tyto vektory také linedrné nezavislé. O

Véta 166 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 57. Pak existuje index 1 < i < 2n — 1 takovy, Ze
fita =0, takze bod x;49 € R™ je TeSenim soustavy linedrnich rovnic (459).

Dikaz Predpokladejme, ze pro ¢ = 2n — 1 neni vektor f;;1 nasobkem vektoru f;. Pak podle lemmatu 58
jsou vektory (J*Son_2141)" fon—2141, 0 < k < I, linedrné nezévislé pro kazdé ¢islo I € N takové, 7ze | < n.
Pro [ = n je téchto vektoru n+1, coz je ve sporu s tim, ze maji dimenzi n. Existuje tedy index 1 < i < 2n—1
takovy, ze vektor f;y1 je ndsobkem vektoru f;, neboli

firr = Nilfirn = fi) = A
Podle (461) a (462) pak plati

Jive = fix1 Y yiv1 = fixr — " Siqr fivr = Ni(yi — " Sipayi) = Ni(yi — J"di) = Ni(yi —yi) = 0,

takze bod x;12 € R™ je feSenim soustavy linedrnich rovnic (459). O
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Nevyhodou kvazinewtonovskych metod realizovanych standardnim zptsobem (definice 46 a definice 47)
je to, ze neni zarucena jejich globéln{ konvergence (matice A;, i € N, mohou byt obecné Spatnymi aproxi-
macemi Jacobiovych matic J;, i € N). Proto je tieba tyto metody kombinovat s diferenén{ verzi Newtonovy
metody. Kvazinewtonovské metody spadovych smért se obvykle realizuji tak, ze se poklada A; = J; a
kdykoliv nelze splnit podminku (S2a) (nebo (S2b), nebo (S2c)), iteraéni proces se prerusi a polozi se
Aiy1 = Jip1 (algoritmus 19). Kvazinewtonovské metody s lokdlné omezenym krokem se obvykle realizujf
tak, ze se pokladd A; = J; a v pifpadé (T3a), se polozi A; 1 = J;+1 zatimco v pifpadé (T3b) se matice
A; 11 aktualizuje podle (449). Tyto upravy majf své opodstatnéni, nebot plati tvrzeni, které je specidlnim
pfipadem vét 182 a 183.

Tvrzeni 8 Necht z* € R" je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(z*) je reguldrni. Pak evistuji ¢isla §>0
a9 > 0 takovd, Ze pokud ||z1—z*|| < 0 a||A1—J1|| <V, posloupnost x;, i € N, uréend dobrou Broydenovou
metodou (450) s jednotkovym vybérem délky kroku (c; = 1, i € N), konverguje Q-superlinedrné k bodu
T* e R".

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic: MNDER
— Newtonova metoda s Jacobiovou matici pocitanou analyticky, MNDIF — Newtonova metoda s Jaco-
biovou matici po¢itanou numericky, QNDER — Broydenova dobrd metoda s Jacobiovou matici poéitanou
analyticky, QNDIF — Broydenova dobra metoda s Jacobiovou matici po¢itanou numericky; pii FeSeni
62 testovacich rovnic s 100 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV
a Jacobiovych matic NFJ, jakoz i pocet selhdn{ F a celkovy ¢as vypoctu). Tyto metody byly realizovany
jako metody s lokdlné omezenym krokem. Newtonova metoda pouzivd LU rozklad a Broydenova dobra
metoda pouzivé aktualizaci QR rozkladu.

Metoda NIT NFV NFJ F cas
NMDER | 1133 1334 1333 1 1.53
NMDIF | 1034 104543 0 1 824
QMDER | 1901 2205 225 0 242
QNDIF 1636 19343 0 0 3.07

11.6  Nemonotonni kvazinewtonovské metody

Matice A;, i € N, generované kvazinewtonovkymi metodami obecné nespliuji podminky (A3b)—(A5b) s
(429). V dusledku toho nemusi byt smérové vektory s;, i € N, spaddové pro funkci ||f|| (v bodech z;,
i € N). S druhé strany funkce || f|| neni optimdlni i¢elovou funkci pro feseni soustav nelinedrnich rovnic
(pfi nepodminéné minimalizaci, kterd je v jistém smyslu ekvivalentni feSeni soustavy nelinedrnich rovnic
g(x) = 0, nevyzadujeme monotonni snizovdni normy gradientu). Proto je logické nahradit monotonn{
kritéria (S2a)—(S2c) slabsfmi nemonotonnimi kriterii. Napiiklad podminku (S2c) lze nahradit podminkou

[ fisall = 1fill < —p(1 —@)eill fill + i, (S2d)
i € N, kde
> ni=7< o0, (464)
i=1
Lemma 59 (Konzistence) Vyhovuje-li zobrazeni f : R"™ — R" predpokladu (J3), je podminka (52d)
splnéna, pokud a; < ;i /(J||s:|| + p(1 = @)| fill)-
Dikaz Podle (J3) plati
il = Il < [ firll = NFilll S W fir = fill = [1f (@i + cisi) — f(@)ll < Tevl|sill,

takze podminka (S2e) je splnéna pokud Jo||s;|| < —p(1 — @)y || fill + 15, coz dava tvrzenf lemmatu. O
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Definice 49 Nemonotonni metodou spddovych sméri nazveme metodu spadovgch sméri (definice 46), kde
podminka (S2c) je nahrazena podminkou (S2d), pricemz A; = J; am; =0 proi € M. Pritom M C N,
matice A;, i € N, jsou reguldrni a ¢islan; >0, i € N, spliugi podminku (464).

Véta 167 Necht zobrazeni f : D — R"™ vyhovuje predpokladium (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht z; € R",
i € N, je posloupnost generovand nemonotonni metodou spddovych sméri (definice 49), kde mnoZina
M C N je nekonecnd. Pak f(z;) — 0.

Dukaz (a) Ukézeme nejprve, ze liminf;_, o || f(x;)]| = 0. Pfedpoklddejme naopak, ze existuje ¢islo € > 0
takové, ze || f(z;)|| > e Vi € N. Necht Ny = {i € N\M : || fira|[ > [ fill}, N2 = {i € N\M : || firall < | fill}
a K ={1,...,k}. Pak podle (S2c) a (464) dostaneme

k
||f1||+Z(Hfi+1H = f:l) <Ml fall = Z p(L =Wl fill + Z i

i=1 iEMNK 1EN1NK

IAl+7 = Y. p(=@)alfill < Al +7 - kip(l - D)ae,
iEMNK

| fagll

IN

kde k1 je pocet prvka mnoziny M N K, nebot podle lemmatu 52 plati o; > «, i € M, a podle predpokladu
je ||fill > g, i € N. JelikoZz mnozina M je nekonecnd, muzeme k € N volit tak, ze

If1ll +7
p(l—w)ae’

k1 >

Pak ale || fe1 |l < [l +71 = k1p(1 = @)ae < |[fill +7 = ([ f1ll +7) = 0, coz je spor, nebof norma je vzdy
nezaporna.

(b) Ukdzeme nyni, ze limsup,_, . || f(x;)|| = 0. Necht naopak 0 < £ < € < limsup,_,, || fi||. Podle (464)
existuje index k € N takovy ze

Z N <€—¢g.

i=k

Jelikoz podle (a) plati 0 = liminf; . [|fi|| < € a jelikoz pfedpokladdme, ze & < limsup,_, ., || fil|, existuji
indexy ko > k1 > k takové, ze || fi,|| < & a || fr,|| = E. Podle (S2c) vsak plati

kz o0
Wil <1l + S m<e+Y m<et(E-e) =7

i=ky i=k
coz je ve sporu s predpokladem, Ze || fi,|| > €. O

Poznamka 280 V piedpokladech véty 167 je podstatné, ze mnozina M je nekoneéna. Tuto podminku
splituji napifklad metody popsané v oddilech 12.1 a 12.6. Na matice A;, i € N\ M, nejsou kladeny zddné
pozadavky (kromé regularity, kterd zarucuje splnéni podminky (S1)).

Poznamka 281 Véta 167 zarucuje, ze || f;|| — 0. Posloupnost z;, i € N, vSak nemusi konvergovat. Pokud
m4 tato posloupnost hromadny bod z* € R™, plati f(z*) = 0.

Nyni se budeme zabyvat nemonotonnimi metodami spaddovych sméri, kde mnozina M je urcena

predpisem
M={leN:I=(—-1m+1, jeN}, (465)

a kde matice A;, i € M, spliuji slaby princip omezeného znehodnoceni
[4i = Jill < e1l|Aimy = Jicall + callzi — x| (466)

(c1 > 0 a ¢y > 0 jsou konstanty nezévislé na indexu i ¢ M).
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Lemma 60 Necht zobrazeni f : D — R™ vyhovuje predpokladim (J1), (J4), (J5a) a (J6). Necht xz; € R",
i € N, je posloupnost generovand nemonotonni metodou spddovych smeéri (definice 49), pro kterou plati
(465) a (466). Pak

i—00 i—00

Dukaz Necht i =14+ k—1,kdel € M a1 <k <m. Dokazeme indukci, Ze pro libovolny index 1 < k <m
plati
lim ||Al+k—1 — Jl+k—1|| = 0, lim ||xl+k - xl-‘,—k—l” =0. (467)
l—o0 l—o00

Pro k =1 je ||A; — Ji|]| = 0, takze plati (A3a) s ¥ = 0 a (Aba) s A = J. Muzeme tedy pouzit nerovnost
(435), podle které
1+w

Iy
(nebot 0 < oy < 1), coz spolu s || fi]| = 0 (véta 167) davd ||x;41 — ;|| — 0. Predpoklddejme nyni, ze (467)
plati pro néjaky index 1 < k < m (dokdzali jsme to pro k = 1). Pouzijeme-li (466) dostaneme

2141 — 2| = lleusi]] < [lsif] <

im [ Ay, = Jiell < e im [[Agp—1 = il + c2 lim (|26 — 24p-1]] = 0.
l—00 l—o0 l—o0

To znamend, ze pro dostateéné velky index [ € M splituje matice A;1x podminku (A3a) s (428) a (Aba).
Muzeme tedy pouzit (435), takze z || fi+r| — O plyne ||zi4x+1—Zi+x|| — 0. Tim je indukéni krok dokoncen.
Zvolme libovolné ¢islo € > 0. Z (467) plyne existence ¢isel n, € N, 1 < k < m, takovych, Ze pro | > ny
platf ||A4r—1 — Jivk—1l] < € a ||zi3k — Ti1x—1|| < &. Polozme n = max(ny,...,ny). Pak pro i > n plati
|A; — Ji|| < e a||zi41 — ]| < € a jelikoz &islo € bylo zvoleno libovolné, dostaneme tvrzeni lemmatu. O

Veéta 168 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 60. Necht posloupnost x;, © € N, md hromadny bod
x* € D, kde Jacobiova matice J(x*) je reguldrni. Pak x; — z* a f(a*) = 0. Jestlife navic (A;s; +
f)/Nfill = 0 a a; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmince (S2d), pak x; — x* Q-superlinedrné.

Ditkaz (a) Necht J < (1/2)||J 1(z*)||~!. Jelikoz ptedpoklddéme, ze z* € D a f € C' na D, zdviseji v
okoli bodu z* koeficienty a tudiz i singuldrni ¢isla Jacobiovy matice spojité na z, takze existuje ¢islo 6 > 0
takové, ze J(x)d > J||d|| Yo € B(z*,). Necht 0 < e < a P(z*,¢6,0) = {z € R" : ¢ < ||z — z*|| < d}.
Pak podle véty 155 P(z*,¢,0) neobsahuje zadné feseni soustavy nelinedrnich rovnic f(x) = 0 a tudiz ani
zaddny hromadny bod posloupnosti z;, i € N. Existuje tedy index k1 € N takovy, ze z; ¢ P(z*,¢,9),
pokud i > k;i. Jelikoz z; — ¥, existuje index ko > ki takovy, zZe ||x; — z*|| < €, pokud i > ko a
jelikoz ||z;41 — z4|| — 0, existuje index k > ko takovy, ze ||z;41 — 24| < § — €, pokud ¢ > k. Pak ale
lzirr—2*| < ||wi—a*||+]|wiv1—2s]| < 6, pokud i > k, a jelikoz x;41 & P(x*,¢€,6), musi byt ||z;41—2*| < e,
pokud ¢ > k. Postupujeme-li takto déle, dostaneme ||z; —x*|| < & Vi > k a jelikoz ¢islo € > 0 bylo vybrano
libovolné, plati x; — x*.

(b) Podle lemmatu 60 plati (A; — J;)s;/||si]| — 0. Jestlize navic (4;s; + fi)/|lfil = 0, jsou splnény
predpoklady veéty 157, takze x; — x* Q-superlinearné. O

Na zaver ukazeme, ze kvazinewtonovské metody vétsinou spliuji slaby princip omezeného znehodno-
ceni, takze pro né plati véta 168.

Véta 169 Necht zobrazend f : R™ — R™ spliuje podminku (J6) a necht

Yi — Aidi)UZ‘T

(
Aip1 = A + Ta (468)

kde di = xip1 — x4, yi = firr — fi a o] di| > A|vill||di]]. Pak
[Ait1 = Jisall < erllAi = Jill + ealldi].

kdeci =1+1/y aco=G(1+1/7).
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Dikaz Pouzijeme-li (468), dostaneme

(A; — J;)dvl n (yi — Jidi)v]

Aipn—Jdipn = Ai—Ji+Ji— Jig1 — oTd, oTd,
= J;—J; A, —JI) I — L L
1t ) < ’Ul-le> vld;

Podle véty o stfedni hodnoté (tvrzeni 5) a (J6) plati

1 1
|M@M|\/Xﬂm+maﬂMﬂ@Wg/nﬂm+MaﬂmwmwA
0 0

1
_ 1_ _
< [ Gl = STlaIE < Tl
0
Muzeme tedy psét
= Idallllvill \ =, Mdell vl
A1 — J; < d|ds A= Ji| (1 G||d;
isr = Jisall < Gl -+ 4=l (1+ 1) g L
1 — 1
< A+ A= T+ G+ o)lldil],
b b
coz dokazuje tvrzeni véty. O

11.7 Sdruzené kvazinewtonovské metody

Newtonova metoda, ktera pouziva prvni derivace zobrazeni f : R™ — R™, konverguje velmi rychle, ale
spottebuje v kazdém itera¢nim kroku O(n?) aritmetickych operaci (na Feeni soustavy rovnic Js+ f = 0).
Kvazinewtonovské metody, které nepouzivaji prvni derivace, konverguji pomaleji, ale spotiebuji v kazdém
itera¢nim kroku pouze O(n?) aritmetickych operaci (pouzivame-li aktualizace popsané v oddilu 11.8).
Proto je rozumné vyvijet metody, které pro urychleni konvergence pouzivaji prvni derivace zobrazeni f,
ale spotfebuji v kazdém iteraénim kroku pouze O(n?) aritmetickych operaci. Tyto metody pracuji s vektory
Jid a JIU, které lze urcit bud ze znalosti Jacobiovy matice J;, nebo pomoci automatického derivovani
popsaného v oddilu 14 (vektor J,d lze také ur¢it pomoci numerického derivovani).

Pozniamka 282 Nahradime-li v aktualizaci (450) vektor y vektorem Jd, dostaneme

(A — J.)dd™
A, = A 27000
+ dTd

Pak plati Ayd = Jid. Tento piistup neni pfili§ vyznamny, nebot vektor y je obvykle dobrou aproximaci
vektoru J,d a neni proto nutné pocitat prvni derivace.

Poznamka 283 Polozime-li .
A fTA= )
e
plati fTA, = fTJ;, takze vektor AL f, se rovnd gradientu funkce F = (1/2)| f||* v bodé z;. To m4
velky vyznam, nebot fesime-li soustavu rovnic A, s, + fi = 0 pfesné, plati

9isy = f1Jpsy = flAysy = —f1f1 <0,

takze smérovy vektor s, je spadovy pro funkci F = (1/2)||f||* v bodé x .

A+:A

Metody tohoto typu nazyvame sdruzenymi kvazinewtonovskymi metodami. Obecny tvar sdruzenych
kvazinewtonovskych metod je definovan takto.
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Definice 50 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro fesent systémai nelinedrnich rovnic (definice 44) je sdruze-

nou kvazinewtonovskou metodou, jestlize
Aisi + fi =0,

kde A;, i € N, jsou reguldrni matice konstruované podle rekurentniho vztahu

wiwl (A — Jig)

T )
w; wy

Aip1 = A — (469)

kde w; € R™ je vektor takovy, Ze wlw; # 0.
Poznamka 284 Polozime-li .
(A= J)dfIA= )

AL =A— )
* (A= J)d

plati soutasné A d = Jyda fTA; = fLJ,.

Metody tohoto typu nazyvame oboustrannymi kvazinewtonovskymi metodami. Obecny tvar obou-
strannych kvazinewtonovskych metod je definovan takto.

Definice 51 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro teseni systémi nelinedrnich rovnic (definice 44) je obou-
strannou kvazinewtonovskou metodou, jestliZe

Aisi+ [i =0,
kde A;, i € N, jsou reguldrni matice konstruované podle rekurentniho vztahu

(Ai = Jiy1)diw! (A; — Jiy1)

Ai = Az - )
H wl(A; — Jip1)d;

(470)

kde w; € R" je vektor takovy, ze wl (A; — Jit1)d; # 0.

Oboustranné kvazinewtonovské metody maji dualezitou vlastnost linedrniho ukonceni (naleznou feseni
soustavy linedrnich rovnic po nejvyse n + 1 krocich).

Véta 170 (Linedrni ukonceni) Necht x;, i € N, je posloupnost generovand oboustrannou kvazinewtonov-
skou metodou s jednotkovgm vybérem délky kroku (d; = s;, i € N) aplikovanou na soustavu linedrnich
rovnic J(x — x*) = 0 s reguldrni matici J. Necht f; = J(z; —2*) #0, 1 < i < n+ 1. Pak frio =
J(Xpto —2*) =0 a zpyo = x*.

Dikaz Piedpokladejme, ze f; # 0, 1 < i <n+ 1. Dokazeme indukci, ze pro 1 < i < n neni vektor d; # 0
linedrni kombinaci vektorti d;, 1 < j <4, aze pro 1 < j <i <n+1 plati

(Ai — J)d; =0, (471)
w) (A; = J) =0. (472)

Necht ¢ = 1. Jelikoz Aid; = Ai1s1 = —f1, f1 # 0 a matice Ay je reguldrni, plati d; # 0 a déle neni co
dokazovat. Indukéni krok:

(a) Necht 1 < i < n. Jelikoz A;d; = A;s; = —fi, fi # 0 a matice A; je reguldrni, plati d; # 0. Jelikoz
fir1=J(@i+di —2%) = fi+ Jd; #0,

musi platit
(Ai = J)di = Aisi + fi = Jdi — fi = —(fi + Jdi) # 0,

takze vektor d; nemuze byt linedrni kombinaci vektort dj;, 1 < j < 4, pro které plati (471).
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(b) Pouzijeme-li (470), muzeme psét

2

A —J=A;—J— (473)

Z (471) a (473) plyne, ze (A;41 — J)d;j = 0 pro 1 < j < i. Déle plati
(Aipr = J)d; = (A — J)d; — (A — J)d; = 0,
takze (Aj41 — J)d; =0prol <j <i.
(c) Z (472) a (473) plyne, ze w] (Aj41 — J) = 0 pro 1 < j < i. Déle plati
wi (A1 = J)) = wi (Ai = J) —w] (A = J) =0,

takze (A;41 — J)d; =0prol <j <i.

Tim je indukéni krok dokoncen. Jelikoz vektory d;, 1 < i < n, jsou linedrné nezdvislé a podle (471) plati

(Ajy1 — J)d; =0, 1 <4 < n, muzeme psit A;1 = J a tudiz

f(@ige) = J(@ive — %) = J(xit1 + div1 — 27) = fig1 + Jdiv1 = fiy1 + Aip18i41 =0

O

Pozniamka 285 Vlastnost (471) (nebo (472)) se nazyva dédicnosti. Kvazinewtonovské metody vysettované
v oddilu 11.5 ani obecné sdruzené kvazinewtonovské metody tuto vlastnost nemaji.

Poznamka 286 Sdruzené kvazinewtonovské metody vyhovuji sdruzenému minimaliza¢nimu principu.
Plati -
[Ay —Allp = min_[A—Alp.
AT Tw

W= ¥

Plyne to z véty 147 aplikované na transponovanou matici.
Poznamka 287 Nejznaméjsi sdruzené kvazinewtonovské metody dostaneme, polozime-li
w=(A—-Jy)d (474)
(te¢nd sdruzend Broydenova metoda), nebo
w=Ad—(f+ - f) (475)

(se¢nd sdruzend Broydenova metoda), nebo
w=fi (476)

(rezidudln{ sdruzend Broydenova metoda). Poznamenejme, Ze teénd sdruzend Broydenova metoda je obou-
strannou sdruzenou kvazinewtonovskou metodou tvaru (470), kde w = (A — J4)d. Rezidudlni sdruzend
Broydenova metoda je uvedena v poznamce 283. Tato metoda je ekvivalentni setné sdruzené Broydenove
metodé, pokud Ad = f (fesime-li pfesné soustavu linedrnich rovnic a pouzivdme-li jednotkovou délku
kroku). Vsechny sdruzené Broydenovy metody pouzivaji vektor JIw a tecnd sdruzena Broydenova metoda
navic vektor J,d.

Dalsi uzite¢nou vlastnosti sdruzenych i oboustrannych kvazinewtonovskych metod je jejich invariant-
nost vzhledem k linearn{ transformaci proménnych.

Véta 171 Necht f(2) = f(T '), kde T je reguldrni étvercovd matice. Necht & € R", i € N, je
posloupnost generovand sdruzenou nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou s pocdteéni matici A
aplikovanou na soustavu rovnic f(;%) =0az; € R", i € N, je posloupnost generovand toutéz sdruzenou
nebo oboustrannou kvazinewtonovskou metodou aplikovanou na soustavu rovnic f(x) = 0. Pak pokud
pouZivdme stejny vybér délky kroku (6; = a;,i € N) a pokud A; = AT, plati z; = T,
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Diikaz Snadno se dokaze (derivovanim slozeného zobrazeni f(&) = f(T'z)), 7e plati J(&) = J(x)T.
Ukézeme, ze A; = A; T~ Vi € N (podle predpokladu to plat{ pro i = 1). Pak

Tip1 =i — AT fi = T% — aTA fy = T(3 — i A7 fi) = T

Diikaz provedeme indukei. Pfedpoklddejme, ze A = AT! (plati to v prvnf iteraci). Pouzijeme-li vztah
Jy = JyT71 a (469), dostaneme

wwl (A —Jy)

wTw

_ T(A— J T ! ~
L Gk 3 LAy )

wlw

A+:A—

Pouzijeme-li vztah J, = J, T~ a (470), dostaneme

(A~ Jy)dw"(A—Jy) _ A (A= J )T 'TdwT(A— J )T !

AL =A— — -
+ wT (A —J,)d wT (A — J)T-1Td

== A+T_1,

nebot d =z, —x =T(i4 — &) = Td. m

Poznamka 288 Broydenova dobra metoda uvedena v oddilu 11.5 ani metoda uvedend v poznamce 282
nejsou invariantni vzhledem k linedrni transformaci proménnych.

Vynikajici vlastnosti rezidualni sdruzené Broydenovy metody je snadné urceni piesného gradientu
funkce F' = (1/2)||f||?>. Podle poznidmky 283 plati h; = AT f; = JI'fi = g; Vi € N, takze je splnéna
podminka (A3b) s J = 0. V diisledku toho plati tvrzeni lemmatu 51 s A = 0. K tomu, aby rezidualni
sdruzend Broydenova metoda byla globdlné konvergentni tedy staci, aby platilo ||s;|| < ¢||f;]] Vi € N
(posndmka 266). To lze snadno zafidit jednoduchou tpravou algoritmu: Uréime smérovy vektor s; tak,
aby platilo A;s; + f; = 0. Pokud ||s;|| < €||f;]|, kde € je vhodné zvolend (velkd) konstanta, ur¢ime délku
kroku a; > 0 tak, aby byla splnéna nékterd z podminek (S2a)-(S2c) a polozime ;11 = x; + a;8; a
A1 =A; — fi+1fi7;1(Ai — Ji+1)/fij.;_1fi+1' V opa¢ném piipadé (pokud ||s;|| > ¢||fill), polozime x; 11 = x;
a Aip1 = Jit1. Vysledkem téchto tvah je néasledujici véta.

Véta 172 Necht zobrazeni f : D — R"™ wyhovuje predpokladim (J1), (J4), (J5a) a (J6). Pak upravend
rezidudlni sdruZend Broydenova metoda je globdlné konvergentni.

Ostatni sdruzené kvazinewtonovské metody tuto vyjimecénou vlastnost nemaji. Proto je musime rea-
lizovat pomoci algoritmu 19. Tento piistup ma své opodstatnéni, nebot plati tvrzeni, které je specidlnim
pripadem vét 185 a 186.

Tvrzeni 9 Necht z* € R" je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(z*) je reguldrni. Pak existuji éisla
6 >0 ad >0 takovd, Ze pokud ||z — x*|| <& a ||A; — Ji|| <V, posloupnost x;, i € N, uréend sdruzenou
kvazinewtonovskou metodou (AB1), (AB2) (nebo (AB3), kdyzw = 0) s jednotkovym vybérem délky kroku
(a; =1, i € N) konverguje Q-superlinearné k bodu =* € R™.

11.8 Tenzorové metody

V oddilu 7.2 jsme ukézali, jak 1ze pomoci aproximaci B, 1 < k < m, Hessovych matic G, 1 < k < m,
urychlit konvergenci Gaussovy-Newtonovy metody. Misto linedrniho modelu I(z + s) = f(x) + J(x)s, na
kterém je zalozena Gaussova-Newtonova metoda, jsme pouzili kvadraticky model

a(e+5) = [(@) + J(x)s+ 35T,

kde T je tifrozmeérnd veli¢ina (tenzor) majici prvky

_ P ()
8$ia$j

Trij = (Br)ij = (Gr(x))sj
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(v oddilu 7.2 jsme tenzor T' nazavadéli, pracovali jsme pouze s maticemi By, 1 < k < m). Podobny
postup muzeme pouzit i v pripadé feseni soustav nelinedrnich rovnic. Misto soustavy linearnich rovnic
l(x+s) = f(x) + J(x)s = 0, kterd definuje smérovy vektor Newtonovy metody, muzeme fesit soustavu
kvadratickych rovnic q(z +s) = f(z)+J(x)s+(1/2)sTTs = 0. Potiz je v tom, 7e tato soustava m4 stejnou
dimenzi jako puvodni soustava, je také nelinedrni (kvadratickd) a navic nemusi mit feseni. Tuto potiz lze
odstranit, pracujeme-li s maticemi ziskanymi interpolaci omezeného poétu funkénich hodnot (tyto matice
naji omezenou hodnost).

V dalsim vykladu budeme ptredpoklddat, Ze matice B} ~ Gy (z;), 1 < k < m, spliiuj p interpola¢nich
podminek

fk(«rz + dj) = fk(xz) + g;z(xi)dj + i(dj)TBkdja 1<j<p,

kde d;- = xi—j — 24, 1 < j < p. Abychom zjednodusili znaceni, budeme Casto index i vynechdvat. V
ndsledujici vété (a jejim dukazu) vynechdme i index k, takze symboly f a g budou oznacovat hodnotu a
gradient funkce fy.

Véta 173 Matice B md minimdlni Frobeniovu normu na mnoziné zadané interpolacnimi rovnostmi

2y =2(f(z 4+ dj) — f(z) — 9" (x)d; = d] Bdj, 1<j<p
prdaveé tehdy, kdyz
B= Zu]d]d;f,
kde w= M~1z. Pritom z = [21,...,2,)7, u= [ul, coou]ta
(d?dl)Qa RN} (d?dn)z
M=
(dgd1)27 R (d;l;dn)2

Dikaz Nutnost dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

n n D n n
L(B,u) = %ZZB,& +Zui (zz - ZZdz exBrel d )

k=1 1=1 i=1 k=1 1=1

Postacitelnost plyne z konvexity Frobeniovy normy. Derivujeme-li Lagrangeovu funkci podle proménné
By, dostaneme
OL(B,u)

p
_ T, T
9By B — Zuzdi exe; di,

i=1

kde e, a e; jsou odpovidajici sloupce jednotkové matice. Nutné podminky pro extrém maji tedy tvar
P
By = Zuid?ekelei, 1<k<n, 1<I<n.

Dosadime-li toto vyjadieni do interpola¢nich rovnosti, dostaneme

n

n p n n
T T T, T; T
z; = E E ekBklel d; = E U; E E d]- erd; exe; dqie; d;
=1 i=1  k=11=1

n

= zp: (Zd ede6k> <Zn: eleielej) zgp:ui(djrdi)Q
i=1 =1 i=1

Necht z = [21,...,2p]7, u = [u1,...,u,]T a M je matice uvedend ve vété 173. Pak lze piedchoz{ soustavu

rovnic zapsat ve tvaru Mu = z takze u = M 'z O
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Poznamka 289 Vzorce uvedené ve vété 173 muzeme zapsat v tenzorovém tvaru. Necht Z € R™*P je
matice jejimiz sloupci jsou vektory 2(f(x +d;) — f(z) — J(x)d;), 1 <1 <p,aU € R"*P je matice takovd,
ze U = ZM ™. Pak plati

T =
l

(Uel) X dl X dl, (477)

p
=1

kde x znaéi tenzorovy soucin, takze

P
Tkij:ZegUeledele]le, 1<k<n, 1<i<n, 1<j<n.
1=1

Poznamka 290 Pouzijeme-li vzorec (477) (s indexem j misto /), muzeme soustavu kvadratickych rovnic,
slouzicich k urceni smérového vektoru s, zapsat ve tvaru

q(x+s) = f(a:)—i—J(:v)s—l—%.Z:Uej(dst)2 =0. (478)

Piedpokladejme, Ze matice J je regularni a oznacme §3; = d;fs, 1 < j < p. Pak plati

_ 1
s=—J | F-5D Ueih] ). (479)
j=1
Vynasobime-li tento vztah postupné vektory d;, 1 < i < p, dostaneme soustavu kvadratickych rovnic
12
T T 2 .

wif+ﬂi+izlwiUej6j:O, 1<i<p (480)

]:

(s nezndmymi B;, 1 < j < p), kde w; = (J=1)Td;, 1 <i < p. Jelikoz obvykle p < n, je feSenf této soustavy
mnohem snazsi nez feSeni puvodni soustavy nelinedrnich rovnic.

V pozndmce 290 predpokladdme, ze matice J je reguldrni a soustava rovnic (480) m4 feseni. V tomto
piipadé m4 i soustava (478) feseni, které dostaneme, dosadime-li §;, 1 < j < p do (479). Nemé-li soustava
(478) feseni, uréime vektor s tak, aby minimalizoval normu ||g(x + s)||. Predpoklddejme nejprve, ze matice
J je regularni a oznacme D € R™*P matici, jejimiz sloupci jsou vektory d;, 1 < i < p, a W € R™*P matici,
jejimiz sloupci jsou vektory w; = (J~1)Td;, 1 < i < p (takze W = (J"HTD a WTJs = DTs = ). Pak
muzeme soustavu (480) zapsat ve tvaru

iB)=WThgx+s)=Wrf+8+ %WTUB2 =0, (481)

kde B =[B1,..., B, a B2 = [B2,...,B2).

Véta 174 Necht matice J je requldrni a necht vektor B € RP minimalizuje normu |[(WTW)=Y/2g(B)||.
Pak vektor

o= = (4 JUB - WOV () (152)
minimalizuje normu ||g(z + s)]|.

Dukaz Jelikoz pro libovolnou ortogondlni matici @, plati [|Qq(z+s)|| = ||¢(z+ s)||, budeme minimalizovat
normu [|Qq(z + s)||, kde @ = [V, Z]T a kde V, Z jsou matice s ortonormélnimi sloupci takové, Ze

v=wwtw) 2 wlz=DTj1'zZ=0
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(vyndsobenim se snadno presvédéime, ze V'V = I). Pouzijeme-li (481), dostaneme

[ VTPqa+s) | _ [ WTW)2WTg(z+s) ] _ [ (WTW)~1/24(B)
Quta+o) = | Vit | L[ OVIW) W Tataoks) | [0V )2

7 tohoto vyjadfeni je patrné, ze pokud vektor § minimalizuje normu ||[(WTW)~1/2§(8)|| a pokud s je
vektor takovy, ze DTs = 8 a ZTq(x + s) = 0, minimalizuje tento vektor normu ||Qq(x + s)|| = ||¢(z + 5)]|-

Polozme
s=JtwwIw)= g+ g Zr, (483)

kde r € R"P. Pak plati

DTs = DT 'wwIw) g+ DT i Zr = WITWWITw) =1+ W7t Zr = 3,

1 1
ZTq(x+s) = 27 (f + Js + QUBQ) =Z2Tf 4+ ZTWWITW) 3+ 2T Zr + 5ZTUﬁ2
1
= ZTf+r—|—§ZTUﬂ2,

takze ZT q(z+5s) = 0, pokud r = —ZT (f+(1/2)U?). Z ortogonality matice Q plyne, ze VVT +ZZT =1,
takze 227 = I —VVT = I~ W(WTW)'WT a tedy

Zr=-22T (f + ;Uﬁ2> =- (f + ;U,B2> +wwTw)~twT (f + ;w?)

Dosadime-li tento vektor do (483) a pouzijeme-li (481), dostaneme

»
Il

JTwWWwIw)Ttg— gt (f + ;U52> + I wWwIw) T tw (f + ;Uﬁz)

= —J! <f + %UBQ + W(WTW)lq(ﬁ)> .
O

Poznamka 291 Vime-li, Ze existuje vektor s takovy, ze ZTq(x + s) = 0, miizeme vzorec (482) odvodit
jednodusim zpusobem. Jelikoz

o +5) = QQula+ o) =iz | VT | vt g — wovtw) ),

plati
1 1~
@)+ J(x)s + SUB = W(WIW)~14(B),
odkud bezprostiedné plyne (482).

Poznamka 292 Necht WTW = RTR, kde R je horni trojihelnikové matice. Pak minimalizace normy
|(WTW)=1/24(B)| je ekvivalentni minimalizaci funkce

SOV 2G(B) = Sa ()W TW)a(8) = 5d (B)RTR) 7 a()

coZ je vazeny soucet ¢tvercu, jehoz minimum lze nalézt metodami popsanymi v kapitole 7. Zduraznéme,
ze vektor proménnych f ma dimenzi p < n.
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Poznamka 293 Je-li matice J singularni, fesime piislusné soustavy linedrni rovnic ve smyslu nejmensich
¢tverctl, takze misto matice J 1 pouzivdme pseudoinverzi JT (véta 109). Pak mtzeme psat W = (J)TD
as=—J (f+(1/2UB*—-WWITW)"14(3)).

Poznamka 294 Zbyva ukdzat, jak se voli ¢islo p (pocet interpola¢nich podminek). Pro husté tlohy
mensfho rozméru je vyhodné, aby platilo p < y/n. V tomto pifpadé trojihelnikovy rozklad matice J
spottebuje zhruba (1/3)n3 operaci, uréeni vektorit w;, 1 < i < p, a s zhruba n?(p + 1) < n%(y/n + 1)
operaci a Choleského rozklad matice WX W zhruba p® = n\/n operaci, takze pro n > 10 jiz operace
spotfebované na trojuhelnikovy rozklad matice J dominuji. V piipadé rozsédhlych tloh, kdy je tfeba fesit
soustavy rovnic s matici J itera¢né, je tfeba aby ¢islo p bylo co nejmensi. Ukazuje se, ze vliv tenzorového
¢lenu se Uispésné projevuje jiz pro p = 1.

Zaméiime se nyni na pifpad, kdy p = 1. V tomto piipadé budeme pouzivat oznaceni D = [di] = d,
W=[w]=w=J"NHd Z=[n]=2=2(f(r+d) — F(x) = J ' (z)d a U = [u1] = u = z/(d*d)?, takze

i) =wr f+ B+ %wTuBQ. (484)

Véta 175 Necht p = 1. Pak pro smeérovy vektor urceny tenzorovou metodou plati

1
s = —J! (f—|—2uﬁ2>, wluwT f <1,
s = —J! f—|—1u62— v q(B) wluw® f > 1
2 wTw ’ ’
kde
T
B = v/  wTuwTf <1,
14+ /1 —wluwTf
1
B = ——=, wlhuwT f > 1.
wluy

Dikaz Vzorce pro smérovy vektor plynou bezprostiedné z (482). Podle (484) je rovnice ¢(8) = 0 kvadra-
tickou rovnici, kterd ma feseni pokud jeji diskriminant 1 — wTuw” f je nezdporny. V tomto pifpadé
plati

-1+ /1 - wTuwTf wT f

Tu 14+ 1 —wTuwT f

B

w

(znaménko bereme tak, aby ¢&fslo 8 bylo v absolutni hodnoté co nejmensf). Pokud 1 — wTuw® f < 0,
rovnice §(3) = 0 nemd feseni a éfslo B musime uréit minimalizaci funkce G(3)(w”w)~1G(83), nebo (coz je
ve skaldrnim pifpadé totéz) funkce ¢*(8). Ale (¢*(8))" = 2G(B)d’ (8) = 0 pokud bud G(3) = 0 (coz jsme

vylouéili) nebo ¢ (8) = 1+ wluB = 0, coz dava = —1/w’u. O

Abychom dostali Géinny algoritmus odolny vuéi selhédni, je tfeba tenzorovou metodu kombinovat s
Newtonovou metodou. Jedna z moznosti je pouzita v nésledujicim algoritmu.

Algoritmus 20 Data0<£<1,0<ﬁ§B< LE>0,0<k<k.
Krok 1 Zvolime pocédtecni odhad x1 € R™, vypocteme fi = f(x1) a polozime i = 1.

Krok 2 Pokud || fi|| <€, ukonéime vypocet.

Krok 3 Vypoéteme Jacobiovu matici J; = J(x;). Uréfme Newtoniv smér sI¥ = —J; f; a tenzorovy smér

5?9 =sN —J7Yf+ (1/2)UB? — W(WTW)~1G(B)), kde B je vektor, ktery minimalizuje normu

IWTW)=H24(8))|| (veta 174).
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Krok 4 Polozime x;11 = x; + s a vypocteme fii1 = f(w;41). Jestlize ||f(x;y1)| < ||fi|| prejdeme na
krok 7.

Krok 5 Jestlize fTJ s? < 0, polozime s; = s . 'V opa¢ném pifpadé polozime s; = s
Krok 6a Polozime ai =lak=1.

Krok 6b Polozime z;11 = x; + aFs; a vypocteme fii1 = f(zi+1) (pokud s; = s a k = 1, pouzijeme
hodnotu f;41 z kroku 4). Je-li splnéna nékterd (vybrand) podminka z (S2) preJdeme na krok 7.

Krok 6¢c Pokud s; = sV a j > k, ukonéfme vypoéet (predéasné ukonéenf zptisobené selhanim Newtonovy
metody). Pokud S; = sf a j > k, polozime s; = s a prejdeme na krok 6a. V ostatnich
ptipadech ur¢ime délku kroku af“ tak aby platilo ﬂaf < af“ < Bai& polozime k : =k +1 a
pfejdene na krok 6b. B

Krok 7 Polozime i :=1+ 1 a pfejdeme na krok 2.

11.9 Aktualizace ortogonalniho rozkladu

Pouzivame-li kvazinewtonovské metody (449), je tieba urcovat smérovy vektor Fesenim soustavy rovnic
As+ f =0, kde A je regularni ¢tvercovd matice. V tomto piipadé je vyhodné pracovat s ortogonalnim
rozkladem A = QR, kde @ je ortogondln{ ¢tvercovd matice a R je horn{ trojihelnikovd matice (ortogonaln{
rozklad lze uréit podle pozndmky 213). Pak feSeni soustavy rovnic QR + f = 0 vyzaduje O(n?) operaci
nésobeni a séitani. UkaZeme nyni, jak lze uréit ortogondlni rozklad matice A = A + uv” z ortogondlniho
rozkladu matice A s pouzitim O(n?) operacf nasoben{ a s¢ftani.

Véta 176 Necht A = A + w?, kde A = QR. Necht @ = QTu a QT je ortogondlni matice (soucin
Givensovijch matic elementarmch rotaci) takovd, ze QT4 = ||ille1, pricemi matice R = QR je horni
Hessenbergova. Necht QT je ortogondlni matice (soucin Givensovych matic elementdrnich rotact) takovd,
ze matice R = QT (R + ||ille1v™) je hornd trojihelnikovd. Pak plati A = QR, kde Q = QQQ.

Dikaz Jelikoz matice @ je ortogonalni, muzeme psat
A4 uww? = QR+ QTuwv™) = Q(R + w™). (485)

Podle poznamky 209 existuje ortogonalni matice Q7 = QL,QL ...QT_ 1.n takovd, ze QTa = ||ille,. Z
konstrukce této matice plyne, ze matice R = QT R je horni Hessenbergova Pak také matice R + |l erv”

je horni Hessenbergova. Podle poznamky 210 existuje ortogonalni matice QT ,{ 1~ Q23Q12 takové,

ze matice R = QT (R + ||@/le1vT) je horn{ trojithelnikova. Po dosazeni do (485) dostaneme

A = A+w" =QR+w") =QAQ"R+Q"uw") = QQ(R + |iferv”)
= QQQQ"(R+ |lillerv”) = QQQR = QR.
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12 Metody pro rozsahlé soustavy nelinedrnich rovnic
Rozséhlé systémy nelinearnich rovnic nemuzeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych hustych

matic. Pro feSeni takovych systému se pouzivaji metody, které jsou zaloZzeny na podobnych myslenkédch
jako optimaliza¢ni metody popsané v kapitolach 8-10.

12.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti

Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti pouzivaji omezeny pocet kroku kvazinewtonovskych metod
popsanych v oddilu 11.5. Pfi jejich popisu budeme pouzivat mnozinu

M={eN:l=(G—-1)m+1, jeN}, (486)
kde m € N, vzorce (454), (455), a standardnf oznaceni d; = x;11 — ;, ¥; = fit1 — fi, 1 € N.

Definice 52 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic je primou m-krokovou

kvazinewtonovskou metodou s omezenou paméti, jestlize s; = —S; f;, kde S; = S; = Jfl proi=1€ M a
(di — Siyi)vl'S; T di — Siy;
Siz1 =8+ ————"— = +uv; )S; U = —Fo——
AR v} Siyi ( v )8 " ol'Siy

prol <i<l+m—2, kde v; € R" je zvoleny vektor.

Poznamka 295 Pokud polozime v; = d;, dostaneme Broydenovu dobrou metodu. Polozime-li v; = e,
dostaneme piimou metodu aktualizace sloupct.

Definice 53 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro reseni soustav nelinedrnich rovnic je inverzni m-krokovou

kvazinewtonovskou metodou s omezenou paméti, jestlize s; = —S; f;, kde S; = S; = Jfl proi=1€ M a
d; — S;y;)zr d; — S;y;
Siay = S+ (di — Siyi)z; =8+ ugeT w= % iYi

prol <i<l+m—2, kde z; € R" je zvoleny vektor.

Poznamka 296 Pokud polozime z; = y;, dostaneme Broydenovu Spatnou metodu. Polozime-li z; = eg,
dostaneme inverzni metodu aktualizace sloupci.

K realizaci kvazinewtonovskych metod s omezenou paméti muzeme (tak jako v piipadé metod s
proménnou metrikou s omezenou pameéti) pouzit bud vektorové nebo maticové reprezentace. Vektorové
reprezentace pouzivaji smérové vektory s;4+1 = —S;y1fit1 = —pﬁﬂ, kde pf“ = Sifi+1 a kde vektory p;-fl,
I < j < i, se urcuji pomoci piimych rekurentnich vztaht, ve kterych vystupuji jiz pouzité vektory wu;,
vj, 25, | < j <i—1 (které jsou ulozeny v paméti pocitace) a nové vektory u;, v;, z; Nejprve odvodime

rekurentni vztahy pro piimé kvazinewtonovské metody s omezenou paméti.

Véta 177 Nech?f’p}""1 = Sifi+1 a

. - . o
Pl =pi b up Tt 1< <,
kde di — (pz:-‘,-l +s)
= T E AT T s; = —Sifi,
v (piT + i)
a v; je zvoleny vektor. Pak platz’p;fl =S fiv1, 1 <j <, takZe si1 = —Sipa1fir1 = —pzﬂ
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Dukaz Dukaz provedeme indukci. Predpokladejme, ze pj-“ = S} fi+1 pro néjaky index I < j < (plati to
zcela jisté pro j = [). Podle indukénfho pfedpokladu a podle definice 52 lze psét

. , - .
Pty =0y ol ot = (T wv])S; fisn = St firn,
¢imz je indukéni krok dokoncen. Vzorec pro vektor u; plyne z toho, ze

w = G Sy di— Silfiyn = fi) _ di— (PZ:H + si)
t ol S o] Si(fiy1 — fi) ol (i + ;)

Podobné rekurentni vztahy dostaneme pro inverzni kvazinewtonovské metody s omezenou paméti.

Véta 178 Necht’pf"'l = Sifi+1 a

P =0 gz fens 1S5GS
kde di — (0 + ;)
u; = W, si = —=Sifi,
a z; je zvoleny vektor. Pak platz’p;ill = Sjy1fivr, 1 <j < i, takZe si11 = —Siqp1fiy1 = —Piﬁ

Dikaz Dukaz provedeme indukei. Piedpokladejme, ze p§+1 = S, fi+1 pro né&jaky index I < j < (plati to
zcela jisté pro j = [). Podle indukéniho pfedpokladu a podle definice 52 lze psat

; i+1
Pty =t ] fi = (S5 +uz) ) fisn = Sjafira,
¢imz je indukéni krok dokonéen. Vzorec pro vektor u; plyne z toho, ze

o di =Sy di—Si(fir1 = fi)  di — (0T + s0)
U; = = .
ZiTyi ZiTyi Z;Tyz

O

Poznamka 297 Pro i = [ € M pokldadame S; = S; = Jl_l. Jacobiovu matici J; neinvertujeme. Misto
toho pouzivame trojihelnikovy rozklad J; = L;U;. Pak vektor pf'l = S fi+1 ziskdme TeSenim soustavy

linedrnich rovnic L;U; p;H = fir1

Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti muzeme také realizovat pomoci maticovych reprezentaci.

Pii odvozovani maticovych reprezentaci budeme pouzivat oznaceni Dy = [dy,...,dk], Y& = [y1,-- -, Ukl
Vie = [v1,... k], Zk = [#1,.-.,2k]. Abychom zjednodusili zdpis budeme v dukazech index k vynechdvat
a index k + 1 nahradime symbolem +. V této souvislosti budeme pouzivat oznaceni D = [dy,...,dk_1],

Y = [y, syp—1], V = [v1,.. ., 0k-1], Z = [21,...,2K-1], takze Dy, = [D,d], Yi = [Y,y], Vi = [V,v],
Zk = [Z, Z]

Nejprve odvodime maticové reprezentace pro piimé kvazinewtonovské metody s omezenou paméti. Pro
tento tcel oznacime Ry horni trojihelnikovou matici fddu k takovou, ze (Ry)i; = vidj, i < j,a (Rg)ij =0,
1 > 7. V dukazech budeme pouZzivat ozna¢enmi

R, V%Td
Ry = { 0, +7d } )

Lemma 61 Nechtf Ay je requldrni matice a necht plati (449) s vEdy # 0 pro libovolny index 1 < k < m.
Pak lze psdt

Aj1 = A1+ (Y — A1Dp) RV (487)
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Dukaz Pro k =1 je (487) ekvivalentni s (449). Déle budeme postupovat matematickou indukei. Piedpo-
klddejme, ze (487) plati pro v8echny indexy mensi nez k. Pro index k muzeme (487) zapsat ve tvaru

R, VTa'[VT
A+-A1+[Y—A1D,y—A1d]|:0 ’()Td:| |:’UT :|

Jelikoz plati

R-WWTq
R ovial | B Tma
[ 0, ov'd ] - . 1
’ vTd
coz lze snadno ovérit vyndsobenim), muzeme psat
( y ), D
dv™ vt (y — Ad)vT
A=A Y - A D)RWT(T- 22— —Aid)———=A+ " "
+ 1+( 1 )R 14 < ’UTd)+(y 1)UTd + ’UTd ’
coz je pravé vztah (449). O

Poznamka 298 Vyjadieni (487) pouzivdme nejcastéji ve spojeni s iteraénim feSenim soustavy rovnic
Aisi+ fi =0,1€ N. Pokladdme A; = A;=J;proi=1€ M a

Ai = A+ (Y — ADyp) R VT (488)

prol <i<l+m-—1 (ViZ (487)), kde Dy = [dl,...,di_l], Y. = [yl,...,yi_ﬂ, Vi = [’Ul,...,’Ui_ﬂ a Ry
je horni trojihelnikova matice fadu k = ¢ — [, jejiz nenulové prvky jsou shodné s prvky matice VkTDk.
Poznamenejme, ze matice Vj se obvykle neuklddd (pro Broydenovu dobrou metodu plati Vi, = Dy a pro
piimou metodu aktualizace sloupcu sta¢i uklddat indexy prvka s maximélni absolutni hodnotou sloupct
matice Dy). Misto matice Y3 ukldddme matici Uy = Yy — A; Dy a souéin A;p pocitdme podle vzorce
Aip = Aip + UpR;, 'V p.

Véta 179 Nechf Sy je reguldrni matice a necht plati (454) pro libovolny index 1 < k < m. Pak lze psdt
Sk+1 =51+ (Dk - SlYk)(Ck — Ly + VkTSlyk)_IVkTSh (489)

kde Ly je dolni trojihelnikovd matice takovd, Ze (Ly)i; = 0, i < j, a (Lg)iyj = vldj, i > j, a Cy je
diagondlni matice Fddu k takovd, ze (Cy)ij = vldj, i =j, a (Cx)i; =0, i # j.

Diikaz Pifmou inverzi vztahu (487) (pouzitim diisledku 6, kde H = Ay, U = (Y, — A1 Dy)R;, " a V = V),
dostaneme
Al = AT = AT (Y — ALDe) (R + VP AT (Ve — A1Dy)) ' VE AT

Ziejmé Ry, — VI Dy, = C) — Ly, a jelikoz Al_1 =5 a A,;ll = Sk+1, muzeme posledni vzorec piepsat ve
tvaru
Spi1 =51 + (D, — S1Y3)(Crp — L + ViES1 V) VLS.

O

Nyni odvodime maticové reprezentace pro inverzni kvazinewtonovské metody s omezenou paméti. Ten-

tokrat oznacime Ry horni trojihelnikovou matici fadu k takovou, ze (Rk)i; = 21y;, i < j, a (Rk)ij = 0,
1 > 7. V dukazech budeme pouZzivat ozna¢enmi

_[ R Z7y
Rk—|:0, ZTy :|.
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Véta 180 Necht Sy je reguldrni matice a necht plati (455) s 2z} yx # 0 pro libovolny index 1 < k < m.
Pak lze psdt

Ske1 =51+ (Dp — S1Ye)R, ' Z)L. (490)

Dukaz Tvrzeni véty plyne z duality. Porovndme-li (449) s (455), vidime, ze v (487) staci provést zdménu
A1—>Sl,Vk—>Zk,Dk—>YkaYk—>Dk. O

Poznamka 299 Vyjadieni (490) pouzivdme k urceni smérového vektoru s; = —S, f;, ¢ € N. Pokldddme
Si:Sl:Jl_l proi=1l€ M a
S; =S+ (D — SV R, ' Z}f (491)

prol <i<l+m—1 (viz (490), kde Dy, = [d;,...,di—1], Y& = [y1,---,Yi-1], Zk = [21,.--,2i—1] a Ry
je horni trojuhelnikovd matice fddu k = i — I, jejiz nenulové prvky jsou shodné s prvky matice Z]'Yj.
Poznamenejme, Ze matice Zj se obvykle neuklddd (pro Broydenovu $patnou metodu plati Z, = Y a
pro inverzni metodu aktualizace sloupcu sta¢i uklddat indexy prvkia s maximélni absolutni hodnotou
sloupci matice Yy). Misto matice Dy ukldddme matici Uy, = Dy — S;Yy a soucin S; f; pocitdme podle
vzorce S;f; = Sifi + Ulele,z fi (obvykle se pouzivd trojihelnikovy rozklad J; = L;U;, takze vektor
Sifi lze ziskat feSenim soustavy rovnic L;U;(S;f;) + fi = 0. analogicky postup lze pouzit ke konstrukei
predpodminovace popsaného v oddilu 12.2.

12.2 Diferenéni verze Newtonovy metody pro husté tlohy

Diferené¢ni verze neptesné Newtonovy metody se vyznacuji tim, Ze se systémy linedrnich rovnic fesi nepresné
iteracnimi metodami. V piipadé hustych tloh se nepouzivd matice A = J a ndsobeni ¢ = Ap = J(x)p se
nahrazuje numerickym derivovanim

Hoyp LB = S0

kde 0 = ¢/||p|| je vhodna diference (obvykle ¢ = \/gps, kde e)/ je strojova pfesnost). Jinak se algoritmy
nemeéni. Jestlize vypocet vektoru f(x) vyzaduje O(n) operaci, je tento zpusob uspornéjsi nez ndsoben{
matice vektorem (obecné O(n?) operaci). Navic nenf tieba pocitat zaddné derivace. Itera¢ni metody pro
feseni systémil linedrnich rovnic véak nesmi pouzivat transponovou matici A7 = J7', coz ponékud omezuje
jejich vybér (iteracni metody pro fesenf systému linedrnich rovnic jsou popsdny v oddilu 12.8).

Poznamka 300 Snadno se dokéze tvrzeni, které je analogii véty 135. Necht zobrazeni f : D — R spliuje
predpoklad (J6). Necht ¢ = J(z)p a

q:f(x+5p)—f($)’ 5=,
J ([Pl

kde x € D a = 4 dp € D. Pak plati
- 1 =
1 = gll = 5eGlipll-

Nevyhodou metod studovanych v tomto oddilu je skuteénost, ze pocet vnitinich iteraci zvolené iterac¢ni
metody, tedy i pocet vyéisleni hodnot zobrazeni f, muze byt znacné velky, je-li matice J = J(z) Spatné
podminéné. Proto je tcelné iterac¢ni metody vhodné predpodminit. Potiz je v tom, Ze nezndme matici J,
takze neni mozné pouzit standardni postupy.

Tak jako v oddilu 8.4 se zaméfime zejména na pasové predpodminovace. Jednou z moznosti, jak kon-
struovat pasové predpodminovace, je predpokladat, ze Jacobiova matice ma pasovou strukturu a urcovat
jejl prvky numerickym derivovanim. K uréeni vSech prvkia pasové matice, kde [ je §ifka pasu, sta¢i pouzit
[ diferenci hodnot zobrazeni, tedy spocitat v kazdém kroku Newtonovy metody [ hodnot zobrazeni navic.
V tomto oddilu se budeme zabyvat pouze tridiagonalnimi pfedpodminovagi.
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Véta 181 Predpoklidejme, Ze Jacobiova matice zobrazeni f je tridiagondlni matice tvaru

aq 61 0 0
Y2 a9 0 0
T=1|... ... ... ... ... (492)
0 0 6 e | Bn—l
0 0 ... Qo
Polozme V1 = [51,0,0,(54,0,0,07...], Vy = [0,52,0,0,55,0,...], V3 = [0,0,(53,0,0,56,...], kde 51 = 537;,

1 <i<mn, pricems e = \Jear a bud &; = \/I/n (1 =3 je §itka pdsu) nebo §; = max(|z;|,1) pro 1 <i < n.
Pak plati

(z +v1) — gi(w) 9i(x + v2) — gi(z)

i % o
az - gl_l;l%) 61 ) ﬁ’b ;l_r}(l) 5’L+1 5
1 gi(z +v3) — gi(w) v
v = lim 5o ,  mod(,3) =1,
a; = lim gi(x +v2) — 91'(33)7 8; = lim gi(z +v3) — gi(x)7
€0 0 e—0 Jiv1
o gile 1) — gil2) v
vi = lim 5o ,  mod(i,3) =2,
a; = lim gi($+7}3)_gi($)7 B; = lim gi(x+v1)—gi(x)7
€0 0 e—0 dit1
o gilw ) — gi(z) o
v = lim 5 ,  mod(i,3) =0,

kde veliciny, v jejichZ vzorcich vystupuji indexy i < 1 nebo i > n, nepocitame.

Dukaz Pouzitim (492) se snadno presvédéime, ze plati

Tvy = [a1,71, B3, @4y, - - )7, Tz = [B1, 0,799, Bas as, .. )T, Tog = [0, B2, 3,73, Bs,y - - -

)

kde se vyskytuji vSechny prvky matice T'. Pouzijeme-li stejné ivahy jako v dikazu véty 141, dostaneme
dokazované tvrzeni. O

K predpodminéni vybrané itera¢ni metody realizujici diferen¢ni verzi Newtonovy metody lze téz pouzit
kvazinewtonovskou metodu s omezenou paméti popsanou v poznamce 299. Jelikoz kvazinewtonovska
metoda vyzaduje dobrou pocateéni aproximaci S; matice J;l, postupujeme tak, ze proi =1 € M (M
je mnozina definovand vztahem (486)) pokladdme S; = S; = T, ', kde Tj je tridiagondlni matice (492)
spoctend podle véty 181, a pro | < i <[+ m — 2 pouzivdme vzorec (491).

12.3 Diferenéni verze Newtonovy metody pro ¥idké tlohy

Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro iidké tdlohy lze rozdélit do dvou skupin (sloupcové a Féadkové
metody) podle toho jakym zpusobem je organizovan piiblizny vypocet derivaci. Sloupcové metody se
pouzivaji zejména tehdy, je-li vihodné pocitat viechny slozky zobrazeni f soucasné. Radkové metody jsou
algoritmicky jednodussi a lze je pouzit v piipadé, kdy pocitdme hodnoty funkei f;(z), 1 <4 < n postupné
(v cyklu s indexem ). Pouzit{ diferenénich verzi Newtonovy metody je podloZeno teorii uvedenou v
oddilu 11.4 (lemma 56).

Sloupcové metody jsou zaloZeny na aproximaci sloupct Jej, 1 < j < n, Jacobiovy matice J pomoci
diferen¢nich vzorcu

[ +bie5) — f(x)

J(x)ej ~ (5 )
J
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kde §; = €6;, pricemz ¢ = \/ep; a bud 6; = 1 nebo J; = max(|z;|,1). Je-li matice J F{idkd miize nastat
piipad, kdy pomoci jedné diference vektoru funkénich hodnot ur¢ime vice sloupct této matice. Rozdélme
sloupce matice J do [ disjunktnich skupin Sy C {1,...,n}, 1 < k <, tak, aby submatice J(S), slozené
ze sloupct matice J patficich do skupin Sg, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Necht
v, 1 < k <1, jsou vektory takové, ze

(’Uk)j = e?vk = (5j (E)] S Sk,

takze pro libovolny fadkovy index 1 < ¢ < n existuje pravé jeden sloupcovy index j € Sy takovy, ze
Jij(x) = (fi(x + vg) — fi(x))/d;. Viechny sloupce matice J tedy muzeme urcit pomoci ! diferenci

flz+or) — fla) = Jog, 1<k<]

(pomoci vektoru vy uréime prvky submatice J(Sg)). Ziskan{ rozkladu {1,...,n} = S; U...US;, takového,
aby pocet skupin / byl minimaln{ je slozity kombinatoricky problém, jehoz feseni se vymyk4 rozsahu tohoto
textu. Efektivni algoritmy pro feSeni tohoto problému, véetné zdrojovych programu v jazyce Fortran jsou
uvedeny v ¢asopisu TOMS. Poznamenejme, zZe sloupcové metody nelze pouzit, ma-li Jacobiova matice
husté Fadky.

R4dkové metody uréuji jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorci

(J(x))i; ~ filz + 5j§j) - fl(x)

Pro kazdy index 1 < ¢ < n, se pocitaji jen ty diference, které odpovidaji nenulovym prvkum v i-tém
radku Jacobiovy matice. Predpokladejme, Ze vypocet hodnoty kazdé z funkci f;, 1 < i < n, je zhruba
stejné naro¢ny. Pak je k vypoctu v8ech prvu Jacobiovy matice zapotiebi zhruba stejny pocet opreraci jako
pro (ny + ...+ ny,)/n vycislen{ zobrazeni f (zde n; je po¢et nenulovych prvku v i-tém Fadku Jacobiovy
matice). Sloupcové metody vyzaduji prinejmensim max(nq,...,n,) vycisleni zobrazeni f, coz je vice nez
v piipadé fddkovych metod. Neni-li tedy spoleény vypocet hodnot f;(x), 1 < i < n vyznamné vyhodnéjsi
nez vypocet v cyklu, je lepsi pouzivat fadkové metody. Radkové metody lze navic pouzit i tehdy, ma-li
Jacobiova matice husté fadky.

12.4 Kvazinewtonovské metody pro Fidké dlohy

Kvazinewtonovské metody pro tidké tlohy pouzivaji kvazinewtonovské aktualizace, které zachovavaji
strukturu fidké Jacobiovy matice. Oznacme

Vo = {A€eRV":Ad =y},
Vy = {AGRnxniJij:()iAij:O}.

Tak jako v oddilu 8.4 mizeme definovat operatory ortogondlni projekce Pg, P; do linearnich variet Vg,
V; pfedpisem

PoA min |4 — Al|p,

A€Vq

PsA min |4 — A .
A€V,

Podobné muzeme definovat operator ortogondlni projekce Pg s do Vo NV;. Podle véty 148 plati

PQJA = PJ(A + udT),

kde vektor u € R™ je feSenim soustavy rovnic Qu = y — (PsA)d s diagondlni pozitivné semidefinitni matici
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n .
Q=>_lld|ei],
1=1

kde d’, 1 < i < n, jsou vektory takové, ze dj» =d;, Jij #0 a d; =0, Ji; = 0. Oznacime-li Ay = Pg A
a predpokldddme-li, Ze matice A mé stejné rozlozeni nenulovych prvku jako matice J (takze P;A = A),
mizeme vzorec Ay = Pj(A + ud?) zapsat ve tvaru

"Ly — e, (d)T

kde ¢leny s d* = 0 odpadnou. Metoda, kterd pouziva aktualizaci (493) se nazyva Schubertovou metodou a
jelikoz je zobecnénim Broydenovy dobré metody, ma podobné vlastnosti jako Broydenova dobra metoda.
Neni zarucena globdalni konvergence Schubertovy metody, takze je obcas tieba iteracni proces prerusovat
a pokladat AL = J4. Je vSak mozné dokézat, ze Schubertova metoda konverguje lokdlné @)-superlinearné.

Lemma 62 Nechf Ay je matice urcend podle (493). Pak pro libovolnou matici Je Vo NVy plati

ly — Ad]?

Dikaz Jelikoz J € Vo NVy, Pgy je operator ortogondlni projekce do Vg NV a A4 = PosA, mizeme
pouzit Pythagorovu vétu

A4 = JIF = 1A= Tl = A4 = All3.
Jelikoz Vg N Vy C Vg, plati A, d =y, takze

ly — Ad|| = [|(Ay — A)d|| < [[Ay — Alll|d]] < [[A4 — Al[#||d]l,
coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava dokazované tvrzeni. O

Lemma 63 Necht Ay je matice uréend podle (493) a necht plati (J6). Pak

A+ = Jillr < [|A = Jllr + GVl

Ditkaz Podle véty o stfedni hodnoté (tvrzeni 5) plati

1
y=fy—f=Jd, j:/ J(z + Ad)dA.
0

Pouzijeme-li (J6), muzeme psat

1 1
9= Jle < Vi [ 1o+ Ad) = T <GVald] | Adx < 5G| (194)
0 0

a podobnym zpusobem dostaneme
. 1
[ = Jillr < iG\/ﬁHdH- (495)

Podle lemmatu 62 plati

|Ay —Jellr < AL = Jlr+ |~|j— Jellr < (|4~ Je+1I1J = Jillr
< NA=Jlr+ I = Jlr+ 11T = Jillr,
coz s pouzitim (494)—(495) ddva dokazované tvrzeni. O
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Véta 182 Necht plati (J6) a necht x* € R™ je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(x*) je reguldrni. Pak
existujl ¢isla & > 0, ¥ > 0 takovd, Ze pokud ||x1 — x*|| <0, ||A1 — J1|| <V a pokud plati

[Aid; + fill < @l fill,
Tiy1 = x;+d;,
Aiy1 = Pos4;

Vi € N, kde 0 <w < 1, konverguje posloupnost x;, 1 € N, k bodu x* € R".

Dikaz (a) Vysledky dosazené v ¢dstech (a)—(b) dukazu véty 157 muzeme preformulovat (pomoci okoli) tak,
ze existuji ¢isla § > 0, ¥ > 0 takovd, ze pokud ||[z—z*| <6, |[(A—J(x))d| < I||d| a ||Ad+ f ()| < @ f(z)],
kde 0 < w < 1, plati

1-w 1+w
5 [f(@)]| < ld]| < 7 £ ()]l (496)
kde 0 < J < |1 (@)L < || J(z*)] < T, a
[ f(z+d)|| <7l f(=)], (497)

kde w < r < 1. Zduraznéme, ze &islo 0 < @ < 1 muze byt libovolné zatimco ¢isla § > 0 a ¥ > 0 mohou
vychazet mala.

(b) Zvolme &isla 6 > 0 a J > 0 tak, aby platilo
1+ Jl+w
J1—r

£1+53<
J1—r —

>

<5

Jdv/n+Gyn 0.

Necht ||z; —2*|| < & a ||A; — J1|| < U. Dokdzeme indukci, Ze pro libovolny index i € N plati ||z; —x*|| < §
a ||A; — Ji]| < 9. Proi =1 je toto tvrzeni zfejmé. Piedpoklddejme platnost tohoto tvrzeni pro 1 < i < k.
Pak podle (496), (497) a (J6) plati

k k k —=
14w 1+w . _11+w J1l+w
dil]| £ —— il < —— Tl —— < — -z, 498
>l < =7 I < AN < GTIAIS S et (498)
takze
k — _ — _
N . N J1+w N J14+w) <
a pouzijeme-li lemma 63, dostaneme
_ & —_ _ TJ1+o-
k1 = Jearll < [Aksr = Jigalle < [l As = Jillp + GV Y lldil] < 9vn+ GV —8 < 0.
i=1 <

(c) Podle (a)-(b) plati || f;]| < 77| f1]| Vi € N, kde w < r < 1, takze Y oo, || fill < 00, Yoioy [|di]] < o0 a
tedy i ||fill = O, ||di|| = 0 a x; — x*. O

Véta 183 Necht jsou splnény predpoklady véty 182 a necht navic || A;d; + fil|/|fill = 0. Pak z; — x*

Q-superlinedrné.
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Diikaz (a) Podle lemmatu 62 plati

ly - AdP
R =

= (1A= Tle — 145 = Jl) (14 = Tllr + 14+ = Fle)

M (A= Tlr =145 = Jlr).

1A = JIE — 1A+ = Tl

IN

Existence konstanty M plyne z toho, Ze

< JJA=Jllp + A+ — T+l + GVnlld||
< 2[4 = J||r + 2G/n||d||
< 2A-Jlp+2GVn ([t =z + ||z — z*]]),

1A= Jlle + A+ = Jlr

takze podle édsti (b) dukazu véty 182 plati
|A = JllF +|As — JllF < 2¢/n0 +4Gv/nd = M
Dale lze psat

1Ay = Jille < 1Ay = Jlle + 195+ = T,
takze podle lemmatu 63 plati

1A= Tl + 1 = Tl = Ay = Telle + T4 = Jllr <
IA = Jllr = [ A+ = T |lr + GVnlld]l,

1A= Jllr = 14+ = Jllp <
<

coz podle (498) dava

c— Aud, — TS
ZHy & < M||A1_J1||F+MG\/HZHdi||

a1
- J +w
< M||A1 J1|F+MG\F7 ||£L‘1—.T||<OO
neboli
Ny — Addi|
lim =0 (499)
im0 ||dif
(b) Pouzijeme-li (499) a (494), dostaneme
A; = Ji)d; A; = Ji)d; . i — Aid
Uk Il WA T 5 g WA L,

coz spolu s (499) a ||d;|| — 0 (podle ¢asti (c¢) dukazu véty 182) déva ||(A; — Ji)d:||l/|ldi]] — 0. Jelikoz
predpokladdme, ze také ||A;s; + fill/||fill = 0, lze pouzit vétu 157, podle které z; — z* Q-superlindrné.
O
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12.5 SdruZené kvazinewtonovské metody pro Fidké tlohy

Sdruzené kvazinewtonovské metody pro fidké tdlohy pouzivaji sdruzené kvazinewtonovské aktualizace,
které zachovavaji strukturu fidké Jacobiovy matice. Oznacme

Va = {Ae R™": ATy =2},
V; = {AERnanJij:0:>Aij:0},

kde z = JIw. Tak jako v oddilu 8.4 muzeme definovat operatory ortogonalni projekce P4, P do linedrnich
variet V4, Vj predpisem

PLA min ||A— Al|p,

A€EVa

PsA

min A — Al|p.

A€V,

Podobné muzeme definovat operator ortogonalni projekce P4y do V4 NV;.

Véta 184 Necht A € R™ ™ a necht Pay je operdtor orthogondlni projekce do Va4 NVy Pak
PasA="PsA+wul),

kde vektor uw € R" je Tesenim soustavy rovnic Qu = z — (P;A)Tw s diagondlni pozitivné semidefinitni
matici
n
in2, T
Q=) |w'|lese] .
i=1

kde w', 1 < i < n, jsou vektory takové, Ze w; =wj;, Jj; #0 a w; =0, J;; =0. Oznacime-li Ay =PajA
a predpokladdme-li, Ze matice A md stejné rozloZeni nenulovich prvki jako matice J (takze P;jA = A),

maizeme vzorec Ay = Pj(A+wul) zapsat ve tvaru

n TA— P
A+:A—Zw( JyJeiw'e; (500)

kde ¢leny s w* = 0 odpadnou.
Diikaz Polozime-li ve vété 148 B = AT, G = J¥, d = w, y = z, dostaneme
AT =PoeB = Pa(B+ud") = P;(A" +uw”),

kde vektor u € R" je fesenim soustavy rovnic Qu = z — (P;A)Tw = (J4y — (P;A))Tw. Ma-i matice A
stejné rozlozeni nenulovych prvku jako matice J, muzZeme tento vzorec zapsat ve tvaru

no T(T T iNT
T T e; (JL — AN we;(w')
Ay =A" + E : (wi)Twi )

i=1

coz po tpravé dava (500). O

Lemma 64 Nechf Ay je matice uréend podle (500). Pak plat{

JAs — % < A= gy - I
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Dikaz Jelikoz J. € Vg NV, Pgs je operdtor ortogonalni projekce do Vo NV; a Ay = Pg A, mizeme
pouzit Pythagorovu vétu

Ay = T llF = 1A = T4l = 1A = Ayl
Jelikoz Vg NV; C Vg, plati Aiw = JIw, takze

I(A = J)Tw] = (A = Apwl| < [|A = Apfllwl| < [|A = A pllwl,

coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava dokazované tvrzendi. O

Lemma 65 Necht Ay je matice uréend podle (500) a necht plati (J6). Pak

Ay — Jillp < [J[A = Jllp + Gv/n|d]|.

Dukaz Pouzijeme-li (J6), dostaneme

[T+ = Jlr < vl Js = JI| < GValld||. (501)
Podle lemmatu 64 pak plati
JAy = Jillr < A= Jille < A= Jlr+ 1y — Tl
< [[A=J|r+Gv/nld|.

O

Véta 185 Necht plati (J6) a necht x* € R™ je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(x*) je requldrni. Pak
existuji éisla & > 0, ¥ > 0 takovd, Ze pokud ||x1 — x*|| <0, ||A1 — J1|| <V a pokud plati

|Aid; + fill < @ fill,
Tit1 = T +dy,
Aiv1 = Posdi

Vi € N, kde 0 <w < 1, konverguje posloupnost x;, i € N, k bodu x* € R™.

Dikaz Dikaz tohoto tvrzeni je prakticky stejny jako dikaz véty 182 (misto matic Ji i € N, pouzivéme
matice Jiy1, ¢ € N, a misto lemmatu 63 pouzividme lemma 65). O

Véta 186 Necht jsou spinény predpoklady véty 185 a necht navic ||A;d; + fill/| fill — 0. Pak pokud vektory
w;, © € N, vybirdme podle (AB1), (AB2) (nebo (AB3), kdyzw = 0), konverguje x; — x* Q-superlinedrné.

Dikaz (a) Podle lemmatu 64 plati

A—J )T wl|?

W < A= T - Ay — T3
= (1A~ Tollr — 14w — Tille) (1A = Jelle + 141 — Ty lle)
< M A=Jillr— 1A+ — J+llF) -

Existence konstanty M plyne z toho, Ze

299



[A—=Tillr + A4 = Jillr < A= Jlle +[|A+ = J1 |l + Gv/nlld|
< 20A = J|F+2GVn|ld|
< 20A-Jllr +2GVn (a7 — 2| + |z — 2"])
< 2y/nd +4G/ns 2 1.

Dale lze psat

A= Jille = Ay = J4llr [A=Jlr+ 11T+ = JllFr = Ay = Ty |lF

A= Jlr = A+ = Jllp + GV/nlldll,

IAIA

coz podle (498) dava

> A —J; Twi 2 =7 T >
y- walg) B < WA, - npp + TGRS il
i=1 v i=1
— — Jl+4+w .
< M\|A1—J1|F+MG\/571_°:||931—9; | < oo,
neboli
Ai = Jig1) w
Jim WA = i) will (502)
i—o0 [Jw|

Dale plati

1(Ai = Ji)Tw| < [(Ai = Jig1) wil| [(Ai = Jig1) wil|

[y | = ] + i1 = Jifl < Tl + Gv/nl|di,
coz spolu s (502) a ||d;|| — 0 dava
Az J’L 4
lim 1 il g, (503)
(b) Ukézeme, ze pro vektory w;, i € N, zvolené podle (AB1) nebo (AB2) plati
i — (A — Ji)d;
Jim 0 = (Ai = J)dill _ (504)
i~o0 s

Pouzijeme-li (AB1), dostaneme

lwi — (Ai — Ji)di| [(Ai = Jiv1)di — (Ai = Ji)di|| = [[(Ji = Ji1)dil

17; = Tialllldill < GV/nllds]?,

IN

coz spolu s ||d;|| = 0 dava (504). Pouzijeme-li (AB2), dostaneme

|lwi — (Ai = Ji)dil| = [[(Aids — (fixr — fi) — (A = Ji)di|| = || Jids — (figr — fi)l
= | fi + Jidi — (fi + Jsdi + o(||ds )| = o(||d;]])

(pouzivdme dva ¢leny Taylorova rozvoje), coz spolu s ||d;|| — 0 dédva (504).
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(c) Ukdzeme, ze z (503) a (504) plyne

A; — J;)d;
lim A = Jydill (505)
i—oo lldill
Plati
wil|* = w] (wi — (A = Ji)ds + (Ai — Ji)di) < [lwill[Jwi — (As — Jo)dal| + |(Ai — Ji) T will1dal,
takze
[will| _ [lwi = (Ai = Ji)di]| | [[(Ai = Ji)Twi|
ldill — ll sl [Jws]|
a
TN\ A TN\ ) A TN\ _ TN\T,,,.
||(A1 Jl)dZH < sz (Az Jz)dz‘l + ”wZH SQsz (Az Jz)dzH ”(Az JZ) w1||7
llds | lld: | lld: | llds | [l |
coz spolu s (503) a (504) dava (505). Z (505) a ||Aid; + fill/|lfill = O plyne superlinedrni konvergence
(véta 157). O

12.6 Metody zaloZené na aktualizaci nesymetrického trojihelnikového rozkladu

Soustavu linedrnich rovnic As+ f = 0 muzeme Fesit bud piimo nebo iteracné. Piimé feseni je zalozeno na
pouziti nesymetrického trojuhelnikového rozkladu

PA=LU,

kde P je permutacni matice, kterd se vybird tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvka byl co
nejmensi, L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagondle a U je horni trojuhelnikova
matice. Nalezeni permuta¢ni matice P a nésledné urcéeni struktury trojuhelnikovych matic L a U se
nazyvé symbolickou faktorizaci. Na rozdil od Fidkého Choleského rozkladu (oddil 8.3) nestaci provadeét
symbolickou faktorizaci pouze na zacitku itera¢niho procesu, nebot permutace fadku (vybér pivotu) muze
ovlivnit stabilitu elimina¢niho procesu. Da se tedy konstatovat, ze nesymetricky trojihelnikovy rozklad
je casové dosti naroény, takze je vyhodné omezit jeho provadéni. Tato myslenka je zdkladem metod
zalozenych na aktualizaci nesymetrického trojuhelnikového rozkladu. Na rozdil od Schubertovy metody,
kde se matice AT vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovskd podminka A,d = y, d = x, — x,
y = f+ — f, se poklddd PAy = LU, a matice U; se vybird tak, aby byla splnéna kvazinewtonovské
podminka

Uyd=L'Py.

Jelikoz musi byt zaroven zachovana struktura horni trojihelnikové matice, muzeme pouzit postup popsany
v oddilu 12.4. Vysledkem je aktualizace

" e;(L"'Py — Ud)e;d’
Up=U+)Y_ @ : (506)
i=1

kde d, 1 < i < n, jsou vektory takové, ze d; =d;,U;; #0 a d; =0, U;; = 0 (&leny s d' = 0 odpadnou).
Metoda, kterd pouzivé aktualizaci (506) se nazyva Dennisovou-Marwilovou metodou. Obvykle se realizuje
tak, ze se provede nesymetricky trojihelnikovy rozklad PJ = LU pak se v m po sobé nésledujicich
iteracnich krocich pouzije aktualizace (506). Po m aktualizacich (506) nebo po vynuceném pieruseni
itera¢niho procesu se opét provede nesymetricky trojihelnikovy rozklad PJ = LU.

Jesté jednodussi metodou je metoda skdlovani fadka. V tomto piipadé se poklddd PA, = Dy LU a
diagonalni matice D se vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka

301



D, LUd = Py.

ZapiSeme-li tuto podminku ve tvaru

> Dieie] LUd= Py
=1

a prihlédneme-li k tomu, ze matice Dy je diagondlni, mizeme psat
eI'Dyeel LUd = eI Py,

1 <i < n, neboli

el Py

elLUd’

Také metodu skalovani fddku je tfeba po m iteracnich krocich prerusovat s tim, Ze se provede nesymetricky
trojuihelnikovy rozklad PJ = LU.

el'Dye; = (507)

12.7 Nedokonalé diferenéni verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferenéni verze Newtonovy metody jsou zalozeny na myslence, Ze se pfiblizny vypocet derivaci
provadi pouze v nékterych itera¢nich krocich. Nejjednodussi je Shamanského metoda, kdy se polozi A = J
a pak se v.m po sobé jdoucich itera¢nich krocich pouzivd tatdz matice (AL = A). Dumyslnéjsi metody
jsou zalozeny na podobném principu jako sloupcové diferen¢ni verze Newtonovy metody. Opét se urci
rozklad {1,...,n} = 81 U...U S sloupcu matice J do k disjunktnich skupin S;, 1 < i < k, tak, aby
submatice J(S;), slozené ze sloupcu matice J patiicich do skupin S;, mély v kazdém faddku nanejvys jeden
nenulovy prvek (oddil 12.3). Pak se v kazdém itera¢nim kroku uréujf sloupce matice J patiici pouze do
jedné skupiny a ostatnf sloupce se neméni. Konkrétnéji, necht I = modyi (modyi je zbytek po déleni ¢isla
i ¢islem k). V i-tém iteracnim kroku se pouzije vektor v; takovy, ze

(Ui)j = 6?’02' =1 :)’j GSI

a pomoci diference

f(z +6v;) — f(z)
1)
se urc¢i sloupce matice J patiici do skupiny S;. Sloupce patiici do ostatnich skupin se ponechaji beze
zZmeény.
Tuto metodu, kterd se nazyva Liovou metodou, 1ze kombinovat se Schubertovou metodou tak, ze se v

kazdém iteracnim kroku po urceni sloupct matice J, patiicich do skupiny &;, provede navic aktualizace
(493).

~ J?)i

12.8 Itera&ni feSeni systémi linedrnich rovnic s nesymetrickou matici

Pro feSeni systému linedrnich rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matici A existuje celd fada iteraénich
metod. Muzeme je zhruba rozdélit na dvé skupiny:

(1) Metody s kratkymi rekurentnimi vztahy.

(2) Metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy.
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Vyhodou metod s kratkymi rekurentnimi vztahy (jsou to dvojclenné nebo trojcélenné rekurence) je nizky
pocet numerickych operaci a uklddanych hodnot (je jich O(n)). Nevyhodou téchto metod je moznost
selhdni (déleni nulou) béhem iteracniho procesu. Metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy maji opacné
vlastnosti. V n-tém iteraénim kroku se pracuje s n vektory dimenze n, coz vyzaduje O(n?) numerickych
operaci a uklddanych hodnot (teoreticky je zapotiebi k ziskani{ feSeni n itera¢nich kroku). Zato nedochdzi
k selhdn{ béhem iteracniho procesu (kazdy jeho krok je korektné definovén).

V tomto textu, ktery si ne¢ini naroky na uplnost, se budeme zabyvat pouze zhlazenou metodou CGS
pouzivajici kratké rekurentni vztahy a metodou GMRES pouzivajici dlouhé rekurentni vztahy.

Definice 54 Necht A € R™ " je requldrni matice a f € R™, f € R™. Pak iteracni proces pouiivajici
rekurentni vztahy

s1=0, fi=f fi=f wm=-f, P=-hH

a=A4p;, G=ATpi, o= fLfi)bla,
Si+1 = S; + a;pj,
fiv1 = fi+tqiqi,  fiyr = fi+@idi,  Bi= fhafi/FE 1

Pit1 = —fir1 + Bibis  Pix1 = —fir1 + Bibi
pro 1 < i < n, nazveme metodu bikonjugovanyjch gradienti (BCG) uréenou matici A € R"™" a vektory
feR" feR™

Véta 187 Uvazujme metodu bikonjugovanych gradienti uréenou reguldrni matici A € R"*™ a vektory
fE€R", feR" Necht fI'fi #0 a pl'qi # 0 V1 <i < n. Pak plati foi1 = 0 a vektor s,i1 je Fesenim
soustavy rovnic As+ f = 0.

Dikaz Predpokladejme, ze fini #0aplq #0 V1 <i<n. Dokdzeme indukei, ze plati

prfi=plfi=0 Vi<j<i<n+l, (508)
Ffi=ffi=0 Vi<j<i<n+1, (509)
Prai=plg=0 Vi<j<i<n. (510)

Z (509) plyne, ze vektory fi, 1 < i < n (a také f;, 1 < i < n), jsou linedrné nezévislé. Jestlize totiz
Mfi+.. o+ Afn =0, pak pro 1 < ¢ < n plati

AN =xfffi=0

j=1

a jelikoz f f; # 0, musi byt A; = 0. Podobné z (510) plyne, ze vektory p;, 1 < i < n (a také p;, 1 <i < n),
jsou linearné nezdvislé. Jelikoz fn11 = Aspy1+ f (plyne to z rekurentnich vztahti metody BCG), vektory
fi, 1 < i < n, jsou linedrné nezavislé a

=0 vVi<j<nm,
musi platit f, 11 = Asp4+1+ f =0. Pro i =1 (508)-(510) plati, nebot neni co dokazovat.
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(a) Necht ¢ < n. Podle indukénich predpokladu (508) a (510) plati
P fivr =0, fi +aip, ¢ =0,

pl fisn =p] fi+aipl 4 =0
V1 <j<i. Z (508) a (510) pak plyne

PLfirn = DL fi + aiblai = — L fi 4+ Bioapl o fi + ﬁ‘T g =0,

3 7

; ; - i r
Pl fiv1 =l fi+ cipl @i = =] fi + Biapl fi + pr pi @i = 0.

3 K3

Je tedy pr fiy1 =0, pf fi1 =0 V1 < j <.
(b) Necht i@ < n. Z rekurentnich vztahtu metody BCG plyne

fl = _ﬁh
fi=—bj+Bi—1pj—1  V1<j<i,
fl = —DP1,

fi=—pj+Bj—pj—1  VI<j<i,
takze podle (a) plati

L fisr = =p1 fi1 =0,
iT __aT . B .
Ij fiv1 = =pj fit1 + Bj—1Pj-1fit1 =0 VI <j<i,
f fisr==pl fira =0,

fFfivr = 0! fis1 + Bj1pjo1fisr =0 V1<j<i.

(¢) Necht i < n. Z rekurentnich vztahtt metody BCG a z (a) plyne

Plaiv1 = D) Apiy1 = —p; Afis1 + Bib) Api
= —(fis1— )" fisr/o + Bib) ¢ = 0,
pydiv1 = p) A pis1 =—p) A" fiy1 + Bip) AT

= —(fis1— ) fisr/oj + Bipl G =0

V1 < j < i. Pouzijeme-li navic (b), dostaneme

. 1 oz z . Py i fiafin
Py i1 = _Ei(fi+1 — [T fisr + By 4 = szfz i fivs + ZfTJZl i 4 =0,
. 1 z - pid Fhafinr o
plaiy = ——(fix1— ) fir + Bipl @i = . FL oy fivn + lHT “plg =0,
@i fi i fi fi

takze pj giy1 =0 ap) giy1 =0V <j <1
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Poznamka 301 Iteracni proces metody BCG muze skoncit difve nez po n krocich. Bud fr = 0 pro néjaky
index k < n (takze dostaneme FeSeni soustavy rovnic As 4 f = 0 po méné nez n krocich) nebo fr # 0 a
fE fr = 0 (principidln{ selhén{ spoleéné viem metoddm odvozenym z nesymetrického Lanczosova procesu)
nebo fr # 0 a plgr = 0 (selhdni vlastnf metode BCG). V béznych pifpadech k selhan{ nedochdz{ (je
vyjimeéné), mohou vsak nastdvat potize se stabilitou, pokud fr # 0 a fkak ~ 0 nebo fi, # 0 a pi qx ~ 0.

Lemma 66 Necht jsou splnény predpoklady véty 187. Pak vektory f;, 1 < j <i < n, (a také vektory p;,
1< j <i<n) tword bazi v Krylovoveé podprostoru

’C’i = Span{f’ Af7 e 7A7;71f}
a vektory fj, 1<j<i<n (ataké vektory p;, 1 < j < i< n) tvord bdzi v Krylovové podprostoru

K:i = span{f, (AT).ﬁ IR (AT)i_lf}'

Dikaz (indukei) pro ¢ = 1 je tvrzeni zfejmé. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro néjaky index i < n.
Jelikoz f; € K; a p; € K;, dostaneme fz-i-l = fi + ojAp; € ’Cz-l-l a Pi+1 = _fH—l + Bip; € ’Cz+17 a jelikoz
vektory f;, 1 <j<i+1 (ataké vektory pj, 1 <j<i+ 1) jsou linedrné nezdvislé (dukaz véty 187) tvor{
tam bazi. Jelikoz f; € K; a p; € K;, dostaneme fl+1 fi+a; ATp; € Kit1apigr = —fz+1 + 6ipi € ICZH, a
jelikoz vektory f]7 1 <j <i+1 (ataké vektory p;j, 1 < j <i+1) jsou linedrné nezavislé (dukaz véty 187),
tvori tam bézi. O

Pozndmka 302 Nechf jsou splnény piedpoklady véty 187. Pak plati

Ji=wi(A)f, fz :<Pi(AT)f7~
pi=—U;(A)f, B =—i(AD)f

V1l <i<n+1, kde ¢; a 9; jsou maticové polynomy stupné nejvyse i — 1. Tyto polynomy lze pocitat
pomoci rekurentnich vztahu o1 =1, ¢ =1 a

Vit1 = @ — oA,
Yir1 = ir1 + B

1 <7 < n. Plyne to bezprostiedné z rekurentnich vztahu metody BCG. Koeficienty a; a 8;, 1 < i < n, lze
vyjadiit pomoci polynomu p; a ¥;, 1 < i <n, tak, ze

o= dLE ST A Sl [Tl (A

b Api fTAVR(A)S it ey’
nebot matice A a polynom 1;(A) komutuji). Jelikoz koeficienty a; a 8;, 1 <14 < n lze pouzit také k urcen{
polynomu <pj(A) a 92(A), 1 <i < n, mizeme definovat novy iteraén{ proces 5; € R", 1 <i < n + 1 tak,
aby platilo f, = As; + f = p?(A)f, 1 <i<n+ 1.

Lemma 67 Necht maticové polynomy p; a v¥; spliuji rekurentni vztahy

=1, YPpr1=1

305



Vit1 = @i — oA,
Yir1 = @ir1 + B

pro 1 < i < n. Pak maticové polynomy o3 a 1? spliuji rekurentni vztahy

@%ZI? '(/)%:Ia <P11/)1:I

ir1¥i = i — AP,
0h1 = ¢r — o Alpithi + i),
Qir1%is1 = ©i + Bivir1ti,
P = @i + Bl + Bit})

prol <i<n.

Dikaz Vynésobime-li rekurentni vztah pro ¢;11 polynomem t;, dostaneme

Pir1%; = pithi — A7
Umocnime-li vztah pro ¢;y1, dostaneme

iy = 97— 20A0i; + o AT = 0 — 0 A2t — 0 A7)
= ¢ — a; A(pii + pita1i).

Vynasobime-li rekurentni vztah pro ;41 polynomem ¢; 1, dostaneme

Pir1%ir1 = Py + Bipir1¥i.
Umocnime-li vztah pro ;1, dostaneme
Yha = @iy T 2Bipinatn + BU] = @l + Bipint + Bilpit + Biv})
= pinin1 + Bi(piavi + Bi}).
Polozime-li nyni f; = @7 f, pi = 7 f, vi = AVZf = Api, ug = 0ibif, @i = @is19if = u; — ov;, dostaneme
rekurentni vztahy, které jsou zdkladem metody CGS. a

Definice 55 Necht A € R™ " je reguldrni matice a f € R™, f € R". Pak iteracni proces pouiivajici
rekurentni vztahy

§1:0, ?1:.][‘7 p1:f7 ulzf

v; = Api, QO = fTﬁ/]ETUi,
qi = Ui — QV;,
Sit1 =5 — a;(u; + qi),
firn =Fi—aiA(ui+q:), Bi= fT?i+1/f~T?ia
Ui+1 = ?i+1 + Biqis
pit1 = Uir1 + Bi(qi + Bipi)
pro 1 < i < n, nazveme umocnénou metodou sdruzengjch gradienti (CGS) urcenou matici A € R™" a
vektory f € R™, f € R".
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Poznamka 303 Jsou-li splnény predpoklady véty 187 plati

1Fill = o (A FI < Nl (DNl (A) Il = s (Il
1 <4 < n+1, takze metoda CGS najde feseni soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvyse n krocich (|| fn41] =0
podle véty 187).

Vyhodou metody CGS je to, ze nepouzivé transponovanou matici, coz je nutné pro konstrukei diferencnich
verzi nepiimé Newtonovy metody, kdy se ndsobeni J(x)v nahrazuje diferenci (f(z+0v)—f(x))/d. Nevyhodou
metody CGS (stejné jako metody BCG) je to, ze neni zalozena na zddném minimalizaénim principu. Normy
rezidui nemaji monotonni prubéh a mohou dosti silné oscilovat. Proto se pouzivaji dalsi dapravy metody
CGS zalozené na zhlazeni norem rezidui.

Lemma 68 Necht f,, i € N, je posloupnost rezidui uréend metodou CGS. Necht fi = f, a

Fina(fs = Fisn)
1fi=Feall?

fz‘+1 = ?¢+1+)\i(fi—?i+1)>

No= -

1 <i<n. Pak plati

Ai = arg {\nelg [fivr +A(fi = Fird)lls
1 <i <, takze ||fis1]] < ||fsll (normy rezidui monotonné klesaji) a || fizal| < || fiall (Fesend je nalezeno
po nejuyse n krocich).

Duikaz Ziejmé pro 1 < i < n plati

p— 7T p— p—
I firaI? = I Fiall® + 2N Fin (fi = Figd) + Mo = Figall®s
Tato kvadratickd funkce nabyva minima pro A\; = —ﬁTH(fZ- = Fir0)/Ifi = Fia | O

Rekurentni vztahy pro f; (lemma 68) spolu s odpovidajicimi rekurentnimi vztahy pro s; jsou zdkladem
jednoduse zhlazené metody CGS.

Definice 56 Necht A € R™ " je requldrni matice a f € R, f € R™. Pak iteracni proces

51:0a 31:07 flzfa ?1:.]07 p1:f7 ’LLl:f

v; = Ap;, (6%} :foi/fTUh
Qi = U; — O4V;,
Siv1 =8 — a;(u; + @),
ﬁ'ﬂ =fi—aiA(u + @),  Bi= foiJrl/fNTTiv
Ujyp1 = ?i+1 + Biq,
pit1 = wir1 + Bi(qi + Bipi),
Frnn(fi = Fin)
Ifi = Fiall®
Siy1 = Sig1 + Ai(8i — Big1),
fir1 = Figr + X(fi — fin)
pro 1 <i <n, nazveme jednoduse zhlazenou metodou CGS (SSCGS) urcenou matici A € R™*" a vektory
fER" feR™

i =
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Ackoliv normy rezidui jednoduse zhlazené metody CGS maji monotonni prubéh, pro konstrukci metod
s lokélné omezenym krokem je vhodnéjsi dvojnasobné zhlazend metoda CGS.

Definice 57 Necht A € R™ " je requldrni matice o f € R", f € R". Pak iteracni proces

51:03 g1:07 flzfa ?1:]“7 p1:f7 ulzf

v; = Ap;, Q; = fT?i/?TUi,
¢ = Ui — Q;v;,
Sit1 =5 — a;(u; + qi),
i =Fi—aiAwi+a), Bi=Ff"fia/f Fi
i1 = fiy1 + Bidi,
Piv1 = wit1 + Bi(qi + Bipi),

T _ : 7 T .
" =arg DoTFe g [fisr +Afi = figa) + povill,

[AHMZ
Sit1 = Sit1 + Ni(Si — Sig1) + wibis
fir1 = fixr + Ni(fi = fipn) + pavi
pro 1 < i < n, nazveme dvojndsobné zhlazenou metodou CGS (DSCGS) uréenou matici A € R™™™ a
vektory f € R*, f € R™.

Poznamka 304 Vektor [\, i1;]7 realizujicf minimum normy || f;+1|| mizeme uréit podle vzorce

i _ —
{ L } = _(Vz‘TVi) 1Vini+1,

kde V; = [fi— fi41,v:] € R™*? (odvozeni tohoto vzorce je analogické odvozenf vzorce pro \; v lemmatu 68).
Dosadime-li toto vyjédieni do vztahu pro fii1, dostaneme fiy1 = P;f, 1, kde P, =1 — V;(VIV;) 7'V, je

matice ortogonalni projekce do podprostoru generovaného vektory f; — f;,, a v;.

Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, ze se pouziva predpodminéni. Vzhledem k tomu,
Ze pii nepresném feSeni soustavy rovnic As + f = 0 nds zajimé reziduum As + f, pouziva se pravé
pfedpodminéni, coz znamend, ze se fedi soustava rovnic AC~'5 + f = 0 s pfedpodmiiovaci matici C 1
a pak se pokladd s = C~15. Jelikoz tipravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky stejné uvedeme
pouze predpodminénou verzi metody DSCGS, kterd pouziva rekurentni vztahy

51:07 g1207 flzfa f1:f7 p1:f7 U]_:f

vi=AC i, ;=L i,
qi = Ui — QV;,
Sip1 =8 + o C g + qi),
fina =fi+ o AC (ui + @),  Bi = fT7i+1/fT7i»
Uiyl = 7i+1 + B,
pit1 = uit1 + Bi(qi + Bipi),
iy )" = =(VIV) TV s
Sit1 = Sig1 + Ai(si = Sir1) + wiC s,
fir1 = ?i-{-l + Xi(fi — fi+1) + p0;
pro 1 <i<mn, (zde V; = [f; — fi1q,vi] € R™¥?).
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Piedpodmiiiovaci matice se obvykle voli tak, aby platilo C ~ A. Pak matice AC™! ~ I je lépe
podminénd. Velmi u¢inné je predpodminovani pomoci netplného trojihelnikového rozkladu

P(A+E) = LU,

kde L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagondle, U je horni trojihelnikovd matice,
P je permuta¢ni matice a F je matice zahrnujici vliv potlacovani nové vznikajicich nenulovych prvk.
Permutacéni matice se voli tak, aby matice PA méla nenulové prvky (pivoty) na hlavni diagonéle.

Nyni se budeme zabyvat metodou GMRES, ktera patii mezi metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy.
Princip metody GMRES spocivd v tom, Ze se generuji ortogondlnimi vektory ¢;, 1 < ¢ < n, tak, Ze g;
1 < j <4, tvoif bazi v Krylovové podprostoru ;. Vektor s;1 € R™ se voli tak, aby platilo

si+1 = arg min [|As + f]. (511)

Metoda GMRES je tedy zalozena na minimalizaénim principu, coz znamend, ze normy rezidui monotonné
klesaji.

Ortonormaélni vektory ¢;, 1 < ¢ < n se generuji pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.
Klasicky Gramuv-Schmidttiv ortogonalizaéni proces pouziva rekurentni vztahy

Bign = f

a1 = Ag;,

T 1
ji +1
Hljji_au.}1<3<l

Tiy1 = dipa e

_ ifl
Biv1Gi+1 = a1 1,

1 <i<n—1, kde koeficienty 5;, 1 < i < n se vybiraji tak, aby vektory ¢;, 1 < i < n, mély jednotkovou

vevs

g1 = f
a
i1 = Agi,
_ T
Qi = q5 Qi q, ..
o ,,,}1<9<’
Tiy1 = i1 — Y5id5s

i+1

Bit1qi+1 = qZIl,
1 < i < n—1. Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces generujici ortonormélni béze Krylovovych
podprostoru C;, 1 < i < n, se také nazyva Arnoldiovym procesem uréenym matici A € R™*™ a vektorem

feR™

Oznac¢ime-li Q; = [q1,42,-..,¢] &
a1 12 . e (5T
B a2 ... Qg
H, = 0 B3 ... ag
0 0 ... Bin

(H; € RUH1X je horni Hessenbergova matice), muzeme Arnolditiv proces zapsat v maticovém tvaru
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AQ; = Qi1 H;.
Polozime-li s;11 = Q;z;, kde z; € R™, plati

[Asit1+ fll = [|AQizi + f| = [|Qiv1Hizi + Qira(Brer)|| = [[Hizi + Breal],

takze minimaliza¢ni podminku muzeme zapsat ve tvaru

zeR?

Véta 188 Necht K # Kj11, 1 < j <14, K; = Kix1 a necht plati (511). Pak As;y1 + f=0.

Diikaz Uvazujme ArnoldiGv proces uréeny reguldrni matici A € R™*" a vektorem f. Jestlize K; # K11,
1<j<ialk; =K1, pak vektory ¢;, 1 < j <, jsou linedrné nezavislé a ;1 = 0. Plati tedy

AQ; = Q:H;,
kde H; € R je horni Hessenbergova matice, kterd vznikne z matice H; € R+ vyskrtnutim

posledniho Fadku. Jelikoz matice AQ; mé linedrné nezdvislé sloupce a A je reguldrni), je matice H;
reguldrni a existuje feseni soustavy rovnic H,;z; + f1e1 = 0. Polozime-li 5,41 = @Q;z; plati

[Asiy1+ fIl = [[Hizi + Brea] = 0.

O
Disledek Metoda GMRES nalezne FeSeni soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvyse n krocich. Jestlize totiz
K;j # Kjt1, 1 < j < n, pak nutné K, = K41 = R". Metoda GMRES nemuze selhat, nebot 8,41 = 0
implikuje As;11 + f =0.

Abychom mohli urcit vektor z; vyhovujici podmince (M), je tfeba provést ortogonalni rozklad

Pi(H;zi + Brer) = [ ](%), } 2; + [ 7hi } ;
Mit+1

kde P; = P;P;_1 ... P1 je sou¢in Givensovych matic elementdrnich rotaci a

P11 P12 .- Pl Z;
Ri=1| 0 pa2 ... pa |, hi=

Je to postup, ktery byl jiz pouzit v metodé LSQR (oddil ??), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze vysledné rekurentni vztahy metody GMRES.

Definice 58 Necht A € R"™*"™ je reguldrni matice a f € R™. Pak iteracéni proces

Bigr=f, T=pH

a1 = Agi,

— T 1
15 =41 95415

2 1 —
9i+1 = i1 — C1i41,

T
Qi =45 4341,

J+1 _ j (]
Qi1 = i1 — Y5idy,

Pj—1i = Aj—10—1; + Tj—10i,
Qji = —\j_10-1; + Tj_10y5,
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i+l
Bit1Gi+1 = qi{ 1,

Pii = \/a?i + 82,4,

)\i:la Ti:Berl’
Pii Pii
N = Aill;s Nig1 = —TiM;5

1 <i < n, nazveme metodou GMRES uréenou matici A € R™*™ a vektorem f € R".

Pouzivdme-li metodu GMRES, muzeme minimaliza¢ni podminku pfepsat ve tvaru

{%}”[nhﬂw

Plati tedy R;z;+h; = 0 (matice R; je horn{ trojihelnikovd) a poloZime-li s;11 = Q;2;, plati || As;1+f || =
M1l Cisla [7;], 1 < i < n+ 1, jsou tedy normy reziduf f; = As; + f, 1 <i < n+ 1. Jakmile metoda
GMRES ziska dostatecné, malé rezidium |(7; | < @||f||) muzZeme proces ukoncit a polozit s;11 = Q;z;,
kde R;z; + h; = 0.

Metodu GMRES miuzZeme ruznym zpusobem modifikovat. Generujeme-li ortonormélni bézi v po-
sunutych Krylovovych podprostorech

z; = arg min
zER™

AK; = span{Af,... A'f},

odpadne pouziti ortogondlniho rozkladu. Vektory ¢;, 1 < j < ¢ se opét urc¢uji pomoci Gramova-Schmidtova
ortogonalizaéniho procesu, takze plati

AQi—l = QiHi—l,

kde H;_; € R* (1) je horni Hessenbergova matice. Zvolime-li vektor q; tak, ze f1q; = Af, mizeme psat

[Af, AQ;—1] = Q;[fre1, Hi—1] = Q;R;,

kde
B1 o a1z ... g
0 B2 oz ... a1
Ri=| 0 0 B3 ... az-1
0 0 0o ... Bi

(R; € R™ je horni trojihelnikova matice). Polozime-li

sip1 = [f, Qi—1]z;,

plati s;11 € K;, nebot vektory f a g;, 1 < j <i—1, jsou linedrné nezévislé. Déle plati

|Asiz1 + fl = I[Af, AQi—1]zi + f|| = |Qi Rizi + f]|

takze minimaliza¢ni podminku muzeme zapsat ve tvaru
zi = arg min [|Q; Rz + f]|.
zER?

Normélni soustava rovnic pro tento problém nejmensich étvercii ma tvar RTQTQ,R;z; + RIFQTf = 0,
takze

Rizi + Q] f=0,

311



coz po dosazeni do vzorce pro reziduum dava

firi=Asip+ f=I-QiQ))f = fi —aiq] [
Jelikoz z ortogonality plyne ¢! Q;_1 = 0, mizeme psat ¢ fi = ¢f (I — Q;—1QL ) f = ¢ f, coz dava

fiv1 = fi — aid] fi-
Tento vzorec zlepSuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosazené vysledky, muzeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.

Definice 59 Necht A € R"™™*"™ je reguldrni matice a f € R™. Pak iteracéni proces

fi=f B =Af

a

vi =dql fi,

fix1 = fi — v,
i1 = Agi,
_ T, J

aii =q%q] o
g }1<J<z,

Qi1 = Qi1 — Yidy,

i+1
Biv1Giv1 = 111
1 < i < n—1, nazveme modifikovanou metodou GMRES uréenou matici A € R™*™ a vektorem f € R™.

Jakmile modifikovand metoda GMRES ziskd dostatecné malé rezidium (|| fix1] < @l f]]), miZeme proces
ukonéit a poloZit s;y1 = [f, Qi—1]zi, kde

B1 o ... o 7
0 52 . Qi1 o Y2
2 =

Poznamka 305 Zakladn{ i modifikovanou metodu GMRES lze snadno predpodmiriovat (pouziva se pravé
predpodminéni). V tomto pifpadé se misto matice A pouzivd matice AC~! a vektor s;;1 € R" se uréuje
podle vzorce

Si+1 = —C_lQinlhi

(zdkladni metoda) nebo

siv1 = —C 7 f, Qi1 R7QT f

(modifikovana metoda). Predpodmifiovaci matice C~1 se opét volf tak, aby platilo C ~ A.
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12.9 Metody s lokdIn& omezenym krokem

Pozndmka 306 Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES muzZeme pouzit ke konstrukeci nepfesnych
metod s lokédlné omezenym krokem. V tomto piipadé se generuje posloupnost vektora ;41 € R™, 1 <1i <n,
které aproximuji feSeni soustavy rovnic As + f = 0, a pak se pokldadd s = s;11, pokud ||s;+1|| < A a
[firall < @IFI, 0 <@ < 1, nebo s = s; + ai(sit1 — si) a [Is| = A, pokud |[s;]| < A, [[f5[] > @ f],
1<j<i, a|sit1] > A. Tato volba zfejmé splituje podminky (T1a), (T1b) metody s lokdlné omezenym
krokem (definice 47). Navic je tfeba zformulovat pfedpoklady, aby byla splnéna i podminka (T1c), neboli

11l = lAs + fIl = 22| As]]),

kde o je ngjaka konstanta. V dalsim textu budeme predpoklddat, ze matice A spliuje podminku || — A <
7 < 1, coz lze docilit vhodnym ptedpodminénim (misto matice A se pouzivd matice AC~! takova, 7Ze
I - ACTY| <v<1).

Lemma 69 Necht || — A|| <7 < 1 a necht s;41 € R™, i = 1,...,n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS. Pak

IAIZ = llrisall® = 921112,
kden = (1-7)/(1+7).
Diukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze

IfTAfl > ?HfIIIIAfH = nllF AL
Podle predpokladu plati
FPAfL = [fTf =A== T = 1T = A
LI = 1= A[[ILAI1? = (L = D)l £1°

v

[AFI < WA+ 1= A< A+

coz dohromady dava dokazovanou nerovnost.

(b) Protoze posloupnost norem rezidui metody GMRES i dvojndsobné zhlazené metody CGS je nerostouci,
stac¢i dokazat, ze

[ Y
Uvazejme nejprve metodu GMRES. Jelikoz s; = 0 a Ky = span{f}, plati

-_— 1 A .
[[r2]] IHHGIRH [AGf) + fll
7 podminky optimality

= argmin [A(uf) + FI[? = argmin(u?|| Af[ + 2 fTAf + | £]|?)
HER HER

dostaneme 1 = —fTAf/||Af||?, takZe pro normu residua 7y plat{
2L UTAR o GUTATE e e UTARE o

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzeni lemmatu pro metodu GMRES. Uvazujme nyni dvojndsobné
zhlazenou metodu CGS. Pak plati

= AMf-T < mi = mi A
Irall = oin 172+ A(F = 7o) + porl] < minIf + pon | = min [1£ + pAS ]
(po dosazeni A = 1) coz dévé stejny vysledek jako v pifpadé metody GMRES. O

313



Lemma 70 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 69 a necht s € R™ je vektor uréeny metodou GMRES
nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS tak jako v pozndmce 306. Pak plati

Il = l[As + fIl > 2a||As]|,
kde 20 = n?/8.
Diukaz (a) Necht [[s;1+1]] < A a ||ri4+1]| < @]/ f]]. Pak podle lemmatu 69 plati

20£11 AN = M ll) = 1A1Z = lrasal® = 22 1LF12,

coz dohromady z odhadem Alls|| < ||As|| < 2||f]] ddva
Lo Lo
191 = lireall 2 522061 = 32014l
(b) Necht ||s;11]] > A ai > 1. Pak plati s = 738,41 + (1 — 73)s; s 0 < 73 < 1, takze
[As + fll = I7a(Asipr + f) + (1 = 7:)(Asi + Pl < millrigall + (0 = 73) 7

a lemma 69 spolu s odhadem A||s|| < ||As|| < 2| f|| davé

1
A= 11As + £l = 72 (1Al = i) + (0= 7 (LA = lirall) = 502 M1 = gn*l1Asl)-

N =

(c¢) Necht ||s;+1|| > A a i =1. Pak plati s = 7159, kde 0 < 71 < 1. Muzeme tedy psat
A2 = As+ £IP = |IFI? = 77| Asal|® — 271 " Asy — || ]
= 77l Ass|* — 27 f " Asy = 7y (|| Asa || — 2f7 Asy)
= 7 (I = l4s2 + f1I*)

(nebof 72 < 7 pro 0 < 71 < 1), nebo

271N QLA = 11As + £11) IFI1* = Nl As + 11 = 7 (17 = lIr=]l)

Tl A ==l

IV v

takze

1 1
LAl =11As + £l = S (Ll = Hlral) = [ £l

jako v piipadé (a). Plati tedy
2111 = lre = £l = [ As2]l,

coz po dosazeni do predchozi nerovnosti dava
Ly L 5
171~ 45 + £l = grnl Asell = g0l Asl.
O

Véta 189 Nechf ||[I — A;|| <U <1,i€ N anecht s; € R, i € N, jsou smérové vektory uréené metodou
GMRES nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS tak jako v pozndmce 306. Pak jsou splnény podminky
(T1a)—(T1c) a smérové vektory s; € R™, i € N, miiZeme pouZit ke konstrukci nepresné metody s lokdlné
omezengm krokem. Aplikujeme-li tuto metodu na funkci f : D — R™ wvyhovujici predpokladim (J1) a
(J4)-(J6) a spliuji-li matice A;, i € N podminky uvedené v lemmatu 55, plati x; — x* a f(z*) = 0.
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Dikaz Tvrzeni véty je bezprostiednim dusledkem lemmatu 70 a véty 159. O

Metodu GMRES nebo dvojnasobné zhlazenou metodu CGS mtzeme také pouzit ke konstrukei metod,
které se nazyvaji metodami psi nohy. V tomto piipadé se generuji vektory s;41 € R", 1 < i < m, kde
m < n (obvykle 1 < m < 3). Jestlize pro néjaky index 1 < i < m plati ||s;+1]] < A a || fiv1l < @ f]],
0 <w < 1, pokldddme s = s,11. Jestlize pro néjaky index 1 < ¢ < m plati ||s;|| < A, ||f;ll > @|fll
1<j<i a|sit1]| > A, pokladdme s = s; + ;(s;41 — $;) tak, ze ||s|]| = A. Nenastane-li ani jeden z téchto
piipada uréime pomoci nékteré piimé eliminac¢ni metody FeSeni s* € R™ soustavy rovnic As+ f =0 a
pokldddme s = Sy41 + @mt1(s* — Smt1). Jednoduse se dd ukdzat (podobné jako v dikazu lemmatu 70
nebo v ditkazu lemmatu ??), Ze pokud plati A > ~|/f|| nebo |fTAf| > el f|l||Af]l, je splnéna podminka
(T1c).

V nasledujici tabulka ukazuje porovnani nékolika metod pro feseni rozsahlych systému nelinedrnich
rovnic: DNM - diskrétni Newtonova metoda, QNS - quasinewtonovskd metoda se Schubertovou fidkou
aktualizaci, 5-QLB - pétikrokova Broydenova metoda s omezenou paméti, 5-QLC - pétikrokova metoda ak-
tualizace sloupctl s omezenou paméti, 5-QLI - pétikrokové inverzni metoda aktualizace sloupcii s omezenou
paméti, DNS - metoda skélovani fadku LU rozkladu, DNL - Lieova nedokonald Newtonova metoda se Schu-
bertovou aktualizaci. Tyto metody jsou realizovany bud s itera¢nim (CGS - dvojndsobné zhlazend metoda
CGC predpodminénd pomoci neiplného LU rozkladu) nebo s piimym (LU - tiplny LU rozklad) fesenim
soustav linearnich rovnic. K porovnani bylo pouzito 44 rozsahlych fidkych systému nelinearnich rovnic s
5000 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot NFV, jakoz i pocet selhdn{
a celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT-NFV | selhani cas
DNM + CGS | 576-2988 - 7.94
DNM + LU 570-2942 1 8.67
QNS + CGS 876-2114 - 9.09
QNS + LU 842-2212 1 8.39
5-QLB + CGS | 756-2012 1 7.19
5-QLC + CGS | 770-2255 - 7.39
5-QLI + CGS | 972-2328 - 6.47
5-QLI + LU 747-1667 1 4.91
DNS + LU 848-3653 1 8.17
DNL + LU 672-6028 1 16.97
13 Optimalizace dynamickych systémii
Uvazujeme tlohu s ucelovou funkei
t1
F(o)= [ Fale,ule.t).0)dt + Priz, (o, 1) (513)
to
kde
dy(x,t
@0 fstaye0,0, yleto) = fila) (514

Pfitom z € R™, y : R"™ X [tg,t1] — R™, FF: R* — R, Fa : R" x R"S X [to,t1] = R, Fr : R® x R"S — R,
fs : R™ X R™S X [tg,t1] — R™S, fr : R™ — R"S. Minimalizovand funkce je tedy integrilem, ve kterém
vystupuje feSeni soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu s poc¢ateémimi podminkami. Tuto
soustavu diferencialnich rovnic nazyvame stavovym systémem.
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Obvykle je vyhodné pocitat integral spole¢né s feSenim soustavy diferencidlnich rovnic. V tomto piipadé
pokladame

F(2) = Fae, ) + Fr(z,y(e, 1)), 615
kde
VLD~ fowyla 0,0, ylato) = fr(a),
% = Fa(z,y(z,t),t), Fa(z,tg) =0. (516)

Celkem se fesi ng + 1 diferencidlnich rovnic v pfimém sméru. Staci spocitat hodnoty na konci intervalu.
Uloha (515) + (516) se fesi pomoci gradientnich optimaliza¢nich metod (CG, VM, N) proto je tFeba pocitat
derivace ucelové funkce. Piedpoklady:

(A1) Existuje spojité Feseni systému (514) na intervalu [to, 1] kdykoliv z € X C R™.
(A2) Funkce Fyu, Fr, fs, fr jsou dvakrat spojité diferencovatelné na X C R™.
Pritom X C R™ je oblast obsahujici vSechny body x; € R™ ¢ € N, ziskané béhem itera¢niho procesu.

13.1 P¥imy vypolet gradientu
Oznacme u(z,t) = dy(x,t)/dz, takze u : R™ X [tg, 1] — R"5*™. Derivovanim (515) a (516) dostaneme

gT(SC) :f]z;(l',h)Jr aFT(xay(xvtl)) + aFT(xay(xatl))u(x’tl), (517)
ox Oy
kde
du(myt) _ afS(x7y7t) 8fs(l',y,t) o df[(i[])
T = O + a9y u(z,t), u(z,ty) = P
df]};(x,t) o aFA(‘ra Y, t) aFA(xv Y, t) ~T o
—a " O + 9y u(x,t),  galz,to) =0. (518)

Pritom g7 (z) = dF(z)/dz, §%(z,t) = dF4(x,t)/dz. Celkem se fesi (ng + 1)(n + 1) diferencidlnich rovnic
v pfimém sméru.

13.2  Zpétny vypocet gradienti

Necht p : [to,t1] — R™S je libovolné zobrazeni (jehoz presny tvar budeme specifikovat pozdéji) a y :
R™ X [to, t1] — R™S je TeSeni systému (514), takze fs(x,y,t) —dy(x,t)/dt = 0 pro t € [to, t1]. Pouzijeme-li
(513), muzeme psat

dy(z, 1)

F(m):/: {FA(x,y,t)erT(t) <fs(ffvy’t)_ dt

)] dt + Fr(z,y(z,t1))

a pouzitim pravidla integrovani per partes u’ v’ = (uTv)’ — (u?)'v, kde u = p(t), v = y(z,t), dostaneme

t1 T
o) = [ [ e st + L] a

+p" (to)y(z, to) — p" (t1)y(z, t1) + Fr(z, y(z, t1)).
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Nyni muzeme F(z) derivovat podle z, takze

g"(x) = /ttl [W+pT(t)W

Or
N (aFA(aQZ v Lo 3fs(;cz;y,t) N dp;@)) dyéff;t)} dt
+pT(to)dJZg(jx) N 8FT(x,ai(:c,t1)) n <3FT($,632(5U»151)) pT(t1)> %

Zvolime-li funkci p(t) = p(x,t) tak, aby se vynulovaly zévorky u dy(z,t)/dz a dy(z,t;)/dz, ¢ili tak, ze

8fS(x7 Y, t)
Oy ’

_de(‘Tat) _ 8FA(ZE, yvt)
dt n dy

OFr(z,y(x,t1))
oy ’

+p" (z,1) pl(x,t) =

plati

h 8FA(xay7t) 8fs(x7y’t) df[(l') aFT(Ivy(I7tl))
T _ T T
g (:z:)—/to [8:5 +p (a:,t)iam ] dt + p* (x, o) e + O .

Dohromady to lze zapsat takto

g(x) = ga(w,to) + (dﬁf)) p(z,to) + <8FT($’8W> , (519)

kde

dp(z,t)  _ (aFA<x,y,t>>T+(afsmy,t))pr)? p(x’tl)<aFT<x,y<x,t1>>>T,

dt dy Oy ay
dae,t) _ (OFaly)\" (s N
dt B ( oz + o p(z,t),  galz,t1) =0. (520)

Celkem se fesi ng + 1 diferencidlnich rovnic v pfimém sméru a ng + n diferencidlnich rovnic ve zpétném
smeru.

13.3 P¥imy vypolet Hessovy matice

Oznaéme v(z,t) = du(z,t)/de = d?y(x,t)/dz?, takze v : R™ X [tg,t;] — R™s*"*" Derivovanim (517) a
(518) dostaneme

O Fr(z,y(z, 1))

G(a:) = éA(m,t1)+ 022
?Fr(z,y(x,t1) | 0*Fr(z,y(z,t1))
+ 12 w0y + By w(z,t1)| u(x,ty)
OFr(zx, t
+ T(x;;/(x 1))“(557751%

kde
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do(w,t) 32fs(x7y,t)+[2 9% fs(z,y,1) 82f5(x’y’t)u(o:,t)]u(x,t)

dt Ox? Oz Oy Oy?
dfs(z,y,1) _ dfi(=)
+ a9y v(z,t), wv(z,tg) = FPCR
déA(mvt) _ OQFA(J?’ZUJ) 82FA(xay7t) aZFA(x7y7t)
dt N Ox? ik Ox0y Oy? u(@, )| ulz,?)
+ Wu(x,t), Ga(z,to) = 0. (521)

Piitom G(z) = d®F(x)/dz? a Ga(x) = d®fa(z,t)/dz?. Celkem se fesi (ng + 1)(n? +n+ 1) diferencidlnich

rovnic v pfimém sméru.

13.4 P¥ima aproximace Hessovy matice (soucet &tverci)

Plati
Falyt) = (e, 1) — =(0) WD)yl 1) — (1),
2
S Wit - 20), gt —w
a podobné

Fr(y(z,t1)) = %(y(z,tl) —2(t)) " Waly(z, t1) — 2(t1)),

OFr(y(z,t1)) O Fr(y(z,t1))
Ay y?
Piitom z : [tg,t1] — R"™, W : [to,t1] — R"5*™s (SPD) (obecné Wy # W(t1)). Jestlize F(z) — 0, pak
nutné y(z,t) — z(t) takze OF4(y(x,t),t)/0y — 0 a OFr(y(z,t1))/0y — 0. Muzeme tedy zanedbat tyto
¢leny v (521) a (521). Dostaneme tak

:Wl(y(xvtl)_z(tl))v = Wi.

G(z) = B(x) = Ba(z,ty) +u” (z,t1)Wiu(z, ty), (522)
kde
(BAT(;C’” =uT (z, )W (t)u(z,t), Ba(z,to) =0. (523)

Celkem se fesf (ng + 1)(n + 1) + n? diferencidlnich rovnic v pffmém sméru.

14  Automatické derivovani
Existuji dva postupy:
(1) Pifmé automatické derivovani — vypocet derivace zobrazeni.

(2) Zpétné automatické derivovani — vypocet gradientu funkce.

Ukéazeme na piikladech pouziti obou postupu.
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Piiklad 1 (Pifmé derivovani). Médme nalézt derivaci funkce F(x) = 1 sin(zex3 + x4) podle proménné
3.

T = I F = x; sin(asxs + 24)
¥y = 0

To = i)

zh = 0

I3 = I3

x = 1

Ty = Ty

xy = 0

Is = ToX3 = ToX3

xt = xoxh+axhrs = @9

Tg = X4+ x5 = X4+ Tox3

rg = Th+ak = 9

x7 = sin(xg) = sin(z4 + xox3)

zh = cos(zg)xg = cos(zy + T223)T2

T3 = T1T7 =  zpsin(z4 + zax3)

¥y = mar+xizr = zixesin(zg + xox3)T
F = x5 = xysin(zy + xox3)

F' = a3 = 1z cos(zy + T2x3)T

Piiklad 2 (Zpétné derivovan{). Mame nalézt gradient funkce F(x) = x; sin(xaxs + 4).

I = Iy ZT; = 8F/83:Z

T2 = i)

I3 = I3

X4 = XTq

Is = I2X3 = I2X3

X6 = X4+ x5 = X4+ Toxs3

X7 = sin(xg) = sin(z4 + z223)

T3 = xiT7 =  xysin(zy + xox3)
g = 1

Ty = Tgxq = I

T = Tgx7 = Sin($4 + x2x3)

Tg = ZT7COSZg = Iy COS(I’4 + I’QIg)
Ts = Tg = x1cos(xy + zox3)
T4 = T = 1z cos(z4 + Tax3)
T3 = TsTo =z cos(zy + x223)T2
T = TsT3 = x1co8(xy + Tow3)xs3
OF/0x1 = @, = sin(z4 + xox3)
OF[0xzy = Ty = 1z cos(zy + x223)T3
OF/0x3 = T3 = 1z cos(zy + T223)T2
8F/333‘4 = T4 = I COS($4 + I2£3)
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15 Z3aklady nehladké analyzy

V této kapitole probereme zdkladni pojmy kone¢nérozmérné nehladké analyzy a jejich aplikace na feseni
systému nehladkych rovnic a na nepodminénou minimalizaci nehladkych funkei. V dukazech nékterych
vét budeme pouzivat dva klasické vysledky, jejichz kone¢nérozmérné verze zde uvedeme.

Tvrzeni 10 (Hahn-Banach). Necht funkce F' : R™ — R je positivné homogenni (plati F(Ax) = AF(z)
pokud A > 0) a subaditivnt (plati F(z1 + x2) < F(z1) + F(x2)). Necht X C R™ je podprostor al: X — R
je linedrni funkce takovd, Ze l(x) < F(z) Vo € X. Pak existuje vektor g € R"™ tak, e g'x = l(z) Vo € X
a gtz < F(x) Vo € R".

Tvrzeni 11 (Rademacher). Necht funkce F : R™ — R je lokdiné¢ lipschitzovskd (definice 79) v oblasti
Q € R". Pak F je diferencovatelnd skoro vSude (mnozina {x € R, : VF(x) neexistuje} md Lebesgueovu
miru nula).

15.1 Konvexni mnoZiny

Definice 60 Reknéme, Ze mnozina C' € R™ je konvexni, jestlize z x € C, y € C plyne

Az + (1= Ny e C, (524)
pokud 0 < X < 1.
Pozniamka 307 Vztah (524) mizeme zapsat ve tvaru

y+ Az —vy) eC.

Definice 61 Nechi m>1, z; e R", \; >0, 1<i<m, M1 +...+ A\ =1. Pak bod

m
x = E Aii,
i=1
nazveme konvexni kombinaci bodu x; € R™, 1 <i < m.

Véta 190 Mnozina C' C R™ je konvexni prdvé tehdy, obsahuje-li vSechny konverni kombinace svyjch bodi.

Dukaz Obsahuje-li mnozina C' vSechny konvexni kombinace svych bodu, obsahuje téz konvexni kombinace
tvaru (524), takze je konvexni. Opacnou implikaci dokdzeme indukei. Predpoklddejme, ze C' obsahuje
vSechny konvexn{ kombinace svych m bodu, kde m > 1 (pro m = 1 je to zfejmé, nebot z 1 € C a Ay =1
plyne \Mjz; =21 € C). Pakproz; €e C, \; >0, 1 <i<m+1, A\ +... 4+ \py1 = 1 mlzeme psét

m—+1 m
Z Ny = Z iz + )\m+1l‘m+1 = (1 — )‘m+1)$;’n+l + )\m+1l‘m+1 eC,
i=1 =1
kde
m A A m
Tpy1 = Zim PV Z)\;JSZ eC,
i=1 Zj:l J i=1
nebot z; € C, N, >0,1<i<m, \{+...+ X, =1 O

Poznamka 308 Podobnym zpusobem, jaky jsme pouzili v diukazu véty 190, lze ukédzat, ze konvexni
kombinace konvexnich kombinaci je opét konvexni kombinaci.

Poznamka 309 Necht z; € R, 1<i<m,ax= Z:’;l Aiz;. Pak bod x nazveme:

(a) Linedrni kombinaci bodu x; € R™, jsou-li koeficienty \; € R libovolné.
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(b) Nezdpornou linedrni kombinaci bodu x; € R™, plati-li A; >0, 1 <i < m.
(c) Afinn{ kombinaci bodu z; € R™, plati-li > A\; = 1.
(d) Konvexn{ kombinaci boda z; € R™, plati-li Y ;- A\; =1a X >0,1<i<m.

Tyto kombinace definuji po fadé linearni podprostory, konvexni kuzely, afinni mnoziny a konvexni mnoziny.
Linedrnimi podprostory a afinnimi mnozinami se zde zabyvat nebudeme (probiraji se v kurzech linedrn{
algebry). Pripomeneme pouze, Ze viechny uvedené mnoziny jsou konvexn{ a afinni mnoZina je posunutym
linedrnim podprostorem, to znamena, ze je-li mnozina C' afinni a « € C, je mnozina C' — x linedrnim pod-
prostorem. Lze tedy definovat dimenzi afinni mnoziny jako dimenzi odpovidajiciho linedrniho podprostoru
a jelikoz konvexn{ mnozinu lze vnofit do afinni mnoziny (vynechdnim omezeni A; > 0, 1 <14 < m) i dimenzi
konvexni mnoziny. Z téchto uvah plyne ze konvexni mnozina v R™ obsahuje vnitini body pravé tehdy,
mé-li dimenzi n.

Véta 191 Prunik konvexnich mnozin je konvexni mnoZinou.

Dikaz Necht C' =nN,C,, kde C, C R™ jsou konvexni mnoziny. Necht x € C, y € C. Pak plati x € C, a
y € Cy Va a tedy Az + (1 — ANy € C,, Va pokud 0 < A < 1. Odtud plyne, ze Ax 4+ (1 — Ny € C. O

Véta 192 Linedrni kombinace konvexnich mnozin je konvexni mnozinou.
Ditkaz Necht C = 7" \;C;, kde C; C R™ jsou konvexnf mnoziny a \; € R. Necht z € C, y € C a
0 < X\ < 1. Pak existuji body x; € C;, y; € C;, 1 < i < m, takové, ze
A+ (1= Ny =AY Nz + (1= Ay = Y MO+ (1= V) £ iz,
i=1 i=1 i=1 i=1
Jelikoz x; € Cy, y; € Cy, plati z; = Az; + (1 — Ny; € C;, 1 <i <m, takze \x + (1 — Ny € C. O

Definice 62 Konvexnim obalem mnoZiny C C R"™ nazveme prunik

conv C' = ﬂ Ca
ccCy

vSech konvexnich mnozin C, C R™ obsahujicich C.
Poznamka 310 Ziejmeé plati C' C conv C.

Véta 193 Konvexni obal mnoZiny C C R™ je mnozZina vech konvexnich kombinaci bodu z C, tedy vsech
bodi tvaru

i=1
kdem>1,z,€¢C, \;>0,1<i<m, \i+...+ A\, =1

Dukaz Necht C je mnozina vSech konvexnich kombinaci bodu z C. Jelikoz C je konvexni, plati conv C' C C.
Necht y € C, takze y = Mx1 4+ ... + AT, kde ; € C, A > 0,1 < i <m, A\ +...+ N\, = 1. Jelikoz
x; € Cy, 1 <4 < m, pro kazdou konvexni mnozinu C, C R™ obsahujici C, plati

y € conv C' = ﬂ Ca,
CCCa

coz davé C C conv C' O
Véta 194 (Caratheodory) Necht y € conv C, kde C C R™. Pak existuje nejvyse n + 1 bodu z; € C,

1 <i<n+1, takovych, Ze y je jejich konverni kombinaci.
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Dikaz Dokdzeme, ze pokud plati (525) s m > n + 1, lze vzdy snizit pocet bodu v konvexni kombinaci.
Jelikoz m je prirozené ¢islo (konecné), dostaneme po koneéném poctu takovych snizeni konvexni kombinaci
s nejvyse n + 1 body. Necht tedy
m
Yy = Z )\ixia
i=1

kdem>n+1, 2, €¢C, \;>0,1<i<m, A1 +...+ A\, = 1. Oznacme

~ y A €Z; .
y—[l], xz—[ 1 }, 1<i<m.

Pak § € R™"! je linedrni kombinaci vektora #; € R*"*1, 1 < i < m (s kladnymi koeficienty). Jelikoz
m > n+ 1, jsou vektory &; € R™t!, 1 <4 < m, linedrné zavislé. Existuji tedy koeficienty a;, 1 <i < m, z
nichz alespon jeden je nenulovy tak, ze

> aid; =0. (526)
i=1

Protoze posledni slozky vektoru &; jsou jednotkové, musi platit

m

Z a; = O7
i=1

takze alespon jeden z téchto koeficientu je zdporny. Pouzijeme-li (525) a (526) dostaneme

-3
i=1

pro libovolné ¢islo A > 0. Necht

m

i)\l.’fh‘F)\ial.’fh:Z()\ +)\Oll i Z)\/
i=1 i=1

i=1

Pak plati A} > 0, 1 < i <m, A}, =0, \] +... + A}, = 1, takze bod y je konvexni kombinaci bodi
T1y-eo 3 Tje1,Tjs1s-- - T, Kterych je m — 1. O

Véta 195 Je-li mnozina C kompakini, je i mnoZina conv C kompaktni.

Diikaz (a) Necht y € conv C. Pak podle véty 194 existuji vektory z; € C a ¢éisla \; > 0,1 <i<n+1,
A1+ A A1 = Ltakové, ze y = M1+ . .+ Ap412n41- Jelikoz mnozina C je omezend, existuje ¢islo M > 0
takové, ze ||$Z|| S ]\/[7 1 S ) S n+ 1. Pak ale Hy” = ||>\1£171 + ...+ >\n+1='17n+1|| S ()\1 + ...+ )\n+1)M = M,
takze mnozina conv C' je omezena

(b) Necht {y;} C conv C je posloupnost takovd, ze y; — y € R". Mdme dokdzat, ze y € conv C. Jelikoz
y; € conv C, existuji podle véty 194 vektory z¥ € C aéisla \F >0, 1 <k <n+1, A\l +... + )\:.H'l =1
takové, ze y; = Alal + . )\”H ZL'H. Protoze mnozina C' je kompaktni a ¢islo n + 1 je konecné, lze
vybrat podposloupnost {yl} c {yz} takovou, ze odpovidajici podposloupnosti {#¥} C {zF}, {)\k} C {)\k}
1 <k <n+1, jsou konvergentni, &li ZF — % e C, \F =5 A >0, 1<k <n+1, X' +... + " =1
Jelikoz vybrand posloupnost méa stejnou limitu jako puvodni konvergentni posloupnost, 1ze pszit

n+1
— k~k
v = e e (St
n+1 n+1

= Z <Zli>r£10 S\f) (Zlgrolo:c ) Z Nk e conv C.
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Poznamka 311 Predpoklad omezenosti je ve vété 195 podstatny. Je-li C uzaviend ale neomezend, nemusi
byt conv C uzaviend. Necht C' € R? a C = C1N Cy, kde C} je tsecka spojujici body x1 = [—1,0], 2o = [1,0]
a Cs je polopifmka [0,¢], ¢ > 0. Necht y; = [1/i — 1,1]. Protoze x; = [-1,0] € C a z; = [0,1] € C, plati

i =[1)i—1,1] = [-1,0] + % (10, — [~1,0]) = 1 + %(z — 1) € conv C.
Ale y; — y = [-1,1] a bod y nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci bodu z C, takze conv C' nenf uzaviens.
Definice 63 Necht C' C R™. Pak funkci

do() = inf |1y~ z]
nazveme vzdalenosti bodu x od mnoZiny C (nebo vzddlenostni funkci mnoziny C).
Poznamka 312 Je-li mnozina C' C R™ uzaviend, plati

de(x) = min|ly — z|.
c(z) = min [ly — x|

Existuje tedy bod y € C takovy, ze do(z) = ||y — z||. V dalsim vykladu se omezime na uzaviené mnoziny
i kdyz vétsina tvrzeni ma obecnéjsi charakter.

Véta 196 Necht mnozina C C R™ je uzaviend. Pak vzddlenostni funkce d¢ je lipschitzovskd v R™ s
koeficientem L = 1. Je-li C konvexni, je dc konvexni v R™ a ke kaZdému bodu x € R™ existuje prdvé jeden
bod y € C takovy, Ze

ly — x|l = de ().

Dikaz Necht z7 € R™, x5 € R™. Jelikoz mnozina C je uzaviend, existuje podle poznamky 312 bod y € C
takovy, ze
ly — @1 = de ().

Plati tedy
do(w2) < |ly — 22|l < [ly — 1]l + |21 — 22| = de (1) + ||22 — 21,

neboli
do(w2) —do(r1) < |z — 21|

Protoze nezalezi na poradi bodu z1, xo, plati
|ldc(22) — do(@1)] < [loe — 21,

takze funkce d¢ je lipschitzovska v R™ s koeficientem L = 1 Necht C je konvexni, 1y € R"™, x5 € R™.
Podle poznamky 312 existuji body y; € C, yo € C tak, ze

lyr — 21l = de(z1),
ly2 — 22l = do(z2).

Polozme y = A1y1 + Aoy, kde A1 >0, Ao > 0a A + X = 1. Ziejmé y € C, takze plati

do(Mzr +Aoza) < ly — Mz — Aeza|] < Mflyr — 21| + Azllye — 22|
= Adgo(z1) + Aade(x2)

a dco je konvexni v R™ Necht C' je konvexni, z € R™ a y; € C, yo € C jsou dva ruzné body takové, ze
lyr — l| = de (), |ly2 — z|| = de(x). Pak

lye —w1ll* =2 — @) — (y1 — )P = lly2 — ) + lyr — 2)* — 2(y2 — )" (31 —2) > 0
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takze
(2 — )" (11 — ) < d(x). (527)

Polozme nyni y = %(yg +y1). Jelikoz C je konvexni, plati y € C. Déle podle (527) plati

ly = l* = 7 (ly2 = 2l® + lly1 = z]* + 2(y2 — )" (41 — 2)) < dg(x),

1
4
coz je spor, nebot y € C, takze podle poznamky 312 de(z) < ||y — z||. O

Definice 64 Necht C C R™ je uzaviend konvexni mnoZina, x € R™ a y € C je bod takovy, Ze ||y — x| =
do(x). Pak tekneme, Ze y je projekced bodu x do mnoZiny C a piseme y = Po(x).

Véta 197 Necht C C R™ je uzaviend konvexni mnozina a x & C. Pak bod y = Po(x) je hraniénim bodem
mnoziny C.

Dikaz Piipomenme, ze bod y € R" je hrani¢nim bodem uzaviené mnoziny C C R", jestlize y € C a
existuje posloupnost {x;} C R™\ C takovd, ze ©; — y. Necht ©; =2+ t;(y — ), 0 < t; < 1,7 € N. Pak
plat{ ||z; — z|| < |ly — z||, ¢ € N, a pokud ¢; — 1, mame posloupnost bodu z; ¢ C takovou, ze z; = y. O
Lemma 71 . Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnozina, x € R" a y = Po(x). Pak plati

(z—y)T(z—y) <0 VzeC
Dikaz Jelikoz y € C, z € C a C je konvexni, plati y + A(z —y) = Az+ (1= A)y € C V0 < A < 1. Oznaéme

V) = lly + Az —y) —a|* = lly — | = 2Mz — )" (z —y) + N[z — y||>.
Pak ziejmé ¢(0) = do(z) a ¢'(0) = —2(z — y)T(2 — y). Pokud by platilo (x — y)T(z — y) > 0, neboli
¢'(0) < 0, existovala by hodnota 0 < A < 1 takovd, ze p(A) < ¢(0), neboli ||y + A(z — y) — z|? < do(z),
coz nenf mozné, nebot y + A(z —y) e C VO < A < 1. O
Véta 198 Necht C C R" je uzavrend konvexni mnoZina. Pak
|Pc(z2) — Po(x1)|| < ||we — 21|| Vai,22 € R™

Dikaz Necht y; = Po(x1) a y2 = Po(22). Podle lemmatu 71 plati

(1 —y1)" (21 —y1) 0 Vz €0,

<
(w2 — Z/Q)T(Z2 —y2) < 0 VzeCl.
Dosadime-li z; = y2, 29 = y1 a seCteme-li obé nerovnosti, dostaneme

((y2 —w1) — (w2 —21)) (g2 — 1) <0,

neboli
lye — v1ll* < (@2 —21)" (Y2 — y1) < |lz2 — z1]|||ly2 — v,

coz dava |lya — y1|| < [Jza — 1] O
Definice 65 Nechta € R" a o € R. Pak mnoZinu
H(a,0) ={y € R":a"y < a}

nazveme poloprostorem uréenym normdlovym vektorem a a éislem .
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Poznamka 313 Hranici poloprostoru H(a,«) je nadrovina
L(a,a) = H(a,a) N H(—a,a) ={y € R" :a’y = a}.

Cislo o urcéuje vzdalenost nadroviny L(a,a) od pocatku. Tato vzdélenost se rovna podilu a/||al|. Odtud
plyne, ze bod y = 0 je hrani¢nim bodem poloprostoru H (a, «) (lez{ v hrani¢ni nadroviné L(a, «)) prave
tehdy, kdyz a = 0.

Véta 199 Poloprostor H(a, o) je uzavienou konvexni mnozinou.

Diikaz (a) Necht {y;} C H(a,«) je posloupnost takovd, ze y; — y. Jelikoz a’y; < a Vi € N a neostrd
nerovnost je invariantni viéi limitnimu prechodu, plati e’y < «, takze y € H(a, ). Poloprostor H(a, a)
je tedy uzavieny.

(b) Necht y; € H(a,a), y2» € H(a,a), takze a’y; < a, a’ys < a, a necht y = A\y; + (1 — N)yz, kde
0 < X < 1. Pak plati

aly=a" Oy + (1= Nya) = Xaly1 + (1 = Nalys < da+ (1 = Na = a,
takze y € H(a, a). Poloprostor H(a, «) je tedy konvexni. O

Véta 200 Necht C je uzaviend konvexni mnozina a necht x ¢ C. Pak existuje poloprostor H(a,a) takovy,
e C C H(a,a) ax & H(a,a). Tento poloprostor lze volit tak, Ze a = x — Po(z) a a = a® Po(x) (nebo
a=(z— Po(x))/|z — Po(v)|| aa=aTPo(x)). Pak Po(x) € L(a,a), takie C N L(a, ) # 0.

Dukaz Mame dokdazat, ze existuje vektor a € R™ a Cislo « € R tak, ze
a'e>a>a"z Vzel.
Necht y = Po(z), takze ||y — z|| = dc(z). Polozme a = z — y a a = a’'y. Pak plati
alz=(z-y)z=@-y -y +@-yy=lz-yl*+ay>a,
nebot x # C, takze ||z — y|| # 0. Nerovnost a > a2z Vz € C dokézeme sporem. Piedpoklidejme, ze
existuje bod z € C takovy, ze a = a’y < a’ z, a oznacme z(\) = y + \b, kde b = z — y. Ziejmé 2(\) € C,
pokud 0 < A <1 (pozndmka 307). Déle plati
120) — 2l = b — al]® = [lall? — 22aTb+ A2

dllz(A) — z|”

) L =—2a"b=—-2(a"z—a"y) <O0.

Tedy ||2(0) — z|* = ||a||? a existuje &islo 0 < A < 1 takové, ze [[2(\) — z||? < [|la]|? = dZ(z) YO < X < A,
coz je ve sporu s definicf do(z). Jelikoz jsme é&islo a zvolili tak, ze a = a’y, plati y € L(a, «). O

Dausledek 23 Necht Cy, Cs jsou uzaviené konvexni mnoZiny takové, Ze C1 N Cy = 0. Pak existuje polo-
prostor H(a,«) takovy, Ze C; C H(a,a) a Co N H(a,a) =0

Dikaz Jelikoz mnoziny C7, Cs jsou uzaviené, existuji body z; € C1, x5 € Cy takové, ze

A

d(C1, Cy) inf Ny =yl = _min_lyz =yl = ez — 2]
2

y1€C1,Y2€C> y1€C1,y2€

(argumentace je stejnd jako v pozndmce 312, dvojice 1 € Ci, x2 € Cy nemusi byt uréena jednoznac¢neé).
Protoze x5 ¢ Cy plyne z véty 200 (a jejtho dukazu), ze C; C H(ay, 1) a 22 € H(a1,0q), kde a1 = z9 — 24
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a a; = alz;. Podobné Cy C H(ag,az) a x1 ¢ H(ag,az), kde az = x1 — 29 a ag = al x5. Zbyva dokizat,
ze H(ay,a1) N H(az,a2) =0 (pak lze volit a = a1, @ = o). Necht y € H(a1, 1) N H(az, ). Pak plati

(o —z1) y=aly < ar = (v2 — 1) a1,
(

z1—22) 'y =aly < as = (v1 — 22) 22,

jejichz sec¢tenim dostaneme

0< (zg2— xl)T(:cl —xg) = —||zg — :101||2 <0
(nebot xo # x1), coZ je spor. O
Véta 201 Uzavrend konvexni mnozina C C R™ je prunikem vsech poloprostoru obsahujicich C'.

Duikaz Necht C je prunikem v8ech poloprostoru obsahujicich uzavienou konvexni mnozinu C. Jelikoz
kazdy poloprostor je podle véty 199 uzavieny a konvexni, je mnozina C uzaviend a konvexni a plati.
C c C. Stadf tedy dokézat, ze C' C C. Predpokladejme naopak, ze existuje bod z € C takovy, ze & C.
Pak podle véty 528 existuje poloprostor H takovy, ze C C H a x & H. Jelikoz C € H, plati C ¢ C' C H,
coz je spor, nebot z € C a xz & H. O

Definice 66 Konvexni mnozina, kterd je prunikem konecného poctu poloprostoru, se nazyvd polyedrdlni
mnozinou.

Definice 67 Necht C je uzaviend konvexni mnoZina a H(a,a) je poloprostor s hranici L(a, ) takovy,
¢ C C H(a,a) a CN L(a,a) # 0. Pak vekneme, Ze H(a,a) je teénym poloprostorem a L(a, ) tecnou
nadrovinou mnoziny C'.

Poznamka 314 Ve vété 201 se muZzeme omezit na tetné poloprostory (uzaviend konvexni mnozina je
prunikem svych teénych poloprostort). Obsahuje-li poloprostor H(a,«) konvexni mnozinu C, piizemz
C N L(a,a) = 0, 1ze volbou o’ = max,ec a’y docilit toho, ze C C H(a,a’) C H(a,a) a C N L(a,a’) # 0.

Véta 202 Necht bod y € R™ je hrani¢nim bodem uzaviené konvexni mnozZiny C. Pak existuje tecnd
nadrovina L(a, ) takovd, Ze y € L(a, a).

Dikaz Jelikoz y € C je hraniénim bodem uzaviené konvexni mnoziny C, existuje posloupnost {z;} C
R™\ C takovd, ze ©; — y. Pro kazdy bod z; € C, i € N, lze podle véty 200 sestrojit poloprostor
H(a;, ;) takovy, ze C C H(ai, ;) a Po(x;) € L(a;, ), pricemz a; = (z; — Po(x:))/[|zi — Po(@i)||
a a; = al Po(z;). Jelikoz z; — y, plati podle véty 198 Po(x;) — Pc(y), takze vektory a; a éisla
a; jsou omezené a muzeme tudiz bez 4jmy na obecnosti predpokladat, ze a; — a a o; — « (v opa¢ném
pripadé vybereme vhodné podposloupnosti). Jelikoz se rovnost i neostra nerovnost zachovdvaji pii limitnim
prechodu, plati C' C H(a,a) ay € L(a,a). O

Definice 68 Necht C C R" je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Neni-li bod x konvexni kombinaci
Zadnych bodu z C' ruzngch od x, rekneme, Ze x je krajnim bodem nebo vrcholem mnoZiny C'.

Pozndmka 315 7 dukazu véty 190 plyne, Ze se v definici krajnich bodu muzZeme omezit na konvexni
kombinace dvou bodu z C' riznych od z. Déle se muzeme omezit na pruméry dvou bodu z C raznych od
x. Necht @ = A\jx1 + Ao, Ap + A2 = 1, Ay > Ay > 0. Polozime-li z3 = Mz + Nyao, kde M) =2 — 1,

h=2Xg, takze N] + Ay =1, A] >0, A, >0, plati 3 € C a x = (x1 + x3)/2. Bod z € C je tedy krajnim
bodem konvexn{ mnoziny C, neexistuji-li dva body z1 € C, 3 € C takové, ze x = (x1 + x3)/2.

Véta 203 Kompaktni konvexni mnozina je konvexnim obalem svych krajnich bodi.
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Dikaz vétu dokazeme indukei. V R je tvrzeni ziejmé, nebot v tomto piipadé je kazda kompaktni konvexni
mnozina uzavienym intervalem, ktery je konvexnim obalem svych krajnich bodu. Predpokladejme, ze
tvrzeni plati v R¥, kde k probihd indexy 1 < k < n — 1. Necht C C R" je kompaktni konvexni mnozina a
x € C neni jejim krajnim bodem.

(a) Predpoklddejme nejprve, ze x je hranié¢nim bodem mnoziny C. Pak podle véty 202 existuje te¢nd
nadrovina L(a, ) takové, ze = € L(a,a). Oznaéme C = C N L(a,«). Jelikoz C a L(a,a) jsou uzaviené
konvexni{ mnoziny, C je kompaktni a L(a,«) mé& dimenzi niz${ nez n, je i mnozina C kompaktni, kon-
vexni a ma dimenzi niz§i nez n. Podle indukéniho piedpokladu je tedy bod x konvexni kombinaci
krajnich bodi mnoziny C. Zbyva dokazat, ze krajni body mnoziny C' jsou také krajni body mnoziny
C. Predpokladejme naopak, ze bod y je krajnim bodem mnoziny C, ale neni krajnim bodem mnoziny C'.
Pak podle pozndmky 315 existuji body y; € C \ L(a,«), y2 € C\ L(a, o), takové, ze y = (y1 + y2)/2.
Jelikoz y € L(a, ), plati a = aTy = (aTy1 + aTy2)/2 a pokud a’y; < a, musf byt a’ys > «, coz je spor,
nebot y» € C a C C H(a,a), takze nutné a’y < a.

(b) Je-li  vnitinim bodem mnoziny C, kterd je kompaktni, lze timto bodem vést piimku, kterd protne
hranici mnoziny C' ve dvou ruznych bodech z1 # x a z9 # x. Ziejmé x je konvexni kombinaci bodl z; a
x9. Jelikoz v (a) bylo dokédzdno, ze body x1 a x2 jsou konvexnimi kombinacemi krajnich bodi mnoziny C,
je i bod x konvexni kombinaci krajnich bodi mnoziny C. O

Definice 69 Necht C' C R™. Pak funkci

Sc(z) =supylz
yeC

nazveme opérnou funkci mnoziny C.
Poznamka 316 Necht mnozina C' C R" je kompaktni. Pak plati

) = maxy’z.
c(z) maxy”

Existuje tedy bod y € C takovy, ze éc(z) = y’x. V dalsim vykladu se omezime na kompaktni mnoziny i
kdyz vétsina tvrzeni ma obecnéjsi charakter.

Véta 204 Necht mnozina C C R™ je kompakini. Pak opérnd funkce d¢ je pozitivné homogenni, subaditivni
a lipschitzovskd v Ry, .

Dukaz Podle poznamky 316 pro x € R™ a A > 0 plati

Sc(\x) = T(ax) =\ Ty =X
c(Az) maxy (Az) maxy c(@),

takze funkce d¢ je pozitivné homogenni. Podobné pro x; € R™ a xo € R™ plati
Sc(x1 + @) = maxy” (z1 + 22) < maxy? 21 + maxy’ xs = 0o (x oc(z2),
c(z1 + x2) yecy(l 2)_y€Cy 1+ maxy” oy c(z1) +dc(x2)
takze funkce d¢ je subaditivni. Ze subaditivity plyne nerovnost
dc(x2) < dc(x1) + o (w2 — 1)
a jelikoz C' je kompaktni existuje konstanta L takova, ze |ly|| < L Vy € C. Muzeme tedy psit

dc(x2) —0c(z1) < ryneaécyT(mz —x1) < L|jzg — 1]

Protoze nezalezi na poradi bodu x1, x2, plati
0c(x2) = dc(21)] < L|we — 1],

takze funkce d¢ je lipschitzovska v R™. O
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Véta 205 Necht mnozina C C R™ je kompaktni. Pak
50(37) = 6convC(-7J) Vo e R™.

Dikaz Protoze C' C convC, plati podle pozndmky 316 d¢(2) < deonv c(2) V2 € R™. Necht z € R™. Podle
véty 194 lze kazdy vektor y € conv C vyjadiit jako konvexni kombinaci nejvyse n + 1 vektoru y; € C,
1 <i<n+1. Muzeme tedy psit

n+1 n+1
T T
n = = Y S Y S Aq > , =1
Oconv ¢ () yerg%)\fcy T max{z; Aiyiz:iy, € CoA >0 z;)\z }
1= 1=
< maxy’x = dc(x). O
< maxy cl(z)

Véta 206 Necht mnoziny C1 C R™, Co C R™ jsou konvexni a kompaktni. Pak Cy C Cs plati prdvé tehdy,
Jestlize
dc, (x) <dc,(x) Yz € R™.

Dukaz Jestlize C; C Cy, pak podle poznamky 316 plati d¢, (x) < ¢, (x) Vo € R". Predpoklddejme, ze
0cy () < ¢, (x) Vx € R™ a existuje bod § € C; takovy, ze § & Co. Pak podle véty 200 existuje vektor
a € R™ a ¢islo a € R tak, ze

alg>a>aly VyeCs.

Plati tedy .
601 (a’> >a'y> 602 (a)7

coz je ve sporu s predpokladem. O
Disledek 24 Necht mnozina C C R™ je konvexni a kompakini. Pak y € C prdvé tehdy, jestliZe
yle < do(z) Vx e R™
Véta 207 Necht mnoziny Ch C R™, Co C R™ jsou kompaktni. Pak
0ci+0, () = 6c, (%) + dc, ().
Dukaz Plati

oc,+c, () = max y'z = max 1+ 1Yo Ty = max yTx + max ylx
L+, (7) ,hax, Y ylegl(y Y2) nax yi o + max y
y2€C2

= 6C1 (‘T) + 602 (:17)

O
Opérna funkce mnoziny C C R™ ma bezprostiedni vztah k poloprostorim obsahujicim tuto mnozinu.

Véta 208 Mnozina C C R™ leZi v poloprostoru H(a, ) prdvé tehdy jestlize a > d¢(a), pricemz H(a, )
je teéngm poloprostorem mnoZiny C prdvé tehdy, jestlize a = d¢(a).

Diikaz Tvrzeni plyne z definice 69 a z toho, ze C' C H(a, «) prévé tehdy, jestlize c(a) = sup,cc a’y <a
a C'NL(a,a) =0, pokud dc(a) = sup,cc aly < a. O

Definice 70 Rekneme, Ze mnozina K C R" je kuzelem, jestlize zx € K a A > 0 plyne Az € K.
Veéta 209 Prunik kuZeli je kuZelem.

Dikaz Necht K = N, K,, kde K, C R" jsou kuzely. Necht x € K a A > 0. Pak plati x € K, a tedy
Ar € K, VYa. Odtud plyne, ze \z € K. O
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Véta 210 Linedrni kombinace kuZeli je kuZelem.
Dikaz Necht K = Z;ll AN K, kde K; C R™ jsou kuzely a \; € R. Necht x € K a A > 0. Pak existuji
body z; € K;, 1 <1¢ < m, takové, ze

m m

A=A Aimi =Y Mi(Azi).

i=1 i=1
Jelikoz x; € K; a A > 0, plati Ax; € K;, 1 <i <m, takze \x € K. O

Definice 71 Kuzelovym obalem mnoziny C C R™ nazveme prunik

cone C' = ﬂ K,
CCKa

vSech kuzeli Ko C R™ obsahujicich C.

Véta 211 Necht C C R™. Pak plati

coneCzU/\C:{a;ER": r=MXy, yeC, A>0}
A>0

KuZzel cone C je tedy mnoZinou viech nezdporngch ndsobki bodi z C.

Ditkaz Necht K = U a0 AC. Jelikoz K je kuzel obsahujicf mnozinu C, plati cone C C K. Necht naopak

Yy € K, takze y = Az, kde x € C a A > 0. Necht K, je libovolny kuzel obsahujici mnozinu C. Jelikoz
x € C, plati x € K, a jelikoz A > 0, plati y = Az € K. Tudiz y € cone C. O

Veéta 212 Mnozina K C R" je konvexnim kuZelem prdvé tehdy, obsahuje-li vsechny nezdaporné linedrni
kombinace svijch bodi.

Dikaz Obsahuje-li mnozina K vsechny nezdporné linedrni kombinace svych bodu, obsahuje téz konvexni
kombinace tvaru (524) a nezdporné nasobky svych bodu, takze je konvexnim kuzelem. Necht K je kon-
vexnim kuzelem a x; € K, A; > 0, 1 < ¢ < m. Polozme A\ = \; + ... + \,,. Jestlize A = 0, plati
MT1+ . ATy, = 0 € K. Jestlize A > 0, polozime

m

= zm: %xz = Z)\;xi,
i=1

i=1
kde A + ...+ X, = 1. Jelikoz mnozina K je konvexnfi, plati 2’ € K, takze

m
x:ZAixi =)z’ € K.

i=1

O

Daisledek 25 Mnozina K C R" je konvexnim kuZelem prdvé tehdy, obsahuje-li nezdporné ndsobky a
soucty svijch bodui.

Dikaz Obsahuje-li mnozina K nezdporné nasobky a soucty svych bodiu, je kuzelem podle definice 70 a z
21 € K20 € Ka0<A<1plyne \z1 € K, (1 — ANas € K, takze Az; + (1 — N)zs € K a K je konvexn{

mnozinou. Opaé¢nd implikace plyne bezprostiedné z véty 212. O

Véta 213 MnoZina cone (conv C) je mnoZinou vSech nezdporngch linedrnich kombinact bodu z C.
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Ditkaz Necht K je mnozina vsech nezapornych linedrnich kombinaci bodu z C. Jelikoz nezdporné linearni
kombinace nezapornych linedrnich kombinaci je opét nezapornou linedrni kombinaci je podle véty 212 K
konvexnim kuzelem. Podle definice 71 tedy plati cone (conv C') C K. Nechf 2 € K a z ¢ cone (conv C).
Pak podle véty 200 existuje poloprostor H(a,0) takovy, ze cone (conv C') C H(a,0) a x ¢ H(a,0). Jelikoz
H(a,0) je konvexnim kuzelem, je podle vét 191 a 209 i H(a,0) N cone (conv C) konvexnim kuzelem, coz
je spor s minimalitou K (definice 71). O

Jelikoz uzavieny konvexni kuzel je uzavienou konvexni mnozinou, muzeme studovat te¢né poloprostory
uzavienych konvexnich kuzelu.

Véta 214 Teény poloprostor uzavieného konvexniho kuZelu je uzavienym konvernim kuzZelem (takZe ob-
sahuge pocdtek souradnic). Jestlize K C H(a,0), je H(a,0) teénym poloprostorem uzavieného konvexniho
kuZelu K.

0,

Dukaz Necht H(a, a) je tetnym poloprostorem uzavieného konvexniho kuzelu K. Jelikoz L(a,a)NK #
>0,

existuje bod y € K takovy, ze a’y = a. Protoze K je kuzelem, musi platit \y € K C H(a,a) VA
neboli
Ao = aT()\y) <a VYA>0,

coz lze zajistit pouze tehdy, kdyz o = 0. V tomto piipadé 0 € H(a,0) a pokud =z € H(a,0), pak také
Az € H(a,0) YA > 0. Konvexita H(a,0) plyne z véty 199. Zbytek tvrzen{ plyne z pozndmky 314. O

Definice 72 Necht C' € R™. MnoZinu
C*={zeR":yTz <0 WeC}
nazveme poldrnim kuZelem mnoziny C.
Poznamka 317 Z definice 72 lze snadno usoudit, ze z C; C C5 plyne C5 C Cf.
Véta 215 Necht C C R™. Pak mnozina C* je uzavienym konvexnim kuZelem.

Diikaz (a) Necht {z;} C C* je posloupnost takova, ze x; — x. Jelikoz yTa; < 0Vi € N Vy € C a neostra
nerovnost je invariantni vuéi limitnimu piechodu, plati

yTz = lim yTz; <0 VyeC,
1—> 00

takze x € C*.
(b) Necht o1 € C*, w5 € C*. Pak plati yTz; <0, yT2o <0Vy € C. Necht 0 < A< lax = Ax;+(1—N\)zo.
Pak

yTe=yT Oz + (1= Nag) = yTa + (1 - NyTay, <0 Wyed,

takze z € C*.
(¢) Necht z € C* a A > 0. Pak plati

yT(\x) = Tz <0 Vyed,
takze Az € C*. O
Véta 216 Je-li K C R™ uzaviengm konvexnim kuzZelem, plati (K*)* = K.

Diikaz Necht y € (K*)*. Pak podle definice 72 plati 72 < 0 Vz € K*, takze y € K. Necht naopak
z ¢ K. Jelikoz K je uzavienym konvexnim kuzelem, existuje podle véty 200 a véty 212 poloprostor H(x, 0)
takovy, ze K C H(z,0) a z € H(z,0), neboli 7y <0 Vy € K (takze x € K*) a 272 > 0. Protoze r € K*
a zTz > 0, musi platit z ¢ (K*)*. O
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Véta 217 Necht K C R™ je uzavreny konvexni kuZel. Pak
K* ={x € R" : Px(x) = 0}.

Dukaz Necht Px(x) = 0. Pak podle véty 200 existuje teény poloprostor mnoziny K s normdlovym
vektorem a = x — P (x) = = a ¢islem a = (z — Pg ()7 Px(x) = 0, takze 27y < 0 Vy € K, neboli v € K*.
Necht naopak = € K*. Pak 27y < 0 Vy € K, takze K C H(x,0), a jelikoz P, 0 (z) = 0, plati téz
PK ({L‘) = 0 O

Véta 218 Necht K C R" je uzavieny konvexni kuzel. Pak K* je sjednocenim normdlovych vektori tecngch
poloprostoru kuzelu K, neboli
K* = U a.
K CH(a,0)

Ditkaz Ozna¢me K* mnozinu na pravé strané dokazované rovnosti. Necht a € K*. Pak H (a,0) je tetnym
poloprostorem kuzelu K, takze a’y < 0 Vy € K, neboli a € K*. Necht naopak a € K*. Pak a”y < 0
Vy € K, takze K C H(a,0). Jelikoz H(a,0) je podle véty 212 teénym poloprostorem mnoziny K, plati
a€ K*. O

Definice 73 KuzZel K € R", ktery je prunikem konecného poétu tecnijch poloprostori, se nazvijvd polyedrdl-
nim kuzelem

Véta 219 Necht K € R" je polyedralni kuZel takovy, Ze

m

K = () H(a;,0)

i=1

Pak
K* = cone (conv {a; : 1 <i<m}).

Duikaz Oznaéme K* mnozinu na pravé strané dokazované rovnosti. Necht a € K*. Pak podle véty 213
existuji ¢isla A\; > 0, 1 < i < m, takova, ze

m
a = E )\ZGJZ
i=1

Jelikoz aTy <0 Vy € K a \; >0, plati a’y <0 Vy € K, takze a € K*. Nechf naopak a ¢ K*. Pak podle
véty 200 existuje vektor z € R" takovy, 7ze x7a; < 0,1 <i<m, ax’a > 0. To znamena, ze v € H(a;,0),
1 < i< m, neboli z € K, a jelikoz z7a > 0, musi platit a & K*. O

Definice 74 Necht C C R" je uzaviend mnoZina a x € C. Teénym kuZelem mnoziny C v bodé x nazveme
mnozinu

To(x) ={y € R": existuji posloupnosti y; =y, t; } 0 takové, ze z+t;y; € C'}

Véta 220 Necht C C R" je uzaviend mnoZina a x € C. Pak To(z) je uzaviengm kuzelem. Je-li C
konvexni, je i Te(x) konvexnd.

Diikaz (a) Necht y* € To(x), y* — y a e > 0. Pak existuje index k € N takovy, ze |[y* — y|| < £/2
Vk > k. Jelikoz y* € T (z), existuji posloupnosti

vi =y, 10
takové, ze x + tfyF € C. Pro kazdé k € N tedy existuje index i, € N takovy, ze

lys — ¥l <e/2, t; <1/k, a x+tjy €C
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Vi > iy. Zkonstruujeme-li posloupnost indexi {ix} C N rekurentnim ptredpisem i1 = i a i1 = max(i +
1,4k41), plati
||?Jfk —yF| <e/2, tfk <1/k a x4ty €C
pro libovolny index k € N a
lys, =yl < llyf, —y"l +lly* =yl <e
pro k > k. Plati tedy yfk =Y, tfk l0axz+ tfkyfk € C, coz implikuje y € To(x), takze mnozina Te(x) je
uzaviena.
(b) Necht y € T(z) a A > 0. Podle definice 74 existuji posloupnosti y; — y, t; J 0 takové, ze x +t;y; € C.
Pak ale
Ay = Ay, /A0 a x4+ (L/N)Ay =2+ iy € C,
takze \y € Tc(x) a mnozina Te(x) je kuzelem.
(c) Necht y! € Te(z) a y? € Te(z). Podle definice 74 existuji posloupnosti

yr =yt 10, yRoy? 210

takové, ze x+tlyl € C, z+t2y? € C. Je-li C konvexni, plati podle poznamky 307 z+t;y € C, z+t;y? € C,
kde t; = min(t},t2). Necht 0 < A < 1. Oznaéme y = Ay' + (1 — N)y? ay; = Ay} + (1 — N)y?, i € N. Pak

yi =Myl + (1= Ny} = Myt + (1= Ny? =y,

ti l, 0a
x+ty; = Mz + tly}) + 1 =N(z+ tlyf) eC,

takze y € Te(x) a mnozina Te(z) je konvexni. O

Véta 221 Necht C C R" je uzaviend konverni mnozina a x € C. Pak

Te(x) = U AC —x)
A>0
Dikaz Ozna¢me
K =cone (C —z) = U AMC — ).

A>0

(a) Necht z€ C, A >0ay=Az—2x). Necht y; =y Vi € N at; ] 0, piicemz t; = At; < 1. Pak
Tty =r+tiy=c+ Mi(z—x) =z +ti(z—x)eC

podle pozndmky 307, takze y € To(x). Plati tedy K C To(x) a jelikoz To(x) je uzaviend mnozina, téz
KcC Tc (l‘)

(b) Necht naopak y € Te(x). Pak existuji posloupnosti y; — y, t; | 0 takové, ze = + t;3; € C. Oznacme
zi =x +tyy; € C. Pak y; = (2; — 2)/t;, takze y; € K. Jelikoz y; — v, plati y € K, takze To(r) C K. O

Véta 222 Necht C C R™ je uzaviend konvexni mnoZina a x € C je jejim hraniéniém bodem. Pak Tco(x)
je punikem vSech tec¢ngch poloprostoru mnoziny C' — x obsahujicich pocdtek soutadnic, neboli

To(x)= ()  H(a,0).

C—xzCH(a,0)

Je-li mnozina C € R"™ polyedrdlni, je i tecny kuzel To(x) polyedrdind a existugi tecné poloprostory H(a;,0),

1 <i<m, takové, Ze
m

Tc(x) = ﬂ H(ai,O).

i=1



Diikaz (a) Oznaéme K priinik viech te¢nych poloprostortt mnoziny C' — x obsahujicich po¢atek soufadnic.
Necht y € cone (C' — z). Pak existuje bod z € C — z takovy, ze y = Az, A > 0, a pro libovolny teény
poloprostor H(a,0) mnoziny C — x plati a”y = XAa” 2z < 0, neboli y € H(a,0). Plati tedy cone (C —xz) C K
a jelikoz K je uzavienym kuzelem, téz To(z) C K.

(b) Necht y € K ay & To(z). Jelikoz To () je uzaviend konvexni mnozina, existuje podle véty 200 teény
poloprostor této mnoziny takovy, ze Te(z) C H ay ¢ H. Podle véty 212 je 0 € H, takze H je tecnym
poloprostorem mnoziny C — x obsahujicim po¢atek soutadnic. Plati tedy K C H a jelikoz y ¢ H, musi
byt y & K, coz je ve sporu s pfedpokladem, ze y € K.

(¢) Je-li mnozina C' € R™ polyedrélni, m4d tuto vlastnost i mnozina C — z. Jelikoz C' — z je prunikem
kone¢ného poctu poloprostort, lze i v pruniku definujicim T (z) vybrat koneény pocet poloprostoru. O

Definice 75 Necht C' C R"™ je uzaviend konvexni mnozina o x € C. Normdlovym kuZelem mnoZiny C' v
bodé x nazveme mnozinu
Ne(x) = Te (),

kde T¢(x) je poldrni kuZel tecného kuzelu T ().

Poznamka 318 Podle véty 215 je mnozina N (z) uzavienym konvexnim kuzelem.

Véta 223 Necht C C R" je uzaviend konverni mnozina a x € C. Pak
No(x)={2 € R": (y—2)'2<0 VyecC}.

Dikaz Plat{

No(x) = {z€R":(y—2)'2<0 V(y—=2)ecTo(z)}
= {eR":(y—2)"2<0 VY(y—x)€ U)\(C—x)}
A>0
= {zeR":(y—2)T2<0 VY(y—=x)e U)\(C—x)}
A>0

= {zeR":(y—2)T2<0 WyeCl

Prvni rovnost plyne z definic 72 a 75, druha z véty 221, tieti z invariance neostré nerovnosti vici limitnimu
prechodu a posledni z invariance neostré nerovnosti vuci ndsobeni nezapornym ¢éislem . O

Véta 224 Necht C C R™ je uzaviend konvexni mnoZina a x € C je jejim hraniénim bodem. Pak N¢(x)
je sjednocenim normdlovijch vektoru teénijch poloprostori mnozZiny C — x obsahugjicich poédtek souradnic,

neboli
Nc(a',‘) = U a.
C—xzCH(a,0)

Je-li mnozina C € R™ polyedrdlni, je i normdlovy kuZel T (x) polyedrdlni a existuji tecné poloprostory
H(a;,0), 1 <i<m, takové, zZe

Ne(z) = cone (conv {a; : 1 <i < m}).

Diikaz Toto tvrzeni je disledkem véty 218, véty 219 a véty 222. O

15.2  Konvexni funkce
Definice 76 Rekneme, Ze funkce F : R — R je konvexnd v okoli bodu x € R", jestlize existuje ¢islo € > 0
tak, zZe F je definovand v B(z,e) = {y: ||y — z|| < e} a platd

FAxy+ (1= N)aa) < AF(x1) + (1 = A)F(x2), (528)

pokud v, € B(z,¢), x2 € B(z,e) a 0 < X\ < 1. Rekneme, Ze funkce F : R* — R je konverni na konverni
mnoziné C C R"™, plati-li (528) pokud x1 € C, 22 € C a 0 < XA < 1.
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Poznamka 319 Nerovnost (528) muzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru

F(IQ + )\(1‘1 — 1‘2)) < F(ZEQ) + /\(F(Jfl) — F(.’L’Q))

Poznamka 320 Indukei snadno dokdzeme, ze z x; € C, A\; >0 a ZZI Ai =1 plyne

F (i >\i$i> < Z AiF(z:),

=1 i=1

pokud F' je konvexni na C' (princip dikazu je shodny s postupem uvedenym v dukazu véty 190).

Véta 225 Necht funkce F' : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™. Pak F je lipschitzovskd v okoli
bodu x.

Dukaz Jelikoz F' je konvexni v okoli bodu z, existuje ¢islo € > 0 takové, ze F' je definovand a konvexni v
B(z,ev/n + 1) a tudiz i v nadkrychli

H(z,e)={yeR":z;—ec<y; <uz;+¢e,1<i<n} CBz,evn+1).
Necht y(®), 1 < k < 2", jsou vrcholy této nadkrychle. Oznaéme

M = F(y™®).
1£gn(y)

Jelikoz kazdy bod H(z,¢) lze podle véty 203 vyjadit jako konvexni kombinaci vrcholi y®), 1 < k < 27,
plati to i o bodech okoli B(z,¢) C H(xz,¢). Necht tedy y € B(z,¢). Pak plati

on on

y=> ™, > =1,
k=1 k=1

kde A\, >0, 1 < k <27, takze

2m 2" 2"
F(y)=F <Z Aky(k)> <Y MFER) <MY N =M.
k=1 k=1 k=1

Funkce F' je tedy omezend shora na B(z,e). Zvolme nyni y € B(z,e) a ¢y = 2z —y. Pak ||y —z| =
|z — yl|| < e takze y' € B(x,¢). Z konvexity plyne
y+y> 1

5 < S(Fy) +Fy)),

H@:F( :

takze

F(y) > 2F(z) - F(y') > 2F(z) - M

a funkce F je omezend zdola na B(z,e). Polozme § = ¢/2 a m = 2F(x) — M. Necht z € B(z,J),
z' € B(z,0) a z # z'. Polozme

—

2 =7+ s 2
2" — 2|

€ B(z,e).
Piimym vypoctem dostaneme

!/ ”Z,*Z” " d
= z z
6+ [|z" — 2| 6+ [|z" — 2|

a z konvexity plyne
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HZ/_Z” " o
— —_F —_F —F
S e e A G e sy LG €

= 7HZ/_ZH 2" —F(z 1z’—z -m
= A - pe < 1 -0 -

Jelikoz nezélezi na poradi bodu z a 2/, dostaneme

, M—-—m
IF() - ()| < =

takze F' je lipschitzovskd s konstantou L = (M — m)/é na B(x, ). O

12" = =1,

Lemma 72 Necht funkce ¢ : R — R je konvexni na intervalu [a,b] a necht a < t; < ty < t3 < b. Pak
plati

pltz) —o(ts) _ olts) —p(tr) _ (ts) = p(t2)

ty— 1t~ t3—t, —  t3—1ta
Dukaz Plati
to —ty
to =t1 + (tg*tl),
t3 — 1ty
kde
to —t
0< 21 <,
ShLon S

Z konvexity funkce ¢ (pozndmka 319) pak dostaneme

Plta) < pltr) + T (plta) = olt),

coz dokazuje levou nerovnost. Prava nerovnost se dokazuje analogicky pomoci vztahu

ts — to
ts = to + (ts — t1).
t3 —t1

7Z konvexity funkce ¢ pak plyne

plta) < plt2) + 2 (plta) — p(t2).

O

Definice 77 Rekneme, Ze funkce F : R" — R md v bodé x € R" smérovou derivaci ve sméru h € R",
existuje-li koneénd limita

F(z,h) :hmF(x—I—th) — F(z)
’ 10 t '

(529)

Véta 226 Necht funkce F' : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R"™ (takze je lipschitzovskd s néjakou
konstantou L v okoli tohoto bodu). Pak:
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(a) Smérovd derivace F'(x,h) existuje pro kaZdé h € R™. Navic existuje ¢islo € > 0 takové, Ze

Flah) = nf LEHH)=F@)
o<t||h||<e t

(b) Funkce F'(z,-): R™ — R je pozitivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s konstantou L.

(¢) Funkce F'(-,-) : R™ x R™ — R je shora polospojitd, neboli

lim sup F' (1, hy) < F(z, h),

i—00

kdykoliv x; — x a h; — h.

Dukaz (a) Necht funkce F' je konvexni v B(z,¢). Podle lemmatu 72 je funkce

(1) = F(:E+tht)fF(x)

neklesajici (levd nerovnost) a zdola omezend pro 0 < t||h|| < € (spojenim obou nerovnosti dostaneme
(F(z +th) — F(x))/t > (F(z) — F(z — t'h))/t' pro libovolné 0 < t'h < e, pficemz vyraz na levé strané
posledni nerovnosti je kone¢ny, nebot funkce F je spojitd). Existuje tedy limita (529). Zbytek tvrzeni (a)
plyne z toho, Ze ¢(t) je neklesajici pro 0 < ¢||h|| < e.

(b) Necht A > 0. Pak plati

F'(z,Ah) = lim F(z+tAh) = F(z) _ . F(z+ i) - F(z)

= F/
10 t t10 At AF' (2, h),

takze F'(x,-) je pozitivné homogenni. Déle plati

F t(h h9)) — F
F/(Ll:,h1+h2) — ltiﬁ} (x+¢( 14; 2)) (x)

F(L(z +2th)) + 3(z + 2thy)) — F(z)

t
F(z + 2thy) — F(x) + lim F(x + 2thy) — F(x)
L0 2t L0 2t
= F'(z,h1) + F'(x, hs),

takze F'(z,-) je subaditivni. Déle plati
F(zx +thy) — F(z 4+ thy) < Lt||ha — h4]|
pro t > 0. Muzeme tedy psat

lim F(x + the) — F(x) < lim

t10 t tl0

F(x +thy) — F(x
@A) = F@ 4 Dy — ),
takze

F/(.L“,hg) — F/(l‘,hl) S L||h2 — h1||

Protoze nezdlezi na poradi vektoru hy a ho, plati

|F'(, ha) = F'(2, )| < L[ha = hall,
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coz dokazuje lipschitzovskost F(z,-).

(c) Necht z; — x a h; — h. Polozme t; = \/||z; — x| + 1/i (¢len 1/i je tam proto, aby platilo ¢; > 0 i
kdyz x; = x) a pfedpoklddejme bez ijmy na obecnosti, ze viechny body = + t;h, x + t;h; a x; + t;h; lezi v
B(z,¢). Pak podle (a) plati

F(wi. hy) < F(z +tii:) — F(zi))  Fx +tif) —Fx) | Floi+ tihi)t-— Fz+th)  Flz) ;F(xi).

Ale

F(x; +t;h;) — F(x 4+ t;h L(||lx; — x| + t;||hs — h
o 1) = Pl )] Bl 0 M) - o

|F(zi) = F(z)| _ Lljxi — x|
t; - t;

< Ly/||z; — z|| = 0.

Muzeme tedy psét

F h) — F
limsup F'(x;, h;) < limsup (z +t:h) (2)

i—00 i—00 t; 10 t

Poznamka 321 Z casti (b) dukazu véty 226 vyplyvd, ze pokud smérovd derivace F'(z,-) existuje, je
pozitivné homogenni a je-li funkce F' : R™ — R lipschitzovska v okoli bodu z € R™, je F'(x, -) lipschitzovskd
a tudiz spojitd (tato dvé diléi tvrzeni nevyzaduji konvexitu).

Poznamka 322 Podle definice 77 plati F'(z,0) = 0, takze podle véty 226 (b) dostaneme

|F'(2,h)| = |F' (2, h) = F'(2,0)| < L|h]|.

Definice 78 Necht funkce F': R® — R je konvexni v okoli bodu x € R"™. Pak mnoZinu

OF(z) ={g€ R": F'(z,h) > g"h Vh € R"}

nazveme subdiferencidlem funkce F v bodé x. Elementy g € OF(x) budeme nazyvat subgradienty funkce F
v bodé x.

Véta 227 Necht funkce F : R — R je konvezni v okol{ bodu x € R™ (takZe je v tomto okoli lipschitzovskd
s néjakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferencidl OF (x) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZzina takovd, Ze ||g|| < L Yg € OF (x).
(b) Pro libovolny vektor h € R™ plati

F'(z,h) =max{g"h:g € 0F(z)}.
(c) Jestlize x; — x, g; € OF (x;) a g; — g, pak g € OF (z) (polospojitost shora).

(d) Ezistuje éislo € > 0 takové, Ze pro libovolny vektor g € OF (x) plati

F(x+h) — F(x) > g"h Vhe B(0,¢).
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Dikaz (a) Podle véty 226 (b) je funkce F’(x, -) positivné homogenn{ a subaditivni. Podle Hahn-Banachovy
véty (tvrzeni 10) existuje vektor g € R™ takovy, Ze
g"h < F'(xz,h) VheR",
takze subdiferencidl OF (z) je neprazdny. Necht g1 € OF(x), g2 € OF(x) a Ay >0, A2 > 0, Ay + Ao = 1.
Pak pro libovolny vektor h € R™ plati
(Arg1 + A2g2)"h = Aigl h+ dags h < AL F' (2, h) + Ao F'(x, h) = F'(x, h),
takze subdiferencidl F(x) je konvexni. Necht g € OF (z). Podle definice 78 a poznamky 322 plati

lgll* = g"g < F'(z.9) < Llgl,
éili ||g|| < L, takze subdiferencidl OF (x) je omezeny. Necht g; € OF(x) a g; — g. Pak plat{

g"h= lim g/h < F'(z,h),
11— 00

takze g € OF(x) a subdiferencidl OF (x) je uzavieny.
(b) Podle definice 78 plati

F'(z,h) >max{g"h:g € 0F(z)}.

Predpokladejme, ze pro néjaky vektor h € R™ plati
F'(z,h) >max{g"h:g€dF(z)}. (530)

Uvazujme linedrni funkei [(\R) 2 AF'(z, k) definovanou na jednorozmérném podprostoru {\ : A € R} C
R™. Jelikoz je F'(x,-) pozitivné homogenni a subaditivni, existuje podle Hahn-Banachovy véty vektor
g € R" takovy, ze F'(x,h) > g h Yh € R a g% (Ah) = I(Ah) = AF'(z,h). Tedy g € OF(z) a pro A = 1
dostaneme F'(x,h) = g* h, coz je ve sporu s piedpokladem (530).

(c) Necht z; — x a g; — g, kde g; € OF (z;). Pak pro libovolny vektor h € R™ plati

g"h = lim g7'h <limsup F'(x;, h).
t—00 i—00
Podle véty 226 (c) je funkce F'(-,.) shora polospojit4, takze g7 h < F'(x,h).
(d) Necht funkce F je konvexni v B(x,¢) a g € OF (z). Podle definice 78 a véty 226 (a) plati
F(z +th) — F(z)
t

pro0<t<1ahe B(0,¢). Zvolime-li ¢t = 1, dostaneme dokazovanou nerovnost. O

g"h < F'(z,h) <

Poznamka 323 Porovndme-li vétu 227 (b) s pozndmkou 316, vidime, ze smérova derivace je opérnou
funkei subdiferencialu, neboli

Fl(l', h) = 5BF(9¢) (h)

Veéta 228 Necht funkce F' : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™ a diferencovatelnd v bodé x € R™.
Pak plati

OF (z) = {VF()}.
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Dikaz Je-li F' diferencovatelna v bodé x € R™, plati

F'(z,h) = (VF(z))Th.
Necht g € OF (x). Pak podle definice 78 plati

(VE(x))"h >g"h Vhe R"™
Pro zadny vektor h € R™ nemtize nastat piipad, ze (VF(z))Th > g”h, nebot by muselo platit (VF(z))T(—=h) <
g¥(—h), coz je nemozné. Tedy (VF(z))Th = gTh Vh € R", neboli g = VF(z). O

Véta 229 Necht funkce F' : R* — R je konverni v okoli bodu x € R"™. Pak F md v bodé x lokdlni
minimum prdvé tehdy, jestlize

0 € 9F (x).

Dikaz Podle véty 226 (a) md funkce F' : R® — R v bodé z € R™ lokaln{ minimum praveé tehdy, jestlize
F'(z,h) > 0, Vh € R". Podle definice 78 tedy plati 0 € 9F (z). Jestlize 0 € 9F (z), existuje podle
véty 227 (d) ¢islo € > 0 takové, 7ze F(x + h) — F(x) > 0 Vh € B(x,¢), takze F md v bodé x lokalni
minimum. O

Nékteré dalsi vlastnosti subdiferencidli konvexnich funkei budou v obecnéjsi podobé uvedeny v nasledu-
jlcim oddilu. Ukazeme jesté, jak lze vlastnosti konvexnich funkei pouzit k vysSetfovani konvexnich mnozin.

Véta 230 Necht C C R" je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Pak plati{

To(x) ={y € R : di(x,y) = 0}

(di(z,y) je smérovd derivace funkce dc(x) ve sméruy € R™).

Dikaz (a) Oznatme K = {y € R" : d(z,y) = 0}. Predpoklddejme nejprve, ze y € Tc(x). Pak existuji
posloupnosti y; — y, t; | 0 takové, ze x + t;y; € C. Jelikoz di(z,y) > 0 (plyne to z toho, ze do(z) =0 a
dc(z) > 0Vz € R"), staci dokazat, ze di(z,y) < 0. Plati

' (2, ) = lim de(z +ty) — do(z) — lim min,cco ||z + ty — || < lim min,ec ||lo + ty; — 2| + tlly — vl
) t‘L —

0 t t10 t t10 t

Vie N. Ale

:O7

(2

t t
(1—t>w+t(ac+tiyi)—z

pokud t < t;, nebot v tomto piipadé plati 0 < t/t; < 1, takze

. s — ol — mi
min ||z + ty; — 2[| = min

t t
(1 - ) r+ —(z+tiy;) € C.
123 t;

Muzeme tedy psat

-ty — will :
d < lim LIy N
o(z,y) < im = ly —yill Vie

a jelikoz y; — y, dostaneme di-(x,y) < 0. Tedy di(z,y) =0, ¢ili y € K. Plati tedy Tc(z) C K.
(b) Necht y € K a t; | 0. Z definice mnoziny K plyne, ze
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do(x + tiy) —0

7

de(z,y) = lim

17— 00

Necht body z; € C, i € N, jsou zvoleny tak, ze

t;
||.T +tiy — ZzH < dc(l‘ + tiy) + n

(coz je mozné vzhledem k definici vzdélenosti do(z + t;y)). Polozme y; = (z; — x)/t;, i € N. Pak plati

r4tyi=c+(zi—ax)=2z€C

a
Zi — T 1 do(z+tiy) 1
ly —will = lly — zt ||=t*||$+tiy—2i|\ét72+m
i 7 i 1
takze
: y .1
lim |ly — yil| = do(z,y) + lim — =0.
i—00 i—00 1
Tedy y; — y, t; L 0 a x + t;y; € C, takze y € Te(x). Plati tedy K C Te(x). O

Véta 231 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Pak plat{

Ne(z) = U Addc(z)
A>0

Dukaz (a) Predpokladejme, ze z € dd¢ (). Pak podle definice 78 plati

dp(z,y) > 2Ty Yy e R™
Jestlize y € Te(x), plati podle véty 230 di.(z,y) = 0, takze

2Ty <0 VyeTo(z),

coz podle definic 72 a 75 dédvéd z € N¢(z). Jelikoz No(z) je uzavieny konvexni kuzel, plati
| Ade(z) € Ne()
A>0

(b) Necht z € Neo(z). Pak podle definic 72, 75 a véty 230 plat{

2y <0=dp(z,y) = \Ny)de(z,y) Yy € To(z),

kde A(y) = 1 Vy € Te(x). Zbyva dokédzat podobnou nerovnost i pro y € To(z) (kde obecné A(y) # 1).
Necht y & Te(z). Jelikoz di(x,y) > 0 pro y € Te(x) (dp(z,y) > 0 a di(x,y) # 0 pro y € Te(x) podle
véty 230), plati

BT
Ay) 2 2L >
W)= 2y

Pouzitim Schwarzovy nerovnosti dostaneme

Ly <|l2lllyll = AMy)de (x, y)-
Dokézali jsme tedy, Ze pro libovolny vektor y € R" existuje A(y) > 0 tak, ze 27y < A(y)d(z,y). Odtud
plyne, ze z € Uy5¢ Addc(w), takze
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Ne(z) € | Adde(z)
A>0

15.3 Lipschitzovské funkce
Definice 79 Rekneme, Ze funkce F : R® — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R" (s konstantou L),
jestlize existuje € > 0 tak, Ze plati

|F(22) — F(21)| < Lljwg — a1, (531)

pokud x1 € B(x,€) a xy € B(x,e). Rekneme, Ze funkce F : R — R je lokdiné¢ lipschitzovskd v oteviené
mnoziné Q@ C R", je-li lipschitzovskd v okoli kazdého bodu x € €.

Definice 80 Zobecnénou (Clarkovu) smérovou derivaci funkce F : R — R v bodé x € R™ ve sméru
h € R™ definujeme predpisem

FY(z,h) = limsup Fly+ tht) — F(y) (532)
y—x
tl0

Poznamka 324 Je-li F°(z,h) zobecnénou smérovou derivaci funkce F ve smyslu Definice 80, existuji
posloupnosti z; — x a t; | 0 tak, ze

FO(z,h) = lim F(z; + tih) — F(x;)

i—00 t;

Véta 232 Necht F': R™ — R je lipschitzovskd s konstantou L v okoli bodu x € R™. Pak:

(a) Funkce FO(z,-): R* — R je positivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s konstantou L.

(b) Funkce F°(-,-) : R™ x R™ — R je shora polospojitd, neboli

limsup F°(z;, h;) < FO(z, h),

1— 00
kdykoliv x; — x a h; — h.

(¢) Plati FO(z,—h) = (—F)%(z,h) Vh € R".

Dikaz (a) Necht A > 0. Pak plati

F(y +tAh) — F(y) F(y +tAh) — F(y)

FO(2, \h) = lim sup = Alimsup = AF%(y, h),

takze F°(x,-) je positivné homogenni. Déle plat{
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Fy +t(h1 + ho)) — F(y)

F%xz, hy +hy) = limsup ;
T
F t(h h9)) — F th F thy) — F
_ limsup( (y +t(h1 + h2)) (y + 1)+ (y +thy) (y))
y—x t t
tl0
F(y - F(y F —F
< Jmsup (y +th§) (y) 4 limsup (y+th;) (y)
1o o

= FO($7h2)+FO(£B,h1),

kde y = y + thy — =, takie F°(x,h) je subaditivni. Jelikoz F je lipschitzovska s konstantou L v okoli
bodu z, plati v tomto okoli

F(y + thg) < F(y + thl) + Lt”hg — h1||
(viz (531)), takze

F(y +thy) — F(y)

FOz,hy) = limsup .
o
F(y+th)) — F
< Jimsup LW tl) W) & Ljihy — b
t10

= Fa,h) + L|hy — hal|,
neboli

FO(2,hy) — F°(x,hy) < L||hgy — hy|.

Protoze nezélezi na potradi vektoru hy a ho, plati

|F%(x, hg) — F°(x,h1)| < L|[hs — ha|.

Funkce FO(x,-) je tedy lipschitzovska s konstantou L.
(b) Necht z; — x a h; — h. Z definice horni limity (limes superior) existuji posloupnosti y; — z a t; | 0
takové, ze

F(yi +tihs) — F(ys) 1

FO(zs,hy) < -
(xu ) > t; +i
F(y; +tih) — F(y;) = F(yi +tihi) — F(y; +t;h) 1
(3 1

7Z lipschitzovské spojitosti funkce F' plyne

H F(y; +tih;) — F(y; +t;h)
t;

H < Ll — h|

pro dostatec¢né velké indexy i, takze
1
limsup F°(z;, hi) < FO(2,h) + lim (L||hi —h| + ) = F°(x, h).
i—00 i—00 )

(c) Ztejme
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iy COCTI R

(zde z =y — th). O
Pozndmka 325 Podle definice 80 plati F(x,0) = 0, takZe podle véty 232 (a) dostaneme

[FO(x, h)| = |[F*(x,h) = F°(x,0)] < L||A]|.

Definice 81 Necht funkce F': R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R™. Pak mnoZinu

OF(z) ={g€ R": F°(x,h) > g"h Vh € R"}

nazveme subdiferencidlem funkce F' v bodé x. Elementy g € OF (x) budeme nazyvat subgradienty funkce F
v bodé x.

Véta 233 Necht funkce F : R™ — R je lipschitzovskd s konstantou L v okoli bodu x € R™. Pak:
(a) Subdiferencidl OF (x) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze ||g|| < L Vg € OF (x).

(b) Pro libovolny vektor h € R™ plati

F°(2,h) =max{g"h:g€0F(z)}.
(c) Jestlize x; — x, g; € OF (x;) a g; — g, pak g € OF (x) (polospojitost shora).
(d) Plati 9(—F)(x) = —0F(x).

Diikaz (a) Podle véty 232 (a) je funkce F(z, -) positivné homogennf a subaditivn{. Podle Hahn-Banachovy
véty (tvrzeni 10) existuje vektor g € R™ takovy, Ze

g"h < F°(2,h) VheR",

takze subdiferencidl OF (x) je neprdzdny. Necht g1 € OF(z), go € OF(z) a Ay >0, Ao > 0, A\ + A2 = 1.
Pak pro libovolny vektor h € R™ plati

(A1g1 4+ A2g2)"h = Mgl b+ Aags h < MF°(x,h) + Mo F°(z,h) = F°(x, h),
takze subdiferencidl F(x) je konvexni. Necht g € OF (z). Pak podle definice 81 a pozndmky 325 plati

lgll* = g9 < F°(x,9) < L],
cili ||g|| < L, takze subdiferencidl OF (z) je omezeny. Necht g; € 0F(x) a g; — g. Pak plat{

g"h = lim g'h < FO(z,h),
1—> 00

takze g € OF(x) a subdiferencidl OF (x) je uzavieny.
(b) Podle definice plati

F°(2,h) > max{g"h:g € 0F(z)}.
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Predpokladejme, ze pro néjaky vektor h € R™ plati

F(2,h) > max{g"h:g € OF ()} . (533)

Uvazujme linearn{ funkei [(Ah) = Af°(z, h) definovanou na jednorozmérném podprostoru {A\h : A € R} C
R"™. Jelikoz je f°(x,-) positivné homogenni a subaditivni, existuje podle Hahn-Banachovy véty vektor
g € R" takovy, ze FO(x,h) > gTh Vh € R™ a g7 (Ah) = I(Ah) = AF°(z,h). Tedy g € OF(x) apro A = 1
dostaneme F'(x,h) = g' h, coz je ve sporu s piedpokladem (533).
(c) Necht z; — x a g; — g, kde g; € OF (z;). Pak pro libovolny vektor h € R™ plati

g'h = lim g/ h < limsup F°(z;, h).

1—>00 i—00

Podle véty 232 (b) je funkce F(-,-) shora polospojitd, takze g7 h < FO(x,h).
(d) Vztah g € O(—F)(x) plati podle definice 81 pravé tehdy, jestlize (—F)°(z,h) > gTh Vh € R™, coz je
podle véty 232 (c) ekvivalentni FO(x, —h) > gTh Yh € R", coz podle definice 81 znamend —g € OF(z).
Tedy O(—F)(x) = —0F(x). O

Pozniamka 326 Porovndme-li vétu 233 (b) s pozndmkou 316 vidime, ze zobecnénd smérové derivace je
opérnou funkei subdiferencialu, neboli

Fo(m7h) = 68F(z)(h)

Véta 234 Necht funkce F': R™ — R je spojité diferencovatelnd v bodé x € R™. Pak F je lipschitzovskd v
okoli bodu x a plati

OF(z) = {VF(x)}. (534)

Dikaz Je-li F' spojité diferencovatelnd v bodé z, pak gradient VF(z) existuje a je omezeny v okoli bodu x.
Existujf tedy ¢isla e > 0 a L > 0 tak, ze [|[VF(y)|| < L Vy € B(z,e). Necht z1 € B(z,¢e) a x3 € B(z,¢).
Pak podle véty o stfedni hodnoté plati

F(x2) = F(z1) = (VF(y))" (22 — 21),
kde y € (z1,22) C B(z,e). Muzeme tedy psdt

|F(x2) — F(z1)| < [[VE(@)| |22 — 21]] < Lllaz — 21,
takze funkce F' je lipschitzovskd v B(x,e). Ze spojité diferencovatelnosti funkce F' v bodé x plyne, Ze
F'(y,h) = (VF(y))"h pokud y € B(xz,¢). Predpoklddejme, 7ze x; € B(z,¢) a x; — x. Pak pro h € R"
plati

F'(x,h) (VF(z)Th = lim (VF(z;))"h

T;—T

= lim F'(x;,h) = lim

T;—T T =T t
tl0
F(x; +th) — F(x;
= limsup (i + t) (i) = F°x, h)

tl0
(existuje-li limita, rovna se hornf limité). Plati tedy F°(z,h) = (VF(z))Th Vh € R", takie VF(z) €
OF (x). Predpoklddejme, ze g € OF(x) a ¢ # VF(x). Pak pro néjaky vektor h € R™ musi platit
FO(z,h) = (VF(z))Th > g'h. Z definice OF (x) v8ak nutné plyne F°(z,—h) = —(VF(z))Th > —g"h,
neboli (po vynasobeni &fslem —1) (VEF(x))Th < gTh, coz je ve sporu s nerovnost! (VF(z))Th > ¢gTh. O
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Poznamka 327 Je-li funkce F' : R™ — R lipschitzovska v okoli bodu z € R™ a diferencovatelnd v tomto
bodé, plati

VF(z) € 0F(x)

(nebot FO(x,h) > F'(z,h) = (VF(z))Th Yh € R™). Rovnost (534) lze dokdzat pouze v ptipadé spojité
diferencovatelnosti.

Véta 235 Necht funkce F : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™. Pak plat{
(a) FO(x,h) = F'(z,h) Vh € R".
(b) OF (z) ={g € R": F'(z,h) > g"h Yh € R"}.
Dukaz Vztah (b) plyne bezprostiedné z (a) a z definice 81. Abychom dokdzali (a), staci dokazat, ze

FO(z,h) < F'(z,h), nebot obridcenou nerovnost dostaneme ihned z definice 80 (pouzijeme-li specidlni
volbu y = ). Necht z; — x a t; | 0 tak, ze

F(z; +t;h) — F(x;
FO(, h) = lim L&t th) = Fla:)
1—00 ti
(pozndmka 324). Polozme t; = max (ti,\/Hxi —J:||)7 takze ||z; — z| < f?, t; < t; at; — 0. Podle
véty 225 je funkce F lipschitzovskd (s néjakou konstantou L) v okoli bodu z (bez djmy na obecnosti

budeme predpoklddat, ze body z;, z; + t;h a x + t;h lez{ v tomto okoli). Pouzijeme-li lemma 72 (levou
nerovnost) dostaneme

F’(Q’Jz + tih) - F(Q?Z)

<
t; - t;
< F(z+th) — F(x) n F(z; +t;h) — F(x +t:;h)  F(z;) — F(z)
- t; t; t;
< F(l"’-tifl)—F(!E) n ZLij—xH
o t; t;
< F(x—’_ti?_)_F(x)—I—?Lfi

pro dostatecné velké indexy ¢. Provedeme-li limitni pfechod na obou strandch této nerovnosti, dostaneme

FOa,h) < F'(z,h) + lim 2Lt; = F'(x, h)

t;—0
O

Poznamka 328 Véta 235 iikd, ze v pripadé konvexnich funkci je zobecnéna smérové derivace totozna s
oby¢ejnou smérovou derivaci a subdiferencial podle definice 81 splyvé se subdiferencialem podle definice 78.

Rovnost FO(x,h) = F'(x, h) nenf obecné splnéna, ani kdyz F’(x, h) existuje (pifkladem jsou nehladké
konkévni funkce). Tato rovnost vsak pfinds{ teoretické vyhody, takze je tcelné vySetfovat funkce, pro nez
plati.

Definice 82 Rekneme, ze funkce F : R™ — R je requldrni v bodé x € R™, existuje-li smérovd derivace
F'(x,h) Vh € R™ a plati-li F°(x,h) = F'(x,h) Vh € R™.
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Véta 236 Funkce spojité diferencovatelné v okoli bodu x a funkce konverni v okoli bodu x jsou reguldrni
v bodé x. Ddle jsou v bodé x reguldrni (a) nezdporné linedrni kombinace reguldrnich funkci a (b) bodovd
mazima requldrnich funkct.

Dukaz Spojité diferencovatelnd funkce je reguldrni podle véty 234 (nebot FO(x,h) = maxgep F(z) gTh =
(VF(x))Th = F'(x,h) Yh € R"™). Konvexni funkce je reguldrni podle véty 235.

(a) Staci dokazat, ze funkce A1 Fy a Fy 4+ Fj jsou reguldrni, jsou-li funkce Fy, Fy reguldrni a plati-li A; > 0.
Necht h € R"™. Jsou-li funkee Fy, F, reguldrni a plati-li A; > 0, pak pouzitim véty 226 (b) a véty 232 (a)
dostaneme

(MF) (2, h) = FX(x, \h) = F{(z,\1h) = (M FL) (z, h).

7 definice 77 plyne, ze (F} + F)' existuje a plati (F} + Fy)" = F| + F5. Podle definice 80 plat{ (Fy + F)? >
(F1 4+ F»)'. Z druhé strany

(Fr+ B)(e,h) = limsup AT E2)@H ) = (1 + F2)(y)

e t

tl0
— limsup W)+ By +th) = Fi(y) — Faly)

e t

t10
< lmsup PO = Fiy) o B+ th) — Fa(y)

e t v—z t
t10 t10

= FY(x,h) + F(x,h),

takze

(Fi+ B) = F{+ F;= ) + 1) > (FL + F)°,
coz dohromady s ptredchozi nerovnosti dava (F) + F3)? = (F} + Fy)'.
(b) Staci dokdzat, ze funkce F' = max(Fy, Fy) je reguldrni, jsou-li funkce Fy, F» reguldrni. Jestlize
Fi(z) > Fy(x), pak F = Fy, F' = F] a FO = F? = F| = F’ (stejné se postupuje pokud Fy(z) > Fi(x)).
Necht tedy F(x) = Fy(z) = F»(x) a h € R™. Pak

F(z +th) — F(x)

F'(z,h) = lim
tl0 t
— fim max(Fy(x + th), Fa(z + th)) — F(x)
) t
t10 t t}0 t

= max(Fll(x, h), FQI($7 h))7

takze F'(w,h) existuje a plat{ F'(x,h) = max(F](z,h), F5(x,h)). Podle definice 80 plati F°(x,h) >
F'(x,h). Z druhé strany

F(y +th) — F(y)

F°(z,h) = limsup
Yo" t
~ limsup max(Fy(y + th), Fo(y + th)) — max(F1(y), Fa(y))
o t
< limsup max <F1(y +th) — Fl(y)’ Fy(y+th) — FQ(y)>
£10
< max(F?(z,h), FY(z,h)).
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Plati tedy

F'(x,h) = max(F}(z, h), Fy(x, h)) = max(F(x, h), FS(x,h)) > F(z, h),

coz dohromady s predchozi nerovnosti dava FO(x, h) = F'(z, h). O

Véta 237 Necht funkce F1 : R® — R, Fy : R — R jsou lipschitzovské v okoli bodu © € R™ a A1 € R.
Pak

(a) 8(>\1F1)(1') = )\18F1(£ZJ)7
(b) O(F, + Fy)(x) C OF(x) + 0Fy ().

Jsou-li funkce Fy, Fy requldrni v bodé x nebo je-li alespon jedna z nich spojité diferencovatelnd v bodé x,
nastdvd v (b) rovnost.

Diikaz (a) Jestlize \; > 0, pak (A F1)°(x,h) = A\ FP(x,h), takie podle definice 81 plati (A1 Fy)(z) =
M OF (z). V opacném piipadé s pouzitim véty 233 (d) a predchoziho vysledku dostaneme

a()\lFl)((E) =0 —|)\1‘F1) (:C) = —8(\)\1|F1) (LU) = —|)\1|8F1($) = /\18F1(£L’)

(
(b) Ziejmé (F1+F)°(z, h) < FP(z,h)+F(z,h) Vh € R™ (dikaz véty 236 (a)). Pouzijeme-li pozndmku 326
a vétu 207, dostaneme

do(Fi+Fy) (@) (h) < 0op,(2)(R) 4 0oF,(2) (h) = bopy (z)+0Fs () (R) (535)
Vh € R", takze podle véty 206 plati O(Fy + Fy)(x) C 0F(x) + 0F(x). Jsou-li funkce Fy, Fy reguldrni,
pak podle véty 236 (a) plati (Fy + F»)? = (Fy + F) = F| + Fj = F? + FY, takze v (535) a tedy i v (b)
nastane rovnost. Je-li funkce F} spojité diferencovatelnd v bodé x, pak podle definice 80 a véty o stfedni
hodnoté (z € [y,y + th]) plati

(Fi+ F)'(a,h) = Timsup L1t IR Hth) = (1 + ) (y)

y—x t
tl0

F th) — F
= lim(VF (2))Th + lim sup 2y + t) 2()
10 Y

= Flo(xvh) + FQO(x7h),
nebot (VFy(2))Th — (VFi(2))Th = F|(z,h) = F)(z,h). O

Poznamka 329 Indukci se snadno dokdze, Ze

i=1 i=1

pricemz rovnost nastane, jsou-li vSechny funkce F; reguldrni a koeficienty A; nezdporné nebo jsou-li vSechny
funkce F; az na jednu spojité diferencovatelné.

Véta 238 Necht funkce F : R™ — R je lokdlné lipschitzovskd v okoli bodu x € R™, ktery je jejim lokdlnim
extrémem (minimem nebo mazximem). Pak plati

0 € OF (z).
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Dikaz Necht z € R" je lokdlnim minimem funkce F': R™ — R. Pak nutné

0 < limsup F(x+th) — F(z)
10 t

< FO(x,h)

pro libovolny vektor h € R™, takze podle definice 81 plati 0 € 9F(x). Je-li bod x lokdlnim maximem
funkce F, je nutné lokalnim minimem funkce —F', takze 0 € 0(—F)(x) a podle véty 233 (d) plati 0 € OF ().
0O

Pro dalsi analyzu nehladkych funkei je dulezitd véta o stfedni hodnoté. Abychom zjednodusili symbo-
liku, budeme pro libovolny vektor v € R™ pouzivat oznaceni

(OF (2))Tv = {gTv 19 €0F(2)}.

Véta 239 Necht funkce F : R™ — R je lokdlné lipschitzovskd na oteviené mmnoziné ) obsahujici usecku
[,y]. Pak existuje bod z € (x,y) takovy, Ze

F(y) = F(x) € (OF (2))" (y — ).

Dukaz Uvazujme funkei ¢(A) = F(z + A(y — z)). Podle pfedpokladu je tato funkce lokdlné lipschitzovskd
na mnoziné obsahujici interval [0, 1]. Ukdzeme nejprve, ze

dp(N) C (OF (z + My — 2)))" (y — ). (536)

Podle véty 233 (a) jsou mnoziny na obou strandch této inkluze intervaly. Podle véty 204 a 206 staci
dokazat, ze

Sae(0) (B) < SaF (@ A(y—o) T (y—=) (B) (537)
pro B =1a 8 = —1. Podle definice 80 a véty 233 (b) plat{

PN +t3) — (X))

©’(\,B8) = limsup
PYE=SY t
tl0
F ! —z) = F "(y —
ey P OV H18) = 2)) — Flo+ N (y — )
A= t
tl0
Fy _ _F
< limsup (y +tBy—=z)) — F(y)
y' =zt A(y—z) t

= F%2+ Ay —z),B8y—x))
= max{fg"(y—x):g € IF(x+ Ay — 1))}

pro f =1a = —1, coz podle pozndmky 316 a poznamky 326 dava (537) a tedy i (536). Polozme nyni

P(A) = e(A) = 9(0) + A(p(0) = (1)) = F(z + Ay — z)) — F(z) + MF(z) - F(y))-

Tato funkce je spojitd na intervalu [0, 1] a plat{ ¢(0) = (1) = 0. Mus{ tedy nabyvat minima nebo maxima
v néjakém bodé A\* € (0,1), coz podle véty 238 ddvd 0 € 9y (A*). Pouzijeme-li vétu 237 a vztah (536),
dostaneme

0 € dp(A") € Ip(X*) + (9(0) = 9(1)) € (OF (x + AN*(y — 2)))" (y — @) + (F(2) = F(y)),
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protoze O()\) = {1}, coz piictenim F(y) — F(x) k obéma stranam inkluze dava F(y)—F(z) € (0F (2))T (y—
x)proz=x+ X (y —z) € (z,y). O

Je-li funkce F': R" — R lokélné lipschitzovska v oteviené mnoziné 2 C R™, je podle Rademacherovy
véty (tvrzeni 11) diferencovatelnd skoro véude v  neboli mnozina
Qp ={z € Q: VF(z) neexistuje}

ma Lebesgueovu miru nula. V tomto pifipadé muzeme subdiferencidl definovat téz jinym zpusobem.

Véta 240 Necht funkce F : R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R™. Pak plati
OF (z) = conv OpF(x),
kde

OpF(x) = {_lim VFE(z;):x; > x, x; & QF}

71— 00

Dikaz (a) Dokazeme nejprve, Ze pro libovolné h € R™ plati

FO(z,h) <limsup VL F(y)h. (538)

y—x
y€Qp

Zvolme h € R™, € > 0 libovolné a ozna¢me « pravou stranu v (538). Z definice hornf limity (limes superior)
plyne existence ¢fsla § > 0 takového, ze VI F(y)h < o+ ¢ pokud y € B(x,6) a y € Qr. Bez tijmy na
obecnosti muzeme predpoklddat, ze F je lipschitzovskd v B(x,d), takze podle Rademacherovy véty m4
B(z,9) N Qp Lebesgueovu miru nula. Ozna¢me

L, ={y+th:0<t<5/h])},

takze L, C B(z,9), pokud y € B(x,/2). Z teorie Lebesgueovy miry plyne, ze pro skoro vsechny body
y € B(x,0/2) ma mnozina L, N Qp Lebesgueovu miru nula. Pro skoro vsechny body y € B(x,d/2) a pro
vsechna t € (0,d/(2]|h]|)) tedy existuje integral

t
F(y+th) — F(y) = / VT F(y + 9h)hdd.
0
Jelikoz VT F(y + 9h)h < a + ¢ kdykoliv VF (y 4+ ¥h) existuje, miizeme tento integral majorizovat, takze

F(y+th) — F(y) <tla+e). (539)

Tato nerovnost plati pro skoro viechny body y € B(x,d/2) a pro vsechna t € (0,d/(2]|k||)). Jelikoz funkce
F je spojitd, musi (539) platit pro vsechny body y € B(x,§/2) a pro vSechna ¢ € (0,d/(2]|h]|)), coz podle
definice 80 dava

FOz,h) < a+e.

Jelikoz & > 0 je libovolné, dostdvédme (538).

(b) Protoze Qp mé Lebesgueovu miru nula, existuje alespon jedna posloupnost y; — z, y; € Qp. Podle
pozndmky 327 plati VF (y;) € OF (y;), takze podle véty 233 (a) je posloupnost { VF(y;)} omezend a existuje
tedy konvergentni podposloupnost {VF(y})} C {VF(y;)}. Mnozina dgF(x) je tedy neprézdnd a podle
véty 233 (c) plati

lim VF(y)) € OF (z)

1—00
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takze Op F'(x) C OF (z). Jelikoz OF (x) je konvexni, plat{ také conv Op F(x) C OF(x). Jelikoz OF (x) je kom-
paktni, jsou i mnoziny OpF(x) a conv dpF(x) kompaktni. Pouzijeme-li pozndmku 326 a nerovnost (538),
dostaneme

Sora)(h) = F(x,h) <lmsupV'F(yh= sup g"h
vEQp gec')BF(a:)
< sup gTh = 5conv aBF(z)(h)

gE€conv OpF(x)

pro libovolny vektor h € R™, takze podle véty 206 plati OF (x) C conv OgF(x). O

15.4 Lipschitzovska zobrazenfi

Piistup pouzity ve vété 240 muzeme vyuzit k definici zobecnéného Jakobidnu lokalné lipschitzovského
zobrazeni f : R™ — R™. Stejné jako v piipadé lokalné lipschitzovské funkce zavedeme mnozinu

Qy = {xz € Q: Vf(z) neexistuje},

kde
af1(x) Of1(x)
oxy Tt ox,
Vi) =| ... ... .
O fm (x) O fm ()
oxy " oz,

kterd mé opét Lebesgueovu miru nula.
Definice 83 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak mnoZinu
Of(z) = conv dp f(x),
kde
opf(x) = {Zlilg)v]f(x,) Tx = T, & Qf}7
nazveme zobecnénygm Jakobidnem zobrazeni f.

Poznamka 330 Poznamenejme, 7Ze se dopoustime jisté neduslednosti, nebot pro m =1 se Vf(z) lisf od
VF(z) (plati Vf(z) = (VF(z))T). Tato konvence, kterd se bézné pouziva v literatuie, je vyhodné proto,
ze pak Vf(z) = J(z), kde J(x) je Jacobiova matice zobrazeni f.

Pozndmka 331 Je-li zobrazeni f : R — R™ diferencovatelné v bodé = € R", pak piimo z definice 83
plyne, ze

Vf(z) e df(x)
(staci zvolit posloupnost z; = — « € Qy).
Véta 241 Necht zobrazeni [ : R™ — R™ je lipschitzovské s konstantou L v okoli bodu x € R™. Pak

(a) Plati 0f(z) C [0f1(x),...,0fm(x)]T, kde Of;(z), 1 < i < m, jsou subdiferencidly funkci fi : R™ — R
(i-tyjch slozek zobrazent f) v bodé x € R™.

(b) Zobecnény Jakobidn Jf(x) je neprdzdnd konvexni kompakini mnoZina takovd, Ze ||J|| < L VJ €

of ().
(c) Jestlize x; — x, J; € Of (z;) a J; — J, pak J € Of (x) (polospojitost shora,).
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Dikaz (a) plyne bezprosttedné z véty 240.

(b) Kompaktnost plyne bezprostiedné z (a) a z véty 233 (a). Konvexita plyne pifmo z definice 83.
Neprazdnost plyne z existence alespoii jedné posloupnosti z; — x, x; & 1y, pro kterou {V f(z;) } konverguje
(argumentace je stejnd jako v dukazu véty 240). Nerovnost ||J|| < L plyne z definice 83 a z toho, ze
IV f(z;)]] <L pokud V f(z;) existuje.

(c) Predpoklddejme, ze x; — x, J; € df(x;) a J; — J. Bez tijmy na obecnosti budeme predpoklddat,
7e x; € B(x,1/(2i)) (v opatném piipadé lze vybrat vhodnou podposloupnost). Jestlize J & Of(x), musi
existovat ¢islo € > 0 takové, ze pro dostatecné velké indexy plati

Ji € 0f (x) + B(0,¢).
Protoze mnozina 0 f(x)+ B(0, €) je konvexni, nemuze platit dp f(z;) C 0f(x)+ B(0,¢) (v opatném piipadé

by muselo platit J; € conv dpf(x;) C df(x) + B(0,¢)). Existuje tedy matice J; € dpf(x;) takovd, ze
Ji € 0f(x) + B(0,¢). Podle definice 83 musi existovat bod y; € B(z;,1/(2¢)) C B(z,1/i) takovy, zZe

IV fyi) — jz” < /2, takze

Vi(y:) ¢ 0f(x) + B(0,£/2). (540)
Podle (a) jsou matice J; a tedy i V f(y;) stejnomérné omezené v okolf bodu x. Miizeme tedy predpokladat,
ze existuje limita
lim Vf(y;) =J
71— 00
(v opacném piipadé lze vybrat vhodnou podposloupnost). Ziejmé y; — = (nebof y; € B(x,1/i)), yi & Qi
(nebot V f(y;) existuje) a Vf(y;) — J. Podle definice 83 tedy plati J € 9f(x), coz je ve sporu s (540). O

Lemma 73 Necht zobrazeni f : R — R™ je lokdlné lipschitzovské v okoli bodu x € R"™ a funkce F :
R™ — R je spojité diferencovatelnd v okoli bodu f(x). Pak funkce p = Fo f: R™ — R je lipschitzovskd v
okoli bodu x € R™ a plati

dp(x) = (0f ()" VF(f(z)).

Dikaz Lipschitzovskost funkce Fo f je ziejmé (staci pouzit vétu 234 a definici 79). Necht J € dp f(x). Pak
existuje posloupnost z; — x, ¥; ¢ Qy takovd, ze Vf(x;) — J a tudiz Vo(x;) = (Vf(2;)'VE(f(z;)) —
JIVF(f(x)). Plati tedy JTVF(f(z)) € Opp(x), coz dava

(Opf(2))"VF(f(x)) C dpp(x).

Necht naopak w € dpp(x). Pak existuje posloupnost z; — z, z; & , kde Qf C Q, takova, ze
Vo(z;) = (Vf(x))TVE(f(z;)) — w. Jelikoz Jacobiovy matice V f(z;) jsou podle véty 241 (b) omezené
v okoli bodu z, existuje podposloupnost {z;} C {z;} takovd, ze Vf(z;) — J € 9Opf(x), coz spolu s
(V (@) VF(f(x})) — w déva

dp¢(z) C (Opf(x))" VF(f(z)).

Spojenim obou inkluzi dostaneme dpp(x) = (O f(z))TVF(f(x)), coz po prechodu ke konvexnim obaltim
dva 0(x) = (0f (x)) "V F(f(2)). 0

Abychom mohli zformulovat vétu o stfedni hodnoté, zavedeme oznaceni

Af ([x,y]) = conv U of (2). (541)

z€[z,y]

Lemma 74 MnozZina Of ([x,y]) je konvexni a kompaktni.
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Dikaz Konvexita plyne bezprostfedné z (541). Abychom dokdzali kompaktnost, sta¢i podle véty 195
dokdzat kompaktnost mnoziny U,¢(, , 0f(2). Necht {Ji} C U,¢,, 0f(2) je posloupnost takovd, ze
J; = J. Ziejmé J; € 0f(z), kde z; € [x,y]. Jelikoz mnozina [x,y] je kompaktni, existuje podposloupnost
{#}} C {z} takova, ze z} — z € [x,y], a odpovidajici podposloupnost {J/} C {J;} takova, ze J! € 0f(z}) .
Jelikoz vybrand posloupnost mé stejnou limitu jako puvodni konvergentni posloupnost, lze psat J! — J, a
podle véty 241 (c) dostaneme J € 9f(2) C U, e[, 0f(2)- O

Véta 242 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lokdlné lipschitzovské na oteviené mmnoziné Q0 obsahujici
dsecku [z,y]. Pak plati

fy) = f(x) € df ([z,y]) (y — 2). (542)

Diikaz Podle lemmatu 73 pro libovolny bod z € (z,y) a pro libovolny vektor v € R™ plati d(vT f)(z) =
vT0f(2). Mizeme tedy pouzit vétu 239, podle které pro libovolny vektor v € R™ existuje bod z € (,y)
takovy, ze

vI(f(y) = f(2)) € 0T )(2)(y — x) = v" Of (2)(y — ). (543)

Vztah (542) dokdzeme sporem. Predpoklddejme, ze f(y) — f(z) € Of ([x,y]) (v — ). Jelikoz mnozina na
pravé strané je podle lemmatu 74 konvexni a kompaktni, musi podle véty 200 existovat vektor v € R™ a
¢islo a € R tak, ze

V(fly) — f@) >a> vy — ),

> max
Jeof([z,y])

coz je ve sporu s (543), nebot podle (543) existuje prvek J € df(z) C df ([x,y]) takovy, ze vT (f(y) —
f(x)) =o' J(y — ). m

Véta 243 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R"™ a funkce ¢ : R™ — R je
lipschitzovskd v okoli bodu f(x). Pak funkce F = po f: R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu © € R™ a
plati

OF () C conv (Of ()T dp(f(z)) 2 conv {JT’U 1 J €0f(x),vedp(f(x)}, (544)
pricemZ rovnost nastdvd zejména v téchto pripadech

(a) Funkce ¢ je spojité diferencovatelnd v bodé f(x). V tomto pripadé plati

OF (z) = (0f(x))" Veo(f (). (545)

(b) Funkce ¢ je reguldrni v bodé f(x) a zobrazeni f je spojité diferencovatelné v bodé x. V tomto pripadé
je funkce F requldrni v bodé x a plati

OF (z) = (Vf(2))" dp(f(x)). (546)

(c) Funkce ¢ je requldrni v bodé f(x), funkce f; = el f, 1 <i < m, jsou requldrni v bodé = a pro libovolny
prvek v € Op(f(x)) plati v; >0, 1 <i < m. V tomto pripadé je funkce F reguldrni v bodé x.

Dukaz Lipschitzovskost funkce ¢ o f je ziejma (staci dvakrat pouzit definici 79). Ozna¢me S mnozinu na
pravé strané (544). Abychom dokézali inkluzi OF (z) C S, pouzijeme vétu 206 a pozndmku 326. Jelikoz
podle véty 204 pro libovolny vektor h € R™ plati

6s(h) = max {v" Jh:J € 0f (z),v € dp(f(z))},
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staci podle véty 206 a pozndmky 326 ukdzat, ze pro libovolny vektor h € R™ existuje matice J € 9f(z) a
vektor v € Op(f(x)) tak, ze

Sor(h) = FO(x,h) < o' Jh. (547)
Podle poznamky 324 muzeme vybrat posloupnosti x; — x a t; | 0 tak, ze

FO(x,h) = lim LW&E L0~ F(@)

Je-li bod z; € R"™ dostateéné blizko k bodu z a je-li éislo ¢; > 0 dostateéné malé, jsou i body f(z;)
a f(x; + t;h) dostatetné blizké k bodu f(x). Jsou tedy splnény predpoklady véty 239 (aplikované na
funkei ¢) a existuje tedy bod w; € [f(x;), f(z; + t;h)] a subgradient v; € dp(u;) tak, ze

F(z; + tih) — F(x;) = o(f (i + tih)) — o(f(2:)) = v (f (@; + t:h) = f(22)).
Podle véty 242 plati
flzi+th) — f(z
t;
coz podle vztahu (541) a podle véty 194 znamend, ze

i) € 8f([ws, i + tih))h,

m+1
F(Iz + tzh) _ F(xz) — ,UiT f(wl + tlh) Z T Z )\ka
tl' ti

kde JF € Of (yF), yF € [ws, 2 + t;h], NF >0, k € [L,m +1], A} +... + A\"™' = 1. Z tohoto diivodu musi
alespon pro jeden index k € [1,m + 1] platit
t;

(@) 7 g, (548)

Jelikoz z; — x at; | 0, plati u; — f(z) ay¥ — x. Z kompaktnosti subdiferencidlu a zobecnéného Jakobidnu
plyne existence podposloupnosti {x;} C {x;} a {t;} C {t;} takovych, ze odpovidajici podposloupnosti
{01} € {v} a {J/} C {JF} konverguji k v a J. Podle véty 233 (c) a véty 241 (c) plati v € dp(f(z)) a
J € 0f(x), takze z (548) plyne (547). Nyni vySetiime specidlni pripady:

(a) Tento piipad je tvrzenim lemmatu 73.
(b) Je-li zobrazeni f spojité diferencovatelné, miizeme mnozinu S zapsat ve tvaru S = (V£ (z))Td¢(f(z))

(protoze mnozina df(x) = {V f(z)} je jednoprvkovd nemusime pouzivat jeji konvexni obal). Pouzijeme-li
definici 69, pozndmku 326 a regularitu funkce ¢ (definice 82), muzeme psét

ds(h) = max 0! Vf(z)h= max ol f'(z,h
s(h) el U VI@h= max v f(eh)

= (f@), f'(x,h) = &' (f(2), f'(x, 1))

_o(f(@) +tf (@, h) —e(f(z) . (e(f(z+1th) —o(f(z))
o t kit < t +T(t)) ’

kde pro dostatecné mald t plati

lp(f(x) +tf"(x k) = o(f(z + )| _ Ll f(x) +tf'(z, h) = fz + th)|
t - t
flz+th) — f(z)
t

(ol

= L

/(30, h) -

)
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nebot funkce ¢ je lipschitzovskd v néjakém okoli bodu f(x) (konstantu jsme oznacili L). Ze spojité
diferencovatelnosti zobrazeni f plyne, ze (f(xz 4+ th) — f(x))/t — f'(z,h), takze T(t) — 0 pokud ¢ | 0.
Ukéazali jsme tedy, ze

P01 — tim 2L 1) — (@)
’ 10 t

existuje a plati dg(h) = F'(x,h) < FO(x,h), coz podle véty 206 ddva S C OF(x), takie z (544) plyne
OF (x) = S. Z nerovnosti F°(z,h) < §g(h) = F'(z,h) < F(x, h) pak plyne regularita funkce F v bodé z.

(¢) Oznacme

S’ = conv {Zuﬂh cu; € 0fi(x),v e 590(]"(1))} .

i=1
Podle (544) plati 9F(xz) C S a podle véty 241 (a) plati S C ', takze OF () C S’. Jsou-li funkce ¢ a f;,
1 < i < m, regularni a plati-li v; > 0, 1 < i < m, muzeme psat

ds:/(h) = max Zviu?h cu; € 0fi(x),v € 8<p(f(x))}

IN
s
i
(]
S

; max ulh:ved T
o max e(f(z))

= gpo(f(:c),f'(x, h)) - (p/(f(l’),f,(l’,h)).

Konec ditkazu je jiz stejny jako konec diitkazu tvrzeni (b). Dostaneme dg/(h) = F'(x,h) < F°(x,h),
coz podle véty 206 dava S' C OF(x), takze z OF (z) C S C S’ plyne 0F(x) = S = S’. Z nerovnosti
FO(x,h) < 6s5(h) < ds/(h) = F'(x,h) < FO(z,h) pak plyne regularita funkce F' v bodé . O

Dusledek 26 Jsou-li splnény predpoklady véty 243, plati

AF (x) C conv {Zum cu; € Ofi(x),v € dp(f(x)), } (549)

=1

pricemZ rovnost nastdvd zejména v téchto pripadech:

(a) Funkce ¢ je spojité diferencovatelnd v bodé f(x) a m = 1.
(b) Funkce ¢ je requldrni v bodé f(x) a funkce f;, 1 <i <m, jsou spojité diferencovatelné v bodé x.

(¢) Funkce ¢ je regquldrni v bodé f(x) a funkce f;; 1 < i < m, jsou requldrni v bodé x a pro libovolny
prvek v € Op(f(x)) plativ; >0, 1 <i<m.

Diukaz Staci pouzit vétu 243 a nékteré uvahy (napiiklad S C S’) z jejiho dikazu. O
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Dausledek 27 Necht funkce f1 : R® — R, fo : R® — R jsou lipschitzovské v okoli bodu x € R"™. Pak
funkce F = f1fo je lipschitzovskd v okoli bodu x a oznacime-li

[ o1
r=[n] =i

OF (z) = (0f ()" Pf(z) C 0f1(x) fa(w) + fi(2)Df2(2)

pricemZ rovnost nastdvd, jsou-li funkce f1, fo reguldrni a platé-li fi(x) >0, fo(x) > 0. V tomto pripadé
je funkce F' = f1fo regquldrni.

plati

Diikaz Definujme funkci ¢ : R? — R pfedpisem o(u1,u2) = ujug. Tato funkce je spojité diferencovatelnd
a tedy (podle véty 234) lipschitzovska v okolf libovolného bodu u € R?, pticemz plati

Podle véty 243 je funkce p o f = fi f2 lipschitzovskd v okoli bodu x a plati

O(fif2) = {T"Ve(f(x)): J € 0f(x)} = (9f (2))" PF.

Vztah O(f1f2) C Of1(x) fo(x)+ f1(2)0f2(x) a podminky pro rovnost dostaneme bezprostiedné z dusledku 26
(c). O

Disledek 28 Necht zobrazeni f : R® — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak funkce F =
(1/2)fT f je lipschitzovskd v okoli bodu = a plati

OF (z) = éa(fo)(w) = (0(f(2))" f () = {J"f(x) : J € O(f(2))} - (550)

Dikaz Definujme funkci ¢ : R"™ — R piedpisem

Tato funkce je spojité diferencovatelnd a tedy (podle véty 234) lipschitzovskd v okoli libovolného bodu
u € R™, pricemz plati V(u) = u. Podle véty 243 (a) je funkce F = @ o f = (1/2)fT f lipschitzovskd v
okoli bodu z a plati OF (z) = (0f ()T Ve(f(x)) = (0f(x))T f(x). O

Véta 244 Necht funkce f; : R™ — R, 1 < i <m, jsou lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak funkce

F(r) = max fi(x)

1<i<m
je lipschitzovskd v okoli bodu x a plati
OF (z) C conv {0fi(x) i€ I(x)}, (551)

kde I(x) = {i € {1,...,m} : fi(x) = F(x)}. Jsou-li funkce f;, 1 <1i <m, reguldrni v bodé z, je funkce F
requldrni v bodé x a v (551) plati rovnost.
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Diikaz Definujme funkei ¢ : R™ — R predpisem ¢(u) = max(uq, ..., un). Tato funkce je konvexni v R™,
nebot

oAu+(1=Av) = 12{2};@% +(1—=XNv;) <X max (u;) + (1 —A) max (v;)

1<i<m 1<i<m
= Ap(u) + (1= A)p(v)

prou € R™, v € R™ a1l < A < 1, takze je lokdlné lipschitzovskd podle véty 225. Necht I(u) =
{ie{1,...,m}:u; = ¢(u)}. Pak plati

¢'(u,d) = lim pu+td) — p(u) = lim max (ui +tdi — @(u))
t10 t t10 1<i<m t
= lim max (u-i-tp(u)> = max (d;),
tL0 iel(u) t i€l(u)

takze ©°(u,d) = ¢'(u,d) = max;e ) (d;) a podle definice 81 plati

Op(u) = {v €ER": ig}?}u{)(di) >oTd Vd e R"} .
Necht e; je i-ty sloupec jednotkové matice a § > 0. Jestlize v; # 0 pro i &€ I(u), dostaneme volbou
d; = vie; nerovnost v1'd = v} > 0 = max {d;,i € I(u)}, takze v & Op(u). Jestlize v; < 0 pro i € I(u),
dostaneme volbou d; = —de; nerovnost vI'd = —6v; > —§ = max {d;,i € I(u)), takze v & Op(u). Jestlize
v; 2 0 Vi € I(u) acrq vi > 1, dostaneme volbou d = 3, ;) de; nerovnost vl'd = 0D ier(u Vi >
6 = max{d;,i € I(u)}, takze v & Op(u). Jestlize v; > 0 Vi € I(u) a 3 ;c7(,)vi < 1, dostaneme volbou
d = —>"ici(u) 0€i nerovnost vld = -4 Yictw) Vi > —0 =max{d;,i € I(u)}, takze v & dp(u). Musi tedy
platit

Op(u) =<¢veER":v; >0, Z v; =1, Z v; =0

i€l (u) i1 (u)

Podle dusledku 26 pak plati

OF (x)

N

conv {Zviui tu; € Ofi(w),v € 890(f(17))}

i=1

= conv Z v;0fi(x) v, >0, Z v; =1

i€l (u) i€l (u)

= conv {0fi(z),i € I(u)}.

Funkce ¢ je konvexni, takze je podle véty 236 regularni. Jsou-li funkce f;, 1 < i < m, reguldrni, je podle
véty 236 1 funkce F reguldrni a jelikoz v; > 0, 1 < ¢ < m, plati v (551) rovnost. O
15.5 Polohladkd zobrazeni

Definice 84 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Jestlize pro kazZdé

h € R™ existuje limita

lim  Jh (552)
JEDf(x+th)
tl0
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(nezdvisld na volbé J € Of (x + th)), fekneme, Ze zobrazeni f je slabé polohladké v bodé x. Jestlize pro
kazdé h € R™ existuje limita

lim  JA (553)
Jedf(x+th’)
h! —h,tl0

(nezavisld na volbé J € Of (x + th')), Fekneme, Ze zobrazeni f je polohladké v bodé .

Poznamka 332 Jelikoz Of(x) je mnozinové zobrazeni, mohlo by se zddt, ze existence limity (553) je
vyjimecnd. V dalsim textu vSak ukdzeme (pozndmka 336), Ze polohladkost je vlastnost prevdzné vétsiny
zajimavych lokélné lipschitzovskych zobrazeni.

Poznamka 333 Z definice 84 plyne, ze kazdé polohladké zobrazeni je slabé polohladké. Slaba polohlad-
kost se vsak nezachovava pii sklddéni funkef a také veta 250 vyzaduje platnost vztahu (553).

Véta 245 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je slabé polohladké v bodé x € R™. Pak pro libovolny vektor
h € R™ existuje smérovd derivace f'(x,h) a plati
th) —
flah) = lim LEX ZT@ gy

tl0 t JEDf(z4th)
tl0

Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™. Pak pro libovolng vektor h € R™ ezistuje
smérovd derivace f'(x,h) a plati

fla+th') — f(x)

f'(x,h) = lim = lim JhK'.
h!—h t Jeaf(z+th!)
t10 h! —h, t10

Dikaz (a) Zvolme libovolné vektor h € R™ a posloupnost ¢; | 0. Jelikoz zobrazeni f je lipschitzovské
v okoli bodu x, muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze je lipschitzovské v kazdém z intervalu
[z, x + t;h]. Pouzijeme-li vétu 242, dostaneme

flz+th) —
t;

f(x)eaf([x,x—i—tih])h: conv | ) Of(w+th) | h=conv| |J Ofx+th)h|cCR™

te[0,t4] te[0,t4]

Podle véty 194 existuje nejvyse m + 1 prvkt JF € 0f(z + tFh), tF € [0,4;], 1 <k <m + 1, tak, ze

m—+1

kde 0 < AF < 1a A +...+ 2, =1 Jelikoz interval [0,1] je kompaktni, muzeme predpoklddat, ze
Ao AF 1 <k <m+1 (v opaéném pifpadé vybereme vhodnou podposloupnost). Pak podle (552) plati

m—+1 m+1
o P I (5 ) = 5 (1 ) (1 )

k=1 k=1

m—+1
(Z Ak> lim Jh= lim Jh,
JEDf(z+th) JEDf(z+th)

t10 t10

takze limita na levé strané nezdvis{ na vybéru posloupnosti ¢; | 0 a rovna se smérové derivaci f'(z,h).
Jelikoz kazdé polohladké zobrazen{ je slabé polohladké a v b/ — h lze volit i/ = h, dostaneme ihned zbytek
tvrzeni. 0
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Poznamka 334 Zobrazeni f'(x,-) : R" — R™ (smérova derivace) vystupujici ve vété 245 je pozitivné
homogeni a lipschitzovské (pozndmka 321). Nemusi vSak byt subaditivni jako v piipadé konvexnich funkei.

Poznamka 335 Podle véty 245, pro polohladké zobrazeni plati
flx+th') = f(z) +tf
kde f' — f'(z,h), pokud K’ = hatl]0

V dalsim vykladu budeme ¢asto pouzivat pojem funkce, tedy zobrazeni f : R™ — R, neboli f: R" —
R™, kde m = 1. V tomto ptipadé je tfeba mit na paméti konvenci zminénou v poznamce 330.

Veéta 246 Jsou-li funkce f; : R — R, 1 < i < m, polohladké v bodé x € R™, je i zobrazeni f =
[f1,- -, fm]T polohladké v bodé x.

Dukaz Necht h € R"™. Limita (553) existuje pravé tehdy, existuji-li pro 1 < i < m limity

: /
lim  e] Jh'.
Jedf(x+th’)
h! —h,tl0

(e; je i-ty sloupec jednotkové matice fadu m). Tyto limity vSak existuji, nebof pro 1 < i < m plati
JTe; € 0fi(xz +th') a funkce fi, 1 <i < m, jsou polohladké. O

Véta 247 Je-li funkce F : R™ — R spojité diferencovatelnd v okoli bodu x € R™, je polohladkd v bodé x.

Dikaz Pro spojité diferencovatelné funkce plati

lim  ¢"W = lim (VF(z +th'))" W = (VF(z))" h.
o o

Véta 248 Je-li funkce F': R™ — R konvezni v okoli bodu x € R™, je polohladkd v bodé x.

Dukaz Necht funkce F' je konvexni v B(x,¢), x +th’ € B(x,¢) a g € OF (x +th'). Pak podle véty 227 (d)
plati

F(z) — F(z +th') > g% (z — (x + th')),
neboli

F(z +th') — F(x)
t

<g'n'.
7 druhé strany podle definice 78 plati
g'W < F'(z +th',1).

Jelikoz funkce konvexni v okoli bodu = € R™ je v okoli tohoto bodu lipschitzovska s néjakou konstantou L
(véta 225), muzeme psét

/ J—
lim |F(z+th') — F(x + th)||

< lim L|h' —h|[=0
h'—h, L0 t h'—h

a jelikoz podle véty 226 (a) existuje smérova derivace F”(z,-), plati

F(x—|—th’)—F(w):hmF(a:—i—th)—F(a:) . F(x +th') — F(x +th)

lim + lim = F'(z,h).
W —h, £10 t ) t B =, £40 t
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pro libovolny vektor h € R™, coz spolu s pfedchozimi nerovnostmi dava

F(x+th') — F(x)

F'(z,h) = lim < liminf ¢Th < limsup ¢7H
h!—h t gEDF (w+th’) GEOF (wtth!)
10 h!—h, t10 B —h, 40
< limsup F'(z +th',h') < F'(x,h),
h'—h, 10
(posledni nerovnost plyne z véty 226 (c)). Tim je dokdzéna existence limity (553) (s g7 misto J). O

Véta 249 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™ a funkce ¢ : R™ — R je polohladkd
v bodé f(x). Pak funkce F = @ o f je polohladkd v bodé x.

Dikaz Necht vektor h € R™ je libovolny. Necht x, = x + tphi, kde hy — h a t; | 0. Podle véty 243
plati OF (zy) C Sk, kde symbol S C R™ oznacuje kompaktni mnozinu na pravé strané vyrazu (544) (s xy
misto x). Necht

w, = (J];)Tv,; = arg Hélsr*l wr'h, v, € 0p(f(xy)), Jp €0f(xn),
wESy,

w;r = (Jlj):’jvl;L = arg meag( wr'h, v,j € 0p(f(zk)), J,j € 0f(xg).
wESy,

Pak pro libovolny vektor wy € OF (xx) C Sk plati

(w)T'h <wiih < (w)Th. (554)

Jelikoz vSechny veliciny v téchto vzorcich jsou podle véty 233 (a) omezené, muZzeme piedpoklddat (po
piipadném pirechodu k podposloupnostem), ze

J, = J €0f(x), v, = v € 0p(f(x)),
J,j—>J+€8f(x), v,j—>v+€8<p(f(m))

(pouzivame vétu 233 (c)). Jelikoz zobrazeni f je polohladké, plati J—h = JTh = f/(x,h), takie s
pouzitim (554) dostaneme

()T f/ (2, h) < liminf w}h <limsupwih < (v f/(z,h).
k—o0 k—o0
Jelikoz funkce ¢ je polohladkd a podle poznamky 335 plati f(xr) = f(x + tyhi) = f(z) + tifi, kde
fi. = f'(x,h), pokud hy — h at; | 0, muzeme pouzit definici 84, podle které

()" f' (@, k) = lim (0)" f' (2, h) = lim (o) f/ (2, k) = ()" f'(2, ),
k—o0 k—ro0
coz dokazuje existenci limity posloupnosti w} h nezavislé na volbé vektoru wy, € OF (zy). O

Dausledek 29 Necht zobrazeni f : R — R™ je polohladké v bodé x € R"™ a funkce ¢ : R™ — R je bud
spojité diferencovatelnd nebo konvexni v okoli bodu f(x). Pak funkce F' = @ o f je polohladkd v bodé x.

Dikaz Tvrzeni plyne bezprostiedné z véty 247, véty 248 a véty 249. O

Dusledek 30 Necht funkce f; : R — R, 1 < i < m, jsou polohladké v bodé x € R™ a \; € R, 1 <i<m.
Pak funkce Fy = >0 Ni fi (linedrnid kombinace) a Fo = T[%, fi (soucin) jsou polohladké v bodé x.

Diikaz Podle véty 246 je zobrazeni f = [fi,..., fm]? polohladké v bodé x. Funkce p1(u) = > /" Nu; a
wa(u) = [T~ u; jsou spojité diferencovatelné, takze podle dusledku 29 jsou funkce Fy = 10 f a Fy = @90 f
polohladké v bodé x. O
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Disledek 31 Necht funkce f; : R® — R, 1 <i < m, jsou polohladké v bodé x € R™ a f = [f1,..., fm]T-
Pak funkce F = ||f|, kde || - || je libovolnd norma v R™, je polohladkd v bodé x. Specidlné funkce
Fi = maxi<i<m(|fi]) (mazimum absolutnich hodnot) a F» = > 1" |fi| (soucet absolutnich hodnot) jsou
polohladké v bodé x. Ddle funkce F3 = maxi<i<m/(fi) (bodové mazimum) je polohladkd v bodé z.

Diikaz Podle véty 246 je zobrazeni f = [f1, ..., fm]? polohladké v bodé x. Funkce p(u) = ||u| je konvexni,
nebot z vlastnost{ vektorové normy plyne, ze pro 0 < A < 1 plati

p(Au+ (1= A)o) = [|xu+ (1 = Nol < Muf + (1 = A)Jv]l.

Funkce F' = po f je tedy podle dusledku 29 polohladkd. Také funkce ¢3(u) = maxi<;<m(u;) je konvexni
(dukaz veéty 244), takze funkce F3 = @3 o f je podle dusledku 29 polohladké. O

Dausledek 32 (Obrdcent véty 246). Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R"™ pricemZ
f=1[f1, -, fm)T. Pak funkce f; : R® — R, 1 <1i < m, jsou polohladké v bodé x.

Ditkaz Ziejmé f; = p; o f, 1 < i < m, kde funkce ¢; : R™ — R, definované piedpisem ;(u) = el u = u;,

jsou spojité diferencovatelné. Polohladkost funkci f; : R — R, 1 <1i < m, tedy plyne z dusledku 29. O

Disledek 33 Linedrni kombinace polohladkych zobrazeni je polohladké zobrazend. Skaldrni soucin polo-
hladkgjch zobrazeni je polohladkd funkce.

Diikaz Podle dusledku 32 jsou slozky polohladkych zobrazeni polohladkymi funkcemi. Podle dusledku 30
je linearni kombinace polohladkych funkci polohladkou funkci, takze podle véty 246 je linedrni kombinace
polohladkych zobrazeni polohladkym zobrazenim. Polohladkost skaldrniho sou¢inu plyne z dusledku 32,
dusledku 30 a véty 246. O

Poznamka 336 Z predchoziho textu vyplyva, ze vychdzime-li ze spojité diferencovatelnych a konvexnich
zobrazeni, dostdvame béZnymi operacemi (soucet, soucin, absolutni hodnota, maximum, skldddn{ funkef)
pouze polohladkd zobrazeni. Proto méa teorie polohladkych zobrazeni velké uplatnéni v praktickych ap-
likacich. Navic je polohladkost zakladnim pfedpokladem pro konstrukci numerickych metod pro feseni
nehladkych rovnic.

V nésledujicich ivahach budeme pouzivat symbol o(]|h]]) pokud h — 0. Tento symbol znamen4, ze pro
libovolnou posloupnost h; — 0, h; # 0 plati o(||hsl|)/||hil| — 0.

Véta 250 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak f je polohladké v
bodé x prdvé tehdy, existuje-li smérovd derivace f'(x,h) a plati-li

Jh— f'(z,h) = o(|[h]]) (555)
pokud h — 0 a J € Of(z + h).
Diukaz (a) Necht zobrazen{ f : R" — R™ je polohladké. Mdme dokdzat, ze

Jihi — f'(x, h;
fim ZM = S @) (556)
i—ro0 17l

pro libovolné posloupnosti {h;} C R™ a {J;} C R™*" takové, ze h; — 0 a J; € df(x+h;). Predpoklddejme
naopak, ze existuji posloupnosti {h;} C R™ a {J;} C R™*" takové, ze h, — 0 a J; € Of(x + h;), a ¢islo
€ > 0 takové, ze ze

| Jihi — f'(x, hi) |l
[| il

kde hl = h;/||hi|l a t; = ||hs|| (takze J; € Of (x +t;h})). Jelikoz vektory ) jsou omezené (nebot ||h}|| = 1),
muzeme tyto posloupnosti vybrat tak, ze h; — h. Pak podle véty 245 plati

= ||k — f'(z,h})|| > e Vi€ N,
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lim J;h), = f'(z,h)
1—00

coz je v8ak ve sporu s pfedchozi nerovnosti, nebot funkce f/(z,.) je podle pozndmky 321 spojit4.

(b) Predpoklddejme nyni, ze existuje smérovd derivace f'(x,.) a zobrazen{ f : R — R™ neni polohladké.
Pak mus{ existovat vektor h € R™ (bez tijmy na obecnosti budeme piedpoklddat, ze ||| = 1), posloupnosti
h, = h,t; 10, J; € 0f(x 4 t;hl) a cislo e > 0 tak, ze

|l = f' (e )] > 25 Vie N (557)

(v opatném pifpadé by existovala limita (553) rovnajici se f’(z,h), takze zobrazeni f by bylo podle
definice 84 polohladké). Jelikoz smérova derivace je podle poznamky 321 lipschitzovska, plati pro dostatecné
velké indexy || f'(x, hl) — f'(z,h)|| < e, coz spolu s (557) dava

ik = f'(, W) = Tk = (@, h) = (f (2, 1) = f'(, D))
> ik = f( DI = (2, ) = f (@, )| = e,

Polozme h; = t;h}. Jelikoz ||h|| — 1 a t; | 0, plati ||h;|| — 0. Z pfedchozi nerovnosti vSak plyne

he, — F! . B ! ’

i—vo0 17 i—00 173l

takze neplati (556) a tudiz ani (555). O

= liminf || J;h; — f'(z,h])|| > € >0,
71— 00

Pozndmka 337 Vzhledem k platnosti véty 250 se polohladké zobrazeni ¢asto definuje jako lokalné lips-
chitzovské zobrazeni, které vyhovuje podmince (555).

Definice 85 Rekneme, Ze zobrazeni f : R" — R™ je diferencovatelné v Bouligandové smyslu (B-diferenco-

vatelné) v bodé x € R™, jestlize existuje positivné homogenni zobrazeni f'(x,.) : R™ — R™ (smérovd
derivace) takové, Ze

fl@+h) = f(x) = f'(z,h) = o(||h]

pokud h — 0 (to znamend, Ze zobrazeni f'(x,.) md stejné aprorimacni vlastnosti jako Frechetova derivace).

), (558)

Véta 251 Polohladké zobrazeni je B-diferencovatelné .
Dukaz Necht zobrazeni f : R — R™ je polohladké v bodé x € R™. Mame dokazat, ze

i 1@ 1) = F(@) = [, o)

i—oo (17l

=0.

pro libovolnou posloupnost {h;} C R™ takovou, ze h; — 0. Pfedpoklddejme naopak, ze existuje posloup-
nost {h;} C R™ takové, ze h; — 0, a ¢&islo € > 0 takové, ze

|f(z+hi) = f(z) = (2, hi)| flz+th}) — f(z)

- — flla, B > Vi 559
] L flehd 59
kde hl = h;/||hi|| a t; = ||h;i]|. Jelikoz vektory Al jsou omezené (nebof ||h%|| = 1), muzeme tuto posloupnost
vybrat tak, ze h, — h. Pak podle véty 245 plati
Y
lim f(x+tlhz) f(x) :f/<.’17,h),
coz je v8ak ve sporu s (559), nebot funkce f’(z,-) je podle pozndmky 321 spojita. O
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Dusledek 34 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™. Pak plati

fl@+h) = f(z) = Jh=o(([Rl), (560)
pokud h — 0 a J € Of(x + h).

Dikaz Tvrzeni plyne bezprostiedné z véty 250 a véty 251. O

16 Metody pro FeSeni soustav nehladkych rovnic

16.1 Newtonova metoda

Nyni se budeme zabyvat feSenim soustavy rovnic

flz)=0, (561)

kde f: R — R" je polohladké zobrazeni. Nejprve se budeme vénovat nepiesné Newtonové metodé, ktera
je iteracni a generuje posloupnost {zj} pfedpisem

Tp+1 = Tk + di, (562)
kde vektor dj se vybira tak, aby platilo

_ [Ardi + f(an)|l

AU TP TIE (563)

a matice Ay se vybird tak, aby platilo

Ay = [|Ap = Ji] <A (564)
pro né&jaky prvek Jy € Op f(zk). Piitom w > 0, A > 0 a normy v (563) a (564) jsou euklidovské.

Definice 86 Rekneme, e lokdlné lipschitzovské zobrazeni f : R® — R™ je silné BD-reguldrni v bodé
x € R™, jestlize viechny matice J € Op f(x) jsou reguldrni (mnoZina O f(x) je uvedena v definici 83).

Poznamka 338 V itera¢nim procesu (562)-(564) predpokldddme, ze A aproximuje prvek z Opf(xy),
nebot regularitu véech prvku z 0p f(x) C Of (zk) 1ze zajistit snadnéji nez regularitu viech prvku z 0 f(xy).

Veéta 252 Necht lokdlné lipschitzovské zobrazeni f : R™ — R™ je silné BD-reguldrni v bodé x € R"™. Pak
ezistuje ¢islo § > 0 a konstanta ¢ > 0 tak, Ze viechny matice J € Op f(y) jsou requldrni a plati ||J 7| < c
pokud y € B(z,0).

Dukaz Nejprve dokdzeme existenci ¢isla § > 0 a konstanty ¢ > 0 tak, ze vSechny Jacobiho matice V f(z)
jsou regularni a plati

(V)M <e (565)

pokud z € B(z,9)\Qy (mnozina Qy je uvedena v definici 83). Predpoklddejme, ze (565) neplati. Pak
musi existovat posloupnost z; — z, x; € B(z, )\ takovd, ze bud vsechny Jacobiho matice V f(z;)
jsou singularni nebo [[(Vf(z;)) || — oo. Jelikoz zobrazeni f je lipschitzovské v okoli bodu x, jsou podle
véty 241 (b) Jacobiovy matice V f(z;) omezené v okoli bodu z. Existuje tedy podposloupnost {x}} C {z;}
takovd, ze Vf(z}) — J. Ze spojité zdvislosti vlastnich ¢isel na koeficientech matice plyne, ze J musi byt
singuldrni. Podle definice 83 plati J € Ogf(z), coz je v rozporu s definici 86. Necht nyni y € B(x,0) N Qy
aJ € 0pf(y). Pak existuje ¢islo 0 < ¢’ < § tak, ze B(y,d") C B(x, ) a (565) plati pokud z € B(y, " )\Qy.
Jelikoz podle definice 83 plati

362



J = lim V/(y)
11— 00

pro né&jakou posloupnost y; = v, y; € B(y,0’)\Qy, dostaneme z (565) a ze spojité zavislosti vlastnich ¢isel
na koeficientech matice nerovnost ||J 71| < c. O

Véta 253 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké a silné BD-requldrni v bodé x* € R"™ takovém, Ze
f(@*) =0. Pak existuji ¢islae >0, w >0 a A > 0 tak, Ze pokud x1 € B(z*,¢), je iteracni proces (562)-
(564) dobre definovdn (matice Ay jsou reguldrni) a posloupnost {xy} konverguje k bodu x* Q-linedrné.
Jestlize navic plati wy, — 0 a Ay — 0, pak posloupnost {xy} konverguje k bodu x* Q-superlinedrné a také
posloupnost { f(xx)} konverguje k nule Q-superlinedrné.

Diukaz Necht ¢ a § jsou ¢isla, jejichz existence plyne z véty 252. Polozme A = 1/(5¢) a zvolme & < 4 tak,
aby zobrazeni f bylo lipschitzovské (s néjakou konstantou L) v B(z*,¢) a aby platilo

* * A *

I£(2) = f(@®) = J(@ —a")| < Fllz —2*|  VJ € dpf(a), (566)
pokud z € B(z*,¢) (to je mozné vzhledem k (560)). Dale polozme w = A/(2L). Piedpoklddejme, ze
z), € B(z*,¢) (plati to pro k = 1). Pak podle véty 252 plati ||J, || < c. Ziejmé

AN+ TN A — T A = T
Jelikoz rozdil norem neni vét$i nez norma rozdilu, muzeme psat

1A= 17 Ak = TellA < 1

neboli

-1
At s — A e 5,
T, A= e S T=eA

coz podle (562)-(564) a (566) (s vyuzitim vztahu f(z*) = 0) ddva

lzhir — 2| = ok +dp — 2" = |lzx + Ay (Ardi + fzr) — fan) — 2|
A (Ardi + f k) — (f(2r) = Je(@k — %)) + (A — Ji) (zx — 7))

< 1AM (1 (o) — F(@®) — Tulan — )]
1Ak = Tilllex — 2]+ will f @) — )
< Sellfm) ~ S6) ~ Tulw—a°)]
+ Agllzr — 2| + wi Lz — 27))
< 5 1A A 1A * —1 * 7
< 4c(2 ratl )||xk—x||—2|wk—x||. (567)

Odtud plyne, ze zx+1 € B(z*,¢), takze muzeme pokracovat stejnym zpusobem dédle. Dokdzali jsme tak
indukeci, ze ve vSech itera¢nich krocich plati x41 € B(z*,¢) a ||zpt1 — ¥ < (1/2)||xx — ™| ¢ili, ze
posloupnost {zy} konverguje k bodu z* @Q-linedrné. Necht nyni{ wy — 0 a Ap — 0. Pak podle (560)
a (567) plati

2e (1) — £~ Tuon — )]

+Agllzge — || + wi Ll — 7))

IN

[z 41 — 7

_ g(;(oqu_x*uwo(nxk—x*||>+o<||xk—x*||>>

= o[z — ™)) (568)
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a posloupnost {z}} konverguje k bodu z* Q-superlinedrné. Jelikoz f(z*) = 0, muzeme podle (568) psat

P G ey [ Skl P (569)

k—)oo ka — T || ~  k—oo ka —x*||

S pouzitim (562)-(564) a (567) dostaneme

ok —2* < Nz — 2l + lloass — o]
< AT N ARdr + fi)ll + 1AL @)l + |z — 2]
5 1 .
< ge+o)lf@ol+ Fller =27,
neboli
o 5
lzr = 27 < Se(1 + w)ll.f (zx)l;
takze podle (569) plati
i Wonell 5 )]
koo [[f(zp)ll T 2 koo [z, — ¥
a {f(x)} konverguje k nule Q-superlinedrné. O

Véta 253 i1kd, ze nepiesnd Newtonova metoda (562)-(564) je lokdlné konvergentni, ¢ili ze konverguje,
pokud pocatec¢ni bod z; € R" je dostatecné blizko k feSeni z* € R™. K zaruceni globalni konvergence
(konvergence z libovolného poc¢dtecniho bodu) je tieba vztah (562) nahradit vybérem délky kroku. V
nasledujicim algoritmu se pro vybér délky kroku pouziva funkce

Fla)= 57 (@)f(x)

a matice Ay se vybiraji tak, ze Ay = J (takze Ay = 0).

Algoritmus 4.1
Data 0,0 € (0,1),we (0,1—0),e>0.
Krok 1  (Inicializace). Zvolime pocateéni bod z; € R™ a polozime k = 1.

Krok 2 (Smérovy vektor). Jestlize F(x) < e, ukonéime vypocet. V opacném piipadé zvolime
Ji € Op f(xk) a uréime smérovy vektor dy tak, aby platilo

| Jedr + f(zr)|| <

I[f (@)l
Krok 3  (Délka kroku). Nechf t; = o', kde i je nejmensi nezdporné celé é&islo i vyhovujict
podmince
F(xp + o'dy) — F(xy) < —200"F(xy). (571)

Krok 4 (Aktualizace). Polozime xgy1 := x + trpdy a k := k + 1. Pfejdeme na Krok 2.

Véta 254 Necht mnozina X = {x € R" : F(z) < F(x1)} je kompakini, necht zobrazeni f : R® — R je
polohladké a silné BD-reguldrni na X C R™ a funkce F(x) je spojité diferencovatelnd na X C R™. Pak:
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(a) Kazdy hromadny bod posloupnosti {xy}, generovany Algoritmem 4.1, je feSenim rovnice (561).

(b) Jestlize o0 < 1/2 a wy, — 0, pak xp — x* superlinedrné.

Dukaz (a) Jelikoz f je silné BD-reguldrni na X C R"™ a mnozina X je kompaktni, existuje konstanta
¢ > 0 tak, Ze v kazdém iteracnim kroku plati ||.J, Y| < e. Krok 2 algoritmu je tedy dobie definovén a
podle (570) plati

ldell = 117" (Jedi + () = T Fan)ll < U+ @) [T el < e+ w)v/2F (1) (572)

Ukéazeme, ze i Krok 3 algoritmu je dobie definovan. Piedpokladejme naopak, ze pro libovolny exponent @
plati

F(xy, + o'dy) — F(x) > —200'F(x4),

neboli v limité

F/(.’Ek7dk) 2 —QO'F(.’tk).
Jelikoz F' je spojité diferencovatelnd, podle dusledku 28 a podle (570) plat{

Fl(zpdy) = (VFE()" die = f7(21) Jedi

= [T (o) + [T (@) Tndi = £ (xx) f (1)

< A F @ @r) + Tedill = [1f ()12

< (W =DlIf ()l = —2(1 - w)F (). (573)
Jelikoz plati F(zx) # 0 (v opaéném piipadé by doslo k ukonéeni vypoctu v Kroku 2 algoritmu) dostaneme
porovnanim obou nerovnosti 0 > 1 — w, coz je ve sporu s piedpokladem ¢ < 1 —w. Uvazujme nyni
posloupnost {zj} generovanou Algoritmem 4.1. Jelikoz x € X a X C R" je kompaktni, musi existovat
alespon jeden hromadny bod z* € X posloupnosti {z;}. Existuje tedy podmnozina K mnoziny vSech
indexu takové, ze xg K o Vysetiime nyni dva piipady.
(1) Predpokladejme nejprve, ze tp, > 7 > 0 Vk € K. Pak podle (571) plati

oo

F(z1) > F(xy) = lim F(ay) = > (F(xx) = F(zp41))
k

=1

v

Z 20t F(xy) > 210 Z F(xy),
k=1

keK

takze nutné F(xy) 5 0, coz spolu s x, K o dévé F(z*) =0 (nebot funkce F je spojitd).

(2) Predpoklddejme nyni, Ze tj agy) pro néjakou podmnozinu K7 C K. Odtud plyne, Ze i K o0, takze
pro dostatecné velké indexy k € K plati iy > 0 a jelikoz (571) neplati pro ¢ = i, — 1, muZzeme s pouzitim
véty o stfedni hodnoté pséat

F (:pk n %dk) ~ F(xy)

(VE@) dy, = > —20F(zy),

o |

kde z), € (xi, zr + (tx/0)dr). Jelikoz posloupnost {||dx||}x, je podle (572) omezena, mé tato posloupnost
alesponl jeden hromadny bod d*. Existuje tedy podmnozina Ky C K; takova, ze dy, X d*, coz spolu s
o Bt at, 230 (takze ), K x*) v limité dava
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(VE(z*)" d* > —20F (a*).
Z druhé strany podle (573) plati (VF(zx))Tdp < —2(1 — w)F(z), coz v limité dava

(VF(@@ )" d* < —2(1 — w)F(z*).

Jelikoz podle pfedpokladu plati o < 1 — w, dostaneme porovnanim obou nerovnosti F'(z*) = 0.

Dokéazali jsme tedy, Zze pokud z* je hromadnym bodem posloupnosti generované algoritmem, plati
F(z*)=0atedyi f(z*) =0.
(b) Necht K je indexovd mnozina pouzitd v ¢asti (a) dukazu. Nasgim cilem je ukézat, Ze pro dostatecné
velké indexy k € K plati xx11 = zp + dg, a pak pouzit indukéni postup z dukazu véty 253. Jelikoz
Tk K ¥, Wi ) (a A = 0), jsou pro dostatetné velké indexy k € K splnény piedpoklady pouzité v
dikazu véty 253 (z € B(z*,¢) a w < 1/(10cL)), takze pro bod xy + dy plati (567) (s xy + d misto xp11)
a

ek +de 2|

lim ” =0,
KB Tk — 2
i M @e +d)ll o

K500 I1f (Rl

Jelikoz o < 1/2, existuje index k € K takovy, ze ||f(xr + di)|| < (1 — 20)|f(zx)|, pokud k € K a k > k.
Pro tyto indexy plati

Flag+dp) = Fler) (1 @k +di)ll = [1f @e)l) UL (x4 di) | 4 11 (@)1
F(zk) ILf ()12
If G+ di)ll = I f @l
= el =

takze podminka (571) je splnéna s i = 0. Plat{ tedy zx41 = xp + di a vzhledem k (567) muzeme
mnozinu K formélné doplnit o index k + 1. Pokra¢ujeme-li takto pro dalsi hodnoty indexu, vidime (tak
jako v dikazu véty 253), ze x; — x* superlinedrné. O

Poznamka 339 Pozadavek spojité diferencovatelnosti funkce F' = (1/2)f7 f se zd4 byt na prvni pohled
nerealisticky, nebof zobrazeni f neni spojité diferencovatelné. Ve skutecnosti je vSak tento pozadavek
splnén v mnoha vyznamnych aplikacich.

Poznamka 340 V Algoritmu 4.1 se pouziva matice J € 0p f(xy). Jelikoz zobrazeni f je podle Radema-
cherovy véty diferencovatelné skoro viude, plati obvykle i & Qf, takze J, = Vf(z1). Pokud zy € Qy,
byvé vypocet Ji € Opf(xr) obtizngjsi. Z definice 83 plyne, ze

Opf(xx) C 05 f1(2x), -, 0p fu(ax)]T 2 Ouf(2n),

pricemz urceni O, f(z)) byva obvykle snadnéjsi nez urceni Opf(xr). Proto se naskytd otdzka, zda by
nebylo mozné volit Ji € O f(x). Odpovéd na tuto otdzku je kladnd. Necht J € 9y f(x). Protoze funkce
fi,--+, fn jsou podle dusledku 32 polohladké, podle dusledku 34 plati

fi(w+h) = fi(z) —el Jh=o(|n]]),

fal@ +h) = fi(@) — g Jh = o(||hl])

a n je konecné, zustava klicovy vztah (560) v platnosti i pro J € 9, f(z) a v dukazech véty 253 a véty 254
se v podstaté nic nezméni.
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16.2 Aplikace nehladkych rovnic

Definice 87 Necht zobrazeni p : R — R™ je spojité diferencovatelné. Pak ulohou nelinedrni komplemen-
tarity (NCP) rozumime nalezeni bodu z* € R". takového, Ze p(z*) € R a (z*)Tp(z*) =0, tedy

;o pi(") >0, zipi(z”)=0 (574)
pro libovolny index 1 <1 < n.

Ulohu nelinedrn{ komplementarity lze snadno pievést na tfeSeni ekvivalentni soustavy polohladkych
rovnic f(z) =0, kde

fl@y=1| ............ (575)
(T, pu(T))

a1 : R" — R je polohladkd funkce, pro kterou plati ¥ (u,us) = 0 pravé tehdy, kdyz uy > 0, uz > 0 a
uyug = 0. Tuto vlastnost ma napiiklad Pangova funkce

¥(u) = min(uy, ug),
kterd je polohladkd podle dusledku 31 (nebof min(ui,us) = —max(—u;, —us)). Nevyhodou Pangovy
funkee je to, ze neni zarucena spojitd diferencovatelnost zobrazeni F' = (1/2)f7 f, které se pouziva pii
vybéru délky kroku. Vyhodnéjsi vlastnosti ma Fischerova-Burmeisterova funkce

P(u) = y/ud +ud — (ug + ug). (576)

Lemma 75 Funkce) : R* — R definovand vztahem (576) je spojité diferencovatelnd v R*\{0} a polohladkd
v bodé 0, pricemz Op(0) = S(—e, 1) a OY(0) = B(—e, 1), kde e = [1, 1T (S(u,e) je kruznice a B(u,e) =
conv S(u,€) kruh se stiedem u a polomérem €). Rovnost ¥(u1,us) = 0 nastdvd pravé tehdy, kdyz u; > 0,
ug > 0 a uiug = 0. Druhd mocnina funkce 1 je spojité diferencovatelnd v R?.

Dikaz Spojitd diferencovatelnost funkce 1 v R?\{0} je zfejmé: Pro u € R*\{0} plati

1;1 2 -1
Vi) = | V] (577)

\/ueru%
Polohladkost funkce % v bodé 0 plyne z véty 248, nebot funkce ¢ je konvexni (je sou¢tem euklidovské
normy +/u? + u2 a linedrn{ funkce —(u; + uz)). Uvazujme posloupnost {u;}, kde u; = [t; cos ¢;, t; sin ;]
at; | 0. Pak plati Vi)(u;) = [cos p; —1,sin ¢; —1]7 a posloupnost {V4(u;)} mé limitu [cos ¢ —1,sin o —1]7
pravé tehdy, kdyz ¢; — . Odtud plyne, ze

9p(0) = ] [ecose—1,sinp—1]" = 5(—e, 1)

pe(0,27]

0Y(0) = conv dp1p(0) = conv S(—e, 1) = B(—e, 1).

P(u) = \/ur[2 4 uj + |ur| —ug > |ug| + |ua| —ug >0

(stejny vysledek dostaneme pro us < 0). Pokud w; > 0, ug > 0, plati

Y(u) = yJud +u3d — (u1 +uz) < y/u? + 2ugus + u3 — (ug + uz) = 0.
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Pokud u; =0 a us > 0, plati

Y(u) = |ug| —uz =0

(stejny vysledek dostaneme pro u; > 0 a us = 0). Rovnost ¢(0) = 0 je zfejméd. Druhou mocninu funkce
1 muzeme vyjadiit ve tvaru

P2 (u) = u? +ud + (ug +u2)? — 2(uy + ug)y/ud + ud.

Tato funkce je spojité diferencovatelnd v R?\{0} a je spojité diferencovatelna v bodé 0 pravé tehdy, je-li
funkce ¥(u) = (u1 + u2)/u? + u2 spojité diferencovatelnd v bodé 0. Ale

v T /2 2
[[ull llul—0 N ERT:

takze v je diferencovatelnd v bodé 0 a plati V¢/(0) = 0. Spojitost parcidlni derivace 9v/du; v bodé 0
plyne z nerovnosti

lim
llul—0

8w(u) Uy 9 5
‘ ” = ‘%f ug(ul—i—ug)—i—q/ul—&—uz

IN

u
N e E IR e
uy us

a z toho, Ze pravd strana této nerovnosti konverguje k nule pokud u — 0 (stejny vysledek dostaneme pro
parcidlni derivaci 9¢/dus). O

Véta 255 Necht zobrazeni p : R™ — R™ je spojité diferencovatelné v bodé x € R"™. Necht f : R™ — R"™ je
zobrazeni definované predpisem (575), kde ¢ : R> — R je funkce definovand predpisem (576). Pak:

(a) Zobrazeni f je polohladké v bodé x.
(b) Plati Opf(x) C [0pfi(x),...,0Bfn(x)]T, kde
Opfil@) = V@) = [ 1) et [ 2 1) vp@),  s79)
x? + p? () z? + p?(z)
pokud 22 + p?(z) #0 a
Opfi(x) = |J [(cosep—1)e; + (sinp — 1)Vp;()], (579)
p€e(0,27]
pokud x? + pZ(z) = 0.
(c) Funkce F = (1/2)fT f je spojité diferencovatelnd v bodé x.
Diikaz (a) Polohladkost zobrazeni f plyne z véty 246 a véty 249, nebot f;(x) = ¢ (x;, pi(z)), funkce 9 je
polohladka podle lemmatu 75 a zobrazeni p je spojité diferencovatelné.
(b) Podle lemmatu 75 je funkce ¥ (z;, p;) spojité diferencovatelnd, pokud z7 + p? # 0. Vztah (578) plyne

z (577) s pouzitim pravidla pro derivovan{ slozené funkce. V piipadé, ze 22 +p? = 0, mizeme pouzit stejny
limitn{ proces jako v lemmatu 75, takze

I fi(x) = [ei, Vpi(2)]0p(0) = [es, Vpi(2)]S(=e, 1),
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coz dava (579).
(c) Plati

F(a) = 37 @) (@) = 5 >0 mi(a).
i=1

Zobrazeni p je spojité diferencovatelné. Podle lemmatu 75 je druhd mocnina funkce v spojité diferencov-
atelnd, takze i funkce F je spojité diferencovatelna. O

Véta 255 naznacuje jednu z moznosti jak fesit ulohy nelinedrni komplementarity. Uloha nelinedrn{
komplementarity se pievede na ekvivalentni soustavu nehladkych rovnic (575), které se fesi pomoci Algo-
ritmu 4.1. Podle poznamky 340 lze volit Jy, € Oy f(21), kde mnozinu 9y f (x1,) = [0 f1(zk), - - -, 05 fn(xi)]T
Ize ur¢it podle (578)-(579). Funkce F = (1/2)fT f pouzivand pii vybéru délky kroku je v tomto ptipadé
spojité diferencovatelna.

Ukazeme jesté jednu aplikaci nehladkych rovnic. Uvazujme tlohu nelinedrniho programovani: Najit
minimum spojité diferencovatelné funkce F : R" — R na mnoziné uréené omezenimi ¢;(z) <0, 1 <1i < m,
kde ¢ : R — R™, je spojité diferencovatelné zobrazeni. Jsou-li splnény podminky regularity, musi feseni
této tlohy vyhovovat podminkdm

VF(z)+ Y A\Vei(z) =0, (580)

(581)

(tvrzeni 4). Podminky (581) jsou v podstaté podminkami nelinedrni komplementarity (574). Muzeme tedy
sestavit soustavu n 4+ m nehladkych rovnic

VE(x)+ > \iVei(x)
flay 2 | Pemel) -0, (552)

w(Ama _C’rn(x))

kde 1 je Fischerova-Burmeisterova funkce (576). Zobrazeni f : R"™™ — R"™*™ je polohladké a funkce
F = (1/2)FTF je spojité diferencovatelna, takze soustavu rovnic (582) lze fesit pomoci Algoritmu 4.1.

17 Metody pro nehladkou optimalizaci

17.1 Svazkové metody

Budeme predpokladat, ze funkce F' : R™ — R je lokalné lipschitzovska a ze umime v kazdém bodé x € R"
spocitat néjaky subgradient g € OF(x). Jelikoz lokdlné lipschitzovskd funkce je podle Rademacherovy
véty diferencovatelnd skoro vsude, plati obvykle g = VF(z). Zvlastnosti tiloh nehladké optimalizace je,
ze se gradient VF'(z) muze meénit skokem a ze nemusi byt maly v okoli extrému funkce F. Z tohoto
duvodu nestaci chovéni funkce F' vystihnout hodnoty Fj, = F(x), gr € OF (z1), v jediném bodé xy, ale
je zapotiebi cely svazek hodnot

Fj =F(yj), g; € 0F(y;), (583)

ziskanych v pokusnych bodech y;, j € Jp C {1,...,k}, ktery slouzi ke konstrukei po ¢éstech linedrni
funkce

k _ T _ k T _ T k
Fr () = max(Fj +g; (x —y;)) = max(Fy + g (x — 2x)) = max(F(zg) + g5 (v — ) — o),
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kde

e

F F; + ng(xk — yj), (584)

= F(zy) - Ff (585)

S S

@
pro j € Jx. Tato po ¢astech linedrni funkce je v konvexnim pfipadé majorizovana funkci F'.

Véta 256 Necht funkce F : R® — R je konvexni. Pak pro libovolny index k plati ozf >0V5 € Tk a
F(z) > FF(z) Vz € R".

Dukaz Jelikoz g; € OF (y;), plati podle véty 227 (d) F(x) > F; + ng(a: —y,) ¥j € Ji, takze podle (584)
dostaneme F(x3) > FF, coz podle (585) déva o > 0. Navic

F(x) > max(F; + 97 (x —y;)) = Ff (z).

O

V pripadé, ze funkce F' neni konvexni, véta 256 neplati. Abychom v tomto pfipadé zarucili vhodnost po
¢astech linearnfho modelu FF(x), je tieba ¢isla a;?, j € Jx, definovat jinym zpusobem. Jednou z moznosti
je pro j € Jj, polozit

k

of = max (|F(x) — FF|,yllzr — 511")

kde v > 0 a v > 1. Jelikoz by vSak bylo nutné ukladat body y;, j € Ji, vyuziva se toho, ze pro j € Ji
plati

k—1
A
k= yill < lley =yl + Y llwin — @il = 5§ (586)
i=j
a Cisla a? se ur¢uji podle vzorce
of = max (|F(zx) — Ff|,7(s5)"), j €T (587)

Funkce Ff neni sama o sobé vhodné k urceni nové aproximace minima, nebot jeji minimum nemusi
existovat (FF je po ¢éstech linedrn{) a pokud existuje, mize byt pifli§ daleko od minima funkce F. Proto
se k funkci F’ f pridava tlumici kvadraticky ¢clen. Dostavame tak po ¢astech kvadratickou funkci

Fi@) = Sl —o) Gl — i) + FEG)

= %(x —21) G2 — ap) + ;relaj):(F(xk) + gJT(x —xp) — af),
kde Gj je néjaka symetrickd positivné definitni matice. Tato po ¢astech kvadratickd funkce muze byt
interpretovana ruznym zpusobem bud k urceni smérového vektoru v metodach spadovych sméra nebo k
urceni oblasti pfijatelnosti v metodéach s lokalné omezenym krokem. Podrobnou diskusi o téchto metodach
je mozné nalézt v pracich [?], [?], [?]. V tomto textu se omezime na metody spadovych sméra.
Protoze je z praktickych duvodi mozné pracovat pouze s omezenymi svazky, kdy |Jx| < m (|Jk|
je mohutnost mnoziny J), uréuje se mnozina J; obvykle tak, ze Jp = {1,...,k}, pokud k& < m, a
Te+1 = Te U{k + 1}\{k + 1 — m}, pokud & > m. Poznamenejme, Ze to neni jediny a dokonce ani
nejvhodnéjsi zpusob jak urcovat svazky, je to vsak zpusob jednoduchy, ktery vyhovuje vSem teoretickym
pozadavkum, takze se ho v tomto textu pfidrzime. Podrobnéjsi diskusi o konstrukei svazku lze nalézt v
praci [?].
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Jestlize Ji, # {1,...,k}, je tieba pouzivat agregované hodnoty, které v sobé kumuluji informace z
predchozich iteraénich kroku. Agregace bude podrobné popséna pozdéji (definiéni vztahy (594), (600),
(601) a transformaéni vztahy (605)). Zde pouze uvedeme, ze v bodé x; mame k disposici hodnoty F¥ € R,
gk € R, s* € R reprezentujici jistou linedrni funkci, ktera se ptidava k linedrnim funkcim obsazenym ve
svazku a ze v prubéhu k-tého itera¢niho kroku se fesenim ulohy kvadratického programovéani urc¢uji nové
hodnoty F,f € R, §¥ € R", 3% € R, které se pak transformuji do bodu x4 1.

Pouzijeme-li agregované hodnoty, ma po ¢astech kvadraticka funkce tvar

1
F(w) = (@ = a1)" G — i) + max(Ff (2), Flax) + (v = 21) g5 = af),
k

kde
ah = max (|F(zy) — FF[,v(s5)") - (588)

Minimum této funkce lze vyjadrit ve tvaru zpy1 = x + di, kde smérovy vektor dji je feSenim ulohy
kvadratického programovéani: Minimalizovat funkci

1
ngde + v (589)
na mnoziné urcené omezenimi
—ah+dTg; < v, jET, (590)
—aof +dTgk < (591)

(minimalizuje se pies viechny dvojice (d,v) € R"*! vyhovujici nerovnostem (590), (591)).

Véta 257 Resend tlohy (589)-(591) lze vyjddrit ve tvaru

dy, = —G.'g", (592)
vy = —dfGrdy, —a", (593)
kde
gy = > Mg+ Mgk, (594)
JETk
ab = ) Mab+ ok (595)
JE€ETk

a kde Lagrangeovy multiplikatory )\;? , 7€ T, AE, jsou Fesenim dudini tilohy kvadratického programovdni:
Minimalizovat funkci

T

SONgi+Aagh | G DD Mg+ Aagh | + D Njek + xaak (596)
JETk J€Tk JE€ETk

N |

na mnozZiné uréené omezenimi

S > i >
>\j = 07 J S jka /\a = Oa } (597)

Yieq Nt Aa=1
Minimdlni hodnota funkce (596), odpovidajici Fesent dlohy (596)-(597), je
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1 1
Wi, 2(ga)TGk ga + a = —Uk — i(ga)TGk ga (598)

Dukaz Jelikoz matice Gy, je positivné definitni, je funkce (589) konvexni. Omezeni (590)-(591) jsou linedrni
a tudiz také konvexni, takze par (di,vr) € R je podle véty 77 fesenim tlohy (589)-(591) pravé tehdy,
existuji-li Lagrangeovy multiplikatory )\;? >0, € T, \F >0, takové, ze

[dek} ZA'{ 9i }w@[ al}_o’ (599)

JE€ETk

pricemz

>0 = —a’wd{gj:
MN>0 = —af 4 dlgh =

(podminky komplementarity). Z posledni rovnice soustavy (599) dostaneme

SN+ =1

JE€ETk
Plati tedy (592) (594) a (597). Pouzijeme-li oznaceni (594)-(595) a podminky komplementarity, muzeme
psat

—avy + di gl = ox,
coz spolu s (592) davd (593). Zbyva dokdzat, ze Lagrangeovy multiplikdtory A¥ > 0, j € Jp, Af > 0
jsou fesenim duélni tlohy kvadratického programovéani (596)-(597). Tato tdloha je opét konvexni, takze
cisla )\;? > 0,5 € Jn, A¥F >0, jsou podle véty ?? jejim fesenim pravé tehdy, existuji-li Langrangeovy
multiplikdtory vy (odpovidajici rovnosti v (597)) a ué? >0, j € Jr, ¥ > 0 (odpovidajici nerovnostem
v (597)) tak, ze

*(gj)Tdk+Oé;€+’Uk*,LL§ = 07 ] ijv
—(g2) i + g + o —py = 0,
pficemz )\k k =0,j € Tk, \euk = 0 (pro zjednoduseni jsme pouzili oznaceni (592) a (594)). Posledn{

rovnosti Vsak nejsou nic jiného nez nerovnosti (590), (591), nebot ,ué? >0, j € Jr, p¥ >0, a podminky
)\?u =0, j € T, Nepk = 0 jsou ekvivalentni podminkdm komplementarity pro tlohu (589)-(591). O

Pozniamka 341 Poznamenejme, ze omezeni (591) neni tfeba pouzivat pokud Ji = {1, ..., k}, nebot je v
tomto pifpadé linedrni kombinaci omezen{ (590). Pak ale \¥ = 0 v (594)-(595).

Poznamka 342 Kromé agregovanych gradientu (594) se pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru )\é? >0,
j € T, \F > 0 definuji agregované hodnoty

Fro= Y MFF+ AR, (600)
€Tk

o= ) Aksh o aksh (601)
€Tk
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Mame-li k dispozici smérovy vektor di, je tfeba urcit novou aproximaci minima funkce F'. Abychom
zarucili globalni konvergenci svazkové metody, nelze jednoduse polozit 11 = xx + di, ale je tfeba pouzit

VVVVVV

Tpy1 = ap+thd,
Ypr1 = i+ thdy,

kde 0 < th < t’jz < 1 jsou délky kroku. Délky kroku se vybiraji takovym zpusobem (Algoritmus 5.2),
aby nastala pravé jedna z moznosti popsanych v definici 88 a definici 89. V obou definicich pouzivame
oznaceni

Brar = max (|F(zx) = Fryr — (26 — yry1) " grral, voe — yea]”) (602)
a konstanty 0 < o < opr <op<1,0<0a<op—op,0<7<laDbD>0.
Definice 88 (Spddovy krok) Spdadovym krokem nazveme krok, ve kterém plati t%, = t’z > 0,
F(xpy1) < F(xr) — opthwy, (603)
a bud’tf > 7 nebo Pry1 > oawy.
Definice 89 (Nulovy krok) Nuloviym krokem nazveme krok, ve kterém plati t’f% > t’i =0,
dj gk41 > Bry1 — ORWE (604)
a ||yk+1 — zr+1|| < D, kde zxy1 je libovolng bod, pro ktery plati F(zxy1) < F(xy).

Mame-li uréen novy bod xy41 je tfeba do néj transformovat vsechny svazkové i agregované hodnoty.
To se provadi pomoci vzorcu

F;H_l = ji’jk + (xk+1 - $k)ng7 JE€Jx
FMl = FF 4 (200 — 2)TG"

F,fill = Frr1 + (Tha1 — Yrt1) k1

i1 gt (09
skl = st lapr —zil,  je i

Sk = 5t s — o

S?H = [[@k+1 — Yt |

Zbyva uvést podminky, které by mély spliiovat matice Gy. Abychom zarucili globalni konvergenci
svazkové metody, pouzijeme tento pfedpoklad.

Predpoklad 22 Matice Gy, jsou stejnomérné pozitivné definitni a stejnomérné omezené (jejich vlastni
éisla lezi v kompaktnim intervalu neobsahujicim nulu). Je-li k-tg krok nulovy, plat{ hTG;ilh < hTGlglh
Vh € R".

Nyni muzeme popsat zakladni algoritmus svazkovych metod.

Algoritmus 11
Data e>0,vy>0,v>1m>1.

Krok 1 (Inicializace). Uréime pocdtetni bod 1 € R™ a pociteéni symetrickou pozitivné definitn{
matici Gi. Polozime y; = 7 a vypocteme hodnoty Fy = F(y1), g1 € OF(y1). Polozime
S%ZSiZO)Fll:Fg:Flvg%:g(])::gl7‘]1:{]—}ak:1'
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Krok 2 (Smérovy vektor). Najdeme feseni tlohy kvadratického programovani (589)-(591)
(omezeni (591) pouzivame pouze tehdy, jestlize J # {1,...,k}.) Dostaneme tak Lagrangeovy
multiplikdtory A5, j € Ji a A& (A # 0 pouze tehdy, jestlize Ji # {1,...,k}), agregované hod-
noty g, aF, FF, 5% smérovy vektor dj, a cisla vy, wy (véta 257). Jestlize wy, < e, ukonéime
vypocet.

Krok 3 (Délka kroku). Pomoci Algoritmu 5.2 uréfme délky kroku ¢%, t’f% tak, abychom dostali bud
spadovy krok (definice 88) nebo nulovy krok (definice 89). Polozime zp+1 = x + trdgk, Yrt1 =
ry, + trdy, a vypocteme hodnoty Fii1 = F(yry1), ger1 € OF (Yr11)-

Krok 4 (Aktualizace). Vypoéteme transformované hodnoty podle (605) a uréime matici Gp4+1 tak, aby
vyhovovala Predpokladu 22. Jestlize | Jx| < m, polozime Ji1+1 = JpU{k+1}. Jestlize | Jx| = m,
polozime Ji+1 = Jp U {k + 1}\{k +1 — m}. Polozime k := k + 1 a piejdeme na Krok 2.

Poznamka 343 Mnozinu Ji4+1 muzeme urcéovat i jinym zpusobem nez je uvedeno v Kroku 4 algoritmu.
V podstaté jde o to, aby obsahovala dostateény pocet indexu a aby platilo k 4+ 1 € Jr41.

Vybér délky kroku (Krok 3 algoritmu) je pomérné komplikovand procedura, kterou uvedeme ve formé
samostatného algoritmu. Abychom zjednodusili oznaceni vynechdme index k a index k 4+ 1 nahradime
symbolem +.

Algoritmus 12

Data O<op<or<op<l,0<opa<op—or,v>0,vr>1,0<k<1/2,0<7<1/2, D>0.
Vstup z€R" deR", F=F(x), w>D0.

Krok 1 (Inicializace). Polozime t' =1,t4, =0, ¢}, =1ai=1.

Krok 2 (Nové hodnoty). Vypoéteme hodnoty F? = F(x + t'd), g* € OF (x + t'd) a

B =max (|F — F' +t'd"g'|,4(t'[ld]])”) -

Jestlize F'* < F — ort'w, polozime t!, = t*. V opaéném ptipadé polozime t}; = t'.

Krok 3 (Spadovy krok). Jestlize F* < F — opt'w a bud ¢ > 7 nebo 8° > g w, polozime tp = t;, = t*,
ta =tYy, BT = B a ukonéime vypocet.

Krok 4 (Nulovy krok). Jestlize d' g’ > B¢ —orw a (t' —t4,)||d|| < D, polozime tg = t', t;, =0, t4 = ti,,
BT = 3 a ukonéime vypodet.

Krok 5 (Aktualizace). Zvolime ' € [t + k(t}, — tY), tt, — k(ti; — tY)], polozime i := i+ 1 a pFejdeme
na Krok 2.

Véta 258 Necht funkce F : R* — R je lokdlné lipschitzovskd a necht pro libovolnou posloupnost t* | 0

plati

F(z +tid) — F(x)
tt '

limsup d?¢® > liminf
gt edF (w+tid) 1—>00
i—00

(606)

Pak Algoritmus 5.2 najde po koneéném poctu kroki délky krokutr, tr, ta takové, Ze pro body x+ = z+trd,
yt =2 +tgrd, 2T = x + tad nastane prdvé jeden z téchto pripadi:

(a) Spddovy krok: Platitg =ty >0,

F(x™) < F(z) — optrw

a bud'ty, > 7 nebo Bt > ow.
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(b) Nulovy krok: Platitr >t;, =0,

d"g(y*) > BT — oruw,
ly" =2 <D a F(z7) < F(x).
V obou pripadech se pouZivd oznacent

Bt =max (|F(z) — F(y") — (x —y ") gT |, ylle —yTI)")

Dikaz K ukonceni algoritmu dojde bud v Kroku 3, pak zfejmeé plat{ (a), nebo v Kroku 4, pak plati (b).
Zbyva tedy dokazat, ze k ukonceni algoritmu dojde po koneéném poctu kroku. Abychom to dok&zali,
budeme naopak piedpoklddat, ze k ukonéen{ algoritmu nedojde po koneé¢ném poéctu krokti. Necht {t'},
{4}, {ti:}, {g'}, {B} jsou posloupnosti hodnot generovanych algoritmem (takze bud ¢* = t% nebo t' = ;).
Jelikoz 'y < ¢4 <tpft <ty atyt =i < (1—r)(ty; —t%y) pro viechny indexy i, existuje nutné hodnota
t* > 0 takovd, ze )y 1 t*, t;; | t* at; — t*. Navic pro dostatecné velké indexy plati (¢ —t})[|d|| < D.
Oznaéme S = {t > 0: F(z + td) < F — orptw}. Protoze {4} C S, t4 1 t* a funkce F je spojitd, musi
platit

F(x+t'd) < F — opt*w, (607)

takze t* € S. Necht I = {i : t' ¢ S}. Ukdzeme nejprve, ze mnozina I je nekonecnd. Pokud by existoval
index i € I takovy, ze t' € S Vi > i, muselo by platit ¢}, = t}] } t* Vi >4, neboli t* = ti, & S, coz je ve
sporu s t* € S. Mnozina I je tedy nekonecnd a plati F(x + t'd) > F — opt*w Vi € I, coz spolu s (607)
dava

F(x +t'd) — F(z +t*d)

rr— > —orw Viel

Pouzijeme-li predpoklad (606), dostaneme

o < liminf LEFTAE — t)*d) @+ i supdTgi. (608)

LT T
1—00 i—00

Vysetiime nyni dva piipady.

(a) Necht t* > 0. Podle (607) pro dostateéné velké indexy plati F(z + t'd) < F — opt'w, nebot o, < o,
t* — t* a funkce F je spojitd. Protoze nedojde k ukonéeni algoritmu, musi pro dostateéné velké indexy
platit 3* < o4w (Krok 3 algoritmu) a 8° — d?g* > orw (Krok 4 algoritmu), coz dohromady dava

d'g' < ' —opw < —(0p — oA)w < —oTW
(nebot w > 0) a coz je pro i € I (I je nekoneénd) ve sporu s (608).
(b) Necht t* = 0. Pak ' — 0 implikuje 8° — 0 (nebot funkce F je spojita a subgradienty g° jsou podle
véty 233 _(a) omezené v okol{ bodu ). Protoze nedojde k ukoncen{ vypoctu, musi pro velké indexy platit
B —d'g" > orw (Krok 4 algoritmu), takze

limsupd? ¢ < —opw < —opw,
i—I>oo

coz je opét ve sporu s (608). O

Poznamka 344 Podle véty 245 spliuje podminku (606) kazdd slabé polohladkd funkce, nebot vyraz na
pravé strané (606) je v tomto piipadé smérovou derivaci (kterd existuje) a vyraz na levé strané je roven
limité (552).
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Nyni dokézeme globalni konvergenci Algoritmu 5.1. Vzhledem k tomu, ze budeme vysetiovat vlastnosti
nekonecné posloupnosti bodu generovanych timto algoritmem, budeme predpoklddat, ze e = 0 (Krok 2).
Déle budeme pouzivat nasledujici predpoklad.

Predpoklad 23 Funkce F': R™ — R je lokadlné lipschitzovskd na mnoziné D (Fy)+ B(0, D), kde mnozina
Dp(F1) ={x € D: F(x) < F(x1)} je kompakini, a je splnéna podminka (606) (napiiklad, kdyz F je slabé
polohladkad).

Poznamka 345 Protoze ve spadovych krocich hodnota funkce F' neroste, plati z; € X a protoze Dp(F})
je kompaktni, je posloupnost {z;} omezend. JelikoZ podle véty 258 plati ||yr — 2| < D, kde z, € X,
muzeme psét yi € Dp(F1) + B(0, D). Mnozina Dp(F;) + B(0, D) je kompaktni, takze posloupnost {yx}
je omezend. Z lokalnf lipschitzovskosti funkce F na Dp(Fy)+ B(0, D) plyne omezenost posloupnosti {gy}.
Podle (609) je i posloupnost {gk} omezena. Z (592) a Piedpokladu 22 pak plyne omezenost posloup-
nosti {dy}.

Lemma 76 FEzistuji ¢isla S\f >0,1<:i<k, S\If +o A =1 takovd, Ze hodnoty Ff, gk, 58 ziskané v
Kroku 2 Algoritmu 5.1 vyhovuji vztahum

(Fo.gks8) = ZA’“ ¥ 9irs%) (609)

(zdvorky v (609) znaci, Ze tato rovnost plati pro vsechny proky dané trojice).

Dukaz Dikaz provedeme indukei. Predpoklddejme, ze hodnoty F¥, g¥, 5% vyhovuji vatahiim (609) (plati
to ziejmé pokud Jp = {1,...,k}, kdy A¥ = 0, takze vztahy (594), (600), (601) implikuji (609) s \¥ = \F).
Necht N1 > 0, i € Jiy1, jsou Lagrangeovy multiplikdtory uréené fesenim tlohy (589)- (591) (nebo
tlohy (596)-(597)), kde index k je nahrazen indexem k + 1, a necht \¥*!' = 0, i ¢ J,11. Polozme
AL — NFFL L NEHINE ) < ka AREL = AL Pak podle (597) plati AP >0, 1<i<k+1,a

k+1 7 Tk+1°
k+1 k+1 k
YE+1 k+1 k+1 Nk k+1 k+1 _
SONFE=N N LAY A = Y AT AT =1,
i=1 i=1 =1 1€Tk41

Déle s pouzitim (605), (594), (600), (601) dostaneme

(FOPh et sty = ) NTHE T ga s + AT (FSH gh st
1€Tk41
= Z A§+1(Fik+1vgl7 f?"rl)
1€Tk+1
NS (B (pr — )58, 36,55+ ks — )
k+1

k k k
= ZAi—i_l(Fi +17gl7 Z+1)

i=1

k
AN N (FF o+ (i — 20" g0, 900 8F + llznn — i)
i=1

k+1 k ~
_ (Z )\;H-l + )\I;Jrl Z)\ft) (Fik—kl,g“ f—i—l)
i=1 =1

k+1
_ N+ (kA1 Gkl
= ZAz‘ (Fz 1 9is 85 )
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Lemma 77 Jestlize posloupnost {xr} generovand Algoritmem 5.1 md hromadny bod z* € R™ a existuje

podposloupnost {x}x C {xy} takovd, Ze xy Kot aw, S 0, pak bod x* je staciondrnim bodem funkce F
(plati 0 € OF (x*)).

Diikaz Podle lemmatu 76 plati (609). Podle véty 194 existuje nanejvys n + 2 dvojic (¢, s%7), g €
OF (yk1), (k1. g%t s8%) € {(ys,9i,8:) 11 =1,...,k} tak, ze plati

n+2
(Fa,36) = D AB (g™ sM7) (610)
i=1
kde \P* > 0,1 <4 < n+2 M1 4 . . 4 \ent2 — 1 Podle poznamky 345 jsou vektory y*?, gk,
1 <i < n+2, omezené, takze existuje podmnozina K C K takova, ze y*? LS Y5, gkt LS 97, Aesi K AL,
1 <i < n+2. Podle véty 233 (c) plati gf € OF (y}), 1 <i <n+ 2. Z (610) pak plyne (g~, 3%) — (g7, 5%),
kde

n+2

(Gn:80) = DN (gfs7) (611)

i=1
all>0,1<i<n+2, A\i+...+ X, = 1. Navic (586) implikuje s > |2}, —y™||, coz spolu s zy, 5 a2,
yhi X Y a sk K s¥ dava

si = 2" —yill (612)

. . K . . . o e s~ ,
pro 1 < i < n+2 Jelikoz wy, — 0, matice Gj jsou stejnomérné pozitivné definitni a &% > 0, musi

podle (598) platit §* 5 0, &% 5 0. Podle (587), (588) a (595) dostaneme

ah o= Y Mimax (|F(zx) — Ff[,v(s5)”) + A max (|F(xx) — Fyl,7(s5)")
JETk

> max Z NS\ F (zr) — FJ|+ Mo |F(xn) — FY Ly Z Arsk 4 Arsh
JE€Tk JETk

> max (|F(e) = FF) 7 (35)7). (613)

nebot funkce max(-,-) a |- |¥, v > 1, jsou konvexni. Plati tedy g& Ko, gk K0, coz s pouzitim (611)
a (612) dava

n+2
(0,0) = > A (g7, s7)
i=1
ay =2, 1<i<n+2 Tedygf € 0F(y;) = 0F(x*) a 0= Xgi +... 4+ X205 o € OF(z*). O
Poznamka 346 Pokud vypocet skonci predéasné, c¢ili pokud v nékterém iteracnim kroku plati wy, = 0, md
bod x), stejné vlastnosti jako bod x* v lemmatu 77. Plati g8 =0 a 5% =0, coz jako v ditkazu lemmatu 77

ddvd 0 € OF (xy).

Lemma 78 Necht pocet spadovych kroki v Algoritmu 5.1 je koneény a necht I-ty iteracni krok je poslednim
spddovym krokem. Pak bod x4 je staciondrnim bodem funkce F (plati 0 € OF (z141)).
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Dikaz Nejprve poznamenejme, 7ze pro k > [ plati x511 = xy, takze z (605) a (588) plyne
0k = ma (|F () — FEFA(s57)Y) = max (|F(a) — E417(5)").

coz spolu s (613) davd aft1 < &*. Necht 0 < A < 1. Oznaéme

Ger1(N) = Agrgr + (1= NgEt = Agpyr + (1= N)gh = gr(N),
arri(A) = Aaftl 4 (1 - Nt < dafth 4 (1 Nak 2 a0,

Vzhledem k tomu, Ze w41 je podle véty 257 minimem funkce (596) (s indexem & + 1 misto k), musi pro
k > 1 platit

1. 1~ ~
LA NG ) + ax()
nebot pro k > [ je hTGkilh < n'G; 'h Vh € R" (Pfedpoklad 22). Déle poznamenejme, Ze pro k > I

z (592) a (604) plyne

>

1 _
w1 < §9£+1()‘)Gk.|1.19k+1(>‘) +apt1(A) < wi(A),

okt
Qpy +9k+1Gk 3% < opwy.

nebot v nulovych krocich podle (602) plati ak +1 = Bk+1. Postupnymi tpravami dostaneme

we) = S NG GO + @)

1 - 1 ~
2 (ga)TGk ga + O/; + )‘ (91{+1Gk 1ga (ga)TGk ga + agi% - O/;)

T _
A% (g1 — G5)° Gy M grsr — G7)
T _
wy, + Aorwy, — Awy, + A? (gr+1 — gfi) G grrr — G8)
wg + )\(O’ka — U}k) + >\2M,

IN A

kde existence konstanty M plyne z omezenosti hodnot gx11, g¥ (pozndmka 345) a ze stejnomérné pozitivni
definitnosti matic Gy (Predpoklad 22). Vyraz na pravé strané nerovnosti nabyva minima pro A = (1 —
or)wg/(2M) a jeho minimaln{ hodnota se rovnd wy, — (1 — og)?w}/(4M). Plati tedy

(1 —or)*wj

4M '
Nyni jiz snadno dokon¢ime dukaz lemmatu. Ukdzeme, ze pro k > [ plati w; — 0. Kdyby tomu tak nebylo,
musela by existovat konstanta 6 > 0 takovd, ze wy > 6 Vk > [ (nebot posloupnost kladnych éisel {wy} je
podle (614) nerostouci pro k > [). Pak bychom z (614) dostali wyy1 < wy, — (1 — og)2§%/(4M) Vk > I,
takze pro dostatecné velké indexy by platilo wy, < 9, coz je spor. Jelikoz x, = x;41 Vk > [, plati xp — z141,
coz spolu s wy, — 0 ddvd 0 € OF (x;41) podle lemmatu 77. O

W1 < Wy — (614)

Véta 259 Necht funkce F : R" — R spliuje Predpoklad 25. Pak kaZdy hromadny bod posloupnosti {xy}
generované Algoritmem 5.1 je staciondrnim bodem funkce F.

Dukaz Je-li pocet spadovych kroku v Algoritmu 5.1 kone¢ny, existuje podle lemmatu 78 pravé jeden

hromadny bod posloupnosti {z}, ktery je staciondrnim bodem funkce F. Piedpoklddejme, ze z K
(mnozina K a bod z* existuji, protoze posloupnost {zx} je omezend). Utvorme nekoneénou mnozinu

K= {k: k(l) : k(l) >t e Kooy =... = Tk(s) #Zl'k(i)+1},
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takze krok s indexem k € K je spadovy a xj K 2. Jelikoz posloupnost {F(x)} je nerostouci a zdola
omezend (protoze F' je lokdlné lipschitzovskd na kompaktni mnozing), musi mit limitu a tudiz F(xzy) —

F(zpi1) K0, Jelikoz pro k € K plati (603), miizeme psit
0 S aLt’zwk S F(.’Ek) — F(xk+1),

takze tXwy £ 0. Podle véty 258 platif K = Ky U Ky, kde K1 = {k € K : t8 > 7} a Ky = {k €
K : Br+1 > oawg}. Je-li mnozina K; nekone¢nd, pak z tfwk [i; 0 plyne wy, 5; 0 a podle lemmatu 77
je bod x* stacionarnim bodem funkce F'. Je-li mnozina K7 konetna, musi byt mnozina K5 nekonec¢na.
Piedpoklddejme, ze existuje ¢islo § takové, ze mnozina K3 = {k € Ko, wg > J§} je nekoneénd. Pak z
t’Zwk L) plyne t’z K0z Predpokladu 22 a z omezenosti smérovych vektoru (poznamka 345) plyne
existence cisla M > 0 takového, ze

k1 = zill = th ldill < 5 M,

takze t’z Ii? 0 implikuje ||[2g+1 — zx]] S 0. Protoze ve spadovych krocich plati yx11 = xg+1, dostaneme
lyk+1 — zk || %8 0. To po dosazeni do (602) a vyuziti spojitosti funkce F' davé Bri1 %80. Jelikoz K3 C Ko,

plati 0 < oawy < Brr1, takze wy K 0, coz je ve sporu s definici mnoziny Ks. Plati tedy wy %0a podle
lemmatu 77 je bod x* stacionarnim bodem funkce F'. O

Algoritmus 5.1 reprezentuje jednu tiidu globdlné konvergentnich svazkovych metod pro minimalizaci
nehladkych funkei. Jednotlivé metody se lisi vybérem matice G. Nejjednodussi svazkova metoda pouziva
matici

Gk = ukI

kde wuy, > 0 jsou vahové koeficienty. Tyto vdhové koeficienty se adaptivné nastavuji podle jistych (viceméné
heuristickych) pravidel tak, aby umin < up < Umax @ aby v nulovych krocich platilo ugy1 > ug (tim je splnén
Piedpoklad 22). Matice G, muze byt také urcena pomoci kvazinewtonovskych aktualizaci ([?]). V tom
ptipadé musi byt v nulovych krocich pouzita aktualizace hodnosti jedna, kterd vyhovuje Predpokladu 22.
Vyhodou kvazinewtonovskych svazkovych metod je to, ze matice Gy obsahuje pomérné kvalitni informaci
o minimalizované nehladké funkci, takze je mozné pouzivat malé svazky (napiiklad s m = 1 nebo m = 2)
coz vede ke zna¢né dispote Casu pii feseni tlohy kvadratického programovani (589)-(591).
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