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Abstrakt:

V práci je navržen model osvitu hlińıkových forem použ́ıvaných v automobilovém pr̊umyslu.
Tento model je analyzován a jsou odvozeny jeho citlivosti na změnu parametr̊u zaȟŕıvaćıch
lamp, které slouž́ı k výpočtu gradientu účelové funkce. Účelová funkce má tvar součtu
čtverc̊u a je ťreba ji minimalizovat na množině zadané nelineárńımi omezeńımi ve tvaru
rovnost́ı. V práci je popsána optimalizačńı metoda slouž́ıćı k optimálńımu nastaveńı paramet-
r̊u zaȟŕıvaćıch lamp, jsou uvedeny procedury realizuj́ıćı účelovou funkci a omezuj́ıćı funkce
a jsou ukázány výsledky źıskané aplikaćı tohoto postupu v p̌ŕıpadě modelových úloh.

Keywords:
model osvitu plochy, optimalizace, nelineárńı programováńı, metoda rekursivńıho
kvadratického programováńı, softwarová realizace, optimalizačńı systém UFO.
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1 Úloha rovnoměrného zahř́ıváńı formy

Zadáńı úlohy:

• Uvažujeme hlińıkovou formu váhy cca 300 kg. Požadujeme rovnoměrné zahř́ıváńı
formy pomoćı 100 lamp stejného výkonu na teplotu 270◦C.

• Každá lampa je zadána pomoćı kartézských souřadnic krajńıch bod̊u A, B a
souřadnic vektoru směru svitu lampy u, délka d všech lamp je stejná.

• Plocha formy je zadána pomoćı plošných element̊u. Každý element je reprezen-
tován souřadnicemi těžǐstě T a souřadnicemi vněǰśı normály v k plošnému ele-
mentu v bodě T .

• Je stanovena výchoźı poloha každé lampy (ta je zadána pomoćı 9 parametr̊u).
Ćılem je zajistit rovnoměrné zahř́ıváńı formy na základě vhodného nastaveńı
uvedených parametr̊u lamp.

• Souřadnice každého těžǐstě T př́ıslušného elementu a př́ıslušné vněǰśı normály v
jsou pevně dány pomoćı 6 parametr̊u.

Předpokládaná forma zadáńı parametr̊u lampy ve vstupńım souboru:

xA, yA, zA, xB, yB, zB, xu, yu, zu – prvńı tři hodnoty udávaj́ı kartézské souřadnice
krajńıho bodu A lampy, daľśı tři hodnoty udávaj́ı kartézské souřadnice krajńıho bodu B
lampy a posledńı tři hodnoty udávaj́ı souřadnice vektoru směru svitu lampy.

Předpokládaná forma zadáńı parametr̊u plošného elementu ve vstupńım souboru:

xT , yT , zT , xv, yv, zv – prvńı tři hodnoty udávaj́ı kartézské souřadnice těžǐstě T
plošného elementu, daľśı tři hodnoty udávaj́ı souřadnice vněǰśı normály k ploše v
bodě T .

Značeńı:

• Bod Ck reprezentuje
”
sv́ıt́ıćı bod“ lampy (viz Obrázek 1.1).

• Označme αk velikost úhlu, který sv́ırá př́ımka určená body Ck, T se směrem svitu
lampy u, dále označme βk velikost úhlu, který sv́ırá př́ımka určená body Ck, T s
vněǰśı normálou v (viz Obrázek 1.1).

Omezuj́ıćı předpoklad:

Pokud pro uvažovaný
”
sv́ıt́ıćı bod“ Ck a bod T plat́ı, že úhel α > π/4 nebo úhel

β > π/4, pak předpokládáme, že plocha zadaná těžǐstěm T neńı adekvátńı část́ı lampy
kolem bodu Ck zahř́ıvána.
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Distribučńı funkce intenzity svitu:

Uvedená funkce je uvažována ve tvaru f(α) = a cos(α) + b | sin(α)|, kde a, b ∈ R a
0 ≤ α ≤ π/4. Pro daľśı uvedený postup je užita volba a = 3 a b = 0.5, tj.

f(α) = 3 cos(α) + 0.5 | sin(α)| ,

viz Obrázek 1.2. Tato funkce nabývá lokálńıho minima pro α = 0 a maxima pro
α ∼= 0.165.

Obrázek 1.1:

Výpočet intenzity svitu lampy AB na plochu určenou těžǐstěm elementu T :

• Označme p počet uvažovaných
”
sv́ıt́ıćıch bod̊u“ Ck, k = 0, 1, . . . , p − 1, dané

lampy (p je liché č́ıslo), kde C0 = A a Cp−1 = B.

• Délka vektoru směru svitu je ‖u‖ =
√

x2
u + y2

u + z2
u.

• Délka vektoru vněǰśı normály v bodě T je ‖v‖ =
√

x2
v + y2

v + z2
v .
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Obrázek 1.2:

• Výpočet vzdálenosti mezi dvěma body Ck, Ck−1:

h =

√(
xB − xA

p − 1

)2

+

(
yB − yA

p − 1

)2

+

(
zB − zA

p − 1

)2

.

• Pro k = 0, 1, . . . , p − 1 provedeme následuj́ıćı výpočet:

1) Určeńı souřadnic bodu Ck:

xCk
= xA +

xB − xA

p − 1
· k ,

yCk
= yA +

yB − yA

p − 1
· k ,

zCk
= zA +

zB − zA

p − 1
· k .

2) Určeńı souřadnic vektoru svitu wk bodu Ck do těžǐstě T :

xwk
= xT − xCk

,

ywk
= yT − yCk

,

zwk
= zT − zCk

.
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Výpočet délky vektoru wk:

‖wk‖ =
√

x2
wk

+ y2
wk

+ z2
wk

.

3) Odchylka αk vektor̊u u a wk:

cos αk =
u · wk

‖u‖ · ‖wk‖ .

4) Odchylka βk vektor̊u v a wk:

cos βk =
(−v) · wk

‖v‖ · ‖wk‖ .

5) Intenzita zářeńı Ik ve směru vektoru wk z bodu Ck do T užit́ım distribučńı
funkce intenzity zářeńı dané vztahem f(α) = 3 cos(α) + 0.5 | sin(α)|:

Ik =
3 cos αk + 0.5

√
1 − cos2 αk

‖wk‖2
· dk · cos βk,

kde dk = h/2 pro k = 0, p − 1; dk = h pro k = 1, . . . , p − 2.

6) Pokud cos αk <
√

2
2

nebo cos βk <
√

2
2

, pokládáme Ik = 0.

• Celková intenzita I svitu lampy AB na plochu s těžǐstěm T :

I =

p−1∑
k=0

Ik =

p−1∑
k=0

3 cos αk + 0.5
√

1 − cos2 αk

‖wk‖2
· cos βk · dk =

=

p−1∑
k=0

3u·wk

‖u‖·‖wk‖ + 0.5
√

1 − ( u·wk

‖u‖·‖wk‖)
2

‖wk‖2
· (−v) · wk

‖v‖ · ‖wk‖ · dk

Hodnota I záviśı na 9 volných parametrech (souřadnice krajńıch bod̊u A, B
lampy a souřadnice vektoru u směru svitu lampy) a na 6 parametrech pevných
(souřadnice těžǐstě elementu plochy T a souřadnice vektoru vněǰśı normály v).

Součást́ı zadáńı praktické úlohy bude i
”
strukturovaná matice osv́ıceńı“. Pro výchoźı

pozice umı́stěńı lamp a jejich směru sv́ıceńı bude zadána matice, kde každému prvku
matice odpov́ıdaj́ıćımu dané lampě a elementu plochy bude přǐrazena hodnota 1, pokud
výchoźı intenzita svitu lampy na element plochy je nenulová, v opačném př́ıpadě bude
prvku přǐrazena hodnota 0.
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2 Formulace optimalizačńı úlohy

Rovnice pro osvit elementu formy lampou

Nejprve budeme uvažovat závislost osvitu jednoho elementu formy jednou lampou.
Těžǐstě elementu formy má souřadnice xT = (xT

1 , xT
2 , xT

3 ) a jeho normálový vektor má
souřadnice xN = (xN

1 , xN
2 , xN

3 ). V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat označeńı v = −xN .
Krajńı body lampy maj́ı souřadnice xA = (xA

1 , xA
2 , xA

3 ), xB = (xB
1 , xB

2 , xB
3 ). Vektor

směru svitu lampy má souřadnice xS = (xS
1 , xS

2 , xS
3 ). V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat

označeńı u = xS . Aby byly dodrženy rozměry lampy a aby nedocházelo k nejed-
noznačnostem, budeme uvažovat omezeńı

3∑
i=1

(xS
i )2 = 1,

3∑
i=1

xS
i (xB

i − xA
i ) = 0,

3∑
i=1

(xB
i − xA

i )2 = d2,

kde d je délka lampy. Prvńı omezeńı určuje jednotkovou délku vektoru směru svitu
lampy, druhé jeho kolmost k ose lampy a třet́ı délku lampy.

Lampu lze modelovat jako lineárńı útvar délky d, skládaj́ıćı se z p sv́ıt́ıćıch element̊u,
které maj́ı délky dk, 1 ≤ k ≤ p. Přitom dk = d/(p−1), 1 < k < p, a délky krajńıch ele-
ment̊u jsou polovičńı. Vzdálenosti střed̊u sv́ıt́ıćıch element̊u od těžǐstě elementu formy
lze vyjádřit vzorcem

wk = xT − (1 − λk)x
A − λkx

B, λk =
k − 1

p − 1
,

kde 1 ≤ k ≤ p. Použijeme-li zavedené označeńı, můžeme modelové rovnice uvedené v
prvńı části práce zapsat ve tvaru

I =

p∑
k=1

Ik,

kde

Ik =

(
3αk +

1

2

√
1 − α2

k

)
βk

‖wk‖2
dk,

αk =
uTwk

‖u‖‖wk‖ = ũT w̃k,

βk =
vT wk

‖v‖‖wk‖ = ṽT w̃k,

a kde ũ = u/‖u‖, ṽ = v/‖v‖, w̃k = wk/‖wk‖ jsou normalizované vektory (v této části
práce budeme použ́ıvat označeńı αk a βk mı́sto cos αk a cos βk).
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Abychom mohli použ́ıt efektivńı optimalizačńı metodu, je třeba znát analytické
vyjádřeńı derivaćı osvitu I podle složek vektor̊u xA, xB, xS (složky vektor̊u xT , xN

jsou konstantńı nebot’ forma se neměńı). Plat́ı

∂I

∂xA
i

=

p∑
k=1

∂Ik

∂xA
i

= −
p∑

k=1

(1 − λk)
∂Ik

∂wik

,

∂I

∂xB
i

=

p∑
k=1

∂Ik

∂xB
i

= −
p∑

k=1

λk
∂Ik

∂wik

∂I

∂xS
i

=

p∑
k=1

∂Ik

∂xS
i

=

p∑
k=1

∂Ik

∂ui
,

kde

∂Ik

∂ui
=

(
3 − 1

2

αk√
1 − α2

k

)
βk

‖wk‖2

∂αk

∂ui
dk,

∂Ik

∂wik
=

(
3 − 1

2

αk√
1 − α2

k

)
βk

‖wk‖2

∂αk

∂wik
dk

+

(
3αk +

1

2

√
1 − α2

k

)(
1

‖wk‖2

∂βk

∂wik
− 2

βk

‖wk‖4
wik

)
dk.

Dále plat́ı

∂αk

∂ui

=
wik

‖u‖‖wk‖ − uTwk

‖u‖‖wk‖
ui

‖u‖2
=

1

‖u‖(w̃ik − αkũi),

∂αk

∂wik
=

ui

‖u‖‖wk‖ − uTwk

‖u‖‖wk‖
wik

‖wk‖2
=

1

‖wk‖(ũi − αkw̃ik),

∂βk

∂wik
=

vi

‖v‖‖wk‖ − vT wk

‖v‖‖wk‖
wik

‖wk‖2
=

1

‖wk‖(ṽi − βkw̃ki),

a po dosazeńı dostaneme

∂Ik

∂ui

=

(
3 − 1

2

αk√
1 − α2

k

)
βkdk

‖u‖‖wk‖2
(w̃ik − αkũi)

∂Ik

∂wik

=

(
3 − 1

2

αk√
1 − α2

k

)
βkdk

‖wk‖3
(ũi − αkw̃ik)

+

(
3αk +

1

2

√
1 − α2

k

)
dk

‖wk‖3
(ṽi − 3βkw̃ik).

Toto jsou všechny vztahy, které potřebujeme k určeńı hodnoty a gradientu účelové
funkce popsané v následuj́ıćım odd́ılu. Všimněne si, že neńı třeba znát složky vektor̊u
u, v a wk, 1 ≤ k ≤ p. Potřebujeme pouze jejich eukleidovské normy a složky normali-
zovaných vektor̊u ũ, ṽ a w̃k, 1 ≤ k ≤ p. Proto je účelné vektory u, v a wk, 1 ≤ k ≤ p,
předem normalizovat. Výpočet hodnoty I a jej́ıch derivaćı realizuje procedura COMPL.
uvedená v posledńı části práce.
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Účelová funkce a omezeńı zajǐst’uj́ıćı rovnoměrný osvit formy

Předpokládejme, že máme ne element̊u formy a nl lamp. Každý element může být
osv́ıcen v́ıce lampami. Necht’ Lj je množina index̊u lamp sv́ıt́ıćıch na j-tý element.
Zvolme 1 ≤ j ≤ ne a l ∈ Lj . Označ́ıme-li Ijl intenzitu osvitu j-tého prvku l-tou lampou
(tato hodnota odpov́ıdá hodnotě I z předchoźıho odd́ılu), pak celková intenzita osvitu
j-tého prvku Ij je dána vzorcem

Ij =
∑
l∈Lj

Ijl

a jej́ı derivace můžeme vypoč́ıtat podle vztah̊u

∂Ij

∂xA
il

=
∂Ijl

∂xA
il

,
∂Ij

∂xB
il

=
∂Ijl

∂xB
il

,
∂Ij

∂xS
il

=
∂Ijl

∂xS
il

, l ∈ Lj ,

∂Ij

∂xA
il

= 0,
∂Ij

∂xA
il

= 0,
∂Ij

∂xA
il

= 0, l �∈ Lj ,

kam dosazujeme hodnoty uvedené v předchoźım odd́ılu. Necht’ I je předepsaná hod-
nota rovnoměrného osvitu (společná pro všechny prvky formy). Pak účelovou funkci
definujeme jako součet čtverc̊u

F (x) =
1

2

ne∑
j=1

(Ij − I)2,

kde vektor x má složky xA
1l, xA

2l, xA
3l, xB

1l, xB
2l, xB

3l, xS
1l, xS

2l, xS
3l, 1 ≤ l ≤ nl (devět pro

každou lampu). Pak

∂F (x)

∂xA
il

=
ne∑

j=1

(Ij − I)
∂Ij

∂xA
il

,
∂F (x)

∂xB
il

=
ne∑

j=1

(Ij − I)
∂Ij

∂xB
il

,
∂F (x)

∂xS
il

=
ne∑

j=1

(Ij − I)
∂Ij

∂xS
il

kam dosazujeme derivace vypočtené z předchoźıch vztah̊u. Předepsanou hodnotu rov-
noměrného osvitu vypočteme před zahájeńım optimalizačńıho procesu jako pr̊uměrnou
hodnotu

I =
1

ne

ne∑
j=1

Ij.

Jak bylo uvedeno v předchoźım odd́ılu, minimalizujeme funkci F (x) na množině
zadané omezeńımi ve tvaru rovnost́ı tvaru

c1l(x) =
3∑

i=1

(xS
il)

2 = 1,

c2l(x) =

3∑
i=1

xS
il(x

B
il − xA

il ) = 0,

c3l(x) =

3∑
i=1

(xB
il − xA

il )
2 = d2,
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kde 1 ≤ l ≤ nl (tři pro každou lampu). Plat́ı

∂c1l(x)

∂xA
il

= 0,
∂c1l(x)

∂xB
il

= 0,
∂c1l(x)

∂xS
il

= 2xS
il,

∂c2l(x)

∂xA
il

= −xS
il,

∂c2l(x)

∂xB
il

= xS
il,

∂c2l(x)

∂xS
il

= xB
il − xA

il ,

∂c2l(x)

∂xA
il

= −2(xB
il − xA

il ),
∂c2l(x)

∂xB
il

= 2(xB
il − xA

il ),
∂c2l(x)

∂xS
il

= 0

a ostatńı derivace jsou nulové. Vzhledem k tomu, že každé omezeńı obsahuje pouze
proměnné odpov́ıdaj́ıćı jedné lampě, jsou omezeńı ř́ıdká a práce s nimi neńı náročná
na použitou pamět’ ani na počet aritmetických operaćı.

Shrneme-li vlastnosti optimalizačńı úlohy, jde o minimalizaci součtu čtverc̊u s ne-
lineárńımi omezeńımi ve tvaru rovnost́ı. Počet d́ılč́ıch funkćı v součtu čtverc̊u je ne

(počet element̊u formy). Počet proměnných, jejichž hodnoty se určuj́ı, je 9nl (devět na
každou lampu). Hessova matice účelové funkce neńı ř́ıdká. Počet nelineárńıch omezeńı
je 3nl (tři na každou lampu). Jacobiova matice nelineárńıch omezeńı je ř́ıdká. Tento
výčet podmiňuje výběr optimalizačńı metody popsané ve třet́ı části práce.

Uvedeme ještě hrubý postup výpočtu. Nejprve se načtou vstupńı údaje, kterými jsou
vektory xT

j = (xT
1j , x

T
1j , x

T
1j), xN

j = (xN
1j , x

N
1j , x

N
1j), 1 ≤ j ≤ ne, popisuj́ıćı elementy formy,

vektory xA
l = (xA

1l, x
A
1l, x

A
1l), xB

l = (xB
1l, x

B
1l, x

B
1l), xS

l = (xS
1l, x

S
1l, x

S
1l), 1 ≤ l ≤ nl, určuj́ıćı

počátečńı nastaveńı lamp a údaje o vzájemném propojeńı element̊u a lamp (pole IL
a JL). Pak se vyvolá podprogram INITP, který provede normalizaci vj = −xN

j /‖xN
j ‖,

1 ≤ j ≤ ne (takže ‖vj‖ = 1 a ṽj = vj , 1 ≤ j ≤ ne), a podprogram CONST, který
stanov́ı strukturu ř́ıdkosti Jacobiovy matice omezuj́ıćıch funkćı (pole ICG a JCG).
Dále se urč́ı délka lampy d, zvoĺı se počet sv́ıt́ıćıch bod̊u p a vyvolá se podprogram
INITK, který vypočte pomocné hodnoty dk, λk, 1− λk, 1 ≤ k ≤ p (předpokládáme, že
všechny lampy jsou stejné). Nakonec se spust́ı optimalizačńı program, který vyvolává
procedury pro výpočet účelové funkce a omezuj́ıćıch funkćı. Výpočet účelové funkce
zač́ıná t́ım, že se vyvolá podprogram INITL, který znormalizuje vektory směru svitu
lamp. T́ım se spočtou normy ‖ul‖ = ‖xS

l ‖ a vektory ũl = xS
l /‖xS

l ‖ pro 1 ≤ l ≤ nl.
Pak následuje cyklus pro všechny elementy formy (pro 1 ≤ j ≤ ne). V tomto cyklu se
nejprve vyvolá podprogram COMPL, ve kterém se pro každou lampu s indexem j ∈ Lj

vypočte (a ulož́ı do paměti) intenzita osvitu Ijl a jej́ı derivace (podle vzorc̊u uvedených
v předchoźım odd́ılu). Tyto veličiny se pak použij́ı pro výpočet hodnoty a gradientu
účelové funkce. Výpočet hodnot a gradient̊u omezuj́ıćıch funkćı provád́ı podprogram
CONSL. Použ́ıvaj́ı se přitom pole ICG a JCG definuj́ıćı strukturu ř́ıdkosti.
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3 Výběr optimalizačńı metody

Metoda rekursivńıho kvadratického programováńı

Úlohou, kterou máme řešit, je nalezeńı minima dvakrát spojitě diferencovatelné funkce
F : Rn → R, na množině zadané omezeńımi ve tvaru rovnost́ı

ci(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m.

Zde x ∈ Rn je vektor n proměnných a ci : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m ≤ n, jsou dvakrát spo-
jitě diferencovatelné funkce. Jsou-li splněny podmı́nky regularity (lineárńı nezávislost
gradient̊u omezuj́ıćıch funkćı) maj́ı nutné podmı́nky pro extrém tvar

∇F (x) + A(x)u = 0,

c(x) = 0.

Je to n + m nelineárńıch rovnic pro neznámé vektory x ∈ Rn a u ∈ Rm, kde A(x) je
Jacobiova matice zobrazeńı c(x) a u je vektor Lagrangeových multiplikátor̊u.

K řešeńı dané úlohy použijeme metodu rekursivńıho kvadratického programováńı,
jej́ıž základńı princip spoč́ıvá v aplikaci Newtonovy metody na soustavu nelineárńıch
rovnic vyjadřuj́ıćı nutné podmı́nky pro extrém. Krok Newtonovy metody má tvar

xk+1 = xk + αkd
x
k,

uk+1 = uk + αkd
u
k ,

kde dx
k, du

k jsou směrové vektory źıskané řešeńım soustavy lineárńıch rovnic[
G(xk, uk) A(xk)
A(xk)

T 0

] [
dx

k

du
k

]
= −

[
g(xk, uk)

c(xk)

]

(lineárńı KKT systém) a αk > 0 je délka kroku. Zde

g(x, u) = ∇F (x) +
m∑

i=1

ui∇ci(x) a G(x, u) = ∇2F (x) +
m∑

i=1

ui∇2ci(x)

jsou po řadě gradient a Hessova matice Lagrangeovy funckce L(x, u) = F (x) + uT c(x).
V našem př́ıpadě nebudeme použ́ıvat př́ımo Hessovu matici Lagrangeovy funkce, ale
jej́ı aproximaci Bk źıskanou pomoćı metody BFGS s proměnnou metrikou. Pak[

Bk Ak

AT
k 0

] [
dx

k

du
k

]
= −

[
g(xk, uk)

c(xk)

]
,

kde B1 = I (I je jednotková matice řádu n) a

Bk+1 = Bk +
1

sT
k yk

yky
T
k − 1

sT
k Bksk

(Bksky
T
k + yks

T
k Bk),

kde sk = xk+1 − xk = αkdk a yk = g(xk+1, uk+1) − g(xk, uk+1).
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Pro výběr délky kroku αk se použ́ıvaj́ı r̊uzné pokutové funkce. V našem př́ıpadě
použijeme rozš́ı̌renou Lagrangeovu funkci

Pk(α) = F (xk + αdx
k) + (uk + du

k)
T c(xk + αdx

k) +
σ

2
‖c(xk + αdx

k)‖2,

kde σ ≥ 0 je pokutový parametr. V práci [2] je ukázáno, že řeš́ıme-li lineárńı KKT
systém tak přesně, že

‖Gkd
x
k + Akd

u
k + gk‖ ≤ ωk‖gk‖ a ‖AT

k dx
k + ck‖ ≤ ωk‖ck‖,

kde 0 < ωk < 1, plat́ı P ′
k(0) < 0 (prvńı derivace funkce Pk(α) je pro α = 0 záporná) a

funkce Pk(α) klesá ve směru dx
k. Jelikož P ′

k(0) < 0, můžeme délku kroku volit tak, že
αk = βj−1 max(1, Δ/‖dx

k‖), kde Δ je maximálńı délka kroku, 0 < β < 1 je koeficient
redukce a j ∈ N je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že

Pk(αk) − Pk(0) ≤ ε1αkP
′
k(0),

kde 0 < ε1 < 1/2 je Armij̊uv parametr. Použ́ıvaj́ı se hodnoty Δ = 1000, β = 0.5 a
ε1 = 0.0001.

Řešeńı lineárńıho KKT systému

V tomto odd́ılu budeme vynechávat index iteračńıho kroku k a lineárńı KKT systém
zaṕı̌seme ve tvaru

Kd =

[
B A
AT 0

] [
dx

du

]
=

[
bx

bu

]
= b. (3.1)

Tato symetrická soustava lineárńıch rovnic, jej́ıž matice je indefinitńı, se řeš́ı předpodmı́-
něnou metodou sdružených gradient̊u s indefinitńım přefpodmiňovačem

C =

[
D A
AT 0

]
,

kde D je pozitivně definitńı diagonálńı matice odvozená z diagonály matice B. Volba to-
hoto předpodmiňovače je zd̊uvodněna v [2]. Násobeńı vektoru r matićı C−1 lze vyjádřit
ve tvaru

C−1r =

[
D−1 − D−1A(AT D−1A)−1AT D−1 D−1A(AT D−1A)−1

(AT D−1A)−1AT D−1 −(AT D−1A)−1

] [
rx

ru

]

=

[
D−1(rx − Atu)

tu

]
, tu = (AT D−1A)−1(AT D−1rx − ru).

Předpodmı́něnou metodu sdružených gradient̊u lze popsat takto. Nejprve polož́ıme
d1 = 0, r1 = b,

tu1 = (AT D−1A)−1(AT D−1rx
1 − ru

1 ), tx1 = D−1(rx
1 − Atu1)
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a p1 = t1. Pak pro i = 1, 2, 3, . . . provád́ıme následuj́ıćı kroky. Jestliže ‖rx
i ‖ ≤ ω‖bx‖

a ‖ru
i ‖ ≤ ω‖bu‖, kde ω je zadaná přesnost, polož́ıme d = di a ukonč́ıme výpočet. V

opačném př́ıpadě vypočteme

qi = Kpi, αi = rT
i ti/p

T
i qi,

di+1 = di + αipi, ri+1 = ri − αiqi,

tui+1 = (AT D−1A)−1(AT D−1rx
i+1 − ru

i+1),

txi+1 = D−1(rx
i+1 − Atui+1),

βi = rT
i+1ti+1/r

T
i ti, pi+1 = ti+1 + βipi.

V těchto vztaźıch použ́ıváme vektory

r =

[
rx

ru

]
, t =

[
tx

tu

]
.

V uvedeném popisu se vyskytuje násobeńı vektoru matićı (AT D−1A)−1. Tuto matici
neńı třeba poč́ıtat explicitně, použ́ıvá se mı́sto ńı Choleského rozklad LLT = AT D−1A,
kde L je dolńı trojúhelńıková matice.

Použit́ı systému UFO

K optimalizaci osvitu formy lze použ́ıt systém pro univerzálńı funkcionálńı optima-
lizaci UFO [1]. Tento systém obsahuje velké množstv́ı optimalizačńıch metod pro řešeńı
r̊uzných typ̊u optimalizačńıch úloh, mezi jinými také metody sekvenčńıho kvadra-
tického programováńı pro úlohy s nelineárńımi omezeńımi ve tvaru rovnost́ı, použ́ıvaj́ıćı
aktualizace s proměnnou metrikou pro aproximaci Hessovy matice Lagrangeovy funkce
(volba $FORM=’SE’, $CLASS=’VM’). Systém UFO je ovládán vstupńım jazykem.
Př́ıkazy vstupńıho jazyka se zadávaj́ı pomoćı vstupńı šablony, jej́ıž forma pro naš́ı úlohu
je uvedena v posledńı části práce. Šablona obsahuje zadáńı vstupńıch údaj̊u a iniciali-
zaci (makroproměnná $INPUT), tisk výstupńıch údaj̊u (makroproměnná $OUTPUT),
zadáńı hodnoty a gradientu účelové funkce (makroproměnná $FGMODELF), zadáńı
hodnot a gradient̊u omezuj́ıćıch funkćı (makroproměnná $FGMODELC), připojeńı
exterńıch podprogramů (makroproměnná $SUBROUTINES), velikost optimalizačńı
úlohy ($NF, $NA, $NC), typ úlohy ($MODEL=’FF’, $JACC=’S’, $HESF=’D’), speci-
fikaci úlohy ($FORM=’SE’, $CLASS=’VM’) a daľśı potřebné informace (vše je po-
drobně popsáno v [1]).

4 Datové soubory pro optimalizaci osvitu

V této části je ukázáno, jak se zadávaj́ı elementy formy a parametry lamp. Dále jsou
uvedeny vstupńı údaje odpov́ıdaj́ıćı testovaćım úlohám. Vstupńımi datovými soubory
optimalizace jsou soubor element̊u, soubor lamp, soubor topologie. Ve všech př́ıpadech
se jedná o textové soubory obsahuj́ıćı pouze č́ıselné hodnoty navzájem od sebe oddělené
minimálně jedńım

”
prázdným znakem“ tj. mezerou, tabulátorem nebo koncem řádku.

Č́ıselné hodnoty v jednotlivých souborech maj́ı následuj́ıćı význam.
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Soubor element̊u:

Soubor element̊u má zpravidla př́ıponu ELM. Data každého elementu jsou zazna-
menána na jednom řádku souboru. Každý řádek souboru obsahuje parametry elementu
v pořad́ı j, xT

1j , xT
2j , xT

3j , xN
1j , xN

2j , xN
3j , kde 0 ≤ j ≤ ne je index elementu.

Soubor lamp:

Soubor lamp má zpravidla př́ıponu LMP. Každý řádek souboru obsahuje parametry
jedné lampy v pořad́ı l, xA

1l, xA
2l, xA

3l, xB
1l, xB

2l, xB
3l, xS

1l, xS
2l, xS

3l, kde 0 ≤ l ≤ nl je index
lampy.

Soubor topologie:

Soubor topologie má zpravidla př́ıponu TOP. Na každém řádku souboru je dvojice
hodnot l a j, vyjadřuj́ıćı skutečnost, že element j je potenciálně ohř́ıván lampou l.

Sady soubor̊u

Pro prvńı testováńı byly připraveny sady soubor̊u, kde plochou formy je rovina s
nulovou třet́ı složkou. Plocha formy má rozměry 120 × 50 cm a je rozdělena zhruba
na jedenáct tiśıc element̊u. Jednotlivé úlohy se lǐśı počátečńı pozićı lamp.

Obrázek 4.1: Ukázka počátečńıho rozmı́stěńı lam nad definovanou plochou

5 Výsledky testovaćıch úloh

V prvńı fázi jsme vybrali úlohy, ve kterých bylo požadováno optimálńı rozmı́stěńı lamp
nad rovinnou plochou.

Plocha a śıt’

Pro výpočet prvńıch testovaćıch úloh byla zvolena rovinná plocha velikosti 120 × 50 cm.
Plocha byla pokryta śıt́ı trojúhelńıkových element̊u v počtu 11793.

Lampy

Nad plochou byly rozmı́stěny lampy v celkovém počtu 13. Prozat́ım byly uvažovány
pouze př́ıpady, kdy všechny lampy maj́ı shodnou délku 30 cm. Počátečńı vzdálenost
lamp od osvětlované plochy byla ve všech př́ıpadech volena 10 cm.
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Výsledky

V prvńı úloze ULOHA11 byla počátečńı pozice lamp zahř́ıvaj́ıćıch plochu zvolena
v́ıceméně rovnoměrně nad definovanou plochou (viz obrázek 5.1 vlevo), směrový úhel
zářeńı lamp je kolmý na zahř́ıvanou plochu. Výsledné rozmı́stěńı lamp źıskané opti-
malizaćı je zobrazeno na obrázku 5.1 vpravo, směrový úhel zářeńı lamp z̊ustává po
optimalizaci prakticky shodný s počátečńım směrovým úhlem (odchylky od p̊uvodńıho
směru kolmého na plochu jsou do 1%). Na základě źıskaných výsledk̊u byla připravena
druhá iterace tohoto výpočtu jako ULOHA11 2, kde počátečńı rozmı́stěńı lamp nad
plochou bylo definováno dle výsledného řešeńı pro ULOHA11. Počátečńı a výsledná
pozice lamp (viz obrázek 5.2) v tomto př́ıpadě nevykazuj́ı výrazněǰśı odchylky. Dále
byla řešena úloha ULOHA12 s počátečńım rozmı́stěńım lamp dle obrázku 5.3 vlevo.
Výsledné rozmı́stěńı vypočtené optimalizačńım kódem je zobrazené na obrázku 5.3
vpravo.

Obrázek 5.1: Počátečńı pozice lamp (vlevo) a pozice lamp na plochou po optimalizaci
(vpravo) pro výpočet ULOHA11.

Obrázek 5.2: Počátečńı pozice lamp (vlevo) a pozice lamp na plochou po optimalizaci
(vpravo) pro výpočet ULOHA11 2 (druhá iterace výpočtu ULOHA11).

Obrázek 5.3: Počátečńı pozice lamp (vlevo) a pozice lamp na plochou po optimalizaci
(vpravo) pro výpočet ULOHA12.
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Zhodnoceńı

V prvńı fázi testováńı byly připraveny základńı jednoduché úlohy, z nichž některé
byly uvedeny v předchoźım textu. Na základě dosažených výsledk̊u lze konstatovat, že
pro výše definované r̊uzné počátečńı pozice bylo dosaženo prakticky stejné výsledné
optimalizované polohy lamp. Po optimalizaci jsou lampy do jisté mı́ry ”rozházené”
nad plochou, což může zp̊usobit, že některé lampy ve výsledku zahř́ıvaj́ı i část plochy,
která nebyla p̊uvodně pro danou lampu zaznamenána v souboru topologie. V tomto
př́ıpadě by optimalizačńı algoritmus pracoval s nepřesnou informaćı a jeho výsledky
by byly zkreslené. Z toho d̊uvodu byla pro ULOHA11 provedena druhá iterace - v
tomto př́ıpadě nebyla ve výsledku zaznamenána praktická změna výsledné pozice lamp
oproti iteraci prvńı. Na základě źıskaných výsledk̊u lze pro daľśı fázi vývoje doporučit
do optimalizačńıho algoritmu zahrnout omezuj́ıćı kritéria, která by zamezila př́ıpadným
př́ılǐs velkým změnám optimalizovaných pozičńıch parametr̊u lamp od počátečńıch tak,
aby v př́ıpadě řešeńı složitěǰśıch úloh nedocházelo k posunu lamp mimo plochu nebo
do velké vzdálenosti od plochy.
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6 Výpisy programů

Vstupńı šablona pro systém UFO

$SET(INPUT)

MA=0

NA=0

NL=0

OPEN(11,FILE=’LAMPA1.ELM’,STATUS=’UNKNOWN’)

OPEN(12,FILE=’LAMPA1.LMP’,STATUS=’UNKNOWN’)

OPEN(13,FILE=’LAMPA1.TOP’,STATUS=’UNKNOWN’)

OPEN(14,FILE=’LAMPA1.OUT’,STATUS=’UNKNOWN’)

1 READ(11,*,END=2) KA,(XT(3*(KA-1)+I),I=1,3),(VT(3*(KA-1)+I),I=1,3)

NA=MAX(KA,NA)

GO TO 1

2 READ(12,*,END=3) L,(X(9*(L-1)+I),I=1,3),(X(9*(L-1)+I+3),I=1,3)&

,(X(9*(L-1)+I+6),I=1,3)

NL=MAX(L,NL)

GO TO 2

3 MA=MA+1

READ(13,*,END=4) JL(MA),IL(MA)

GO TO 3

4 CONTINUE

MA=MA-1

NF=9*NL

NC=3*NL

CALL UASED3(NA,MA,IL,JL)

NP=20

HN=SQRT((X(4)-X(1))**2+(X(5)-X(2))**2+(X(6)-X(3))**2)

DO KA=1,NA

CALL INITP(VT(3*(KA-1)+1))

END DO

CALL INITK(NP,HD,HN,OLA,RLA)

DO L=1,NL

DO I=1,3

IC(3*(L-1)+I)=5

CL(3*(L-1)+I)=0.0D0

END DO

CALL CSTRL(ICG(3*(L-1)+1),JCG(18*(L-1)+1),L)

END DO

ICG(3*NL+1)=18*NL+1

X(9*NL+1)=0.0D0

DO L=1,NL

CALL INITL(X(9*(L-1)+7),U(3*(L-1)+1),UN(L))

END DO

15



DO KA=1,NA

FA=0.0D0

ISTRT=IL(KA)

ISTOP=IL(KA+1)-1

DO J=ISTRT,ISTOP

L=JL(J)

CALL COMPL(X(9*(L-1)+1),X(9*(L-1)+4),U(3*(L-1)+1),UN(L)&

,XT(3*(KA-1)+1),VT(3*(KA-1)+1),NP,HD,OLA,RLA,FA,GL(9*(L-1)+1)&

,GL(9*(L-1)+4),GL(9*(L-1)+7),0)

END DO

X(9*NL+1)=X(9*NL+1)+FA

END DO

X(9*NL+1)=X(9*NL+1)/DBLE(NA)

$ENDSET

$SET(FGMODELF)

DO L=1,NL

CALL INITL(X(9*(L-1)+7),U(3*(L-1)+1),UN(L))

END DO

FF=0.0D0

CALL UXVSET(NF,0.0D0,GF)

DO KA=1,NA

FA=0.0D0

ISTRT=IL(KA)

ISTOP=IL(KA+1)-1

DO J=ISTRT,ISTOP

L=JL(J)

CALL COMPL(X(9*(L-1)+1),X(9*(L-1)+4),U(3*(L-1)+1),UN(L)&

,XT(3*(KA-1)+1),VT(3*(KA-1)+1),NP,HD,OLA,RLA,FA,GL(9*(L-1)+1)&

,GL(9*(L-1)+4),GL(9*(L-1)+7),KD)

END DO

FA=FA-X(9*NL+1)

GF(9*NL+1)=GF(9*NL+1)-FA

DO J=ISTRT,ISTOP

L=JL(J)

DO I=1,3

GF(9*(L-1)+I)=GF(9*(L-1)+I)+FA*GL(9*(L-1)+I)

GF(9*(L-1)+I+3)=GF(9*(L-1)+I+3)+FA*GL(9*(L-1)+I+3)

GF(9*(L-1)+I+6)=GF(9*(L-1)+I+6)+FA*GL(9*(L-1)+I+6)

END DO

END DO

FF=FF+FA**2

END DO

FF=0.5D0*FF

$ENDSET
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$SET(FGMODELCS)

DO L=1,NL

CALL CONSL(X(9*(L-1)+1),X(9*(L-1)+4),X(9*(L-1)+7),CF(3*(L-1)+1)&

,CG(18*(L-1)+1),HN,KD)

END DO

$ENDSET

$SET(OUTPUT)

DO L=1,NL

WRITE(14,’(I3,1X,9D15.7)’) L,(X(9*(L-1)+I),I=1,3)&

,(X(9*(L-1)+I+3),I=1,3),(X(9*(L-1)+I+6),I=1,3)

END DO

$ENDSET

$ADD(SUBROUTINES)

$INCLUDE(’LAMPY\COMPL’)

$INCLUDE(’LAMPY\CONSL’)

$INCLUDE(’LAMPY\CSTRL’)

$INCLUDE(’LAMPY\INITK’)

$INCLUDE(’LAMPY\INITL’)

$INCLUDE(’LAMPY\INITP’)

$ENDADD

$MOUT=2

$NOUT=2

$NF=1000

$NA=100000

$NC=5000

$MA=100000

$MC=15000

$M=250000

$NL=100

$NP=20

$ADD(INTEGER,’\IL($MA+$NL)\JL($MA)\NL\NP\ISTRT\ISTOP’)

$ADD(REAL,’\VT(3*$NA)\XT(3*$NA)\U(3*$NL)\UN($NL)’)

$ADD(REAL,’\OLA($NP)\RLA($NP)\HD($NP)\HN\GL($NF)’)

$MODEL=’FF’

$JACC=’S’

$HESF=’D’

$FORM=’SE’

$CLASS=’VM’

$REM $TEST=’YES’

$TOLG=’1.0D-5’

$MIT=20000

$MFV=20000

$MFG=20000

$BATCH

$STANDARD
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Použité procedury

SUBROUTINE INITP(V)

REAL*8 V(3)

INTEGER I

REAL*8 VN

VN=0.0D0

DO I=1,3

VN=VN+V(I)**2

END DO

VN=SQRT(VN)

DO I=1,3

V(I)=-V(I)/VN

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE INITK(P,H,HN,OLA,RLA)

INTEGER P

REAL*8 H(P),HN,OLA(P),RLA(P)

INTEGER K

DO K=1,P

RLA(K)=DBLE(K-1)/DBLE(P-1)

OLA(K)=1.0D0-RLA(K)

H(K)=HN/DBLE(P-1)

END DO

H(1)=0.5D0*H(1)

H(P)=0.5D0*H(P)

RETURN

END

SUBROUTINE INITL(XU,U,UN)

REAL*8 XU(3),U(3),UN

INTEGER I

UN=0.0D0

DO I=1,3

UN=UN+XU(I)**2

END DO

UN=SQRT(UN)

DO I=1,3

U(I)=XU(I)/UN

END DO

RETURN

END
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SUBROUTINE CSTRL(ICG,JCG,L)

INTEGER ICG(3),JCG(18),L

INTEGER I,M,N

M=18*(L-1)

N= 9*(L-1)

ICG(1)=M+1

ICG(2)=M+7

ICG(3)=M+16

DO I=1,3

JCG(I)=N+I

JCG(I+3)=N+I+3

JCG(I+6)=N+I

JCG(I+9)=N+I+3

JCG(I+12)=N+I+6

JCG(I+15)=N+I+6

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE COMPL(XA,XB,U,UN,XT,V,P,H,OLA,RLA,RI,DIXA,DIXB,DIXU,KD)

INTEGER P,KD

REAL*8 XA(3),XB(3),U(3),UN,XT(3),V(3),H(P),OLA(P),RLA(P),RI,

& DIXA(3),DIXB(3),DIXU(3)

INTEGER I,K

REAL*8 W(3),WW,WN,ALF,BET,ROT,Z1,Z2,Z3,DIWI

DO I=1,3

DIXA(I)=0.0D0

DIXB(I)=0.0D0

DIXU(I)=0.0D0

END DO

DO K=1,P

WW=0.0D0

DO I=1,3

W(I)=OLA(K)*XA(I)+RLA(K)*XB(I)-XT(I)

WW=WW+W(I)**2

END DO

WN=SQRT(WW)

ALF=0.0D0

BET=0.0D0

DO I=1,3

W(I)=-W(I)/WN

ALF=ALF+U(I)*W(I)

BET=BET+V(I)*W(I)

END DO

ROT=SQRT(1.0D0-ALF**2)
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Z1=(3.0D 0*ALF+0.5D 0*ROT)*H(K)/WW

RI=RI+Z1*BET

IF (KD.GT.0) THEN

Z1=Z1/WN

Z2=(3.0D 0-0.5D 0*ALF/ROT)*BET*H(K)/WW

Z3=Z2/UN

Z2=Z2/WN

DO I=1,3

DIXU(I)=DIXU(I)+Z3*(W(I)-ALF*U(I))

DIWI=Z2*(U(I)-ALF*W(I))+Z1*(V(I)-3.0D0*BET*W(I))

DIXA(I)=DIXA(I)-OLA(K)*DIWI

DIXB(I)=DIXB(I)-RLA(K)*DIWI

END DO

END IF

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE CONSL(XA,XB,XU,CF,CG,HN,KD)

INTEGER KD

REAL*8 XA(3),XB(3),XU(3),CF(3),CG(18),HN

INTEGER I

REAL*8 DIF

CF(1)=-HN**2

CF(2)= 0.0D0

CF(3)=-1.0D0

DO I=1,3

DIF=XB(I)-XA(I)

CF(1)=CF(1)+DIF**2

CF(2)=CF(2)+DIF*XU(I)

CF(3)=CF(3)+XU(I)**2

END DO

IF (KD.GT.0) THEN

DO I=1,3

DIF=XB(I)-XA(I)

CG(I)=-2.0D0*DIF

CG(I+3)=2.0D0*DIF

CG(I+6)=-XU(I)

CG(I+9)= XU(I)

CG(I+12)=DIF

CG(I+15)=2.0D0*XU(I)

END DO

END IF

RETURN

END
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