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Technical report No. 1043

Prosinec 2008
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Konvexńı množiny

Definice 1 Řekněme, že množina C ∈ Rn je konvexńı, jestlǐze z x ∈ C, y ∈ C plyne

λx+ (1 − λ)y ∈ C,

pokud 0 ≤ λ ≤ 1.

Definice 2 Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině C ⊂ Rn,
jestlǐze plat́ı

F (λx+ (1 − λ)y) ≤ λF (x) + (1 − λ)F (y),

pokud x ∈ C, y ∈ C a 0 ≤ λ ≤ 1.

Definice 3 Řekneme, že funkce F : Rn → R je lipschitzovská na množině C ⊂ Rn,
jestlǐze plat́ı

|F (y) − F (x)| ≤ L‖y − x‖,
pokud x ∈ C, y ∈ C.
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Poznámka 1 Vztahy z definic 1 a 2 můžeme zapsat ve tvaru

y + λ(x− y) ∈ C a F (y + λ(x− y)) ≤ F (y) + λ(F (x) − F (y)),

x+ λ(y − x) ∈ C a F (x+ λ(y − x)) ≤ F (x) + λ(F (y)− F (x)).

Př́ıklad 1

F (x) =
∑

i

|xi|

F (λx+ (1 − λ)y) =
∑

i

|λxi + (1 − λ)yi| =

≤ ∑
i

|λxi| +
∑

i

|(1 − λ)yi| =

= λ
∑

i

|xi| + (1 − λ)
∑

i

|yi| =

= λF (x) + (1 − λ)F (y)

Př́ıklad 2

F (x) = max
i

|xi|
F (λx+ (1 − λ)y) = max

i
|λxi + (1 − λ)yi|

≤ max
i

(|λxi| + |(1 − λ)yi| ≤
≤ max

i
|λxi| + max

i
|(1 − λ)yi| =

= λmax
i

|xi| + (1 − λ) max
i

|yi| =

= λF (x) + (1 − λ)F (y)

Př́ıklad 3
C = {x ∈ Rn : F (x) ≤ a}

F – konvexńı ⇒ C – konvexńı

F (x) ≤ a

F (y) ≤ a

F (λx+ (1 − λ)y) ≤ λF (x) + (1 − λ)F (y) ≤ λa+ (1 − λ)a = a

Př́ıklad 4 Množiny

C1 = {x ∈ Rn :
∑

i

|xi| ≤ 1}
C2 = {x ∈ Rn : max

i
|xi| ≤ 1}

jsou konvexńı

Definice 4 Necht’ m ≥ 1, xi ∈ Rn, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1. Pak bod

x =
m∑

i=1

λixi,

nazveme konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m.
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Věta 1 Množina C ⊂ Rn je konvexńı právě tehdy, obsahuje-li všechny konvexńı kombi-
nace svých bod̊u.

Poznámka 2 Konvexńı kombinace konvexńıch kombinaćı je opět konvexńı kombinaćı.

Poznámka 3 Necht’ xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, a x =
∑m

i=1 λixi. Pak bod x nazveme:

(a) Lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, jsou-li koeficienty λi ∈ R libovolné.

(b) Nezápornou lineárńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

(c) Afinńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1.

(d) Konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, plat́ı-li
∑m

i=1 λi = 1 a λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Tyto kombinace definuj́ı po řadě (a) lineárńı podprostory, (b) konvexńı kužely, (c) afinńı
množiny a (d) konvexńı množiny. Všechny uvedené množiny jsou konvexńı. Afinńı množina
je posunutým lineárńım podprostorem. Lze tedy definovat dimenzi afinńı množiny jako
dimenzi odpov́ıdaj́ıćıho lineárńıho podprostoru a jelikož konvexńı množinu lze vnořit do
afinńı množiny (vynecháńım omezeńı λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m) i dimenzi konvexńı množiny.

Věta 2 Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Věta 3 Lineárńı kombinace konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Definice 5 Konvexńım obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

conv C =
⋂
α

Cα

všech konvexńıch množin Cα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch C.

Poznámka 4 Zřejmě plat́ı C ⊂ conv C.
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Věta 4 Konvexńı obal množiny C ⊂ Rn je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u
z C, tedy všech bod̊u tvaru

y =
m∑

i=1

λixi,

kde m ≥ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1.

Věta 5 (Caratheodory) Necht’ y ∈ conv C, kde C ⊂ Rn. Pak existuje n+ 1 bod̊u xi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1, takových, že y je jejich konvexńı kombinaćı.

Věta 6 Je-li množina C uzavřená, je i množina conv C uzavřená.

Poznámka 5 Z věty 4 plyne, že je-li množina C omezená, je i množina conv C omezená.
To spolu s větou 6 ukazuje, že je-li množina C kompaktńı, je i množina conv C kompaktńı.

Definice 6 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

dC(x) = inf
y∈C

‖y − x‖

nazveme vzdálenost́ı bodu x od množiny C (nebo vzdálenostńı funkćı množiny C).

Poznámka 6 Je-li množina C ⊂ Rn uzavřená, plat́ı

dC(x) = min
y∈C

‖y − x‖.

V daľśım výkladu se omeźıme na uzavřené množiny i když většina tvrzeńı má obecněǰśı
charakter.

Věta 7 Necht’ množina C ⊂ Rn je uzavřená. Pak vzdálenostńı funkce dC je lipschitzovská
v Rn s koeficientem L = 1. Je-li C konvexńı, je dC konvexńı v Rn a ke každému bodu
x ∈ Rn existuje právě jeden bod y ∈ C takový, že

‖y − x‖ = dC(x).

4



Definice 7 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y ∈ C je bod
takový, že ‖y−x‖ = dC(x). Pak řekneme, že y je projekćı bodu x do množiny C a ṕı̌seme
y = PC(x).

Věta 8 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x 	∈ C. Pak bod y = PC(x) je
hraničńım bodem množiny C.

Lemma 1 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y = PC(x). Pak plat́ı

(x− y)(z − y) ≤ 0 ∀z ∈ C

Věta 9 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina. Pak

‖PC(x2) − PC(x1)‖ ≤ ‖x2 − x1‖ ∀x1, x2 ∈ Rn.
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Definice 8 Necht’ a ∈ Rn a α ∈ R. Pak množinu

H(a, α) = {y ∈ Rn : aT y ≤ α}

nazveme poloprostorem určeným normálovým vektorem a a č́ıslem α.

Poznámka 7 Hranićı poloprostoru H(a, α) je nadrovina

L(a, α) = H(a, α) ∩H(−a, α) = {y ∈ Rn : aT y = α}.

Č́ıslo α určuje vzdálenost nadroviny L(a, α) od počátku. Tato vzdálenost se rovná pod́ılu
α/‖a‖. Odtud plyne, že bod y = 0 je hraničńım bodem poloprostoru H(a, α) (lež́ı v
hraničńı nadrovině L(a, α)) právě tehdy, když α = 0.

Věta 10 Poloprostor H(a, α) je uzavřenou konvexńı množinou.

Věta 11 Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a necht’ x 	∈ C. Pak existuje poloprostor
H(a, α) takový, že C ⊂ H(a, α) a x 	∈ H(a, α). Tento poloprostor lze volit tak, že plat́ı
a = x− PC(x) a α = (x− PC(x))TPC(x). Pak PC(x) ∈ L(a, α), takže C ∩ L(a, α) 	= ∅.
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Důsledek 1 Necht’ C1, C2 jsou uzavřené konvexńı množiny takové, že C1 ∩ C2 = ∅. Pak
existuje poloprostor H(a, α) takový, že C1 ⊂ H(a, α) a C2 ∩H(a, α) = ∅

Věta 12 Uzavřená konvexńı množina C ⊂ Rn je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch
C.

Definice 9 Konvexńı množina, která je pr̊unikem konečného počtu poloprostor̊u, se nazývá
polyedrálńı množinou.

Definice 10 Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a H(a, α) je poloprostor s hranićı
L(a, α) takový, že C ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α) 	= ∅. Pak řekneme, že H(a, α) je tečným
poloprostorem a L(a, α) tečnou nadrovinou množiny C.
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Poznámka 8 Ve Větě 12 se můžeme omezit na tečné poloprostory (uzavřená konvexńı
množina je pr̊unikem svých tečných poloprostor̊u). Obsahuje-li poloprostor H(a, α) kon-
vexńı množinu C, přižemž C ∩ L(a, α) = ∅, lze volbou α′ = maxy∈C a

Ty doćılit toho, že
C ⊂ H(a, α′) ⊂ H(a, α) a C ∩ L(a, α′) 	= ∅.

Věta 13 Necht’ bod y ∈ Rn je hraničńım bodem uzavřené konvexńı množiny C. Pak
existuje tečná nadrovina L(a, α) taková, že y ∈ L(a, α).

Definice 11 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Neńı-li bod x kon-
vexńı kombinaćı žádných bod̊u z C r̊uzných od x, řekneme, že x je krajńım bodem nebo
vrcholem množiny C.

Poznámka 9 V definici krajńıch bod̊u se můžeme omezit na konvexńı kombinace dvou
bod̊u z C r̊uzných od x. Dále se můžeme omezit na pr̊uměry dvou bod̊u z C r̊uzných od
x. Necht’ x = λ1x1 + λ2x2, λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ λ2 ≥ 0. Polož́ıme-li x3 = λ′1x1 + λ′2x2, kde
λ′1 = 2λ1 −1, λ′2 = 2λ2, takže λ′1 +λ′2 = 1, λ′1 ≥ 0, λ′2 ≥ 0, plat́ı x3 ∈ C a x = (x1 +x3)/2.

Věta 14 Kompaktńı konvexńı množina je konvexńım obalem svých krajńıch bod̊u.

Definice 12 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

δC(x) = sup
y∈C

yTx

nazveme opěrnou funkćı množiny C.
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Poznámka 10 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak plat́ı

δC(x) = max
y∈C

yTx.

V daľśım výkladu se omeźıme na kompaktńı množiny i když většina tvrzeńı má obecněǰśı
charakter.

Věta 15 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak opěrná funkce δC je pozitivně ho-
mogenńı, subaditivńı a lipschitzovská v Rn.

Věta 16 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak

δC(x) = δconv C(x) ∀x ∈ Rn.

Věta 17 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou konvexńı a kompaktńı. Pak C1 ⊂ C2

plat́ı právě tehdy, jestlǐze
δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn.

Důsledek 2 Necht’ množina C ⊂ Rn je konvexńı a kompaktńı. Pak y ∈ C právě tehdy,
jestlǐze

yTx ≤ δC(x) ∀x ∈ Rn.
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Věta 18 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou kompaktńı. Pak

δC1+C2(x) = δC1(x) + δC2(x).

Opěrná funkce množiny C ⊂ Rn má bezprostředńı vztah k poloprostor̊um obsahuj́ıćım
tuto množinu.

Věta 19 Množina C ⊂ Rn lež́ı v poloprostoru H(a, α) právě tehdy jestlǐze α ≥ δC(a),
přičemž H(a, α) je tečným poloprostorem množiny C právě tehdy, jestlǐze α = δC(a).

Definice 13 Řekneme, že množina K ⊂ Rn je kuželem, jestlǐze z x ∈ K a λ ≥ 0 plyne
λx ∈ K.

Věta 20 Pr̊unik kužel̊u je kuželem.

Věta 21 Lineárńı kombinace kužel̊u je kuželem.

Definice 14 Kuželovým obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

cone C =
⋂
α

Kα

všech kužel̊u Kα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch C.
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Věta 22 Necht’ C ⊂ Rn. Pak plat́ı

cone C =
⋃
λ≥0

λC = {x ∈ Rn : x = λy, y ∈ C, λ ≥ 0}

Kužel cone C je tedy množinou všech nezáporných násobk̊u bod̊u z C.

Věta 23 Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li všechny nezá-
porné lineárńı kombinace svých bod̊u.

Důsledek 3 Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li nezáporné
násobky a součty svých bod̊u.

Věta 24 Množina cone (conv C) je množinou všech nezáporných lineárńıch kombinaćı
bod̊u z C.

Jelikož uzavřený konvexńı kužel je uzavřenou konvexńı množinou, můžeme studovat tečné
poloprostory uzavřených konvexńıch kužel̊u.

Věta 25 Tečný poloprostor uzavřeného konvexńıho kuželu je uzavřeným konvexńım kuželem
(takže obsahuje počátek souřadnic). Uzavřený konvexńı kužel je pr̊unikem svých tečných
poloprostor̊u.

11



Definice 15 Necht’ C ∈ Rn. Množinu

C∗ = {x ∈ Rn : yTx ≤ 0 ∀y ∈ C}
nazveme polárńım kuželem množiny C.

Poznámka 11 Z definice 15 lze snadno usoudit, že z C1 ⊂ C2 plyne C∗
2 ⊂ C∗

1 .
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Věta 26 Necht’ C ⊂ Rn. Pak množina C∗ je uzavřeným konvexńım kuželem.

Věta 27 Je-li K ⊂ Rn uzavřeným konvexńım kuželem, plat́ı (K∗)∗ = K.

Věta 28 Necht’ K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak

K∗ = {x ∈ Rn : PK(x) = 0}.

Věta 29 Necht’ K ⊂ Rn je uzavřený konvexńı kužel. Pak K∗ je sjednoceńım normálových
vektor̊u tečných poloprostor̊u kuželu K, neboli

K∗ =
⋃

K⊂H(a,0)

a.

Definice 16 Kužel K ⊂ Rn, který je pr̊unikem konečného počtu tečných poloprostor̊u, se
nazvývá polyedrálńım kuželem

Věta 30 Necht’ K ∈ Rn je polyedrálńı kužel takový, že

K =
m⋂

i=1

H(ai, 0)

Pak
K∗ = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

13



Definice 17 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Tečným kuželem množiny C
v bodě x nazveme množinu

TC(x) = {y ∈ Rn : existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C}
Věta 31 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ C. Pak TC(x) je uzavřeným kuželem.
Je-li C konvexńı, je i TC(x) konvexńı.

Věta 32 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

TC(x) =
⋃
λ≥0

λ(C − x)
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Věta 33 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım
bodem. Pak TC(x) je p̊unikem všech tečných poloprostor̊u množiny C − x obsahuj́ıćıch
počátek souřadnic, neboli

TC(x) =
⋂

C−x⊂H(a,0)

H(a, 0).

Je-li množina C ∈ Rn polyedrálńı, je i tečný kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné
poloprostory H(ai, 0), 1 ≤ i ≤ m, takové, že

TC(x) =
m⋂

i=1

H(ai, 0).

Definice 18 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Normálovým kuželem
množiny C v bodě x nazveme množinu

NC(x) = T ∗
C(x),

kde T ∗
C(x) je polárńı kužel tečného kuželu TC(x).

Poznámka 12 Podle Věty 26 je množina NC(x) uzavřeným konvexńım kuželem.

Věta 34 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.
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Věta 35 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C je jej́ım hraničńım
bodem. Pak NC(x) je sjednoceńım normálových vektor̊u tečných poloprostor̊u množiny
C − x obsahuj́ıćıch počátek souřadnic, neboli

NC(x) =
⋃

C−x⊂H(a,0)

a.

Je-li množina C ⊂ Rn polyedrálńı, je i normálový kužel TC(x) polyedrálńı a existuj́ı tečné
poloprostory H(ai, 0), 1 ≤ i ≤ m, takové, že

NC(x) = cone (conv {ai : 1 ≤ i ≤ m}).

Věta 36 Necht’ F ∈ C1 : Rn → R (spojitě diferencovaná) C ⊂ Rn a x∗ ∈ C. Pak je-li x∗

lokálńım minimem funkce F na C, plat́ı

−g(x∗) ∈ NC(x∗)
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Věta 37 Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 36 a

C = {x ∈ Rn : ci(x) ≤ 0, i ∈ I}
kde ci : Rn → R, i ∈ I, jsou konvexńı funkce (takže C ∈ Rn je konvexńı množina). Necht’

x∗ ∈ C a I = {i ∈ I : ci(x
∗) = 0} ⊂ I. Pak

TC(x∗) = {s ∈ Rn : aT
i s ≤ 0, i ∈ I}

a

NC(x∗) =

⎧⎨
⎩v ∈ Rn : v =

∑
i∈I

uiai, ui ≥ 0

⎫⎬
⎭ = cone (conv {ai : i ∈ I})

kde ai = ∇ci(x∗).

Konvexńı funkce

Definice 19 Řekneme, že funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, jestlǐze
existuje č́ıslo ε > 0 takové, že F je definovaná a konvexńı v B(x, ε) = {y : ‖y − x‖ < ε},
neboli

F (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λF (x1) + (1 − λ)F (x2),

pokud x1 ∈ B(x, ε), x2 ∈ B(x, ε) a 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 13 Indukćı snadno dokážeme, že z xi ∈ B(x, ε), λi ≥ 0 a
∑m

i=1 λi = 1 plyne

F

(
m∑

i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λiF (xi),

pokud F je konvexńı na B(x, ε).

Věta 38 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F je lipschit-
zovská v okoĺı bodu x.

Lemma 2 Necht’ funkce ϕ : R → R je konvexńı na intervalu [a, b] a necht’ a ≤ t1 < t2 <
t3 ≤ b. Pak plat́ı

ϕ(t2) − ϕ(t1)

t2 − t1
≤ ϕ(t3) − ϕ(t1)

t3 − t1
≤ ϕ(t3) − ϕ(t2)

t3 − t2
.
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Definice 20 Řekneme, že funkce F : Rn → R má v bodě x ∈ Rn směrovou derivaci ve
směru h ∈ Rn, existuje-li konečná limita

F ′(x, h) = lim
t↓0

F (x+ th) − F (x)

t
.

Věta 39 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je lipschit-
zovská s nějakou konstantou L v okoĺı tohoto bodu). Pak:

(a) Směrová derivace F ′(x, h) existuje pro každé h ∈ Rn. Nav́ıc existuje č́ıslo ε > 0
takové, že

F ′(x, h) = inf
0<t‖h‖<ε

F (x+ th) − F (x)

t
.

(b) Funkce F ′(x, ·) : Rn → R je pozitivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s
konstantou L.

(c) Funkce F ′(·, ·) : Rn × Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F ′(xi, hi) ≤ F ′(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

Poznámka 14 Podle Definice 20 plat́ı F ′(x, 0) = 0, takže podle Věty 39 (b) dostaneme

|F ′(x, h)| = |F ′(x, h) − F ′(x, 0)| ≤ L‖h‖.
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Definice 21 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}

nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Elementy g ∈ ∂F (x) budeme nazývat sub-
gradienty funkce F v bodě x.

Věta 40 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je v tomto
okoĺı lipschitzovská s nějakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ‖g‖ ≤ L
∀g ∈ ∂F (x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

F ′(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak g ∈ ∂F (x) (polospojitost shora).
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(d) Existuje č́ıslo ε > 0 takové, že pro libovolný vektor g ∈ ∂F (x) plat́ı

F (x+ h) − F (x) ≥ gTh ∀h ∈ B(0, ε).

Poznámka 15 Podle věty 40 (b) je směrová derivace opěrnou funkćı subdiferenciálu,
neboli

F ′(x, h) = δ∂F (x)(h).

Věta 41 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v
bodě x ∈ Rn. Pak plat́ı

∂F (x) = {∇F (x)}.

Věta 42 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak F má v bodě x
lokálńı minimum právě tehdy, jestlǐze

0 ∈ ∂F (x).

Věta 43 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

TC(x) = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}
(d′C(x, y) je směrová derivace funkce dC(x) ve směru y ∈ Rn).

Věta 44 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

NC(x) =
⋃
λ≥0

λ∂dC(x)

Věta 45 Necht’ funkce F : Rn → R je dvakrát spojitě diferencovatelná v bodě x ∈ Rn.
Je-li F konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, je jej́ı Hessova matice pozitivně semidefinitńı v bodě
x. Je-li Hessova matice funkce F pozitivně definitńı v bodě x, je tato funkce konvexńı v
okoĺı bodu x.
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Nepodḿıněná minimalizace

Budeme hledat minimum funkce F : Rn → R na jej́ım definičńım oboru D(F ) ⊂ Rn

(obvykle D(F ) = Rn). Předpokládáme, že F ∈ C2 (je dvakrát spojitě diferencovatelná).
Označeńı:

g(x) =

⎡
⎢⎢⎣

∂F (x)
∂x1

. . .
∂F (x)
∂xn

⎤
⎥⎥⎦ , G(x) =

⎡
⎢⎢⎣

∂2F (x)
∂x2

1
. . . ∂2F (x)

∂x1∂xn

. . . . . . . . .
∂2F (x)
∂xn∂x1

. . . ∂2F (x)
∂x2

n

⎤
⎥⎥⎦

g – gradient, G – Hessova matice

Definice 22 F : Rn → R je zdola omezená, existuje-li F tak, že

F (x) ≥ F ∀x ∈ Rn (F1)

Definice 23 F : Rn → R má kompaktńı hladiny, jestlǐze

L(F ) = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F} (F2)

je kompaktńı ∀F ∈ R (prázdná množina je kompaktńı).

Definice 24 F ∈ C2 : Rn → R má omezené druhé derivace, existuje-li G > 0 tak, že
‖G(x)‖ ≤ G ∀x ∈ Rn, čili

|dTG(x)d| ≤ G ‖d‖2 ∀x, d ∈ Rn (F3)

Definice 25 F ∈ C2 : Rn → R je stejnoměrně konvexńı, existuje-li G > 0 tak, že

dTG(x)d ≥ G ‖d‖2 ∀x, d ∈ Rn (F4)

Definice 26 F ∈ C2 : Rn → R má lipschitzovské druhé derivace, jestlǐze existuje L > 0
tak, že

‖G(x+ d) −G(x)‖ ≤ L ‖d‖ ∀x, d ∈ Rn (F5)

Věta 46 (o středńı hodnotě). Necht’ F ∈ C2 : Rn → R a x, d ∈ Rn. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dTg(x) +
1

2
dTG(x̃)d

kde x̃ = x+ λ̃d a 0 ≤ λ ≤ 1.

Důsledek 4 Podmı́nka (F3) implikuje

F (x+ d) − F (x) ≤ dTg(x) +
1

2
G ‖d‖2

Podmı́nka (F4) implikuje

F (x+ d) − F (x) ≥ dTg(x) +
1

2
G ‖d‖2
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Věta 47 (o středńı hodnotě). Necht’ F ∈ C2 : Rn → R a x, d ∈ Rn. Pak plat́ı

g(x+ d) = g(x) +
∫ 1

0
G(x+ λd)d dλ

Důsledek 5 Podmı́nka (F3) implikuje

‖g(x+ d) − g(x)‖ ≤ G ‖d‖
dT (g(x+ d) − g(x)) ≤ G ‖d‖2

Podmı́nka (F4) implikuje

‖g(x+ d) − g(x)‖ ≥ G ‖d‖
dT (g(x+ d) − g(x)) ≥ G ‖d‖2

Podḿınky optimality

Definice 27 Řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R jestlǐze
existuje ε > 0 tak, že

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ B(x∗, ε) = {x ∈ Rn : ‖x− x∗‖ < ε}
Jestlǐze F (x∗) < F (x) ∀x ∈ B(x∗, ε)\{x∗}, řekneme, že bod x∗ je ostrým (izolovaným)
lokálńım minimem funkce F .

Věta 48 (nutné podmı́nky). Necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F ∈ C2 :
Rn → R. Pak plat́ı

g(x∗) = 0

G(x∗) � 0

(G(x∗) je pozitivně semidefinitńı).

Věta 49 (postačuj́ıćı podmı́nky). Necht’ F ∈ C2 : Rn → R na B(x∗, ε) a necht’

g(x∗) = 0

G(x∗) � 0

(G(x∗) je pozitivně definitńı). Pak bod x∗ je ostrým (izolovaným) minimem funkce F :
Rn → R.

Poznámka 16 Necht’ F ∈ C2 : Rn → R na B(x∗, ε) a necht’

g(x∗) = 0

G(x∗) � 0

Je-li G(x∗) singulárńı, nelze rozhodnout, je-li x∗ lokálńım minimem.

Př́ıklad 5 Necht’ funkce F : R → R je zadaná předpisem F (x) = x3 a x∗ = 0. Pak

g(x∗) = [F ′(x∗)] = [3x∗] = [0], pro x∗ = 0

G(x∗) = [F ′′(x∗)] = [6x∗] = [0], pro x∗ = 0

Tedy g(x∗) = 0, G(x∗) � 0, ale F má v bodě x∗ inflexńı bod.
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Konvergence iteračńıch proces̊u

Definice 28 Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u z Rn. Jestlǐze pro libovolné č́ıslo ε > 0
existuje index k(ε) ∈ N takový, že xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k(ε), řekneme, že posloupnost {xi}
konverguje k bodu x∗ ∈ Rn a ṕı̌seme xi → x∗.

Poznámka 17 Jestliže ξi → 0 (a ξi 	= 0), je výhodné použ́ıvat symboly o(ξi) a O(ξi) pro
posloupnosti takové, že

‖o(ξi)‖ / ‖ξi‖ → 0, a ‖O(ξi)‖ / ‖ξi‖ ≤ C.

Pro libovolný exponent r ∈ R plat́ı (1+o(ξi))
r = 1+o(ξi) a (1+O(ξi))

r = 1+O(ξi), pokud
o(ξi) → 0 a O(ξi) → 0. Jestliže ξi = O(ηi) a ηi = O(ξi), budeme ř́ıkat, že posloupnosti
{ξi} a {ηi} jsou ekvivalentńı a budeme psát ξi ∼ ηi.

Věta 50 Necht’ xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn →
R (tj. g(x∗) = 0). Označme ei = xi − x∗. Pak plat́ı

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1

2
dT

i Gidi + o
(
‖di‖2

)
= dT

i gi +
1

2
dT

i G
∗di + o

(
‖di‖2

)
g(xi + di) − g(xi) = Gidi + o (‖di‖) = G∗di + o (‖di‖)

a

F (xi) − F (x∗) =
1

2
eT

i G
∗ei + o

(
‖ei‖2

)
g(xi) = G∗ei + o (‖ei‖)

Poznámka 18 Plat́ı-li (F5), můžeme o (‖di‖2) a o (‖di‖) nahradit O (‖di‖3) a O (‖di‖2).

Definice 29 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i < 1.

Věta 51 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně právě tehdy,
existuj́ı-li č́ısla 0 < q < 1, M > 0 a index k ∈ N taková, že

‖xi − x∗‖ ≤Mqi−k‖xk − x∗‖
∀i ≥ k.

Definice 30 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ R-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i = 0

Definice 31 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně, jestlǐze

lim sup
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ < 1.
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Věta 52 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně právě tehdy,
existuje-li č́ıslo 0 < q < 1 a index k ∈ N tak, že

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ q

∀i ≥ k.

Definice 32 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0

Věta 53 Necht’ xi → x Q-lineárně (Q-superlineárně). Pak xi → x R-lineárně (R-
superlineárně).

Definice 33 Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ m-krokově Q-superlineárně,
jestlǐze existuje č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
i→∞

‖xi+m − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0.

Posloupnost {xi} ⊂ Rn konverguje k bodu x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze
existuje č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
k→∞

‖x(k+1)m+1 − x∗‖
‖xkm+1 − x∗‖ = 0.

Poznámka 19 m-kroková Q-superlineárńı konvergence implikuje cyklickou m-krokově
Q-superlineárńı konvergenci.

Věta 54 Necht’ xi → x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně a necht’ existuje konstanta
C > 0 taková, že ‖ei+1‖ ≤ C‖ei‖ ∀i ∈ N . Pak xi → x∗ R-superlineárně.

Základńı optimalizačńı metody

Definice 34 Základńı optimalizačńı metodou nazýváme iteračńı proces, jehož výsledkem
je posloupnost {xi} ⊂ Rn taková, že

xi+1 = xi + αisi

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj, Fj, gj, Gj, 1 ≤ j ≤ i, a délka
kroku αi > 0 se určuje na základě chováńı funkce F : Rn → R v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 35 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je globálně konvergentńı, jestlǐze
pro libovolný počátečńı bod x1 ∈ Rn plat́ı

lim inf
i→∞ ‖g(xi)‖ = 0 .

24



Poznámka 20 Definice 35 nezaručuje, že posloupnost {xi} konverguje (může divergo-
vat nebo mı́t v́ıce hromadných bod̊u, z nichž některé nemuśı být stacionárńımi body).
Dokonce, když xi → x∗, nemuśı x∗ ∈ Rn být lokálńım minimem funkce F (je to vždy
stacionárńı bod, který může být např́ıklad sedlovým bodem).

Metoda největš́ıho spádu:

si = −g(xi)

αi = arg min
α≥0

F (xi + αsi)

Výhody:

• je globálně konvergentńı

• použ́ıvá pouze vektory (O(n) pamět’ových mı́st a operaćı)

Nevýhody:

• vyžaduje přesný výběr délky kroku

• je pouze R-lineárně konvergentńı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G(x∗)) − 1

κ(G(x∗)) + 1

Newtonova metoda:

si = −G−1(xi) g (xi)

αi = 1

Výhody:

• je superlineárně konvergentńı

• použ́ıvá jednoduchý výběr délky kroku

Nevýhody:

• neńı globálně konvergentńı, je-li x1 daleko of x∗, nemuśı konvergovat

• použ́ıvá matici řádu n a je potřeba řešit soustavu lineárńıch rovnic (O(n2) pamět’ových
mı́st, O(n3) operaćı)

• je třeba poč́ıtat druhé derivace
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Metody spádových směr̊u

Předpokládáme, že gi 	= 0, si 	= 0 ∀i ∈ N a označ́ıme

ci = − sT
i gi

‖si‖ ‖gi‖
(směrový kosinus).

Definice 36 Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou spádové, jestlǐze plat́ı

ci > 0 ∀i ∈ N (S1a)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou stejnoměrně spádové, jestlǐze existuje
konstanta c > 0 taková, že

ci ≥ c ∀i ∈ N (S1b)

Věta 55 Necht’ si = −Higi (nebo Bisi = −gi) kde Hi (nebo Bi) je symetrická positivně
definitńı matice. Pak plat́ı

c2i ≥
1

κi

kde κi je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice Hi (nebo Bi).

Definice 37 Řekneme, že délky kroku αi > 0, i ∈ N , splňuj́ı silnou Wolfeho podmı́nku
nebo slabou Wolfeho podmı́nku nebo Goldsteinovu podmı́nku nebo Armijovu podmı́nku,
jestlǐze existuj́ı č́ısla 0 ≤ ε1 < 1/2, ε1 < ε2 < 1 tak, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi (S2)

a bud’

|sT
i gi+1| ≤ ε2|sT

i gi| (S3a)

nebo
sT

i gi+1 ≥ ε2s
T
i gi (S3b)

nebo
Fi+1 − Fi ≥ ε2αis

T
i gi (S3c)

nebo αi > 0 je prvńı člen vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2) v posloupnosti {αj
i}, j ∈ N , takové,

že α‖gi‖/‖si‖ ≤ α1
i ≤ α‖gi‖/‖si‖ a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i (S3d)

∀i ∈ N , kde 0 < α < α a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .
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Poznámka 21 (Konzistence) Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3) a
směrový vektor si ∈ Rn je spádový. Pak existuje délka kroku αi > 0 splňuj́ıćı podmı́nku (S2)
a libovolnou z podmı́nek (S3a)-(S3d).

Poznámka 22 Použit́ı uvedených podmı́nek:
(S3a) - metody sdružených gradient̊u
(S3b) - metody s proměnnou metrikou
(S3c) - numerický výpočet gradient̊u
(S3d) - nehladké úlohy

Definice 38 Základńı optimalizačńı metoda (Definice 34) je metodou spádových směr̊u
(stejnoměrně spádových směr̊u), jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku
(S1a) (podmı́nku (S1b)) a délky kroku αi > 0, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S2) a některou z
podmı́nek (S3a)-(S3d).

Poznámka 23 Metoda největš́ıho spádu si = −gi je metodou stejnoměrně spádových
směr̊u, protože sT

i gi = −‖gi‖2 = −‖si‖‖gi‖ a (S1b) plat́ı pro c = 1.

Věta 56 (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)
a (F3). Pak metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı, jestlǐze plat́ı

∞∑
i=1

c2i = ∞

Poznámka 24 Jestliže si = −Higi (nebo Bisi = −gi), můžeme předchoźı podmı́nku
nahradit podmı́nkou

∞∑
i=1

1

κi
= ∞

kde κi jsou spektrálńı č́ısla podmı́něnosti matic Hi (nebo Bi).

Poznámka 25 Pro metodu stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı ‖gi‖ → 0. (Je to silněǰśı
tvrzeńı než globálńı konvergence podle Definice 35).
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Poznámka 26 Zvoĺıme c > 0 a polož́ıme si = −gi (restart), kdykoliv vyjde ci < c. Tato
úprava zaručuje globálńı konvergenci.

Věta 57 (Superlineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná
metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Necht’

lim
i→∞

‖Bisi + gi‖
‖gi‖ = 0

lim
i→∞

‖(Bi −Gi)si‖
‖si‖ = 0

a necht’ αi = 1 kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2) a některé z (S3a)-(S3d).
Pak existuje index k ∈ N takový, že αi = 1 ∀i ≥ k a xi → x∗ Q-superlineárně.

Algoritmus 1 (výběr délky kroku splňuj́ıćı (S2) a (S3b))

Data: 0 < β ≤ β < 1 < γ < γ. Počátečńı hodnota α > 0.

K1: Set α := 0.

K2: Set α := α, α := α. If (S2) and (S3b) stop (αi = α). If not (S2) go to K4.

K3: Urč́ıme α tak, že γα ≤ α ≤ γα (extrapolace). Go to K2.

K4: Urč́ıme α tak, že β(α− α) ≤ (α− α) ≤ β(α− α) (interpolace).

K5: If (S2) and (S3b) stop (αi = α). If not (S2) set α := α else set α := α. Go to
K4.

Poznámka 27 Extrapolace a interpolace.

ϕ(α) = F (xi + αsi), ϕ′(α) = sT
i g(xi + αsi)

A =
ϕ(α) − ϕ(α)

(α− α)ϕ′(α)

B =
ϕ′(α)

ϕ′(α)

Kvadratická (dvě hodnoty):

α− α =
α− α

2(1 − A)

Kvadratická (dvě derivace):

α− α =
α− α

1 − B

Kubická:

α− α =
α− α

D +
√
D2 − 3C

C = (B − 1) − 2(A− 1)

D = (B − 1) − 3(A− 1)
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Definice 39 Jestlǐze plat́ı

sT
i g(xi + αisi) = 0 ∀i ∈ N

řekneme, že výběr délky kroku je přesný. Jestlǐze plat́ı

lim
i→∞

sT
i g(xi + αisi)

sT
i gi

= 0

řekneme, že výběr délky kroku je asymptoticky přesný.

Poznámka 28 Pokud v každé iteraci použ́ıváme alespoň jednu kvadratickou nebo ku-
bickou interpolaci (Algoritmus 1, Poznámka 10), je výběr délky kroku asymptoticky
přesný.

Věta 58 (R-lineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná
metodou stejnoměrně spádových směr̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková,
že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje
podmı́nkám (F3) a (F4). Pak plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G∗) − 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1 − c2

κ(G∗) + 1 + (κ(G∗) − 1)
√

1 − c2

kde κ(G∗) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice G∗ a c je konstanta v (S1b).

Důsledek 6 Pro metodu nejvěťśıho spádu lze položit c = 1, takže plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G∗) − 1

κ(G∗) + 1

Metody sdružených gradient̊u

Definice 40 Řekneme, že metoda spádových směr̊u je metodou sdružených gradient̊u
(CG), jestlǐze

s1 = −g1 a si+1 = −gi+1 + βisi pro i ∈ N, (CGa)

kde parametr βi se vyb́ırá tak, aby směrové vektory si, 1 ≤ i ≤ n, byly sdružené (nebo
G–ortogonálńı), aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexńı kvadratickou funkci

Q(x) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗)

a použ́ıváme-li přesný výběr délky kroku (plat́ı sT
i gi+1 = 0 ∀i ∈ N).

Poznámka 29 Označme di = xi+1 − xi = αisi a yi = gi+1 − gi. Pak pro kvadratickou
funkci Q plat́ı yi = Gdi a podmı́nku G–ortogonality vektor̊u si, si+1 lze zapsat ve tvaru
αis

T
i Gsi+1 = yT

i si+1 = 0 (předpokládáme, že αi 	= 0). Odtud prostřednictv́ım (CGa)
dostaneme rovnici βiy

T
i si − yT

i gi+1 = 0 neboli

βi =
yT

i gi+1

yT
i si

. (CGb)

Tato volba již zaručuje vzájemnou G–ortogonalitu směrových vektor̊u si, 1 ≤ i ≤ n.
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Věta 59 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ Q : Rn → R je ryze konvexńı kvadratická funkce
a {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná metodou (CGa)–(CGb) s přesným výběrem
délky kroku. Pak pro 1 ≤ j < i ≤ n + 1 plat́ı

sT
j gi = 0 (biortogonalita směr̊u a gradient̊u)

gT
j gi = 0 (ortogonalita gradient̊u)

sT
j Gsi = 0 (sdruženost směr̊u)

Nav́ıc existuje index m ≤ n takový, že gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.

Poznámka 30 Použ́ıváme-li přesný výběr délky kroku, můžeme podle (CGa) psát

yT
i si = gT

i+1si − gT
i si = −gT

i si = gT
i gi − βi−1g

T
i si−1 = gT

i gi.

Je-li nav́ıc minimalizovaná funkce kvadratická, plat́ı gT
i gi+1 = 0, takže

yT
i gi+1 = gT

i+1gi+1 − gT
i gi+1 = gT

i+1gi+1.

Odtud plyne, že ve vzorci pro βi můžeme použ́ıt tři r̊uzné jmenovatele a dva r̊uzné čitatele,
aniž bychom porušili platnost věty 59. Dostaneme tak šest základńıch metod sdružených
gradient̊u.

βHS
i =

yT
i gi+1

yT
i si

, βPR
i =

yT
i gi+1

gT
i gi

, βLS
i =

yT
i gi+1

|gT
i si|

(HS – Hestenes a Stiefel, PR – Polak a Ribiére, LS – Liu a Storey),

βDY
i =

gT
i+1gi+1

yT
i si

, βFR
i =

gT
i+1gi+1

gT
i gi

, βCD
i =

gT
i+1gi+1

|gT
i si|

(DY – Dai a Yuan, FR – Fletcher a Reeves, CD – conjugate descent).

Poznámka 31 Metody sdružených gradient̊u můžeme rozdělit do dvou skupin:

• Metody HS, PR, LS jsou výhodněǰśı pro praktické použit́ı, ale nejsou bez nutných
úprav globálně konvergentńı.

• Metody DY, FR, CD jsou za určitých předpoklad̊u (výběr délky kroku) globálně
konvergentńı, ale h̊uře zachovávaj́ı sdruženost směrových vektor̊u.

• Metody patř́ıćı do téže skupiny se svými vlastnostmi př́ılǐs nelǐśı.

Globálńı konvergence

Věta 60 (Globálńı konvergence metody DY) Necht’ F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)
a (F3). Pak metoda CG s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku (S2),
(S3b) je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
gT

i+1gi+1

yT
i si

kde −(1 − ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1.
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Věta 61 (Globálńı konvergence metody FR) Necht’ F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)
a (F3). Pak metoda CG s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku (S2),
(S3a) s ε2 < 1/2 je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
gT

i+1gi+1

gT
i gi

kde |λi| ≤ 1.

Poznámka 32 Metody HS, PR, LS dávaj́ı lepš́ı výsledky než metody DY, FR, CD.
Konvergenci prvńıch metod lze zlepšit vyloučeńım záporných hodnot:

βHS+
i = max(0, βHS

i ), βPR+
i = max(0, βPR

i ), βLS+
i = max(0, βLS

i ),

nebo kombinováńım s druhými metodami:

β
HS/DY
i = max(0,min(βHS

i , βDY
i )),

β
PR/FR
i = max(0,min(βPR

i , βFR
i )),

β
LS/CD
i = max(0,min(βLS

i , βCD
i )).

Kombinované metody jsou globálně konvergentńı za stejných předpoklad̊u jako metody
DY, FR, CD a dávaj́ı stejně dobré výsledky jako metody HS, PR, LS.

Asymptotická rychlost konvergence

Lemma 3 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 59. Necht’ gi 	= 0 pro nějaký index 1 ≤
i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ max
1≤k≤n

P 2
i (λk), (1)

kde Pi(λ) je libovolný polynom stupně i takový, že Pi(0) = 1, a λk, 1 ≤ k ≤ n, jsou vlastńı
č́ısla matice G seřazená vzestupně.

Věta 62 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 59. Necht’ gi 	= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤
n. Pak plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤
(
λm+1−i − λ1

λm+1−i + λ1

)2

, (2)

kde λk, 1 ≤ k ≤ m, jsou r̊uzná vlastńı č́ısla matice G seřazená vzestupně.

Důsledek 7 Metoda CG s přesným výběrem délky kroku nalezne minimum ryze konvexńı
kvadratické funkce po nejvýše m kroćıch, kde m je počet r̊uzných vlastńıch č́ısel matice G.

Věta 63 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 59. Necht’ gi 	= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤
n. Pak plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ 4

⎛
⎝
√
κ(G) − 1√
κ(G) + 1

⎞
⎠

2i

. (3)

31



Definice 41 Řekneme, že metoda CG je cyklicky přerušovaná, jestlǐze βi = 0, i ∈ M ,
kde

M = {(i− 1)n+ 1 : i ∈ N}
(vždy po n kroćıch se provede restart).

Věta 64 Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u źıskaná cyklicky přerušovanou metodou
CG s asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je
stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3)-(F5). Pak
xi → x∗ R-superlineárně.

Věta 65 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 64. Pak uvnitř každého cyklu xi → x∗

alespoň R-lineárně s asymptotickou rychlost́ı

q ≤
√
κ(G∗) − 1√
κ(G∗) + 1

Poznámka 33 Odhad (
√
κ−1)/(

√
κ+1) je př́ıznivěǰśı než odhad (κ−1)/(κ+1) platný

pro metodu spádových směr̊u.

κ ε SD CG

102 10−4 460 46

104 10−6 69077 690
106 10−8 9210340 9210

V tabulce je uvedeno č́ıslo podmı́něnosti κ, požadovaná přesnost ε a počet iteraćı potřebných
k dosažeńı požadované přesnosti.

Modifikace a implementace metod sdružených gradient̊u

Věta 66 Uvažujme modifikované metody sdružených gradient̊u dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N,

kde βi nabývá hodnot βDY
i , βFR

i , βCD
i a ϑi hodnot

ϑDY
i =

yT
i si

yT
i si

= 1, ϑFR
i =

yT
i si

gT
i gi

, ϑCD
i =

yT
i si

|gT
i si| .

Pak plat́ı věta 59. Splňuje-li funkce F : Rn → R podmı́nky (F1) a (F3), jsou modifikované
metody DY, FR, CD s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku (S2),
(S3b) globálně konvergentńı,

Věta 67 Uvažujme modifikované metody sdružených gradient̊u dané předpisem

s1 = −g1 a si+1 = −ϑigi+1 + βisi pro i ∈ N,

kde βi nabývá hodnot βHS
i , βPR

i , βLS
i a ϑi hodnot

ϑHS
i =

yT
i si

yT
i si

= 1, ϑPR
i =

yT
i si

gT
i gi

, ϑLS
i =

yT
i si

|gT
i si| .

Pak plat́ı věta 59 a nav́ıc yT
i si+1 = 0 ∀i ∈ N .
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Poznámka 34 Účinnost metod CG lze zvýšit restartováńım. Je vhodné testovat spádovost
směrových vektor̊u.. V tomto př́ıpadě polož́ıme βi = 0, pokud neplat́ı

−gT
i+1si+1 ≥ ε0‖gi+1‖‖si+1‖,

kde ε0 ≈ 10−8. Použ́ıváme-li metody DY, FR, CD, je výhodné testovat sdruženost
směrových vektor̊u. V tomto př́ıpadě polož́ıme βi = 0, pokud neplat́ı

yT
i si+1 ≤ η1‖si+1‖‖yi‖, (4)

kde η1 ≈ 0.005.

Poznámka 35 V př́ıpadě metod CG je vhodné použ́ıvat silnou Wolfeho podmı́nku s
ε1 = 10−4 a ε2 = 10−1. Algoritmus 1 je třeba upravit tak, že (S3b) ponecháme beze
změny a společně s (S2) vyhodnocujeme podmı́nku

sT
i gi+1 ≤ ε2|sT

i gi|,
která je část́ı (S3a).

Algoritmus 2 (Metoda sdružených gradient̊u)

Data ε1 = 10−4, ε2 = 10−1, η1 = 0.05, ε > 0.

K1: Zvoĺıme x1 ∈ Rn. Set F1 := F (x1), g1 := g(x1). Set i := 1.

K2: If ‖gi‖ ≤ ε stop. Urč́ıme směrový vektor si pomoćı zvolené metody a rozhodneme
o přerušeńı iteračńıho procesu podle poznámky 34.

K3: Urč́ıme délku kroku αi > 0 použit́ım algoritmu 1 upraveného podle poznámky 35.
Set xi+1 := xi + αisi, Fi+1 := F (xi+1), gi+1 := g(xi+1). Set i := i+ 1, go to K2.

Lineárńı metoda sdružených gradient̊u

Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı matice. Pak řešeńı soustavy rovnic

Bs = −g
je ekvivalentńı minimalizaci kvadratické funkce

1

2
sTBs+ gT s

Použ́ıvá se předpodmı́něńı: C je symetrická pozitivně definitńı snadno invertovatelná mat-
ice (předpodmiňovač),

C− 1
2BC− 1

2C
1
2s = −C− 1

2g,

B̃s̃ = −g̃,
kde B̃ je předpodmı́něná matice. Měla by být co nejlépe podmı́něná (κ(B̃) � κ(B)).
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Algoritmus 3 (Metoda PCG pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic)

Data: 0 ≤ ω < 1

K1: Set s := 0, r := −g, p := 0, β := 0

K2: While ‖r‖ > ω‖g‖ do

r̃ := C−1r, γ := rT r̃, β := βγ
p := r̃ + βp, q := Bp, α := γ/pTq
s := s+ αp, r := r − αq, β := 1/γ

end while

Věta 68 Aplikujeme-li metodu PCG s C = I na kvadratickou funkci Q(s) a plat́ı-li
gT

j gj > 0, pT
j Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, m̊užeme pro 0 < α < αi psát

Q(si+1) < Q(si(α)) < Q(si),

gT si+1 < gTsi(α) < gT si,

‖si+1‖ > ‖si(α)‖ > ‖si‖,
gT si+1

‖g‖‖si+1‖ >
gTsi(α)

‖g‖‖si(α)‖ >
gTsi

‖g‖‖si‖ .
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Věta 69 Jsou-li splněny předpoklady věty 68, plat́ı

−Q(si+1) ≥ 1

2

‖g‖2

‖B‖ , −gT si+1 ≥ ‖g‖2

‖B‖ .

Je-li nav́ıc matice B pozitivně definitńı, plat́ı

− gTsi+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ 1√
κ(B)

.

Metody s proměnnou metrikou

Definice 42 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je metodou s proměnnou metrikou
(VM), jestlǐze

si = −Higi ∀i ∈ N

kde Hi, i ∈ N jsou s.p.d. matice takové, že H1 = I a

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i )

kde Ui ∈ Rn×2 a kde Mi ∈ R2×2 se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská (QN)
podmı́nka

Hi+1yi = ρidi

Přitom γi > 0, ρi > 0, di = xi+1 − xi, yi = gi+1 − gi.

Poznámka 36 Nejefektivněǰśı metody VM patř́ı do Broydenovy tř́ıdy, kde

Ui = [di, Hiyi]

Poznámka 37 Zjednodušeńı: i vynecháme a i+ 1 nahrad́ıme +.

Věta 70 Necht’ H+ = γ(H + UMUT ), kde U = [d,Hy]. Pak QN podmı́nka H+y = ρd
plat́ı právě tehdy, jestlǐze

M =

[
1
b

(
η a

b
+ ρ

γ

)
, −η

b

−η
b
, η−1

a

]

kde η je volný parametr a kde a = yTHy, b = yTd, c = dTH−1d.

Poznámka 38 Po roznásobeńı dostaneme

H+ = γ

(
H +

ρ

γ

1

b
ddT − 1

a
Hy(Hy)T +

η

a

(
a

b
d−Hy

)(
a

b
d−Hy

)T
)

(H)

Nejznáměǰśı metody z Broydenovy tř́ıdy:

• Davidon, Fletcher, Powell (DFP): η = 0:

H+ = γ

(
H +

ρ

γ

1

b
ddT − 1

a
Hy(Hy)T

)
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• Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS): η = 1

H+ = γ
(
H +

(
ρ

γ
+
a

b

)
1

b
ddT − 1

b
(HydT + d(Hy)T )

)

• Metoda hodnosti 1 (R1) η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b):

H+ = γ

⎛
⎝H +

ρ
γ

ρ
γ
b− a

(
ρ

γ
d−Hy

)(
ρ

γ
d−Hy

)T
⎞
⎠

Poznámka 39 Vlastnosti:

• DFP – velmi špatná, pomalá konvergence

• BFGS – spolehlivá a efektivńı

• R1 – matice H+ nemuśı být s.p.d. → selháńı metody

Poznámka 40 Škálováńı:

• Pro metodu DFP voĺıme γ tak aby platilo ρ/γ = b/c

• Pro metodu BFGS voĺıme γ tak aby platilo ρ/γ = a/b

• Pro metodu R1 voĺıme γ tak aby platilo ρ/γ =
√
a/c

Tyto hodnoty se použ́ıvaj́ı pouze tehdy, lež́ı-li γ v intervalu [1, 6], jinak se voĺı γ = 1.

Poznámka 41 Korekce: Parametr ρ se nejčastěji voĺı podle vzorce

ρ =
dTy

2(F − F+ − sTg+)

odvozeného z věty o středńı hodnotě (Spedicato).

Věta 71 Necht’ matice H je s.p.d., a > 0, b > 0, c > 0, ac − b2 > 0 a necht’ plat́ı (H) s
γ > 0, ρ > 0. Pak H+ je s.p.d. právě tehdy, jestlǐze η ≥ η∗, kde η∗ = −b2/(ac− b2) < 0.

Poznámka 42 Podmı́nka pro s.p.d. je vždy splněna pro η ≥ 0 (perfektńı část Broydenovy
tř́ıdy).

Věta 72 (Inverzńı VM metody) Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 71 a necht’ B =
H−1 a B+ = H−1

+ (H+ je určená podle (H)). Pak plat́ı

B+ =
1

γ

(
B +

γ

ρ

1

b
yyT − 1

c
Bd(Bd)T +

β

c

(
c

b
y − Bd

)(
c

b
y − Bd

)T
)

(B)

kde
βη(ac− b2) + (β + η)b2 = b2
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Poznámka 43 (Dualita) Vztah (B) dostaneme z (H) záměnou γ → 1/γ, ρ → 1/ρ,
a → c, c → a, d → y, y → d, H → B, η → β. Metody DFP a BFGS jsou navzájem
duálńı. Metoda R1 je samoduálńı.

• DFP: β = 1

B+ =
1

γ

(
B +

(
γ

ρ
+
c

b

)
1

b
yyT − 1

b
(BdyT + y(Bd)T )

)

• BFGS: β = 0

B+ =
1

γ

(
B +

γ

ρ

1

b
yyT − 1

c
Bd(Bd)T

)

• R1: β = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b):

B+ =
1

γ

⎛
⎝B +

γ
ρ

γ
ρ
b− c

(
γ

ρ
y −Bd

)(
γ

ρ
y − Bd

)T
⎞
⎠

Poznámka 44 (Součinový tvar) Necht’ H = SST , H+ = S+S
T
+, B = AAT , B+ = A+A

T
+.

Necht’ d = Sd̃, d̃ = Ad, y = AT ỹ, ỹ = STy, takže a = ỹT ỹ, b = ỹT d̃, c = d̃T d̃.

• DFP: η = 0, β = 1

S+ =
√
γ

(
S +

1

a
S

(√
ρ

γ

a

b
d̃− ỹ

)
ỹT

)

A+ =
1√
γ

(
A+

1

b

(√
γ

ρ

b

a
ỹ − d̃

)
ỹTA

)

• BFGS: η = 1, β = 0

S+ =
√
γ

⎛
⎝S +

1

b
Sd̃

(√
ρ

γ

b

c
d̃− ỹ

)T
⎞
⎠

A+ =
1√
γ

⎛
⎝A +

1

c
d̃

(√
γ

ρ

c

b
ỹ − d̃

)T

A

⎞
⎠

Věta 73 (Globálńı konvergence) Necht’ F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1), (F3) a (F4).
Pak metoda VM s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nkou (S2), (S3b)
taková, že 1 ≤ γi ≤ γ, 0 < ρ < ρi ≤ ρ, 0 < η < ηi ≤ η, je globálně konvergentńı.

Poznámka 45 Globálńı konvergence vyžaduje splněńı poměrně silné podmı́nky (F4)
(stejnoměrná konvexita). Tuto podmı́nku lze oslabit modifikaćı výběru délky kroku nebo
modifikaćı aktualizace VM matice. V praxi se to neprovád́ı, nebot’ VM metody (např.
BFGS) jsou velmi robustńı a efektńı.

Poznámka 46 Zat́ım nikdo nedokázal, že (nemodifikovaná) DFP metoda je globálně
konvergentńı.
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Věta 74 (Superlineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u źıskaná VM
metodou s γi = ρi = 1 taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3)-(F5). Pokud 0 ≤ ηi ≤ 1 a pokud αi = 1
jestlǐze tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2) a (S3b), pak x→ x∗ Q-superlineárně.

Poznámka 47 Věta 74 vyžaduje, aby platilo γi = ρi = 1. Ačkoliv neńı dokázána super-
lineárńı konvergence pro γi 	= 1, škálováńı obecně zlepšuje účinnost VM metody.

Věta 75 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ Q : Rn → R je ryze konvexńı kvadratická funkce
a necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná metodou VM s přesným výběrem délky
kroku. Pak pro 1 ≤ j < i ≤ n+ 1 plat́ı

Hiyj = λj
idj

sT
j gi = 0

sT
j Gsi = 0 (sdruženost směr̊u)

Nav́ıc existuje index k ≤ n takový, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗.

Poznámka 48 Je-li výběr délky kroku přesný, jsou všechny metody VM ekvivalentńı
(generuj́ı stejné posloupnosti bod̊u a matic).

Algoritmus 4 (Metoda s proměnnou metrikou)

Data ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, ε > 0, ρ = 0.01, ρ = 100, γ = 1.0, γ = 6.0.

K1: Zvoĺıme x1 ∈ Rn a s.p.d. matici H1 (obvykle H1 := I). Set F1 := F (x1), g1 := g(x1).
Set i := 1.

K2: If ‖gi‖ ≤ ε stop. Set si := −Higi.

K3: Urč́ıme délku kroku αi > 0 použit́ım algoritmu 1. Set xi+1 := xi + αisi, Fi+1 :=
F (xi+1), gi+1 := g(xi+1).

K4: Set di := xi+1 − xi, yi := gi+1 − gi. Urč́ıme parametr ρi > 0 podle poznámky 41.
If ρi < ρ orρi > ρ set ρi := 1. Urč́ıme parametr γi > 0 podle poznámky 40 (pro
metodu BFGS voĺıme γi/ρi = bi/ai). If γi < γ or γi > γ set γi := 1. Zvoĺıme
parametr ηi > 0 a urč́ıme matici Hi+1 podle (H) (pro metodu BFGS voĺıme ηi = 1).
Set i := i+ 1, go to K2.

Metody s lokálně omezeným krokem

Budeme použ́ıvat označeńı

Qi(s) = gT
i s+

1

2
sTBis

(kvadratická aproximace F (xi + s) − F (xi))

ωi(s) = (Bis+ gi)/‖gi‖
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(přesnost určeńı směrového vektoru)

ρi(s) =
F (xi + s) − F (xi)

Qi(s)

(pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F : Rn → R).

Definice 43 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda (Definice 34) je metodou s lokálně
omezeným krokem, (trust region), jestlǐze se směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , určuj́ı tak,
že

‖si‖ ≤ Δi (T1a)

‖si‖ < Δi ⇒ ‖ωi(si)‖ ≤ ω (T1b)

−Qi(si) ≥ σ‖gi‖min(‖si‖, ‖gi‖/‖Bi‖) (T1c)

kde 0 < σ < 1 a 0 ≤ ω < 1, kde délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0 (T2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1 (T2b)

a kde č́ısla 0 < Δi ≤ Δ, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) ≤ ρ ⇒ β‖si‖ ≤ Δi+1 ≤ β‖si‖ (T3a)

ρi(si) ≥ ρ ⇒ ‖si‖ ≤ Δi+1 ≤ min(γ‖si‖,Δ) (T3b)

kde 0 < β ≤ β < 1 < γ a 0 < ρ < 1 (č́ıslo Δ > 0 slouž́ı k tomu, abychom se nedostali
mimo definičńı obor funkce F ).

Poznámka 49 Jestliže ω = 0 nebo ω > 0, dostaneme přesné nebo nepřesné metody s
lokálně omezeným krokem.

Poznámka 50 Normy v (T1) a (T3) mohou být i jiné než euklidovské. Některé nerovnosti
v (T1)–(T3) mohou být upraveny (oslabeny nebo ześıleny).

Věta 76 (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)
a (F3). Pak metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı, jestlǐze plat́ı

∞∑
i=1

1

Mi

= ∞,

kde Mi = max
1≤j≤i

‖Bj‖.
Poznámka 51 Podmı́nka

∑∞
i=1 1/Mi = ∞ použitá ve větě 76 je mnohem slabš́ı než

podmı́nka
∑∞

i=1 1/κ(Bi) = ∞ použitá v poznámce 24 (matice Bi nemuśı být pozitivně
definitńı ani dostatečně dobře podmı́něná). Předpoklady věty 76 jsou splněny např́ıklad
tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně omezené, tedy

‖Bi‖ ≤ B ∀i ∈ N

Věta 77 (Superlineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná
metodou s lokálně omezeným krokem taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım
bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Necht’

lim
i→∞

ωi = 0

lim
i→∞

‖(Bi −Gi)si‖
‖si‖ = 0

Pak xi → x∗ Q-superlineárně.
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Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem

Definice 44 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı směrové vektory

si = arg min
‖s‖≤Δi

Qi(s) (T1)

přičemž ‖si‖ = Δi, neńı-li toto minimum jediné.

Věta 78 Vektor si ∈ Rn určený podle (T1) vyhovuje podmı́nkám (T1) s ω = 0 a σ = 1/2.

Věta 79 Vektor si ∈ Rn je řešeńım (T1) právě tehdy, jestlǐze ‖si‖ ≤ Δi a jestlǐze existuje
č́ıslo λi ≥ 0 takové, že matice Bi+λiI je positivně semidefinitńı a plat́ı (Bi+λiI)si+gi = 0
a (‖si‖ − Δi)λi = 0.

Poznámka 52 Je-li matice Bi s.p.d. a ‖B−1
i gi‖ ≤ Δ, pokládáme si = −B−1

i gi. Jinak
řeš́ıme nelineárńı rovnici

ϕ(λ) =
1

Δi

− 1

‖si(λ)‖ = 0

kde
(Bi + λI)si(λ) + gi = 0

Algoritmus 5 (určeńı optimálńıho lokálně omezeného kroku)

Data: 0 < δ < 1 < δ, Δ > 0

K1: Set γ := max1≤i≤n(−Bii). Set λ := 0, λ := ‖g‖/Δ + ‖B‖ a λ := max(γ, λ).

K2: Set λ := max(γ, λ). If λ < λ setλ :=
√
λλ.

K3: If B+ λI je s.p.d., urč́ıme rozklad RTR = B + λI (R je horńı trojúhelńıková) a go
to K4. If B + λI neńı s.p.d., urč́ıme v ∈ Rn tak, že ‖v‖ = 1 a vT (B + λI) v ≤ 0,
set γ := λ− vT (B + λI)v a go to K2.
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K4: Set s := −(RTR)−1g. If ‖s‖ > δΔ, set λ := λ a go to K6. If δΔ ≤ ‖s‖ ≤ δΔ
stop (si = s). If ‖s‖ < δΔ a λ = 0 stop (si = s). If ‖s‖ < δΔ a λ 	= 0, set λ := λ
a go to K5.

K5: Urč́ıme v ∈ Rn jako aproximaci vlastńıho vektoru matice B př́ıslušného vlastńımu
č́ıslu λ(B) tak, že ‖v‖ = 1 a vT s > 0. Urč́ıme α ≥ 0 tak, že ‖s+ αv‖ = Δ.
If α2‖Rv‖2 ≤ (1 − δ2)(‖Rs‖2 + λΔ2) set s := s+ αv a stop (si = s).
If α2‖Rv‖2 > (1 − δ2)(‖Rs‖2 + λΔ2) set γ := λ− ‖Rv‖2 a go to K6.

K6: Set v := (RT )−1s a

λ := λ +
‖s‖2

‖v‖2

(‖s‖ − Δ

Δ

)

If λ < λ, set λ := λ. If λ > λ, set λ := λ. Go to K2.

Poznámka 53 Vektor v ∈ Rn, použitý v kroku K5, lze určit pomoćı programů z knihovny
LAPACK; č́ıslo α ≥ 0 takové, že ‖s+ αv‖ = Δ se urč́ı podle vzorce

α = −vT s+
√

(vT s)2 + Δ2 − ‖s‖2 =
Δ2 − ‖s‖2

vT s+
√

(vT s)2 + Δ2 − ‖s‖2

Poznámka 54 Rozklad RTR = B+λI v kroku K3 se provád́ı pr̊uměrně 2-3 krát v každé
iteraci. Proto se někdy použ́ıvá směrový vektor

si = arg min
‖s(α,β)‖≤Δi

Qi(s(α, β)),

kde
s(α, β) = αgi + βB−1

i gi.

Tato úloha má dimenzi 2 a rozklad matice RTR = B + λI se provád́ı pouze jednou v
každé iteraci.

Nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

Aplikujeme-li metodu CG na kvadratickou funkci

Q(s) = gTs +
1

2
sTBs,

plat́ı (Algoritmus 3 s g = −r) s1 = 0, g1 = g, p1 = −g a

qj = Bpj ,

αj = gT
j gj/p

T
j qj

sj+1 = sj + αjpj

gj+1 = gj + αjqj

βj = gT
j+1gj+1/g

T
j gj

pj+1 = −gj+1 + βjpj

pro 1 ≤ j ≤ n.
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Poznámka 55 Aplikujeme-li metodu CG na kvadratickou funkci Q(s) a je-li pT
j Bpj > 0,

1 ≤ j ≤ m ≤ n, pak pro 1 ≤ j ≤ m plat́ı

Q(sj+1) < Q(sj)

‖sj+1‖ > ‖sj‖
(věta 68) a

Q(sj+1) ≤ −1

2
‖g‖2/‖B‖

(věta 69).

Poznámka 56 Pokud pT
j Bpj ≤ 0 nebo ‖sj‖ < Δ a ‖sj+1‖ ≥ Δ, polož́ıme s = sj + αjpj,

kde αj > 0 je hodnota taková, že ‖sj + αjpj‖ = Δ, neboli

αj =

√
(pT

j sj)2 + (Δ2 − ‖sj‖2)‖pj‖2 − pT
j sj

‖pj‖2
.

Pak pro j ≥ 2 plat́ı Q(s) ≤ −(1/2)‖g‖2/‖B‖ a pro j = 1 plat́ı Q(s) ≤ −(1/2)‖g‖‖s‖,
takže je splnéna podmı́nka (T1c) s σ = 1/2.

Algoritmus 6 (určeńı nepřesného lokálně omezeného kroku)

Data: 0 < ω < 1, Δ > 0.

K1: Set s := 0, r := −g, p := r, σ := ‖r‖2.

K2: Set ρ := σ, q := Bp, δ := pT q. If δ ≤ 0 set

α = (
√

(pT s)2 + (Δ2 − ‖s‖2)‖p‖2 − pT s)/‖p‖2

s := s+ αp a stop (si = s). If δ > 0 go to K3.

K3: Set α = ρ/δ. If ‖s+ αp‖ ≥ Δ set

α = (
√

(pT s)2 + (Δ2 − ‖s‖2)‖p‖2 − pT s)/‖p‖2

s := s+ αp a stop (si = s). If ‖s+ αp‖ < Δ go to K4.
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K4: Set s := s+ αp, r := r − αq, σ := ‖r‖2.
If σ ≤ ω2‖g‖2 stop (si = s). If σ > ω2‖g‖2 set β := σ/ρ, p := r+ βp a go to K2.

Metody pśı nohy

Metody pśı nohy kombinuj́ı směr největš́ıho spádu se směrem Newtonovy metody

sC = − gTg

gTBg
g

sN = −B−1g

Algoritmus 7 (metoda pśı nohy)

Data: Δ > 0.

K1: If gTBg ≤ 0 nebo ‖sC‖ ≥ Δ, set s := −(Δ/‖g‖)g a stop (si = s).

K2: If B je singulárńı, urč́ıme vektor v ∈ Rn tak, že ‖v‖ = 1, vTBv ≤ 0, vT (g+BsC) ≤ 0
a go to K4. If B neńı singulárńı, vypočteme sN . If sN = sC set s := sN a stop
(si = s).

K3: If (sN − sC)T sC ≤ 0 set

v := − sN − sC

‖sN − sC‖
a go to K4. If (sN − sC)T sC > 0 a ‖sN‖ > Δ set

v := +
sN − sC

‖sN − sC‖
a go to K4. If (sN − sC)T sC > 0 a ‖sN‖ ≤ Δ set s := sN a stop (si = s).

K4: Set

α :=
Δ2 − ‖sC‖2

vTsC +
√

(vTsC)2 + Δ2 − ‖sC‖2

pokud vT sC ≥ 0 nebo

α := −vT sC +
√

(vT sC)2 + Δ2 − ‖s‖2

pokud vT sC < 0, set s := sC + αv a stop (si = s).
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Newtonova metoda

Newtonova metoda použ́ıvá matice Bi = G(xi), i ∈ N , takže z podmı́nky (F3) plyne
‖Bi‖ = ‖G(xi)‖ ≤ G, i ∈ N .

Věta 80 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak Newtonova
metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Je-li nav́ıc splněna podmı́nka
(F4) a plat́ı-li xi → x∗ a ωi(si) → 0, pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Poznámka 57 Realizace Newtonovy metody

• Nepřesná Newtonova metoda: Soustava Bisi = −gi se řeš́ı nepřesně (ωi(si) > 0)
metodou CG, takže je třeba méně než O(n3) operaćı na iteraci. Obvykle

ωi = min(ω, ‖gi‖, 1/i).

• Newtonova metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem.

Věta 81 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)-(F3) a {xi} ⊂ Rn je
posloupnost generovaná Newtonovou metodou s optimálńım lokálně omezeným krokem.
Pak existuje hromadný bod x∗ ∈ Rn posloupnosti {xi} ⊂ Rn takový, že g(x∗) = 0 a
G(x∗) � 0 (positivně semidefinitńı). Jestlǐze bod x∗ vyhovuje postačuj́ıćım podmı́nkám pro
extrém (Věta 51: g(x∗) = 0, G(x∗) � 0), pak x∗ je jediným hromadným bodem posloupnosti
{xi} ⊂ Rn a xi → x∗ Q-superlineárně.

Gaussova metoda pro součet čtverc̊u

Definice 45 Řekneme, že funkce F : Rn → R je součtem čtverc̊u, jestlǐze existuje zo-
brazeńı f : Rn → Rm, m ≥ n, takové, že

F (x) =
1

2
fT (x)f(x) =

1

2

m∑
k=1

f 2
k (x)

Poznámka 58 Je-li F : Rn → R součtem čtverc̊u, plat́ı

g(x) = JT (x)f(x) =
m∑

k=1

fk(x)gk(x)

G(x) = JT (x)J(x) + C(x) =
m∑

k=1

gk(x)g
T
k (x) +

m∑
k=1

fk(x)Gk(x)

kde gk(x) = ∇fk(x), Gk(x) = ∇2fk(x) a

J(x) =

⎡
⎢⎣

∂f1

∂x1
, . . . , ∂f1

∂xn

. . . , . . . , . . .
∂fm

∂x1
, . . . , ∂fm

∂xn

⎤
⎥⎦

Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu pro součet čtverc̊u dostaneme z Newtonovy metody
zanedbáńım členu

C(x) =
m∑

k=1

fk(x)Gk(x)
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v Hessově matici. Tedy Bisi = −gi, i ∈ N , kde

Bi = JT
i Ji =

m∑
k=1

gk(xi)g
T
k (xi)

Zd̊uvodněńı:

• Úlohy s nulovým reziduem F (x∗) = 0. Z xi → x∗ plyne F (xi) → F (x∗) = 0, takže
fk(xi) → 0, 1 ≤ k ≤ m. Jestliže ‖Gk(xi)‖ ≤ G, 1 ≤ k ≤ m, pak

‖C(xi)‖ =

∥∥∥∥∥
m∑

k=1

fk(xi)Gk(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ G
m∑

k=1

|fk(xi)| → 0

a tedy ‖G(xi) − Bi‖ = ‖C(xi)‖ → 0 z čehož plyne Q-superlineárńı konvergence.

• Linearizace. Plat́ı

F (xi + s) =
1

2
fT (xi + s)f(xi + s)

≈ 1

2
(f(xi) + J(xi)s)

T (f(xi) + J(xi)s)

=
1

2
fT (xi)f(xi) + fT (xi)J(xi)s+

1

2
sTJT (xi)J(xi)s

takže

F (xi + s) − F (xi) ≈ gT (xi)s+
1

2
sTBis

což je lokálńı kvadratická aproximace s matićı Bi = JT
i Ji.

Poznámka 59 Podmı́nku (F3) nahrad́ıme omezenost́ı druhých derivaćı funkćı fk(x).
Tedy

‖Gk(x)‖ ≤ G ∀x ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ m (F3).

Poznámka 60 Podmı́nka (F1) je splněna vždy, nebot’ F (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn. Podmı́nky (F2)
a (F3) implikuj́ı ‖fk(x)‖ ≤ f a ‖gk(x)‖ ≤ g ∀x ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ m, a tud́ıž podmı́nku (F3).

Věta 82 Necht’ funkce fk(x) : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, splňuj́ı podmı́nky (F2) a (F3).
Pak GN metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Je-li nav́ıc splněna
podmı́nka (F4) a plat́ı-li xi → x∗, F (x∗) = 0 a ωi(si) → 0, pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Poznámka 61 Výpočet směrového vektoru.

• Řešeńım normálńı soustavy rovnic

JT
i Jisi + JT

i fi = 0

• Řešeńım linearizované úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u (přeurčené soustavy lineárńıch rovnic)

Jisi + fi ≈ 0
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Použ́ıvá se QR rozklad

Ji = Qi

[
Ri

0

]
, QT

i Qi = I

(Ri je horńı trojúhelńıková matice). Při realizaci GN metody s optimálńım lokálně
omezeným krokem můžeme soustavu (JT

i Ji+λI)s+J
T
i fi = 0 nahradit linearizovanou

úlohou [
Ji√
λI

]
s+

[
fi

0

]
≈ 0

• Řešeńım systémových rovnic. Označ́ıme ri = −(Jisi + fi). Směrový vektor hledáme
tak, aby platilo JT

i ri = 0. Tedy

[
I Ji

JT
i 0

] [
ri

si

]
+

[
fi

0

]
= 0

což je soustava m+n rovnic se symetrickou indefinitńı matićı (KKT systém, rovnice
sedlového bodu). Vhodné pro ř́ıdké nebo pro vážené úlohy.

Hybridńı metody pro součet čtverc̊u

Myšlenka:

Fi → F ∗ = 0 ⇒ GN metoda

Fi → F ∗ > 0 ⇒ VM metoda

Věta 83 Necht’ Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1

Necht’ Fi → F ∗ > 0. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi

= 0

Hybridńı metoda:

Necht’ B1 = JT
1 J1. Pro i ∈ N pokládáme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1, Fi − Fi+1 > ϑFi

Bi+1 = Bi +
yiy

T
i

yT
i di

− Bidi(Bidi)
T

dT
i Bidi

, Fi − Fi+1 ≤ ϑFi

kde di = xi+1 − xi, yi = gi+1 − gi (obvykle ϑ = 0.01).
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Vektorové diferenčńı verze Newtonovy metody

Vektorové diferenčńı verze Newtonovy metody jsou nepřesné metody s lokálně omezeným
krokem (Algoritmus 4), kde se násobeńı matićı B = G nahrad́ı numerickým výpočtem
derivaćı

q = G(x)p ≈ g(x+ δp) − g(x)

δ
kde δ =

√
εM‖p‖ (εM je strojová přesnost).

Poznámka 62 Vlastnosti:

• Pro nestrukturované úlohy většinou efektivńı.

• Pro špatně podmı́něné úlohy př́ılǐs velký počet gradient̊u.

Maticové diferenčńı verze Newtonovy metody

Předpokládáme, že matice G(x) je ř́ıdká (málo strukturálně nenulových prvk̊u). Je-li mat-
ice G(x) ř́ıdká, lze obvykle vypoč́ıtat několik sloupc̊u této matice pomoćı jedné diference
gradient̊u.

Př́ıklad 6 Necht’

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

G11 G12 0 0 0
G21 G22 G23 0 0
0 G32 G33 G34 0
0 0 G43 G44 G45

0 0 0 G54 G55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

a

v1 =
[

1, 0, 0, 1, 0
]T

v2 =
[

0, 1, 0, 0, 1
]T

v3 =
[

0, 0, 1, 0, 0
]T

Pak

Gv1 =
[
G11, G21, G34, G44, G54

]T
Gv2 =

[
G12, G22, G32, G45, G55

]T
Gv3 =

[
0, G23, G33, G43, 0

]T
takže všechny prvky matice G lze určit pomoćı tř́ı diferenčńıch vzorc̊u

g(x+ δv1) − g(x)

δ
≈ Gv1

g(x+ δv2) − g(x)

δ
≈ Gv2

g(x+ δv3) − g(x)

δ
≈ Gv3

Poznámka 63 Je-li matice G(x) velmi ř́ıdká, patř́ı diferenčńı verze Newtonovy metody
pro ř́ıdké úlohy k nejefektivněǰśım metodám.

47



Metody pro separovatelné úlohy

Separovatelná úloha:

F (x) =
m∑

k=1

fk(x)

kde m = O(n) a fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných. Plat́ı

g(x) =
m∑

k=1

gk(x)

G(x) =
m∑

k=1

Gk(x)

kde gk(x) a Gk(x) obsahuj́ı O(1) nenulových prvk̊u.

Označeńı:

Nk – množina index̊u proměnných funkce fk(x) (má nk prvk̊u).

Zk ∈ Rn×nk – matice obsahuj́ıćı sloupce jednotkové matice s indexy z Nk.

ĝk = ZT
k gk ∈ Rnk – redukované gradienty

Ĝk = ZT
k GkZk ∈ Rnk×nk – redukované Hessovy matice

Př́ıklad 7

F (x) = (x1 − 1)2 +
n∑

i=2

(xi − xi−1)
2

f1(x) = (x1 − 1)2

fi(x) = (xi − xi−1)
2, 2 ≤ i ≤ n

Z1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
. . .
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Z2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
0 1
. . . . . .
0 0
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, . . . , Zn =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
0 0
. . . . . .
1 0
0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ĝ1 =
[

2(x1 − 1)
]
, Ĝ1 =

[
2
]

ĝi =

[ −2(xi − xi−1)
2(xi − xi−1)

]
, Ĝi =

[
2 −2

−2 2

]
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Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy

Redukované Hessovy matice se poč́ıtaj́ı numericky pomoćı diferenćı redukovaných gradi-
ent̊u

Ĝk(x)êj ≈ ĝk(x+ δZkêj) − ĝk(x)

δ

kde êj , 1 ≤ j ≤ nk, jsou sloupce jednotkové matice řádu nk. K určeńı prvk̊u všech
redukovaných Hessových matic je zapotřeb́ı

m∑
k=1

n2
k = mO(1) = O(n)

operaćı. Výsledná Hessova matice

G(x) =
m∑

k=1

ZkĜk(x)Z
T
k

Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy

Mı́sto redukovaných Hessových matic se použ́ıvaj́ı jejich aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, které
se aktualizuj́ı pomoćı metod s proměnnou metrikou

B̂+
k =

1

γ̂k

⎛
⎝B̂k +

γ̂k

ρ̂k

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k(B̂kd̂k)

T +
β̂k

ĉk

(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)T
⎞
⎠

kde

d̂k = ZT
k d ,

ŷk = ZT
k (g+

k − gk) = ĝ+
k − ĝk ,

b̂k = ŷT
k d̂k, ĉk = d̂T

k B̂kd̂k a γ̂k, ρ̂k, β̂k jsou volené parametry (β̂k = 0 pro metodu BFGS).
Aproximace Hessovy matice

B =
m∑

k=1

ZkB̂kZ
T
k

Směrový vektor se źıská řešeńım soustavy rovnic Bs = −g, kde

g =
m∑

k=1

gk =
m∑

k=1

Zkĝk

Poznámka 64 Nelze zaručit, aby platilo b̂k = ŷT
k d̂k > 0 ∀1 ≤ k ≤ m ⇒ některá z

matic B̂k nemuśı být positivně definitńı ⇒ B nemuśı být positivně definitńı ⇒ nelze
dokázat globálńı konvergenci pro metodu spádových směr̊u.

Věta 84 (Superlineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost źıskaná VM meto-
dou pro separovatelné úlohy s γi

k = ρi
k = 1, 1 ≤ k ≤ m, ∀i ∈ N , taková, že xi → x∗, kde

x∗ ∈ Rn je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3)-
(F5). Pokud 0 ≤ ηi

k ≤ 1, 1 ≤ k ≤ m, ∀i ∈ N , a pokud αi = 1, jestlǐze tato hodnota splňuje
podmı́nku (S2) a (S3b), pak x→ x∗ Q-superlineárně.
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Poznámka 65 Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy jsou obvykle
velmi efektivńı. Je výhodné kombinovat metodou BFGS

B̂+
k = B̂k +

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k(B̂kd̂k)

T , b̂k > 0

B̂+
k = B̂k, b̂k ≤ 0

s metodou hodnosti 1

B̂+
k = B̂k +

1

b̂k − ĉk
(ŷk − B̂kd̂k)(ŷk − B̂kd̂k)

T , |b̂k − ĉk| 	= 0

B̂+
k = B̂k, |b̂k − ĉk| = 0

Na metodu hodnosti 1 přecháźıme, pokud z hodnot bk, 1 ≤ k ≤ m, je alespoň m/2
nekladných.

Gaussova-Newtonova metoda pro separovatelný součet čtverc̊u

Uvažujme součet čtverc̊u

F (x) =
1

2

m∑
k=1

f 2
k (x)

kde m = O(n) a fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných. Plat́ı

g(x) =
m∑

k=1

fk(x)gk(x) =
m∑

k=1

fk(x)Zkĝk(x)

B(x) = JT (x)J(x) =
m∑

k=1

gk(x)g
T
k (x) =

m∑
k=1

Zkĝk(x)ĝ
T
k (x)ZT

k =
m∑

k=1

ZkB̂k(x)Z
T
k

kde B̂k(x) = ĝ(x)ĝT
k (x) je redukovaná Gaussova-Newtonova matice. V každé iteraci se řeš́ı

soustava rovnic B(xi)si = −g(xi).

Hybridńı metody pro separovatelný součet čtverc̊u

• Kombinace GN metody s Newtonovou metodou pro separovatelné úlohy:
Necht’ B̂1

k = ĝ1
k(ĝ

1
k)

T , 1 ≤ k ≤ m. Pro i ∈ N pokládáme

B̂i+1
k = ĝi+1

k (ĝi+1
k )T , Fi − Fi+1 > ϑFi

B̂i+1
k = ĝi+1

k (ĝi+1
k )T + f i+1

k Ĉi+1
k , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi

Dále pokládáme

Bi =
m∑

k=1

ZkB̂
i
kZ

T
k

gi =
m∑

k=1

f i
kZkĝ

i
k

a řeš́ıme soustavu rovnic Bisi = −gi.
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• Kombinace GN metody s VM metodou hodnosti 1:
Necht’ B̂1

k = ĝ1
k(ĝ

1
k)

T a Ĉ1
k = I, 1 ≤ k ≤ m. Pro i ∈ N pokládáme

Ĉi+1
k = Ĉi

k +
ŵi

k(ŵ
i
k)

T

(d̂i
k)

T ŵi
k

, |(d̂i
k)

T ŵi
k| > δ

Ĉi+1
k = Ĉi

k, |(d̂i
k)

T ŵi
k| ≤ δ

a

B̂i+1
k = ĝi+1

k (ĝi+1
k )T , Fi − Fi+1 > ϑFi

B̂i+1
k = ĝi+1

k (ĝi+1
k )T + f i+1

k Ĉi+1
k , Fi − Fi+1 ≤ ϑFi

kde d̂i
k = ZT

k (xi+1 − xi), ŷ
i
k = ZT

k (gi+1 − gi) a ŵi
k = ŷi

k − Ĉi
kd̂

i
k.

Poznámka 66 Hybridńı metody pro separovatelný součet čtverc̊u jsou superlineárně
konvergentńı. Jsou-li realizovány jeho metody s lokálně omezeným krokem, jsou globálně
konvergentńı.

Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (vektorový tvar)

Myšlenka:

V i-tém iteračńım kroku polož́ımeH1 = I a pomoćı (nejvýše) m dvojic vektor̊u di−m, yi−m,
. . . , di−1, yi−1 konstruujeme vektoryH1gi, . . . , Hm+1gi (maticeH1, . . . , Hm+1 se neukládaj́ı).
Nakonec pokládáme si = −Hm+1gi (m je obvykle malé).

Definice 46 Jsou-li matice H1, . . . , Hm+1 źıskány metodou s proměnnou metrikou, budeme
mluvit o metodě s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (m-krokovou metodou s proměn-
nou metrikou).

Poznámka 67 Pro jednoduchost budeme předpokládat, že i ≤ m+1 a že maticeH1, . . . , Hi

jsou konstruovány z vektor̊u d1, y1, . . . , di−1, yi−1 pomoćı metody BFGS, jej́ıž aktualizaci
lze zapsat ve tvaru

Hk+1 = γkV
T
k HkVk +

ρk

bk
dkd

T
k

1 ≤ k ≤ i, kde Vk = I − ykd
T
k /bk a bk = yT

k dk (dk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk). Dále
budeme předpokládat, že γk = 1 pro k > 1.

Věta 85 Pro m-krokovou metodu BFGS plat́ı

Hk+1 = γ1

⎛
⎝ k∏

j=1

Vj

⎞
⎠

T ⎛
⎝ k∏

j=1

Vj

⎞
⎠+

k∑
l=1

ρl

bl

⎛
⎝ k∏

j=l+1

Vj

⎞
⎠

T

dld
T
l

⎛
⎝ k∏

j=l+1

Vj

⎞
⎠

(Předpokládáme, že 1 ≤ k ≤ m).
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Věta 86 (Strangova formule) Vektor si = −Higi se urč́ı tak, že se pomoćı zpětné rekurence
poč́ıtaj́ı vektory

ui = −gi

ul = ul+1 − σlyl, σl = dT
l ul+1/bl, 1 ≤ l ≤ i− 1

Pak se pomoćı př́ımé rekurence poč́ıtaj́ı vektory

v1 = γ1u1

vk+1 = vk + (ρkσk − yT
k vk/bk)dk, 1 ≤ k ≤ i− 1

Nakonec se polož́ı si = vi.

Poznámka 68 Plat́ı

ul+1 = −
⎛
⎝ i−1∏

j=l+1

Vj

⎞
⎠ gi

vk+1 = γ1

⎛
⎝ k∏

j=1

Vj

⎞
⎠

T

u1 +
k∑

l=1

ρl

bl

⎛
⎝ k∏

j=l+1

Vj

⎞
⎠

T

dld
T
l ul+1

Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı (maticový tvar)

Označeńı:

Dk =
[
d1, d2, . . . , dk

]
Yk =

[
y1, y2, . . . , yk

]

Lk =

⎡
⎢⎢⎢⎣
dT

1 y1, 0, . . . , 0
dT

2 y1, dT
2 y2, . . . , 0

. . . , . . . , . . . , . . .
dT

k y1, dT
k y2, . . . , dT

k yk

⎤
⎥⎥⎥⎦

Ck = diag (dT
1 y1, . . . , d

T
k yk)

Věta 87 Pro m-krokovou metodu DFP plat́ı

Bk+1 = B1 −
[
Yk, B1Dk

] [ 0, LT
k

Lk, Ck −DT
kB1Dk

]−1 [
Y T

k

DT
kB1

]

Pro m-krokovou metodu BFGS plat́ı

Bk+1 = B1 −
[
Yk, B1Dk

] [ −Ck, LT
k − CT

k

Lk − Ck, DT
kB1Dk

]−1 [
Y T

k

DT
kB1

]

Pro m-krokovou metodu hodnosti 1 plat́ı

Bk+1 = B1 + (Yk − B1Dk)(Lk + LT
k − Ck −DT

kB1Dk)
−1(Yk −B1Dk)

T

(Předpokládáme, že 1 ≤ k ≤ m).
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Poznámka 69 Podobné vzorce plat́ı i pro matici Hk+1. V tomto př́ıpadě je však použit́ı
Strangovy formule efektivněǰśı.

Poznámka 70 Matice určené podle Věty 87 lze použ́ıt pro výpočet lokálně omezeného
kroku nebo v KKT systémech.

Poznámka 71 Obvykle se pokládá B1 = (1/γk)I. Lze též použ́ıt libovolnou ř́ıdkou
matici B1.

Metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Necht’ f : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné zobrazeńı. Budeme hledat bod x∗ ∈ Rn

takový, že f(x∗) = 0.

Poznámka 72 Řešeńı soustav nelineárńıch rovnic má bĺızký vztah k minimalizaci funkćı.

• Minimum funkce F : Rn → R můžeme hledat řešeńım soustavy rovnic g(x) = 0.
Může to však vést k nalezeńı sedlového bodu nebo maxima.

• Řešeńı soustavy rovnic f(x) = 0 můžeme hledat jako minimum součtu čtverc̊u
F (x) = 1

2
fT (x)f(x). Může to však vést k nalezeńı lokálńıho minima, kdy F (x) 	= 0.

Věta 88 Necht’ f ∈ C1 : Rn → Rn a necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce
F (x) = 1

2
fT (x)f(x), přičemž Jacobiova matice J(x∗) zobrazeńı f v bodě x∗ je regulárńı.

Pak plat́ı f(x∗) = 0.

Definice 47 Zobrazeńı f : Rn → Rn má stejnoměrně omezené derivace, existuje-li J > 0
tak, že

‖J(x)‖ ≤ J ∀x ∈ Rn (J3)

Definice 48 Zobrazeńı f : Rn → Rn je stejnoměrně regulárńı, existuje-li J > 0 tak, že

‖J−1(x)‖ ≤ 1

J
∀x ∈ Rn (J4)

Definice 49 Zobrazeńı f : Rn → Rn má lipschitzovské derivace, existuje-li L > 0 tak, že

‖J(x+ d) − J(x)‖ ≤ L‖d‖ ∀x, d ∈ Rn (J5)

Definice 50 Základńı metodou pro řešeńı nelineárńıch rovnic nazýváme iteračńı proces,
jehož výsledkem je posloupnost {xi} ⊂ Rn taková, že

xi+1 = xi + αisi

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj, fj, Jj, 1 ≤ j ≤ i, a délka
kroku αi > 0 se určuje na základě chováńı zobrazeńı f : Rn → Rn v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 51 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı nelineárńıch rovnic je globálně kon-
vergentńı, jestlǐze pro libovolný počátečńı bod x1 ∈ Rn plat́ı

lim inf
i→∞ ‖f(xi)‖ = 0
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Poznámka 73 Newtonova metoda použ́ıvá směrové vektory si = −J−1(xi)f(xi) ∀i ∈ N .
Plat́ı-li (J4), je tento směrový vektor shodný se směrovým vektorem Gaussovy-Newtonovy
metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u F (x) = 1

2
fT (x)f(x), nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı

(JT (xi)J(xi))
−1g(xi) = (JT (xi)J(xi))

−1JT (xi)f(xi) = J−1(xi)f(xi)

Poznámka 74 Omeźıme se na metody takové, že si = −A−1
i fi, kde matice Ai, i ∈ N ,

splňuj́ı podmı́nky
‖Ais‖ ≤ As ∀s ∈ Rn, (A3)

‖Ais‖ ≥ As ∀s ∈ Rn, (A4)

‖Ai − Ji‖ ≤ ϑ. (A5)

kde 0 < A ≤ A a ϑ ≥ 0, a budeme použ́ıvat označeńı hi = AT
i fi. Pokud ϑ < J , pak z

(J3), (J4) a (A5) plyne (A3), (A4) s A = J + ϑ, A = J − ϑ .

Definice 52 Základńı metoda pro řešeńı nelineárńıch rovnic (Definice 50) je metodou
spádových směr̊u, jestlǐze se směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , určuj́ı tak, že

‖Aisi + fi‖ ≤ ω‖ fi‖ (S1)

kde 0 ≤ ω < 1, a délky kroku αi > 0, i ∈ N , se určuj́ı tak, že αi > 0 je prvńı člen
vyhovuj́ıćı podmı́nce

Fi+1 − Fi ≤ −ραi Fi (S2)

v posloupnosti αj
i , j ∈ N , takové, že α1

i = 1 a βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i , kde 0 < β ≤ β < 1,

0 < ρ ≤ 1/2.

Věta 89 (Konzistence) Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn splňuje podmı́nky (J3)-(J5). Necht’
matice Ai, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (A5) s ϑ < (1 − ω)J/2. Pak lze v každém iteračńım
kroku nalézt směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1) a délku kroku αi > 0
vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2). Nav́ıc existuje konstanta 0 < α < 1 taková, že αi ≥ α ∀i ∈ N .

Poznámka 75 Podmı́nky (A3)–(A5) maj́ı pouze teoretický význam (neznáme-li Ji, ne-
můžeme (A5) ověřit). Dávaj́ı však podklad pro použit́ı restart̊u. Nelze-li splnit podmı́nky
(S1) a (S2), pokládáme Ai = Ji. Pak lze položit A = J , A = J , ϑ = 0 a naj́ıt si ∈ Rn a
αi > 0 vyhovuj́ıćı podmı́nkám (S1) a (S2).

Věta 90 (Globálńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 89. Necht’ {xi} ⊂
Rn je posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u (takže plat́ı (S1) a (S2)). Pak
xi → x∗ a f(x∗) = 0.

Věta 91 (Superlineárńı konvergence) Necht’ {xi} ⊂ Rn je posloupnost bod̊u generovaná
metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je nulovým bodem zobrazeńı
f ∈ C1 : Rn → Rn, které vyhovuje podmı́nkám (J3) a (J4). Necht’

lim
i→∞

‖Aisi + fi‖
‖fi‖ = 0

lim
i→∞

‖(Ai − Ji)si‖
‖si‖ = 0

a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nce (S2). Pak existuje index k ∈ N
takový, že αi = 1 ∀i ≥ k a xi → x∗ Q-superlineárně.
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Poznámka 76 Pro řešeńı nelineárńıch rovnic existuj́ı též metody s lokálně omezeným
krokem. Jelikož Newtonovu metodu lze bez problémů realizovat jako metodu spádových
směr̊u, nebudeme se jimi zabývat.

Poznámka 77 Newtonova metoda použ́ıvá matice Ai = Ji, i ∈ N , takže plat́ı (A3)–
(A5) s A = J , A = J a ϑ = 0. Splňuje-li zobrazeńı f : Rn → Rn podmı́nky (J3)-(J4), je
Newtonova metoda globálně konvergentńı. Jestliže ‖Jisi + fi‖/‖fi‖ → 0, je tato metoda
Q-superlineárně konvergentńı.

Diferenčńı verze Newtonovy metody

Matice Ai, i ∈ N , se voĺı tak, že

Aiej =
f(xi + δej) − f(xi)

δ
, 1 ≤ j ≤ n

kde ej , 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu n.

Věta 92 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn splňuje podmı́nky (J3)-(J5) a necht’

δ ≤ (1 − ω)J

L
√
n

Pak matice Ai, i ∈ N , źıskané diferenčńı verźı Newtonovy metody vyhovuj́ı podmı́nkám (A3)–
(A5) s ϑ < (1 − ω)J/2, A > J − (1 − ω)J/2 a A < J + (1 − ω)J/2.

Poznámka 78 Obvykle se pokládá δ =
√
εM , kde εM je strojová přesnost (≈ 10−16 v

dvojnásobné aritmetice). Problémy mohou nastat, jsou-li J malé a J , L velká.

Kvazinewtonovské metody

Definice 53 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı nelineárńıch rovnic je kvazinewto-
novskou metodou (QN), jestlǐze

Aisi + fi = 0

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované tak, že

Ai+1 = Ai + uiv
T
i

kde ui ∈ Rn, vi ∈ Rn se vyb́ıraj́ı tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

Ai+1di = yi

kde di = xi+1 − xi a yi = fi+1 − fi.

Věta 93 Necht’ A+ = A + uvT . Pak A+d = y právě tehdy, jestlǐze vTd 	= 0 a u =
(y − Ad)/vTd, takže

A+ = A+
(y − Ad)vT

vTd
(A)
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Poznámka 79 Nejznáměǰśı QN metody:

• Broydenova dobrá metoda: v = d

A+ = A +
(y − Ad)dT

dTd

• Broydenova špatná metoda: v = ATy

A+ = A+
(y − Ad)yTA

yTAd

• Metoda aktualizace sloupc̊u: v = ek

A+ = A +
(y −Ad)eT

k

eT
k d

Vektor ek ∈ Rn se vyb́ırá tak, že

eT
k d = max

1≤i≤n
eT

i d

(ei, 1 ≤ i ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice).

Věta 94 Necht’ matice A je regulárńı a plat́ı (A). Pak matice A+ je regulárńı právě tehdy,
jestlǐze vTA−1y 	= 0.

Věta 95 (Inverzńı QN metody) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 94 a necht’ S = A−1

a S+ = A−1
+ (A+ je matice určená podle (A)). Pak plat́ı

S+ = S +
(d− Sy)vTS

vTSy
(S)

Poznámka 80 Inverzńı QN metody:

• Broydenova dobrá metoda: v = d

S+ = S +
(d− Sy)dTS

dTSy

• Broydenova špatná metoda: STv = y

S+ = S +
(d− Sy)yT

yTy

• Inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u: STv = ek

S+ = S +
(d− Sy)eT

k

eT
k y

Vektor ek ∈ Rn se vyb́ırá tak, že

eT
k y = max

1≤i≤n
eT

i y

Věta 96 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn vyhovuje podmı́nkám (J3)-(J5) a necht’ x∗ ∈ Rn

je bod takový, že f(x∗) = 0. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ‖x1−x∗‖ ≤ δ
a ‖A1 − J1‖ ≤ ϑ a posloupnost {xi} ⊂ Rn je určená dobrou Broydenovou metodou s
jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1 ∀i ∈ N), pak xi → x∗ Q-superlineárně.
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Odhad parametr̊u systémů diferenciálńıch rovnic

Máme minimalizovat funkci

F (x) =
∫ t1

t0
FA(x, y(x, t), t) dt+ FT (x, y(x, t1)),

kde

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x)

(stavový systém). Přitom x ∈ Rn, a stavový systém obsahuje nS diferenciálńıch rovnic.

Odstraněńı integrálu:

F (x) = F̃A(x, t1) + FT (x, y(x, t1)),

kde

dy(x, t)

dt
= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x)

dF̃A(x, t)

dt
= FA(x, y(x, t), t), F̃A(x, t0) = 0

Řeš́ıme nS + 1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru.

Předpoklady:

(A1) Existuje spojité řešeńı stavového systému na intervalu [t0, t1] kdykoliv x ∈ X.

(A2) Funkce FA, FT , fS, fI jsou dvakrát spojitě diferencovatelné na X.

PřitomX ⊂ Rn je oblast obsahuj́ıćı všechny body xi ∈ Rn i ∈ N , źıskané během iteračńıho
procesu.

Př́ımý výpočet gradientu

Označ́ıme

u(x, t) =
dy(x, t)

dx
.

Derivováńım dostaneme

gT (x) = g̃T
A(x, t1) +

∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
u(x, t1),

kde

du(x, t)

dt
=
∂fS(x, y, t)

∂x
+
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t), u(x, t0) =

dfI(x)

dx
,

dg̃T
A(x, t)

dt
=
∂FA(x, y, t)

∂x
+
∂FA(x, y, t)

∂y
u(x, t), g̃T

A(x, t0) = 0.

Řeš́ıme nav́ıc n(nS + 1) diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru.
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Zpětný výpočet gradientu

Necht’ p(t) je libovolné zobrazeńı a y(x, t) je řešeńı stavového systému, takže

fS(x, y, t) − dy(x, t)

dt
= 0

Můžeme tedy psát

F (x) =
∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)

(
fS(x, y, t) − dy(x, t)

dt

)]
dt+ FT (x, y(x, t1))

Integrováńı per partes uTv′ = (uTv)′ − (uT )′v, kde u = p(t), v = y(x, t)

F (x) =
∫ t1

t0

[
FA(x, y, t) + pT (t)fS(x, y, t) +

dpT (t)

dt
y(x, t)

]
dt

+ pT (t0)y(x, t0) − pT (t1)y(x, t1) + FT (x, y(x, t1)).

Derivováńım dostaneme

gT (x) =
∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂x

+

(
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)

∂y
+

dpT (t)

dt

)
dy(x, t)

dx

]
dt

+ pT (t0)
dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
+

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
− pT (t1)

)
dy(x, t1)

dx
.

Funkci p(t) = p(x, t) voĺıme tak, aby se kulaté závorky vynulovaly. Tedy

−dpT (x, t)

dt
=
∂FA(x, y, t)

∂y
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂y
, pT (x, t1) =

∂FT (x, y(x, t1))

∂y
,

gT (x) =
∫ t1

t0

[
∂FA(x, y, t)

∂x
+ pT (x, t)

∂fS(x, y, t)

∂x

]
dt+ pT (x, t0)

dfI(x)

dx
+
∂FT (x, y(x, t1))

∂x
.

Odstraněńı integrálu

g(x) = g̃A(x, t0) +

(
dfI(x)

dx

)T

p(x, t0) +

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂x

)T

,

kde

−dp(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂y

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂y

)T

p(x, t), p(x, t1) =

(
∂FT (x, y(x, t1))

∂y

)T

,

dg̃A(x, t)

dt
=

(
∂FA(x, y, t)

∂x

)T

+

(
∂fS(x, y, t)

∂x

)T

p(x, t), g̃A(x, t1) = 0.

Řeš́ıme nav́ıc nS + n diferenciálńıch rovnic ve zpětném směru.
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Př́ımý výpočet Hessovy matice

Označ́ıme

v(x, t) =
du(x, t)

dx
=

d2y(x, t)

dx2
.

Derivováńım dostaneme

G(x) = G̃A(x, t1) +
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x2

+

[
2
∂2FT (x, y(x, t1))

∂x∂y
+
∂2FT (x, y(x, t1))

∂y2
u(x, t1)

]
u(x, t1)

+
∂FT (x, y(x, t1))

∂y
v(x, t1),

kde

dv(x, t)

dt
=

∂2fS(x, y, t)

∂x2
+

[
2
∂2fS(x, y, t)

∂x∂y
+
∂2fS(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

]
u(x, t)

+
∂fS(x, y, t)

∂y
v(x, t), v(x, t0) =

d2fI(x)

dx2

dG̃A(x, t)

dt
=

∂2FA(x, y, t)

∂x2
+

[
2
∂2FA(x, y, t)

∂x∂y
+
∂2FA(x, y, t)

∂y2
u(x, t)

]
u(x, t)

+
∂FA(x, y, t)

∂y
v(x, t), G̃A(x, t0) = 0

Řeš́ıme nav́ıc n2(nS + 1) diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru.

Automatické derivováńı

Existuj́ı dva postupy

• Př́ımé automatické derivováńı – výpočet derivace zobrazeńı

• Zpětné automatické derivováńı – výpočet gradientu funkce

Ukážeme na pŕıkladech použit́ı obou postup̊u

Př́ıklad 8 (př́ımé derivováńı). Máme nalézt derivaci funkce F (x) = x1 sin(x2x3 + x4)
podle proměnné x3.
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x1 = x1 F = x1 sin(x2x3 + x4)
x′1 = 0
x2 = x2

x′2 = 0
x3 = x3

x′3 = 1
x4 = x4

x′4 = 0
x5 = x2x3 = x2x3

x′5 = x2x
′
3 + x′2x3 = x2

x6 = x4 + x5 = x4 + x2x3

x′6 = x′4 + x′5 = x2

x7 = sin(x6) = sin(x4 + x2x3)
x′7 = cos(x6)x

′
6 = cos(x4 + x2x3)x2

x8 = x1x7 = x1 sin(x4 + x2x3)
x′8 = x1x

′
7 + x′1x7 = x1x2 sin(x4 + x2x3)x2

F = x8 = x1 sin(x4 + x2x3)
F ′ = x′8 = x1 cos(x4 + x2x3)x2

Př́ıklad 9 (zpětné derivováńı). Máme nalézt gradient funkce F (x) = x1 sin(x2x3 + x4).

x1 = x1 xi = ∂F/∂xi

x2 = x2

x3 = x3

x4 = x4

x5 = x2x3 = x2x3

x6 = x4 + x5 = x4 + x2x3

x7 = sin(x6) = sin(x4 + x2x3)
x8 = x1x7 = x1 sin(x4 + x2x3)
x8 = 1
x7 = x8x1 = x1

x1 = x8x7 = sin(x4 + x2x3)
x6 = x7 cosx6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x5 = x6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x4 = x6 = x1 cos(x4 + x2x3)
x3 = x5x2 = x1 cos(x4 + x2x3)x2

x2 = x5x3 = x1 cos(x4 + x2x3)x3

∂F/∂x1 = x1 = sin(x4 + x2x3)
∂F/∂x2 = x2 = x1 cos(x4 + x2x3)x3

∂F/∂x3 = x3 = x1 cos(x4 + x2x3)x2

∂F/∂x4 = x4 = x1 cos(x4 + x2x3)
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Minimalizace s nelineárńımi omezeńımi (nelineárńı programováńı)

Definice 54 Úlohou nelineárńıho programováńı nazýváme nalezeńı bodu x∗ ∈ Rn takového,
že

x∗ = arg min
cI(x) ≤ 0
cE(x) = 0

F (x) (NP)

kde F : Rn → R, cI : Rn → RmI , cE : Rn → RmE jsou dvakrát spojitě diferencovatelná
zobrazeńı (cI(x) ≤ 0 je mı́něno po složkách).

Poznámka 81 Předpokládáme, že I = {1, . . . , mI}, E = {mI + 1, . . . , mI +mE = m} a
že minimum v (NP) je lokálńı.

Poznámka 82 Množina

C = {x ∈ Rn : cI(x) ≤ 0, cE(x) = 0}

se nazývá př́ıpustnou množinou úlohy (NP).

Definice 55 Necht’ C ⊂ Rn je př́ıpustná množina úlohy (NP) a x ∈ C. Pak množinu

E(x) = E ∪ {i ∈ I : ci(x) = 0}

nazveme množinou index̊u omezeńı aktivńıch v bodě x.

Definice 56 Necht’ C ⊂ Rn je př́ıpustná množina úlohy (NP) a x ∈ C. Jestlǐze gradienty
∇ci(x), i ∈ E(x), jsou lineárně nezávislé, řekneme, že jsou splněny podmı́nky LICQ
(linear independence constraint qualification).

Poznámka 83 Podmı́nky LICQ v podstatě zajǐst’uj́ı, aby linearizovaná omezeńı dostatečně
dobře vystihovala nelineárńı omezeńı. Často se použ́ıvaj́ı slabš́ı podmı́nky MFCQ (Mangasa-
rian-Fromowitz constraint qualification):

(a) Gradienty ∇ci(x), i ∈ E, jsou lineárně nezávislé.

(b) Existuje vektor v ∈ Rn takový, že vT∇ci(x) = 0 ∀i ∈ E a vT∇ci(x) < 0 ∀i ∈
E(x)\E.

Z LICQ plyne MFCQ (ale ne naopak). Pro praktické použit́ı jsou výhodněǰśı podmı́nky
LICQ.

Př́ıklad 10 Plat́ı MFCQ, neplat́ı LICQ:

c1(x) = −x1 ≤ 0

c2(x) = −x2 ≤ 0

c3(x) = x2
1 + 4x2

2 − 4 ≤ 0

c4(x) = (x1 − 2)2 + x2
2 − 5 ≤ 0
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x∗ = [0, 1]T ∈ R2

E(x∗) = {1, 3, 4)

∇c1(x∗) =

[ −1
0

]
, ∇c3(x∗) =

[
2x1

8x2

]
=

[
0
8

]
, ∇c4(x∗) =

[
2(x1 − 2)

2x2

]
=

[ −4
2

]

Tyto vektory nejsou lineárně nezávislé, nebot’ je jich v́ıc než n = 2. Pro v = [1,−1]T plat́ı

vT∇c1 =
[

1 −1
] [ −1

0

]
= −1 < 0

vT∇c3 =
[

1 −1
] [ 0

8

]
= −8 < 0

vT∇c4 =
[

1 −1
] [ −4

2

]
= −6 < 0

Př́ıklad 11 Neplat́ı MFCQ

c1(x) = x2
1 − x2 ≤ 0

c2(x) = −3x2
1 + x2 ≤ 0
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x∗ = [0, 0]T

∇c1(x∗) =

[
2x1

−1

]
=

[
0

−1

]
, ∇c2(x∗) =

[ −6x1

x1

]
=

[
0
1

]

Pro libovolný vektor v ∈ Rn plat́ı

vT∇c1(x∗) = −v2

vT∇c2(x∗) = +v2

Nemůže současně platit v2 > 0 a v2 < 0.

Definice 57 Necht’ C ⊂ Rn je př́ıpustná množina úlohy (NP) a x ∈ C. Jestlǐze existuj́ı
vektory uI ∈ RmI a uE ∈ RmE takové, že

∇xL(x, u) = 0

ci(x) ≤ 0, ui ≥ 0, uici(x) = 0, i ∈ I

ci(x) = 0, i ∈ E

kde
L(x, u) = f(x) + uT

I cI(x) + uT
EcE(x)

řekneme, že x ∈ C je KKT (Karush, Kuhn, Tucker) bodem úlohy (NP).

Poznámka 84 Funkce L(x, u) se nazývá Lagrangeovou funkćı úlohy (NP). Vektory uI ∈
RmI a uE ∈ RmE se nazývaj́ı Lagrangeovými multiplikátory. Dvojice (x, u) ∈ Rn+m se
nazývá KKT párem úlohy (NP).

Věta 97 (Nutné podmı́nky 1.řádu) Necht’ bod x ∈ C je řešeńım úlohy (NP) a jsou v něm
splněny podmı́nky LICQ (nebo MFCQ). Pak x ∈ C je KKT bodem úlohy (NP).

Poznámka 85 Jsou-li funkce ci(x), i ∈ I, konvexńı a funkce ci(x), i ∈ E, lineárńı,
můžeme podmı́nky LICQ (nebo MFCQ) vynechat.

Př́ıklad 12 Uvažujeme úlohu NP, kde

F (x1, x2) = x1

c1(x1, x2) = −x3
1 + x2 ≤ 0

c2(x1, x2) = −x2 ≤ 0
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Minimum x∗ = [0, 0]T

∇c1(x∗) =

[ −3x2
1

1

]
=

[
0
1

]
, ∇c2(x∗) =

[
0

−1

]

Stejně jako v př́ıkladu 11 neplat́ı MFCQ.

L(x, u) = x1 + u1(−x3
1 + x2) + u2(−x2)

∇L(x∗, u) =

[
1
0

]
+ u1

[
0
1

]
+ u2

[
0

−1

]
	= 0

(pro libovolný vektor u ∈ R2).

Př́ıklad 13 Uvažujeme úlohu NP, kde

F (x) = x2

c1(x) =
1

2
(x1 − 1)2 +

1

2
(x2 − 1)2 − 1 ≤ 0

c2(x) =
1

2
(x1 + 1)2 +

1

2
(x2 − 1)2 − 1 ≤ 0

c3(x) = x2 − 1 ≤ 0
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∇c1(x∗) =

[
x1 − 1
x2 − 1

]
=

[ −1
−1

]
, ∇c2(x∗) =

[
x1 + 1
x2 − 1

]
=

[
1

−1

]

Linearizovaná omezeńı
−x1 − x2 ≤ 0
x1 − x2 ≤ 0

}
≡ TC(x∗)

Muśı být

gTv ≥ 0 ∀v ∈ TC(x∗)

−gTv ≤ 0 ∀v ∈ TC(x∗)

�
−g ∈ NC(x∗)

NC(x) = cone(conv {∇c1(x∗),∇c2(x∗)})
= {u1∇c1(x∗) + u2∇c2(x∗) : u1 ≥ 0, u2 ≥ 0}

Tedy

−g = u∗1∇c1(x∗) + u∗2∇c2(x∗) ⇒ g + u∗1∇c1(x∗) + u∗2∇c2(x∗) = 0

L(x, u) = x2 + u1c1(x) + u2c2(x) + u3c3(x)

∇L(x, u) =

[
0
1

]
+ u1

[ −1
−1

]
+ u2

[
1

−1

]
+ u3

[
0
1

]
= 0

u1 =
1

2
, u2 =

1

2
, u3 = 0,

c1 = 0, c2 = 0, c3 = −1

Definice 58 Necht’ x ∈ C je KKT bodem úlohy (NP). Jestlǐze plat́ı

ci(x) < ui ∀i ∈ I

řekneme, že v bodě x ∈ C jsou splněny podmı́nky striktńı komplementarity (SC).

Př́ıklad 14 Uvažujme úlohu (NP), kde

F (x1, x2) =
1

2
(x2

1 + x2
2)

c1(x1, x2) = −x1 ≤ 0

c2(x1, x2) = −x2 ≤ 0

Plat́ı

L(x, u) =
1

2
(x2

1 + x2
2) − u1x1 − u2x2

∇xL(x, u) =

[
x1 − u1

x2 − u2

]
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Je-li bod x KKT bodem úlohy (NP), muśı platit ∇xL(x, u) = 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, u1 ≥ 0,
u2 ≥ 0, u1x1 = 0, u2x2 = 0, což lze zajistit jedině tehdy, jestliže

x1 = u1 = 0

x2 = u2 = 0

takže nejsou splněny podmı́nky SC.

Funkce F (x1, x2) má minimum (bez omezeńı) v bodě x = [0, 0]T . Je tedy možné omezeńı
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 vypustit.

Poznámka 86 Nejsou-li splněny podmı́nky SC, zkomplikuj́ı se podmı́nky 2.̌rádu pro
řešeńı úlohy (NP). Také nastanou problémy při vyšetřováńı výpočetńıch algoritmů. Proto
budeme splněńı podmı́nek SC předpokládat.

Věta 98 (Postačuj́ıćı podmı́nky 2.řádu) Necht’ bod x ∈ C je KKT bodem úlohy (NP) a
jsou v něm splněny podmı́nky LICQ (nebo MFCQ) a SC. Jestlǐze

zT∇2
xxL(x, u)z > 0

pro všechny vektory z ∈ Rn, z 	= 0 takové, že

zT∇ci(x) = 0 ∀i ∈ E(x)

pak x ∈ C je řešeńım úlohy (NP).

Definice 59 Budeme použ́ıvat označeńı

ai(x) = ∇ci(x), i ∈ I ∪ E
AI(x) = [ai(x), i ∈ I]

AE(x) = [ai(x), i ∈ E]

A(x) = [ai(x), i ∈ E(x)]
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g(x, u) = ∇xL(x, u) = ∇F (x) +
∑

i∈I∪E

ui∇ci(x) = ∇F (x) + AI(x)uI + AE(x)uE

G(x, u) = ∇2
xxL(x, u) = ∇2F (x) +

∑
i∈I∪E

ui∇2ci(x)

CI = diag {ci, i ∈ I}
UI = diag {ui, i ∈ I}

a označeńı Z(x) pro matici, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v ortogonálńım doplňku
podprostoru generovaného vektory ai(x), i ∈ E(x), takže (jsou-li splněny podmı́nky LICQ)

[A(x), Z(x)] je regulárně čtvercová matice, Z
T
(x)Z(x) = I a Z

T
(x)A(x) = 0.

Poznámka 87 Použijeme-li označeńı z Definice 59, můžeme postačuj́ıćı podmı́nky 2.̌rádu
(Věta 98) zapsat ve tvaru

g(x, u) = 0

cI(x) ≤ 0, uI ≥ 0, UICI(x) = 0

cE(x) = 0

Z
T
(x)G(x, u)Z(x) � 0 (positivně definitńı)

Minimalizace na lineárńı varietě

Minimalizace s lineárńımi omezeńımi ve tvaru rovnost́ı. Máme řešit úlohu

x∗ = arg min
x∈C

F (x)

C = {x ∈ Rn : aT
i x = αi, i ∈ E}

Poznámka 88 KKT podmı́nky maj́ı v tomto př́ıpadě tvar

g(x) + Au = 0

ATx = b

kde g(x) je gradient funkce F (x), A = [a1, . . . , am], b = [α1, . . . , αm]T .

Poznámka 89 Krok modifikované Newtonovy metody pro řešeńı KKT systému má tvar

[
B A
AT 0

] [
s
u

]
= −

[
g
0

]

kde B je (obvykle s.p.d.) aproximace Hessovy matice. Pak x+ = x + αs, kde α > 0 je
délka kroku.
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Metody proḿıtaných gradient̊u

Řeš́ıme-li soustavu z poznámky 89, dostaneme

u = −(ATB−1A)−1ATB−1g

s = −(B−1 −B−1A(ATB−1A)−1ATB−1)g = −Pg

Poznámka 90 Metody promı́taných gradient̊u reprezentuj́ı lineárńı varietu matićı C =
(ATB−1A)−1 (nebo trojúhelńıkovým rozkladem RTR = ATB−1A) a matićı P = B−1 −
B−1A(ATB−1A)−1ATB−1

Přidáńı omezeńı

Věta 99 Necht’ A+ = [A, a], kde a 	∈ L(A) a necht’ C+ = ((A+)THA+)−1, (R+)TR+ =
(A+)THA+, P+ = H −HA+C+(A+)TH. Pak plat́ı

C+ =

⎡
⎢⎣ C + CATHaaTHAC

aTPa
, −CATHa

aTPa

−aTHAC
aTPa

, 1
aTPa

⎤
⎥⎦ ,

R+ =

[
R r
0 ρ

]
,

kde RT r = ATHa, ρ2 = aTHa− rTr, a

P+ = P − PaaTP

aTPa

Ubráńı omezeńı

Věta 100 Necht’ AM = [A−, a], kde M je nějaká permutačńı matice, a necht’ C− =
((A−)THA−)−1, (R−)TR− = (A−)THA−. Necht’

MTCM =

[
C̃ c̃
c̃T γ̃

]

a necht’ Q je ortogonálńı matice taková, že

QRM =

[
R̃ r̃
0 ρ̃

]

je horńı trojúhelńıková matice. Pak plat́ı

C− = C̃ − c̃c̃T

γ̃

a R− = R̃.
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Metody redukovaných gradient̊u

Předpokládáme, že Z je matice jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v ortogonálńım
doplňku podprostoru generovaném sloupci matice A. Má-li A plnou hodnost, je [A,Z]
čtvercová regulárńı a plat́ı ATZ = 0, ZTZ = I.

Poznámka 91 Označme g̃ = ZTg redukovaný gradient, G̃ = ZTGZ a B̃ = ZTBZ
redukovanou Hessovu matici a jej́ı aproximaci. Pak

g̃ = ZTg

s̃ = −B̃−1g̃ = −(ZTBZ)−1ZTg

s = Zs̃ = −Z(ZTBZ)−1ZTg

Poznámka 92 V metodách s proměnnou metrikou se redukované matice B̃ = ZTBZ
a H̃ = B̃−1 = ZTHZ aktualizuj́ı pomoćı redukovaných veličin ỹ = g̃+− g̃ = ZT (g+−g) =
ZTy a d̃ = αs̃.

Poznámka 93 Metody redukovaných gradient̊u reprezentuj́ı lineárńı varientu trojúhelńı-
kovým rozkladem RTR = ATA a matićı Z takovou, že ATZ = 0 a ZTZ = I. Lagrangeovy
multiplikátory se poč́ıtaj́ı podle vzorce u = −(RTR)−1ATg.

Přidáńı omezeńı

Věta 101 Necht’ A+ = [A, a], kde a 	∈ L(A). Necht’ ã = ZTa a Q je ortogonálńı matice
taková, že

ãTQ = [0, . . . , 0, ‖ã‖]
Položme ZQ = [Z+, z]. Pak (A+)TZ+ = 0 a (Z+)TZ+ = I.

Ubráńı omezeńı

Věta 102 Necht’ AM = [A−, a], kde M je nějaká permutačńı matice. Necht’ Q je orto-
gonálńı matice taková, že matice QRM je horńı trojúhelńıková. Necht’ Z− = [Z, z], kde

z = AM(QRM)−1[0, . . . , 0, 1]T

Pak plat́ı (A−)TZ− = 0 a (Z−)TZ− = I.

Metody aktualizovaných gradient̊u

Předpokládejme, že S je matice s lineárně nezávislými sloupci taková, že

SST = P = H −HA(ATHA)−1ATH

Poznámka 94 Metody aktualizovaných gradient̊u určuj́ı směrový vektor podle vzorc̊u

s̃ = −g̃ = −ST g

s = Ss̃ = −Sg̃ = −SSTg
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Matice S se aktualizuj́ı pomoćı metod s proměnnou metrikou v součinovém tvaru. Aktu-
alizace metody BFGS má tvar

S+ =
√
γ

⎛
⎝S+ +

1

b
Sd̃

(√
ρ

γ

b

c
d̃− ỹ

)T
⎞
⎠

kde ỹ = g̃+ − g̃ = ST (g+ − g) = STy a d̃ = αs̃.

Poznámka 95 Metody aktualizovaných gradient̊u reprezentuj́ı lineárńı varietu trojúhel-
ńıkovým rozkladem RTR = ATA a matićı S takovou, že SST = H−HA(ATHA)−1ATH .
Lagrangeovy multiplikátory se poč́ıtaj́ı podle vzorce u = −(RTR)−1ATg

Přidáńı omezeńı

Věta 103 Necht’ A+ = [A, a], kde a 	∈ L(A). Necht’ S = [S̃, s] a

S+ = S̃ −
(

1 − λaT s

aTSSTa
SSTa+ λs

)
aT S̃

kde λ je kořenem kvadratické rovnice

λ2aT S̃S̃Ta+ 2λaT s = 1

Pak (A+)TS+ = 0 a plat́ı

S+(S+)T = H −HA+((A+)THA+)−1(A+)TH

Ubráńı omezeńı

Věta 104 Necht’ AM = [A−, a], tak M je nějaká permutačńı matice. Necht’ Q je orto-
gonálńı matice taková, že QRM je horńı trojúhelńıková. Necht’ S− = [S, s], kde

s = AM(QRM)−1[0, . . . , 0, 1]T

Pak plat́ı (A−)TS− = 0 a

S−(S−)T = H −HA−((A−)THA−)−1(A−)TH

Minimalizace s lineárńımi omezeńımi

Máme řešit úlohu

x∗ = arg min
x∈C

F (x)

C = {x ∈ Rn : aT
i x ≤ αi, i ∈ I, aT

i x = αi, i ∈ E}

Tedy
ci(x) = aT

i x− αi, i ∈ I ∪ E
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Metody aktivńıch omezeńı

Algoritmus 8 (metoda aktivńıch omezeńı)

K1: Najdeme př́ıpustný bod x ∈ C (úloha lineárńıho programováńı), urč́ıme množinu
E(x) index̊u omezeńı aktivńıch v bodě x ∈ C urč́ıme reprezentaci variety

L(x) =
⋂

i∈E(x)

L(ai, αi)

vypočteme hodnotu F (x) a gradient g(x).

K2: Urč́ıme směrový vektor s ∈ L(x) (minimalizace na lineárńı varietě) a vektor La-
grangeových multiplikátor̊u u. Jestlǐze ‖s‖ = 0 a u ≥ 0 ukonč́ıme výpočet (máme
KKT bod ⇒ řešeńı)

K3: Jestlǐze ‖s‖ = 0 a neplat́ı u ≥ 0 urč́ıme index � ∈ E(x) takový, že

u
 = min
i∈E(x)

(ui) ,

ubereme omezeńı s indexem �, č́ımž změńıme množinu E(x), varietu L(x) a jej́ı
reprezentaci a přejdeme na krok K2.

K4: Jestlǐze ‖s‖ 	= 0 urč́ıme délku kroku 0 < α < α (např́ıklad Armijovým výběrem), kde

α = min
i∈E(x),αT

i s>0

αi − aT
i x

aT
i s

vypočteme hodnotu F (x) a gradient g(x).

K5: Pokud α = α přidáme nová aktivńı omezeńı č́ımž změńıme množinu E(x), vari-
etu L(x) a jej́ı reprezentaci.

K6: Přejdeme na krok K2.

Poznámka 96 Minimum na lineárńı varietě se obvykle určuje přibližně. Omezeńı se ub́ırá
pokud ‖Pg‖ ≤ ε‖g‖ (metody promı́taných gradient̊u), nebo ‖g̃‖ ≤ ε‖g‖ (metody reduko-
vaných gradient̊u), kde ε > 0 je požadovaná přesnost.

Lineárńı programováńı

Máme řešit úlohu

x∗ = arg min
x∈C

gTx

C = {x ∈ Rn : aT
i x ≤ αi, i ∈ I, aT

i x = αi, i ∈ E}
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Simpexová metoda

Je to metoda největš́ıho spádu s lineárńımi omezeńımi (takže B = I). Délka kroku se
vždy vyb́ırá tak, aby platilo α = α.

• Začneme-li v libovolném př́ıpustném bodě, dostaneme se vždy do vrcholu.

• Je-li tento vrchol KKT bodem, ukonč́ıme výpočet.

• V opačném př́ıpadě ubereme omezeńı a po hraně se dostaneme do sousedńıho vr-
cholu.

• Procháźıme vrcholy ⇒ konečný počet krok̊u, ale exponenciálńı složitost.

Nalezeńı p̌ŕıpustného bodu

Necht’ x ∈ Rn. Pro zjednodušeńı budeme předpokládat, že aT
i x ≥ αi pro i ∈ E. Necht’

I1(x) = {i ∈ I ∪E : aT
i x ≤ αi}

I2(x) = {i ∈ I ∪E : aT
i x > αi}

Řeš́ıme posloupnost úloh lineárńıho programováńı

x∗ = arg min
x∈C

∑
i∈I2(x)

(aT
i x− αi)

C = {x ∈ Rn : aT
i x ≤ αi i ∈ I1(x), a

T
i x ≥ αi, i ∈ I2(x)} .

Řešeńım každé této úlohy je bod, ve kterém se alespoň jedno porušené omezeńı stane
aktivńım ⇒ po konečném počtu krok̊u dostaneme př́ıpustný bod.

Kvadratické programováńı

Máme řešit úlohu

x∗ = arg min
x∈C

(
1

2
xTGx+ gTx

)

C = {x ∈ Rn : aT
i x ≤ αi, i ∈ I, aT

i x = αi, i ∈ E}

Použijeme Newtonovu metodu s lineárńımi omezeńımi (takže B = G).

• Optimálńı délka kroku α = 1 vede k nalezeńı minima na lineárńı varietě.

• Pokud α ≤ 1 přidáváme nová aktivńı omezeńı
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Metody rekursivńıho kvadratického programováńı

Definice 60 Úlohou kvadratického programováńı (QP) přiřazenou úloze (NP) v bodě x ∈
Rn nazýváme nalezeńı vektoru Δx, který minimalizuje kvadratickou funkci

1

2
(Δx)TBΔx+ (∇f(x))T Δx

(kde B je aproximaćı G(x, u)) za podmı́nek

cI(x) + AT
I (x)Δx ≤ 0

cE(x) + AT
E(x)Δx = 0

Poznámka 97 Necht’ B = G(x, u). Označ́ıme-li u + Δu Lagrangeovy multiplikátory
úlohy (QP), m̊užeme KKT podmı́nky úlohy (QP) zapsat ve tvaru

g(x, u+ Δu) +G(x, u)Δx = 0

ci(x) + aT
i (x)Δx ≤ 0, i ∈ I

ui + Δui ≥ 0, i ∈ I

(ui + Δui)(ci(x) + aT
i (x)Δx) = 0, i ∈ I

ci(x) + aT
i (x)Δx = 0, i ∈ E

které vzniknou linearizaćı KKT podmı́nek úlohy (NP).

Poznámka 98 Úloha (QP) nemuśı mı́t řešeńı i když úloha (NP) má řešeńı. Tento ne-
dostatek lze odstranit tak, že se omezeńı v úloze (QP) nahrad́ı oslabenými omezeńımi

βlcI(x) + AT
I (x)Δx ≤ 0

βlcE(x) + AT
E(x)Δx = 0

kde 0 < β < 1 a l je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že modifikovaná úloha (QP) má
řešeńı.

Definice 61 Metody rekursivńıho kvadratického programováńı (RQP) jsou iteračńı a je-
jich iteračńı krok má tvar

x+ = x+ αΔx

u+
I = uI + αΔuI

u+
E = uE + αΔuE

kde Δx, ΔuI , ΔuE jsou směrové vektory určené řešeńım úlohy (QP) a α > 0 je délka
kroku.

Poznámka 99 Necht’ x∗ ∈ C je bod, ve kterém jsou splněny postačuj́ıćı podmı́nky
druhého řádu (Věta 98). Pak existuje okoĺı B(x∗, ε) ⊂ Rn takové, že E(x) = E(x∗)
∀x ∈ B(x∗, ε). Proto se v př́ıpadě lokálńı konvergence můžeme omezit na omezeńı ve
tvaru rovnosti

ci(x) = 0, i ∈ E = E(x∗)

Použijeme označeńı P = I −A(A
T
A)−1A

T
= ZZ

T
(kde A = A(x) a Z = Z(x)).
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Věta 105 Necht’ {xi} ⊂ Rn, {ui} ⊂ Rm jsou posloupnosti źıskané metodou RQP (Definice 61)
s αi = 1, i ∈ N , takové, že xi → x∗, ui → u∗, kde (x∗, u∗) je KKT pár úlohy (NP) vy-
hovuj́ıćı postačuj́ıćım podmı́nkám 2.řádu s LICQ a SC. Pak xi → x∗ Q-superlineárně
právě tehdy, jestlǐze

‖P i(Bi −G(x∗, u∗))(xi+1 − x∗)‖
‖xi+1 − x∗‖ → 0

Důsledek 8 Newtonova metoda s Bi = G(xi, ui) a αi = 1 je Q-superlineárně konver-
gentńı (za předpokladu, že xi → x∗, ui → u∗).

Poznámka 100 Zat́ımco podmı́nky pro superlineárńı konvergenci lze v př́ıpadě Newtonovy
metody snadno splnit, je obt́ıžněǰśı zajistit globálńı konvergenci této metody. K zajǐstěńı
globálńı kovergence se použ́ıvaj́ı exaktńı pokutové funkce.

Definice 62 Funkci
Pσ(x) = F (x) + σ‖c0(x)‖P

kde σ > 0,

c0i (x) = max(ci(x), 0), i ∈ I

c0i (x) = ci(x), i ∈ E

a ‖ · ‖P je nějaká (primárńı) norma, nazveme exaktńı pokutovou funkćı úlohy (NP).

Věta 106 Necht’ (x∗, u∗) je KKT pár úlohy (NP) vyhovuj́ıćı postačuj́ıćım podmı́nkám
2.řádu s LICQ a SC a necht’ σ > ‖u∗‖D, kde ‖ · ‖D je norma duálńı k normě ‖ · ‖P . Pak
Pσ(x) má lokálńı minimum v x∗.

Poznámka 101 Exaktńı pokutovou funkci úlohy (NP) můžeme použ́ıt k výběru délky
kroku. Necht’

P (α) = Pσ(x+ αΔx)

Délku kroku voĺıme tak, aby byla splněna podmı́nka

P (α) − P (0) ≤ ε1αP
′(0)

(Armijo). Muśı však platit P ′(0) < 0.

Věta 107 Necht’ P (α) = Pσ(x+ αΔx) a

σ > ‖u+‖D − (Δx)TG(x, u)Δx

‖c0(x)‖P

Pak plat́ı P ′(0) < 0.

Poznámka 102 Metody RQP s exaktńı pokutovou funkćı lze realizovat tak, že jsou
globálně konvergentńı. Exaktńı pokutová funkce však kaźı superlineárńı konvergenci,
nebot’ ani v bĺızkém okoĺı řešeńı neplat́ı P (1) < P (0) (Maratos̊uv jev), takže nelze použ́ıt
jednotkovou délku kroku.

Poznámka 103 K výběru délky kroku je výhodněǰśı použ́ıt rozš́ı̌renou Lagrangeovu
funkci

P (α) = F (x+ αΔx) + (u+ Δu)T c0(x+ αΔx) +
σ

2
‖c0(x+ αΔx)‖2

V tomto př́ıpadě nelze obecně dokázat globálńı konvergenci metody.

Poznámka 104 Metody RQP jsou vhodné pro menš́ı úlohy. Velké ř́ıdké úlohy vyžaduj́ı
kvalitńı řešiče velkých ř́ıdkých úloh (QP), které nejsou vždy k dispozici.
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Metody vniťrńıch bod̊u

Myšlenka: Úloha (NP) se převede na posloupnost úloh (IP) závislých na parametru μ,
přičemž μ→ 0.

Definice 63 Necht’ sI ∈ RmI , sI > 0 a μ > 0. V úloze (IP) (závislé na parametru μ)
hledáme minimum barierové funkce

B(x, s) = F (x) − μeT ln(SI)e

s omezeńımi

cI(x) + sI = 0, i ∈ I

cE(x) = 0, i ∈ E

Přitom SI = diag (si, i ∈ I) a e je vektor, jehož prvky jsou jednotky.

Věta 108 Vektor (x, sI) ∈ Rn+mI je KKT bodem úlohy (IP), existuj́ı-li vektory uI ∈ RmI ,
uE ∈ RmE takové, že

∇xL(x, u) = 0

SIUIe = μe

cI(x) + sI = 0

cE(x) = 0

kde L(x, u) je Lagrangeova funkce (stejná jako v Definici 57).

Poznámka 105 Derivováńım barierové funkce bychom dostali rovnici UIe = μS−1
I e.

Rovnice SIUIe = μe je výhodněǰśı (vede na efektivněǰśı algoritmy).

Poznámka 106 Linearizaćı KKT podmı́nek dostaneme krok Newtonovy metody.⎡
⎢⎢⎢⎣
G 0 AI AE

0 UI SI 0
AT

I I 0 0
AT

E 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

Δx
ΔsI

ΔuI

ΔuE

⎤
⎥⎥⎥⎦ = −

⎡
⎢⎢⎢⎣

g
SIUIe− μe
cI + sI

cE

⎤
⎥⎥⎥⎦

kde g = g(x, u) a G = G(x, u). Tuto rovnici lze redukovat eliminaćı vektoru ΔsI . Plat́ı

ΔsI = −MI(uI + ΔuI) + μU−1
I e

kde MI = U−1
I SI , takže⎡

⎢⎣
G AI AE

AT
I −MI 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

Δx
ΔuI

ΔuE

⎤
⎥⎦ = −

⎡
⎢⎣

g
cI + μU−1

I e
cE

⎤
⎥⎦

Definice 64 Necht’ x ∈ Rn, sI ∈ RmI a uI ∈ RmI . Pak množiny

Î(x, sI , uI) = {i ∈ I, si ≤ εIui}
Ǐ(x, sI , uI) = {i ∈ I, si > εIui}

kde εI > 0, nazveme množinami index̊u aktivńıch a neaktivńıch omezeńı.
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Poznámka 107 Eliminaćı neaktivńıch omezeńı dostaneme

ΔǔI = M̌−1
I (čI + ǍT

I Δx) + μŠ−1
I e

takže ⎡
⎢⎣ Ĝ ÂI AE

ÂT
I −M̂I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ Δx

ΔûI

ΔuE

⎤
⎥⎦ = −

⎡
⎢⎣

ĝ

ĉI + μÛ−1
I e

cE

⎤
⎥⎦ (IPS)

kde

Ĝ = G+ ǍIM̌
−1
I ǍT

I

ĝ = g + ǍIM̌
−1
I čI + μǍI Š

−1
I e

Dále

ΔŝI = −M̂I(ûI + ΔûI) + μÛ−1
I e

ΔšI = −(čI + ǍT
I Δx+ šI)

Nejprve urč́ıme Δx, ΔûI , ΔuE (nepřesným) řešeńım soustavy (IPS) a vypočteme vektor
Δŝi. Pak vypočteme ΔǔI a ΔšI .

Poznámka 108 Matice Ĝ a M̂ jsou omezené (předpokládáme, že G a ǍI jsou omezené)
a jsou-li splněny podmı́nky SC, plat́ı

M̂I → 0

Poznámka 109 Matice v (IPS) je symetrická a indefinitńı. Soustavu (IPS) lze efektivně
řešit metodou sdružených gradient̊u s předpodmiňovačem

C =

⎡
⎢⎣
D̂ ÂI AE

ÂT
I −M̂I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦

kde D̂ je diagonálńı positivně definitńı matice (aproximace matice Ĝ).

Poznámka 110 K výběru délky kroku se použ́ıvá rozš́ı̌rená barierová Lagrangeova funkce

P (α) = F (x+ αΔx) − μeT ln(SI + αΔSI)e

+(uI + ΔuI)
T (cI(x+ αΔx) + sI + αΔsI) + (uE + ΔuE)T cE(x+ αΔx)

+
σ

2
‖cI(x+ αΔx) + sI + αΔsI)‖2 +

σ

2
‖cE(x+ αΔx)‖2

kde σ > 0.

Věta 109 Necht’ Δx a ΔsI jsou vektory určené podle Poznámky 107 a necht’

σ > −(Δx)TGΔx+ (ΔsI)
TS−1

I UIΔsI

‖cE‖2 + ‖cI + sI‖2

Pak řeš́ıme-li soustavu (IPS) dostatečně přesně, plat́ı P ′(0) < 0.
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Poznámka 111 Požadujeme, aby platilo sI +αΔsI > 0, uI +αΔuI > 0. Z tohoto d̊uvodu
se urč́ı horńı meze

αs = γ min
i∈I,Δsi<0

(
− si

Δsi

)

αu = γ min
i∈I,Δui<0

(
− ui

Δui

)

kde 0 < γ < 1 (např. γ = 0.99). Pak

s+
I = sI + min(α, αs)ΔsI

u+
I = uI + min(α, αu)ΔuI

Poznámka 112 Parametr μ se přepoč́ıtává v každém iteračńım kroku. Podle Věty 108
by mělo platit SIUIe = μe. Proto voĺıme

μ = λ
sT

I uI

mI

kde 0 < λ < 1. Použ́ıvaj́ı se r̊uzné heuristické vzorce, např́ıklad

λ = 0.1

[
min

(
0.05

1 − ρ

ρ
, 2

)]3

kde

ρ =
min
i∈I

siui

sT
I uI

mi

(mı́ra centrality).

Metody nehladkých rovnic

Myšlenka: Nelineárńı KKT systém se (pomoćı Fischerovy-Burmeisterovy funkce) převede
na systém polohladkých rovnic a ten se řeš́ı pomoćı Newtonovy metody.

Poznámka 113 Fischerova-Burmeisterova funkce má tvar

ψ(x1, x2) =
√
x2

1 + x2
2 − (x1 + x2)

(a) ψ(x1, x2) = 0 plat́ı právě tehdy, jestliže x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1x2 = 0

(b) V bodě, kde x1x2 	= 0 plat́ı

∇ψ(x1, x2) =

⎡
⎢⎣

x1√
x2
1+x2

2

− 1

x2√
x2
1+x2

2

− 1

⎤
⎥⎦

V bodě, kde x1x2 = 0, je ψ(x1, x2) polohladká a [−1,−1]T ∈ ∂ψ(0, 0), kde ∂ψ(0, 0)

znač́ıme subdiferenciál funkce ψ v bodě (0, 0). Označ́ıme-li r(x1, x2) =
√
x2

1 + x2
2 pro

x1x2 	= 0 a r(x1, x2) = 1 pro x1x2 = 0, je vždy[ x1

r(x1,x2)
− 1

x2

r(x1,x2)
− 1

]
∈ ∂ψ(x1, x2)
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Poznámka 114 Použijeme-li Fischerovu-Burmeisterovu funkci, můžeme nelineárńı KKT
systém

g(x, u) = 0

ci(x) ≤ 0, ui ≥ 0, uici(x) = 0, i ∈ I

ci(x) = 0, i ∈ E

převést na systém polohladkých rovnic

g(x, u) = 0

ψ(ui,−ci(x)) = 0, i ∈ I

ci(x) = 0, i ∈ E

Poznámka 115 Budeme použ́ıvat označeńı z Definice 59 a polož́ıme

RI = diag {ri, i ∈ I} = diag
{√

u2
i + c2i , i ∈ I

}

Poznámka 116 Linearizaćı polohladkých rovnic dostaneme krok Newtonovy metody⎡
⎢⎣ G AI AE

(RI + CI)R
−1
I AT

I −(RI − UI)R
−1
I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ Δx

ΔuI

ΔuE

⎤
⎥⎦ = −

⎡
⎢⎣ g
ψI

cE

⎤
⎥⎦

kde g = g(x, u) a G = G(x, u). Tuto rovnici lze symetrizovat vynásobeńım diagonálńı
matićı diag (I, RI(RI + CI)

−1, I). Plat́ı⎡
⎢⎣
G AI AE

AT
I −MI 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

Δx
ΔuI

ΔuE

⎤
⎥⎦ = −

⎡
⎢⎣

g
RI(RI + CI)

−1ψI

cE

⎤
⎥⎦

kde MI = (RI + CI)
−1(RI − UI).

Definice 65 Necht’ x ∈ Rn, uI ∈ RmI . Pak množiny

Î(x, uI) = {i ∈ I : ri − ui ≤ εI(ri + ci)}
Ǐ(x, uI) = {i ∈ I : ri − ui > εI(ri + ci)}

kde εI > 0, nazveme množinami index̊u aktivńıch a neaktivńıch omezeńı.

Poznámka 117 Podmı́nka ri − ui ≤ εI(ri + ci) je ekvivalentńı podmı́nce

−∂ψi

∂ui

≤ εI
∂ψi

∂ci

Věta 110 Necht’ x∗ ∈ C je KKT bodem úlohy (NP), ve kterém jsou splněny podmı́nky LICQ
a SC. Pak existuj́ı okoĺı N ⊂ Rn a MI ⊂ RmI vektor̊u x∗ a u∗I taková, že

ci(x
∗) = 0 ⇒ i ∈ Î(x, uI)

u∗i = 0 ⇒ i ∈ Ǐ(x, uI)

pokud x ∈ N a uI ∈ MI. Pokud x→ x∗ a uI → u∗I, pak

ci(x
∗) = 0 ⇒ ri − ui

ri + ci
→ 0

u∗i = 0 ⇒ ri − ui

ri + ci
→ ∞
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Poznámka 118 Eliminaćı neaktivńıch omezeńı dostaneme

ΔǔI = M̌−1
I [(ŘI + ČI)

−1ŘIψ̌I + ǍT
I Δx]

takže ⎡
⎢⎣ Ĝ ÂI AE

ÂT
I −M̂I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ Δx

ΔûI

ΔuE

⎤
⎥⎦ = −

⎡
⎢⎣

ĝ

(R̂I + ĈI)
−1R̂I ψ̂I

cE

⎤
⎥⎦ (NES)

kde

Ĝ = G+ ǍIM̌
−1
I ǍT

I

ĝ = g + ǍIM̌
−1
I (ŘI + ČI)

−1ŘIψ̌I

Nejprve urč́ıme Δx, Δû, ΔuE (nepřesným řešeńım soustavy (NES)). Pak vypočteme Δǔ.

Poznámka 119 Soustavy (NES) a (IPS) maj́ı velmi podobné vlastnosti. Plat́ı opět Poznámky
108 a 109.

Poznámka 120 K výběru délky kroku se použ́ıvá rozš́ı̌rená Lagrangeova funkce

P (α) = F (x+ αΔx)

+(uI + ΔuI)
T cI(x+ αΔx) + (uE + ΔuE)T cE(x+ αΔx)

+
σ

2
‖ψI(uI + αΔuI , −cI(x+ αΔx))‖2 +

σ

2
‖cE(x+ αΔx)‖2

kde σ > 0.

Věta 111 Necht’ Δx a ΔuI jsou vektory určené podle Poznámky 118 a necht’

σ > − (Δx)TGΔx

‖ψI‖2 + ‖cE‖2

Pak řeš́ıme-li soustavu (NES) dostatečně přesně, plat́ı P ′(0) < 0.

Řešeńı lineárńıch KKT systémů

Soustava

Kd =

⎡
⎢⎣ Ĝ ÂI AE

ÂT
I −M̂I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

d

d̂I

dE

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

b

b̂I
bE

⎤
⎥⎦ = b (K)

Předpodmiňovač

C =

⎡
⎢⎣
D̂ ÂI AE

ÂT
I −M̂I 0

AT
E 0 0

⎤
⎥⎦ (P)

kde D̂ je positivně definitńı diagonálńı aproximace matice Ĝ (např. jej́ı diagonála).
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Algoritmus 9 (metoda PCG)

Data: 0 ≤ ω < 1, d ∈ Rn+m̂I+mE (např. d = 0).
Set r := b−Kd, β := 0
While ‖r‖ > ω‖b‖ do

r̃ := C−1r, γ := rT r̃, β := βγ
p := r̃ + βp, q := Kp, α := γ/pT q
d := d+ αp, r := r − αq, β := 1/γ

end while

Poznámka 121 Matice K je indefinitńı. Metoda CG může selhat. Předpodmiňovač C je
také indefinitńı. Kompenzuje indefinitnost matice K.

Věta 112 Uvažujme předpodmiňovač (P ) aplikovaný na soustavu (K) a předpokládejme,
že Ĝ − D̂ je regulárńı. Pak matice KC−1 má alespoň m̂I + 2mE jednotkových vlastńıch
č́ısel, ale nanejvýš m̂I + mE jim odpov́ıdaj́ıćıch lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.
Zbylá vlastńı č́ısla matice KC−1 jsou vlastńımi č́ısly matice

ZT
EG̃ZE(ZT

ED̃ZE)−1

kde [AE , ZE] je regulárńı, ZT
EAE = 0, ZT

EZE = I, a kde

G̃ = Ĝ+ ÂIM̂
−1
I ÂT

I

D̃ = D̂ + ÂIM̂
−1
I ÂT

I

Je-li ZT
EG̃ZE positivně definitńı, jsou všechna vlastńı č́ısla kladná.

Věta 113 Uvažujme předpodmiňovač (P ) aplikovaný na systém (K) a předpokládejme,
že matice Ĝ− D̂ je regulárńı. Pak Krylov̊uv prostor

K = span {r,KC−1r, (KC−1)2r, . . .}
má dimenzi nejvýše min(n+ 1, n−mE + 2).

Věta 114 Uvažujme Algoritmus 9 s předpodmiňovačem (P ) aplikovaný na systém (K).
Předpokládejme, že počátečńı d ∈ Rn+m̂I+mE je zvolen tak, že r̂I = 0 a rE = 0. Necht’

ZT
EG̃ZE je positivně definitńı. Pak

(a) Vektor d∗ (prvńı část vektoru d
∗
, který je řešeńım soustavy (K)) je nalezen po

nejvýše n−mE iteraćıch.

(b) Algoritmus nem̊uže skončit na děleńı nulou dř́ıve, než je nalezen vektor d∗.

(c) Chyba ‖d− d∗‖ konverguje k nule přinejmenš́ım R-lineárně s kvocientem

q ≤
√
κ− 1√
κ + 1

kde κ je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice ZT
EG̃ZE(ZT

ED̃ZE)−1.

(d) Jestlǐze d = d∗, pak také d̂I = d̂∗I a d∗E lze určit podle vzorce

d∗E = dE + (AT
ED̃

−1AE)−1AT
ED̃

−1r
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Řešeńı zobecněných minimaxových úloh

Definice 66 Řekneme, že F : Rn → R je zobecněnou minimaxovou funkćı, jestlǐze

F (x) = h(F1(x), . . . , Fm(x)), Fi(x) = max
1≤j≤ni

fij(x), 1 ≤ i ≤ m,

kde h : Rm → R and fij : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou hladké funkce splńuj́ıćı
tyto předpoklady.

Předpoklad 1. Funkce Fi(x), 1 ≤ i ≤ m, jsou zdola omezené na Rn (existuj́ı č́ısla F i ∈ R
taková, že Fi(x) ≥ F i, 1 ≤ i ≤ m, pro všechna x ∈ Rn).

Předpoklad 2. Funkce h ∈ C2 : Rm → R je konvexńı a plat́ı

∂h(z)/∂zi ≥ hi > 0, 1 ≤ i ≤ m,

pro všechna z ∈ Z = {z ∈ Rm : zi ≥ F i, 1 ≤ i ≤ m}.
Předpoklad 3. Funkce fij(x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou dvakrát spojitě diferencova-
telné na konvexńım obalu množiny

L(F ) = {x ∈ Rn : Fi(x) ≤ F , 1 ≤ i ≤ m}

pro dostatečně velkou horńı mez F a maj́ı omezené prvńı a druhé derivace na convL(F )
(existuj́ı č́ısla g a G taková, že ‖∇fij(x)‖ ≤ g, ‖∇2fij(x)‖ ≤ G, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni,
pro všechna x ∈ convL(F )).

Př́ıklad 15 Nejjednodušš́ı zobecněnou minimaxovou funkćı je součet

F (x) =
m∑

i=1

Fi(x) =
m∑

i=1

max
1≤j≤ni

fij(x).

V tomto př́ıpadě ∂h(z)/∂zi = 1, 1 ≤ i ≤ m, pro libovolný vektor z a matice H(z) je
diagonálńı. Pro m = 1 dostaneme klasickou minimaxovou úlohu.

F (x) = max
1≤i≤m

fi(x).

Př́ıklad 16 Volbou Fi(x) = |fi(x)| = max(fi(x),−fi(x)), 1 ≤ i ≤ m dostaneme funkci
obsahuj́ıćı absolutńı hodnoty. Klasickým př́ıpadem je součet absolutńıch hodnot

F (x) =
m∑

i=1

|fi(x)|.

Poznámka 122 Minimalizace funkce F (x) je ekvivalentńı úloze nelineárńıho programováńı:
minimalizovat funkci

h(z1, . . . , zm)

s omezeńımi
fij(x) ≤ zi, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni
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(podmı́nky ∂h(z)/∂zi ≥ hi > 0, 1 ≤ i ≤ m, pro z ∈ Z postačuj́ı k tomu, aby platilo
zi = Fi(x), 1 ≤ i ≤ m, v bodě minima). Nutné KKT podmı́nky pro řešeńı této úlohy maj́ı
tvar

m∑
i=1

ni∑
j=1

uij∇fij(x) = 0,
ni∑

j=1

uij =
∂h(z)

∂zi
,

uij ≥ 0, zi − fij(x) ≥ 0, uij(zi − fij(x)) = 0,

kde uij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni, jsou Lagrangeovy multiplikátory.

Poznámka 123 Úlohu nelineárńıho programováńı lze řešit primárńı metodou vnitřńıch
bod̊u: aplikujene Newtonovu metodu na posloupnost barierových funkćı

Bμ(x, z) = h(z) − μ
m∑

i=1

ni∑
j=1

log(zi − fij(x)),

kde μ > 0 a μ→ 0.

Poznámka 124 Nutné KKT podmı́nky pro extrém bariérové funkce maj́ı tvar

∇xBμ(x, z) =
m∑

i=1

ni∑
j=1

∇fij(x)
μ

zi − fij(x)
= 0,

∂Bμ(x, z)

∂zi
=
∂h(z)

∂zi
+

ni∑
j=1

μ

zi − fij(x)
= 0, 1 ≤ i ≤ m.

Poznámka 125 Minimalizaci bariérové funkce můžeme chápat jako dvojúrovňovou op-
timalizaci

z(x) = arg min
z∈Z

Bμ(x, z),

x = arg min
x∈Rn

B(x;μ), B(x;μ)
Δ
= Bμ(x, z(x)),

kde Z je množina použitá v předpokladu 2.

Věta 115 Soustava
∂h(z)

∂zi

−
ni∑

j=1

μ

zi − fij(x)
= 0, (MS)

má pro pevné x ∈ Rn jednoznačné řešeńı z(x;μ) ∈ Z ⊂ Rm takové, že

Fi(x) < zi ≤ zi(x;μ) ≤ zi, 1 ≤ i ≤ m,

kde
zi = Fi(x) + μ/hi, zi = Fi(x) + niμ/hi,

a kde hi > 0 jsou meze použité v předpokladu 2 a hi = hi(z1, . . . , zm).

Umı́me-li naj́ıt řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic, můžeme se omezit na nepodmı́něnou
minimalizaci funkce B(x;μ) = Bμ(x, z(x)). Je účelné znát gradient a Hessovu matici
funkce B(x;μ).
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Věta 116 Označme

uij(x) =
μ

zi − fij(x)
, vij(x) =

μ

(zi − fij(x))2
, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni.

Pak

∇B(x;μ) =
m∑

i=1

ni∑
j=1

∇fij(x)uij(x),

∇2B(x;μ) = W (x, z(x)) − C(x, z(x))D(x, z(x))−1CT (x, z(x)),

kde

W (x, z) =
m∑

i=1

ni∑
j=1

∇2fij(x)uij(x) +
m∑

i=1

ni∑
j=1

∇fij(x)vij(x)(∇fij(x))
T ,

C(x, z) =

⎡
⎣ n1∑

j=1

∇fij(x)vij(x), . . . ,
nm∑
j=1

∇fij(x)vij(x)

⎤
⎦ ,

D(x, z) = ∇2h(z) + diag

⎛
⎝ n1∑

j=1

vij(x), . . . ,
nm∑
j=1

vij(x)

⎞
⎠ .

Věta 117 Necht’ matice G =
∑m

i=1

∑ni
j=1 ∇2fij(x)uij(x) je pozitivně definitńı. Pak matice

∇B(x;μ) je pozitivně definitńı.

Poznámka 126 Plat́ı

(∇2B(x;μ))−1 = W (x, z(x))−1 −W (x, z(x))−1C(x, z(x))(
CT (x, z(x))W−1(x, z(x))C(x, z(x)) −D(z(x))

)−1

CT (x, z(x))W (x, z(x))−1.

Poznámka 127 Iteračńı krok primárńı metody vnitřńıch bod̊u vypadá takto:

• Na začátku iteračńıho kroku zmáme x ∈ Rn a μ > 0.

• Řešeńım soustavy (MS) urč́ıme vektor z(x;μ).

• Urč́ıme směrový vektor s = −(∇2B(x;μ))−1∇B(x;μ).

• Urč́ıme délku kroku α > 0 tak, aby platilo Bμ(x+αs, z(x+αs;μ)) < Bμ(x, z(x;μ))
(vektor z(x + αs;μ) se určuje řešeńım soustavy (MS)).

• Polož́ıme x+ = x+ αΔx a urč́ıme novou hodnotu 0 < μ+ < μ.

Poznámka 128 Určeńı nové hodnoty 0 < μ+ < μ:

• Pokud ‖g(xk;μk)‖2 ≥ ρμk, polož́ıme μk+1 = μk (bariérový parametr se neměńı).

• Pokud ‖g(xk;μk)‖2 < ρμk, polož́ıme μk+1 = max(μ, ‖gk(xk;μk)‖2).

Použ́ıvaj́ı se hodnoty μ = 10−10 a ρ = 0.1.

Věta 118 Necht’ jsou splněny předpoklady 1–3. Pak primárńı metoda vnitřńıch bod̊u pro
minimalizaci zobecněné minimaxové funkce je globálně konvergentńı.
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Lipschitzovské funkce

Definice 67 Řekneme, že funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn (s
konstantou L), jestlǐze existuje č́ıslo ε > 0 takové, že plat́ı

|F (x2) − F (x1)| ≤ L‖x2 − x1‖, (5)

pokud x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε).

Př́ıklad 17 Funkce
√
x neńı lipschitzovská v okoĺı bodu x = 0. Plat́ı

√
x2 −√

x1 =
x2 − x1√
x2 +

√
x1

,

takže pro libovolné č́ıslo L > 0 plat́ı
√
x2 − √

x1 > L(x2 − x1), pokud x1 < 1/(2L) a
x2 < 1/(2L).

Definice 68 Zobecněnou (Clarkovu) směrovou derivaci funkce F : Rn → R v bodě x ∈ Rn

ve směru h ∈ Rn definujeme předpisem

F 0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

F (y + th) − F (y)

t
. (6)
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Věta 119 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská (s konstantou L) v okoĺı bodu
x ∈ Rn. Pak:

(a) Funkce F 0(x, ·) : Rn → R je pozitivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s
konstantou L.

(b) Funkce F 0(·, ·) : Rn × Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

F 0(xi, hi) ≤ F 0(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

(c) Plat́ı F 0(x,−h) = (−F )0(x, h) ∀h ∈ Rn.

Definice 69 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
množinu

∂F (x) = {g ∈ Rn : F 0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn}
nazveme subdiferenciálem funkce F v bodě x. Prvky g ∈ ∂F (x) budeme nazývat subgradi-
enty funkce F v bodě x.

Poznámka 129 Necht’ funkce F : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn,

∂F (x) =
{
g ∈ Rn : F ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}

(oba subdiferenciály splývaj́ı).

Definice 70 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Jestlǐze
F ′(x, h) existuje a plat́ı F 0(x, h) = F ′(x, h) ∀h ∈ Rn, řekneme, že F je regulárńı v bodě
x.

Věta 120 Spojitě diferencovatelné a konvexńı funkce jsou regulárńı. Dále jsou regulárńı:
(a) Nezáporné lineárńı kombinace regulárńıch funkćı, tedy funkce tvaru

F (x) =
m∑

i=1

λifi(x).

(b) Bodová maxima regulárńıch funkćı, tedy funkce tvaru

F (x) = max
1≤i≤m

fi(x).

(kde λi ≥ 0 a fi jsou regulárńı).

Věta 121 Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská (s konstantou L) v okoĺı bodu
x ∈ Rn. Pak:
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(a) Subdiferenciál ∂F (x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ‖g‖ ≤ L
∀g ∈ ∂f(x).

(b) Plat́ı

F 0(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂F (x)

}
∀h ∈ Rn.

(c) Subdiferenciál je shora polospojitý (jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂F (xi) a gi → g, pak
g ∈ ∂F (x)).

(d) Plat́ı ∂(−F )(x) = −∂F (x).

Poznámka 130 Podle věty 121 (b) je zobecněná směrová derivace F 0(x, h) opěrnou
funkćı subdiferenciálu ∂F (x), neboli

F 0(x, h) = δ∂F (x)(h).

Př́ıklad 18 Necht’ F (x) = −‖x‖. Pak

F 0(0, h) = −‖0, h‖0 = ‖0,−h‖0 = ‖0,−h‖′ = ‖h‖,
∂F (0) = −∂‖0‖ = ∂‖0‖ = {g ∈ Rn : ‖g‖ ≤ 1}.

Věta 122 Necht’ funkce F : Rn → R je spojitě diferencovatelná v bodě x ∈ Rn. Pak F je
lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂F (x) = {∇F (x)} . (7)

Věta 123 Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, který
je jej́ım lokálńım extrémem (minimem nebo maximem). Pak plat́ı

0 ∈ ∂F (x).

Věta 124 (o středńı hodnotě). Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská na
otevřené množině obsahuj́ıćı úsečku [x, y]. Pak existuje bod z ∈ (x, y) takový, že

F (y) − F (x) ∈ (∂F (z))T (y − x).

Definice 71 Necht’ funkce F : Rn → R je lokálně lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
množinu

∂BF (x) =
{

lim
i→∞∇F (xi) : xi → x, ∇F (xi) − existuje

}

nazveme B-diferenciálem funkce F .
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Věta 125 (Clarke). Necht’ funkce F : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
plat́ı

∂F (x) = conv ∂BF (x).

Př́ıklad 19 Necht’ ‖.‖ : Rn → R je euklidovská norma. Pak ‖.‖ je spojitě diferencovatelná
v každém bodě x 	= 0 (plat́ı ∇‖x‖ = x/‖x‖). Jestlǐze xi = tih, pak

lim
ti↓0

∇‖xi‖ = lim
ti↓0

tih

ti‖h‖ =
h

‖h‖
takže

∂B‖0‖ =

{
h

‖h‖ : h ∈ Rn

}

(jednotková sféra) a

∂‖0‖ = conv∂B‖0‖ = {h ∈ Rn : ‖h‖ ≤ 1}

(uzavřená jednotková koule).

Lipschitzovská zobrazeńı

Je-li zobrazeńı f : Rn → Rm spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn, existuje Jacobiova
matice

J f(x) =

⎡
⎢⎢⎣

∂f1(x)
∂x1

, . . . , ∂f1(x)
∂xn

. . . . . . . . .
∂fm(x)

∂x1
, . . . , ∂fm(x)

∂xn

⎤
⎥⎥⎦ .

Je-li zobrazeńı f : Rn → Rm lokálně lipschotzovské, má množina bod̊u v nichž J neexis-
tuje mı́ru nula (Rademacherova věta). Proto je opodstatněná tato definice.

Definice 72 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
množinu

∂f(x) = conv ∂Bf(x),

kde

∂Bf(x) =
{

lim
i→∞

J f(xi) : xi → x, J f(xi) − existuje
}
,

nazveme zobecněným Jakobiánem zobrazeńı f .

Věta 126 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské (s konstantou L) v okoĺı bodu
x ∈ Rn. Pak

(a) Plat́ı

∂f(x) ⊂
⎡
⎢⎣
∂f1(x)
. . .

∂fm(x)

⎤
⎥⎦ ,

kde ∂fi(x) jsou subdiferenciály složek fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, v bodě x ∈ Rn.
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(b) Zobecněný Jakobián ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že
‖J‖ ≤ L ∀J ∈ ∂f(x).

(c) Zobecněný Jakobián ∂f(x) je shora polospojitý (jestlǐze xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a
Ji → J , pak J ∈ ∂f(x)).

Poznámka 131 Necht’ [x, y] je uzavřený interval. Zavedeme označeńı

∂f ([x, y]) = conv
⋃

z∈[x,y]

∂f(z).

Množina ∂f ([x, y])je kompaktńı a konvexńı.

Věta 127 (o středńı hodnotě). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské na
otevřené množině obsahuj́ıćı úsečku [x, y]. Pak plat́ı

f(y) − f(x) ∈ ∂f ([x, y]) (y − x).

Věta 128 (o složeném zobrazeńı). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı
bodu x ∈ Rn a funkce F : Rm → R je lipschitzovská v okoĺı bodu f(x). Pak funkce
ϕ = F ◦ f : Rn → R (t.j. ϕ(x) = F (f(x))) je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ conv
{
JTv : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂F (f(x))

}
,

přičemž rovnost nastává např́ıklad tehdy, když:

(a) Funkce F je spojitě diferencovatelná v bodě f(x).

(b) Funkce F je regulárńı v bodě f(x) a zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v bodě x.

(c) Funkce F je regulárńı v bodě f(x), složky fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v
bodě x a pro libovolný prvek v ∈ ∂F (f(x)) plat́ı v ≥ 0 (t.j. vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m).

Důsledek 9 Necht’ funkce f1 : Rn → R, f2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu
x ∈ Rn. Pak funkce ϕ = f1f2 je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ ∂f1(x)f2(x) + f1(x)∂f2(x)

přičemž rovnost nastává, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li f1(x) ≥ 0, f2(x) ≥ 0. V
tomto př́ıpadě je funkce ϕ = f1f2 regulárńı.

Důsledek 10 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
funkce ϕ = (1/2)fTf je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂ϕ(x) =
{
JTf(x) : J ∈ ∂(f(x))

}
.
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Věta 129 Necht’ funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn.
Pak funkce

ϕ(x) = max
1≤i≤m

fi(x)

je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ conv {∂fi(x) : i ∈ I(x)} ,

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . , m} : fi(x) = ϕ(x)}. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı v
bodě x, je funkce ϕ regulárńı v bodě x a mı́sto inkluze plat́ı rovnost.

Polohladká zobrazeńı

Definice 73 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Jestlǐze
pro každé h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

Jh′

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x+ th′)), řekneme, že zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

Věta 130 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný
vektor h ∈ Rn existuje směrová derivace

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)

t

a plat́ı
f ′(x, h) = lim

J∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

Jh′.

Věta 131 Zobrazeńı, jehož složky jsou spojitě diferencovatelné, konvexńı nebo polohladké
je polohladké.
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Věta 132 (o složeném zobrazeńı). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě
x ∈ Rn a funkce F : Rm → R je polohladká v bodě f(x). Pak složené zobrazeńı ϕ = F ◦ f
je polohladké v bodě x.

Důsledek 11 Necht’ funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a
λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m. Pak např́ıklad tyto funkce jsou polohladké:

(a) Lineárńı kombinace

ϕ =
m∑

i=1

λifi

(b) Součin

ϕ =
m∏

i=1

fi

(c) Libovolná norma

ϕ =

∥∥∥∥∥∥∥
⎡
⎢⎣
f1(x)
. . .

fm(x)

⎤
⎥⎦
∥∥∥∥∥∥∥ ,

tedy např́ıklad

ϕ =
m∑

i=1

|fi| nebo ϕ = max
1≤i≤m

|fi|

(d) Bodové maximum
ϕ = max

1≤i≤m
fi

Důsledek 12 Složky polohladkého zobrazeńı jsou polohladké funkce. Lineárńı kombinace
polohladkých zobrazeńı je polohladké zobrazeńı. Skalárńı součin polohladkých zobrazeńı je
polohladká funkce.

Př́ıklad 20 Fischerova–Burmeisterova funkce ψ : R2 → R je definovaná předpisem

ψ(x) =
√
x2

1 + x2
2 − (x1 + x2)

(a) ψ(x) = 0 plat́ı právě tehdy, když x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 a x1x2 = 0. Skutečně

x1 < 0 ⇒ ψ(x) =
√
|x1|2 + x2

2 + |x1| − x2 ≥ |x1| + |x2| − x2 > 0,

x2 < 0 ⇒ ψ(x) =
√
x2

1 + |x2|2 − x1 + |x2| ≥ |x1| − x1 + |x2| > 0,

x1 > 0, x2 > 0 ⇒ ψ(x) =
√
x2

1 + x2
2 − (x1 + x2) <

√
x2

1 + 2x1x2 + x2
2 − (x1 + x2) = 0,

x1 = 0, x2 ≥ 0 ⇒ ψ(x) = |x2| − x2 = 0,

x1 ≥ 0, x2 = 0 ⇒ ψ(x) = |x1| − x1 = 0.

(b) V bodě x 	= 0 je ψ(x) spojitě diferencovatelná a plat́ı

∇ψ(x) =

⎡
⎢⎣

x1√
x2
1+x2

2

− 1

x2√
x2
1+x2

2

− 1

⎤
⎥⎦ .
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V bodě x = 0 je ψ(x) polohladká (je rozd́ılem konvexńı funkce
√
x2

1 + x2
2 a lineárńı funkce

x1 + x2. Plat́ı
∂Bψ(0) =

⋃
ϕ∈[0,2π]

[cos ϕ− 1, sin ϕ− 1] = S(−e, 1)

(jednotková sféra se středem v bodě [−1,−1]) a

∂ψ(0) = conv∂Bψ(0) = convS(−e, 1) = B(−e, 1)

(uzavřená jednotková koule se středem v bodě [−1,−1]).

Věta 133 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f je
polohladké v bodě x právě tehdy, existuje-li směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı-li

Jh− f ′(x, h) = o (‖h‖)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Věta 134 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak plat́ı

f(x+ h) − f(x) − f ′(x, h) = o (‖h‖)

a
f(x+ h) − f(x) − Jh = o (‖h‖) .

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Poznámka 132 Věty 133–134 maj́ı velký význam pro řešeńı polohladkých rovnic. Vyplý-
vá z nich, že prvky zobecněného Jakobiánu ∂f(x) dobře vystihuj́ı chováńı polohladkého
zobrazeńı f(x), takže k řešeńı rovnice f(x) = 0 lze použ́ıt Newtonovu metodu, která mı́sto
Jacobiovy matice použ́ıvá libovolný prvek zobecněného Jakobiánu.
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