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Konvexni mnoZiny
Definice 1 Reknéme, ze mnozina C € R™ je konvexnd, jestlize z x € C, y € C plyne
A+ (1= Ny e C,

pokud 0 < \ < 1.

Az + (1= Ny

Definice 2 Rekneme, Ze funkce F : R — R je konvezni na konvezni mnoziné C C R",
jestlize plati
Fz+ (1= XNy) < AF(z) + (1 - M) F(y),

pokudx € C,ye C a0 <A< 1.

F(x) AF(z) + (1= A)F(y)
Fy)
Foz+ (1-Ny)
z Az + (1= Ny Yy

Definice 3 Rekneme, Ze funkce F : R" — R je lipschitzovskd na mnoziné C C R",
jestlize plati
[F(y) — F(z)| < Llly — |,

pokud x € C, y € C.



Poznamka 1 Vztahy z definic 1 a 2 muzeme zapsat ve tvaru
y+Ar—y)elC a Fly+Az-y) < Fy)+AF() - Fy),
r+ANy—xz)eC a Fla+MNy—=x)) < F(x)+ MNF(y)— F(x)).

Priklad 1

F(z) = Z |24
Far+(1-XNy) = Z Az; + (1= Ny,| =
< ZMHZ\ (1= Nyl =
= )\Zlﬂiz!+ (1—-A Z!yl =
= AF() + (1= VF()
Piiklad 2

3
=
I

max |z
max [Ax; + (1 — Ny
miax(])\:l:i] + (1= Ny <

!

>

8

+

=
|

>

&
Nl

IN

max |A\z;| + max |(1 — \)y;| =

Amax |z;] + (1 — A) max [y;| =
= M(x)+(1—=NF(y)
Priklad 3
C={reR,: F(zx)<a}

F — konvexni = (C — konvexni

F(z)
F(y)
F(\x

+|/\ IA

a
a
(1=Ny) <AF(x)+ (1 =ANF(y) <da+(1—-XNa=a
Priklad 4 Mnoziny

Ci={z€R,:> |z;| <1}

Cy ={r € R, : max|z;| <1}
jsou konvexni

Definice 4 Necht m > 1, z; e R", ;> 0,1 <i:<m, My +...+ \,, = 1. Pak bod

m
r = Z )\i.ilfl',
i=1
nazveme konvexni kombinact bodi x; € R", 1 <1 <m.
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Véta 1 Mnozina C C R" je konvexni prdvé tehdy, obsahuje-li vsechny konvexni kombi-
nace svijch bodui.

Poznamka 2 Konvexni kombinace konvexnich kombinaci je opét konvexni kombinaci.
Poznamka 3 Nechf z; € R*, 1 <i<m,az=>", \z;. Pak bod z nazveme:

(a) Linedrni kombinaci bodu x; € R", jsou-li koeficienty \; € R libovolné.

(b) Nezépornou linedrni kombinaci bodu x; € R", plati-li \; > 0, 1 < i < m.

(c) Afinni kombinaci bodu z; € R", plati-li >/, A\; = 1.

(d) Konvexni kombinaci bodu z; € R", plati-li X", A, =1la X >0,1<i<m.

Tyto kombinace definuji po fadé (a) linedrni podprostory, (b) konvexni kuzely, (¢) afinn{
mnoziny a (d) konvexni mnoziny. Viechny uvedené mnoziny jsou konvexni. Afinni mnozina
je posunutym linedrnim podprostorem. Lze tedy definovat dimenzi afinni mnoziny jako
dimenzi odpovidajiciho linedrniho podprostoru a jelikoz konvexni mnozinu lze vnotit do
afinni mnoziny (vynechdnim omezeni \; > 0, 1 < i < m) i dimenzi konvexni mnoziny.

Véta 2 Prunik konvernich mnoZin je konvexni mnozinou.
Veéta 3 Linedrni kombinace konvexnich mnozin je konvexni mnozinou.

Definice 5 Konvexnim obalem mnoziny C C R™ nazveme prunik

conv C' = ﬂCa

vsech konvexnich mnozin C, C R™ obsahugicich C'.

Te xy

Ts ¢ T2

Ty I3

C = conv {$17$27$37m47x53x6}

Poznamka 4 Ziejmé plati C' C conv C.



Véta 4 Konvexni obal mnoziny C C R"™ je mnoZina vsech konvernich kombinaci bodi
z C, tedy vsech bodu tvaru

Y= Z iy,
=1

kdem>1, 2, €¢C, \; >0, 1<i<m, \i+...+ )\, =1
C' - kruznice

T2

X
Veéta 5 (Caratheodory) Necht y € conv C, kde C C R™. Pak existuje n + 1 bodu z; € C,
1 <1< n+1, takovych, Ze y je jejich konvexni kombinaci.
Véta 6 Je-li mnoZina C' uzavrend, je 1 mnoZina conv C' uzavrend.

Poznamka 5 7 véty 4 plyne, Ze je-li mnozina C' omezend, je i mnozina conv C' omezena.
To spolu s vétou 6 ukazuje, ze je-li mnozina C' kompaktni, je i mnozina conv C' kompaktni.

Definice 6 Necht C C R". Pak funkci

dofa) = inf 1y~ o
nazveme vzddlenosti bodu x od mnozZiny C (nebo vzddlenostni funkci mnoziny C').
Poznamka 6 Je-li mnozina C' C R" uzaviena, plati

de() = min |y — =

V dalsim vykladu se omezime na uzaviené mnoziny i kdyz vétsina tvrzeni ma obecnéjsi
charakter.

Véta 7 Necht mnozina C' C R"™ je uzaviend. Pak vzddlenostni funkce d¢c je lipschitzovskd
v R" s koeficientem L = 1. Je-li C' konvexni, je do konvexni v R" a ke kaZdému bodu
x € R" existuje pravé jeden bod y € C takovy, Ze

ly — 2|l = do(x).



Definice 7 Necht C' C R"™ je uzavrend konvexni mnoZina, x € R" ay € C je bod
takovy, Ze ||y — z|| = dc(x). Pak ekneme, Ze y je projekci bodu x do mnozZiny C a piseme
y = Po(x).

Véta 8 Necht C' C R" je uzaviend konverni mnozina a x ¢ C. Pak bod y = Pg(x) je
hranicnim bodem mnoZiny C.

Lemma 1 Necht C C R" je uzaviend konverni mnozina, x € R" ay = Po(x). Pak plati

(x—y)(z—y) <0 Vzel

Veéta 9 Necht C' C R" je uzaviend konvexni mnozina. Pak

| Po(x2) — Po(x1)|| < [|lzg — 21| Vi, 10 € R,



T L2
|22 — a1
Definice 8 Necht a € R" a a € R. Pak mnozinu
H(a,a)={y € R":a"y < a}
nazveme poloprostorem urcenym normdalovym vektorem a a c¢islem .
Poznamka 7 Hranici poloprostoru H(a, ) je nadrovina
L(a,a) = H(a,a) N H(—a,a) ={y € R":a'y = a}.
Cislo a uréuje vzdéalenost nadroviny L(a, @) od pocatku. Tato vzdélenost se rovna podilu
a/llal|. Odtud plyne, ze bod y = 0 je hraniénim bodem poloprostoru H(a,«) (lezi v
hrani¢ni nadroviné L(a, «)) pravé tehdy, kdyz o = 0.
Véta 10 Poloprostor H(a, «) je uzavienou konvexni mnozinou.
Véta 11 Necht C je uzavrend konvexni mnozina a necht x ¢ C. Pak existuje poloprostor

H(a,«) takovy, ze C C H(a,«) a x & H(a,«). Tento poloprostor lze volit tak, Ze plati
a=z— Po(x) aa=(x— Po(x))! Po(x). Pak Po(x) € L(a, ), takie C N L(a,a) # 0.



Dusledek 1 Necht O, Cy jsou uzaviené konvexni mnoziny takové, ze C1 N Cy = (). Pak
existuje poloprostor H(a,a) takovy, Ze C; C H(a,a) a Co N H(a,a) =)

Veéta 12 Uzavrend konvexni mnozina C' C R" je prunikem vsech poloprostoru obsahugjicich

C.

Definice 9 Konvexni mnozina, kterd je prunikem konecného poctu poloprostori, se nazyvad
polyedrdlni mnozinou.

H,y
<«
H4l T4 T
C
3 T2 YHQ
—>»
H3

C:H10H20H30H4

Definice 10 Necht C' je uzaviend konvexni mnozina a H(a,«) je poloprostor s hranici
L(a,a) takovy, ze C C H(a,«) a C' N L(a,«) # 0. Pak tekneme, Ze H(a,a) je tecnym
poloprostorem a L(a,«) tecnou nadrovinou mnoziny C.



Poznamka 8 Ve Vété 12 se muzeme omezit na tecné poloprostory (uzaviend konvexni
mnozina je prunikem svych tecnych poloprostori). Obsahuje-li poloprostor H(a, «) kon-
vexn{ mnozinu C, pfizemz C' N L(a, &) = 0, lze volbou o/ = maxyec a’y docilit toho, ze
C C H(a,d') C H(a,a) a C'N L(a,a) # 0.

Veéta 13 Necht bod y € R"™ je hranicnim bodem uzaviené konvexni mmnoziny C. Pak
existuje tecnd nadrovina L(a, «) takovd, Ze y € L(a, o).

Definice 11 Necht C' C R"™ je uzavrend konvexni mnozina a v € C. Neni-li bod x kon-
vexni kombinaci Zadniych bodu z C' riznych od x, Tekneme, Ze x je krajnim bodem nebo
vrcholem mnoziny C.

Poznamka 9 V definici krajnich bodu se muzeme omezit na konvexni kombinace dvou
bodu z C ruznych od x. Dale se muzeme omezit na pruméry dvou bodu z C' riznych od
z. Necht z = )\11‘1 + /\QIQ, )\1 + )\2 = 1, )\1 Z )\2 Z 0. Polozime-li T3 = )\/11'1 + /\/21'2, kde
A =20 — 1, Ay =2\, takze N] + M\, =1, A} >0, A, > 0, plati z3 € C a x = (z1 +x3)/2.

Veéta 14 Kompaktni konvexni mnoZina je konvexnim obalem svijch krajnich bodi.

T4 T
x
3 Y T2
Tr = )\11?1 + (1 - /\1)y Yy = )\QIQ + (1 - )\2)1‘3

x = Nx1 + \Nyzo + Nyos
M=a>0, M=(-MA>0, M=(-\)1=X)>0

AN+ +A5=1

Definice 12 Necht C' C R". Pak funkci

dc(x) = supy’x
yeC

nazveme opérnou funkci mnoziny C'.



dc(y)

do(—y)

Y el =1, Jlyll =1

Poznamka 10 Nechf mnozina C C R" je kompaktni. Pak plati

_ T
do(z) = rzfleacz(y Z.

V dalsim vykladu se omezime na kompaktni mnoziny i kdyz vétsina tvrzeni ma obecnéjsi
charakter.

Véta 15 Necht mnozina C C R"™ je kompaktni. Pak opérnd funkce ¢ je pozitivné ho-
mogennt, subaditivni a lipschitzovskd v R,,.

Véta 16 Necht mnozina C C R" je kompakini. Pak
60(37) = 5c0nvC(x) Ve e R".

Véta 17 Necht mnoziny C; C R, Cy C R" jsou konvexni a kompaktni. Pak Cy C Cs
plati prdve tehdy, jestlize
501 (ZL’) S 502(1‘) Ve e R".

Disledek 2 Necht mnozina C' C R™ je konvexni a kompaktni. Pak y € C prdve tehdy,
jestlize
y'r < do(r) Vre R



66(37)

]l =1

Véta 18 Necht mnoziny Cy C R", Cy C R" jsou kompaktni. Pak
501-1—02 (ZL‘) = 601 (l‘) + 502 (l‘)

Opérné funkce mnoziny C' C R™ ma bezprostiedni vztah k poloprostorum obsahujicim
tuto mnozinu.

Véta 19 Mnozina C C R™ lezi v poloprostoru H(a,«) prdvé tehdy jestlize o > dc(a),
pricemz H(a,a) je tecngm poloprostorem mnoziny C prdvé tehdy, jestlize o = d¢(a).

Definice 13 Rekneme, Ze mnozina K C R" je kuzelem, jestlize z x € K a X > 0 plyne
A € K.

Veéta 20 Prunik kuzelu je kuzelem.
Veéta 21 Linedrni kombinace kuzelu je kuzZelem.
Definice 14 Kuzelovym obalem mnoziny C C R"™ nazveme prunik

cone C' =) K,

vSech kuzelu K, C R" obsahugicich C.
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K =conv(C

Véta 22 Necht C' C R". Pak plati

cone C=|JAN={zeR": 2=Xy, yeC, A>0}

A>0

Kuzel cone C je tedy mnozZinou vsech nezdporngch ndsobkiu bodu z C.

Véta 23 Mnozina K C R" je konvexnim kuZelem prdveé tehdy, obsahuje-li vsechny nezd-
porné linedrni kombinace sviyjch bodi.

Disledek 3 MnozZina K C R" je konvexnim kuZelem prdve tehdy, obsahuje-li nezaporné
ndsobky a soucty svych bodi.

Véta 24 Mnozina cone (conv C') je mnoZinou vsech nezdpornych linedrnich kombinaci
bodu z C.

Jelikoz uzavieny konvexni kuzel je uzavienou konvexni mnozinou, muzeme studovat tecné
poloprostory uzavienych konvexnich kuzelu.

Veéta 25 Tecny poloprostor uzavreného konvexniho kuZelu je uzavienym konvernim kuzZelem
(takze obsahuje pocdtek souradnic). Uzavieny konvexni kuZel je prinikem svijch tecnijch
poloprostori.

11



H,

K =H,NH,

H,

Definice 15 Necht C € R™. MnoZinu
C*={reR" :yTz <0 WyeC}

nazveme polarnim kuzZelem mnoZiny C'.

K =conv(C

K*=C"

Poznamka 11 Z definice 15 lze snadno usoudit, ze z C; C Cs plyne C5 C CF.
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Véta 26 Necht C' C R". Pak mnoZina C* je uzavrenym konvexnim kuZelem.
Véta 27 Je-li K C R" uzavienym konvexnim kuzelem, plati (K*)* = K.
Véta 28 Necht K C R" je uzavreny konvexni kuZel. Pak

K*={x € R": Pg(x) =0}.

P (z) )\ Pr(y)

K*

Véta 29 Necht K C R" je uzavreny konvexni kuZel. Pak K* je sjednocenim normdlovych
vektoru tecngch poloprostoru kuzelu K, neboli

K* = U a.

KCH/(a,0)

Definice 16 Kuzel K C R", ktery je prunikem konecného poctu tecnijch poloprostoru, se
nazvyvad polyedralnim kuzZelem

Véta 30 Necht K € R™ je polyedradlni kuzel takovy, Ze

m

ﬂ H(CLZ‘, 0)

i=1

K

Pak
K* = cone (conv {a; : 1 <i<m}).
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H,

Hy
a1

K*
a = \ajg + \aas
A1 >0, 2220

az

Definice 17 Necht C' C R" je uzaviend mnozina a x € C. Tecnym kuzZelem mnoziny C
v bodé x nazveme mnoZinu

To(x) ={y € R": existuji posloupnosti y; — vy, t; | 0 takové, ze x+t;y; € C'}

Véta 31 Necht C C R" je uzaviend mnozZina a x € C. Pak To(x) je uzavienym kuzelem.
Je-li C'" konveznt, je i To(x) konvexnd.

Veéta 32 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnozina a x € C'. Pak

Te(z) = |J MC —2)

A>0

To(z) +x

Te(x)

14



Véta 33 Necht C C R" je uzavrend konvexni mnozina a x € C je jejim hranicnim
bodem. Pak To(x) je punikem wvSech tecnijch poloprostori mnozZiny C — x obsahujicich
pocdtek souradnic, neboli
Tc(l') = ﬂ H(CL, O)
C—xzCH/(a,0)
Je-li mnozina C € R™ polyedrdlni, je i tecny kuZel To(x) polyedrdlni a existuji teéné
poloprostory H(a;,0), 1 <1 < m, takové, Ze
Te(z) = () H(a;,0).

=1

Definice 18 Necht C' C R" je uzavrend konvexni mnoZina a x € C. Normdalovym kuZelem
mnoziny C v bodé x nazveme mnozinu

Ne(x) = To(w),

kde T} (z) je poldarni kuZel tecného kuZelu To(x).

Te(z)

Poznamka 12 Podle Véty 26 je mnozina N¢(x) uzavienym konvexnim kuzelem.
Véta 34 Necht C' C R" je uzaviend konvexni mnoZina a x € C'. Pak

Ne(z)={z€R": (y—2)'2<0 VyeC}.

15



2 ot

Veéta 35 Necht C C R" je uzavrend konvexni mnozina a x € C je jejim hranicnim
bodem. Pak N¢(zx) je sjednocenim normdlovijch vektori tecnijch poloprostori mnoziny
C — x obsahugicich pocdtek souradnic, neboli

Ne(z)= U a

C—xzCH(a,0)

Je-li mnozina C C R™ polyedrdlni, je i normdlovy kuzel To(z) polyedrdlni a existuji teéné
poloprostory H(a;,0), 1 <1 < m, takové, Ze

Ne(x) = cone (conv{a; : 1 <i < m}).

Véta 36 Necht F € C': R" — R (spojité diferencovand) C' C R" a x* € C. Pak je-li z*
lokdlnim minimem funkce F' na C, plati

—g(z*) € Ne(x¥)

<

C—x*

16



Véta 37 Necht jsou splnény predpoklady Veéty 36 a
C={reR" :¢(xr)<0,iecl}

kde c; : R — R, i € I, jsou konvexni funkce (takze C € R"™ je konvexni mnoZina). Necht
v*eCal={iel:c(z*)=0}CI. Pak

To(z*)={s€ R":als<0,iel}

Ne(x*) = {v ER":v=> wa; u; > 0} = cone (conv {a; : i € I})
i€l

kde a; = Ve;(x*).

Konvexni funkce

Definice 19 Rekneme, Ze funkce F : R® — R je konvexni v okoli bodu x € R", jestlie
existuje ¢islo € > 0 takové, Ze F je definovand a konvexni v B(x,e) = {y : ||y — z|| <€},
neboli

F(Azy + (1 = Nag) < AF(z1) + (1 — A F(x),
pokud x1 € B(x,¢), 13 € B(x,e) a 0 < A < 1.

Poznamka 13 Indukei snadno dokézeme, ze z z; € B(x,e), \; > 0a >, \; = 1 plyne

F(Xnn) < Ear),
i=1 i=1
pokud F je konvexni na B(x,¢).

Véta 38 Necht funkce F : R — R je konvexni v okoli bodu x € R". Pak F' je lipschit-
zovskd v okoli bodu x.

Lemma 2 Necht funkce ¢ : R — R je konvexni na intervalu [a,b] a necht a <t; <ty <
ts < b. Pak plati

o(t2) — p(t1) < o(t3) — p(t1) < o(ts) — 80(’52)'
to — 1 - ts — 1 - t3 — 1o

so(ﬂfx

p(r3)

o(r2)

Ty xTo I3

17



Definice 20 Rekneme, Ze funkce F : R* — R md v bodé x € R™ smérovou derivaci ve
sméru h € R", existuje-li konecnd limita

F (. h) :hmF(.r—l—th)—F(x)'

t|0 t

F(x +th)

AN

Véta 39 Necht funkce F: R* — R je konverni v okoli bodu x € R"™ (takze je lipschit-
zovskd s néjakou konstantou L v okoli tohoto bodu). Pak:

(a) Smérovd derivace F'(x,h) existuje pro kazdé h € R". Navic existuje ¢islo e > 0
takové, Ze

F'(x,h) = inf Pla+th) - F(x)

0<t||hl|<e t

(b) Funkce F'(x,-) : R" — R je pozitivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s
konstantou L.

(¢) Funkce F'(-,-) : R x R" — R je shora polospojitd, neboli

hmsup F/(‘ria hl) < F/(l', h)7

1—00

kdykoliv x; — x a h; — h.

Poznamka 14 Podle Definice 20 plati F'(z,0) = 0, takze podle Véty 39 (b) dostaneme

|F'(, h)| = [F'(xz,h) = F'(z,0)| < L|[A].

18



Definice 21 Necht funkce F : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R". Pak mnoZinu
OF (x) ={g € R" : F'(x,h) > g"h Vh € R"}

nazveme subdiferencidlem funkce F v bodé x. Elementy g € OF(x) budeme nazjvat sub-
gradienty funkce F' v bodé x.

F(a) = |||

AF(0)

0

N
N

-1
Véta 40 Necht funkce F' : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R" (takZe je v tomto
okoli lipschitzovskd s néjakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferencidl OF (x) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze ||g|| < L
Vg € 0F (z).

(b) Pro libovolny vektor h € R™ plati
F'(x,h) = max {gTh 19 € (?F(x)} :
(c) Jestlize x; — x, g; € OF(x;) a g; — g, pak g € OF(x) (polospojitost shora,).
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(d) Existuje ¢islo € > 0 takové, Ze pro libovolny vektor g € OF (x) plati
F(z+h)— F(x) >g"h Vhe€ B(0,¢).

Poznamka 15 Podle véty 40 (b) je smérova derivace opérnou funkei subdiferencidlu,
neboli

F/($, h) = (Sap(x)(h).

Veéta 41 Necht funkce F': R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R" a diferencovatelnd v
bode x € R". Pak plati

OF (z) = {VF(z)}.

Véta 42 Necht funkce F' : R® — R je konvexni v okoli bodu x € R"™. Pak F' md v bodé x
lokdlni minimum pravé tehdy, jestlize

0 € OF (z).

OF (z)

0
0

0 € 9F(z)

g P@F(m)(o) 7& 0

—Pyp()(0)
—PBF(z>(0) — smér nejvétsiho spadu

Véta 43 Necht C' C R" je uzavrend konvexni mnozina a x € C. Pak plati
To(x) ={y € R" : di(x,y) = 0}
(di-(z,y) je smérovd derivace funkce do(x) ve sméruy € R"™).

Véta 44 Necht C' C R" je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Pak plati

Ne(z) = | Aode(z)

A>0

Veéta 45 Necht funkce F : R — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd v bodé x € R™.
Je-li F' konvexni v okoli bodu x € R"™, je jeji Hessova matice pozitivné semidefinitni v bodé

x. Je-li Hessova matice funkce F pozitivné definitni v bodé x, je tato funkce konvexni v
okoli bodu x.
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Nepodmin&na minimalizace

Budeme hledat minimum funkce F' : R™ — R na jejim definiénim oboru D(F) C R™
(obvykle D(F) = R"™). Predpokldddme, ze F' € C? (je dvakrat spojité diferencovatelnd).
Oznagcent:

OF (z) P*F(x) 9*F(z)
Ox1 (923% ct Ox10Tn

glxy=1 ... |, Gzx)=
OF (z) 92F () 92F (z)

Ozn, Orndx1 ox2

g — gradient, G — Hessova matice
Definice 22 F' : R" — R je zdola omezend, existuje-li F tak, Ze
F(z)>F VreR" (F1)
Definice 23 F : R — R md kompaktni hladiny, jestlize
L(F)={x e R": F(z) < F} (F2)
je kompaktniVEF € R (prdzdnd mnoZina je kompaktns).

Definice 24 F € C? : R" — R md omezené druhé derivace, existuje-li G > 0 tak, Ze
|G(x)|| < G Vo € R", ¢cili

|dTG(z)d| < G ||d||* Vz,d € R" (F3)
Definice 25 ' € C?: R" — R je stejnomérné konvexnt, existuje-li G > 0 tak, Ze
d'G(z)d > G ||d||* Vz,d € R" (F4)
Definice 26 I € C? : R* — R md lipschitzovské druhé derivace, jestlize existuje L > 0
tak, Ze B
|G(x+d)—G(z)|| < L|d|| Vz,de R" (F5)
Véta 46 (o stredni hodnoté). Necht F € C* : R* — R a x,d € R". Pak plati
T Lor s
Flx+d)=F(x)+d g(x) + §d G(7)d
kde # =z + M a0< X< 1.
Dusledek 4 Podminka (F'3) implikuje
1—
F(z+d) = F(z) < d'g(z) + 5G|

Podminka (F4) implikuje

F(z+d)— F(x) > d"g(z) + %Q 1d]”
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Véta 47 (o stredni hodnoté). Necht F € C? : R* — R a x,d € R". Pak plati
1
glx+d) =g(x)+ /0 G(z + Ad)d dX

Dusledek 5 Podminka (F3) implikuje

lg(z +d) —g(@)l| < G|
d'(g(x +d) —g(z)) < G|d|*
Podminka (F4) implikuje
lg(z +d) —g(2)| = Gld]
d'(g(z +d) —g(z)) > G|d|*

Podminky optimality
Definice 27 Rekneme, Ze bod x* € R je lokdinim minimem funkce F : R* — R jestlize
existuje € > 0 tak, Ze

F(z*) < F(z) VxeB(z"e)={zx e R": ||z —z"| < ¢}

Jestlize F(z*) < F(x) Vo € B(x*,e)\{z*}, Tekneme, Ze bod x* je ostrym (izolovanym)
lokdlnim minimem funkce F.

Véta 48 (nutné podminky). Necht bod x* € R" je lokdlnim minimem funkce F € C? :
R™ — R. Pak plat?

(G(z*) je pozitivné semidefinitni).

Véta 49 (postacugici podminky). Necht F € C? : R* — R na B(z*,¢) a necht
g(z*) =0
G(z*) >0

(G(z*) je pozitivné definitni). Pak bod x* je ostrym (izolovanym) minimem funkce F :

R" — R.
Poznamka 16 Necht F' € C?: R" — R na B(z*,¢) a necht
g(z*) =0
G(z*) =0
Je-li G(z*) singuldrni, nelze rozhodnout, je-li * lokalnim minimem.
Priklad 5 Nechf funkce F : R — R je zadand predpisem F(x) =23 a z* = 0. Pak

g(") = [F'(a")] = 3] = 0], pro 2" =0
Ga*) = [F"(")] = [62*]) = [0], pro " =0

Tedy g(z*) =0, G(z*) = 0, ale F' md v bodé x* inflexni bod.
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Konvergence iteraénich procesi
Definice 28 Necht {x;} C R™ je posloupnost bodi z R"™. Jestlize pro libovolné ¢islo € > 0
existuje index k() € N takovy, Ze x; € B(x*,e) Vi > k(e), rekneme, Ze posloupnost {x;}

konverguje k bodu x* € R" a piseme x; — z*.

Poznamka 17 Jestlize § — 0 (a & # 0), je vyhodné pouzivat symboly o(&;) a O(&;) pro
posloupnosti takové, ze

lo(€)ll /1€l = 0, a [lOE)N /1G]] < C-

Pro libovolny exponent € R plati (1+0(&;))" = 14+0(&) a (1+0(&))" = 1+0(&;), pokud
0o(&) — 0a 0(&) — 0. Jestlize § = O(n;) a n; = O(&;), budeme tikat, ze posloupnosti
{&} a {n;} jsou ekvivalentni a budeme psat & ~ n;.

Véta 50 Nechtf x; — x* a d; — 0, kde 2* € R" je staciondrni bod funkce F' € C? : R* —
R (4. g(z*) =0). Oznacéme e; = x; — x*. Pak plati

1 1
Flai+d) = F(e) = dlgi+5d[Gidi+o (Idill?) = df g; + 50 G di+ 0 (Il:]1?)
g(zi+di) —g(x;)) = Gidi+o(||dl]) = G*d; +o([|di])

1
F(z;) — F(z*) = aeiTG*ei +o0 (||ez]|2)
g(zi) = G'ei+o([leil])
Poznamka 18 Plati-li (F5), muzeme o (||d;]|?) a o (||d;||) nahradit O (||d;||*) a O (||d;||?)-

Definice 29 Posloupnost {z;} C R" konverguje k bodu x* (alespori) R-linedrné, jestliZe

limsup ||z; — x*H% <1

1— 00

Véta 51 Posloupnost {x;} C R™ konverguje k bodu x* (alespori) R-linedrné prdvé tehdy,
existugi-lv ¢isla 0 < q <1, M >0 a index k € N takovd, Ze

lwi = 2| < Mq"" |, — 2"||
Vi > k.

Definice 30 Posloupnost {z;} C R" konverguje k bodu x* R-superlinedrné, jestlize
lim [l; — || =0
Definice 31 Posloupnost {z;} C R" konverguje k bodu x* (alespori) Q-linedrné, jestlize

3 _ *
lim sup 7sz+1 alll

< 1.
imoo |l — 2|
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Véta 52 Posloupnost {x;} C R" konverguje k bodu x* (alespon) Q-linedrné pravé tehdy,
existuje-li ¢islo 0 < q <1 aindex k € N tak, Ze

|2ig1 — 2

<q
|zi — ||

Vi > k.
Definice 32 Posloupnost {z;} C R" konverguje k bodu x* Q-superlinedrné, jestlize

i 12 =2l _
imoo [l — 2|

Véta 53 Necht x; — = Q-linedrné (Q-superlinedrné). Pak z; — x R-linedrné (R-
superlinedrné).

Definice 33 Posloupnost {x;} C R" konverguje k bodu x* m-krokové Q-superlinedrné,
jestlize existuje cislo m € N takové, Ze

fim J2m = _

imoe [l — 2]
Posloupnost {x;} C R" konverguje k bodu x* cyklicky m-krokové Q-superlinedrné, jestlize
existuje cislo m € N takové, Ze

iy NEesnmer =l
h=oo |l zmir — 27

Poznamka 19 m-krokova @-superlinearni konvergence implikuje cyklickou m-krokove
@-superlinedarni konvergenci.

Veéta 54 Nechf x; — x* cyklicky m-krokové Q-superlinedrné a necht existuje konstanta
C > 0 takovd, Ze ||le;11|| < C|le;|| Vi € N. Pak x; — x* R-superlinedrné.
Zakladni optimalizaéni metody

Definice 34 Zdkladni optimalizacni metodou nazyvame iteracni proces, jehoZ vysledkem
je posloupnost {x;} C R™ takovd, Ze

Tit1 = T + QyS;

kde smérovy vektor s; € R" se urcuje na zdkladé hodnot x;, Fj, g;, Gj, 1 < j <1, a délka
kroku a;; > 0 se urcuje na zdkladé chovani funkce F': R® — R v okoli bodu x; € R".

Definice 35 Rekneme, e zdkladni optimalizacni metoda je globdlné konvergentnd, jestlize
pro libovolny pocdtecni bod x1 € R™ plati

liminf |lg(a:)]| = 0.
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Poznamka 20 Definice 35 nezarucuje, ze posloupnost {x;} konverguje (muze divergo-
vat nebo mit vice hromadnych bodt, z nichz nékteré nemusi byt staciondrnimi body).
Dokonce, kdyz x; — x*, nemusi z* € R" byt lokdlnim minimem funkce F' (je to vzdy
stacionarni bod, ktery muze byt napiiklad sedlovym bodem).

Metoda nejvétsiho spadu:

si = —g(x)
o = argm>iB1F(:1:i+asi)

Vyhody:

e je globdlné konvergentni

e pouzivd pouze vektory (O(n) pamétovych mist a operaci)
Nevyhody:

e vyzaduje presny vybér délky kroku

e je pouze R-linearné konvergentni

s A(G() -

limsup ||z; — ||

i—00 k(G(z*)) + 1
Newtonova metoda:
S = _G_I(Ii) g (mz)
o; = 1

Vyhody:
e je superlinedrné konvergentni
e pouziva jednoduchy vybér délky kroku
Nevyhody:
e neni globalné konvergentni, je-li x; daleko of z*, nemusi konvergovat

e pouzivd matici Fddu n a je potieba fesit soustavu linedrnich rovnic (O(n?) pamétovych
mist, O(n?) operaci)

e je tfeba pocitat druhé derivace
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Metody spadovych sméri
Predpokladame, ze g; # 0, s; # 0 Vi € N a oznac¢ime

T
S; 9i

;= ———
C sl gl

(smérovy kosinus).
Definice 36 Rekneme, Ze smérové vektory s; € R", i € N, jsou spddové, jestlize plati
¢ >0 YieN (Sla)

Rekneme, Ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou stejnomérné spddové, jestlize existuje
konstanta ¢ > 0 takovd, Ze

ci>2c VieN (S1b)

Véta 55 Necht s; = —H,g; (nebo Bis; = —g;) kde H; (nebo B;) je symetrickd positioné
definitni matice. Pak plati
1
c? > —
Ki
kde k; je spektrdlni ¢islo podminénosti matice H; (nebo B;).

Definice 37 Rekneme, e délky kroku o; > 0, i € N, spliiugi silnou Wolfeho podminku
nebo slabou Wolfeho podminku nebo Goldsteinovu podminku nebo Armijovu podminku,
jJestlize existuji ¢isla 0 < ey < 1/2, &1 < ey <1 tak, Ze

Fi — F, < s10u8] g5 (S2)
a bud
|5 giv1| < €2l gil (S3a)
nebo
Si Git1 = €25 i (S3b)
nebo
Fiy1 — F; > e2048] g, (S3c)

nebo «; > 0 je proni élen vyhovugjici podmince (S2) v posloupnosti {ozg}, J € N, takové,
zZe allgill/Nlsill < of <@lgll/lsill a

Qaf < ozg+1 < Baf (S3d)

Vie N, kde0<a<aal<p< B < 1 jsou konstanty nezdvislé na indexu i € N.
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S3a

53b

A
Y

S3c

A
Y

Poznamka 21 (Konzistence) Necht funkce F': R™ — R spliiuje podminky (F1) a (F3) a
smérovy vektor s; € R" je spadovy. Pak existuje délka kroku «; > 0 spliujici podminku (S2)
a libovolnou z podminek (S3a)-(S3d).

Poznamka 22 Pouziti uvedenych podminek:
(S3a) - metody sdruzenych gradientt

(S3b) - metody s proménnou metrikou

(S3c¢) - numericky vypocet gradientu

(S3d) - nehladké tlohy

Definice 38 Zdkladni optimalizacni metoda (Definice 34) je metodou spadovych sméri
(stejnomérné spadovych sméri), jestlize smérové vektory s; € R™, 1 € N, spliiuji podminku
(S1a) (podminku (S1b)) a délky kroku o; > 0, i € N, spliuji podminku (S2) a nékterou z
podminek (S3a)-(53d).

Poznamka 23 Metoda nejvétsiho spadu s; = —g¢g; je metodou stejnomérné spadovych
smérd, protoze s; g; = —||g;[|* = —||si[lllgill a (S1b) plati pro ¢ = 1.

Véta 56 (Globdlni konvergence) Necht funkce F € C? : R™ — R spliiuje podminky (F1)
a (F3). Pak metoda spadovijch smeéri je globdlné konvergentni, jestlize plati

[e.o]

> =00

=1

Poznamka 24 Jestlize s; = —H,;g; (nebo B;s; = —g;), muzeme piedchozi podminku
nahradit podminkou

> 1

S

i—1 i

kde r; jsou spektralni ¢isla podminénosti matic H; (nebo B;).

Poznamka 25 Pro metodu stejnomérné spadovych sméru plati ||g;|] — 0. (Je to silnéjsi
tvrzeni nez globédlni konvergence podle Definice 35).
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Poznamka 26 Zvolime ¢ > 0 a polozime s; = —g; (restart), kdykoliv vyjde ¢; < ¢. Tato
uprava zarucuje globalni konvergenci.

Véta 57 (Superlinedrni konvergence) Necht {x;} C R"™ je posloupnost bodi generovand
metodou spadovych smeéru takovd, Ze x; — x*, kde x* € R" je staciondrnim bodem funkce
F € C?: R" — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Necht

B:s: .
i 1B il _
i—oo||gq|
Bi_Gi 7
i 1B = Gsill
i—00 IEAl

a necht o; = 1 kdykoliv tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2) a nékteré z (S3a)-(S3d).
Pak existuje index k € N takovy, Ze a; = 1 Vi > k a x; — x* Q-superlinedrné.

Algoritmus 1 (vybér délky kroku spliujici (S2) a (S3b))
Data: 0 < 8 < B<1l< 7 < 7. Pocateéni hodnota a > 0.
K1: Set @ :=0.
K2: Set o :=@, @ := «. If (S2) and (S3b) stop («; = «). If not (S2) go to K4.
K3: Urcime « tak, ze ya@ < oo < Ja (extrapolace). Go to K2.
K4: Uréime o tak, ze (@ — a) < (o —a) < (@ — a) (interpolace).
K5: If (S2) and (S3b) stop («; = «). If not (S2) set @ := « else set a := a. Go to
K4.
Poznamka 27 Extrapolace a interpolace.

o(a) = Fz; +asy), ¢'(a) = sl g(z; + as;)

4 2@ vl

(@—a)y'(a)
.
B :<ﬁ®
¥'(a)
Kvadratickéd (dvé hodnoty):
a—«
CR A
Kvadratické (dvé derivace):
a—a=2"%
- 1-B
Kubicka: o
a—qa




Definice 39 Jestlize plati
stg(zi +a;s) =0 Yie N
rekneme, Ze vybér délky kroku je presny. JestliZe plati

T ) a.
i 5 g(x; + a;s;)

BT Ty

=0

rekneme, Ze vybér délky kroku je asymptoticky presny.

Poznamka 28 Pokud v kazdé iteraci pouzivame alespon jednu kvadratickou nebo ku-
bickou interpolaci (Algoritmus 1, Poznamka 10), je vybeér délky kroku asymptoticky
presny.

Véta 58 (R-linedrni konvergence) Necht {x;} C R™ je posloupnost bodi generovand
metodou stejnomérné spddoviyjch smeéru s asymptoticky presnym vybérem délky kroku takovad,
Ze x; — ¥, kde x* € R" je staciondrnim bodem funkce F € C? : R* — R, kterd vyhovuje
podminkam (F3) a (F4). Pak plati

limsup |Jz; — 2|} < K(G) =1+ k(G +1)VI =&

kde k(G*) je spektrdlni ¢islo podminénosti matice G* a ¢ je konstanta v (S1b).

Dusledek 6 Pro metodu nejvétsiho spadu lze polozit ¢ = 1, takzZe plati

imsup [ — o < S
imsup ||z; — 2¥||7 < —————

Metody sdruzenych gradientil

Definice 40 Rekneme, Ze metoda spddovijch sméri je metodou sdruzenych gradienti
(CG), jestlize

s1=—g1 a Sip1=—gi1t+0isi pro 1 €N, (CGa)
kde parametr 3; se vybird tak, aby smérové vektory s;, 1 < i < n, byly sdruiené (nebo
G-ortogondlni), aplikujeme-li tuto metodu na ryze konvexni kvadratickou funkci

Q) = 5 (& — )Gl — ")

a pouZivdme-li presny vybér délky kroku (plati sl'g;,1 =0 Vi € N).

Poznamka 29 Oznac¢me d; = v;4.1 — z; = o;s; a y; = giv1 — ¢i- Pak pro kvadratickou
funkci @ plati y; = Gd; a podminku G—ortogonality vektoru s;, s;y1 lze zapsat ve tvaru
;5T Gsi1 = yl'siy1 = 0 (predpokldddme, Ze a; # 0). Odtud prostiednictvim (CGa)
dostaneme rovnici 3;y!'s; — y! giv1 = 0 neboli

T
Yi Gi+1

s —— v . b

0; yiTSi (CGD)

Tato volba jiz zarucuje vzajemnou G-ortogonalitu smérovych vektoru s;, 1 <1 < n.
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Véta 59 (Kvadratické ukoncéeni) Necht QQ : R* — R je ryze konvexni kvadratickd funkce
a {x;} C R™ je posloupnost bodi generovand metodou (CGa)-(CGb) s presnym vybérem
délky kroku. Pak pro1 < j <1t <n+1 plati

SJTgi = 0 (biortogonalita sméri a gradienti)
nggZ- = 0 (ortogonalita gradientii)
SJTGsi = 0 (sdruzenost sméri)

Navic existuje indexr m < n takovy, Ze gmi1 =0 a Ty = .
Poznamka 30 Pouzivdme-li ptesny vybeér délky kroku, muzeme podle (CGa) psit
ylsi=glasi— gl si=—gl si= 9] 9 — Bisrg! sic1 = 9] gi-
Je-li navic minimalizovand funkce kvadratickd, plati g/ g;11 = 0, takze
yz'TgiJrl = 9¢T+19i+1 - ging‘H = giTJr19i+1-

Odtud plyne, ze ve vzorci pro 3; muzeme pouzit t¥i ruzné jmenovatele a dva ruzné citatele,
aniz bychom porusili platnost véty 59. Dostaneme tak Sest zédkladnich metod sdruzenych
gradientu.

1

ﬁ-HS _ yiTgiJrl ﬂpR - y?giJrl ﬂLS _ yiTgiJrl
' ylsi g 9] sl
(HS — Hestenes a Stiefel, PR — Polak a Ribiére, LS — Liu a Storey),

ﬂDY _ gZ}—lgi+1 FR g;‘i1gz’+1 BCD . g;‘i1gi+1

i Te 7 P T, “ T,
Yi Si 9i 9i ’gi SZ‘

(DY - Dai a Yuan, FR — Fletcher a Reeves, CD — conjugate descent).

Poznamka 31 Metody sdruzenych gradientu muzeme rozdélit do dvou skupin:

e Metody HS, PR, LS jsou vyhodnéjsi pro praktické pouziti, ale nejsou bez nutnych
uprav globalné konvergentni.

e Metody DY, FR, CD jsou za urcitych predpoklada (vybeér délky kroku) globdlné
konvergentni, ale hute zachovavaji sdruzenost smérovych vektoru.

e Metody patiici do téze skupiny se svymi vlastnostmi ptilis nelisi.
Globalni konvergence

Véta 60 (Globdlni konvergence metody DY) Necht F : R* — R spliiuje podminky (F1)
a (F3). Pak metoda CG s vijbérem délky kroku spliugicim slabou Wolfeho podminku (S2),
(S3b) je globdlné konvergentni, pokud

T
9i+19i+1
i = N
& yz'TSi

kde —(1 —52)/(1 +€2) < )\z < 1.
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Véta 61 (Globdlni konvergence metody FR) Necht F : R™ — R spliiuje podminky (F1)
a (F3). Pak metoda CG s vgbérem délky kroku spliujicim silnou Wolfeho podminku (S2),
(S3a) s €9 < 1/2 je globdlné konvergentni, pokud

8 = /\.gz‘T+1gz‘+1
91 9i

kde |\;| < 1.

Poznamka 32 Metody HS, PR, LS davaji lepsi vysledky nez metody DY, FR, CD.
Konvergenci prvnich metod lze zlepsit vyloucenim zapornych hodnot:

G5 =max(0, B%), B = max(0,677), BT = max(0, 37,
nebo kombinovanim s druhymi metodami:

B9 = max(0, min(5{1%, 57Y)),

BEFER — max(0, min(8FF, gFR)),

ﬁ.LS/CD = max(0, min(ﬁfs,ﬁiCD))-

2

Kombinované metody jsou globalné konvergentni za stejnych predpokladu jako metody
DY, FR, CD a davaji stejné dobré vysledky jako metody HS, PR, LS.

Asymptoticka rychlost konvergence

Lemma 3 Necht jsou splnény predpoklady véety 59. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 <
1 < n. Pak plati

Q(xi—i—l) _Q(I ) < max pZQ()\k), (1)
Q) — Q) = 12
kde P;(\) je libovolny polynom stupné i takovy, Ze P;(0) =1, a A, 1 < k < n, jsou vlastni
¢isla matice G setazend vzestupne.

Véta 62 Necht jsou splnény predpoklady véty 59. Necht g; # 0 pro néjaky indexr 1 < 1 <
n. Pak plat?

Qrie) Q) _ (s Alf | )

Q1) — Q) Amt1-i A1
kde A\, 1 < k < 'm, jsou ruznd vlastni ¢isla matice G setazend vzestupne.

Disledek 7 Metoda CG s presnym vyberem délky kroku nalezne minimum ryze konvexni
kvadratické funkce po nejvyjse m krocich, kde m je pocet ruznych vlastnich ¢isel matice G.

Véta 63 Necht jsou splnény predpoklady véty 59. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 <1 <
n. Pak plat?

Q(xiy1) — Q(2") <4 (ﬁ) Qi. (3)

Q) — Q) ~ \ Jw@) 11
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Definice 41 Rekneme, ze metoda CG je cyklicky preruSovand, jestlize 5; = 0, i € M,
kde
M={(i—-1n+1:1€ N}

(vidy po n krocich se provede restart).

Véta 64 Necht {x;} C R" je posloupnost bodi ziskand cyklicky prerusovanou metodou
CG s asymptoticky presnym vybérem délky kroku takovd, Ze x; — x*, kde x* € R"™ je
staciondrnim bodem funkce F € C? : R™ — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3)-(F5). Pak
x; — x* R-superlinearne.

Véta 65 Necht jsou splnény predpoklady véty 64. Pak wvniti kaZdého cyklu x; — z*
alespon R-linedarné s asymptotickou rychlosti

. < \VE(G*) — 1

k(G*) +1

Poznamka 33 Odhad (v/k—1)/(v/k+1) je piiznivéjsi nez odhad (k —1)/(k+ 1) platny
pro metodu spadovych sméru.

k| < | sD |ca

102 [ 107* | 460 46

10* | 1075 || 69077 | 690
106 | 1078 || 9210340 | 9210

V tabulce je uvedeno ¢islo podminénosti x, pozadovana presnost € a pocet iteraci potiebnych
k dosazeni pozadované presnosti.

Modifikace a implementace metod sdruzenych gradienta

Véta 66 Uvazujme modifikované metody sdruzenyjch gradienti dané predpisem
s1=—g1 a Siy1 = —0gix1+ Bis; pro 1 €N,

kde 3; nabyjvd hodnot BPY, BFR, BEP a ¥; hodnot

T T T

py _ Yi Si FrR _ Yi Si cp _ Yi Si

i7" === =1 0" =%~ U =5
Y, i 9} 9i |97 sil

Pak plati véta 59. Spliuje-li funkce F : R™ — R podminky (F1) a (F3), jsou modifikované
metody DY, FR, CD s vybérem délky kroku spliujicim slabou Wolfeho podminku (S2),
(S3b) globdlné konvergentn,

Véta 67 Uvazujme modifikované metody sdruzenych gradientu dané predpisem
s1=—g1 @ Sit1 = —U;gix1+ Bis; pro i €N,

kde 3; nabyvd hodnot TS, BFE, LS o ¥; hodnot

1 K3 K3

T T T
ﬁHS_yz‘Si_l PR Y; Si Ls _ Y Si
% - T - % - T, A T .

Y; Si 9; 9i |97 sil

Pak plati véta 59 a navic yl's;;y =0 Vi e N.
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Poznamka 34 Utinnost metod CG lze zvysit restartovanim. Je vhodné testovat spadovost
smérovych vektoru.. V tomto piipadé polozime [3; = 0, pokud neplati

—gi18it1 = collgi ||| sivall,

kde gy ~ 1078. Pouzivame-li metody DY, FR, CD, je vyhodné testovat sdruZenost
smérovych vektoru. V tomto pripadé polozime §; = 0, pokud neplati

vi sier < sl llyill, (4)

kde n; =~ 0.005.

Poznamka 35 V piipadé metod CG je vhodné pouzivat silnou Wolfeho podminku s
ep = 107% a &, = 1071, Algoritmus 1 je t¥eba upravit tak, Ze (S3b) ponechdme beze
zmény a spolecné s (S2) vyhodnocujeme podminku

57 gir1 < 2] gil,
kterd je casti (S3a).
Algoritmus 2 (Metoda sdruzenych gradienti)
Data e; = 107%, g5 = 1071, m; = 0.05, £ > 0.
K1: Zvolime z; € R". Set F| := F(x1), g1 := g(x1). Set ¢ := 1.

K2: If ||g;|| < e stop. Uréime smérovy vektor s; pomoci zvolené metody a rozhodneme
o preruseni iteracniho procesu podle poznamky 34.

K3: Urcime délku kroku «; > 0 pouzitim algoritmu 1 upraveného podle poznamky 35.
Set Tiy1 ‘= Xy + «;S;, E+1 = F(l‘i—i—l); gi+1 ‘= g(xi—l—l)- Set 1 :=1 + ]_, g0 to K2.

Linedrni metoda sdruZenych gradienti
Nechf B je symetricka pozitivné definitni matice. Pak feseni soustavy rovnic
Bs=—g

je ekvivalentni minimalizaci kvadratické funkce
l TB T

sTbs+g' s

2
Pouziva se predpodminéni: C' je symetricka pozitivné definitni snadno invertovatelna mat-
ice (pfedpodminovac),
C 3BC 3(03s = —(C ig,
Bs = —j,

kde B je piedpodminénd matice. Méla by byt co nejlépe podminéna (k(B) < k(B)).
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Algoritmus 3 (Metoda PCG pro feseni soustavy linedrnich rovnic)
Data: 0 <w <1

K1: Set s :=0,r:=—¢g,p:=0,3:=0

K2: While ||r|| > w||g|| do

Fi=C7lr, ~:=0TF,  B:=py
p:=7+0p, q:=Bp, a:=vy/p'q
s:=s+ap, r=r—aq, [:=1/y

end while

Véta 68 Aplikujeme-li metodu PCG s C = I na kvadratickou funkci Q(s) a plati-li
nggj > 0, p;‘-FBpj >0 prol <j <1, muZeme pro (0 < a < «; psdt
Q(si+1) < Q(si(a)) < Q(sy),
g sim < g"si(@) < g's;,
[sisall > llss(@)]| > [|sil],

9T5i+1 QTSi (CY) gTSi

lgllllsicall ~ NgllisiCe)ll ~ llgllisill
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Veéta 69 Jsou-li splneny predpoklady vety 68, plati

1g|? T lgll*
—Q(siy1) > 5 s —g Siy1 2 :
Z 2Bl Z B
Je-li navic matice B pozitivné definitni, plati
g7 si1 1

Mglllsinll = /o(B)

Metody s proménnou metrikou

Definice 42 Rekneme, e zdkladni optimalizacni metoda je metodou s proménnou metrikou
(VM), jestlize

kde H;, © € N jsou s.p.d. matice takové, Ze Hy =1 a
Hipy = vi(Hi + U MU
kde U; € R™? a kde M; € R**? se vybird tak, aby byla splnéna kvazinewtonovskd (QN)
podminka
Hi1yi = pid;
Pritom v; > 0, p; > 0, di = Tiv1 — T4, Yi = Jir1 — Gi-
Poznamka 36 Nejefektivnéjsi metody VM patii do Broydenovy tiidy, kde
U; = [di, Hyy;]
Poznamka 37 Zjednoduseni: ¢ vynechame a i + 1 nahradime +.
Véta 70 Necht H, = v(H + UMUT), kde U = [d, Hy]. Pak QN podminka H,y = pd
plati prave tehdy, jestlize
1 a
M= [ s(n+2). -4 ]

b’ a

kde n je volny parametr a kde a = y" Hy, b = y'd, ¢ = d" H'd.

Poznamka 38 Po roznasobeni dostaneme

1 1 T
Hy =~ (H+22dd" — S Hy(Hy)" + " (901 - Hy> (fd - Hy> (H)
v b a a \b

Nejznaméjsi metody z Broydenovy ttidy:

e Davidon, Fletcher, Powell (DFP): n = 0:

1
H+:7<H+£—

1
dd" — —Hy(Hy)"
i Lty
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e Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS): n =1

a\l 1
H, = v(H + <§ + 6) EddT — E(HydT + d(Hy)T))

e Metoda hodnosti 1 (R1) n = (p/v)/(p/v — a/b):

P T
H+:7(H+p ] <3d—Hy> <3d—Hy> )
;b—a 5 5

Poznamka 39 Vlastnosti:

e DFP — velmi Spatnda, pomala konvergence

e BFGS — spolehliva a efektivni

e R1 — matice H, nemusi byt s.p.d. — selhani metody
Poznimka 40 Skalovéni:

e Pro metodu DFP volime ~ tak aby platilo p/y = b/c

e Pro metodu BFGS volime + tak aby platilo p/y = a/b

e Pro metodu R1 volime v tak aby platilo p/y = \/a>/c
Tyto hodnoty se pouzivaji pouze tehdy, lezi-li v v intervalu [1, 6], jinak se voli 7 = 1.
Poznamka 41 Korekce: Parametr p se nejcastéji voli podle vzorce

d’y
2(F — Fy — s"g4)

odvozeného z véty o stfedni hodnoté (Spedicato).

p:

Véta T1 Necht matice H je s.p.d., a > 0,b >0, ¢ >0, ac —b* > 0 a necht plati (H) s
v >0, p>0. Pak H, je s.p.d. prdvé tehdy, jestlize n > n*, kde n* = —b*/(ac — b*) < 0.

Poznamka 42 Podminka pro s.p.d. je vzdy splnéna pron > 0 (perfektni ¢ast Broydenovy
tiidy).

Véta 72 (Inverzni VM metody) Necht jsou splnény predpoklady Véty 71 a necht B =
H™' a By = H' (H, je uréend podle (H)). Pak plati

1 1 1 T
By =~ <B + lgny — ~Bd(Bd)" + b (gy — Bd) (gy — Bd> ) (B)
ol p ¢ ¢

kde
Anlac — %) + (B +n)b* = b
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Poznamka 43 (Dualita) Vztah (B) dostaneme z (H) zdménou v — 1/v, p — 1/p,
a—c,c—a d—vy,y—d H— B, n— [ Metody DFP a BFGS jsou navzdjem
dudlni. Metoda R1 je samodualni.

e DFP: =1
1 1 1
By = 5(3 + (% + —) zyy' — 3 (Bdy" + y(Bd)"))
e BFGS: 3=0
1 vl o T
By=—-|B+——yy — —Bd(Bd)
gl pb

e R1: 8= (v/p)/(v/p—c/b):

1 o (7 v ‘
P

Poznamka 44 (Soucinovy tvar) Necht H = SST, H, = 5,57, B=AAT, B, = A, AT,
Necht d = Sd, d = Ad, y = ATg, § = STy, takie a = §7 g, b= 3'd, c = d'd.

e DFP:n=0,08=1

e BFGS:n=1,8=0
T
B 1 ~( [pb~
Sy = \/?(S—l—bSd(,/’ycd—y))
1 1~ yc. AT
Ay = — A+ -d ——y—d) A
= ) 4

Véta 73 (Globdlni konvergence) Necht F : R™ — R spliiuje podminky (F1), (F3) a (F4).
Pak metoda VM s vijbérem délky kroku spliugicim slabou Wolfeho podminkou (S2), (S3b)
takovd, ze 1 < <7, 0< p < p; <p, 0 <n <n <7, je globalné konvergentni.

Poznamka 45 Globdlni konvergence vyzaduje splnéni pomérné silné podminky (F4)
(stejnomérnd konvexita). Tuto podminku lze oslabit modifikaci vybéru délky kroku nebo
modifikaci aktualizace VM matice. V praxi se to neprovadi, nebot VM metody (napt.
BFGS) jsou velmi robustni a efektni.

Poznamka 46 Zatim nikdo nedokézal, Ze (nemodifikovand) DFP metoda je globdlné
konvergentni.
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Véta 74 (Superlinedrni konvergence) Necht {z;} C R"™ je posloupnost bodi ziskand VM
metodou s v; = p; = 1 takovd, Ze v; — x*, kde x* € R" je staciondrnim bodem funkce
F € C?: R" — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3)-(F5). Pokud 0 < n; < 1 a pokud a;; = 1
jestlize tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2) a (S3b), pak v — x* Q-superlinedrneé.

Poznamka 47 Véta 74 vyzaduje, aby platilo v; = p; = 1. Ackoliv neni dokézéna super-
linearni konvergence pro v; # 1, skalovani obecné zlepsuje ic¢innost VM metody.

Véta 75 (Kvadratické ukonceni) Necht Q : R — R je ryze konvexni kvadratickd funkce
a necht {x;} C R™ je posloupnost bodi generovand metodou VM s presnym vijbérem délky
kroku. Pak pro1 < j <1t <n+1 plati

Hyy; = )‘gdj
sigi = 0
SJTGSZ- = 0 (sdruzenost sméri)

Navic existuje index k < n takovy, Ze giy1 =0 a x4 = ™.

Poznamka 48 Je-li vybér délky kroku pfesny, jsou vSechny metody VM ekvivalentni
(generuji stejné posloupnosti bodu a matic).

Algoritmus 4 (Metoda s proménnou metrikou)
Data g1 =107%, e, =0.9, £ > 0, p=0.01, p = 100, y = 1.0, ¥ = 6.0.
K1: Zvolime x; € R™ a s.p.d. matici H; (obvykle Hy :=I). Set Fy := F(x1), g1 := g(x1).
Set i :=1.
K2: If ||g:|| < € stop. Set s; := —H,g;.
K3: Urcéime délku kroku «; > 0 pouzitim algoritmu 1. Set x;,1 = x; + «;8;, Fiy1 =
F(ri1), giv1 = g(Tiga).

K4: Set d; := x;11 — x;, y; := ¢ix1 — g;- Uréime parametr p; > 0 podle poznamky 41.
If p; < p orp; > p set p; := 1. Uréime parametr 7; > 0 podle poznamky 40 (pro
metodu BFGS volime v;/p; = bi/a;). If v < v or v; > 7 set v, := 1. Zvolime
parametr 7; > 0 a uréime matici H;;; podle (H) (pro metodu BFGS volime n; = 1).
Set i :=1+ 1, go to K2.

Metody s lokalné omezenym krokem
Budeme pouzivat oznaceni

1
Qi(s) = gl-Ts + asTBis

(kvadraticka aproximace F'(z; + s) — F(x;))

wi(s) = (Bis + 1)/l gill
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(presnost uréeni smérového vektoru)
F(x;+s)— Fl(x;
o) = Pl 3) = Fa)
Qi(s)
(podil skuteéného a predpovédéného poklesu funkce F': R" — R).

Definice 43 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda (Definice 34) je metodou s lokdlné
omezenym krokem, (trust region), jestlize se smérové vektory s; € R", i € N, urcuji tak,
ze

[sill < A (Tla)
[sil <A = lwi(si)| <@ (T1b)
—~Qu(s:) = allgallmin(sill, lgall/ 1 B:]) (T1c)

kde 0 <o <1 a0<w<1, kde délky kroku a; > 0, 1 € N, se vybiraji tak, Ze
pi(si) <0 = =0 (T2a)
pi(si) >0 = o;=1 (T2b)

a kde ¢isla 0 < A; < A, i € N, se volf tak, Ze

pi(si) <p = Bllsill < Aipr < Bl (T3a)
pi(si) 2 p = |lsill £ Airy <min(F[si]l,A) (T3b)

kde 0 < 8 < B<l<7yal< p <1 (¢islo A >0 slouzi k tomu, abychom se nedostali
mimo definiéni obor funkce F).

Poznamka 49 Jestlize @ = 0 nebo @ > 0, dostaneme presné nebo nepiesné metody s
lokalné omezenym krokem.

Poznamka 50 Normy v (T1) a (T3) mohou byt i jiné nez euklidovské. Nékteré nerovnosti
v (T1)—(T3) mohou byt upraveny (oslabeny nebo zesileny).

Véta 76 (Globdlni konvergence) Necht funkce F € C? : R™ — R spliiuje podminky (F1)
a (F3). Pak metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni, jestlize plati

SRR
o Mi ’
kde M; = max || B;]|.
1<j<i
Poznamka 51 Podminka Y} 2°, 1/M; = oo pouzitd ve vété 76 je mnohem slabsi nez

podminka >3°, 1/k(B;) = oo pouzitd v pozndmce 24 (matice B; nemusi byt pozitivné
definitni ani dostatecné dobfe podminénd). Predpoklady véty 76 jsou splnény napiiklad
tehdy, jsou-li matice B;, v € N, stejnomérné omezené, tedy

|Bi| <B Yie N
Véta 77 (Superlinedrni konvergence) Necht {z;} C R"™ je posloupnost bodi generovand

metodou s lokdlné omezenym krokem takovd, Ze x; — x*, kde x* € R" je staciondrnim
bodem funkce F € C? : R* — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Necht

lim w; =0

B; — Gi)s;
o 1Bi=Glsil _
imeo sl

Pak x; — x* Q-superlinedrné.
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Metody s optimalnim lokalné omezenym krokem

Definice 44 Metody s optimdlnim lokdlné omezenym krokem pouzivaji smérové vektory

;. — ] l Tl
§; = arg ||Sm”<m i Qi(s) (T1)
pricemz ||s;|| = A;, neni-li toto minimum jediné.

Véta 78 Vektor s; € R™ uréensj podle (T1) vyhovuje podminkdm (T1) sw =0 ac = 1/2.

Véta 79 Vektor s; € R"™ je resenim (T1) prdve tehdy, jestlize ||s;|| < A; a jestlize existuje
¢islo N; > 0 takové, Ze matice B;+M I je positivné semidefinitni a plati (B;+X;I)s;+g; = 0
a ([|sil — Ai)A = 0.

Poznamka 52 Je-li matice B; s.p.d. a ||B; 'gi|]| < A, pokldddme s; = —B; 'g;. Jinak
feSime nelinedrni rovnici

kde

(Bi+ A)s;(A) +g:=0

Algoritmus 5 (urceni optimdlniho lokdlné omezeného kroku)
Data: 0 <d<1<6, A>0

K1: Set v := maxj<j<,(—Bj;). Set A:=0, X := |g||/A+||B|| a X :=max(y, ).

K2: Set A\ :=max(7,A). If A < A set) := /AN,

K3: If B+ M je s.p.d., uréime rozklad RTR = B + X (R je horni trojuhelnikovd) a go
to K4. If B+ A\ nend s.p.d., uréime v € R" tak, Ze ||Jv|]| =1 a vT(B+ M) v <0,
set v:= X —v"(B+ A )v a go to K2.
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Kj: Set s := —(RTR)1g. If ||s|| > dA, set A\ := X\ a go to K6. If A < ||s|| < /A
stop (s; = 5). If ||s|| < 6A a A =0 stop (s; = s). If ||s|| < A a A #0, set X := )
a go to K.

Kb5: Urc¢ime v € R" jako aproximaci vlastniho vektoru matice B prislusného vlastnimu
¢islu A\(B) tak, Ze ||v]| =1 a vTs > 0. Uréime a > 0 tak, Ze ||s + av|| = A.
If o?||Ru||? < (1 — 6*)(|| Rs||?> + A\A?) set s := s + av a stop (s; = s).
If o?||Ru||? > (1 — 8°)(||Rs|* + AA?) set v := A — ||[Rv||* a go to KG6.

Is]I? (HSH —A>
A=A+
o>\ A

If <) set \:=)X.If A > ), set A\ := ). Go to K2.

K6: Set v:= (R")™'s a

Poznamka 53 Vektor v € R", pouzity v kroku K5, 1ze urcit pomoci programu z knihovny
LAPACK; éislo o > 0 takové, ze ||s + av|| = A se uréi podle vzorce

A? — |ls|”
Vs + /()2 + A2 — |32

a=—vls+ \/(UTS)2 + A% — ||s|? =

Poznamka 54 Rozklad RTR = B+ \I v kroku K3 se provadi prumérné 2-3 krat v kazdé
iteraci. Proto se nékdy pouziva smérovy vektor

S; = arg in Qi(s(auﬁ))7

m
lls(c,B)lI<A;

kde
s(a, B) = ag; + BB; ' g;.

Tato tloha mé dimenzi 2 a rozklad matice RTR = B + M se provadi pouze jednou v
kazdé iteraci.

Nepfesné metody s lokalné omezenym krokem

Aplikujeme-li metodu CG na kvadratickou funkci
1

Q(s) =g's + isTBs,

plati (Algoritmus 3s g=—r)s1=0,g1 =9, p1 = —¢g a

¢ = Bp;,

T T
aj = 9;9;/p; 4
Sj+1 = Sj T yp;

gi+1 = gj T 44
B; = g 19541/9) 9;
Pis1 = —gj+1 + Bp;

prol <75 <n.
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Poznamka 55 Aplikujeme-li metodu CG na kvadratickou funkci Q(s) a je-li pjTBpj >0,
1<j7<m<n,pak pro1l <j < m plati

Qlsj+1) < Qs;)
[sjall >[Iyl
(véta 68) a
1
Qsj+1) < =5 llgl*/I1BI|
(véta 69).
Pozndmka 56 Pokud p] Bp; < 0 nebo [|s;|| < A a [|s;41]| > A, polozime s = s; + a;p;,
kde a; > 0 je hodnota takova, ze ||s; + a;p;|| = A, neboli
V@0F5)2 + (A2 — 1512 llp, 12 — p]'s;
151

Pak pro j > 2 plati Q(s) < —(1/2)||g]*/IB|| a pro j = 1 plati Q(s) < —(1/2)]lgllsll,
takze je splnéna podminka (Tlc) s g = 1/2.

Oéj:

S2 S3

S1

Algoritmus 6 (urceni nepresného lokdlné omezeného kroku)
Data: 0 <w <1, A > 0.
Kl1: Set s:=0,r:=—g,p:=7, 0:= ||r|%

K2: Set p:=0, q:=Bp, § :=p"q. If § <0 set

a = (/(ps)? + (A% — [s|?)llp]> = ")/ lIp]I?
s:=s+ap astop (s; =s). If § >0 go to K3.

K3: Set a=p/d. If ||s + ap|| > A set

a = (\(p"s) + (A2 — [IsIP)[pll> = p"s)/IIp |

s:=s+ ap astop (s; =s). If [[s+ ap|| < A go to K.
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Kj: Set s:=s+ap, r:==r—agq, 0:= |r|>

If 0 < w?||g||? stop (s; = s). If o > w?||g||* set 5 :=0/p, p:=r+ [p a go to K2.

Metody psi nohy

Metody psi nohy kombinuji smér nejvétsiho spadu se smérem Newtonovy metody

o — gy ;
g"Bg
sy = —B'g

Algoritmus 7 (metoda psi nohy)

Data: A > 0.
K1: If g"Bg < 0 nebo ||sc|| > A, set s := —(A/||g|l)g a stop (s; = s).

K2: If B je singuldrni, uréime vektorv € R™ tak, Ze ||v]] = 1, vT Bv < 0, vT(g+Bsc) <0
a go to K4. If B neni singuldrni, vypocteme sy. If sy = s¢ set s := sy a stop

(s;=s).

K3: If (sy — sc)'sc <0 set
SN — S¢
Vi=m—
lsv = scll

ago to K. If (sy —sc)Tsc >0 a|sy| > A set
lsn — sl

a go to Kf. If (sy — sc)"sc > 0 a ||sn]| < A set s :=sy astop (s; = s).

Kj: Set
A% —|lsc|?

vTse + \/(UTSC)2 + A% — ||s¢c||?

o =

pokud v'sc > 0 nebo

a:=—vlse+ \/(UTSc)2 + A% — ||s||?

pokud vTsc < 0, set s := sc + av a stop (s; = ).

SN s
SN

[

(SN — Sc)TSC <0 (SN - Sc)TSC >0
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Newtonova metoda

Newtonova metoda pouzivéd matice B; = G(z;), i € N, takze z podminky (F3) plyne
|Bi|| = [|G(2)|| < G, i€ N.

Véta 80 Necht funkce F € C? : R — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak Newtonova
metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Je-li navic splnéna podminka
(F4) a plati-li x; — x* a wi(s;) — 0, pak z; — x* Q-superlinedrneé.

Poznamka 57 Realizace Newtonovy metody

e Nepiesnd Newtonova metoda: Soustava B;s; = —g; se Tesl nepfesné (w;(s;) > 0)
metodou CG, takze je tfeba méné nez O(n?) operaci na iteraci. Obvykle

w; = min(w, || g;]|, 1/7).

e Newtonova metoda s optimalnim lokalné omezenym krokem.

Véta 81 Necht funkce F € C* : R* — R spliiuje podminky (F1)-(F3) a {x;} C R" je
posloupnost generovand Newtonovou metodou s optimdalnim lokdlné omezenym krokem.
Pak existuje hromadny bod x* € R" posloupnosti {x;} C R™ takovy, Ze g(z*) = 0 a
G(z*) = 0 (positivné semidefinitni). Jestlize bod x* vyhovugje postacugicim podminkdm pro
extrém (Veéta 51: g(z*) = 0, G(z*) = 0), pak x* je jedingm hromadngm bodem posloupnosti
{z;} CR" ax; — z* Q-superlinedrneé.

Gaussova metoda pro soudet ¢tverci

Definice 45 Rekneme, e funkce F : R* — R je souctem Ctverci, jestlize existuje zo-
brazeni f : R® — R™, m > n, takové, Ze

1

F(z) =5 f"(2)f(z) =

2 W

N —

Poznamka 58 Je-li F': R" — R souctem ¢tvercu, plati
o) = JT@) ) =Y fule)ae)
k=1
Gz) = J'(2)J(z)+C(x) =Y gr(x)gi (z) + D fu(2)Gr(z)
k=1 k=1

kde gi(z) = V fi(2), Gi(z) = V* fi(z) a

of of1
or1’ 7 Oxn
J@)y=1| ..., .., ...
Afm Ofm
Ox1’ " Ozn

Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu pro soucet ¢étvercu dostaneme z Newtonovy metody
zanedbanim ¢lenu

Cla) = ki ful)C(a)
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v Hessové matici. Tedy B;s; = —g;, ¢ € N, kde
B; = JiTJz‘ = ng(%)gg(%)
k=1

Zduvodnéni:

e Ulohy s nulovym reziduem F(z*) = 0. Z z; — z* plyne F(z;) — F(z*) = 0, takze
fe(x) — 0,1 < k <m. Jestlize ||Gr(z;)|| < G, 1 < k < m, pak

ICIl = || > fulz)Grlai)| < G 3 |fulzi)| — 0
k=1 k=1
a tedy ||G(x;) — B;|| = ||C(x;)|| — 0 z ¢ehoz plyne Q-superlinedrni konvergence.

e Linearizace. Plati

F(z; +s) = %fT(l’i +s)f(xi + s)
SU ) + T (F() + T (wi)s)
1

= S @) + ) @)s 55T (@) )

Q

takze

1
F(‘rl + S) - F(l‘z) ~ gT(ZEZ‘)S + QSTBZ‘S
coz je lokdlni kvadratickd aproximace s matici B; = JI J;.

Poznamka 59 Podminku (F3) nahradime omezenosti druhych derivaci funkei fi(z).
Tedy

IGr(@)]| <G VzeR", 1<k<m (F3).

Pozndmka 60 Podminka (F1) je splnéna vzdy, nebot F(x) > 0Vx € R". Podminky (F2)
a (F3) implikujf || fe(2)|| < f a |lge(2)|] < g Vz € R", 1 <k < m, a tudiz podminku (F3).

Véta 82 Necht funkce fi(z) : R* — R, 1 < k < m, spliuji podminky (F2) a (F3).
Pak GN metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Je-li navic spinéna
podminka (F4) a plati-li x; — x*, F(z*) =0 a wi(s;) — 0, pak xz; — z* Q-superlinedrné.

Poznamka 61 Vypocet smérového vektoru.

e ReSenim normélni soustavy rovnic

e Resenim linearizované ulohy nejmensich ¢tvercu (preuréené soustavy linedrnich rovnic)

Jisi+ fi=0
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Pouziva se QR rozklad
R;

(R; je horni trojihelnikova matice). Pii realizaci GN metody s optimélnim lokélné
omezenym krokem muzeme soustavu (JI J;+AI)s+JI f; = 0 nahradit linearizovanou

ulohou
Ji fi | _
i | 6]

e Resenim systémovych rovnic. Oznaéime r; = —(J;isi+ fi). Smérovy vektor hleddme
tak, aby platilo Jr; = 0. Tedy

Ead IR

coz je soustava m+n rovnic se symetrickou indefinitni matici (KKT systém, rovnice
sedlového bodu). Vhodné pro tidké nebo pro vazené tlohy.

Hybridni metody pro soudet &tvercl

Myslenka:

F, — F*=0 = GN metoda
F,— F*>0 = VM metoda

Véta 83 Necht F; — F* =0 Q-superlinedrné. Pak

F-F,
lim T“ =1
Necht F; — F* > 0. Pak
F_F
lim /"1 —
Hybridni metoda:
Necht By, = JI'J;. Proi € N pokldddme
B, = JﬁlJm, F, — Fipq > 0F;

Fy — Fiq < UF

T T
YiY; Bidi(Bidi)
Bi - BZ — 5
i T yTd, ~  dT B,

kde dz = Tir1 — L4, Yi = Giv1 — G; (obvykle ﬁ = 001)
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Vektorové diferenéni verze Newtonovy metody

Vektorové diferencni verze Newtonovy metody jsou nepfesné metody s lokalné omezenym
krokem (Algoritmus 4), kde se ndsobeni matici B = G nahradi numerickym vypoétem

derivaci
g(z +dp) — g(x)
1)

q=Gr)p~
kde § = \/en||p|| (em je strojova presnost).
Poznamka 62 Vlastnosti:

e Pro nestrukturované tlohy vétsinou efektivni.

e Pro Spatné podminéné ulohy pftilis velky pocet gradientu.

Maticové diferenéni verze Newtonovy metody

Predpokladdme, ze matice G(z) je fidkd (mdlo strukturalné nenulovych prvku). Je-li mat-
ice G(x) tidk4, 1ze obvykle vypocitat nékolik sloupcu této matice pomoci jedné diference
gradientu.

Piiklad 6 Necht
G G 0 0 0

Ga1 G Gaz O 0

G = 0 Gs Gsz Gag O
0 0 Gu Gy Gy
0 0 0 Gss Gss

a
o= [1, 00 1, 0]
T
vy = [0, 1, 0, 0, 1}
T
vy = [0, 0, 1, 0,0}
Pak

Gv, = [ G, Ga, G, Gu, G }T
Gvy = { G2, G, Gz, Gus, Gss }T
G’Ug = [ 0, G23, G33, G43, 0 }T

takze vsechny prvky matice G lze urcit pomoct tii diferencénich vzorcu

g(x + ovy) — g(x)

5 =~ G’U1
g(x + 51};) B g(l') ~ G’U2
g(x + 51};) B g(l') ~ GU?,

Poznamka 63 Je-li matice G(z) velmi fidkd, patii diferencni verze Newtonovy metody
pro tidké ulohy k nejefektivnéjsim metodam.
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Metody pro separovatelné dlohy
Separovatelna uloha:

F(a) = f: fule)

kde m =0O(n) a fr: R* — R, 1 < k < m, zavisi na ny = O(1) proménnych. Plati
g(x) = > g(z)
k=1
G(z) = > Gil)
k=1

kde gi(x) a Gg(z) obsahuji O(1) nenulovych prvku.

Oznaceni:
N — mnozina indexu proménnych funkece fi(z) (ma ng prvku).
Z € R™™ — matice obsahujici sloupce jednotkové matice s indexy z Nj.
gr = Z¥ gr € R™ — redukované gradienty

é’k = ZkTGka e R™>*™ — redukované Hessovy matice

Priklad 7

1=2
fi() (z1 — 1)
fil) = (zi—xi1)?, 2<i<n
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Zl - 5 ZQ - s s ZTL =
0 0 0 1
0 0 0 1
91—[2(%—1)}, élz[Q}
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Diferenéni verze Newtonovy metody pro separovatelné tlohy

Redukované Hessovy matice se pocitaji numericky pomoci diferenci redukovanych gradi-
entli X 57.¢ .

A . T+ €;j) — gr(x

Gk(x)ej ~ A kaj) gr(x)
kde ¢;, 1 < j < ng, jsou sloupce jednotkové matice fadu ny. K urceni prvku vsech
redukovanych Hessovych matic je zapotiebi

> ni =mO(1) = O(n)
k=1
operaci. Vysledna Hessova matice

Metody s promé&nnou metrikou pro separovatelné tlohy

Misto redukovanych Hessovych matic se pouzivaji jejich aproximace Bi, 1 < k < m, které
se aktualizuji pomoci metod s proménnou metrikou

. A . T
~ 1 (- 1. 1~ s a0 Ck . B Ck .. .
Bf = — | BrL+ ﬁA—ykyZ — — Bydy(Bydy)" + @ <A_kyk - Bkdk> <A_kyk: - Bkzdk>
V& Pk by, Ck Cr \ by by,
kde
dy = Zld,

e = ZF (g —ag8) = a5 — o,

l;k = g)gcik, G = CZ{Bdek a Ve, Pks ﬁk jsou volené parametry (Bk = 0 pro metodu BFGS).
Aproximace Hessovy matice
B=Y 7B 2"
k=1

Smérovy vektor se ziskd feSenim soustavy rovnic Bs = —g, kde
m m
9= 9= Ziix
k=1 k=1

Poznamka 64 Nelze zarucit, aby platilo b, = §Zd, > 0 V1 < k < m = nékterd z
matic By nemusi byt positivné definitni = B nemusi byt positivné definitni = nelze
dokazat globalni konvergenci pro metodu spadovych smeéru.

Véta 84 (Superlinedrni konvergence) Necht {x;} C R™ je posloupnost ziskand VM meto-
dou pro separovatelné ulohy s vi = pi. =1, 1 < k <m, Vi € N, takovd, Ze v; — x*, kde
r* € R" je staciondrni bod funkce F € C? : R® — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3)-
(F5). Pokud 0 <n} <1,1<k <m,Vi € N, apokud a; = 1, jestlize tato hodnota spliiuje
podminku (S2) a (S3b), pak x — x* Q-superlinedrné.
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Poznamka 65 Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy jsou obvykle
velmi efektivni. Je vyhodné kombinovat metodou BFGS
R 1 1o oo s .
B = Bi+ =ikl — —Bidi(Bedi)", bp >0
bk Ck
B}: = By, by <0

s metodou hodnosti 1

. . 1 L . .

Bf = Bp+——(r — Brdp) (G — Brdp)”,  |br. — x| #0
k — Ck

Bf = By, by, — &, =0

Na metodu hodnosti 1 ptrechazime, pokud z hodnot by, 1 < k < m, je alesponn m/2
nekladnych.

Gaussova-Newtonova metoda pro separovatelny soudet &Etverci

Uvazujme soucet ¢tvercu
1 m
=35 Z f 13 (x)
kde m = O(n) a fi : R* — R, 1 < k < m, zavisi na ny = O(1) proménnych. Plat{

m

- i Je(@)gi Z ) Zgi(
=1

Bla) = J7(2)(x) = 3" gu(a)g” i ()27 =" ZuBu(2) 2]

k=1

kde By(z) = §(2)jF (z) je redukovand Gaussova-Newtonova matice. V kazdé iteraci se Fesi
soustava rovnic B(x;)s; = —g(x;).
Hybridni metody pro separovatelny soudet ¢tverci

. KombinAace GN metody s Newtonovou metodou pro separovatelné tlohy:
Necht B} = gi(g})*, 1 <k <m. Proi € N pokladdme

Bt = gt (gihT, F, — Fyy > 0F,
Bi* = gt eyt + £ G, F — Fi < 9OF

Dale pokladame
m A .
B, = Y Bz}
k=1
m . .
g = Y fiZiin
k=1
a fesime soustavu rovnic B;s; = —g¢;.
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° Kombiqace GN metodx s VM metodou hodnosti 1:
Necht Bi = gi(gi)" a C} = 1,1 <k <m. Proi € N pokldddme

N o wz ,LZ‘}’L T s
il iy LT’“) [ ARTA R
(dj, )Ty,
AR (i) ] < 0
a
B = g B B> i

B]i:rl — g]i:rl(g?rl)’f_'_ f]f;+lcli+17 E . FviJrl S QE
ke df = 2 (e — 2), 5 = ZE (g — g2) 2 i, = i — O,

Poznamka 66 Hybridni metody pro separovatelny soucet ¢tvercu jsou superlinearné
konvergentni. Jsou-li realizovany jeho metody s lokalné omezenym krokem, jsou globédlné
konvergentni.

Metody s promé&nnou metrikou s omezenou pamé&ti (vektorovy tvar)

Myslenka:

V i-tém iteracnim kroku polozime Hy = I a pomoci (nejvyse) m dvojic vektora d;_,, Yi—m,
.., di_1,y;—1 konstruujeme vektory Hyg;, ..., Hp119; (matice Hy, ..., Hp,11 se neukladaji).
Nakonec pokladdme s; = —H,,,119; (m je obvykle malé).

Definice 46 Jsou-li matice Hy, . .., Hy,11 ziskany metodou s promeénnou metrikou, budeme
mluvit o metodé s proménnou metrikou s omezenou paméti (m-krokovou metodou s promeén-
nou metrikou,).

Poznamka 67 Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze ¢ < m+1 a ze matice Hy, ..., H;
jsou konstruovany z vektoru di,y1,...,d;_1,y;—1 pomoci metody BFGS, jejiz aktualizaci

lze zapsat ve tvaru
Pk

by,

1 <k <i kde Vp =1 —ypdi /by a by = yldy (dy = T1 — Tk, Y = Gr+1 — gr). Déle
budeme predpokladat, ze v = 1 pro k£ > 1.

Hy1 = Vil HyVi + —dpdy,

Veéta 85 Pro m-krokovou metodu BFGS plati

k Ty ko, k T k
Hipn=m HVJ Vj +Zbl H Vj dlle H Vj
j=1 =1 j=1+1 j

J=1 J=lr

|2

(Predpokldaddame, ze 1 <k <m).
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Véta 86 (Strangova formule) Vektor s; = —H,g; se urci tak, Ze se pomoci zpétné rekurence
pocitaji vektory

Ui = —Gi

w o= wyi—owy, o =dlwup/b, 1<1<i-—1
Pak se pomoci primé rekurence pocitaji vektory

V1 = N
Upe1 = Uk + (pkok — yive/be)dy, 1<k <i—1

Nakonec se polozi s; = v;.

Poznamka 68 Plati

i—1
U1 = —(H V]) 9i

k T k D1 k T
Ve+1 = M HV} Uy + b_l H V} dlleulH
=1

j=l+1

Metody s prom&nnou metrikou s omezenou paméti (maticovy tvar)

Oznaceni:

Dy = [di, dy ... dy |

Y, = {ylv Y2, .-, ykz}
d?yl, O, Ceey 0

Lk _ dgyl, dgyg, Ceey 0

dgyh d{y?: L) d{yk
Cp = diag(diy,...,dyys)

Véta 87 Pro m-krokovou metodu DFP plati

1
_ 0, LT i
Bit1 = By — [ e, BiDy } [ Ly, Cr— D{BDy ] [ Di By

Pro m-krokovou metodu BFGS plati

—Cy, LT—CF17' YT
mﬂz&—h%Bmdl P k] :

Ly — Cy, DIB,Dj DI'B,
Pro m-krokovou metodu hodnosti 1 plati
Biy1 = By + (Yy — BiDy) (L + L} — Cy — DFB1Dy) (Y — BiDy)"

(Predpokladame, ze 1 < k <m).
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Poznamka 69 Podobné vzorce plati i pro matici Hy,1. V tomto piipadé je vSak pouziti
Strangovy formule efektivnéjsi.

Poznamka 70 Matice urcené podle Véty 87 lze pouzit pro vypocet lokalné omezeného
kroku nebo v KKT systémech.

Poznamka 71 Obvykle se pokladd By = (1/9%)I. Lze téz pouzit libovolnou fidkou
matici Bj.

Metody pro FeSeni soustav nelinearnich rovnic

Necht f : R* — R™ je spojité diferencovatelné zobrazeni. Budeme hledat bod z* € R"
takovy, ze f(z*) = 0.

Poznamka 72 Reseni soustav nelinearnich rovnic mé blizky vztah k minimalizaci funkei.

e Minimum funkce F' : R" — R muzeme hledat FeSenim soustavy rovnic g(x) = 0.
Muze to vsak vést k nalezeni sedlového bodu nebo maxima.

e Reseni soustavy rovnic f(xz) = 0 miZeme hledat jako minimum souctu ctverci
F(z) = 3fT(z) f(z). Mize to viak vést k nalezenf lokdlniho minima, kdy F(z) # 0.

Véta 88 Necht f € C' : R — R" a necht bod z* € R™ je lokdlnim minimem funkce

F(z) = 1 fT(2)f(x), pricemZ Jacobiova matice J(x*) zobrazeni f v bodé x* je requldrni.

Pak plati f(z*) = 0.

Definice 47 Zobrazeni f : R* — R™ md stejnomérné omezené derivace, existuje-li J > 0
tak, Ze B
|J(x)|| <J VzeR" (J3)

Definice 48 Zobrazeni f : R™ — R™ je stejnomérné requldrni, existuje-li J > 0 tak, Ze

1
J! < =
|J 7 ()] < 7

Ve e R" (J4)
Definice 49 Zobrazeni f : R* — R"™ md lipschitzovské derivace, existuje-li L > 0 tak, Ze
17 (z +d) — J(2)|| < L||d|| Vz,d € R (J5)

Definice 50 Zdkladni metodou pro teseni nelinedrnich rovnic nazyvdme iteracni proces,
jehoz vysledkem je posloupnost {x;} C R™ takovd, Ze

Tit1 = T + QyS;

kde smérovy vektor s; € R" se urcuje na zdkladé hodnot x;, f;, J;, 1 < 5 <1, a délka
kroku a;; > 0 se urcuje na zdakladé chovani zobrazeni f : R — R™ v okoli bodu x; € R".

Definice 51 Rekneme, e zdkladni metoda pro fesent nelinedrnich rovnic je globdlné kon-
vergentni, jestlize pro libovolny pocdtecni bod x1 € R™ plati

lim inf [ f (z;)| = 0
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Poznamka 73 Newtonova metoda pouziva smérové vektory s; = —J 1 (z;) f(z;) Vi € N.
Plati-li (J4), je tento smérovy vektor shodny se smérovym vektorem Gaussovy-Newtonovy
1

metody pro minimalizaci souctu ¢tvercu F'(z) = 5 f7 (x)f(z), nebot v tomto piipadé plati

(T (@) (i) ) = (T (i) (2)) 7T (i) f i) = T () f ()

Poznidmka 74 Omezime se na metody takové, ze s; = —A; ' f;, kde matice A;, i € N,
splnuji podminky
|Ais|| < As Vs € R", (A3

|Ais|| > As Vs € R", A4
14; — Ji|| < 9. (A5

kde 0 < A < Aad >0, a budeme pouzivat oznaceni h; = Al f;. Pokud 9 < .J, pak z
(J3), (J4) a (A5) plyne (A3), (Ad)s A=J+09, A=J—-9.

—~
~— ~— ~—

Definice 52 Zdkladni metoda pro teseni nelinedrnich rovnic (Definice 50) je metodou
spadovych sméru, jestlize se smérové vektory s; € R", i € N, urcuji tak, Ze

|Aisi + fill <@l fill (S1)

kde 0 < W < 1, a délky kroku «; > 0, 1 € N, se urcuji tak, Ze o; > 0 je pruni clen
vyhovugici podmince o
Fi—Fi<—pa F (52)

v posloupnosti 04{, Jj € N, takové, Ze a} =1 a ﬁ&f < &f“ < Baf, kde 0 < 8 < 3 <1,
0<p<1)2.

Véta 89 (Konzistence) Necht zobrazend f : R — R™ spliuje podminky (J3)-(J5). Necht
matice A;, i € N, spliugi podminku (A5) s 9 < (1 —w)J/2. Pak lze v kazdém iteracnim
kroku malézt smérovy vektor s; € R"™ wyhovujici podmince (S1) a délku kroku o; > 0
vyhovugici podmince (S2). Navic ezistuje konstanta 0 < a < 1 takovd, Ze o; > a Vi € N.

Poznamka 75 Podminky (A3)-(A5) maji pouze teoreticky vyznam (nezname-li J;, ne-
muzeme (A5) oveérit). Dévaji vsak podklad pro pouziti restarti. Nelze-li splnit podminky
(S1) a (S2), pokladdme A; = J;. Pak lze polozit A = J, A= ., J = 0 a najit s; € R" a
a; > 0 vyhovujici podminkdm (S1) a (S2).

Véta 90 (Globdlni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady Véty 89. Nech_t’ {z;} C
R™ je posloupnost generovand metodou spddovych sméru (takzZe plati (S1) a (52)). Pak
r; — " a f(z*) = 0.

Véta 91 (Superlinedrni konvergence) Necht {z;} C R" je posloupnost bodi generovand
metodou spddovych sméru takovd, Ze xr; — x*, kde x* € R™ je nulovym bodem zobrazent
feC: R" — R", které vyhovuje podminkdm (J3) a (J4). Necht

o A 20
T

A; — Ji)si
o L= sl
S Tl

a necht a; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmince (S2). Pak existuje index k € N
takovy, Ze a; = 1 Vi > k a x; — x* QQ-superlinedrne.
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Poznamka 76 Pro feSeni nelinedrnich rovnic existuji téz metody s lokalné omezenym
krokem. Jelikoz Newtonovu metodu lze bez problému realizovat jako metodu spadovych
sméru, nebudeme se jimi zabyvat.

Poznamka 77 Newtonova metoda pouziva matice A; = J;, i € N, takze plati (A3)-
(A5)s A=J, A= J ad = 0. Spliiuje-li zobrazeni f : R* — R" podminky (J3)-(J4), je
Newtonova metoda globdlné konvergentni. Jestlize ||J;s; + fi|l/||fill — 0, je tato metoda
Q-superlinearné konvergentni.

Diferenéni verze Newtonovy metody
Matice A;, i € N, se voli tak, ze

f(xi +0ej) — f(w;)

Aiej = 5 y

I<j<n
kde e;, 1 < 7 < n, jsou sloupce jednotkové matice fadu n.

Véta 92 Necht zobrazeni f : R* — R" spliiuje podminky (J3)-(J5) a necht

(1-w)J
Ly/n

Pak matice A;, i € N, ziskané diferencni verzi Newtonovy metody vyhovuji podminkdm (A3)-
(A5) sV <(1-w)J/2, A>]—-(1-w)J/2a A< J+(1-w)J]/2.

0 <

Poznamka 78 Obvykle se pokladd § = /gx, kde e je strojovd piesnost (= 1071¢ v
dvojndsobné aritmetice). Problémy mohou nastat, jsou-li J malé a J, L velka.

Kvazinewtonovské metody

Definice 53 Rekneme, e zdkladni metoda pro Fesend nelinedrnich rovnic je kvazinewto-
novskou metodou (QN), jestlize
Aisi+ fi =0

kde A;, i € N, jsou requldrni matice konstruované tak, Ze
Ai—l—l = Az + UZ‘U;F
kde u; € R", v; € R™ se vybiraji tak, aby byla splnéna kvazinewtonovskda podminka
Aid; = y;
kde d; = xit1 — xi ayi = fiy1 — [i-
Véta 93 Necht AL = A+ w?l. Pak A d = y prdvé tehdy, jestlize vid # 0 a u =
(y — Ad)/vTd, takze
(y — Ad)v”

vTd

A=A+ (A)
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Poznamka 79 Nejznaméjsi QN metody:

e Broydenova dobra metoda: v =d

(y — Ad)d"
Al =A+>F——"—
P AT T
e Broydenova $patnd metoda: v = ATy
(y — Ad)y" A
A=A
F= AT T
e Metoda aktualizace sloupcu: v = ¢,
(y — Ad)ey.
A=A+ "—F7F——
- i eld

Vektor e, € R" se vybira tak, ze

efd = max el d
1<i<n

(e;,1 < i < n, jsou sloupce jednotkové matice).

Véta 94 Necht matice A je requldrni a plati (A). Pak matice A, je requldrni prdvé tehdy,
jestlize vT A=y # 0.

Véta 95 (Inverzni QN metody) Necht jsou splnény predpoklady véty 94 a necht S = A™*
a Sy = A7' (Ay je matice urcéend podle (A)). Pak plati

(d — Sy)ts -
Poznamka 80 Inverzni QN metody:
e Broydenova dobra metoda: v =d
(d — Sy)d*'s
S, =85+ —F7F57—
* * dTSy
e Broydenova $patna metoda: STv =y
d— T
5y 54 450"
y'y

e Inverzni metoda aktualizace sloupcti: STv = ¢,
d— Sy)el
SJr -9 + ( Ty) k
€LY
Vektor e, € R" se vybira tak, ze

cky = max ey
Véta 96 Necht zobrazeni f : R" — R" wyhovuje podminkdm (J3)-(J5) a necht x* € R"
je bod takovy, Ze f(x*) = 0. Pak ezistuji ¢isla § > 0, ¥ > 0 takovd, Ze pokud ||x; —x*|| <6
a ||Ay — Ji|| < 9 a posloupnost {x;} C R™ je urcend dobrou Broydenovou metodou s
jednotkovym vijbérem délky kroku (o; =1 Vi € N), pak x; — x* Q-superlinedrneé.
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Odhad parametr( systému diferencialnich rovnic

Méme minimalizovat funkeci

F(z)= /tl Fa(x,y(z,t),t)dt + Fr(x,y(z, t1)),

to

kde

dygxt, t) _ fs(x,ylx,t),t),  ylz,to) = fi(z)

(stavovy systém). Pritom x € R", a stavovy systém obsahuje ng diferencialnich rovnic.

Odstranéni integralu:

F(z) = Fa(z,t)) + Fr(z,y(x,ty)),

kde
dygxt, t) _ fs(z,y(x,t),1),  ylz.to) = fi(x)
dFAT(tx’ﬂ = Fa(z,y(z,t),t), Falz,to) =0

Resfme ng + 1 diferencidlnich rovnic v pifmém sméru.

Predpoklady:

(A1) Existuje spojité feseni stavového systému na intervalu [to, ¢;] kdykoliv z € X.

(A2) Funkce Fa, Fr, fs, f1 jsou dvakrat spojité diferencovatelné na X.

Ptitom X C R" je oblast obsahujici vSechny body x; € R™ i € N, ziskané béhem itera¢niho
procesu.

P¥imy vypocet gradientu

Oznacime

dy(x, 1)
de

u(z,t) =

Derivovanim dostaneme

OFr(z,y(x,t1)) N OFr(z,y(x,t1))

gT(x> = f]z;(iﬂ,tl) + ox ay u(x7t1>7
kde
du(z,t)  Ofs(z,y,t)  Ofs(x,y,t) _dfi(x)
e ox + dy ww,t),  ul@ty) = der
gL F F
dgA(xat) _ 0 A(x:yat) + 0 A(x’y’t>u(x,t), f]i(flf,to) —0.

dt ox oy

Resime navic n(ng + 1) diferencidlnich rovnic v pfimém sméru.
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Zpétny vypocet gradientu

Necht p(t) je libovolné zobrazeni a y(x,t) je FeSeni stavového systému, takze

dy(z,t)

@ Y

fS (l‘7 Y, t) -
Muzeme tedy psat

F(ZL‘) = /t:l [FA(xvy’t) +pT(t) <f5(l‘,y,t) - dy(dﬁ’t)>‘| dt—i_FT(xvy(xatl))

Integrovani per partes u’v' = (uTv) — (u)'v, kde u = p(t), v = y(x,t)

Fp = [ | Fate0 0t + Ly 0] a

+ p'(to)y(x.to) — p" (t)y(x,t1) + Fr(z,y(z, tr)).
Derivovanim dostaneme

) = /t: [GFA(x,y,t) +pT(t)8fg(x,y,t)

ox o
OFA(@ y,1) Ofs(w,y,t)  dp(1)\ dy(z,1)
’ <T+pT(t) dy MY ) dz ]dt
4 pT(tO)dféix> +6FT(L@?;(%M>)+(aFT(x’aZ(x’h)) _pT(t1)> %

Funkei p(t) = p(z,t) volime tak, aby se kulaté zavorky vynulovaly. Tedy

afs(l', Y, t)
oy ’

_de(.CE, t) _ aF’A(x: Y, t)
dt N oy

_ OFr(z,y(z,t1))

+p"(z,t p'(z,t :
(2,1) (z,t1) 3

g (@) = /: [W +pT(x’t)W1 dt +pT(:r,to)dféf) + aFT(xbi(‘r’tl)).

Odstranéni integralu

9(z) = Gale o) + (dff(‘”) )Tp<x,to> ¥ (aFT(x’y(x’“”)T,

dz ox
kde
_dp(x’t) = aFA(JZ’,y,t) T_|_ M ! (3;. t) (x t ) _ aFT(xay(x:tl>> !
e oy oy p\r,t), plzr,t1)= o ,
dg OF T 79 T
gACEf’t) - < A(a:i"y’t)> + (%) p(xat)a gA(x:t1> = 0.

Resime navic ng + n diferencialnich rovnic ve zpétném sméru.
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P¥imy vypocet Hessovy matice
Oznacime

du(z,t)  d*y(z,t)
vz, ) = dr  dz?

Derivovanim dostaneme

OPFr(z,y(z,ty))

G(ZL’) = GA(I,t1)+

Ox?
O Fr(z,y(z,th)) | O Fr(z,y(e, )
2
- [ dxdy + Oy? u(z, ) | u(z, )
N 0FT(x’y(x’tl))v($,t1)v

Oy
kde

dv(zx,t 0 fs(x,y,t Pfs(x,y,t)  *fs(x,y,t
v(z,t) sy )+[2 g:(:ayy )+ Sa(;;gy )U(x,t)] u(z,t)

dt Ox?
afS(xayat> _ de[(JZ')
+ o vz, t), v(z,ty) = e
dG A(z,t) OPFa(z,y,t) PEPa(x,y,t)  O?Fa(z,y,t)
Tl _ 2
& 92 + 020y + oy? w(z,t)| u(z,t)
aFWA('%} Y, t)

v(z,t), GA(x,to) =0

Resime navic n?(ng + 1) diferencidlnich rovnic v pfimém sméru.

Automatické derivovani
Existuji dva postupy
e Piimé automatické derivovani — vypocet derivace zobrazeni

e 7Zpétné automatické derivovani — vypocet gradientu funkce
Ukazeme na prikladech pouziti obou postupu

Piiklad 8 (piimé derivovéni). Mame nalézt derivaci funkce F(z) = zsin(zozs + x4)
podle proménné x3.
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T = @ F = zysin(xoxs + x4)

xy, = 0

To = X9

xy, = 0

rs = I3

= 1

Ty = X4

xy = 0

Ty — XT2X3 = T92X3

33':5 = .legl'é + .T/Q.l'g = X2

Tg = T4+ Ts = I4+ Toxs

rg = X+ = Iy

x7 = sin(xg) = sin(xy + xox3)

b = cos(xg)ry = cos(xy + xow3)xs
Ty = T1T7 = xysin(zy + xomws)
ry = mah+ iz, = xiwosin(ry + rows)Ts
F = ug = xysin(zy + xomws)
F' = = 1y cos(ry + Tomw3)Ts

Piiklad 9 (zpétné derivovani). Mame nalézt gradient funkce F'(z) = xq sin(zozs + x4).

T = 1 T; = 0F/0z;

) = X9

T3 = I3

Ty = T4

Ty = T92T3 = T2T3

Tg = T4t x5 = T4+ Toxs

T = sin(xg) = sin(xy + xox3)

Ts = x77 = xysin(zy + xomws)
Ts =1

Xy = TgI = I

T = TgTy = SiIl(ZE4 + l'2$3)

Tg = T7C0STg = I COS(ZE4 + l'2$3)
Ts = Ts = I COS(ZE4 + l'2$3)
Ty = Tg = xycos(zy + xom3)
T = Tslo = 1y cos(zy + xows) Ty
) = T5T3 = I COS(ZE4 + l‘gl’g,)l‘g
OF/0xy, = 7T = sin(xy + xox3)
OF/0xy = Ty = xycos(zy + xomws) T3
OF/0xs = T3 = xycos(zy + xows) Ty
OF/0xy, = =4 = xycos(zy + xom3)
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Minimalizace s nelinedrnimi omezenimi (nelinedrni programovani)

Definice 54 Ulohou nelinedrniho programovdni nazyvame nalezeni bodu x* € R™ takového,
ze
" =ar min F(x NP
g min (z) (NP)
cp(x) =0

kde F : R — R, ¢ : R® — R™, cg : R" — R™E jsou dvakrdt spojité diferencovatelnd
zobrazent (c;(x) < 0 je minéno po slozkdach,).

Poznamka 81 Predpokladdme, ze I ={1,...,m;}, E={m;+1,...,m;+mg=m} a
ze minimum v (NP) je lokalni.

Poznamka 82 Mnozina
C={xeR":c/(x) <0, cp(z) =0}
se nazyva piipustnou mnozinou ulohy (NP).
Definice 55 Necht C' C R™ je pripustnd mnoZina ilohy (NP) a x € C. Pak mnoZinu
E(x)=FU{iel:c¢(x)=0}
nazveme mnozinou indext omezeni aktivnich v bodé x.

Definice 56 i\fecht’ C' C R" je pripustnd mnozina ulohy (NP) a x € C. Jestlize gradienty
Vei(z), i € E(x), jsou linedrné nezdvislé, rekneme, Ze jsou splnény podminky LICQ
(linear independence constraint qualification).

Poznamka 83 Podminky LICQ v podstaté zajistuji, aby linearizovand omezeni dostatec¢né
dobfe vystihovala nelinedrni omezeni. Casto se pouzivaji slabsi podminky MFCQ (Mangasa-
rian-Fromowitz constraint qualification):

(a) Gradienty Ve;(x), i € E, jsou linedrné nezavislé.

(b) Existuje vektor v € R"™ takovy, ze vIVei(z) = 0Vi € E a vIVe(z) < 0Vi €
Z LICQ plyne MFCQ (ale ne naopak). Pro praktické pouziti jsou vyhodnéjsi podminky
LICQ.

Priklad 10 Plati MFCQ), neplati LICQ:

= —x1<0

= —x2<0
] +4r5 —4<0
(r1—2)*+25-5<0
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I

2?2 + 423 =4

¥ =1[0,1]" € R?
E(z*) = {1,3,4)

our=[ 1] woer=[12]-[2]. mar=[*32] - []

Tyto vektory nejsou linedrné nezdvislé, nebot je jich vic nez n = 2. Pro v = [1, —1]7 plati

vTVclz{l —1}__(1]]:—1<0

vTchz{l —1} _(8)]:_8<0

2

vTVc4:{1 —1} __4]:—6<O

Piiklad 11 Neplati MFCQ

c(r) = 27—, <0
co(r) = =373 +25<0
To = 33:%

.TQZI%
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z* =1[0,0]"
Ve (z%) = lQ_xi ] = l _H , V(") = l _6i1 ] - [(1)]

Pro libovolny vektor v € R™ plati

vIVe (z%) = —uy

vIVey(z*) = +uy
Nemuze soucasné platit v9 > 0 a vy < 0.

Definice 57 Necht C C R™ je pripustnd mnoZina tilohy (NP) a x € C. Jestlize existuji
vektory uy € R™ a ug € R™® takové, Ze

V.L(x,u) = 0

ci(zr) < 0, u; >0, we(er)=0, 1€l

¢(z) = 0, i€k
kde

L(w,u) = f(x) +ujcr(z) + upep(x)

rekneme, Ze x € C' je KKT (Karush, Kuhn, Tucker) bodem lohy (NP).
Poznamka 84 Funkce L(z,u) se nazyva Lagrangeovou funkef dlohy (NP). Vektory u; €
R™ a up € R™F se nazyvaji Lagrangeovymi multiplikidtory. Dvojice (x,u) € R"™™ se

nazyva KKT parem ulohy (NP).

Véta 97 (Nutné podminky 1.7ddu) Necht bod x € C je fesenim ilohy (NP) a jsou v ném
splnény podminky LICQ) (nebo MFCQ). Pak x € C' je KKT bodem ilohy (NP).

Poznamka 85 Jsou-li funkce ¢;(x), i € I, konvexni a funkce ¢;(x), i € E, linedrni,
muzeme podminky LICQ (nebo MFCQ) vynechat.

Piiklad 12 Uvazujeme tlohu NP, kde

F(l‘l,l'g) = T
c1(my,m9) = =3 + 25 <0
e, 9) = —9 <0
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€2

]/‘2:.771

Minimum z* = [0, 0]7
N —322 0 N 0
vaw)=| = | 1] vewn=] )
Stejné jako v prikladu 11 neplati MFCQ.
L(z,u) = z1+uy(—23 4 29) + us(—14)
x |1 0 0
VL(z" u) = lO]—I—ulll]—I—uQ[_l];ﬁO
(pro libovolny vektor u € R?).
Piiklad 13 Uvazujeme tlohu NP, kde

F(z) =z
e1(z) = %(xl 124 %(xg 12 o1<0

1 1
CQ(ZL') = 5(1‘1 + 1)2 + 5(1‘2 - 1)2 -1 S 0
c3(x) =23 —1<0

A 2
Te(z™)
ca(z) <0 i " er(x) <0
C
0 >
x* =
Ver| Ve, Ne (%) == (0.0
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Vcl(x*):H;:”:[:H’ v@@*):[ﬁ;i]:[_ﬂ

Linearizovana omezeni

Mus{ byt
gv>0 Yo € To(z*)
—g'v<0 Vo € Te(x™)
0
—g € Neo(z¥)
Ne(z) = cone(conv {Vey(x*), Vea(z*)})
= {uVe(a") +uaVea(x™) tug >0, ug > 0}
Tedy

—g=uiVer (") +usVe(z*) = g+ uiVe (%) + uiVer(z*) =0

L(z,u) = 34 uici(z) + ugca(x) + uscs(x)
rte) = [ O] ] ] 2] 0] -

u = 3, :§,U3—0

ol\DI»—t

c1=0,c=0c=-1
Definice 58 Necht x € C' je KKT bodem tlohy (NP). Jestlize plati
ci(z) <u; Viel
rekneme, Ze v bodé x € C' jsou splnény podminky striktni komplementarity (SC).

Piiklad 14 Uvazujme tlohu (NP), kde

Flay,22) = 5(3?%+1’3)
ci(r,20) = —x21 <0
co(w1,19) = —x2 <0
Plati
L(z,u) = 5(9&% +23) — U Ty — UsTo
V.L(r.u) — l Ty — Uy ]
Lo — U2
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Je-li bod x KKT bodem ulohy (NP), musi platit V,L(z,u) =0, x1 > 0, 25 > 0, uy > 0,
ug > 0, uyry = 0, uswe = 0, coz lze zajistit jediné tehdy, jestlize

ry = u1:0
Ty = UQZO

takze nejsou splnény podminky SC.

T

dah
N

Funkce F(z1,22) ma minimum (bez omezeni) v bodé z = [0,0]”. Je tedy mozné omezen{
x1 > 0, zo > 0 vypustit.

Poznamka 86 Nejsou-li splnény podminky SC, zkomplikuji se podminky 2.fadu pro
feseni ulohy (NP). Také nastanou problémy pii vySettovani vypocetnich algoritmu. Proto
budeme splnéni podminek SC predpokladat.

Véta 98 (Postacugici podminky 2.7ddu) Necht bod v € C je KKT bodem 1ilohy (NP) a
jsou v ném splnény podminky LICQ) (nebo MFCQ) a SC. Jestlize

V2 L(z,u)z >0
pro vSechny vektory z € R", z # 0 takové, Ze
Vei(z) =0 Vie E(n)
pak x € C je feSenim ulohy (NP).
Definice 59 Budeme pouZivat oznacent

a;(r) = Ve(x), 1€IUE
Ar(z) = lai(x)

Ap(z) = [ai(x), i € E]
A(z) = [ai(z), i
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g(z,u) =V, L(z,u) = VF(z)+ Y wVe(r)=VF(z)+ Ar(x)u; + Ap(z)ug

i€lUE

G(z,u) = V2, L(z,u) = V*F(2)+ > wVie(z)

i€lUE

C; = diag{c,i €I}
Uy = diag{u;,i €1}

a oznaceni Z(x) pro matici, jejiz sloupce tvort ortonormdini bazi v ortogondlnim dopliku
podprostoru generovaného vektory a;(x), i € E(x), takze (jsou-li splnény podminky LICQ)

[A(z), Z(x)] je reguldrné étvercovd matice, 7T(x)Z(3:) =1la 7T(x)A(3:) =0.

Poznamka 87 Pouzijeme-li oznaceni z Definice 59, muzeme postacujici podminky 2.7radu
(Véta 98) zapsat ve tvaru

cp(x

ZT(x)G(x, u)Z(z

o
~
—~

8
IA

0
O, ur 2 O, U[C[(.T) =0
0
0

- (positivné definitni)

Minimalizace na linearni varieté

Minimalizace s linearnimi omezenimi ve tvaru rovnosti. Mame fesit tlohu

@' = argmin F(z)

C = {z€R" :a]z=0q; i€ E}
Poznamka 88 KKT podminky maji v tomto piipadé tvar

g9(x) + Au =
ATy =
kde g(r) je gradient funkce F(x), A = [a1,...,am], b= [a1, ..., an]’.

Poznamka 89 Krok modifikované Newtonovy metody pro feSeni KKT systému ma tvar

ERIAE

kde B je (obvykle s.p.d.) aproximace Hessovy matice. Pak x, = x 4+ as, kde o > 0 je
délka kroku.
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Metody promitanych gradient(

Resime-li soustavu z pozndmky 89, dostaneme
—(ATB7'A)tATB g

—(B™' = BrAATB'A)TATB g = —Pg

Uu =

s
Poznamka 90 Metody promitanych gradientu reprezentuji linearni varietu matici C'
(ATB71A)~! (nebo trojihelnikovym rozkladem RTR = ATB~'A) a matici P = B!

B~ 1A(ATB~1A) AT B!

P¥idani omezeni
Véta 99 Necht AT = [A,a], kde a & L(A) a necht CT = (ANHTHAT)™! (RY)TRT

(ANTHAT, Pt =H — HATCT(ATN)TH. Pak plati

[ ¢4 CATHaa!HAC ~_CA"Ha
T ) T
ot = 0 Pa a” Pa
_a"HAC 1 ’
L a’Pa a’ Pa
R r
+
RT™ = 0 |
kde RTr = ATHa, p?> =a’Ha —rTr, a
Paa™P
Pt=p—- ———
a” Pa

Ubrani omezeni
permutacni matice, a necht C~

Véta 100 Necht AM = [A~,

al, kde M je néjakd
(A)THA™)™ L (RT)'R™ = (A”

YYHA™. Necht
MTCM = l o .
Y

a necht Q je ortogondini matice takovd, Ze

R 7
M =
omi =5 ;]
je horni trojuhelnikova matice. Pak plati
o-—c-
g

;Uz

a R~ =
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Metody redukovanych gradienti

Predpokladédme, ze Z je matice jejiz sloupce tvoii ortonormalni bézi v ortogonalnim
doplinku podprostoru generovaném sloupci matice A. Ma-li A plnou hodnost, je [A, 7]
¢tvercovd reguldrni a plati ATZ =0, Z77Z = 1.

Poznidmka 91 Oznaéme § = ZTg redukovany gradient, G = Z7GZ a B = ZTBZ
redukovanou Hessovu matici a jeji aproximaci. Pak

g = 72y
§ = —Blg=—(Z"Bz)"'Z"y
s 75=-7Z(Z"B2)'Z"g

Poznamka 92 V metodéch s proménnou metrikou se redukované matice B = ZTBZ
aH=DB"= ZTH 7 aktualizuji pomocf redukovanych velicin § = g, —g = Z7 (g, —g) =
ZTy a d=as.

Poznamka 93 Metody redukovanych gradientu reprezentuji linearni varientu trojihelni-
kovym rozkladem RTR = AT A a matici Z takovou, ze ATZ = 0 a Z1Z = I. Lagrangeovy
multiplikdtory se pocitaji podle vzorce u = —(RTR)~1ATg.

P¥idani omezeni

Véta 101 Necht AT = [A,a], kde a & L(A). Necht a = ZTa a Q je ortogondlni matice
takova, Ze
a'Q=10,...,0,al]

Polozme ZQ = [Z7T,2]. Pak (ANTZT =0 a (ZT)TZT =1.

Ubrani omezeni

Véta 102 Necht AM = [A™,a|, kde M je néjakd permutacéni matice. Necht @ je orto-
gondlni matice takovd, Ze matice QRM je horni trojuhelnikovd. Necht Z— = [Z, 2|, kde

z=AM(QRM)'[0,...,0,1]"

Pak plati (A7) Z-=0a (Z7)1Z" =1.

Metody aktualizovanych gradienti
Predpokladejme, ze S je matice s linearné nezavislymi sloupci takova, ze
SST=P=H—-HA(ATHA)'ATH

Poznamka 94 Metody aktualizovanych gradientu urcuji smérovy vektor podle vzorcu

§ = —g=-S5"yg
s = S5=-S5=-95"g

69



Matice S se aktualizuji pomoci metod s proménnou metrikou v sou¢inovém tvaru. Aktu-
alizace metody BFGS m4a tvar

Sy =7 (S+ + %SJ (@CZ— g>T>

kde j=gs —§=S"(g4 —g) = STy ad=as.
Poznamka 95 Metody aktualizovanych gradientu reprezentuji linearni varietu trojihel-

nikovym rozkladem R R = AT A a matici S takovou, ze SST = H— HA(ATHA)'ATH.
Lagrangeovy multiplikdtory se pocitaji podle vzorce u = —(RTR)"1ATg

P¥idani omezeni

Véta 103 Necht AT = [A, al, kde a & L(A). Necht S =1[5,s] a

~ 1—Xals ~
+_ & T T
ST =25 <7aTSSTaSS a+)\s>a5

kde X\ je korenem kvadratické rovnice
ANaT5STa +2xa"s =1
Pak (AT)TST =0 a plati
STSHY = H - HAT((ANHTHAT) 1 (ANTH

Ubrani omezeni

Véta 104 Necht AM = [A™,al, tak M je néjakd permutacni matice. Necht Q je orto-
gondlni matice takovd, e QRM je horni trojihelnikovd. Necht S— =[S, 5|, kde

s=AM(QRM)7*0,...,0,1]"
Pak plati (A7)TS™ =0 a

ST(SH)Y =H-HA (A)THA ) Y (A)'H

Minimalizace s linearnimi omezenimi
Mame resit tlohu
v' = argmin F(x)
C = {z€R":a]v<a;,i€l, alv=aqa;icE}
Tedy

ci(r)=alr—0a;, i€IUFE
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Metody aktivnich omezeni

Algoritmus 8 (metoda aktivnich omezent)

K1:

K2:

K3:

K:

Kb:

Ko:

Najdeme pripustny bod x € C (iloha linedrniho programovdni), uréime mmnoZinu

E(z) indexu omezend aktivnich v bodé x € C' urcime reprezentaci variety

L(z) = D L(a;, ;)
i€ (x)

vypocteme hodnotu F(x) a gradient g(x).

Uréime smérovy vektor s € L(x) (minimalizace na linedrni varieté) a vektor La-
grangeovych multiplikdtory u. Jestlize ||s|]| = 0 a u > 0 ukoncime vypocet (mdme
KKT bod = reseni)

Jestlize ||s|| = 0 a neplati w > 0 uréime index £ € E(x) takovy, Ze

ug = min (u;),
i€E(x)

ubereme omezeni s indexem (, ¢imz zménime mnoZinu E(x), varietu L(x) a jeji
reprezentaci a prejdeme na krok K2.

Jestlize ||s|| # 0 uréime délku kroku 0 < oo < @ (napriklad Armijovym vybérem), kde

. i a; —alz
a= _min —
ZEE(x),aiTs>O a; S

vypocteme hodnotu F(x) a gradient g(x).

Pokud o« = @ priddme novd aktivni omezeni ¢imzZ zménime mnoZinu E(x), vari-
etu L(x) a jeji reprezentaci.

Prejdeme na krok K2.

Poznamka 96 Minimum na linedrni varieté se obvykle urcuje ptiblizné. Omezeni se ubira
pokud || Pg|| < ¢||lg|| (metody promitanych gradientu), nebo ||g|| < ¢||lg|| (metody reduko-
vanych gradientu), kde € > 0 je pozadovand presnost.

Linedrni programovani

Mé&me resit ulohu

: T
xr = argmin x
& zeC g

C = {zeR":a]v<a;i€l, alv=aqa;icE}
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Simpexova metoda

Je to metoda nejvétsiho spadu s linedrnimi omezenimi (takze B = I). Délka kroku se
vzdy vybira tak, aby platilo a = @.

e Zacneme-li v libovolném piipustném bodé, dostaneme se vzdy do vrcholu.
e Je-li tento vrchol KKT bodem, ukonc¢ime vypocet.

e V opacném pripadé ubereme omezeni a po hrané se dostaneme do sousedniho vr-
cholu.

e Prochazime vrcholy = konecny pocet kroki, ale exponencialni slozitost.

Nalezeni pF¥ipustného bodu

Necht x € R™. Pro zjednoduseni budeme ptedpokladat, ze alx > a; pro i € E. Necht

L(z) = {icIUFE alv <o}
L(x) = {ie]UE:aiTx>oz,~}

Resime posloupnost tloh linearniho programovani

¥ = arg anelg | > (afx — )
i€lz(x)
C = {zeR":ajz<aq;i€L(z), ajx >0y i € Iy(x)}.

Resenfm kazdé této tlohy je bod, ve kterém se alespon jedno porusené omezeni stane
aktivnim = po kone¢ném poctu kroku dostaneme piipustny bod.

Kvadratické programovani
Méme resit tlohu
¥ = argmin (leGx + ng)
zeC \ 2
C = {z€R":a]v<a;,i€l, av=aqa;icE}
Pouzijeme Newtonovu metodu s linedarnimi omezenimi (takze B = G).

e Optimalni délka kroku o = 1 vede k nalezeni minima na linearni varieté.

e Pokud @ < 1 pridavame nova aktivni omezeni
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Metody rekursivniho kvadratického programovani

Definice 60 Ulohou kvadratického programovini (QP) prifazenou iloze (NP) v bodé x €
R" nazyvime nalezeni vektoru Ax, ktery minimalizuje kvadratickou funkci

1
2

(Ax)"BAz + (Vf(z))" Az

(kde B je aprozimaci G(x,u)) za podminek

cr(z) + AT (z)Ax < 0
cp(z) + AL(x)Ar = 0

Poznamka 97 Necht B = G(w,u). Oznacime-li u + Au Lagrangeovy multiplikdtory
ulohy (QP), muzeme KKT podminky ulohy (QP) zapsat ve tvaru

g(x,u+ Au) + G(z,u)Axr =
ci(r) +al (z)Az

(u; + Awy)(ci(z) + al (v)Az) =
ci(r) +al ()Ax =

0
<0, iel
w+Au; > 0, 1€1
0, iel
0, 7€k

které vzniknou linearizaci KKT podminek ilohy (NP).

Poznémka 98 Uloha (QP) nemusi mit fesen{ i kdyz tloha (NP) mé feseni. Tento ne-
dostatek 1ze odstranit tak, ze se omezeni v tloze (QP) nahradi oslabenymi omezenimi

Bler(x) + AX(z)Az < 0

Blep(z) + AL(x)Ax =

kde 0 < # < 1 a l je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze modifikovana tloha (QP) ma

feSeni.

Definice 61 Metody rekursivniho kvadratického programovani (RQP) jsou iteracni a je-

gich iteracni krok ma tvar
T

+
Uy

+
Up

T+ alAx
ur + aAug

ugp +alAug

kde Az, Auy, Aug jsou smérové vektory uréené resenim ulohy (QP) a o > 0 je délka

kroku.

Poznamka 99 Necht z* € C je bod, ve kterém jsou splnény postacujici podminky
druhého tadu (Véta 98). Pak existuje okoli B(z*,e) C R" takové, ze E(x) = E(z*)
Vo € B(z* ). Proto se v pripadé lokdlni konvergence muzeme omezit na omezeni ve

tvaru rovnosti



Véta 105 Necht {x;} C R", {u;} C R™ jsou posloupnosti ziskané metodou RQP (Definice 61)
sa; =1,1 € N, takové, Ze v; — x*, u; — u*, kde (z*,u*) je KKT pdr dlohy (NP) vy-
hovujici postacujicim podminkdm 2.7ddu s LICQ a SC. Pak x; — x* Q-superlinedrné
prdavé tehdy, jestlize o

|1Pi(Bi — G(z", u")) (w41 — 27)|

|zis1 — ]|

— 0

Dusledek 8 Newtonova metoda s B; = G(z;,u;) a oy = 1 je Q-superlinedrné konver-
gentni (za predpokladu, Ze x; — x*, u; — u*).

Poznamka 100 Zatimco podminky pro superlinedrni konvergenci lze v pripadé Newtonovy
metody snadno splnit, je obtiznéjsi zajistit globalni konvergenci této metody. K zajisténi
globalni kovergence se pouzivaji exaktni pokutové funkce.

Definice 62 Funkci
Py(x) = F(x) + ol|c°(x)] p

kde o > 0,
A(r) = max(c(x),0), i€l
Ax) = (), el
a ||l -||p je néjakd (primdrni) norma, nazveme exaktni pokutovou funkci ilohy (NP).

Véta 106 Necht (z*,u*) je KKT pdr ilohy (NP) vyhovujici postacujicim podminkdm
2.7ddu s LICQ a SC a necht o > |u*||p, kde || - ||p je norma dudini k normé || - ||p. Pak
P,(x) ma lokdlni minimum v z*.

Poznamka 101 Exaktni pokutovou funkci tlohy (NP) muzeme pouzit k vybéru délky
kroku. Necht
P(a) = P,(z + aAx)

Délku kroku volime tak, aby byla splnéna podminka
P(a) — P(0) < &1aP'(0)
(Armijo). Musi vsak platit P'(0) < 0.
Véta 107 Necht P(a) = P,(x + alAz) a
(Az)TG(x,u)Az

12 () [l »

o> [[utllp -

Pak plati P'(0) < 0.

Poznamka 102 Metody RQP s exaktni pokutovou funkci lze realizovat tak, ze jsou
globalné konvergentni. Exaktni pokutova funkce vsak kazi superlinedrni konvergenci,
nebot ani v blizkém okolf feseni neplati P(1) < P(0) (Maratosuv jev), takze nelze pouzit
jednotkovou délku kroku.

Poznamka 103 K vybéru délky kroku je vyhodnéjsi pouzit rozsitenou Lagrangeovu

funkci
P(a) = F(z + aAz) + (u+ Au) P (z + aAz) + %Hco(x + alAz)|]?

V tomto ptipadé nelze obecné dokazat globalni konvergenci metody.

Poznamka 104 Metody RQP jsou vhodné pro mensi ulohy. Velké tidké tlohy vyzaduji
kvalitni tesice velkych Fidkych dloh (QP), které nejsou vzdy k dispozici.
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Metody vnitfnich bodi

Myslenka: Uloha (NP) se prevede na posloupnost uloh (IP) zavislych na parametru u,
pricemz p — 0.

Definice 63 Necht s; € R™, sy > 0 a u > 0. V dloze (IP) (2dvislé na parametru p)
hledame minimum barierové funkce

B(z,s) = F(x) — pe’ In(S;)e
s omezenimsi

ci(x)+sr = 0, i€l
cp(x) = 0, i€FE

Pritom S; = diag (s;,1 € I) a e je vektor, jehoZ prvky jsou jednotky.

Véta 108 Vektor (x,s;) € R™™™ je KKT bodem tlohy (IP), existuji-li vektory u; € R™,
ug € R™® takové, Ze

V.L(z,u) = 0

S[Uje = ue
ci(x)+sr = 0
cp(zr) =

kde L(x,u) je Lagrangeova funkce (stejnd jako v Definici 57).

Poznéamka 105 Derivovdnim barierové funkce bychom dostali rovnici Ure = uS;'e.
Rovnice S;Ure = pe je vyhodnéjsi (vede na efektivnéjsi algoritmy).

Poznamka 106 Linearizaci KKT podminek dostaneme krok Newtonovy metody.

0 U[ S[ 0 AS[ . S[Uje—M€
AV 10 0 Au; |~ cr + sy

kde g = g(z,u) a G = G(z,u). Tuto rovnici lze redukovat eliminaci vektoru Asy. Plati
As; = —M;j(up + Aug) + pU; e
kde M; = UflSI, takze

G A[ AE Az g
AT —M; 0 Auy | = — c[+uUfle
AL 0 0 Aug CE

Definice 64 Nechf x € R", s; € R™ a u; € R™ . Pak mnoZiny

f(x,sl,ul) = {iel, s; <emu;}
j(ZE,S[,U[) = {’L.GI,SZ‘>€[UZ‘}

kde e; > 0, nazveme mmnozinami indexu aktivnich a neaktivnich omezeni.

75



Poznamka 107 Eliminaci neaktivnich omezeni dostaneme

Aty = M (e + ATAz) + pSite

takze . .
G A A Ax g
AT —M; 0 Aty | =— | ¢ +uUste (IPS)
kde
G = G+1412V\V4;114? o
Q = g+A1Ml_lé[+MA[SI_1€
Dale
Aé’[ = —M[(fLI—FAﬂj)‘i‘MUI_l@

Nejprve uréime Az, Auy, Aug (nepfesnym) fesenim soustavy (IPS) a vypocteme vektor
AS;. Pak vypocteme Aty a Asy.

Poznamka 108 Matice G a M jsou omezené (predpoklddame, ze G a A; jsou omezené)
a jsou-li splnény podminky SC, plati

MI—>O

Poznamka 109 Matice v (IPS) je symetricka a indefinitni. Soustavu (IPS) lze efektivné
resit metodou sdruzenych gradientu s predpodminovacem

D A Ap
Ag 0 0

kde D je diagonalni positivné definitni matice (aproximace matice G).

Poznamka 110 K vybéru délky kroku se pouziva rozsitena barierovéa Lagrangeova funkce

P(a) = F(x+aAx) — pe’ In(S; + aAS;)e
+(ur + Aup)? (cr(z + alAx) + s; 4+ aAsy) + (up + Aug) cp(r + aAx)
5 ller(@ + ada) + 51+ als)) [P + Zles (e + ada)|?

kde o > 0.

Véta 109 Necht Az a As; jsou vektory uréené podle Pozndamky 107 a necht

(A2)TGAx + (Asp) TS U Asy

leel|® + [ler + s1lf?

o> —
Pak resime-li soustavu (IPS) dostatecné presné, plati P'(0) < 0.

76



Poznamka 111 Pozadujeme, aby platilo s;+aAs; > 0, ur+aAu; > 0. Z tohoto duvodu
se urci horni meze

- . S;
a; = min —
5 v iel,As;<0 ( Asi)
. Uy
a, = min —
“ ,yiEI,Aui<0 Auz

kde 0 < v < 1 (napt. v = 0.99). Pak

st = s+ min(a, @,)Asy
uf = w;+ min(a, @,)Aus

Poznamka 112 Parametr p se prepocitava v kazdém iteracnim kroku. Podle Véty 108
by mélo platit S;U;e = pe. Proto volime

s?u;

p=A
mr

kde 0 < A < 1. Pouzivaji se ruzné heuristické vzorce, napiiklad

1 . 3
A=0.1 [min (0.05—",2)]
0

min SiU;
el

kde

T
ST UL
mg

(mira centrality).

Metody nehladkych rovnic

Myslenka: Nelinearni KKT systém se (pomoci Fischerovy-Burmeisterovy funkce) prevede
na systém polohladkych rovnic a ten se fesi pomoci Newtonovy metody.

Poznamka 113 Fischerova-Burmeisterova funkce ma tvar
Y(xq, 22) = /23 + 23 — (21 + 22)
(a) (xy1,z9) = 0 plati prave tehdy, jestlize x; > 0, xo > 0, zy29 =0
(b) V bodé, kde z1x9 # 0 plati

T _ 1
Vi(zy,z0) = | V™ 1
V bodé, kde z;15 = 0, je 1(x1, z2) polohladkd a [—1,—1]7 € 9¢(0,0), kde 9 (0, 0)
znacime subdiferenciél funkce ¢ v bodé (0, 0). Oznacime-li r(xq, x3) = (/2% 4+ a3 pro
x1xy # 0 ar(ry,xe) =1 pro z129 = 0, je vzdy

1
l r(xéém) 1 ] € OY(xy,w2)

r(z1,22)
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Poznamka 114 Pouzijeme-li Fischerovu-Burmeisterovu funkci, muzeme nelinearni KKT
systém

glx,u) = 0
clz) < 0, u; >0, wel(r)=0, i€l
¢lx) = 0, i€F

prevést na systém polohladkych rovnic

g(z,u) = 0
(uy, —ci(x)) = 0, i€l
clx) = 0, i€k

Poznamka 115 Budeme pouzivat oznaceni z Definice 59 a polozime

R; = diag {r;,i € I} = diag {\/u?+c?,i € I}

Poznamka 116 Linearizaci polohladkych rovnic dostaneme krok Newtonovy metody

(R[ -+ C[)R?lA? —(R[ — U[)R?l 0 AUI = — ¢[

kde g = g(z,u) a G = G(x,u). Tuto rovnici lze symetrizovat vyndsobenim diagonaln{
matici dlag (I, R[(R[ + 01)71’ I) Plati

AT —M; 0 Auy | =— | Ri(R;+Cr)~";
AL 0 0 Aug CE

kde M; = (R[ + C[)_I(R[ — U])
Definice 65 Necht x € R", u; € R™ . Pak mnoZiny

I, u)) = {iel:ri—uw<elri+e)}

Iz, u)) = {iel:ri—u; >e(ri+c)}
kde e; > 0, nazveme mmnozinami indexu aktivnich a neaktivnich omezeni.

Poznamka 117 Podminka r; — u; < e7(r; + ¢;) je ekvivalentni podmince
O O
_ < £
8ui = 8c,~

Véta 110 Necht z* € C je KKT bodem ilohy (NP), ve kterém jsou splnény podminky LICQ
a SC. Pak ezistuji okoli N C R™ a My C R™ wvektoru x* a u} takovd, Ze

(@) =0 = iel(x,u)
wi =0 = i¢cl(z ug)

pokud x € N a uy € Mj. Pokud x — z* a uy — u}, pak

c(z)=0 = — =0
T + C;

=0 = —— —o0
T + C;
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Poznamka 118 Eliminaci neaktivnich omezeni dostaneme

Aty = M7Y(Ry + él)_IRﬂLI + AT Az

takze ) )
G A Ag Az g A
AT —M; 0 Ady | =—| (Rr+Cr)'Riyy (NES)
AL 0 0 Aug Cp
kde
G = G+ AMA]

= g+ AM; Y (Rr+Cn) 'Ry

NaiY

Nejprve uréime Az, At, Aug (nepfesnym fesenim soustavy (NES)). Pak vypocteme Ad.

Poznamka 119 Soustavy (NES) a (IPS) maji velmi podobné vlastnosti. Plati opét Poznamky
108 a 109.

Poznamka 120 K vybéru délky kroku se pouziva rozsitena Lagrangeova funkce

Pla) = F(z+ aAx)
+(ug + Aup)er(z + aAx) + (up + Aug) cp(z + aAx)
5 ler(ur 4+ adur, i@ + ada)[* + Zles(e + ada)|?

kde o > 0.

Véta 111 Necht Az a Auy jsou vektory urcené podle Pozndmky 118 a necht

B (Az)TGAx
[ + llesl?

Pak tesime-li soustavu (NES) dostatecné presné, plati P'(0) < 0.

g >

ReSeni linearnich KKT systémd

Soustava . .
G A Ag d b
Kd=| AT —M; 0 dr | =10 | =0 (K)
AL 0 0 dg b
Predpodminovac
D A Ap
C=|AT —-M; 0 (P)
AL 0 0

kde D je positivné definitni diagonalni aproximace matice G (napf. jeji diagondla).
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Algoritmus 9 (metoda PCG)

Data: 0 <w < 1, d € R*™+™ME (napi. d =0).
Set 7 :=b — KE,_ﬁ =0
While ||7|| > w||b|| do

=C7'r, =77, 8= By
=7+ 0p, 7:= KD, a:=7/p'q
=d+ap, T:=T

QI

end while

Poznamka 121 Matice K je indefinitni. Metoda CG muze selhat. Predpodminovac C' je
také indefinitni. Kompenzuje indefinitnost matice K.

Véta 112 Uvazugme predpodminiovac (P) aplikovany na soustavu (K) a predpoklddejme,
e G — D je requldrni. Pak matice KC™' md alespori my + 2mpg jednotkovijch vlastnich
cisel, ale nanejuys my; + mg jim odpovidajicich linedrné nezdvislych vlastnich vektori.
Zbyld vlastni ¢isla matice KC™' jsou vlastnimi &isly matice

ZpGZ(ZEDZg) ™!
kde [Ag, Zg| je requlirni, ZLAp =0, ZLZp =1, a kde
C} = G+ AMTAT
D = D+ A M'AT
Je-li ZgC?Z g positivné definitni, jsou vSechna vlastni ¢isla kladnd.

Véta 113 UvaZujme predpodminovac (P) aplikovany na systém (K) a predpoklddejme,
zZe matice G — D je reguldrni. Pak Krylovuv prostor

K = span {7, KC~'7, (KC™ 1), .. .}
md dimenzi nejvyse min(n + 1,n — mg + 2).

Véta 114 UvaZugme Algoritmus 9 s predpodmiriovacem (P) aplikovany na systém (K).
Predpokldadejme, Ze pocdtecni d € Rrtmutme je aolen tak, Ze 71 = 0 a rp = 0. Necht
ZLGZy je positivné definitni. Pak

(a) Vektor d* (proni édst vektoru d', kteryj je Fesenim soustavy (K)) je nalezen po
nejuyse n — mpg iteracich.

(b) Algoritmus nemize skoncit na délend nulou drive, nez je nalezen vektor d*.

(¢c) Chyba ||d — d*|| konverguje k nule prinejmensim R-linedrné s kvocientem

VE—1
VE+1

kde K je spektrdlni cislo podminénosti matice ZLGZp(ZEDZg) "

q=<

(d) Jestlize d = d*, pak také d; = d% a diy lze urcit podle vzorce
s =dp+ (ALD T Ap) T ALD
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ReSeni zobecnénych minimaxovych dloh
Definice 66 Rekneme, ze F : R® — R je zobecnénou minimazovou funkci, jestlize

F(z) = h(Fi(x),...,Fp(x)), Fi(r)= max fj(z), 1<i<m,

1<5<n;

kde h: R™ — R and f;; : R* — R, 1 <i<m, 1 <j <mny, jsou hladké funkce splriujici
tyto predpoklady.

Piedpoklad 1. Funkce Fj(z), 1 <i < m, jsou zdola omezené na R" (existuji ¢isla F; € R
takovd, ze Fj(x) > F;, 1 <i <m, pro vsechna x € R").
Piedpoklad 2. Funkce h € C? : R™ — R je konvexni a plati

Oh(z)/0z; > h; >0, 1<i<m,

pro véechna z € Z ={2 € R": z; > F;, 1 <i <m}.
Ptredpoklad 3. Funkce f;;(z), 1 <i <m, 1 <j <mn; jsou dvakrat spojité diferencova-
telné na konvexnim obalu mnoziny

LF)={reR":F(x)<F,1<i<m}

pro dostatecné velkou horni mez F a maji omezené prvni a druhé derivace na conv L(F)
(existuji ¢isla g a G takovd, ze |V fi;(x)|| <7, [Vifi;(@)] <G, 1<i<m,1<j<n,
pro viechna z € convL(F)).
Priklad 15 Nejjednodussi zobecnénou minimazxovou funkci je soucet
Fz) =3 Fx) = max fy(z).
i=1 =1 SIS
V tomto pripadé Oh(z)/0z; = 1, 1 < i < m, pro libovolny vektor z a matice H(z) je

diagonalni. Pro m =1 dostaneme klasickou minimazovou ulohu.

F(z) = max fi(z).

1<i<m

Piiklad 16 Volbou Fi(z) = |fi(x)| = max(fi(z), —fi(z)), 1 < i < m dostaneme funkci
obsahugici absolutni hodnoty. Klasickym ptipadem je soucet absolutnich hodnot

Fla) =3 1fi(@)]

=1

Poznamka 122 Minimalizace funkce F'(z) je ekvivalentni tiloze nelinedrniho programovani:
minimalizovat funkci

s omezenimi
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(podminky Oh(z)/0z; > h; > 0, 1 < ¢ < m, pro z € Z postacuji k tomu, aby platilo
z; = Fij(x), 1 <i < m, v bodé minima). Nutné KKT podminky pro feseni této tilohy maji
tvar

m Ny

Zzuijvfij(x> =0, i:um @i )7
i=1j=1 i

ui; >0, z— fi(x) >0, u’Lj(ZZ — fij(7)) =0

kde u;;, 1 <7 <m, 1< j < n,, jsou Lagrangeovy multiplikatory.

Poznamka 123 Ulohu nelinedrniho programovani lze fesit primarni metodou vnitinich
bodu: aplikujene Newtonovu metodu na posloupnost barierovych funkei

m ng

Bu(x MZZlog fZ] ),

i=1j=1

kde p>0a pu— 0.

Poznamka 124 Nutné KKT podminky pro extrém bariérové funkce maji tvar

m  n;

VxB Z Z Vflj W O,

i=1j5=1

0B,(x,z)  Oh(z) & iz
0z 0z +jz::1 2 — fij(x)

=0, 1<:<m.

Poznamka 125 Minimalizaci bariérové funkce muzeme chapat jako dvojuroviovou op-
timalizaci
z(z) = argmin B, (z, 2),
2€Z

v =arg min B(w;p), Bz p) 2 By(z, 2(x)),
kde Z je mnozina pouzita v predpokladu 2.

Véta 115 Soustava

Oh(z) & 1
_ E N S
azi j=1 Zi — fzg('r) 0’ (M )

md pro pevné x € R" jednoznacné reseni z(x;u) € Z C R™ takové, Ze

kde _
z; = Fy(x) + p/hi,  Zi = Fy(x) + nip/hy,

a kde h; > 0 jsou meze pouZité v predpokladu 2 a h; = hi(Z1, ..., Zm).

Umime-li najit feseni soustavy nelinearnich rovnic, muzeme se omezit na nepodminénou
minimalizaci funkce B(z;u) = B,(z,z(x)). Je Gcelné znat gradient a Hessovu matici
funkce B(z; ).
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Véta 116 Oznacme

R S S o
uu( ) Zz_fij(x)’ Z]( ) (Zi_fij(x))Q, I<i<m, 1<7<n
Pak _—
XEZEVJ% Juij(x),
V2B(z; ) = W (z, 2(2)) = C(, 2(x)) D(, 2(z)) " C" (, 2(x)),
kde . —
Z;;Wﬁj(ﬁf)uu +Z;Z;me Juig (2)(V fi5 ()",

= ivfij( x)vi(x vaw UZ] ]7
j=1

D(z, 2) = V?h(z) + diag (i vii (), ..., nz:?vw(:z:)> .

j=1

Véta 117 Necht matice G = 372 251, V2 fij(x)uii(x) je pozitivné definitnd. Pak matice
V B(x; 1) je pozitivné definitni.

Poznamka 126 Plati

(VB(a; )™ = Wiz, 2(2))" = W(z,2(2)) " Cla, 2(x))

(O 2(@)) W™ (. 2(@) O 2(@) = D(x()))
CT (@, 2(x)) W (@, 2(x)) ",

1

Poznamka 127 Iterac¢ni krok primarni metody vnitinich bodu vypada takto:

Na zacatku iteracniho kroku zméame x € R™ a u > 0.

e Resenim soustavy (MS) uréime vektor z(z; p).

e Urcime smérovy vektor s = —(V2B(x; u)) "'V B(x; ).

Uréime délku kroku o > 0 tak, aby platilo B, (x + as, z(x +as; 1)) < B, (x, 2(z; 1))
(vektor z(z + as; ) se urcuje feSenim soustavy (MS)).

e Polozime z* = z + aAz a uréime novou hodnotu 0 < u* < p.
Poznamka 128 Uréeni nové hodnoty 0 < u™ < u:

e Pokud ||g(xx; pr)||? > ppg, polozime g1 = py (bariérovy parametr se nemént).
o Pokud ||g(zk; pwe)||* < ppur, polozime fug1 = max (g, || gr(zr; pr)|)?)-

Pouzivaji se hodnoty p = 107" a p = 0.1.

Véta 118 Necht jsou splnény predpoklady 1-3. Pak primdrni metoda vnitinich bodi pro
minimalizaci zobecnéné minimazové funkce je globdalné konvergentni.
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Lipschitzovské funkce

Definice 67 Rekneme, Ze funkce F : R" — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R" (s
konstantou L), jestlize ezistuje éislo € > 0 takové, Ze plati

|F(22) = F(a1)] < Lz — x4, (5)
pokud x1 € B(x,€) a x5 € B(x,¢).

Piiklad 17 Funkce \/x nent lipschitzovskd v okoli bodu x = 0. Plati
To — X1

VI TV = e

takze pro libovolné cislo L > 0 plati /T3 — \/x1 > L(xe — x1), pokud 1 < 1/(2L) a

Definice 68 Zobecnénou (Clarkovu) smérovou derivaci funkce F' : R — R v bodé x € R"
ve sméru h € R" definujeme predpisem

F - F
F%x,h) = limsup ly+th) (y)

y—x t
tl0

(6)

FO(z, —h) FO(x, h)

F'(xz,—h)

84



Véta 119 Nechl funkce F' : R* — R je lipschitzovskd (s konstantou L) v okoli bodu
x € R". Pak:

a) Funkce T, — je pozitivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s
Funkce F° R" R tivné h ;, subaditioni a lipschit kd
konstantou L.

(b) Funkce F°(-,-) : R" x R" — R je shora polospojitd, neboli

lim sup F°(z;, hy) < F°(x, h),

kdykoliv x; — x a h; — h.
(¢) Plati F°(x,—h) = (—=F)°(x,h) Yh € R™.

Definice 69 Necht funkce F : R" — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R"™. Pak
mnozinu

OF(x) ={g € R": F°(z,h) > g"h Vh € R"}

nazveme subdiferencidlem funkce F v bodé x. Prvky g € OF(x) budeme nazyvat subgradi-
enty funkce F v bodé x.

Poznamka 129 Nechf funkce F': R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R". Pak plati
Fx,h) = F'(x,h) Vh€ R"
OF(x) = {g€R":F'(z,h) > g¢"h VheR"}
(oba subdiferencidly splyvaji).

Definice 70 Necht funkce F : R" — R je lipschitzovskd v okoli bodu © € R™. JestliZe
F'(z,h) existuje a plati F°(x,h) = F'(z,h) Vh € R", rekneme, Ze F je requldrni v bodé
T

Veéta 120 Spojité diferencovatelné a konvexni funkce jsou requldarni. Ddle jsou requldrni:
(a) Nezdaporné linedrni kombinace reguldrnich funkct, tedy funkce tvaru

Fz) = im-(x).

(b) Bodovd maxima regquldrnich funkci, tedy funkce tvaru

F(z) = max fi(z).

1<i<m
(kde N\i > 0 a f; jsou requldrni).

Véta 121 Nechl funkce F' : R* — R je lipschitzovskd (s konstantou L) v okoli bodu
x € R". Pak:
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(a) Subdiferencidl OF (x) je neprdzdnd konverni kompaktni mnozina takovd, Ze ||g|| < L

Vg € 0f(x).
(b) Plati

F(z,h) =max{g"h: g € OF(x)} Vhe R"

(c) Subdiferencidl je shora polospojity (jestlize v; — x, g; € OF(x;) a g; — g, pak
g€ 0F(x)).

(d) Plati O(—F)(x) = —0F(x).

Poznamka 130 Podle véty 121 (b) je zobecnénd smérovd derivace F°(z,h) opérnou
funkei subdiferencidlu OF(x), neboli

FO(JJ, h) = (53F(x)(h).

Pi#iklad 18 Necht F(x) = —||z|. Pak
FO(O7 h) = —HO,hHO = ||O7 _hHO = ||O7 _hH, = HhH7
OF(0) = =0[0] = 9]0 = {g € B" - [lgll < 1}.

Véta 122 Necht funkce F': R" — R je spojité diferencovatelnd v bodé x € R™. Pak F' je
lipschitzovskd v okoli bodu x a plati

OF(x) ={VF(x)}. (7)

Veéta 123 Necht funkce F : R — R je lokdlné lipschitzovskd v okoli bodu x € R™, ktery
je jejim lokdlnim extrémem (minimem nebo maximem). Pak plati

0 € OF (z).

Véta 124 (o stredni hodnoté). Necht funkce F' : R" — R je lokdlné lipschitzovskd na
otevirené mnoziné obsahugici usecku [x,y]. Pak existuje bod z € (x,y) takovy, Ze

F(y) — F(z) € (0F (2))" (y — x).

Definice 71 Necht funkce F': R* — R je lokdlné lipschitzovskd v okoli bodu v € R". Pak
mnozinu

OpF(x) = {lim VFE(z;):2; — x, VF(x;) — em’stuje}

1— 00

nazveme B-diferencidlem funkce F'.
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Véta 125 (Clarke). Necht funkce F' : R — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R"™. Pak
plati
OF(x) = conv OpF(x).

Priklad 19 Necht ||.|| : R* — R je euklidovskd norma. Pak ||.|| je spojité diferencovatelnd
v kazdém bodé x # 0 (plati V||z|| = z/||z||). Jestlize x; = t;h, pak

tih h

lim V||z;|| = 1i =
i Vil =l =

takze

h n

(jednotkovd sféra) a
0]|0]| = convog||0|| = {h € R" : ||h]| < 1}

(uzaviend jednotkovd koule).

Lipschitzovska zobrazeni

Je-li zobrazeni f : R™ — R™ spojité diferencovatelné v bodé z € R", existuje Jacobiova
matice

of1(z) 0fi1(z)

Ox1 7 ) Oxn

Jf(x) =
Ofm(x) Ofm(x)

Ox1 > " Oxn

Je-li zobrazeni f : R™ — R™ lokalné lipschotzovské, ma mnozina bodu v nichz J neexis-
tuje miru nula (Rademacherova véta). Proto je opodstatnénd tato definice.

Definice 72 Necht zobrazeni f : R — R™ je lipschitzovské v okoli bodu v € R". Pak
MnozZinu

Of (z) = conv 0p f(z),
kde
Opf(z) = {hm Jf(x) xy — x, Tflx;) — existuje} ,
nazveme zobecnénym Jakobianem zobrazeni f.

Véta 126 Necht zobrazeni f : R" — R™ je lipschitzovské (s konstantou L) v okoli bodu
xr € R". Pak

(a) Plati

of (r) C

Ofm ()
kde Of;(x) jsou subdiferencidaly slozek f; : R* — R, 1 <i <m, v bodé x € R".
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(b) Zobecnény Jakobidn Of(x) je meprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze

I7]| < L VJ € 0f (x).
(¢) Zobecnény Jakobidn Of(x) je shora polospojity (jestlize x; — xz, J; € Of(x;) a
J; — J, pak J € 0f(x)).

Poznamka 131 Necht [x,y] je uzavieny interval. Zavedeme oznaceni

Of ([v,y]) = conv | J 9f(2).

z€[z,y]

Mnozina Of ([x,y])je kompaktni a konvexni.

Véta 127 (o stiedni hodnoté). Necht zobrazeni f : R — R™ je lokdlné lipschitzovské na
otevirené mnoziné obsahugici usecku [x,y]. Pak plati

fy) = fx) € df ([z,9]) (y — x).

Véta 128 (o slozeném zobrazeni). Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli
bodu © € R™ a funkce F : R™ — R je lipschitzovska v okoli bodu f(x). Pak funkce
p=Fof:R"— R (tj o(x)=F(f(x))) je lipschitzovskd v okoli bodu x € R" a plati

dp(x) C conv {JTU :Jedf(x),ve aF(f(x))},
pricemz rovnost nastava napriklad tehdy, kdyz:
(a) Funkce F je spojité diferencovatelnd v bodé f(x).
(b) Funkce F je requldrni v bodé f(x) a zobrazeni f je spojité diferencovatelné v bodé .
(c) Funkce F je requldrni v bodé f(x), slozky f; : R* — R, 1 < i <'m, jsou requldrni v

bodé x a pro libovolny prvek v € OF (f(x)) plativ >0 (t.j. v; >0, 1 <i<m).

Disledek 9 Nechf funkce f1, : R — R, fy : R* — R jsou lipschitzovské v okoli bodu
x € R". Pak funkce ¢ = fi1fo je lipschitzovskd v okoli bodu x a plati

dp(x) C 0fi(x) fa(x) + fr(2)0f2(x)

pricemz rovnost nastavd, jsou-li funkce f1, fo requldrni a plati-li fi(x) >0, fo(x) >0. V
tomto pripadé je funkce @ = f1fo requldarni.

Disledek 10 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R". Pak
funkee o = (1/2) fT f je lipschitzovskd v okoli bodu x a plati

Op(x) = {J f(z) : ] € O(f())}.
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Véta 129 Necht funkce f; : R* — R, 1 <1 < 'm, jsou lipschitzovské v okoli bodu x € R™.

Pak funkce
o(r) = max fi(x)

1<i<m

je lipschitzovskd v okoli bodu x a plati
dp(x) C conv {0f;(x) i€ I(x)},

kde I(x) = {i € {1,...,m} : fi(x) = p(x)}. Jsou-li funkce f;, 1 < i < m, requldrni v
bodé x, je funkce ¢ reguldrni v bodé x a misto inkluze plati rovnost.

f2(a)
\ / /

F(z) = max(fi(z), f2(z))

Polohladka zobrazeni

Definice 73 Necht zobrazeni f : R — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Jestlize
pro kazZdé h € R™ existuje limita
lim JK

Jeof(z+th!)
h! —h,t]0

(nezdvisld na volbé J € Of (x + th') ), rekneme, Ze zobrazeni f je polohladké v bodé x.

Veéta 130 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R"™. Pak pro libovolny
vektor h € R" existuje smérovd derivace

oty = g LE T =10

a platt
g f’(x h)= lim Jh'.
’ JEBf (z+th!)
h!—h,t|0

Veéta 131 Zobrazeni, jehoZz slozky jsou spojité diferencovatelné, konvexni nebo polohladké
je polohladké.
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Véta 132 (o slozeném zobrazeni). Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé
x € R" a funkce F : R™ — R je polohladkd v bodé f(x). Pak sloZené zobrazeni ¢ = F o f
je polohladké v bodeé x.

Dusledek 11 Nechf funkce f; - R* — R, 1 < i < m, jsou polohladké v bodé x € R" a
A € R, 1 <i<m. Pak napriklad tyto funkce jsou polohladké:

(a) Linedrni kombinace

¥ = Z Ai fi
=1

(b) Soucin

(¢) Libovolnd norma
i
p = . :
()

o= Ifil nebo o= max |fi
=1

tedy napriklad
1<i<m

(d) Bodové mazimum

— Imax ;
¥ 1SZémfz

Dusledek 12 Slozky polohladkého zobrazent jsou polohladké funkce. Linedrni kombinace
polohladkyjch zobrazeni je polohladké zobrazeni. Skalarni soucin polohladkych zobrazeni je

polohladkad funkce.

Piiklad 20 Fischerova—Burmeisterova funkce ¢ : R> — R je definovand predpisem
U(x) = /21 + 23 — (21 + 22)
(a) () = 0 plati prave tehdy, kdyz x1 > 0, x9 > 0 a 129 = 0. Skuteéné
21 <0 = P(x) = /|o1]? + 23 + 21| — 22 > |1] + |22] — 22 > 0,

T2 <0 = Y(x) = 2t + |22]* — z1 + |22] > |21] — 21 + |22 > 0,

x1>0, 25>0 = ¢(x):\/x%+x§—(x1+xg)<\/x%—l—Qxlxg—i—x%—(xl—i—xg):O,
I'l:O, $2ZO = 77Z)(‘/E):|‘r2|_l‘2:o7

21 >0, 22=0 = Y(x) =|r1] —21 =0.
(b) V bodé x # 0 je (x) spojité diferencovatelnd a plati

= 5 o 1
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V bodé x = 0 je y(x) polohladkd (je rozdilem konvexni funkce \/x3 + x3 a linedrni funkce
T1 + xo. Plat?
IpY(0) = [J [cos p—1, sin o — 1] = S(—e,1)

p€(0,27]

(jednotkovd sféra se stredem v bodé [—1,—1]) a
01Y(0) = convdpy(0) = convS(—e, 1) = B(—e, 1)
(uzaviend jednotkovd koule se stredem v bodé [—1,—1]).

Véta 133 Necht zobrazeni f : R® — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R"™. Pak [ je
polohladké v bodé x prdvé tehdy, existuje-li smérovd derivace f'(xz,h) a plati-li

Jh = f'(z, h) = o(|[h]])
pokud h — 0 a J € Of(x + h).

Veéta 134 Necht zobrazeni f : R* — R™ je polohladké v bodé x € R". Pak plati

f@+h) = f(x) = f'(z,h) = o(|[h]])

fle+h) = f(x) = Jh=o(||h]).
pokud h — 0 a J € Of(x + h).
Poznamka 132 Véty 133-134 maji velky vyznam pro feseni polohladkych rovnic. Vyply-
vé z nich, ze prvky zobecnéného Jakobidnu Of(x) dobie vystihuji chovéni polohladkého

zobrazeni f(x), takze k feseni rovnice f(x) = 0 lze pouzit Newtonovu metodu, kterd misto
Jacobiovy matice pouziva libovolny prvek zobecnéného Jakobianu.
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