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Mortarové konečné prvky a jejich
aplikace na kontaktńı úlohy
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Abstrakt:

Uvažujeme jednostranný kontakt dvou pružných rovinných těles s nulovým ťreńım. Tělesa zauj́ımaj́ı omezené
oblasti s polygonálńı hranićı, na nichž definujeme triangulace se standardńımi prostory lineárńıch konečných
prvk̊u. Na společné kontaktńı hranici se však uzly obou triangulaćı neztotožňuj́ı.

Podḿınka nepronikáńı na této hranici se vyjáďŕı ve slabém (integrálńım) smyslu pomoćı aproximovaných
Lagrangeových multiplikátor̊u. K tomu účelu se využ́ıvá tzv. duálńı báze z nespojitých po částech lineárńıch
funkćı a transformace báze standardńıch konečných prvk̊u na obou triangulaćıch.

Po nasazeńı algoritmu primárně duálńı metody aktivńıch množin (PDAS) lze pak snadno eliminovat
Lagrangeovy multiplikátory.

Kromě řešeńı koercivńıch probl̊umů je navržen i postup pro semikoercivńı úlohy, kdy pouze jedno z těles
je upevněno, zat́ımco druhé těleso se může posunovat v daném směru jako tuhý celek.
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Úvod

Aplikace mortarových konečných prvk̊u pro úlohy jednostranného kontaktu se oṕırá o vývoj a užit́ı
těchto prvk̊u v metodě rozkladu oblasti (non-overlapping domain decomposition). Jednotlivá tělesa
v kontaktu hraj́ı roli podoblast́ı v metodě rozklad̊u oblasti [3], [10]-[12]. Jde o novou tř́ıdu metod
rozkladu oblasti, která se často nazývá ”nekonformńı“ či ”mortarové“ metody [14]. Na rozd́ıl od
konformńıch metod rozkladu oblasti, podoblasti jsou nyńı ”triangulovány“ nezávisle, t.zn. že śıtě
obecně nesouhlaśı na společných hranićıch (interfaces) mezi podoblastmi. Generováńı triangulaćı je
pak v́ıce flexibilńı a může být jednodušš́ı na některých podoblastech. Dovoluje lokálńı zjemňováńı
pouze na některých podoblastech.

Mortarová metoda poskytuje možnost ”slepit“ aproximace řešeńı na jednotlivých podoblastech
t́ım, že klade podmı́nky spojitosti na společných hranićıch ve slabém smyslu.

V úlohách jednostranného kontaktu je tato podmı́nka spojitosti mezi tělesy nahrazena na kontaktńı
hranici podmı́nkou nepronikáńı, která se však vyjadřuje opět pouze slabš́ı integrálńı podmı́nkou [10]-[12].

V této práci se omeźıme na kontaktńı úlohy v rovinné pružnosti s nulovým třeńım. V 1. kapitole
uvažujeme tzv. koercivńı př́ıpad kontaktu dvou těles, kdy obě tělesa jsou na části své hranice upevněna.
Nejprve definujeme na spojité úrovni smı́̌senou variačńı formulaci na základě problému sedlového
bodu a uvedeme souvislost mezi sedlovým bodem a tzv. slabým řešeńım primárńı variačńı formulace.
Poté zavedeme triangulace oblast́ı, jejichž uzly se neztotožňuj́ı na společné kontaktńı hranici. Pro
aproximace Lagrangeových multiplikátor̊u užijeme tzv. duálńı bázi, která je biortogonálńı vzhledem
k standardńı bázi spojitých a po částech lineárńıch funkćı, tj. stop standardńıho prostoru konečných
prvk̊u na oblasti Ω1. Tato duálńı báze se skládá z nespojitých po částech lineárńıch funkćı [10], [19].

Integrálńı (”změkčená“) podmı́nka nepronikáńı (1.19) však svazuje obě nekonformńı triangulace,
s nesouhlaśıćımi uzly na kontaktńı hranici. Abychom tuto podmı́nku vyjádřili pouze pomoćı stop
konečných prvk̊u z oblasti Ω1, provedeme transformaci celkové báze (viz [20], [10, Section 5]. T́ım
také umožńıme snadnou eliminaci Lagrangeových multiplikátor̊u. V nové bázi pak se problém sed-
lového bodu zjednoduš́ı v maticovém tvaru na soustavu jedné rovnice (1.33) s trojićı jednoduchých
komplementárńıch podmı́nek (1.34).

Na řešeńı této soustavy se hod́ı algoritmus primárně duálńı metody aktivńıch množin PDAS (viz [8]
a literaturu tam uvedenou). V odstavci 1.3 poṕı̌seme podrobně iterace tohoto algoritmu, které dále
zjednoduš́ıme eliminaćı Lagrangeových multiplikátor̊u.

V krátké kapitole 2 se věnujeme jedné tř́ıdě semikoercivńıch úloh, kdy pouze jedno z obou těles je
upevněno, zat́ımco druhé těleso se může posouvat v daném směru jako tuhý celek. Řešeńı takových
úloh je navrženo na základě koncepce tzv. ”magnetického šroubu“ (viz např. [8, kap. 1.3] a článek [9]).
T́ım se převede úloha na problém koercivńıho typu, jehož řešeńı je popsáno v předchoźı kapitole.

1 Kontaktńı úloha s nulovým třeńım v rovinné pružnosti.
Koercivńı př́ıpad

Necht’ Ω1 a Ω2 jsou rovinné omezené oblasti s Lipschitzovskou polygonálńı hranićı ∂Ω1, resp. ∂Ω2.
Necht’

∂Ωi = Γi
u ∪ Γi

P ∪ Γc, i = 1, 2 ,

kde
Γc = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 ,

je rozklad hranic na vzájemně disjunktńı části takové, že

meas Γi
u > 0, i = 1, 2 ,

meas Γc > 0 .
(1.1)

Na části Γi
u je těleso Ωi upevněno, tzn. vektor posunut́ı

ui = (ui
1, u

i
2)

T = 0 na Γi
u . (1.2)
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Na Γi
P jsou zadány povrchové śıly P i, tzn.

τ i
jkni

k = P i
j , i, j = 1, 2 . (1.3)

Část Γc je kontaktńı hranice, na které plat́ı:
podmı́nka nepronikáńı

[un] = u1 · n1 + u2 · n2 ≤ 0 , (1.4)

komplementárńı podmı́nky

Tn(ui) ≡ τ i
kjn

i
kni

j ≤ 0 , [un]Tn(ui) = 0 , (1.5)

kde ni znač́ı jednotkovou vněǰśı normálu vzhledem k tělesu Ωi, a podmı́nka nulového třeńı

Tt(ui) ≡ τ i
kjn

i
jt

i
k = 0 (1.6)

kde ti znač́ı jednotkový tečný vektor (ti = (−ni
2, n

i
1)

T ).
Zde i v daľśım už́ıváme sč́ıtaćı konvenci, tzn. sč́ıtá se přes opakované dolńı indexy v rozmeźı {1, 2}.
Pro koeficienty zobecněného Hookeova zákona

τ i
kj(u

i) = ci
kjmnεmn(ui) i = 1, 2 (1.7)

kde
εmn(ui) = (∂ui

m/∂xn + ∂ui
n/∂xm)/2 ,

předpokládáme standardńı podmı́nky omezenosti, symetrie a positivńı definitnosti:

ci
kjmn ∈ L∞(Ωi) .

ci
kjmn = ci

jkmn = ci
mnkj ,

ci
kjmn(x)ξkjξmn ≥ coξpqξpq

pro všechny symetrické (2× 2) matice (ξpq) a skoro všechna x ∈ Ωi.
Tensor napět́ı τ i

jk splňuje v každém z těles Ωi podmı́nky rovnováhy

∂τ i
jk/∂xk + F i

j = 0 i = 1, 2 , (1.8)

kde F i
j ∈ L2(Ωi) jsou složky dané objemové śıly.

Zavedeme bilineárńı formy

ai(ui, vi) =
∫

Ωi

ci
jkmnεjk(ui)εmn(vi)dx, i = 1, 2 ,

a lineárńı funcionály

Si(vi) =
∫

Ωi

F i · vidx +
∫

Γi
P

P i · vids, i = 1, 2 .

a(u, v) = a1(u1, v1) + a2(u2, v2), kde u = (u1, u2)T , v = (v1, v2)T ,

S(v) = S1(v1) + S2(v2) .

Definujme prostory

V i = {vi ∈ [H1(Ωi)]2 : vi = 0 na Γi
u}, i = 1, 2 .

V = V 1 × V 2 .

Označme W prostor stop funkćı z V 1 restringovaných na Γc, a definujme konvexńı kužel Lagrangeových
multiplikátor̊u

M+ = {µ ∈ W ∗ (duál k W ) : µ ≥ 0} ,
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(to jest pro duálńı párováńı plat́ı

〈µ,w〉Γc
≥ 0 pro všechna w ∈ W+ ,

kde
W+ = {w ∈ W : w · n1 ≥ 0}

a bilineárńı formu
b(µ, v) = 〈µ · n1, [vn]〉Γc

(1.9)

pro µ ∈ W ∗, v ∈ V.
Konečně definujeme funkcionál - Lagrangián

L(v, µ) = a(v, v)/2− S(v) + b(µ, v)

a problém sedlového bodu : naj́ıt dvojici (w, λ) ∈ V×M+ takovou že

L(w, µ) ≤ L(w, λ) ≤ L(v, λ) (1.10)

plat́ı pro všechna µ ∈ M+ a v ∈ V.
Jako slabé řešeńı okrajové úlohy (1.8)- (1.7) s okrajovými podmı́nkami (1.2)-(1.6) definujeme

funkci
u = arg min

v∈K
{a(v, v)/2− S(v)} , (1.11)

kde
K = {v ∈ V : [vn] ≤ 0 na Γc} .

O souvislosti sedlového bodu (1.10) a slabého řešeńı plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.1 Za předpokladu (1.1) existuje právě jeden sedlový bod (w, λ) ∈ V×M+. Přitom w = u, tj.
prvńı složka sedlového bodu je řešeńı úlohy (1.11) a

λj = −τ1
jk(u1)n1

k, j = 1, 2 .

Důkaz je analogický d̊ukazu v [6, Section 9], kde je uvažován podobný problém pro jednostranný
kontakt pružného tělesa Ω1 s dokonale tuhým tělesem Ω2, tj. problém Signoriniho. ¤

Poznámka 1.1 Zřejmě plat́ı

Tn(u1) = Tn(u2), tedy
λ · n1 = λ · n2 = −Tn(u1) = −Tn(u2) .

¤

Problém sedlového bodu (1.10) je ekvivalentńı soustavě

a(u, v) + b(λ, v) = S(v) ∀v ∈ V , (1.12)
b(µ− λ, u) ≤ 0 ∀µ ∈ M+ , (1.13)

ṕı̌seme-li (u, λ) mı́sto (w, λ) pro u ∈ V a λ ∈ M+.

1.1 Diskretizace problému sedlového bodu mortatovou metodou konečných prvk̊u

Na každé polygonálńı oblasti Ωi, i = 1, 2 uvažujeme triangulaci T i
hi

, kde hi je délka největš́ı strany v
triangulaci T i

hi
. Necht’ ”koncové body“ Γi

u, Γc jsou uzly triangulaćı,

Γ
i

u ∩ Γc = ∅, i = 1, 2

avšak uzly T 1
h1

a T 2
h2

se neztotožňuj́ı na společné hranici Γc.
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Vzniká pak otázka, jakou diskretizaci zvolit pro formu b(µ, v) – viz (1.9), to znamená, jak aproxi-
movat konvexńı kužel M+. Ukazuje se, že je vhodné použ́ıt tzv. duálńı bázi z nespojitých po částech
lineárńıch funkćı [10], [19]. Definujme nejprve

Mh = span {ψiek, i = 1, . . . , NM (h); k = 1, 2} ,

kde NM (h) je počet uzl̊u na T 1
h1
∩ Γc, ek jsou složky jednotkové kartézské báze a ψi(s) jsou nespojité

bázové funkce po částech lineárńı takové, že ψi(si) = 2 (v uzlu si ∈ Γc) a

ψi(si−1) = ψi(si+1) = −1, ψi(s) = 0 pro s ∈ Γc\[si−1, si+1], 2 ≤ i ≤ NM − 1 .

Funkce ψ1 a ψNM
jsou modifikovány a to pouze v krajńıch intervalech ds0, s1], resp. [sNM

, sNM+1], kde
nabývaj́ı konstantńı hodnoty 1. (Zde s0 a sNM+1 jsou koncové body Γc.) Výhodou této duálńı báze
je, že je biortogonálńı vzhledem k standardńı spojité po částech lineárńı bázi {ϕj} j = 1, . . . , NM (h),
na Th1 ∩ Γc, tj. plat́ı ∫

Γc

ϕjψids = δij

∫

Γc

ϕjds . (1.14)

Pak definujeme množinu

M+
h = {µh ∈ Mh : 〈µh, vh〉Γc

≥ 0 ∀vh ∈ W+
h } .

kde
W+

h = {vh ∈ Wh : vh · n1 ≥ 0}
a Wh je prostor stop funkćı z V 1

h na Γc.
Zde V i

h znač́ı standardńı prostory lineárńıch spojitých konečných prvk̊u, V i
h ⊂ V i, i = 1, 2.

Dá se dokázat (viz [11, Lemma 3.1]), že je-li Γc úsečka (n1 konstantńı), pak

M+
h =



µh =

NM (h)∑

i=1

αiψi : αi = αn
i n1, αn

i ∈ R , αn
i ≥ 0, i ≤ NM (h)



 .

Po diskretizaci systému (1.12)-(1.13) budeme uvažovat systém

a(uh, vh) + b(λh, vh) = S(vh) ∀vh ∈ Vh ≡ V 1
h1
× V 2

h2
, (1.15)

b(µh − λh, uh) ≤ 0 ∀µh ∈ M+
h , (1.16)

pro aproximovaný sedlový bod (uh, λh) ∈ Vh ×M+
h .

Podmı́nka (1.16) je ekvivalentńı dvěma podmı́nkám:

b(λh, uh) = 0 , (1.17)
b(µh, uh) ≤ 0 ∀µh ∈ M+

h . (1.18)

Vskutku, (1.17) dostaneme z (1.15) volbou µh = 0 a µh = 2λh; podmı́nka (1.18) pak plyne po
dosazeńı (1.17) okamžitě.

Neńı těžké odvodit, že (1.18) plat́ı právě když
∫

Γc

[uhn ]ψjds = 〈ψj , [uhn ]〉Γc ≤ 0 ∀j = 1, . . . , NM (h) . (1.19)

To je ”změkčená“ integrálńı podmı́nka nepronikáńı (1.4).
Existence a jednoznačnost řešeńı úlohy (1.15)-(1.16) vyplývá např. z diskrétńı ”inf-sup“ podmı́nky

(Babušky a Brezziho): existuje β > 0 nezávislá na h1 tak, že

inf
µh∈W1

h

sup
vh∈Vh

b(µh, vh)
‖µh‖−1/2,Γc

‖vh‖1 ≥ β . (1.20)

kde W 1
h ≡ prostor stop normálové složky (v1

h · n1) na Γc a

‖vh‖1 =

(
2∑

i=1

‖vi
h‖21,Ωi

)1/2

.

O d̊ukazu podmı́nky (1.20) za předpokladu, že Γc je úsečka a Γc ∩ Γ1
u = ∅, je pojednáno v [7, Propo-

sition 3.5].
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1.2 Transformace báze konečných prvk̊u

Rozložme množinu všech uzl̊u – tj. vrchol̊u triangulace Th = T 1
h1
∪T 2

h2
na 3 disjunktńı části S, M a N .

Necht’

S je množina vrchol̊u na T 1
h1
∩ Γc ,

M je množina vrchol̊u na T 2
h2
∩ Γc ,

N je množina vrchol̊u ostatńıch.

Podmı́nka (1.19) svazuje uzly z množin S a M . Abychom tuto podmı́nku vyjádřili pouze pomoćı
bázových funkćı spojených s vrcholy z množiny S, provedeme transformaci báze ϕ = (ϕN , ϕM , ϕS)
(viz [20], [10, Section 5]). Zároveň umožńıme snadnou eliminaci Lagrangeových multiplikátor̊u λh.

Podmı́nka (1.15) v maticovém tvaru zńı

Ahuh + Bhλh = fh . (1.21)

Rozlož́ıme-li matice i vektory na bloky podle množin N , M , S. Tak dostaneme rovnici




ANN ANM ANS 0
AMN AMM AMS −MT

ASN ASM ASS D







uN

uM

uS

λS


 =




fN

fM

fS


 , (1.22)

kde M je bloková matice s bloky

Mpq =
(∫

Γc

ψpϕqds

)
Id2 p ∈ S, q ∈ M , (1.23)

Id2 =
(

1 0
0 1

)
, a D je diagonálńı (bloková) matice, s diagonálńımi bloky

Dpp =
(∫

Γc

ϕqψpds

)
Id2 , p ∈ S, (tj. p = 1, . . . , NM ) , (1.24)

v d̊usledku biortogonality duálńı báze {ψi} vzhledem ke standardńı spojité po částech lineárńı bázi {ϕj}.
Zavedeme novou matici

M̂ := D−1M (1.25)

a modifikovanou bázi

φ :=




φN

φM

φS


 =




Id 0 0
0 Id M̂T

0 0 Id







ϕN

ϕM

ϕS


 ≡ Qϕ . (1.26)

Potom pro vektor koeficient̊u ûh vzhledem k transformované bázi φ a vektor koeficient̊u uh v p̊uvodńı
bázi ϕ plat́ı

uh = QT ûh . (1.27)

Poznamenejme, že transformaci (1.26) lze provést lokálně a matice M̂ je ř́ıdká.
Modifikovaná matice tuhosti Âh spojená s novou báźı φ je pak

Âh = QAhQT =

=




ANN ANM +ANSM̂ ANS

AMN + M̂TASN AMM +AMSM̂+ M̂TASM + M̂TASSM̂ AMS + M̂TASS

ASN ASM +ASSM̂ ASS




(1.28)
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Vektor fh pravých stran je třeba modifikovat na

f̂h = Qfh =




fN

fM + M̂T fs

fS


 . (1.29)

Pro veličinu [uhn] dostaneme v transformované bázi

[uhn] =
∑

p∈S

ûp[φpn] +
∑

q∈M

ûq[φqn] =

=


∑

q∈M

ûq

(
−ϕq +

∑

r∈S

M̂rqϕr

)
+

∑

p∈S

ûpϕp


 · n1

p . (1.30)

Znásob́ıme-li (1.30) funkćı ψp, p ∈ S a zintegrujeme přes Γc, vyruš́ı se d́ıky biortogonalitě (1.14)
a definici (1.26) koeficienty při ûq pro q ∈ M . Pak ”změkčená“ podmı́nka nepronikáńı (1.19) bude mı́t
jednoduchý tvar

ûn,p ≡ (n1
p)

T Dppûp ≤ 0 ∀p ∈ S . (1.31)

Snadno odvod́ıme, že také matice B̂h v nové bázi bude zjednodušena nebot’

B̂h = QBh =




Id 0 0
0 Id MT

0 0 Id







0
−MT

D


 =




0
0
D


 . (1.32)

Řeš́ıme pak modifikovanou úlohu
Âhûh + B̂hλh = f̂h (1.33)

s trojićı komplementárńıch podmı́nek

ûn,p ≤ 0, λn,p ≥ 0, λn,pûn,p = 0 ∀p ∈ S (1.34)

a podmı́nkou nulového třeńı
λt,p = 0, ∀p ∈ S , (1.35)

kde

λn,p = (n1
p)

T Dppλp, (λp ∈ R2) (1.36)

λt,p = λp − (λp · n1
p)n

1
p = (λp · tp)tp (1.37)

Poznámka 1.2 Protože plat́ı podle (1.14)

ap :=
∫

Γc

ϕpds > 0 ∀p ∈ S ,

máme
λn,p = ap(λp · n1

p) ≥ 0 ⇔ λp · n1
p ≥ 0 ,

což odpov́ıdá v definici množiny M+
h vztahu αn

p ≥ 0.

1.3 Algoritmus primárně duálńı metody aktivńıch množin

Na úlohu (1.33)-(1.35) můžeme aplikovat metodu PDAS (srv. [10], [8, kap. 1.1]). Pro jednoduchost
označme uzlové parametry ûh jako vektor u, vektor uzlových parametr̊u λh jako λ,

y := (u, λ)T .

Komplemetárńı podmı́nky (1.34) lze vyjádřit ekvivalentně jako

λn,p − (λn,p + ρûn,p)+ = 0, ∀p ∈ S , (1.38)
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kde ρ je libovolná kladná konstanta a (·)+ znač́ı kladnou část. Na základě zobecněné Newtonovy
iteračńı metody pro rovnici (1.38) se dá odvodit následuj́ıćı Algoritmus PDAS.

Algoritmus PDAS

Krok (0) Zvolme y0 = (u0, λ0)T a ρ ∈ (103, 104),
Krok (1) Známe-li yk vypočteme aktivńı a inaktivńı množiny

A(yk) = {p ∈ S : λk
n,p + ρûk

n,p > 0} (aktivńı množina) , (1.39)

I(yk) = {p ∈ S : λk
n,p + ρûk

n,p ≤ 0} (inaktivńı množina) , (1.40)

Krok (2) Je-li k ≥ 1 & A(yk) = A(yk−1), STOP.
Jinak jdeme na krok (3).

Krok (3) Řeš́ıme pro yk+1 ≡ (uk+1, λk+1)T systém

Âhuk+1 + B̂hλk+1 = f̂h ,

uk+1
n,p = 0 ∀p ∈ A(yk) , (1.41)

λk+1
n,p = 0 ∀p ∈ I(yk) ,

λk+1
t,p = 0 ∀p ∈ S .

(Připomeňme, že un,p, λn,p a λt,p jsou definovány podle vzorc̊u (1.31), (1.36) a (1.37).)
Krok (4) Polož́ıme k = k + 1 a jdeme na Krok (1).

Systém (1.41) lze dále zjednodušit. Podle (1.32) totiž

B̂hλk+1 = (0, 0, Dλk+1
S )T

a tedy λk+1
S můžeme eliminovat pomoćı (1.28) a (1.29). Potom

λk+1
S = D−1(fS −ASNuk+1

N − (ASM +ASSM̂)uk+1
M −ASSuk+1

S . (1.42)

Dále je zřejmé, že podmı́nky (1.41)3 a (1.41)4 plat́ı právě když

λk+1
p = 0 ∀p ∈ I(yk) (1.43)

a
λk+1

t,p = 0 ∀p ∈ A(yk) .

Vynecháme-li horńı index ”k + 1“ jde tedy o neznámý vektor

(uN , uM , ux, uA, λI , λA)T , (1.44)

kde jsme ještě rozložili uS na (uI , uA)T , λ na (λI , λA)T při zkráceném označeńı I ≡ I(yk), A ≡ A(yk).
Zavedeme ještě matici NA typu |A| × 2|A|, kde |A| znač́ı počet uzl̊u v množině A(yk),

NA =




. . . . . . 0 0 0 0
0 0 apn

1
p1

apn
1
p2

0 0

0 0 0 0
. . . . . .


 , (1.45)

pro p ∈ A(yk), kde (viz (1.14)

ap =
∫

Γc

ϕpds ,
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a matici TA stejného typu pro p ∈ A(yk):

TA =




. . . . . . 0 0 0 0
0 0 −n1

p2
n1

p1
0 0

0 0 0 0
. . . . . .


 , (1.46)

nebot’ př́ıslušný tečný vektor t1p = (−n1
p2

, n1
p1

)T .
Snadno odvod́ıme, že např. plat́ı

NAuA = 0 ⇔ ap(n1
p · up) = 0 ∀p ∈ A(yk) ,

což odpov́ıdá podmı́nkám (1.41)2.
Podobně

TAλA = 0 ⇔ t1p · λp = 0 ∀p ∈ A(yk) .

Rozlož́ıme ještě také matice Âh a D tak, aby odpov́ıdaly rozkladu vektoru neznámých podle (1.44).
Potom v d̊usledku (1.43) dostaneme systém (1.41) v ekvivalentńım tvaru




ÂNN ÂNM ÂNI ÂNA 0 0
ÂMN ÂMM ÂMI ÂMA 0 0
ÂIN ÂIM ÂII ÂIA DI 0
ÂAN ÂAM ÂAI ÂAA 0 DA

0 0 0 0 IdI 0
0 0 0 NA 0 0
0 0 0 0 0 TA




,




uN

uM

uI
uA
λI
λA




=




f̂N

f̂M

f̂I
f̂A
0
0
0




(1.47)

Z tohoto systému však lze eliminovat λI i λA. Vskutku, nejprve vynecháme 5.̌rádek i sloupec, nebot’
λI = 0. Aplikujeme-li znásobeńı matićı TA na 4.̌rádek, bude

TADAλA = 0 , (1.48)

nebot’ TAλA = 0 a DAλA znač́ı pouze násobeńı vektoru λp skalárem ap v každém uzlu p ∈ A. Tak
dostaneme systém




ÂNN ÂNM ÂNI ÂNA
ÂMN ÂMM ÂMI ÂMA
ÂIN ÂIM ÂII ÂIA

TAÂN TAÂAM TAÂAI TAÂAA







uN

uM

uI
uA


 =




f̂N

f̂M

f̂I
TAf̂A


 (1.49)

Odtud vypočteme uN , uM , uI , uA a potom na základě (1.42) a (1.28), (1.29)

λp = a−1
p (fp −ApNuN − (ApM +ApSM̂)uM −ApSuS) ∀p ∈ A . (1.50)

2 Semikoercivńı kontaktńı úlohy v rovině

Necht’ nyńı pouze těleso Ω1 je upevněno, zat́ımco těleso Ω2 se může posunovat jako tuhý celek v daném
směru (srv. [8, kap. 1.2] a také článek [9]). Abychom mohli pracovat s pozitivně definitńı matićı tuhosti,
budeme použ́ıvat metodiku tzv. ”magnetického šroubu“ (viz [9] a literaturu tam uvedenou).

Plat́ı tedy disjunktńı rozklady hranic

∂Ω1 = Γ1
u ∪ Γ1

P ∪ Γc ,

∂Ω2 = Γ2
o ∪ ΓP ∪ Γc ,

kde Γc = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2, a předpokládáme, že

meas Γ1
u > 0, meas Γ2

o > 0, meas Γc > 0 , (2.1)
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Γ2
o je rovnoběžná s osou x2 a

n1
2 > 0 na Γc . (2.2)

Na části Γ2
o plat́ı okrajové podmı́nky

u2
n ≡ u2

1 = 0 , Tt(u2) = 0 . (2.3)

Definujeme podprostory virtuálńıch posunut́ı:

V 1 = {v ∈ [H1(Ω1)]2 : v = 0 na Γ1
u} ,

V 2 = {v ∈ [H1(Ω2)]2 : v · n2 = 0 na Γ2
o} ,

V = V 1 × V 2 ,

prostor posunut́ı tuhých těles Ω1 a Ω2:

R = {ρ = (ρ1, ρ2)T : ρi = (ai
1 − bix2, a

i
2 + bix1)T , i = 1, 2} .

Vzhledem k podmı́nkám (2.1)-(2.3) bude

V ∩R = {ρ = (0, ρ2)T : ρ2 = (0, a)T } , (2.4)

kde a ∈ R je libovolná konstanta.

Věta 2.1 Necht’ složka výslednice vněǰśıch sil

V2
2 :=

∫

Ω2
F 2

2 dx +
∫

Γ2
P

P 2
2 ds < 0 .

Pak existuje právě jedno slabé řešeńı kontaktńı úlohy, tj. řešeńı úlohy (1.11).

Důkaz – viz [8, Věta 1.6].

2.1 Diskretizace konečnými prvky

Provedeme triangulace T 1
h1

a T 2
h2

oblast́ı Ω1 resp. Ω2 jako v předchoźım odstavci 1.1. Necht’ ”koncové“
body Γ1

u, Γ2
o a Γc jsou uzly triangulaćı,

Γ1
u ∩ Γc = ∅, Γ2

o ∩ Γc = ∅ ,

avšak uzly T 1
h1

a T 2
h2

se na společné hranici Γc neztotožňuj́ı.
Zvoĺıme nyńı vhodný uzel α ∈ Γc ∩ T 1

h1
, který bude hrát roli jakéhosi ”magnetického šroubu“, v

němž předpokládáme, že bude platit podmı́nka

[uhn(α)] = 0 .

Definujeme pomocný podprostor

Vα
h = {vh ∈ Vh : [vhn(α)] = 0} ,

kde

Vh = V 1
h1
× V 2

h2
.

V 1
h1

= {v ∈ V 1 : v|T ∈ [P1(T )]2 ∀T ∈ T 1
h1
} ,

V 2
h2

= {v ∈ V 2 : v|T ∈ [P1(T )]2 ∀T ∈ T 2
h2
} ,

jsou standardńı prostory lineárńıch konečných prvk̊u.
Z předpokladu (2.2), inkluze Vh ⊂ V a (2.4) pak vyplývá, že

Vα
h ∩R = {0} ,
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(viz též [8, Lemma 1.10]).
Jsme pak v situaci koercivńı úlohy a můžeme aplikovat postup z předchoźı kapitoly, bereme-li

všude mı́sto Vh podprostor Vα
h . Př́ıslušná matice tuhosti bude pozitivně definitńı.

V každé k=té iteraci metody je vhodné vypoč́ıtat λk+1
α z podmı́ky celkové rovnováhy tělesa Ω2

(srv. [8, (1.79)] nebo [9, (5.15)]). T́ım je pak umožněno řešit systém (1.41)1 separovaně na oblastech Ω1

a Ω2 (srv. [9, Section 6]).
Po ukončeńı algoritmu PDAS je ovšem nutné ověřit, zda jsme volili ”magnetický šroub“ v uzlu

α ∈ Γc správně. Vyjde-li λα · n1(α) < 0, je nutné zvolit jiný uzel a celý postup opakovat.
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s daným třeńım. Inst. Comput. Science, Academy of Sciences of the Czech Republic – Tech. Rep.
No. 965 (March 2006)

[9] I. Hlaváček: Mixed finite element analysis of semi-coercive unilateral contact problems with given
friction. Appl. Math. 52 (2007), 25–58
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