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Abstrakt:

Je formulovan matematicky model zatéZované dlouhé kosti, tvofenou kortikalni kosti, spogiézni kosti
a kostni d¥eni. Matematicky model je zaloZen na nestlalitelné vazko-plastické reologii Binghamova typu.
Je dokazana existence slabého ¥eSeni modelové llohy a diskutovano numerické ¥eSeni dlohy.
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1 Uvod

Lécba tézce poskozenych kloubt mé za sebou vice jak 125 let vyvoje chirurgickych technik, biomecha-
nickych studii, materidlovych vyzkumu a néslednych lé¢ebnych koncepci. Rozvoj kloubnich néhrad
béhem sedmdesatych a osmdeséatych let vedl k tispésnym fesenim nahrad kycelniho kloubu a nasledné
i kolenniho kloubu a dalsich lidskych kloubt. V prubéhu poslednich 35 let byl proveden velky pocet
matematickych studii umozinujicich matematicky modelovat piislusny lidsky kloub a matematicky si-
mulovat jeho funkei a funkei jeho umélé nahrady. Dosud vsak nebyl studovan vliv zatézovaného ditku
totalni ndhrady v oblasti styku s kostni dieni a pfenos zatizeni do kortikalni kosti v této oblasti.

V tomto piispévku se budeme vénovat numerické analyze ilohy modelujici zatézovani dlouhé kosti,
tvorené kortikdlni a spongidzni kosti a kostni dfeni. Modelova tloha je formulovdna ve dvou a tiech
dimenzich. Numerické feseni bude studovano ve dvou dimenzich.

2 Formulace ulohy

Ozna¢me u = (u;) vektor rychlosti, D = (D;;), D;; = D;;(u) = %(g;ﬁ] + gzz ), tenzor rychlosti de-
formace, DP = (D{?), Di[; = D;; — %Dkkéij, devidtor rychlosti deformace, kde d;; je Kroneckeruv
symbol. Oznaéme 7 = (7;;) Cauchyho tenzor napéti a jeho devidtor 72 = (7'1-1]?)7 2 =7 — %Tkkéij,

tj. 7P = 7 + pl3, kde —p je sférickd ¢dst tenzoru napéti, jez fyzikdlné ma vyznam tlaku; Is oznacuje
identicky tenzor. Kromé devidtoru Dg a Ti’]? zavedeme jesté deviator SP = (5’5 ), popisujici plas-
tické vlastnosti biomateridlu (Ionescu, Sofonea (1993)). Biomechanicky proces v Binghamové reologii

definujeme vztahem mezi devidtory napéti a rychlosti deformace, tj. vztahy

P =8P +2uDP, DP =2\SP, (2.1)

f(SP)=81—-¢° <o, (2.2)
kde (2.2) je tzv. Misesiv vztah (podminka), kde S;; = 3 | SP 2= %5555, i > 0 je mez viskozity,
g je mez plasticity.

Konstitutivni zakon v Binghamové reologii 1ze zapsat ve tvaru

ij
Dij:O if Tf[é.@

1
Dij = (2p) (1 — grr=2)rP if 7 > §
ij (2)~( gt 2)T 1 7111>g7 (2.3)

1.D.D_ 1
kde 711 = 57575 = 35

Zakon (2.3) 1ze prepsat v jeho inverznim tvaru. Necht | D |= 0, potom z (2.3) plyne 2-1/2 | 7P |< g;
je-li | D |# 0, potom z (2.3) dostavame 2712 | 7P |> g a 2712 | 7P |= 20 | D | +g. Odtud,
z podminky nestlacitelnosti a 7° = 7 + pI3 plyne

| 7P |2 je invariant tenzoru napéti.

Tij = _p(SZ] + ‘@DijDI_Il/Q + ZﬂD” = —p5ij + Q%QD” | D |71 +2ﬂDZ],

kde D[[ = %DijDij,
coz je vztah mezi napétim a rychlosti deformace v Binghamové reologii. Pro § = 0 dostavame
klasickou vazkou nestlac¢itelnou (Newtonovu) kapalinu; pro mald § > 0 dostdvame silné vazko-plastické
biomateridly blizké klasické vazké kapaliné (haematoceles) a pro § >> 0(— o0), dostdvdme tuhé
biomateridly. Vidime, ze Binghamova reologie nam umoziuje simulovat sirokou skalu biomateriala od
kapaliny po¢inaje a tuhymi biomateridly konce.

Necht Q C RV, N = 2,3, Q = Q, U je oblast zahrnujici vazko-plastické télesa, tvofend kortikalni

a spongidzni kosti a kostni dfeni, s hladkou hranici 9Q =T, UT, UT, kde ', je ¢ast hranice, kde je
piedepséna rychlost; I'; je ¢dst hranice, kde je predepsdno zatizenf a I'. = '}, je kontaktn{ hranice
mezi kostn{ tkan{ a kostn{ dfeni. Budeme uvazovat Eulertuv souradny systém. Necht t € I = (0,t,),t, >
0, t, je €asové trvani zatizeni, n je vnéjsi jednotkovd norméla k 9Q, u,, = u.n, uy = u—u,n, 7 =(7;;n,),
Tn = TijNjNy, Tt = T—TyN jsou normalové a tecné slozky vektoru rychlosti a napéti. V dalsim uzijeme
Einsteinovu sumaci.

(2.4)



Uloha zatézovéani dlouhé kosti s kostni dienf vede na tlohu:

Uloha (P): hledame funkci u: Q x I — RN x I, N = 2,3, a tenzor napéti 7i; : @ x [ — RVN*N x [
splnujici

tu - L Qx I 2.5
Mot T o) T oy T Y 25)
divu=0 v QxI; (2.6)
. —1/2 | o5
7ij = —pdi; + §Dy; Dy} * + 20D
(2.7)
kde Dy; #0, | 7P |< 22§ jestlize Dyp =0,
s okrajovymi podminkami
TijNj = Pz na F.,— X I, (28)
u(x,t) =ui(x,t) na T, xI, (2.9)
a s bilateralnimi kontaktnimi podminkami s lokdlnfm zdkonem tienfm na I'}?
=0 7 < F2 | S7
jestlize | 712 |< F12 | SP2| potom u} —u? =0, (2.10)
jestlize | 712 |= F1? | SP12 | potom existuje A > 0 takové, ze uf — u? = —\7}2,
kde F!? je koeficient tieni, ul = ulnl, u2 = uin? = —uln}l, 7}2 =71} = —72, 712 = 1} = 12
a pocatecni podminku
u(x,tp) =0. (2.11)
Polozime-li S? =| 7P | a jestlize | 7P | definujeme pomoci (2.4), potom dostavame | 70 |=
22§+ 241 | D(u) |. Tedy kontaktni podminka (2.10) zévisi na feSen{ vySetiované tilohy.
Poznamka 2.1 Jestlize SP12 =| 712 |, potom (2.10) predstavuje klasicky Coulombiv zdkon tieni.

Je-li F}2 =0 potom mdme vilohu bez trent.

3 Variacni resSeni tlohy

Zavedeme Sobolevovy prostory jako prostory vsech vektorovych funkei jez maji zobecnéné derivace
fadu “s” tvaru [H*(Q)]* = H**(Q), kde H*(Q) = W$(Q). Jejich normu oznaéime || . ||s.1 a skaldrni
soucin jako (.,.)s (pro kazdé celé k). Polozime H%*(Q) = L** (). Zavedeme prostor C5°(£2) jako pros-
tor véech funkci v C°(Q2) s kompaktnim nosicem v ¢, 1 = 1,2. Oznaéime C5°(Q,RY) = [C5°(Q)]Y,
N = 2,3. Zavedeme prostor LP(2),1 < p < oo, jako prostor vSech méritelnych funkei takovych,
ze || f lleey= (Jo | f(x) P dx)'/? < 4oo0. L®(Q) je prostor viech méfitelnych funkci s.v. na
Q a takovych, ze || f |lco= essqsup| f(x) | je koneéné. LP(I;X),1 < p < +oo, je prostor funkei
f: 1 — X takovych, ze || f(.) ||x€ L?(I). Déle definujeme pro s > 1 nasledujici prostory a mnoziny:

TE=N(Q) = M2, THN(Q) = {v | v € H*N(Q),div v = 0 v U2, O,

vh—v2=0nal2} Vi={v|velH*N(Q),v=0naly,},Vi =V, V,=H.

n =

Potom prostor Vj je Hilbertovym prostorem s normou | . ||s.n, HYYN(Q) s normou || . [+ =] - |1
a HON(Q) s || . lon=]l - [lo - Polozme *H(Q) = LHN(Q) N C§°(Q,RY). Dudln{ prostor prostoru Vi
oznacime (V)'. Polozme v/ = %‘t’. Zavedeme prostor

'H={v|vel*(LV,),v € L*(I, H),v(x,t) = 0}.

Necht P(x,t) € L*(I; L>N(T,)), f(x,t) € L3(I; V"), p,§, i jsou pocdstech konstantni a kladné
anecht F12 € L>(T'?), F12 > 0sv.nal?au =0.



Pro u,v € H*V(Q) definujeme

a(u,v) =37 a'(u', VL) =2 o iDi;(0) Dy; (v)dx,
(u,v) = Zf (v = [, pu'vdx,

S(v) =37, 5 = [, fzvzdx—&— Jr. Pvlds_ (F,v),
b(u,v,w) = Zf: b‘(u viwh) = o pu; 2 o widx,
Jv) =0 (v —2ng Dyr(v))?dsx,
jg(V):E? 1Jg frlzj:m |SD12 HVt Vt2 | ds.

Vyndsobime-li (2.5) s (2.7) vyrazem v — u(t), integrujeme-li pres 2, uzijeme-li Greenovu vétu a
okrajové podminky, potom dostdvame variac¢ni formulaci tlohy:

Uloha (P),: Hleddme funkei u takovou, 7e u € 'H a splitujici

fI , v —u(t)) +a(u(t),v —u(t)) + blu(t),ut),v —u(t))+ (3.1)
Jlv(t )) j(u(t) + g (v(t)) — jg(u(t))dt > [, S(v —u(t))dt vYve'H tel '

Bilinedrn{ forma a(u,v) je symetrickd, tj. a(u,v) = a(v,u). Pro u € V existuje konstanta cg > 0
takové, ze a(u,u) > cp || u || y pro viechna u € V. Plati odhady (Temam (1979))

1/2| 1/2| 1/2| 1/2‘

[o(u, v, w) [< e [[ullpllu gzl wllnll wllo/vll v llsav, s = 5,
u,we 1HlN(Q) v e N (Q),

b(u, u, u) =0 a jelikoz F}? € L>°(T'}?), F}2 > 0, potom jy(u(t)) >0

pro u,v,w € 'H(Q) b(u,v,w)+b(u,w,v) =0,

a tedy b(u,u,v) = —b(u,v,u) pro u,v € *H(Q).
Hlavni vysledek dava nasledujici véta

Véta 1: Necht N Z 2,s %, f e L2(I; V'), P €L?(I; L>N(T',)), g, /i jsou po ¢astech konstantnf,
FI2 e L>=(T'%), F2 > 0 s.v. na I'}2. Potom existuje funkce u takova, ze

ue L2(LV)NL®(I; H),u' € L*>(I; (Vy)"),
u(x,tp) =0

a spliujici (3.1).

Dukaz: je zaloZzen na myslence uziti regularizace (Duvaut, Lions (1976)):
(i) regularizace j(v(t))

2
1+4+¢

Je(v(t)) = /Qﬁ(DH(V(t)))(”Ede, e>0a (ji(v),v) 2 0. (3.2)

(ii) Jelikoz funkciondl j,(v) neni diferencovatelny v Géateauxové smyslu, zavedeme jeho regularizaci
Jge (V). Definujme funkei 9. : R — R, ¢.(y) = \/(y? +€2) — ¢, pro kterou plati y — | y | . Funkce 9.

je diferencovatelnd a plati
lyl=v(lyl)|<e VyeRe=0.
Funkciondl j,(v) regularizujeme jeho regularizaci jge(v), definovanou
Jge(V(t)) = FR28P12y (| vi —v?2 |)ds a plati (Jge(v),v) > 0. (3.3)
1"12

Tret{ regularizaci ziskdme zavedenim vazkého ¢lenu n(u.,(t),v))s, kde s = & a n je kladné é&fslo.
Pro N=2jes=1alH*N(Q)=1HLN(Q),V, =V a vazky ¢len je mozno zanedbat.
Potom fesime regularizovanou tlohu:



Uloha (P,),: najit u., € 'H takovou, ze

fl[(u’en(t), V = Ugy(t)) + a(uey(t), v — ugy (1) +
Fb(uey (1), uzy(t), v — uey(t)) + n((uey (t), v usn( )))s +je(v(t)>— (3.4)
—Je(Uen(t)) + dge(v(t)) — dge (Uen( t) dt > [, S(v —ue,(t))dt Vv e 'H.

Metoda dikazu je analogickd dukazu Véty 3 v Nedoma (1995), (2006):

(1) dukaz existence Feseni (3.4) je zalozen na Galerkinové metods;

(2) nalezneme apriorn{ odhady I and II nezavislé na € a n;

(3) dokazeme limitni procesy Galerkinovy approximace (tj. pres m) a pro e — 0,7 — 0;
(4) jednoznacnost feseni (3.1) lze dokdzat pouze pro N = 2.

4 Numerické reSeni

Pro numerickou analyzu se omezime pouze na 2D piipad. Necht €2}, je approximace 2 v R? a necht
jejf hranice je 09, = T'yp U, U s, Necht T, je déleni Q) pomoci trojihelnikt 7;,. Necht h =
h(73) je maximalni primér kruznice opsané trojihelniku 7;,. Necht 7, € T je trojihelnik s vrcholy
P;,i=1,...,3 a R; jsou stiedy stran vzhledem k P;,i = 1, ...,3. Necht {%}} je regularni a takova, ze
Qn =Ug,ex,Tn-

Necht n je celé ¢islo a polozme k = t,/n -¢asovy krok. Necht

' G 4

f’i+@:E/k f(t)dt,i=0,.,n—1,0<O0 <1, fiT°c V"
1

Polozme u® = 0. Jestlize u’, .., u’ jsou zndm4, definujeme u’*! jako prvek prostoru V. Existenci

funkce u't! pro kazdé pevné k a kazdé i > 0 lze dokdzat. Prostor V je aproximovén prostorem

linedrnich nekonformnich funkci Vj,. Necht Vy, = {v}, | vn; € P, = 1,2,V7T}, € Ty, spojité ve stiedech

stran trojuhelniku Bj,j = 1,..,m, a rovné nule v B; lezici na I'y, Zi:l,Q Ovp; /0x; =0, vi, =0,x €

i+1

O\ }, kde Py je prostor viech nekonformnich linedrnich polynomi, V3, = {vy, | vi € Vi, Vs = 1y na
Turn}

Bud’ déno déleni 7 oblasti ;. Pfedpoklddejme, Ze uh je ddno v Vj, a takové, ze u) jde k 0 v
prostoru Vi, jestlize h — 0. Déle piedpoklddejme, Ze || u? || je omezend. Pro kazdé k a h definujeme
prvky uh, ., uj, z prostoru Vj,, které jsou odvozeny ze sem1 implicitnfho schematu. Casové derivace

iF1_ i i+O _
jsou aproximovény diferencemi. Jelikoz & = D — @k ,0< 06 <1, potom

(1-9)
B

Jelikoz kontaktni podminky vysetfované tlohy z4vis{ na fesen{ dlohy, potom j(vy) = jn(ui, vy).

u® =euit + (1 -0)u), ui™ =0 1u;™® - ui, 0<O<1.

Schéma (P,;): Necht u?L, uh jsou znama, potom u Je feSeni v prostoru Vj a
k=t (a)tt uh,vh — ) 4+ ap (uiT®, vy, — ultO) + by (u, ul, v — ul o)+ (1)
jh(Vh) — (W) + Ggn(va) = dgn(w},7®) > (FPre Vi —ut%) Vv, € V.

Pro © = 1 mame semi-implicitni schéma, pro © = % Crank-Nicholsonovo schéma.

Necht | . |5 je norma prostora L2(2) ([L2(Q)]?), | . ||» prostori Vi, a Vj,. Podle Temam (1979)
lup [n< di || up [|n, || un |n< S(R) | up |n Yup, € Vi, di je nezavisld na h. Déle plati odhady
| bn(Un, vi, wn) |< di (| wp (6]l Vi |6l Wa lln YaR, Vi, Wa € Vi,
kde dy nezéavisi na h,
| b (ap, wp, vi) [< S1(R) [ [nll un |k Vi [n Yun, vi € Vi, kde S1(h) < di.S?(h), by (up, up,up) =0
Yuy € V. . 4

D4 se ukédzat, ze uj, a u}j‘l, definovand schematem (Ps;), pro © > % spliuji néasledujici podminky:



Véta 2: Necht uzita triangulace je reguldrni. Necht k, h spliiuji podminky kSo(h) < do, kS(h) < dy,
kde dg, d; jsou kladné konstanty nezavislé na k, h. Necht © > % Potom uz jsou definovany schematem
(Psi) a plati odhady

n—1 n—1

|ul °<c,i=0,..,n, kz | uit® IP< ¢, kz luitt —ul P<e, (4.2)
=0 i=0

kde ¢ jsou konstanty nezavislé na k, h.

Dukaz je analogicky dukazu z Nedoma (1998).

Schéma (Ps;) je stabilni a konverguje. Dukazy jsou analogické diukazum v Glowinski et al. (1976),
Nedoma (1998), (2003). Jisté potize souvisi s aproximaci podminky nestlac¢itelnosti div v;, = 0
(Glowinski et al. (1976), Temam (1979), Nedoma (1998)). Jelikoz élen z D;;(u)D;,;"/*(u) vytvaif ne-
diferencovatelny funkciondl je mozno zavést multiplikatory m = (m;;), podobné jako v Duvaut, Lions
(1976), Glowinski (2003), Nedoma (1998). Na této myslence je zalozen uzity algoritmus. Aproximo-
vand uloha pak v kazdém ¢asovém kroku vede na hleddni sedlového bodu Lagrangidnu L, (vi,my,),
zalozeného na Uzawové algoritmu. V kazdém kroku Uzawova algoritmu se fesi systém nelinedarnich
rovnic s fidkou pozitivnédefinitni matici. Pro feseni této soustavy je pouzita metoda sdruzenych gra-
dientu.
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