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Pod Vodárenskou věž́ı 2, 182 07 Prague 8, phone: +420 266 051 111, fax: +420 286 585 789,
e-mail:nedoma@cs.cas.cz



Institute of Computer Science
Academy of Sciences of the Czech Republic
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1 Úvod

Léčba těžce poškozených kloub̊u má za sebou v́ıce jak 125 let vývoje chirurgických technik, biomecha-
nických studíı, materiálových výzkumů a následných léčebných koncepćı. Rozvoj kloubńıch náhrad
během sedmdesátých a osmdesátých let vedl k úspěšným řešeńım náhrad kyčelńıho kloubu a následně
i kolenńıho kloubu a daľśıch lidských kloub̊u. V pr̊uběhu posledńıch 35 let byl proveden velký počet
matematických studíı umožňuj́ıćıch matematicky modelovat př́ıslušný lidský kloub a matematicky si-
mulovat jeho funkci a funkci jeho umělé náhrady. Dosud však nebyl studován vliv zatěžovaného dř́ıku
totálńı náhrady v oblasti styku s kostńı dřeńı a přenos zat́ıžeńı do kortikálńı kosti v této oblasti.

V tomto př́ıspěvku se budeme věnovat numerické analýze úlohy modeluj́ıćı zatěžováńı dlouhé kosti,
tvořené kortikálńı a spongiózńı kost́ı a kostńı dřeńı. Modelová úloha je formulována ve dvou a třech
dimenźıch. Numerické řešeńı bude studováno ve dvou dimenźıch.

2 Formulace úlohy

Označme u = (ui) vektor rychlosti, D = (Dij), Dij = Dij(u) = 1
2 ( ∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi
), tenzor rychlosti de-

formace, DD = (DD
ij ), DD

ij = Dij − 1
3Dkkδij , deviátor rychlosti deformace, kde δij je Kronecker̊uv

symbol. Označme τ = (τij) Cauchyho tenzor napět́ı a jeho deviátor τD = (τD
ij ), τD

ij = τij − 1
3τkkδij ,

tj. τD = τ + pI3, kde −p je sférická část tenzoru napět́ı, jež fyzikálně má význam tlaku; I3 označuje
identický tenzor. Kromě deviátor̊u DD

ij a τD
ij zavedeme ještě deviátor SD = (SD

ij ), popisuj́ıćı plas-
tické vlastnosti biomateriál̊u (Ionescu, Sofonea (1993)). Biomechanický proces v Binghamově reologii
definujeme vztahem mezi deviátory napět́ı a rychlost́ı deformace, tj. vztahy

τD = SD + 2µ̂DD, DD = 2λSD, (2.1)

a
f(SD) = SII − ĝ2 ≤ 0, (2.2)

kde (2.2) je tzv. Mises̊uv vztah (podmı́nka), kde SII = 1
2 | SD |2= 1

2SD
ij SD

ij , µ̂ > 0 je mez viskozity,
ĝ je mez plasticity.

Konstitutivńı zákon v Binghamově reologii lze zapsat ve tvaru

Dij = (2µ̂)−1(1− ĝτII
− 1

2 )τD
ij if τ

1
2
II > ĝ,

Dij = 0 if τ
1
2
II ≤ ĝ,

(2.3)

kde τII = 1
2τD

ij τD
ij = 1

2 | τD |2 je invariant tenzoru napět́ı.
Zákon (2.3) lze přepsat v jeho inverzńım tvaru. Necht’ | D |= 0, potom z (2.3) plyne 2−1/2 | τD |≤ ĝ;

je-li | D |6= 0, potom z (2.3) dostáváme 2−1/2 | τD |> ĝ a 2−1/2 | τD |= 2µ̂ | D | +ĝ. Odtud,
z podmı́nky nestlačitelnosti a τD = τ + pI3 plyne

τij = −pδij + ĝDijD
−1/2
II + 2µ̂Dij = −pδij + 2

1
2 ĝDij | D |−1 +2µ̂Dij ,

kde DII = 1
2DijDij ,

(2.4)

což je vztah mezi napět́ım a rychlost́ı deformace v Binghamově reologii. Pro ĝ = 0 dostáváme
klasickou vazkou nestlačitelnou (Newtonovu) kapalinu; pro malá ĝ > 0 dostáváme silně vazko-plastické
biomateriály bĺızké klasické vazké kapalině (haematoceles) a pro ĝ >> 0(→ ∞), dostáváme tuhé
biomateriály. Vid́ıme, že Binghamova reologie nám umožňuje simulovat širokou škálu biomateriál̊u od
kapaliny poč́ınaje a tuhými biomateriály konče.

Necht’ Ω ⊂ RN , N = 2, 3, Ω = Ω1∪Ω2 je oblast zahrnuj́ıćı vazko-plastická tělesa, tvořená kortikálńı
a spongiózńı kost́ı a kostńı dřeńı, s hladkou hranićı ∂Ω = Γu ∪ Γτ ∪ Γc, kde Γu je část hranice, kde je
předepsána rychlost; Γτ je část hranice, kde je předepsáno zat́ıžeńı a Γc ≡ Γ12

c , je kontaktńı hranice
mezi kostńı tkáńı a kostńı dřeńı. Budeme uvažovat Euler̊uv souřadný systém. Necht’ t ∈ I ≡ (0, tp), tp >
0, tp je časové trváńı zat́ıžeńı, n je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω, un = u.n, ut = u−unn, τ =(τijnj),
τn = τijnjni, τt = τ−τnn jsou normálové a tečné složky vektor̊u rychlosti a napět́ı. V daľśım užijeme
Einsteinovu sumaci.
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Úloha zatěžováńı dlouhé kosti s kostńı dřeńı vede na úlohu:

Úloha (P): hledáme funkci u : Ω× I → RN × I, N = 2, 3, a tenzor napět́ı τij : Ω× I → RN×N × I
splňuj́ıćı

ρ(
∂ui

∂t
+ uk

∂ui

∂xk
) =

∂

∂xj
τij + fi v Ω× I; (2.5)

div u = 0 v Ω× I; (2.6)

τij = −pδij + ĝDijD
−1/2
II + 2µ̂Dij ;

kde DII 6= 0, | τD |≤ 2
1
2 ĝ jestliže DII = 0,

(2.7)

s okrajovými podmı́nkami
τijnj = Pi na Γτ × I, (2.8)

u(x, t) = u1(x, t) na Γu × I, (2.9)

a s bilaterálńımi kontaktńımi podmı́nkami s lokálńım zákonem třeńım na Γ12
c

u1
n − u2

n = 0 a | τ12
t |≤ F12

c | SD12 |,
jestliže | τ12

t |< F12
c | SD12 | potom u1

t − u2
t = 0,

jestliže | τ12
t |= F12

c | SD12 | potom existuje λ ≥ 0 takové, že u1
t − u2

t = −λτ12
t ,

(2.10)

kde F12
c je koeficient třeńı, u1

n = u1
i n

1
i , u2

n = u2
i n

2
i = −u2

i n
1
i , τ12

n = τ1
n = −τ2

n, τ12
t = τ1

t = τ2
t ,

a počátečńı podmı́nku
u(x, t0) = 0. (2.11)

Polož́ıme-li SD =| τD | a jestliže | τD | definujeme pomoćı (2.4), potom dostáváme | τD |=
2

1
2 ĝ + 2µ̂ | D(u) |. Tedy kontaktńı podmı́nka (2.10) záviśı na řešeńı vyšetřované úlohy.

Poznámka 2.1 Jestlǐze SD12 =| τ12
n |, potom (2.10) představuje klasický Coulomb̊uv zákon třeńı.

Je-li F12
c = 0 potom máme úlohu bez třeńı.

3 Variačńı řešeńı úlohy

Zavedeme Sobolevovy prostory jako prostory všech vektorových funkćı jež maj́ı zobecněné derivace
řádu “s” tvaru [Hs(Ω)]k ≡ Hs,k(Ω), kde Hs(Ω) ≡ W s

2 (Ω). Jejich normu označ́ıme ‖ . ‖s,k a skalárńı
součin jako (., .)s (pro každé celé k). Polož́ıme H0,k(Ω) ≡ L2,k(Ω). Zavedeme prostor C∞0 (Ω) jako pros-
tor všech funkćı v C∞(Ω) s kompaktńım nosičem v Ωι, ι = 1, 2. Označ́ıme C∞0 (Ω,RN ) = [C∞0 (Ω)]N ,
N = 2, 3. Zavedeme prostor Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, jako prostor všech měřitelných funkćı takových,
že ‖ f ‖Lp(Ω)= (

∫
Ω
| f(x) |p dx)1/p < +∞. L∞(Ω) je prostor všech měřitelných funkćı s.v. na

Ω a takových, že ‖ f ‖∞= essΩsup| f(x) | je konečné. Lp(I; X), 1 ≤ p < +∞, je prostor funkćı
f : I → X takových, že ‖ f(.) ‖X∈ Lp(I). Dále definujeme pro s ≥ 1 následuj́ıćı prostory a množiny:

1Hs,N (Ω) = u2
ι=1

1Hs,N (Ωι) = {v | v ∈ Hs,N (Ω),div v = 0 v ∪2
ι=1Ω

ι,

v1
n − v2

n = 0 na Γ12
c }, Vs = {v | v ∈ 1Hs,N (Ω),v = 0 na Γu}, V1 = V, V0 = H.

Potom prostor Vs je Hilbertovým prostorem s normou ‖ . ‖s,N , H1,N (Ω) s normou ‖ . ‖1,N≡‖ . ‖1
a H0,N (Ω) s ‖ . ‖0,N≡‖ . ‖0 . Položme 1H(Ω) = 1H1,N (Ω) ∩ C∞0 (Ω,RN ). Duálńı prostor prostoru Vs

označ́ıme (Vs)′. Položme v′ = ∂v
∂t . Zavedeme prostor

1H = {v | v ∈ L2(I;Vs),v′ ∈ L2(I; H),v(x, t0) = 0}.

Necht’ P(x, t) ∈ L2(I; L2,N (Γτ )), f(x, t) ∈ L2(I;V ′), ρ, ĝ, µ̂ jsou počástech konstantńı a kladné
a necht’ F12

c ∈ L∞(Γ12
c ), F12

c ≥ 0 s.v. na Γ12
c a u1 ≡ 0.
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Pro u,v ∈ H1,N (Ω) definujeme

a(u,v) =
∑2

ι=1 aι(uι,vι) = 2
∫
Ω

µ̂Dij(u)Dij(v)dx,

(u′,v) =
∑2

ι=1(u
ι′,vι) =

∫
Ω

ρu′vdx,

S(v) =
∑2

ι=1 Sι(vι) =
∫
Ω

fividx+
∫
Γτ

Pivids≡ (F,v),
b(u,v,w) =

∑2
ι=1 bι(uι,vι,wι) =

∫
Ω

ρui
∂vj

∂xi
wjdx,

j(v) =
∑2

ι=1 jι(vι) = 2
∫
Ω

ĝ(DII(v))
1
2 dx,

jg(v) =
∑2

ι=1 jι
g(vι) =

∫
Γ12

c
F12

c | SD12 || v1
t − v2

t | ds .

Vynásob́ıme-li (2.5) s (2.7) výrazem v − u(t), integrujeme-li přes Ω, užijeme-li Greenovu větu a
okrajové podmı́nky, potom dostáváme variačńı formulaci úlohy:

Úloha (P)v: Hledáme funkci u takovou, že u ∈ 1H a splňuj́ıćı
∫

I
[(u′(t),v − u(t)) + a(u(t),v − u(t)) + b(u(t),u(t),v − u(t))+

j(v(t))− j(u(t)) + jg(v(t))− jg(u(t))]dt ≥ ∫
I
S(v − u(t))dt ∀v ∈ 1H, t ∈ I.

(3.1)

Bilineárńı forma a(u,v) je symetrická, tj. a(u,v) = a(v,u). Pro u ∈ V existuje konstanta cB > 0
taková, že a(u,u) ≥ cB ‖ u ‖21,N pro všechna u ∈ V . Plat́ı odhady (Temam (1979))

| b(u,v,w) |≤ c4 ‖ u ‖1/2
1,N‖ u ‖1/2

0,N‖ w ‖1/2
1,N‖ w ‖1/2

0,N‖ v ‖s,N , s = 1
2N,

u,w ∈ 1H1,N (Ω),v ∈ Hs,N (Ω),
b(u,u,u) =0 a jelikož F12

c ∈ L∞(Γ12
c ), F12

c ≥ 0, potom jg(u(t)) ≥ 0
pro u,v,w ∈ 1H(Ω) b(u,v,w)+b(u,w,v) =0,
a tedy b(u,u,v) = −b(u,v,u) pro u,v ∈ 1H(Ω).

Hlavńı výsledek dává následuj́ıćı věta

Věta 1: Necht’ N ≥ 2, s = N
2 , f ∈ L2(I;V ′), P ∈L2(I; L2,N (Γτ )), ĝ, µ̂ jsou po částech konstantńı,

F12
c ∈ L∞(Γ12

c ),F12
c ≥ 0 s.v. na Γ12

c . Potom existuje funkce u taková, že

u ∈ L2(I; V ) ∩ L∞(I; H),u′ ∈ L2(I; (Vs)′),
u(x, t0) = 0

a splňuj́ıćı (3.1).

Důkaz: je založen na myšlence užit́ı regularizace (Duvaut, Lions (1976)):
(i) regularizace j(v(t))

jε(v(t)) =
2

1 + ε

∫

Ω

ĝ(DII(v(t)))(1+ε)/2dx, ε > 0 a (j′ε(v),v) ≥ 0. (3.2)

(ii) Jelikož funkcionál jg(v) neńı diferencovatelný v Gâteauxově smyslu, zavedeme jeho regularizaci
jgε(v). Definujme funkci ψε : R → R, ψε(y) =

√
(y2 + ε2)− ε, pro kterou plat́ı y → | y | . Funkce ψε

je diferencovatelná a plat́ı

|| y | −ψε(| y |) |< ε ∀y ∈ R, ε ≥ 0.

Funkcionál jg(v) regularizujeme jeho regularizaćı jgε(v), definovanou

jgε(v(t)) =
∫

Γ12
c

F12
c SD12ψε(| v1

t − v2
t |)ds a plat́ı (j′gε(v),v) ≥ 0 . (3.3)

Třet́ı regularizaci źıskáme zavedeńım vazkého členu η(uεη(t),v))s, kde s = N
2 a η je kladné č́ıslo.

Pro N = 2 je s = 1 a 1Hs,N (Ω) = 1H1,N (Ω), Vs = V a vazký člen je možno zanedbat.
Potom řeš́ıme regularizovanou úlohu:

3



Úloha (Pr)v: naj́ıt uεη ∈ 1H takovou, že
∫

I
[(u′εη(t),v − uεη(t)) + a(uεη(t),v − uεη(t))+

+b(uεη(t),uεη(t),v − uεη(t)) + η((uεη(t),v − uεη(t)))s + jε(v(t))−
−jε(uεη(t)) + jgε(v(t))− jgε(uεη(t))]dt ≥ ∫

I
S(v − uεη(t))dt ∀v ∈ 1H.

(3.4)

Metoda d̊ukazu je analogická d̊ukazu Věty 3 v Nedoma (1995), (2006):
(1) d̊ukaz existence řešeńı (3.4) je založen na Galerkinově metodě;
(2) nalezneme apriorńı odhady I and II nezávislé na ε a η;
(3) dokážeme limitńı procesy Galerkinovy approximace (tj. přes m) a pro ε → 0, η → 0;
(4) jednoznačnost řešeńı (3.1) lze dokázat pouze pro N = 2.

4 Numerické řešeńı

Pro numerickou analýzu se omeźıme pouze na 2D př́ıpad. Necht’ Ωh je approximace Ω v R2 a necht’
jej́ı hranice je ∂Ωh = Γuh ∪ Γτh ∪ Γch. Necht’ Th je děleńı Ωh pomoćı trojúhelńık̊u Th. Necht’ h =
h(Th) je maximálńı pr̊uměr kružnice opsané trojúhelńıku Th. Necht’ Th ∈ Th je trojúhelńık s vrcholy
Pi, i = 1, ..., 3 a Ri jsou středy stran vzhledem k Pi, i = 1, ..., 3. Necht’ {Th} je regulárńı a taková, že
Ωh = ∪Th∈Th

Th.
Necht’ n je celé č́ıslo a položme k = tp/n -časový krok. Necht’

f i+Θ
k =

1
k

∫ (i+Θ)k

ik

f(t)dt, i = 0, ..., n− 1, 0 ≤ Θ ≤ 1, f i+Θ
k ∈ V ′.

Položme u0 = 0. Jestliže u0, ..,ui jsou známá, definujeme ui+1 jako prvek prostoru V . Existenci
funkce ui+1 pro každé pevné k a každé i ≥ 0 lze dokázat. Prostor Vs je aproximován prostorem
lineárńıch nekonformńıch funkćı Vh. Necht’ Vh = {vh | vhi ∈ P ∗1 , i = 1, 2,∀Th ∈ Th, spojité ve středech
stran trojúhelńıku Bj , j = 1, ..,m, a rovné nule v Bj lež́ıćı na Γuh,

∑
i=1,2 ∂vhi/∂xi = 0, vh = 0,x ∈

Ω\Ωh}, kde P ∗1 je prostor všech nekonformńıch lineárńıch polynomů, Vh = {vh | vh ∈ Vh,vh = u1 na
Γuh}.

Bud’ dáno děleńı Th oblasti Ωh. Předpokládejme, že u0
h je dáno v Vh, a takové, že u0

h jde k 0 v
prostoru Vh jestliže h → 0+. Dále předpokládejme, že ‖ u0

h ‖ je omezená. Pro každé k a h definujeme
prvky u0

h, ...,ui
h z prostoru Vh, které jsou odvozeny ze semi-implicitńıho schematu. Časové derivace

jsou aproximovány diferencemi. Jelikož ui+1
h −ui

h

k = ui+Θ
h −ui

h

Θk , 0 ≤ Θ ≤ 1, potom

ui+Θ
h = Θui+1

h + (1−Θ)ui
h, ui+1

h = Θ−1ui+Θ
h − (1−Θ)

Θ
ui

h, 0 ≤ Θ ≤ 1.

Jelikož kontaktńı podmı́nky vyšetřované úlohy záviśı na řešeńı úlohy, potom jh(vh) = jh(ui
h,vh).

Schéma (Psi): Necht’ u0
h, ...., ui

h jsou známa, potom ui+1
h je řešeńı v prostoru Vh a

k−1(ui+1
h − ui

h,vh − ui+Θ
h ) + ah(ui+Θ

h ,vh − ui+Θ
h ) + bh(ui

h,ui
h,vh − ui+Θ

h )+
jh(vh)− jh(ui+Θ

h ) + jgh(vh)− jgh(ui+Θ
h ) ≥ (Fi+Θ

h ,vh − ui+Θ
h ) ∀vh ∈ Vh.

(4.1)

Pro Θ = 1 máme semi-implicitńı schéma, pro Θ = 1
2 Crank-Nicholsonovo schéma.

Necht’ | . |h je norma prostor̊u L2(Ω) ([L2(Ω)]2), ‖ . ‖h prostor̊u Vh a Vh. Podle Temam (1979)
| uh |h≤ d1 ‖ uh ‖h, ‖ uh ‖h≤ S(h) | uh |h ∀uh ∈ Vh, d1 je nezávislá na h. Dále plat́ı odhady
| bh(uh,vh,wh) |≤ d1 ‖ uh ‖h‖ vh ‖h‖ wh ‖h ∀uh,vh,wh ∈ Vh,
kde d1 nezáviśı na h,
| bh(uh,uh,vh) |≤ S1(h) | uh |h‖ uh ‖h| vh |h ∀uh,vh ∈ Vh, kde S1(h) ≤ d1S

2(h), bh(uh,uh,uh) = 0
∀uh ∈ Vh.

Dá se ukázat, že ui
h a ui+1

h , definovaná schematem (Psi), pro Θ ≥ 1
2 splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

4



Věta 2: Necht’ užitá triangulace je regulárńı. Necht’ k, h splňuj́ı podmı́nky kS0(h) ≤ d0, kS(h) ≤ d1,
kde d0, d1 jsou kladné konstanty nezávislé na k, h. Necht’ Θ ≥ 1

2 . Potom ui
h jsou definovány schematem

(Psi) a plat́ı odhady

| ui
h |2≤ c, i = 0, .., n, k

n−1∑

i=0

‖ ui+Θ
h ‖2≤ c, k

n−1∑

i=0

| ui+1
h − ui

h |2≤ c, (4.2)

kde c jsou konstanty nezávislé na k, h.
Důkaz je analogický d̊ukazu z Nedoma (1998).
Schéma (Psi) je stabilńı a konverguje. Důkazy jsou analogické d̊ukaz̊um v Glowinski et al. (1976),

Nedoma (1998), (2003). Jisté pot́ıže souviśı s aproximaćı podmı́nky nestlačitelnosti div vh = 0
(Glowinski et al. (1976), Temam (1979), Nedoma (1998)). Jelikož člen z Dij(u)D−1/2

II (u) vytvář́ı ne-
diferencovatelný funkcionál je možno zavést multiplikátory m = (mij), podobně jako v Duvaut, Lions
(1976), Glowinski (2003), Nedoma (1998). Na této myšlence je založen užitý algoritmus. Aproximo-
vaná úloha pak v každém časovém kroku vede na hledáńı sedlového bodu Lagrangiánu Lh(vk,mn),
založeného na Uzawově algoritmu. V každém kroku Uzawova algoritmu se řeš́ı systém nelineárńıch
rovnic s ř́ıdkou pozitivnědefinitńı matićı. Pro řešeńı této soustavy je použita metoda sdružených gra-
dient̊u.
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