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Abstrakt

V tomto p̌rísp̌evku se budeme zabývat klasifikací lineárních aproximačních úloh s ohledem na jejicȟrešitelnost
ve smyslu formulace tzv. úplného problému nejmenšíchčtverců.

1. Úvod

Uvažujme lineární aproximační úlohu

AX ≈ B , (1)

kdeA ∈ Rm×n a B ∈ Rm×d jsou matice systému a
d-násobná pravá strana,X ∈ Rn×d je matice nezná-
mých. (Pokudd = 1 znǎcíme pravou stranub a vektor
neznámýchx .) Úloha (1) lze ekvivalentě p̌reformulovat

[B |A ]

[
−Id
X

]
≈ 0 .

Způsob aproximace upřesní následující definice.

Definice 1 Minimalizační úlohu

min
G,E,X

‖ [G |E ] ‖F , (A+ E)X = (B +G) , (2)

nazveme úplným problémem nejmenších čtverců (total
least squares problem, TLS).Řešením úplného problému
nejmenších čtverců nazveme libovolnéX splňující (2).

Bez újmy na obecnosti budeme předpokládatm ≥
n + d (v opǎcném p̌rípaďe matici [B |A ] doplníme
nulovými řádky). Dále p̌redpokládejmeAT B 6= 0
(v opǎcném p̌rípaďe, tedy jsou-li obory hodnot maticA a
B vzájemňe ortogonální, snaha aproximovatB pomocí
sloupců maticeA postrádá smysl a lze ukázat, že pro-
blém (2) má triviální̌rešení).

2. Úlohy s jednou pravou stranou

Úplný problém nejmenšícȟctverců prod = 1 (úlohu
s jednou pravou stranou) prvně analyzovali Gene Go-
lub a Charles Van Loan [1], 1980. Ukázali, že úloha
(2) nemá obecňe řešení. Za p̌redpokladu, žěrešení exis-
tuje, nemusí být jednoznačné; zavádí sěrešení mini-
mální v norm̌e.

Sabine Van Huffel a Joos Vandewalle [5], 1991, nazý-
vají problém (2) sd = 1 jež nemá̌rešenínegenerickým.
Zavádejí pro ňej tzv.negenerické řešení, které vždy exis-
tuje a lze definovat tak, že je jednoznačné. Význam ne-
generickéhǒrešení ovšem není příliš zřejmý.

Analýzu problému s jednou pravou stranou uzavíráčlá-
nek Christophera Paige a Zdeňka Strakoše [6], 2006. Za
předpokladu ortogonální invariance úlohy (1) lze uká-
zat, že existují maticeP ∈ Rm×m , P−1 = PT a
Q ∈ Rn×n , Q−1 = QT takové, že

PT [ b |AQ ] =

[
b1 A11 0
0 0 A22

]
(3)

přičemž matice[ b1 |A11 ] má minimální dimenzi p̌res
všechny ortogonální transformace vedoucí na blokově
diagonální strukturu (3). Původní úloha (1) se tak roz-
padne na dva nezávislé podproblémy

A11 x1 ≈ b1 , A22 x2 ≈ 0 .

Lze ukázat [6, 1], že první z obou podproblémů jevždy
řešitelnýve smyslu Definice 1 a navíc jehořešeníx1 je
jednoznačné. PodproblémA11 x1 ≈ b1 nazývámecore
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problémem. Dále lze ukázat, že vektor

x ≡ Q

[
x1

0

]

je identický s řešením minimálním v norm̌e, dle Go-
luba a Van Loana [1], existuje-li, respektive sřešením
negenerickým [5] v p̌rípaďe, že (2)̌rešení nemá. Teorie
core problému tak dává konceptu negenerickéhořešení
dob̌re interpretovatelný význam. Pro podrobnější výklad
viz [6, 2, 3] p̌rípadňe [7].

2.1. Klasická analýza úloh s jednou pravou stranou

O tom, zda problém (2) s jednou pravou stranou má nebo
nemářešení, p̌rípadňe o tom, zdǎrešení, existuje-li, je
jednoznǎcnéči nikoliv, lze rozhodnout na základě pra-
vých singulárních vektorů a distribuce singulárníchčí-
sel rozší̌rené matice[ b |A ] . Uvažujme tedy singulární
rozklad

[ b |A ] = U ΣV T (4)

a

σ1 ≥ . . . ≥ σp > σp+1 = . . . = σn+1 ≥ 0 (5)

singulárníčísla matice[ b |A ] . Dále uvažujme následu-
jící dělení matice pravých singulárních vektorů

V =

[
V11 V12

V21 V22

]
, (6)

kdeV11 ∈ R1×p , V12 ∈ R1×(n−p+1) , V21 ∈ Rn×p ,
V22 ∈ Rn×(n−p+1) . (Pokudσ1 = σn+1 , pakp = 0
aσp , V11 a V21 neexistují. V [5] mají bloky matice (6)
jiné pǒradí.) Platí následující v̌eta.

Věta 1 Necht’ je dána lineární aproximační úloha (1) a
d = 1 . Uvažujme singulární rozklad (4) , se značením
zavedeným v (5)–(6).

Úplný problém nejmenších čtverců (2) má řešení tehdy
a jen tehdy, kdyžV12 6= 0 .

Navíc pokudp = n , pak je toto řešení jednoznačné,
pokudp > n pak lze zkonstruovat řešení minimální
v normě.

Důkaz viz [1, 5]. (V opǎcném p̌rípaďeV12 = 0 lze vždy,
jak již bylo řečeno, zkonstruovat jednoznačné negene-
rické řešení, viz [4, 5], které však nenířešením úlohy
(2) ve smyslu Definice 1.)

3. Úlohy s násobnou pravou stranou

V článku [6] je pro úlohy s jednou pravou stranou vyu-
žito klasické analýzy, zde shrnuté ve Věťe 1, k důkazu

jednoznǎcnéřešitelnosti core problému ve smyslu Defi-
nice 1. Naší snahou je rozšířit tuto teorii, zejména ideu
redukce úlohy na core problém, na úlohy s násobnou
pravou stranou, tedy prod > 1 . Je tedy nutné v̌eďet,
kdy je daný úplný problém nejmenšíchčtverců (2)̌reši-
telný.

Analýzou existence a jednoznačnosti řešení pro úlohy
s násobnou pravou stranou se zabývali Sabine Van Hu-
ffel a Joos Vandewalle, [5]. Analyzovali však jen ně-
které speciální případy, obecná analýza chybí, viz [5,
poznámka na str. 66]. Navzdory tomu algoritmus proře-
šení úplného problému nejmenšíchčtverců, tzv.TLS al-
goritmus, viz [4], [5, Algoritmus 3.1, str. 87–88], vrátí
„ řešení” pro libovolnou úlohu (1). Jedním z kroků ve-
doucích k rozší̌rení teorie core problému na úlohy s ná-
sobnou pravou stranou tak je zúplnění analýzy̌rešitel-
nosti problému (2).

3.1. Klasická analýza úloh s více pravými stranami

Speciální p̌rípady analyzované v [5] budeme opět iden-
tifikovat pomocí pravých singulárních vektorů a distri-
buce singulárnícȟcísel rozší̌rené matice[B |A ] . Uva-
žujme tedy singulární rozklad

[B |A ] = U ΣV T (7)

a

σ1 ≥ . . . ≥ σp > σp+1 = . . . = σn+1 = . . .

= σn+e > σn+e+1 ≥ . . . ≥ σn+d ≥ 0
(8)

singulární̌císla matice[B |A ] . Dále uvažujme následu-
jící dělení matice pravých singulárních vektorů

V =

[
V11 V12 V13

V21 V22 V23

]
, (9)

kde V11 ∈ Rd×p , V12 ∈ Rd×(n−p+e) , V13 ∈
Rd×(d−e) , V21 ∈ Rn×p , V22 ∈ Rn×(n−p+e) , V23 ∈
Rn×(d−e) . (Pokudσ1 = σn+1 , pakp = 0 aσp , V11

a V21 neexistují, obdobňe pokudσn+1 = σn+d , pak
e = d aσn+e+1 , V13 a V23 neexistují. V [5] je ďelení
matice (9) zavedeno jinak, bloky mají navíc jiné pořadí.)
Platí následující v̌eta.

Věta 2 Necht’ je dána lineární aproximační úloha (1).
Uvažujme singulární rozklad (7) , se značením zavede-
ným v (8)–(9).

Necht’rank ( [V12 |V13 ] ) = d a zároveňp = n (tedy
[V12 |V13 ] je čtvercová nesingulární matice). Pak úplný
problém nejmenších čtverců (2) má řešení a toto řešení
je jednoznačné.

Necht’rank ( [V12 |V13 ] ) = d a zároveňe = d (tedy
všechna singulární čísla počínajeσp+1 jsou si rovna).
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Pak úplný problém nejmenších čtverců (2) má neko-
něcně mnoho řešení, lze zkonstruovat řešení minimální
v normě (spektrální i Frobeniově).

Necht’ rank ( [V12 |V13 ] ) < d . Pak úplný problém
nejmenších čtverců (2) nemá řešení.

Důkaz viz [5]. V p̌rípaďe, žerank ( [V12 |V13 ] ) < d ,
lze vždy zkonstruovat jednoznačné negenerické̌rešení,
viz [4, 5].

Všimněme si, že zatímco V̌eta 1říká, že existencěre-
šení jeekvivalentnís nenulovostí jistého bloku matice
V , Věta 2 pouze implikuje existenciřešení ve dvou spe-
ciálních p̌rípadech.

3.2. Revize analýzy úloh s více pravými stranami

P̌rípad

rank ( [V12 |V13 ] ) = d , p < n , e < d (10)

není z hlediskařešitelnosti ve smyslu Definice 1
v nám známé literatǔre vůbec analyzován. Ob-
vykle je tento p̌rípad interpretován následujícím způ-
sobem: Protože aproximační úloha (1) je chápána
jako perturbacepůvodňe kompatibilního systému, jsou
všechna singulární̌císla, tedy iσn+e+1 , . . . , σn+d ,
zatížena chybou. Nahradíme-li tato singulárníčísla
čísly σ̃n+e+1 , . . . , σ̃n+d rovnýmiσn+1 , zredukujeme
obecný p̌rípad (10) vždy na druhý speciální případ po-
psaný V̌etou 2, tzv.truncated TLSkoncept, viz nap̌r.
[5, poslední odstavec na str. 77]. Tím může být diskuze
o existencǐrešení uzav̌rena. S touto myšlenkou pak při-
rozeňe koresponduje fakt, že klasický přístup, prezento-
vaný nap̌r. v [5], pracuje tém̌er výhradňe s celým blo-
kem [V12 |V13 ] . Chceme-li ovšem diskutovatřešitel-
nost problému (2) obecně, bez uvažování dalších per-
turbací úlohy, musíme provést jemnější analýzu úlohy
s více pravými stranami. Pro potřeby této analýzy navr-
hujeme pracovat s blokyV12 aV13 odďeleňe.

Analýzu provedeme pro nejobecnější p̌rípad úlohy (1)
splňující podmínkurank ( [V12 |V13 ] ) = d . Speciální
případy úloh popsaných V̌etou 1 (úlohy s jednou pra-
vou stranou) a V̌etou 2 p̌rirozeňe vyplynou jako p̌rípady
se speciálními hodnotamid , p a neboe . Snadno na-
hlédneme, že maticeV13 ∈ Rd×(d−e) nemůže mít za
předpokladurank ( [V12 |V13 ] ) = d rank v̌etší než
d − e , z čehož vyplývá, že maticeV12 ∈ Rd×(n−p+e)

nemůže mít rank menší neže . Plný (̌rádkový) rank ma-
tice [V12 |V13 ] je tak možno mezi blokyV12 aV13 „roz-
dělit” t řemi různými způsoby. Kdyžrank (V12) = e ,
pak nutňe V13 musí mít plný (sloupcový) rank, tedy
rank (V13) = d − e , opǎcná implikace ovšem ne-
platí. Může se tedy stát, žerank (V13) = d − e a zá-

roveň rank (V12) > e . Třetí a poslední možností je,
že maticeV13 nebude mít plný (sloupcový) rank, tedy
rank (V13) < d − e , pak ale nutňe rank (V12) > e .
Klasifikaci úloh zp̌rehlední následující definice.

Definice 2 Uvažujme značení zavedené v (7)–(9).
Množinu všech úloh (1), které splňují podmínku
rank ( [V12 |V13 ] ) = d , označímeF . Množinu všech
úloh (1), které podmínkurank ( [V12 |V13 ] ) = d ne-
splňují, označímeS . Dále

• množinu všech úloh zF , pro něžrank (V12) = e
(a tedyrank (V13) = d− e ) , označímeF1 .

• Množinu všech úloh zF , pro něžrank (V13) =
d− e a zároveňrank (V12) > e , označímeF2 .

• Množinu všech úloh zF , pro něžrank (V13) <
d− e (a tedyrank (V12) > e ) , označímeF3 .

Množiny F1 , F2 , F3 a S jsou žrejmě disjunktní a
zřejmě platí

⋃3
j=1 Fj = F . Úlohy mající řešení ve

smyslu Definice 1 popsané Větou 1 (p̌rípadd = 1 ) a
Větou 2 (p̌rípadyp = n neboe = d ) vždy spľnují
podmínkurank (V12) = e , paťrí tedy do množinyF1 .
V [8] bylo ukázáno, že platí následující věta zobečnující
toto pozorování.

Věta 3 Necht’ je dána lineární aproximační úloha (1).
Uvažujme singulární rozklad (7) , se značením zavede-
ným v (8)–(9). Předpokládejmerank ( [V12 |V13 ] ) =
d .

Je-li daná úloha z množinyF1 (tedy pokud
rank (V12) = e ) , pak úplný problém nejmenších
čtverců (2) má řešení. Má-li úloha více než jendo ře-
šení, pak lze zkonstruovat řešení minimální v normě
(spektrální i Frobeniově).

Je-li daná úloha z množinyF2 (tedy pokud
rank (V13) = d − e a zároveňrank (V12) > e ), pak
úplný problém nejmenších čtverců (2) má řešení.

Je-li daná úloha z množinyF3 (tedy pokud
rank (V13) < d − e ) , pak úplný problém nejmenších
čtverců (2) nemá řešení.

Naznǎcíme pouze základní myšlenku důkazu, úplný dů-
kaz viz [8]. Lze ukázat, že existenceřešení úplného pro-
blému nejmenšícȟctverců je ekvivalení s existencí or-
togonální maticeW ∈ R(n−p+e)×(n−p+e) takové, že
V12W = [ ∆ |Γ1 ] , Γ1 ∈ Rd×e , kdečtvercová matice
Γ ≡ [ Γ1 |V13 ] je nesingulární. Pro úlohy z množiny
F1 ∪ F2 vždy taková maticeW existuje. Navíc pro
úlohy z množinyF1 vždy existujeW = W0 taková,
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že ∆ = 0 ; jejím užitím konstruujeměrešení mini-
mální v norm̌e, které je jednoznǎcné (nezávislé na volbě
W0 ). Pro úlohy z množinyF2 je ∆ 6= 0 pro libovolné
W ; existence a p̌rípadná jednoznǎcnosťrešení minimál-
ního v norm̌e zatímnení jasná. Pro úlohy z množinyF3

zřejmě žádná maticeW dávající nesingulárníΓ neexis-
tuje.

Oproti tomuřešení úlohy z množinyF spǒctené TLS
algoritmem je jednoznǎcně uřceno libovolnou ortogo-
nální maticí W̄ ∈ R(n−p+d)×(n−p+d) takovou, že
[V12 |V13 ] W̄ = [ 0 | Γ̄ ] , kde čtvercová maticēΓ je
nesingulární. Taková maticēW existuje pro libovolnou
úlohu z množinyF . Pro úlohy z množinyF1 TLS al-
goritmus spǒcte práv̌e řešení problému (2) minimální

v normě (nap̌r. W̄ = diag (W0 , Id−e ) ). Dále lze uká-
zat, žeřešení libovolné úlohy z množinyF2 ∪ F3 vy-
počtené TLS algoritmem není̌rešením odpovídajícího
problému (2); má charakter negenerickéhořešení, které
TLS algoritmus vrací i pro úlohy z množinyS . (Zde je
třeba dát pozor na užitou terminologii, např. v [5] se ter-
mínu negenerické̌rešení používá výhradně v kontextu
úloh z množinyS , v [8] a také zde se o negeneric-
kém řešení hovǒrí navíc i v kontextu úloh z množiny
F2 ∪ F3 ). Negenerické̌rešení není̌rešením úlohy (2)
ve smyslu Definice 1.

Vzájemný vztah mezi vlastnostmi dané úlohy a existencí
řešení problému (2) ǎrešením spǒcteným TLS algorit-
mem shrnuje následující schema.

F1 F2 F3 S

-�

TLS algoritmus vypǒcte

řešení minimální v norm̌e -�

TLS algoritmus vypǒcte
negenerické̌rešení

-�

TLS algoritmus vypǒcte
negenerické̌rešení

-� řešení existuje (∃ řeš. min. v norm̌e?) -� řešení neexistuje

rank (V12) = e

rank (V13) = d − e
-� rank (V12) > e

rank (V13) = d − e
-� rank (V12) > e

rank (V13) < d − e
-�

-�
úlohy, pro kterérank ([ V12 |V13]) = d

-�
rank ([ V12 |V13]) < d

︸ ︷︷ ︸
lineární aproximǎcní úlohaAX ≈ B

4. Závěr

Zda je pro úlohy z množinyF2 smysluplňejší prefero-
vat skutěcné řešení problému (2), které vždy existuje,
či řešení negenerické vypočtené pomocí TLS algoritmu,
není zatím jasné. Obdobně význam samotného negene-
rickéhořešení prod > 1 není p̌ríliš zřejmý.

Užitím datové redukce, která zobecňuje pojem core pro-
blému pro úlohy sd ≥ 1 , viz [8], lze v jistých typic-
kých p̌rípadech (analogických s úlohami s jednou pra-
vou stranou) smysluplnost negenerickéhořešení inter-
pretovat obdobňe jako v p̌rípaďed = 1 . Zda mezi tyto
případy mohou patřit i úlohy z množinyF2 zatím není
jasné.

Na druhou stranu je v [8] ukázáno, že existuje celá třída
problémů, pro ňež vykazuje koncept negenerickéhoře-
šení ne zcela uspokojivé chování. Ilustrujme tento jev na
příkladu.

Příklad 1 Uvažujme dvě (nezávislé) úlohy (1) s jednou

pravou stranou, které jsou dány ve formě core problémů

AI
11 x

I
1 ≈ bI1 , AII

11 x
II
1 ≈ bII1

a mají tedy dle [6] jednoznačné řešení. Přepokládejme,
že

σmin ([ bI1 |A
I
11 ]) > σmax ([ bII1 |A

II
11 ]) .

Jinak řečeno, všechna singulární čísla prvního core pro-
blému jsou ostře větší než největší singulární číslo dru-
hého core problému. V [8] je ukázáno, že rozšířená ma-
tice approximačního problému

[
AI

11 0
0 AII

11

]
X ≈

[
bI1 0
0 bII1

]
, (11)

má minimální dimenzi a představuje tak analogii core
problému v dané úloze se dvěma pravými stranami. Dále
je v [8] ukázáno, že TLS algoritmus aplikován na (11)
vrátí negenerické řešení

X =

[
xI

1 0
0 0

]
,
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namísto intuitivně očekávaného

X =

[
xI

1 0
0 xII

1

]
.

Zde prezentovaná analýza a dosavadní výsledky nazna-
čují, že zdánliv̌e elementární formulace úplného pro-
blému nejmenšícȟctverců (2) pro úlohy s více pravými
stranami je mnohem komplikovanější a komplexňejší
než je tomu u úloh s jednou pravou stranou. Vzhle-
dem k tomu, že existuje reálná potřebařešit aproximǎcní
úlohy s více pravými stranami (např. multi-input multi-
output dynamické systémy v teoriiřízení), bude ťreba
dalšího studia dané problematiky.
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