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Abstrakt

V tomto prispévku se budeme zabyvat klasifikaci linearnich aprokimigh Gloh s ohledem na jejidieSitelnost
ve smyslu formulace tzv. Gplného problému nejmenstoircil.

1. Uvod
Uvazujme linearni aproxin@ai tGlohu

AX = B, 1)
kde A € R™*" a B € R™*? jsou matice systému a
d-ndsobna prava strangf € R"*¢ je matice nezna-

mych. (Pokudl = 1 zn&ime pravou stranti a vektor
neznamych: .) Uloha (1) Ize ekvivaler preformulovat

[B|A] { }’d} ~ 0.

Zplisob aproximace upsni nasledujici definice.

Definice 1 Minimalizaéni Glohu

Quin [[GIE]]r, (A+E)X = (B+G), (2)

nazveme Uplnym problémem nejmensich ¢tvercl (total
least squares problem, TL&eSenim Gpiného problému

nejmensich &tverclti nazveme libovaki&pliujici (2).

Bez Ujmy na obecnosti budemdepdpokladatm >
n + d (v op&ném ipace matici [ B | A] doplnime
nulovymi fadky). Dale pedpokladejmed” B # 0
(v op&ném fipack, tedy jsou-li obory hodnot mati¢ a
B vzajemré ortogonalni, snaha aproximovatpomoci

sloupcll maticed postrada smysl a Ize ukazat, Ze pro-

blém (2) ma trivialniFeSeni).
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2. Ulohy s jednou pravou stranou

Uplny problém nejmensichtverct prod = 1 (Glohu

s jednou pravou stranou) prgranalyzovali Gene Go-
lub a Charles Van Loan [1], 1980. Ukazali, Zze Uloha
(2) nemé obeaareSeni. Za fedpokladu, ZéeSeni exis-
tuje, nemusi byt jednoziaé; zavadi séeSeni mini-
malni v norng.

Sabine Van Huffel a Joos Vandewalle [5], 1991, nazy-
vaji problém (2) si = 1 jez nem&eSeninegenerickym
Zavadeji pro Bj tzv.negenerické feSeriteré vzdy exis-
tuje a Ize definovat tak, Ze je jednozfm&. Vyznam ne-
generickéhdeSeni ovsem nenfilis zifejmy.

Analyzu problému s jednou pravou stranou uzatiéa
nek Christophera Paige a Ztlea StrakoSe [6], 2006. Za
predpokladu ortogonalni invariance alohy (1) Ize uka-
zat, Ze existuji matice®> € R™*m, p~t = pT a
Qe R™™, Q! = QT takové, ze

b1||A11| 0
3
o0 [4n] ©

PT[b]AQ] =

pricemz matice b; | A11 ] ma miniméalni dimenzi fes
vSechny ortogonalni transformace vedouci na blékov
diagonalni strukturu (3). Plvodni tloha (1) se tak roz-
padne na dva nezavislé podproblémy

Allxlzbl, AQQIQ%O.

Lze ukazat [6, 1], Ze prvni z obou podproblémivisly
feSitelnyve smyslu Definice 1 a navic jefiesSenix; je
jednoznacnéPodproblémd; z; ~ b; hazyvamecore
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problémem. Déle Ize ukazat, ze vektor
T1
° [
je identicky sfeSenim minimalnim v norén dle Go-
luba a Van Loana [1], existuje-li, respektivedeSenim
negenerickym [5] v fipacg, ze (2)feSeni nema. Teorie
core problému tak dava konceptu negenerické&l$eni

dol¥e interpretovatelny vyznam. Pro podrad$i vyklad
viz [6, 2, 3] pfipadre [7].

Tr =

2.1. Klasicka analyza uloh s jednou pravou stranou

jednozn&néresitelnosti core problému ve smyslu Defi-
nice 1. Nasi snahou je rof8ituto teorii, zejména ideu
redukce Ulohy na core problém, na ulohy s nasobnou
pravou stranou, tedy pré > 1. Je tedy nutné é&ckt,
kdy je dany GpIny problém nejmensictverch (2)fesi-
telny.

Analyzou existence a jednozireostifeSeni pro Glohy

s nasobnou pravou stranou se zabyvali Sabine Van Hu-
ffel a Joos Vandewalle, [5]. Analyzovali vSak je@n
které specialni pfipadyobecna analyza chybi, viz [5,
poznamka na str. 66]. Navzdory tomu algoritmus f@o
Seni GpIného problému nejmensittherct, tzvTLS al-

O tom, zda problém (2) s jednou pravou stranou mé nebogoritmus viz [4], [5, Algoritmus 3.1, str. 87—88], vrati

nemareseni, pipadré o tom, zdaeSeni, existuje-li, je
jednozn&néci nikoliv, Ize rozhodnout na zakl&dpra-
vych singularnich vektort a distribuce singularnidh
sel rozSiené maticd b| A]. Uvazujme tedy singularni
rozklad

[b|A] = UZVT (4)

01> ...>0p > 0py1 = ... =0py1 >0 (5)

singularnicisla maticg b | A]. Dale uvazujme néasledu-
jici déleni matice pravych singularnich vektorl

v=| |

kdeVi; € RY>P, Vp € RIX(=ptl) [ yp) € R™*P,
Vap € RM*(n=pt1) (Pokudo; = 0,41, pakp = 0
ao,, Vi1 a Vo neexistuji. V [5] maji bloky matice (6)
jiné paadi.) Plati nasledujiciéta.

Vi1
Vai

Via

Vs (6)

Véta 1 Necht je danalinearni aproximacni tloha (1) a
d = 1. Uvazujme singularni rozklad (4), se znatenim
zavedenym v (5)—(6).

Uplny problém nejmensich ¢tvercl (2) ma feSeni tehdy prx(d—e)

a jen tehdy, kdy¥i, # 0.

Navic pokudp = n, pak je toto feSeni jednoznacné,
pokudp > n pak Ize zkonstruovat feSeni minimalni
vV norme.

Dlkaz viz[1, 5]. (V op&ném fipac@ Vi, = 0lze vzdy,
jak jiz bylo feeno, zkonstruovat jednoztr@é negene-
rické feSeni, viz [4, 5], které vSak neréSenim Ulohy
(2) ve smyslu Definice 1.)

3. Ulohy s nasobnou pravou stranou

V €lanku [6] je pro ulohy s jednou pravou stranou vyu-
Zito klasické analyzy, zde shrnuté vé® 1, k diikazu
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~redeni” pro libovolnou Glohu (1). Jednim z krokl ve-
doucich k roz8eni teorie core problému na Ulohy s na-
sobnou pravou stranou tak je zagii analyzyfeSitel-
nosti problému (2).

3.1. Klasicka analyza uloh s vice pravymi stranami

Specialni pipady analyzované v [5] budemeé&den-
tifikovat pomoci pravych singularnich vektorll a distri-
buce singularnicl@isel rozSiené maticg B | A]. Uva-
Zujme tedy singularni rozklad

[B|A] =UxVT (7)
a
012 ...20p > 0Opyl = ... = Opg1 = ... (®)
= On4e > Ontetl > .2z On+d >0

singularnicisla matice B | A]. Dale uvazujme néasledu-
jici déleni matice pravych singularnich vektorl

Vii | Viz | Vs

V =
Vaor | Vao | Vas |7

)

kde Vi; € Rpr, Via € Rdx(n7p+e)’ Vis €
Rdx(d—e)’ Vo, € R7XP Vi € Rnx(n—p—&-e), Vas €
.(POkUdUl = Op+1, pakp = anp, Vi1
a Vo1 neexistuji, obdobé pokudo,, 11 = onta, pak
e = daopier1, Viz a Voz neexistuji. V [5] je @&leni
matice (9) zavedeno jinak, bloky maji navic jin&adi.)
Plati nasledujici éta.

Véta 2 Necht je dana linearni aproximacni tloha (1).
Uvazujme singularni rozklad (7), se znatenim zavede-
nym v (8)—(9).

Nechtrank ([ Vi |Vi3]) = d a zarovefp = n (tedy
[Vi2 | Vi3] je Ctvercova nesingularni matice). Pak Uplny
problém nejmensich ¢tvercll (2) ma feSeni a toto feSeni
je jednoznacné.

Nechtrank ([Vi2|Viz]) = d a zarovere = d (tedy
v3echna singularni Cisla pocCinajg, jsou si rovna).
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Pak Uplny problém nejmensich &tvercll (2) ma neko- rovel rank (Vi2) > e. Treti a posledni moznosti je,
netné mnoho feSeni, Ize zkonstruovat feSeni minimalnize maticeV;;3 nebude mit piny (sloupcovy) rank, tedy

v normeé (spektralni i Frobeniové).

Necht rank ([Vi2 | Vig]) < d. Pak Gplny problém
nejmensich &tvercll (2) nema feseni.

Dukaz viz [5]. V gfipade, Zerank ([ Vi | Vis]) < d,
Ize vzdy zkonstruovat jednozéaé negenerickéeseni,
viz [4, 5].

VSimnéme si, Ze zatimco &ta 1fika, Ze existencée-
Seni jeekvivalentnis nenulovosti jistého bloku matice
V', Véta 2 pouze implikuje existeni@Seni ve dvou spe-
cidlnich gipadech.

3.2. Revize analyzy uloh s vice pravymi stranami
Pripad

rank ([Vi2|Vis]) =d, p<n, e<d (10)

neni z hlediskafeSitelnosti ve smyslu Definice 1
v nam znamé literafie vibec analyzovan. Ob-
vykle je tento fiipad interpretovan nasledujicim zp0-
sobem: Protoze aproxirdai Uloha (1) je chapana
jako perturbaceplivodré kompatibilniho systémijsou
vSechna singularncisla, tedy iopier1, .- Onid,
zatizena chybou. Nahradime-li tato singulagigla
CislyGpyet1s -+ s Tntq FOVNYMio, 11, zredukujeme
obecny pipad (10) vzdy na druhy specialnfipad po-
psany \etou 2, tzv.truncated TLSkoncept, viz nap

rank (Vi3) < d — e, pak ale nutdrank (Vi2) > e.
Klasifikaci tloh zgiehledni nasledujici definice.

Definice 2 Uvazujme znaceni zavedené v (7)—(9).
Mnozinu vSech dloh (1), které splhuji podminku
rank ([Vi2|Vi3]) = d, oznatimeF . MnozZinu vSech
dloh (1), které podminkuank ([Vi2|Vis]) = d ne-
spliuji, oznacimé . Dale

e mnozinu vSech UlohZ , pro nézrank (V12) = e
(atedyrank (Vi3) = d —e), oznaCimeF; .

e MnoZinu vS8ech Uloh #, pro néZrank (Vi3) =
d — e a zarovefrank (V13) > e, oznatimer; .

e MnoZinu vSech Uloh Z, pro nézrank (Vi3) <
d — e (atedyrank (V12) > e), oznaCimeFs.

Mnoziny 7, F2, F3 a S jsou Zejmeé disjunktni a
ziejmé pIatiU?Z1 F; = F. Ulohy majicifeSeni ve
smyslu Definice 1 popsanéétbu 1 (fipadd = 1) a
Vétou 2 (fiipadyp = n neboe = d) vzdy sphuji

podminkurank (Vi3) = e, pafi tedy do mnoziny#; .

V [8] bylo ukazano, ze plati nasledujicdta zobeiujici
toto pozorovani.

Véta 3 Necht' je dana linearni aproximacni tloha (1).
Uvazujme singularni rozklad (7), se znacenim zavede-
nym v (8)—(9). Pfedpokladejmenk ([ V12 | Vis]) =

[5, posledni odstavec na str. 77]. Tim miiZe byt diskuze d -

o0 existencieseni uzakena. S touto myslenkou pakip
rozere koresponduje fakt, Ze klasickyigtup, prezento-
vany naj. v [5], pracuje témdr vyhradé s celym blo-
kem [ V15| Vi3]. Chceme-li ovS8em diskutovdesitel-
nost problému (2) obeé&y bez uvazovani dalSich per-
turbaci Ulohy, musime provést jedsi analyzu Glohy
s vice pravymi stranami. Pro geby této analyzy navr-
hujeme pracovat s bloky/ > a V3 odcElere.

Analyzu provedeme pro nejobegsi gipad ulohy (1)
sphujici podminkuank ([Vi2 | Viz]) = d. Speciélni
pfipady uloh popsanych &tou 1 (Glohy s jednou pra-
vou stranou) a ¥tou 2 girozere vyplynou jako pipady
se specialnimi hodnotarai, p a neboe. Snadno na-
hiédneme, Ze matict; € R¥*(9=¢) nemiize mit za
predpokladurank ([ V12 |Vis]) = d rank \etSi nez
d — e, z tehoZ vyplyva, Ze matick}, € RIx(n—prte)
nemuize mit rank mensi nez Plny fadkovy) rank ma-
tice[ V12 | Vi3] je tak mozno mezi bloky;» aVis ,roz-
délit” tfemi rbznymi zplisoby. Kdyzank (Vi2) = e,
pak nutré Vi3 musi mit plny (sloupcovy) rank, tedy
rank (Vi3) = d — e, op&na implikace ovSem ne-
plati. MUZe se tedy stat, 2ank (Vi3) = d — e a za-
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Je-li dand dudloha z mnoZinyF; (tedy pokud
rank (Vi2) = e), pak Uplny problém nejmenSich
¢tvercll (2) ma feSeni. Ma-li Uloha vice nezZ jendo fe-
Seni, pak Ize zkonstruovat feSeni minimalni v normé
(spektralni i Frobeniové).

Je-li dand Uloha z mnoziny#, (tedy pokud
rank (Vi3) = d — e a zarovefrank (Vi2) > e), pak
Gplny problém nejmensich ¢tverclt (2) ma feseni.

Je-li dand Uloha z mnozinyF; (tedy pokud
rank (Vi3) < d — e), pak Uplny problém nejmensich
¢tvercll (2) nema feseni.

Nazn&ime pouze zakladni myslenku diikazu, Gplny du-
kaz viz [8]. Lze ukazat, Ze existent&Seni Uplného pro-
blému nejmensickitvercti je ekvivaleni s existenci or-
togonalni maticdV € R(»—pte)x(n—pte) takové, Ze
VieW = [A|Ty], Ty € R¥¥¢, kdettvercova matice

I' = [T'1| Vi3] je nesingularni Pro Glohy z mnoziny
F1 U Fy vzdy takova maticdV existuje. Navic pro
Ulohy z mnozinyF; vzdy existujeW = W, takova,
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ze A = 0; jejim uzitim konstruujeméeSeni mini-
malni v norng, které je jednozréé (nezavislé na volb
Wo ). Pro dlohy z mnoziny%, je A # 0 pro libovolné
W ; existence afipadna jednozrémostteSeni minimal-
niho v norn@ zatimneni jasnaPro Glohy z mnozinyF;
zfejmé zadna matic@& davajici nesingularii' neexis-
tuje.

Oproti tomufeSeni Glohy z mnoziny spctené TLS
algoritmem je jednozr@é ur€eno libovolnou ortogo-
nalni matici W e R(—p+d)x(n—p+d) takovou, Ze
[Vi2|Vi3]W = [0|T'], kde ttvercova maticd je
nesingularni. Takova matidé” existuje pro libovolnou
Ulohu z mnozinyF . Pro Glohy z mnoziny%; TLS al-
goritmus spote prae feseni problému (2) minimalni

v normeé (nag. W = diag (Wy, I4_.)). Dale Ize uka-
zat, zefeSeni libovolné Ulohy z mnozing, U F5 vy-
poctené TLS algoritmem nerfeSenim odpovidajiciho
problému (2); méa charakter negenerické&bseni, které
TLS algoritmus vraci i pro Ulohy z mnoziny . (Zde je
tfeba dat pozor na uZzitou terminologii, rfap [5] se ter-
minu negenerickéeSeni pouziva vyhraénv kontextu
tloh z mnozinyS, v [8] a také zde se o negeneric-
kém feSeni hov@i navic i v kontextu Uloh z mnoziny
F> U F3). Negenerick&eSeni nenfeSenim udlohy (2)
ve smyslu Definice 1.

Vzajemny vztah mezivlastnostmi dané tlohy a existenci
feSeni problému (2) &eSenim spétenym TLS algorit-
mem shrnuje nasledujici schema.

TLS algoritmus vypote TLS algoritmus vypote TLS algoritmus vypote
Fedeni minimalni v nori@ negenerick&eseni negenerick&eseni
l«—— FeSeni existujeq feS. min. v norma?) e feSeni neexistuyje——

Fi Fa

rank (Vi2) = e rank (Vi2) > e

F3 S

rank (Vi2) > e

< rank (Viz) = d—e - rank (Vi3) = d—e

gk rank (Vi3) < d—e

»le >

ulohy, pro které&ank ([Vi2 | Vis]) = d

rank([V12|V13]) <d

~
lineérni aproximéni UlohaA X ~ B

4, Zaver

Zda je pro ulohy z mnozinyr; smysluplr@jSi prefero-
vat skuté€néreSeni problému (2), které vzdy existuje,
Ci feSeni negenerické vyptené pomoci TLS algoritmu,
neni zatim jasné. Obdobrvyznam samotného negene-
rickéhofeSeni pral > 1 neni @ili§ zfejmy.

Uzitim datové redukce, ktera zoliage pojem core pro-
blému pro dlohy si > 1, viz [8], Ize v jistych typic-
kych pripadech (analogickych s Glohami s jednou pra-
vou stranou) smysluplnost negenerickée8eni inter-
pretovat obdobéjako v gipace d = 1. Zda mezi tyto
pfipady mohou pdit i tlohy z mnozinyF, zatim neni
jasné.

Na druhou stranu je v [8] uk&dzéno, Ze existuje celdat
problémd, pro 87 vykazuje koncept negenerickéfe

pravou stranou, které jsou dany ve formé core problém{

Aol ~ ol Al ol
a maji tedy dle [6] jednoznacné feSeni. Pfepokladejme,
ze

Tmin ([01 | A11]) > omax ([ AT1]) -

Jinak feceno, vSechna singulérni ¢isla prvniho core pro-
blému jsou ostfe vétsi nez nejvétsi singularni ¢islo dru-
hého core problému. V [8] je ukazano, Ze rozSifena ma-
tice approximacniho problému

o) = b o

0 | A3
ma minimalni dimenzi a pfedstavuje tak analogii core
problému v dané Uloze se dvéma pravymi stranami. Déle
je v [8] ukazano, Zze TLS algoritmus aplikovan na (11)

Seni ne zcela uspokojive chovani. llustrujme tento jev na yrati negenerické fedeni

prikladu.

Priklad 1 Uvazujme dvé (nezavislé) ulohy (1) s jednou
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namisto intuitivné oc¢ekavaného

I
_ |2 | 0
X_{O xl}'

Zde prezentovana analyza a dosavadni vysledky nazna-

Cuji, ze zdanlie elementarni formulace Uplného pro-
blému nejmensichitvercil (2) pro Glohy s vice pravymi
stranami je mnohem komplikovajsi a komplexajsi

nez je tomu u Uloh s jednou pravou stranou. Vzhle-

dem k tomu, Ze existuje realna petbaresit aproximani
Ulohy s vice pravymi stranami (napnulti-input multi-
output dynamické systémy v teofiizeni), budefeba
dalSiho studia dané problematiky.
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