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Abstrakt:

K6d FEC byl sestaven k feseni (stacionarnich) kontaktnich problémi v linearni pruznosti. Vypracovana
modifikace tohoto kédu je pripravena k teseni dynamickych kontaktnich problémi v linearni pruznosti.
Casova diskretizace je provedena jednoduchou semi-implicitni metodou, pFiblizné feseni je hledano metodou
konecnych prvki.

Predlozena studie je vyzkumnou zpravou projektu MPO CR &. FT-TA/087 za rok 2006.
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1 Uvod

1.1 Uvod, motivace

Matematicky model jednostranného kontaktu pruznych téles ma rozsahlé dulezité aplikace od pramy-
slového vyvoje az po napiiklad vyzkum biomechaniky lidského skeletu. Program s pracovnim nizvem
FEC (resp. FEC 3D), sestaveny za uCelem FeSeni stacionarnich kontaktnich dloh v line4rni pruZnosti
metodou kone¢nych prvki ve tiech prostorovych dimenzich, byl jiz na UI AV CR pouzivan ke studiu
nékterych aplikaci v biomechanice a v geomechanice. Software FEC je popsan v technickych zpravich
[5], [8] & [10]. Vychozi kod pouziva formulaci kontaktu pomoci podminek Signoriniho typu spole¢né
s Trescovym modelem tfeni.

Zde prezentovani modifikace je p¥ipravena pro numerické simulace dynamického modelu pomoci
semi-implicitni ¢asové diskretizace s pevné danym ¢asovym krokem. Ve formulaci jsou oproti ptvodni
stacionarni verzi zahrnuty setrva¢ny ¢len a tlumici ¢len, dile mohou oproti pivodni verzi hodnoty
okrajovych podminek (Dirichletovy a Neumannovy) obecné zaviset na Case. V kazdém ¢asovém kroku
je FeSena uloha, jejiz struktura je totozna se strukturou stacionérni tlohy feSené pivodni verzi kédu
FEC.

Predlozena verze nezahrnuje tieni, fesi tedy jen dynamickou Signoriniho kontaktni tlohu. Imple-
mentace v8ak zohlediiuje nasledné pfimocaré rozsifeni jak na dlohy se tfenim, tak na dlohy v linedrni
vazko-pruznosti. Motivaci pro vyvoj kédu jsou zejména aplikace v biomechanice lidskych kloubu a je-
jich nghrad, viz napiiklad [12], [16]. Vyvoj byl soutasti projektu MPO CR pod oznatenim FT-TA/087.

1.2 Fyzikalni formulace

Mgjme oblast Q piedstavujici 5 jednotlivych pruznych teles Q = US_,;Q° C R3 ve tfirozmérném
prostoru. Hranici oblasti rozdélme disjunktn& podle uvazovanych okrajovych podminek na 02 =
I'pul'y UL, pfiemz I'c = U, I'0?, kde I'y® = I'y NI’ pfedstavuje kontaktni rozhrani mezi télesy Q"
a Q% T C 90°. Uvazujme &asovy interval I = (0,7, v némZ budeme vyvoj mechanického systému
studovat. Hledame posunuti u : I x  — R3, spliiujici nasledujici:
V kazdém télese (2° je splnéna pohybova rovnice
2 0
p@qua&ufdwa(u) =g vIxQ, (1.1)
kde p > 0 je materialova hustota (konstantni na télese Q°) a o > 0 je (maly) tlumici parametr. Pro
tensor napéti o uvazujeme vztah dany zobecnénym Hookovym zdkonem, o je tedy linearné zavislé na
linearizovaném tensoru deformace (tensoru malych deformaci) e(u):

o(u) = Ce(u) (1.2)
e(u) = %(VquVTu) (1.3)

a plati podminky symetrie a podminky positivni definitnosti, viz napfiklad [5], [9]. Program FEC je
navic pfipraven a pouZivan pro piipad izotropniho materislu; pro kazdou oblast Q2 jsou zadavany dvé
materidlové konstanty: Youngiv modul pruznosti E a Poissonova konstanta o.
Na hranici I'y, uvazujeme télesa pevné uchycena, posunuti je tedy pfedepsdno pomoci Dirichletovy
okrajové podminky
u=up nal xTDy, (1.4)

zatimco na hranici I'g je pfedepsano zatiZeni téles pomoci Neumannovy okrajové podminky
on=f mnalxTp, (1.5)

kde n znadi normélovy vektor k hranici I'p. Jak up tak f se mohou ménit v zavislosti na Case.
Na kontaktnim rozhranni pfedepisujeme Signoriniho podminku nepronikini

[u-n]"” <0, o, <0

onlu-n|"”" =0 na I, (1.6)



kde [%]"* := %" — %* znad{ skok hodnoty * na rozhrani téles Q" a Q°, kde n znadi jednotkovy norméalovy
vektor ke kontaktni hranici I',* a kde o, = (6 n) - n je normalova ¢ast tensoru napéti o.

1.3 Casova diskretizace

Zvolenym schématem diskretizace v ¢asové proménné bylo semi-implicitni schéma, takové, aby vy-
sledn4 tloha v kazdém ¢asovém kroku méla strukturu shodnou se stacionarni tlohou feSenou v piivod-
nim kédu FEC. Pro pevné zvolenou velikost ¢asového kroku 7 > 0 uvazujeme jednotlivé ¢asové hladiny

tk:kT, k:1,2,....

Rovnici (1.1) pak diskretizujeme v ¢ase jako (horni index * znaéi vzdy hodnotu v &ase t;,):

k _ ogk—1 4 k-2 kg k-1
p (u “ 5 T ) +a (u) —dive(w*) =g vQ, (1.7)

T T

coZ po preusporadani élentt dava (pravou stranu oznacime jako FF):

(% + E) u® — dive(u®) =g+ (2£2 + E) ub~l — %uk_Q = F*, (1.8)

T T T T T

Vysledn4 tdloha feSend v jednom ¢asovém kroku je tedy stejného typu jako stacionarni formulace

divo(u) = g a bude také FeSena stejnymi prost¥edky. Oproti stacionarni formulaci je potfeba jen

zahrnout prvni ¢len na levé strand (1.8) a uvazovat pro kazdé k obecnd rtiznou pravou stranu F*.
Okrajové podminky (1.4), (1.5) a (1.6) jednoduse vyzadujeme na kazdé Casové hlading

u® =u¥, naT,, (1.9)
o"n=f" naTp, (1.10)

[uh -n]” <0, o} <0,
rs re, 1.11
okub -n]"” =0 na e (1.11)

hodnoty f* a u¥, se viak op&t mohou pro riizné k liit.

1.4 Variaéni formulace v daném ¢asovém kroku

Zopakujme zde varia¢ni formulaci tlohy, na niZz je postaveno feSeni metodou koneénych prvka a jez
se v principu nelisi od formulace popsané v [5], [6], [7]-

Oznaéme W = W12(Q1)3 x ... x W12(0Q5)3 kde W12(Q?) je standardni Soboleviiv prostor. Pak
mnoZina p¥ipustnych posunuti v ¢ase ¢ (pFipustnych z hlediska Dirichletovy okrajové podminky a
Signoriniho kontaktni podminky) na dané ¢asové hlading ¢ je

k
ko_ v=u}p na I'p
K = {’U v E W, [’U . n]rs S 0 na UnSFZS } . (112)
Funkcional potencialni energie v ¢ase tj, definujeme jako
1
LFw) = §A(v,'u) — F*(v), (1.13)
kde
p o
Alu,v) = ole(u)) :e(v)dz + (—2 + —) u-vde (1.14)
Q QT T
Frkw) = FF . ydx + ¥ vds. (1.15)
Q Tr
Poznamenejme, ze v kazdém télese 2°, s = 1,...,5 uvazujeme obecné rizné konstanty p = p° a

a = «f; hodnota (T—Z + %) tedy obecné neni konstantni v oblasti (2. Obdobné pro & € Qf uvazujeme



o(e(u)) : e(w) = 32, Cfjpeij(w)er (v®), kde elastické konstanty C7,, (respektive konstanty E, o,
které je v naSem modelu definuji) jsou op&t na kazdém télese obecné rizné. Clen F* v rovnici (1.15)
jsme definovali v (1.8), zahrnuje pfedepsané objemové sily a hodnoty feSeni v minulych dvou €asovych
krocich. Clen f* je d4n zatizenim na ¢asti hranice I' g, tedy hodnotou Neumannovy okrajové podminky
(1.10) v case ti.
Regenim «* nasi tlohy na ¢asové hlading tj, je minimum funkcionalu L (v) v mnoziné pfipustnych
posunuti K*
u e K*: P < cFw), WweK* (1.16)

Za FeSeni dynamické tlohy diskretizované v Gase pak povazujme posloupnost {uk}iz1 (kde t, > T),
pfipadné vhodné zvolenou interpolaci, které z této posloupnosti vychéazi.

1.5 Aproximace kone¢nymi elementy

Mé&jme pfipravenu regularni triangulaci 7;, (h zna&i velikost nejdelsi hrany triangulace) jednotlivych
t8les 2%, s Gtyfsténnymi elementy (simplexy) 7pn, m = 1,..., N a s vrcholy an,, m = 1,..., N,.
Predpoklddame, Ze télesa uvazovana ve vzijemném kontaktu maji spole¢nou hranici I',® a Ze vrcholy
sousedicich elementd z I' a 'S vidy tvofi par (v némZ oba vrcholy maji stejné soufadnice a jemuz
pFislusi normalovy vektor n).

Mnoziny W a K* aproximujeme koneéné-dimenzionalnimi mnozinami

Wi = {v,€C(Q) x - xC(Q°) |vplr € PL(T)* VT €Ty, } (1.17)
ko vi(am) =uh(am), Ya, €Tp
Kf = {’uh ew, fon(a™) -n]" < 0. Yals € T7 (1.18)

Za feSent uﬁ aproximované ulohy v Case t; pak povazujeme aproximaci v € K fL, pro kterou nastane
minimum funkcionalu £*(v) v mnozing K¥.

Vektor posunuti v, € K} je uréen (volbou vhodné baze prostoru W) vektorem y € RNaer ob-
sahujicim slozky vektoru posunuti ve vrcholech a,,. Cislo Ngof je pocet stupiii volnosti, v naSem
pfipadé rovné trojnasobku poétu vrchold, které nelezi na I'p, tedy téch vrchold, na kterych neni po-
sunuti dano explicitné Dirichletovou okrajovou podminkou. Vektor y je tedy algebraickou reprezentaci
vektoru posunuti v;,. Obdobné na jednotlivém elementu triangulace budeme znacit A € R'? vektor
obsahujici 3 slozky posunuti ve 4 vrcholech &tyfsténu. Prvky A jsou vybérem z prvkia vektoru y.

Vyraz L¥(vy,) lze vyjadfit jako soucet pfispévkii za viechny elementy, tj. za objemy jednotlivych
GtyTsténi a za ty jejich stény, které lezi na hranici ' nebo na kontaktni hranici T'.. JelikoZ funkce
z prostoru W, jsou linedrni na kazdém elementu T},, jejich hodnoty i derivace uvnit¥ T}, jsou
jednozna®né urleny (a zévisi na nich lineadrng) hodnotami ve 4 vrcholech &tyfsténu tvofictho Th,
(a obdobng, hodnoty na st&né jsou dany hodnotami v jejich 3 vrcholech). Na elementu T, lze proto
vyjadfit bilinearni &len A(vy,vy) jako

1 1
—A(vp,v)| = =ATC,A, (1.19)
2 Ty, 2

kde definujeme C,, € R'2*!2 na z4kladé (1.14). Obdobné linearni ¢len F*(v)) napiieme jako

k Tk
F(op)|y, = A0, (1.20)

pfitemz vektor bX € R!? je definovén tak, Ze plati (1.15).
Funkcional £*(v},) je tedy algebraicky reprezentovan funkci

1
LHy) = y"Cy +y"b", (1.21)
kde matice C € RNaor*Naos g vektor b* € RNdos yzniknou sectenim piispévki C,, a bF za vsechny
elementy 7, (a eliminaci neznamych v téch vrcholech, kde je posunuti dano hodnotou Dirichletovy
okrajové podminky). Matice C je symetricka, positivng definitni, ¥idka a blokové diagonalni (jeji bloky
odpovidaji jednotlivym télestm).



Signoriniho podminku nepronikini na kontaktni hranici, aproximovanou nerovnosti (1.18), vyZa-
dovanou jen ve vrcholech elementt

[vn(ay?) -n]™ <0, Va2 € TL°, (1.22)
lze napsat v kazdé kontaktni dvojici vrchold jako
AT A <o, (1.23)

kde A € R® obsahuje vektory posunuti ve dvou vrcholech tvoiicich kontaktni dvojici a”? a kde A,, € R®
je vektor odpovidajici podmince (1.22) (v podstaté lze fici AL = [n, —n]). Aproximovana kontaktni
podminka pro celou dlohu lze tedy vyjadfit jako nerovnost

Ay <0, (1.24)

kde A € RNeont*xNaos 3 0 € RNeont ' N1 je pocet kontaktnich part, vétginou plati Neont << Nof-
Cela uloha je diskretizaci metodou kone¢nych prvka pfevedena na tlohu kvadratického programo-
vani Lo - )
5y Cy+y b — min
Ay <0.
Tato tdloha je feSena metodou sdruzenych projektovanych gradientii, popsanou napiiklad v [5], [6],
a [9].

(1.25)

2 Implementace

Pro detailngjsi popis struktury implementace zvolené v programu FEC odkazujeme zejména na [5] a
[10], zde se omezime na struény popis odlisnosti dynamické verze od verze pivodni. Souhrnné fec¢eno
se jedna o kod napsany v jazyce Fortran 77, bez pouziti Zzaddnych dalsich specializovanych knihoven.
Data jsou uloZena ve dvou globalnich (staticky alokovanych) polich, jednom integerovém a jednom
realovém. Pro reprezentaci fidkych matic je pouzit format CSR — Compressed Sparse by Rows, pfipadné
varianta CSC — Compressed Sparse by Columns s uloZenim po sloupcich, u symetrickych matic jsou
reprezentovany jen prvky na a nad diagonalou, viz [5].

V kazdém vrcholu sité muze byt proménny pocet stupiii volnosti, obecné v rozmezi od 0 do
3, v nai verzi (jelikoz neuvazujeme bilateralni kontaktni podminky, v pivodni verzi FEC zahrnuté)
budto 3 nebo v pfipadé Dirichletovy okrajové podminky 0 stupiiti volnosti. K uloZeni této informace a
zejmnéna globalnich indext pfislu§nych stupiii volnosti slouzi integerové pole KOD(J,I), 1<=J<=3,
1<=I<=NoVertices.

Okrajové podminky, v pivodnim FEC charakterizované dvéma realovymi poli H1, H2, jsou v dy-
namické verzi zjistovany volanim podprogramu

subroutine GetBCValue(HH,iNode, jAxis,bcType,VX,VY,VZ,dTime),

ktery vraci hodnotu HH slozky ve sméru jAxis okrajové podminky typu bcType (budto Dirichletova
nebo Neumannova 0.p.), ve vrcholu ¢islo iNode se soufadnicemi VX,VY,VZ; pfifemZ se ptame na
hodnotu zadanou pro €as dTime. Podprogram GetBCValue je ve zdrojovém souboru bc.f a uzivatel
v ném okrajové podminky zadava (napf. funkei) pfed samotnym pfekladem fortranovského zdrojového
kédu. Diavodem pro tuto zménu byla potieba zadavat riazné hodnoty okrajovych podminek v zavislosti
na case t.

Program lze rozdglit na dvé hlavni ¢asti. V prvni jsou na¢tena vstupni data (parametry programu,
geometrie ulohy a jeji materidlové parametry), viz sekce 3. Na zakladé nich jsou pfipraveny datové
struktury popisujici sit kone¢nych prvki, okrajové podminky, vektor feSeni, strukturu stupiiti volnosti
(vektor feSeni). Tyto zdkladni stavebni prvky programu FEC zde popisovat nebudeme, struény popis
datovych struktur a procesu jejich sestaveni lze nalézt v [10].

V prvni ¢asti jsou také sestaveny matice C' a A a pfipraveny ty datové struktury potfebné pro
sestaveni vektoru b”*, které nezaviseji na ¢asové zavislych datech (tedy na hodnotach okrajovych pod-
minek ani na hodnotéch feseni z pFedchozich Gasovych hladin). Druha ¢ast pak obsahuje cyklus pies
jednotlivé ¢asové hladiny, ve kterém je sestaven vektor b* piisludejici asovému kroku k a je realizovin
vypocet FeSeni.



Pred Casovym cyklem

Vstupni data a parametry programu jsou popsany v sekci 3. Ptiprava datovych struktur popisujicich
stupné volnosti a tvoficich tak zdklad pro sestaveni algebraickych dloh (1.25), probiha zcela stejné
jako v pavodnim kédu FEC, a to v podprogramech

subroutine ALLP(...)
subroutine NUMBERIN(...).

Jednim z hlavnich vystupt je integerové pole KOD, tvofici spojeni mezi vrcholy sité a mezi stupni
volnosti (indexy vektoru FeSeni).
Samotn4 piiprava k sestaveni algebraickych tloh obsahuje:

Sestaveni matice C na zaklads vyrazu (1.14).

Matice C se tvofi, stejné jako ve staciondrni verzi FEC, uvnit¥ podprogramu
subroutine ELSTIFF(...),

ktery je popsan v [10], v sekci 3.2. Algoritmus postupuje element po elementu a pro kazdy z nich
provede &tyfi kroky:

e Vytvofeni lokalni matice (malé, husté) C,,, viz (1.19).
V této, dynamickeé verzi je oproti verzi plivodni pfidana matice reprezentujici skalarni soucin

J7, un vy dz, prendsobena konstantou (£ + £) (znafenou tRhoAlpha).

e Eliminace fadkl a sloupct odpovidajicich vrcholim s Dirichletovou okrajovou podminkou,
volanim procedury

subroutine ELIMEL(...).

V pitvodni verzi FEC se pfi tomto procesu tvofily pfispévky do vektoru pravé strany SP
na zékladé hodnot okrajové podminky. V dynamické verzi je nutno hodnoty okrajové pod-
minky pouzit az uvnit¥ ¢asového cyklu, proto se namisto toho uklddaji potfebna data do
souboru '"MVH.DAT’ a z nich se pozd&ji tvoii matice MVH, jez, aplikovana v kazdém caso-
vém kroku na aktudlni vektor hodnot okrajové podminky VH, dava teprve spravné pfispévky
k vektoru pravé strany SPdyn.

e Jednotlivé ¢leny lokalni matice jsou vloZeny do lokalni ¥idké matice CLoc, tentokrat s global-
nimi indexy fadkua a sloupcil.

e Lokalni matice CLoc je po blocich vlozena do globédlni matice C. Matice C je reprezentovana
v Fidkém formétu CSC.

P¥iprava matice MVH potfebné pro sestavovani (assembling) hodnot Dirichletovych okrajovych
podminek v kazdém ¢asovém kroku. Matice MVH je vytvofena podprogramem

subroutine AssVH(MVH,...),

ze zaznami v souboru 'MVH.DAT’, vytvofenych v pribéhu sestavovani matice C. Matice MVH je
reprezentovina ve forméatu CSC.

P¥iprava matic MPrevX, MPPrevX a MPrevVH, MPPrevVH pro sestavovani (assembling) p¥ispévka
z pfedchazejicich Gasovych hladin do pravé strany rovnice (1.8). Matice MPrevX a MPPrevX
odpovidaji (po pfenasobeni vektory X(i_XPrev) a X(i_XPPrev) v kazdém <&asovém kroku)
clentim (2 + 2)u}~! a —Luy > Matice MPrevVH a MPPrevVH k tomu analogickym zpiisobem
dopliuji informaci o hodnotach Dirichletovych okrajovych podminek ullc{l, u’{;Q, ktera v alge-
braické reprezentaci vektort feSeni X(i_XPrev), X(i_XPPrev) neni obsaZena.

Piispévky jednotlivych elementi jsou nejdfive generoviny do souboru ’REAR.DAT’ podpro-
gramem



subroutine RStiff(...),
a samotné matice jsou pak postupné vytvofeny podprogramy

subroutine AssRearX( MPrevX, t2RhoAlpha, ...)

subroutine AssRearX( MPPrevX, tRho, ...)
subroutine AssRearVH( MPrevVH, t2RhoAlpha, ...)
subroutine AssRearVH( MPPrevVH, tRho, ...).

Sestaveni matice A reprezentujici Signoriniho kontaktni podminku (1.22), probiha stejnym zpi-
sobem jako v ptuvodni verzi FEC.

Piispévky za jednotlivé kontaktni dvojice vrcholid se nejdiive v podprogramu
subroutine CONCNS(...)

vygeneruji do souboru ’CNS.DAT’, z néhoZ se v podprogramu
subroutine ASSA(...)

vytvori matice A, reprezentovand v fidkém formétu CSR. Tento proces provadime jen jednou pied
Casovym cyklem, jelikoz neuvazujeme piitomnost Dirichletovy okrajové podminky ve vrcholu
lezicim zarovei na kontaktni hranici.

Casovy cyklus

Posloupnost feseni v jednotlivych ¢asovych hladinach t; je realizovana asovym cyklem opakovanym
az do dosazeni pozadované ¢asové hladiny. Krok cyklu obsahuje:

Zvy$eni ¢asové hladiny pfic¢tenim 1 k ¢islu ¢asové hladiny k (iTime) a pfi¢tenim ¢asového kroku 7
(dTimeStep) k aktualnimu ¢asu ¢ (dTime).

Inicializace vektoru ¥eSeni u} (znafeného X). Uchovéivaji se 2 vektory feSeni z ptedchozich

¢asovych hladin, jejichz obsah by v8ak bylo zbyte¢né v kazdém ¢asovém kroku kopirovat. Proto je
zde pole t¥{ ukazatelil na realova pole, z nichz jeden ukazuje na aktualni vektor feSeni X (i_X0) a
dva na vektory feSeni z pfedchozich dvou ¢asovych hladin X(i_XPrev) a X(i_XPPrev). V tomto
kroku se ukazatele rotuji a novy vektor feSeni se vynuluje:

i_XPPPom i_XPPrev
i_XPPrev i_XPrev

i_XPrev = i_XO0

i_X0 = i_XPPPom
CLEAN_VECTOR( X(i_X0), ...)

Sestaveni ¢asti zavislych na &asové hladiné do vektoru b*.
Nékteré z prispévkil, které davaji v souttu vektor pravé strany b* (znaceny SPdyn), museji byt
pfepocitany v kazdé ¢asové hlading. Jedn4 se o nasledujici ¢asti (a o nasledujici postup jejich
sestavovani):

e Zacni vidy s Casti vektoru pravé strany SPdyn, nezavislou na ¢ase (a tedy sestavenou pfred
zapofetim asového cyklu do vektoru SP).

COPV(SPdyn,SP,...)
// copy vector SP->SPdyn

e Pridej ¢leny zavislé na Dirichletové o.p. do SPdyn.
Hodnoty Dirichletovy okrajové podminky jsou reprezentovéany vektorem VH(i_VH) (vektory
z predchéazejicich dvou hladin jsou uklddany obdobnym zpusobem jaky jsme popisovali
u vektord FeSeni). Aktuélni vektor VH je ziskan volanim podprogramu



subroutine UpdateBV(VH,...,VX,VY,VZ,dTime).
Prispévek do vektoru pravé strany vznikne aplikaci matice MVH na aktualni vektor VH:

call mAddMatrijxVector (SPdyn,MVH,VH,...).
// add matrix MVH times vector VH into vector SPdyn

Matice MVH byla vytvofena v pribéhu tvorby matice C pied zapocetim ¢asového cyklu.

e Pridej ¢leny zavislé na Neumannové o.p. do SPdyn. Viz (1.10) a (1.15).

Tento proces probih4 stejné jako v plivodni stacionarni verzi programu FEC, jen je opakovan
na kazdé ¢asové hlading. Pfidani téchto ¢lenti probih4 v podprogramech

subroutine BNStiff(...)
// Assemble Neumann b.c. values into file ’BNS.DAT’

subroutine ASSH(...,SPdyn)
// Assemble data from ’BNS.DAT’ into vector SPdyn.

e Pfidej ¢leny zavislé na feSenich v predchézejicich ¢asovych hladindch uﬁfl, usz do SPdyn.

Viz (1.8) a (1.15).
Piisp&vek do vektoru pravé strany vznikne aplikaci pfedem (pfed ¢asovym cyklem) pii-
pravenych matic MPrevX, MPPrevX a MPrevVH, MPPrevVH na vektory feSeni z pfedchéze-

jicich ¢asovych hladin uZ_l , uﬁ_Q a na vektory hodnot Dirichletovych okrajovych podminek

z pfedchézejicth ¢asovych hladin u’gl, u’g2:
call msAddMatrijxVector (SPdyn,MPrevX,X(i_XPrev),...)
call msAddMatrijxVector (SPdyn,MPPrevX,X(i_XPPrev),...)
call msAddMatrijxVector (SPdyn,MPrevVH,VH(i_VHPrev),...)
call msAddMatrijxVector (SPdyn,MPPrevVH,VH(i_VHPPrev),...)

Reseni vzniklé algebraické tlohy. Takto sestavend tloha kvadratického programovani (1.25)

1y"Cy +y"b* — min
Ay <0

je feSena metodou sdruzenych projektovanych gradient, popsanou napiiklad v [5], [6], [9] vCetn&
popisu jeji implementace ve FEC. Metoda je implementovina v podprogramu

subroutine CG1(C,A,SPdyn,X(i_X0),...)

Export spoéteného vektoru posunuti. Vektor feSeni v ¢ase dTime je zapsan do souboru out . gmv. XXXX,
kde za XXXX je dosazena hodnota 1000+iTime. Export je proveden v podprogramu

subroutine 0UT2GMV3(...,X(i_X0),1000+iTime,dTime),

pro strukturu ukladanych dat viz néasledujici sekce.

3 Vstupni a vystupni data, pouziti kédu, parametry

Program FEC po pfekladu ze zdrojovych kodu tvofi jediny spustitelny soubor fec06.x, ktery se spousti
bez dalsich parametri. Veskera data jsou programem nactena ze souborti popsanych nize. Program si
vytvari v pracovnim adresafi soubory *.DAT, jejichz ucel je vSak do¢asny a nejsou vystupem vypoctu.
Vysledkem béhu je (v pfipads dynamické tlohy) fada vystupnich souboril *.gmv.* v adresafi gmv/,
viz déle.

Geometricka data pro soucasnou verzi programu FEC jsou rozdélena do t¥i soubori: USR_FIRST. TXT,
USR_MATERIALS.TXT a USR_MESH. TXT.

Soubor USR_FIRST.TXT se nacita jako prvni a obsahuje informace o rozmérech zadavanych datovych

vvvvvv



NoTetras — pocet elementi sitd (CtyFsténi)

NoVertices — pocet vrcholi

NoBoundaries — podet stén elementii na hranici oblasti

NoSubdomains — pocet téles, resp. oblasti s riznymi materidlovymi vlastnostmi
NoContactBoundaries — polet (dvojic) stén elementii na kontaktni hranici

NoContactPairs — polet dvojic vrchold na kontaktni hranici (tj. dvojic, na kterych je realizovana
kontaktni podminka nepronikéni)

Materialové vlastnosti jsou zadany v souboru USR_MATERIALS.TXT, zipis poloZek odpovida datové
struktufe uvnit¥ programu, index I odpovida &slu podoblasti (t&lesa):

(Weight (J,I),J=1,3)
vektor sily pusobici na jednotku hmotnosti

EStiff (I), SigStiff(I)
Youngtv modul pruznosti £ a Poissonova konstanta o

RhoDensity(I), AlphaDamping(I)
materidlova hustota p a tlumici koeficient «

Hodnoty poli popisujicich geometrii sité, jsou zadany v souboru USR_MESH. TXT. Zapis polozek opét
odpovidé zapisu uvnit¥ zdrojového kédu:

VX(I),VY(I),VZ(I)
soufadnice vrcholu s indexem I, I=1..NoVertices

(ITNODE(J,I),J=1,5)
indexy vrcholi (J=1..4) &tyfsténu I, I=1..NoTetras;
&islo podoblasti (J=5) ke které ¢tyfstén nalezi

(IBNDRY(J,I),J=1,5)

indexy vrcholt (J=1..3) stény I, I=1..NoBoundaries;

typ okrajové podminky (J=4) zadané na této sténé:
1 homogenni (nulovd) Neumannova o.p.
2 nehomogenni Neumannova o0.p., tj. pfedepsané zatizeni
-1 Dirichletova o.p., tj. pfedepsané posunuti
-2 unilateralni kontakt
-3 (bilateralni kontakt, v této verzi neimplementovano)
0 vnit¥ni sténa, tj. sténa mezi oblastmi, které jsou soucasti stejného télesa (ale lisi se napf.

materidlovymi vlastnostmi)

(I¢ccB(J,1),J=1,3)
indexy stén (J=1,2) pfiléhajicich k sob& na kontaktni hranici, I=1. .NoContactBoundaries

(Icp(J,1),J=1,2)
indexy vrcholi tvoficich kontaktni dvojici, I=1..NoContactPairs

CPX(I),CPY(I),CPZ(I)
soufadnice normalového vektoru pfislusejictho ke kontaktni dvojici, I=1. .NoContactPairs

Casova diskretizace je Fizena hodnotami zadanymi v souboru TIME. IN, v nasledujicim pofadi:

bTmDiscretisation — ur¢uje chovani programu:



0 vypodet stacionarniho FeSeni, tj. zddna Casova diskretizace, hodnoty okrajovych podminek
se uvazuji v Case dTime=dTmStart

2 vypocet dynamické ulohy

-1 Zzadny vypocet (nalte datové struktury a exportuje sit ve vystupnim formétu, bez hodnot
feseni)

dTmStart — zacatek Casového intervalu
dTmEnd — konec ¢asového intervalu
dTimeStep — velikost ¢asového kroku

Resent uZ spoctené na kazdé Casové hladiné ¢, je zapisovano do vystupniho souboru gmv/out . gmv . XXXX.
Vystupni soubor je uréen pro vizualizaci v programu Gmv (General Mesh Viewer), ktery lze nalézt na
internetové adrese Los Alamos National Laboratory: http://laws.lanl.gov/XCM/gmv/, viz [17]. Sou-
bor obsahuje popis sité koneé¢nych prvka a vektor posunuti v kazdém vrcholu sité. Geometrie oblasti
je deformovéna podle aktuédlnich hodnot FeSeni, tj. soufadnice vrcholi sité jsou posunuty o vektor
posunuti spocteny v daném casovém kroce, pfendsobeny konstnantou DisplacementMagnification
urcenou v podprogramu QUT2GMV3 ().

4 Priklad pouziti

Motivaci pro vyvoj kédu byly zejména aplikace v biomechanice kloubl a jejich ndhrad, program byl
tedy béhem vyvoje testovan také na jednoduchych akademickych dlohach, které se podobaji skute¢nym
aplikacim. Jako piiklad zde uvadime dva takové modely. Obé uvadéné geometrie byly pfipraveny
pomoci programu NETGEN (viz http://www.hpfem.jku.at/netgen), kterym byla vygenerovana sit
koneénych prvka. Takto vytvorena sit byla pfevedena do vstupniho formatu programu FEC pomoci
software Matlab.

Na obrézku 4.1 je vyobrazena geometrie jednoduchého modelu, slozeného z kulové hlavicky ulozené
v mélké jamce. Mezi vsazenou hlavickou a jamkou je zadana kontaktni podminka, vnéjsi povrch
jamky je pevnd uchycen (je na ném pfedepsano nulové posunuti) zatimco horni ploska hlavitky je
manipulovina v €ase pfedepsanym posunutim. Konkrétné pro zde uvedeny pokus, je horni ploska
hlavi¢ky posunuta v ramci roviny xy; je posouvana plynule v ¢asovém intervalu od ¢ = 0 do ¢ = 0.005
kde se jeji pohyb zastavi. Na ostatnich ¢astech povrchu je pfedepsino nulové zatizeni. Na strance 13
jsou vyobrazeny dva pohledy na feSeni v €asech t = 0.0, 0.002, 0.004 a ¢t = 0.006. V levé ¢asti
je celkovy pohled, zobrazené hodnoty odpovidaji posunuti ve sméru osy y. Vpravo jsou zobrazeny
vektory posunuti, fez je veden v roviné {z = 0}.

Uvedeny model svou strukturou vzdalené odpovida studovanym modelim kloubntho spojeni v ky-
Celnim kloubu, ¢i kontaktu mezi hlavickou a jamkou v umélém kycelnim kloubu.

Spusténi a béh programu vypada zhruba nasledujicim zptisobem: program se spusti v adresafi
obsahujicim v8echny zdrojové soubory, pfed zapocetim ¢asového cyklu probéhne nacteni dat a sestaveni
datovych struktur nezavisejicich na ¢asové hladiné.

NoTetras= 2655
NoVertices= 825
NoBoundaries= 1344
NoSubdomains= 2
NoBCPrimalNodes= 0
NoPrimalBoundaries= 1
NSVR= 0

NoBCCrossNodes= 0
NoContactBoundaries= 222
NoContactPairs= 127
NoBiContactBoundaries= 0
NoBiContactPairs= 0



Obrazek 4.1:

NoPointSurfForces= 0
[export GMV problem setting to gmv/out.gmv.0000
Time: -0.01 -- 0.03 by 0.001

[export GMV boundary conditions to gmv/out.gmv.5000 ..

ELSTIFF: element no 1000
ELSTIFF: element no 2000

RStiff: element no. 1

RStiff: element no. 1001

RStiff: element no. 2001

AssRearX: MR entry no 1

AssRearX: MR entry no 50001

AssRearX: MR entry no 1

AssRearX: MR entry no 50001
NV NoTetras NEQ NCP LIC
825 2655 1842 127 29374

. .donel]

.donel]

LJA
762

Udaje na poslednim Fadku zna&i, v uvedeném potadi: pocet vrcholt sité, pocet elementil, vysledny
podet rovnic (tj. podet stupiit volnosti, dimenze vektoru FeSeni), pocet kontaktnich dvojic. LIC, res-
pektive LJA, znadi poCet nenulovych prvka matice C, respektive matice A. Néasleduje ¢asovy cyklus,
ktery v kazdém Casovém kroku vypisuje pribéh feSeni minimalizaéni Glohy:

[***Time iteration*** no.

ITERATION No. 1

12 time= 0.002 ..

errcgc= 0.78739E+04
il1= 127

i1l2= 127

cgc it 51
Dtime= 0.52992E-01
ITERATION No. 2
errcgc= 0.10361E-05
il1= 127

i1l2= 126

cgc it 25
Dtime= 0.26996E-01
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ITERATION No. 195
errcgc= 0.46627E-03

ill= 99
il2= 98
cgc it 2

Dtime= 0.19989E-02
ITERATION No. 196
errcgc= 0.64521E-03

ill= 99
il2= 98
cgc it 2

Dtime= 0.19999E-02
ITERATION No. 197
errcgc= 0.59859E-03

ill= 99
[**x*Time iteration*** no. 12 time= 0.002 ...done]
[export GMV solution to gmv/out.gmv.1012 ...done]

V tomto pfipadé vysledny vektor feSeni obsahoval 99 aktivnich kontaktnich podminek (tedy t&ch
dvojic vrcholi, na kterych platila rovnost normélovych slozek posunuti), vysledny vektor feSeni byl
zapsan do souboru gmv/out.gmv.1012.

Jako druhy piiklad uvadime geometrii, pfedjimajici planované studie kolenniho kloubu. Jak je
vidét na obrazku 4.2, model se opét sklad4 ze dvou téles ve vzajemném kontaktu. Spodni téleso je
upevnéno piedepsadnim nulového posunuti na ploSe tvofici jeho dolni konec, zatimco horni téleso je
tentokrat predepsanim posunuti na jeho vrchni ploSe prudce stlateno ve smérem dold. Na ostatnich
¢astech povrchu obou téles je pfedepsano nulové zatizeni.

Na strané 14 je naznadena postupnd distribuce deformace ve t¥ech riznych ¢asovych okamZicich.
Prvni fada znézorfiuje hodnoty velikosti vektoru posunuti, dalsi tii fady pak ukazuji hodnoty posunuti
ve sméru osy z (tj. ve sméru osy protinajici oba kondyly). V dolnich dvou fadéch jsou od sebe télesa
oddélena jen pro nazornost.

5 Shrnuti

PtedloZend préace popisuje pfistup, pouZity k modifikaci kédu FEC za Géelem numerického feSeni dy-
namické kontaktni dlohy. Popisuje zakladni formulaci alohy, zvoleny zpusob jeji diskretizace v Case
a jeji aproximaci konednymi prvky zaloZenou na varia¢ni formulaci. Jsou uvedeny hlavni zmény v
puvodni implementaci staciondrni verze programu FEC, je popsan zpiisob pouZziti programu a zpiisob
zadani dat. V posledni ¢asti zpravy jsou uvedeny dva modelové piiklady, na kterych byl program
testovan a které zaroven naznacuji, jak muaze byt vyvinuty software pouZit pii studiu napjatostnich
pomérid v kloubnich systémech.

Stavajici verze je pfedvojem dale vyvijené implementace, zahrnujici model t¥eni a vazko-pruznou
reologii téles v kontaktu. Primérni aplikaci popisovaného programu a motivaci k jeho vyvoji je studium
a stanoveni podminek stability umélych nahrad v lidském organismu a numericka analyza umélych
néhrad kloubt ve vazbé& na CT a MRI snimkovani. Tyto studie, stejné jako zminéna planovana rozsifeni
implementace, budou pfedmétem Fefeni v piistim roce.

Piedlozen studie je vyzkumnou zpravou projektu MPO CR & FT-TA /087 za rok 2006.
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Obréazek 4.3:
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