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Abstract:

This paper represents the Technical Report of the Project of the Ministry of Industry and Trade of the Czech
Republic No. FT-TA/087 and deals with constructions of quasi-static and dynamic models of human joints
and their total replacements. Moreover, this paper deals with the numerical analyses of the quasi-static and
the dynamic non-linear contact problems with Coulombian friction in linear elasticity in the quasi-static
case and/or in visco-elasticity with short memory. The human skeletal systems are modelled by elastic
or visco-elastic bodies of arbitrary shapes being in mutual contacts. The Coulombian law of friction on
contact boundaries is assumed. In the quasi-static model the finite element technique and the semi-discrete
scheme are assumed and in the dynamic case the semi-implicit scheme in time and the FE approximation
in space are used. The error estimates, the convergences of the numerical approximations and the optimal
error estimates are developed and discussed. Numerical simulation of Coulombian frictions are based on
the Tresca models of friction. The problems of contact problems of Tresca type are formulated as mixed
variational problems with Lagrange multipliers in 2D and 3D and the algorithms of finding the saddle point
are based on the primal-dual active set strategies and/or on the Uzawa algorithm and conjugate gradient
method with constrains in every step of Uzawa algorithm.
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Part 1

Kvazi-statické zatézovani lidskych
kloubu



1 Uvod

Pro navigovanou operaé¢ni techniku je vyvoj numerickych modelit zaméfen na optimélni metody a op-
timalni algoritmy, nebot navigovan4 operaéni technika vyzaduje velmi rychlé algoritmy. Velmi rychlé
algoritmy jsou zatim vyvijeny v teoretické oblasti. To vsak vyzaduje vyvijet i nové piistupy a nové
metody FeSeni kontaktnich kvazi-statickych a dynamickych tloh, zalozené na metodé hledani sedlového
bodu a metodé ”primal-dual active set strategy-PDAS”. Podstatnym problémem je otazka vstupnich
parametru kostni tkdné a mékkych tkédni, jakoz i uréeni geometrie vysetiovaného kloubniho systému
v dany ¢asovy okamzik. Mozné uréeni vySe zminénych vstupnich parametru kostni tkdné a mékkych
tkani muze byti zalozeno na feSeni obrécenych tloh teorie vazkopruznosti s uzitim dat z MRI. To vSak
bude vyzadovat samostatny vyzkumny projekt. Urceni geometrie operovaného kloubniho systému je
zavislé od dat navigované opera¢ni techniky a ptistupu k témto datum. Vyvijend metodika a vyvijeny
algoritmus jsou vhodné i pro modelovani vSech lidskych kloubii a jejich umélych nahrad a simulaci
jejich funkce.

2 Formulace kvazi-statické tlohy v linearni pruznosti

2.1 Model

Uvazujme systém ”s” pruznych téles tvorici kloubni systém. Predpoklddejme, ze kloubni systém se
deformuje relativné pomalu, takze setrva¢né sily je mozno zanedbat.

Necht Q = Us_; Q* C RY, N = 2,3, je oblast tvofend kloubnim systémem a ptedpoklddejme,
7e jeji hranice je dostatecné hladkd. Necht 0Q = U_,0Q¢ 0Q = T, UT, UTyUT,, kde Ty,
r, = I'yuuU Iy, je ¢dst hranice kde je kloubn{ systém podepien (modelovdno Dirichletovymi
okrajovymi podminkami), I';, I'; = !I', U 2I';, je ¢4st hranice, kde je piedepsino zatizeni, Ty je
cast hranice, kde je predepsana podminka symetrie, resp. oboustranny kontakt, I'. je hranice kon-
taktu mezi dvéma sousednimi plochami kloubniho systému ve kterém se obé ¢éasti dotykaji a po sobé
pohybujf, T'. = Uy, I8 TH =TkNTL ki=1{1,..s},k#IL

Necht x = (z;),i = 1,..., N, N = 2,3, jsou soufadnice v kartézském systému soutadnic, t € I,
kde I = (0,t,),t, > 0, je dany Casovy interval. V kazdém Casovém okamziku hleddme rozlozeni
vektoru posunuti u = (u;), ¢ = 1,..., N, N = 2,3, ve vySetfované oblasti US_, Q" tj. u* (¢t) = (u(t)),
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i=1,...,N, v Q' :t=1,...., s. Tenzor malé deformace je definovan
e(u) = (e;; (u)), e;(u) = 5 (8% + 89;) ,i,7=1,...,N. (2.1)

Tenzor napéti je definovan vztahem mezi napétim a deformaci
7(u) =CY (e (u)), 7 (u) = cl(-?,)dekl (w) ,i,5,k,1=1,....,. N v Q, (2.2)
kde operator pruznosti C(? spliuje podminky

(i) CO:QxSVN - xSV,
(#i) existuje konstanta cg > 0 takovd, ze
| (CO (x,e;) — CO (x, e))||<coller —ez] Ver,es €SV, ae x€Q,
(791) existuje konstanta ¢; > 0 takova, ze
(CO (x,e;) — CY (x,e,)).(e1 —e3) > c1]ler —es] Ver,ex €SV, ae. x€Q,
(iv) proe € SV, x—CO (x,e) je méfitelné v Q, (2.3)
(v) predpokladejme, ze operator C(©) je potencidlni, tj. existuje funkcionél
®: Q x SN —: R takovy, ze jeho Gateauxiv differencidl D® (x;0,7) =
= (COg, T)Q Vo, € SV, s.v. x € Q, kde (C¥0, T)Q =30 Jo ((C(O)O')ij TijdX .
Functional ® representuje hustotu deformacni energie.
(vi) Zobrazeni x +— C©) (x,0) € Q,

kde SV je prostor tenzorii druhého fadu v RY, a
Q = {7’ :(Tij) c L2’N><N (Q) | Tij = Tji,i,j = 17..,N} .



Budeme ptfedpokladat, ze v po¢atecnim stavu jsou obé ¢asti kloubniho systému v kontaktu a jejich

hranice kontaktu je rovna I', = Ukle‘f’fl. Déle budeme piedpoklddat, ze nezndmé kontaktni zona
Do(t) = U TR () v kaZdém case t € I po deformaci bude zahrnuta v I'. (omezené zéné kontaktu).
Necht n = (n;),i=1,...N, je vnéjsi jednotkovd normala k 09. Potom pro kazdé . = 1, ..., s, poloZime

n = n"resp. —n' na 8(2’“(18(21 kil=1,...s,k#1,n* = —n',an=n" na 8QLH(8QL\F ), t=1,..,s
Polozme u'=ujq., 7" =700, t = 1,...; 8. Potom pro kazdé ¢ = 1,..., s, definujeme normaélové a te¢né
slozky vektoru posunuti a vektoru napéti vztahy u, = u*.n* = (uinf), u; = u* —u,n’, 7, = 7/,;nint,
= (1), ™ = Z]n] —Tint i, j=1,...,N.

Uvazujme rovinné ¢i prostorové tlohy kloubniho systému tvaru:

Ijl()lla (P) : Necht N =2,3,5s > 2, I =(0,t,),t, > 0, je asovy interval. Hleddme vektor posunut{
u:QxI—RY spliujict

aTgx(ju) LR =0,4,j=1,..N,u=1,...,5(tx) €t =IxQ, (2.4)
Tyn; =P, 4,j=1,.,N, (t,x)€ 'T.(t) =IxU_, (' no"), (2.5)
Ty =0, 4,j=1,.,N, (t,x)€ I+ (t)=IxU_, (*T, NNV, (2.6)

uj =wug, i=1,...,N, (t,x)€ 'T,({t)=1xU_ (‘I',NoN), (2.7)

uj =0, i=1,.,N, (t,x)€ I, (t)=1IxU_, (*T[, NI, (2.8)

uf —ul, <dM otk =7l =7 <0, (uf —ul, - d*) T =0, (2.9)

(t, )EF (t) =1 x Uy (TF,

|7 ()| < FE | (u)]

7 ()| < Fe|m! ()] = uf —ug =0, (2.10)
[|7F( H = FH|rH (u ’ = 30 € R,0 >0 tak, ze uf —ul = -0 7' (),

up, =0, =0, (t,x)eTlp(t)=1IxU_; ToNN), (2.11)

u(x,0) =uy(x), x€Q, (2.12)

kde P,u, a d* jsou dané funkce, d** > 0, ug splituje napi. statickou kontaktnf tilohu s nebo bez tieni
apod. podle charakteru tlohy a kde F* = F*! (u) je koeficient Coulombova teni, je-li roven nule,
potom méame kontaktni tilohu bez tfeni. Diky synovidlni tekutiné v kloubu, potom tento typ tloh
s dostatecnou piesnosti popisuje funkci zdravého kloubu. V dalsfm budeme piedpokladat, ze d* = 0.

2.2 Variaéni formulace dlohy

Necht L2 (Q), L= (Q), H' (), Q € R, jsou standardn{ prostory funkci a L (I; X), W*» (I; X),
HF(I; X) = Wk2(I; X), kde k € N,1 < p < 00, a X je Banachtiv prostor, jsou Bochnerovy prostory
(viz Netas (1967), Adams (1975)). Nechf L2V () = [L2()]™, H“Y (@) = [H' (2)]" . Definujme
prostor virtudlnich posunuti

Vi={vte H"Y (Q)|v' =0 nal, N9, vin* =0 na TyNIQ},

Vo= Vi, V=us+ V. (213)
a mnozinu piipustnych posunuti
K={veV| vF — ol <d* na Uy, F’;l} . (2.14)



Definujme skaldrni souc¢in na Vj vztahem

(. v)y = (e (u) Q_Z/ ei; (u) 5y (v*) dx.

Piedpokladejme, Ze objemové a povrchové sily F, P a koeficient Coulombova tieni F* spliuji

Fe Wbl (112N (), P e Wh (I L2V (IT,)) , i € 1 (k) |

)
uy € V,uy € %N ( Fu) (215)
Oznacme —
S(v) (f( foQ t).vdx+ [, P(t).vix VYveVitel,
. (2.16)
Zk,l fF’gl ¢! (u \ [vE = vil| ds.
a polozme
a(u,v) = (@<0> (e (1)) ,e(v))Q Vu, v € V.
Potom fesime nésledujici variac¢ni dlohu:
Uloha (P),: hleddme pole posunuti u:I — K takové, ze
a(u(t),v—u(t)+j(v)—ju()>E@),v-—u(t), Vwvek, sv.tel, (2.17)
u(x,0) = ug (x). (2.18)

Uloha vede na dva typy tloh - koercivni a semi-koercivni. Uloha je koercivni jestlize viechna
I, # 0 a jsou semi-koercivni pro I';, = @) nebo jestlize alesponi jedna ¢ést T, = US_; T, feknéme ',
je nulova. V téchto ptipadech definujeme prostor posunuti tuhych téles

R={vem_H"N (Q)||v|=0}, (2.19)

kde semi-norma |v| je definovéna vztahem

v|<z/ eij (V) e (v )dx> : (2.20)

Jestlize RNV = {0}, potom jde o koercivni typ kontaktni tlohy, je-li R NV # {0} potom jde
o semi-koercivni typ kontaktni ilohy.

Véta 1: Necht plati predpoklady (2.3), (2.15) a d*! = 0. Potom existuje feSeni u € Wh> (I; K)
tlohy (P),.
Diikaz je modifikaci dukazu z Andersson (2000), Eck et al. (2005).

3 Numerické resSeni

3.1 Konelné prvkova aproximace

Oblast kloubniho systému €2 aproximujme pomoci trojihelnika v piipadé N = 2 a pomoci Ctytsténu
pro N = 3. Bud {7}, } regulérni konetnéprvkové déleni oblasti Q@ = U_,Q', s hranicemi 90,1 = 1, ..., s
Uzly lezicf na Uy T* pati{ k obéma délenim 7,* a Tl. 7j, je regularni jestlize viechny 7).t = 1,..., s
jsou reguldrni. Necht Vi, C Vj je koneénéprvkovy prostor linedrnich prvki odpovidajici déleni 7y,
Vi = ugp + Von. Necht Kj, = K NV}, je koneénéprvkova podmnozina prostoru Vj,. Prvek prostoru Vyp
je spojitd pocastech linedrni funkce s nulovymi hodnotami v uzlech lezicimi na T',. Prvek z K} je
spojitd pocdstech linedrni vektorova funkce s nulovymi hodnotami na I',, a takovymi, Ze normalové
slozky v uzlech na UkJF’CCl a [y jsou nekladné. Potom budeme fesit nésledujici tlohu:



Uloha (P)n, : Hleddme pole posunuti uy, : I — V}, takové, ze u, (t) € K pros.v. t €1 a

a(up (), vy, —an (8) + 5 (va) = J (un () = (£(F), va —an (1))y (3.1)
Vv, € Kp,sv. tel, ’

w, (x,0) = uop (x). (3.2)

Véta 2: Necht predpoklady véty 1 jsou splnény. Potom tloha (P), md feSeni u, € Wh* (I; Kj) .

Dukaz je podobny dukazu véty 1.

V dalgim budeme predpokladat, ze Coulombovo tfeni v ¢ase t zdvisi na vektoru posunuti z pied-
chozich ¢asovych hladin. Uloha potom vede na feen{ tlohy s Trescovym modelem trent (s danym
tienfm) v kazdé casové hlading, kde gt = FM (w, (t — 6t, ...t — rét)) |[7K (up, (t = 6t, ...t — rét))],
r > 1, ma vyznam tzv. "slip limit”.

3.2 Analyza Trescova modelu

Necht ¢asovy interval I = [0,t,] je rozdélen na M subintervalt délky 6t = At = t,/M, M > 0.
Piedpoklddejme, 7e u = u (t;) je feseni tlohy (2.17), (2.18) s g¥ pro kazdé t = t;, t; = i/Nt, i = 1,.., M,
a up=uy (t;) feseni dlohy (3.1), (3.2) pro kazdé t = t;, s gkl = FF(w, (t; — At,....t; — rAt))
|TE (up, (8 — Ot sty — rAE)], 7 > 1 Pro  jednoduchost pisme wuyp (t; — At) misto
up (Q — At, ...,tl' - T'At)

Véta 3: Uloha (P), s g% = FF (uy, (t; — At)) |7 (ay, (t — At))| pro s.v. ¢ € I mé jediné slabé
feseni. Resenf je minimizer potencidlni energie
Lv)=2(e(v))+j(v)—(fv)y,
nad mnozinou K a pro s.v. t € I, kde
®(e(v)) = f, DO (e(tv),e(v))dt = [y (CO (te (v)),e(v)), dt >
> terlleW)Zawg YVEV.

Dukaz je podobny dukazu véty 7.1 (Haslinger et al. (1996)).
Podobné se dokaze i existence ptiblizného feseni u, pros.v. t €1,
(viz napi. Nedoma (1987),(1998))

Odhad chyb feeni

Polozme v = uy, (t) v (2.17) a vi= v, (t) € K, v (3.1) a se¢téme. Po tpravach a uzitim (2.3), potom
pro kazdé v, € K, s.v. t € 1,

e [lu(t) —un () < (CO (e (u(1) = CO (e (un () e (u(t) —e(un (t), =
= (CO (e (u (1) = C (e (up (1)) e (u(t)) —e(vi (), +
+(CO (e (u(®)),e(vr(t) —e(u(t)), — (CO(e(u(t))),e(un(t) —e(u(t)), -
— (CO (e (un (1)) e (va (1) — e (un (1)), +4 (va () = j (u(?))
Jelikoz
—(CO(e(u(1) e(un (1) —e(u(t)), <
< —(E@),un(t) —a(t))y +7(an(t) —j(a(t),
—(C (e (un (1)) e (va (1) —e(un (1)), <
S —(E@),va () —un )y +J (v () — 5 (un (1)),
potom



1 fu () —w ()3 <
< (€O (e (u (1)) — CO (e (w, (1)) e (u () — e (vs (£))), + (3.3)
t

kde reziduum R (t; vy, (t) — u(t)) je definovédno vztahem

R(tvi (1)~ u(0) = (€ (e (1)) e (va (1)) e (u (1), + 5
+5 (Vi () =5 (w (@) = (£ (), va (1) —u(t))y -
Nechf t € I, integraci (3.3) pfes t od 0 do t, uzitfm pocdtecnich podminek (2.18),(3.2) a (2.3),

dostavame

e fJu(t) —un O = e lluo — wonlf3 < t

< Jocolla(m) —un (D)ly lu(r) =va (D)lly dr + [; [R(75va (1) —u(7))] dr.
Potom 5

a () —u ()] <
< ¢ [lluo = uonlly + fy lu(r) = va (1) dr + fy IR (75 v (7) = u (7)) dr]

Uzitim Gronwellova lematu, dostavame

lu— uh||L°°(I;V) <

1/2
< ¢ [lluo = vonlly + 1w = Vall iy + 1R (5 =Wl ) + o = uonlly ] -
Jelikoz v, € H' (I; K},) je libovolné, potom

[lu— uh”[,oo([;v) <
. 1/2
< cinfy,ecr ik, (w0 = vonlly + lw = Vall oo gy + IR (5 vi = U)HL/l(I;v)} + (3.5)

+cllug — ugnlfy -

Optimalni odhad chyby a analyza konvergence metody

K odvozeni odhadu chyby a analyzy konvergence metody vyjdeme z nerovnosti (3.5), navic zavedeme
dodate¢né podminky regularity. Odhadneme reziduum R (¢; vy, (f) —u(t)), definované v (3.4) . Inte-
grujme prvni ¢len po ¢astech, uzijme (2.4) — (2.6), (2.16) , potom dostdvame

= [oo T (B (va (£) —u () ds — [o div 7 (£). (vi (£) — u (1)) dx+
+j (v (1) =g (u(t) = (F (), v (t) —u(t)y — [o P(t).(vi(t) —u(t))ds =

£y — b (8) — (uk () —ul, ()] ds+
t) = vi, (1) — guf t) —ug (1)) +

Jelikoz
3 (Vi (£)) = j (u ()| <
=< ||gé€lHLOO(UM[‘ICcl) vah (t) - Vzlfh (t) - (uf (t) - ué (t)) ||L1,N(Uk,lr‘lccl) <
< ||gleLoo(uk,lrlgz) [vi () —a @)y

potom

(R (v (8) —a @) < cllva () —a@)l2nw,,urs -
Odtud a (3.5) dostdvame

a(®) = ()l poe vy <

. 1 (3.6)
< Cmfvhecl(I;Kh) [u(t) —vn (t)”L‘X’(I;V) +vn(t) —u (t)”zzN(uk‘lF’gl) .



Za predpokladu dodateénych podminek regularity
we 2 (12N (), w |, oy € L2 (1 H2N (U (TH),))
1 <i<i4p,u9 € H*N (9)7

kde piedpokladame, ze kazd4a T'* je aproximovéna ig linedrnimi segmenty v 2D piipadé a i trojihelniky
v 3D pripadé. Potom dostavame optimalni odhad chyby

”u (t) —Up (t)HLoc(];v) =0 (h) . (3.7)
Konvergence piiblizného feseni odvodime za pfedpokladu jisté regularity feseni u € K. Z (3.4)
plyne
|R(t; v —u)| < Cl[”u”vvl,oc(l;v) [va =l +
+ HgleLoc(Uk’lFlgl) v — u”Ll,N(uk,ergl) + ”f”L‘X’(I;V) [vh —ully] <
< e (llullyre vy + ||9§l”Loo(Uwprgz) + ||f||L°°(I;V)] [vi —ully, < (3.8)

< er [ lallwrm vy + 1wy | v = ully < eliva = ully
Vv,V sv.tel,

jelikoz

j (va) —j ()] < HgflleLoo(Uk_lplfl) Hviklt - Vizt - (uf - ui)HLLN(uk 1Tk <

ki v e

< chhHLC’O(UkJF’gl) ”Vh - uHV?
a kde konstanta ¢y zavisi na |[ully1.0 )5 [Fll oo 25 @)) s 1P peerp2n e,y HgfflLHLoo(qu’gl)'
Potom z (3.5) dostdvdme

[u— uh||L°°(I;V) B

. 1/2
<cinfy,ccr(r;x,) |wo — vonlly + lu— V}LHLoc(J;v) + v — UHL/l(I;V)} + (3.9)

+c ||110 — u0h||v .

Jelikoz [C’°° (ﬁ)] NﬂK je husté v K vzhledem k normé prostoru V, potom H* (I; [COO (ﬁ)] N N K)
je husté v H! (I; K) vzhledem k normé prostoru H! (I; V') (Han, Sofonea (2002)).

Necht € > 0 a necht ug, = rpug, uy € [C’ (ﬁ)}N, 7y je konecné-dimensiondlni interpolacni
operator, potom |[ug — uon|l,, — 0 as h — 0. Podobné jako v (Han, Sofonea (2002)) se da ukdzat, ze
pro dostatecné mala h

la—rn@ll g1 (7, < 0=l 70y + 18=7R0] 1 7,y <
(Tv) (Tv) (1v)
< 3e+ch HﬁHHl(T;Hz(Q)) <€

Polozme r,u = vy, € H' (I; Kj) , potom |ju — Vallgr gy — 0 jestlize h — 0.
Z (3.9) pak plyne konvergence

la = upll ey vy = 0 Jjestlize b — 0.
Tim jsme dokézali

Tvrzeni 1: Za vySe uvedenych predpokladu a za predpokladu, ze ug, € Kj takové, ze

lug—uonlly, — 0 jestlize h — 0, (3.10)

potom

la —upllpoc(syy — 0 Jjestlize h — 0, (3.11)

tj. semi-diskrétni metoda konverguje.



3.3 Algoritmus

Uzity algoritmus je zaloZen na smisené formulaci kontaktni tlohy a primérné dualni metodé aktivnich
mnozin pro jednostranny kontakt - PDAS a Uzawova algoritmu.

Smi8ena varia¢ni formulace pro Tresciiv model

SmiSend varia¢ni formulace pro Tresctuv model vede na 1lohu, kdy v kazdém ¢asovém okamziku budeme
fesit smiSenou varia¢ni tlohu s danym tfenim, tedy v kazdém ¢asovém okamziku budeme hledat sedlovy
bod.

Zavedeme prostor Lagrangeovych multiplikdroru M. Podle ptedpokladu €2 je oblast s dostatecné

N
hladkou hranici 02, potom W = [H% (Ukwlffl)} = HaN (Uk’lFljl) . Ozna¢me H~2 (Ukvlffl) a W',

dudlni prostory k H B (uk,lr’gl) a W. Definujme prostor Lagrangeovych multiplikatora M = M, X
Mt - VV/7 kde

Mn:{,ulnEW/:ﬁLnZO}v

M, = {ufl € L? (UmFljl) : |ufl| <1s.v. naUg, TF it =0 vné supy, gfl}. (3.12)
Definujme bilinedrni formy b : V x M, a (v, v) a funkciondl (f,v) vztahy
b1 = s = o8 e [ bl (o =] s (313)
e Uk, g

a(vv) = (COev).ev) . (Ev) = (Ev)y,

. e, _1 i , el s ,
kde (., '>uk Tkt Je dudlni parovani v H 2 (Uk,lFfl). Potom v kazdém casovém okamziku feSime tlohu:
) c

Uloha (P,,)o : hledame dvojici (u,\) € V x M, s.v. t € I, takovou, e

a(v,v)+b(p,v)=({f,v) vev,

b(p—Av)<0 e M. (3.14)
Uloha (Py,)o je ekvivalentni tloze (viz Ekeland, Temam (1976))
Uloha (P,,): hledime dvojici (w,\) € V x M, s.v. t € I, takovou, ze
Lw,pu) <LWA)<SL(Vv,\) V(v,p)€eV XM, sv.tel, (3.15)

kde £ (v, ) je Lagrangidn, £ (v,u) = a(v,v) +b(u,v) — (f,v).

Véta 4: Necht I'. NT', =0, T'.NTy = 0. Potom existuje jediny sedlovy bod (u, ) funkciondlu £ na
V x M, kde w je feSeni primarni tlohy a plati

W = e (), gl =t ),

kde u € K tesi primarni dlohu (P), pros.v. t € I.
Dikaz je zalozen na formulaci (3.14) a Greenové lematu, viz napf. Haslinger et al. (1996),
Hlavacek (2006a) .
Oznaéme Tk € T* aktudln{ kontaktni mnozinu, tj. uf —u!, = 0na Tk a uk —ul < 0na TF\TH.
Zavedeme odpovidajici déleni oblasti Q a I'. jako vyse. Piedpokladejme, Ze kazda T'* je tvofena
koneénym poctem linedrnich ¢asti F’gzl,,p =1,...,p v piipadé N = 2 a koneénym poctem rovinnych
casti F’j}n,p =1,...,p v pifpadé N = 3. V dalsim budeme piedpokladat, ze body na I'* jsou identické.
V piipadé N = 2 kazd4 cést F’C“]l) je rozdélena m = m (hp) body s;,i =1,...,m, m =m(h,), as
intervaly ¢, = (s, $r + hp), 7 =0,1,...,m — 1, h, = const.. Mnozina M, je aproximovana mnozinou



D kl
My, = U Ub_y M,

kl (3.16)
Mhn(p) ={ut, € C(UuTE) : it g, € Pr(gr), 7 =0,1,...;m — 1, it >0},

a mnozina M; mnozinou

7 kl
My = Uy U%l MHt(p)7 y
Mk'l(P) _ { K € L> (Uk lF ) :U“Ht|(1/r Yr41) S ((yTvyr+1)) } (317)
Ht ’um’ <1,pkl =0 vne supp gl [~

kde y,. jsou stiedy intervalu qT7 gch €M, kl(p ) je linedrn{ interpolace funkce g*!. Funkce ,u jsou spojité
a pocastech linedrnf, funkce uk!, jsou po castech konstantni.
V ptipadé N = 3 kazda éést I'* je tvoiena koneénym poétem rovinnych st I‘pp,p =1,...,p, a
podobné jako vyse predpokladdme, ze na I'* uzly déleni Thk a Thl jsou identické a
I‘le =U,A,, kde A, jsou strany Ctyfsténu odpovidajici déleni 77,0 = 1,...;s
Mnozinu M,, aproximujeme mnozinou
7 Kl
Mpp = Up Up_ Mhn(p)v

(3.18)
MP®) = fk o eC(UkylF’gj,) WL A, € PL(D) VA, CTE il >0},
a mnozinu M; mnozinou

Mgy = Uy ngl Mf[lt(p)a

kl kl
MG = Lty € LI ¢ ]| < 1, = 0 ma Uwt (Ti\supp g81) (3.19)
Li® = {uM € 1o (Ur)]? :u“mHe[Po(AH)f VAR C U THY,

kde T;;'®) je déleni I na trojihelniky Ay takové, ze max uq (diam Ap ) = H a kde g5 € My,
H

je interpolace funkce g*'. Funkce p, jsou spojité a po ¢éstech linearni, funkce pg; jsou po Gastech
konstantni.
Bilinedrn{ formu b(.,.) aproximujeme

l kl | kl k l
b (/LhHa vh) = <ILL;CLTL7 ,Uflin - vfzn>uk Tkl + / - gcilthH (Vht - Vht) ds. (320)
e Uk,

Potom feSime
Uloha (Psp)ro : hleddme dvojici (un, Apg) € Vi X Mpp X Mpy = Vi, X Mpg, s.v. t € I, takovou, ze

a(vp,vy) +b(pnm,vy) =(£,vy) vy €V, (3.21)
b(pha—AnE, V) <0 e € My, '

resp.
Uloha (Psp)n: hledame dvojici (up, Ag) € Vi, X My, X My, s.v. t € I, takovou, ze

Lh (uh,MhH) < Lhu (uh’)‘hH> < Lnu (Vh7>‘hH) (3 22)
V(Vh,MhH)EVhXMhnXMHt, S.V. tEI, ’

kde aproximovany Lagrangian pro (v, ) € Vi X Mp, X My, je definovan

1
Lng (Vhs fippg) = 54 (v, vi) = (£,vy) + 0 (nm, vy) - (3.23)



Tvrzeni 2: Necht (u,\) je feseni (3.14) a (up, A\,g) € Vi X My, X My, je feSeni (3.21) pro s.v.
t € I. Potom existuje kladnd konstanta c nezavislad na h, H spliujici

u—wnlly + A= Anll =172, om <
< cfinfy, ey, [u = vally +infy, ens,, xap, A = Nh||—1/2,uk,lrlgl + (3.24)
1 1
+ (max (b(Ap,u),0))? + (max (b(A\,u,),0))2}.

Diikaz je paralelni dukazu z (Haslinger et al. (1996), Hild, Laborde (2002)).

Clen max (b (X, uy,),0) ma velky Vyznam pii uréeni diskrétm’ podminky nepronikénl’ na aktudlni
kontaktni mnoziné Tk, < T* tj. vk —ul =0naTH a uf —ul, <0 na TF\DK,

D4 se ukazat, ze ptiblizné feseni konverguje

Véta 5: Nechf h — 0, tehdy a jen tehdy kdyz H — 0. Necht primik Uy ;T NT, sestévd
z konecného poctu bodu. Potom

u, —u v HHNV(Q),

Ag — X v [L? (Uk lUFkl) slabé. (3.25)

Primdrn& dudlni metoda aktivnich mnoZin - PDAS

Jako vhodny algoritmus v kazdém ¢asovém okamziku je mozno pouzit primarné dudlni metodu ak-
tivnich mnozin (primal-dual active set strategy (PDAS)) (viz Hiieber et al. (2005) , Hiieber, Wohlmuth
(2005) , Hlavacek (2006b)).

(i) P¥ipad N = 2.
Oznacme uzlové body uy jako U, Ay, jako Ap, a Ag; jako Ag. Definujme matice By, By, F
vztahy

(BrnU), = (U}Ifn (sr) — U}lm (sr)) (Bx:U), fuk | Tkl Xrgch (UIJCLIt Ui’it) ds,
(F,v) =vTF,
kde x, je charakteristickd funkce intervalu (y,yr+1),7 = 0,1,...,m — 1. Aproximace prvniho ¢lenu
v (3.20) je
m(h
<Nhn7”hn Uhn>uk Tk = Zk,l 1 D ( ») Mflkrvffl,
MF = il (s,) , VEL = ol (s,) = vém )
ko =kpm =hp/2,k, =hp,r=1,..,m—1.

Potom aproximaci sedlového bodu v kazdé ¢asové hladiné muzeme zapsat ve tvaru

AU—HB}W (diag k) Apn + Bt Ay — F =0,
Ahn (Ahn + thnU)+ =0, (326)
Ay —m(Ape + pBg:U) = 0,

kde ()+ je nezdporna ¢dst (.) a 7 je projekee intervalu [—1,1], tj. pro z € R

x pro |z| < 1,
sgn z pro |z| > 1.

m(z) ={

Oznaéme w = (U, A,,,,, Ag)" , potom (3.26) mizeme piepsat do tvaru

AU+BY, (diag K) A, +BY,Agy — F 0
F(W)i=| Apn— (Apn + pBrnU)" =1 o0 ]. (3.27)
Ape — 7 (Age + pByU) 0

Rovnice (3.27) je nelinedrni a muze byti feSena Newtonovou metodou. V Hintermiiller et al.
(2003), (2004), (2005) , Hlavdcek (2006d)) je ukdzano, ze zobecnénd Newtonova metoda (generalized
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(semismooth) Newton method) velmi rychle konverguje a je tedy vhodnd i v tomto pfipadé. Dokonce
je ukézano, ze poslounost iteraci

w1 — w) G(w)_lf(w(j)) ,7=0,1,...

konverguje superlinedrné k w* s F (w*) = 0, pficemz HW(O) —w* || je dostatecné malé za predpokladu,
#e F ma zobecnénou (slant) derivaci a existuje inverzn{ zobrazeni G (w) . V Hintermiiller et al. (2003)
zobecnénd Newtonova metoda je nazyvand jako ”primal-dual active set strategy”.
Definujme aktivni a inaktivni mnoziny s ohledem ma multiplikdtory Ay, a Ag: vztahy
Any, (W1) = {s; : (Apn), + p (BrnU), > 0},

A, (W1) ={sy : (Apn), + p (Br,U), <0}, wi = (U, Ahn)T’ (3.28)

AAHt (w2) = {(¥rs yrt1) : [(Ame), + p (B U), | <1},
ZX,,, W2) = {(Ur yr11) : |(Ame), + p BaU), | > 1}, (3.29)
Ty, W2) = {Wr.yrs1) : [(Amr), + p B, U),| < =1}, wa = (U, Ay,)"

Nelinedrni funkci F (w) zapiSeme ve tvaru

F(w) = G (w)w— (F,0,x (Z£, (W) — x (Zx,, (W), (3.30)

kde G (w) je zobecnén4 (slant) derivace funkce F. Existence inverzniho zobrazeni G~ (w) je otevieny
problém, proto v Hlavacek (2006b) byl zaveden redukovany operator t¥eni, ozna¢me jej Gg,,, (W), ktery
je jiz invertabilni a definovany

A BZ,
G (w)( X (Aay, (W) pBae X (Zx,,, (W))+f<(15m (w)) > (3.31)

a ktery je bijektivni pro kazdé w € R™ x R™.
Potom pro kazdou ¢asovou hladinu muzeme aplikovat algoritmus AU-PDAS (alternujici Uzawa -
PDAS algoritmus, viz Hlavacek (2006b)):

Algoritmus AU-PDAS:
Nechi w(© — (U<0> A A(O)) ,p € (10%,10%) jsou znamy. Jestlize wii) = (U@) AEZ,LA;JI%)

hn>
zZnamo, potom

; . ; T
STEP (1): uréime wU+1/2) = (U(JH/Z),AEfnﬂ/z (Hl/z ) postupem:
(i) (A&ﬂﬂ))r —r ((Ag) +p (B, U )T) r= — 1
(ii) ur¢ime mnoziny Ax, (wg )> Za,., (ng)) pro ng)
T
(U(J) A(J)) uzitim (3.28);

(iii) uréime W§j+1/2) = (U(j+1/2),A(]+1/2) ze soustavy
AU(j+1/2)+BT (diag Iﬁ:) Ag’j‘l/m F— BII;tA(I;jl/Q)
o € A, ( (a)) N (B(J+1/2)U(J+1/2)) —0,
sy €Tp,. (W§J)> - (A2j+1/2)> —0.
,

n

, A , . T
STEP (2): urcime wi+1) = (U(J“),A;Ljnﬂ),Agjl)) postupem:

11



(i) (Agj”)r - ((Ag:w)T +p (B U(f“/?))T)Jr r=0,..,m
(ii) uréime mnoziny Ax ,, (ng+1/2)> IXHt (ng+1/2)) . (ng+1/2)>
pro ngH/Q) = (U(j+1/2),A(I_jI;L1/2)>T wzitim (3.29);

(iff) uréfme wi ™) = (U(j+1), AGT ! ze soustavy

AU+ IB%%}tAgjl) F — B}, (diag k) A(JH),

(s yri1) € Anp < (J+1/2)) (BHtU(JJrl))T =0,

(s Yri1) €y, ( (JH/Q)) = (A%;”))T =1,

(Yr,Yrt1) €Ly, ( OH/Q)) = (Agj”)r = -1

(i) Pripad N = 3.
T
Ozna¢me uzlové parametry uy jako U, Ay, jako Ay, a Ay = (Agt, )\qu) jako A g = (Aﬁ},,{, Agz) ,

kde )\g)t,i = 1,2, jsou konstantni na trojuhelnicich A, a reprezentujl slozky vektoru Agy (A,) v orto-
gonalnim systému soufadnic, odpovidajici kazdé rovinné ¢édsti Fcp, p =1,...,p. Definujme matice By,

By = (ng,mgg) ,F vztahy

(BhnU)r = (Ui]fn (sr) — Uilm (37)) )

i 3.32
(BOU) = fo,em o0kt (Uh = Ulyy) dsi = 1,2, (F,v) = V7T, (3:32)

kde x, je characteristickd funkce trojihelniku A, C 7y, s, je uzlovy bod.
Maticovy tvar aproximovaného problému sedlového bodu pro kazdou c¢asovou hladinu muzeme
zapsat ve tvaru (viz napt. Hlavacek (2006a,b))

AU+Bh,LGAhn + BgtAHt —F=0
Ahn - (Ahn + pGBhnU)+ =0, (333)
Ape — 7 (Age + pBpU) =0,

kde G je Grammova matice, p = const. > 0 a 7 je projekce na jednotkové kouli, tj.

B pro ||z|| < 1,
m@ =1 %/ el pro ]l > 1,2 € B2,

Podobné jako v ptipadé N = 2 mame

AU+B? GApp +BL,Apy —F 0
F(w):=| Apn— (Apn + pGBp, U)" =1 o0 |, (3.34)
Ay — 7 (Agt + pBr:U) 0

kde w = (U, By,,,, B Ht)T . Funkce F (w) m4 zobecnénou derivaci (slant derivative), ale nenf zndmo zda
existuje inverze Grammovy matice. Proto definujeme redukovany operator (matice) tieni Gg,,, (W),
ktery je invertabilni, vztahem

A B,
o (W) = ( X (Anme (W) 0Brre X (Tam, () ) ' (3.35)

Aktivni a inaktivni mnoziny s ohledem na multiplikdtory Ap, a Apg; definujeme

Apy, (W1) = {s; : (Ann), + p (GBR,U), > 0},

3.36
Tar, (W1) = {50 ¢ (Ann), + p(CBpaU), <0}, wi = (U, A7, (3:36)

Any, (W2) = {8 C Ty« |(Ame), + p (Bu:U), || < 1},

3.37
Tay, (W2) = {8 C Tar + [(Aszr), +p (BereU), | 2 1}, wa = (U, Ayy)” . (3:37)
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Potom v kazdé ¢asové hladiné uzijeme algoritmus AU-PDAS ( viz Hlavacek (20060)):

Algorithm AU-PDAS:
T _ _ . ,
Nechi w(® = (U, AL AQ)) " p € (10%10%) jsou zndmy. Jestlize w@) = (UG, A7), AG))
je znamé, potom
STEP (1): uréime wi+1/2) = (U(j+1/2),Ag;l/Q),Agjl/Q)) postupem:

(i) (Ahn)£j+1/2) — 0 ((Ahn)gj) +p (BhnU(j))T) ,r=0,...,m—1;
(ii) uréime mnoziny Ay, . (ng)) , I, (ng)) pro ng) _
, NT
= (U@, AR))" witim (3.36);

(ifi) uréfme wi/ /% = U(J“/Z),Agfnﬂm ze soustavy

AU(J'+1/2)_|_]B£7}GA§LJ:F1/2) —F— thAgjl/@

sp € Ay, (w(])) = ( GBy,, UUT/2) =0,

Sp € IA,., <W§j)) = (A;Ljn'H/Q)) = 0.

. _ . , T
STEP (2): urécime wi+b = (U(J“),A;f;l),Ag:l)) postupem:
. ) ) +
() (AP = ((AGF) 45 (GBLUGH) ),
(ii) uréime mnoziny Ax ,, (ngJrl/z)) N (ng+1/2))

pro ngH/Q) = (U(j+1/2), A(I_jljlﬂ)) uzitim (3.37);

r=20,..,m;

, _ L NT
(iii) uréfme wi ™ = (UG ATF) " ze soustavy
; j+1 j+1
AU(3+1)+B1f}tAgt ) =F - Bz:nGAgljn )7
Ay € Apy, (w§’+1/2)) = (IB%HtU(J'H))T =0,
Dy € Tny, (WEHP) = (AGTY) =

T

. ((Agj“”)T T (BHtU(j-&-l/Z))T) ,

Poznamka: Jak ukédzali Hintermiiller et al. (2004), (Theorem 3.2), algoritmus PDAS se chovd jako
globalné konvergentni, tj. algoritmus PDAS konverguje pro libovolnou volbu pocateéniho priblizeni.

V préci (Hlavdcek (2006b)) je uveden algoritmus ve kterém predem eliminujeme uzlové parametry
funkce posunuti, které nepatii hranici UkJF’jl.
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Vyzkum byl proveden za podpory grantu FT/TA /087 Ministerstva prumyslu a obchodu Ceské Re-
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Part 11

Dynamické zatézovani lidskych
kloubu
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1 Formulace dynamické tilohy ve vazko-pruznosti

V této ¢asti budeme studovat N-dimensionalni dynamicky zatizeny kloubni systém s utlumem. Jako
reologii uzijeme vazko-pruznost s kratkou paméti. Vysetfovana iloha navazuje na piedchozi Cést I
v linearni pruznosti, kde je tloha vysetfovana jako kvazi-staticka. Analyza kontaktni ilohy s kontaktni
podminkou v rychlostech ve spojitém pripadé byla studovéna v Nedoma (2005).

1.1 Model

Uvazujme podobné jako v predchozim pripadé systém ”s” pruznych téles tvotici kloubni systém.
Budeme predpokladat existenci tlumicich a setrvaénych sil.

Necht Q = U_,Q* € RN, N = 2,3, je oblast tvoiend kloubnim systémem a predpoklddejme, 7e
jeji hranice je dostateéné hladkd. Necht 9Q = U’_,00Q‘, 0Q = LU T U ThyU T, kde T, Ty, =
1T, U 2T, je ¢ast hranice kde je kloubn{ systém podepien (modelovdno Dirichletovymi okrajovymi
podminkami), ', T'; = 'T";U 2T, je ¢4st hranice, kde je predepséno zatizeni, 'y je ¢ast hranice, kde
je predepsana podminka symetrie, resp. oboustranny kontakt, I'. je hranice kontaktu mezi dvéma
sousednimi plochami kloubniho systému ve kterém se obé ¢asti dotykaji a po sobé pohybuji, I'. =
U TR TR = TR N T k= {1,...,s}, k # 1.

Necht x = (z;),i = 1,..., N, N = 2,3, jsou soufadnice v kartézském systému soufadnic, t € I,
kde I = (0,t,),t, > 0, je dany ¢asovy interval, Q(t) = I x Qa T (t) =T, x I, T,(t) =T, x I,
T.(t) = T x I ozna¢uje ¢asti hranice 9Q(t) = 9Q x I. V kazdém ¢asovém okamziku hleddme rozlozen{
vektoru posunuti u = (u;), i = 1,...,N, N = 2,3, ve vySetfované oblasti US_, Q" tj. u’(f) =
(u; (1), i=1,...N,vQ 1=1,.,s

Bud n vnejsi jednotkova normdla k hranici oblasti, u, = u;n;, Uy = u—upn, 7, = 7NN, Ty =
T—T,n jsou normélové a tecné slozky vektoru posunuti a napéti, u = (u;), 7 = (1), i = Ti;n;,
i,j = 1,..., N. Necht F,P jsou objemové a povrchové sily, p(x) > po > 0 hustota, a(x) > ag >0
fyzikalné mé4 vyznam tlumeni. Ozna¢me ¢asovou derivaci symbolem ” /7 a necht u’ = (u},) = (a“tl)
je vektor rychlosti. Necht na I'* kladny smér vnéjsi jednotkové normély n je vztazen k oblasti QIZ

Vztah mezi deformaci a napétim je ddn vztahem

7ij = 73 (W, W) = 0, (X)ew (1) + 1), (X)ew ('),
i gkl =1, N, v Q(t),
resp. 7 = CDe(u)+CWe(u’), (1.1)

w; auJ . _
e = 5 (35 +22)  ij =1, N, efu) = (e (w)

kde cl(.?,zl (x),n =0, 1, jsou elastické a vazké koeficinty, e;;(u) jsou slozky malé deformace e, N oznacuje

dimensi prostoru. Predpokladejme, ze C'") = (CE;L;Z(X)), n =0, 1, spliiuje

>0,

kde predpokladdme Einsteinovu sumacéni konvenci.
Uvazujme rovinné ¢i prostorové tlohy kloubniho systému tvaru:

Uloha (P): Necht N = 2,3,s > 2. Hleddme vektorovou funkci u: Q x I — R, spliujicf

2 we  ort(utut L
pbaat; La %+FM i,j=1,..N,.=1,..s, (1.3)
(t,x) € Q(t) =1 x Q,
L L L L 0)e (1) .
T =7, u") = C’Ejl)él(x)ekl( )+ ngl)gz( Jer(u'), (1.4)
i,5,k,l=1,.., N, 1 =1,..,s,
Tiyn; =Py, i,j=1,..,N, (t,x)€ 'T.(t)=1xU’_, ('I'' NnoQ), (1.5)
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Tijn; =0, i,j =1,..,N, (t,x) € *[.(t)=1xU_, (°T, NoQ"), (1.6)

up=uy, i=1,..,N, (t,x)€ 'T,(t)=IxU_, ('T,Nno"), (1.7)
u; =0, i=1,..,N, (t,x)€ *T,(t)=1xU_, (’T,No"), (1.8)
uf —ul <0, 7h =7l =7 <0, (uF —ul) Tk =0
k Y T TR

uff —uf =0 = || < 7 (0) [ X e =T x U, (19)

u, —u,

it w0 ot () [
u(x,0) =ug(x), u(x,0)=u (x), x€Q, (1.10)

kde ug,uy,us jsou dané funkce, up méd ¢asovou derivaci uj, a ug,u; jsou feSenim statickych kon-
taktnich 1loh s nebo bez tieni (viz Necas, Hlavacek (1981), Nedoma (1983), (1987), (1998), Hlavacek
et al. (1988), Haslinger et al. (1996)). Necht “T'* C I'* jsou mnoziny splaujicf u¥ — u!, = 0 na *T'*
auf —ul, <0na °TH =T\ °Tk,

o

Fe

o—o0—o0—o0—0 F.(u)

u;
Figure 1.1:
Piedpokladejme, Ze tienf zavisf na rychlosti (slip speed) (Fig.1) a koeficient tteni FF=Fk (x,u’)

necht je globalné omezeny, nezéporny a spliiuje Carathéodoryho podminky, tj. pro jednoduchost
napt. FF (., v) je métitelnd, v € R, a F¥ (x,.) je spojitd pro s.v. x € I'* a m4 kompaktni nosi¢

SF.=suppx (Fe) = {(x,t) € Te(t) =T x I | Juj FE(x,u}) # 0}. (1.11)

Oznac¢me (y)4+ = max {y, 0} kladnou ¢ést y.

V dalsim pfedpokldadejme jako v prvni ¢asti této vyzkumné zpravy, ze Coulombovské tieni v kazdé
casové hladiné zavisi na nékolika pfedchozich ¢asovych hladinach, tj. pro jednoduchost polozime
(FH (uff —u) 78 (u,0)) (t — At) = gF, kde —gF! mé vyznam treci sily a At = t,/m, m > 0 celé
¢islo. Uloha pak vede na Trescuv model tfeni.

1.2 Variaéni formulace tlohy

Necht Q = U?_, Q" je omezend, souvisld oblast s dostateéné hladkou hranici 9Q =T, UT,, UToUT,,
kde I';, T, T, T jsou édsti hranice 9 definované vyse. Necht I', = 'I',U ?T, a I'. = U TF
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T =00k N o k #1, k.l € {1,...,s}. Necht Q(t) = Q2 x [ anecht I';(t) =T, x I, T,(t) =T, x I,
To(t) =To x I, Te(t) = T x I oznacuji ¢dsti hranice 99 () = 92 x I.

Zavedeme Hilbertovy prostory L2 (M),L*N (M) = [L? (M)]N, M = Qresp. I'y,r =u,7,c,
N = 2,3, a Sobolevovy prostory W*2 (M), M = Q or I, béznym zptisobem jako v Necas (1967),
Adams (1975), Nedoma (2005) a polozime W*2 (M) = H* (M), [H* (M)]N = HN (M), HON (M) =
L% (M) a odpovidajici normy oznaéfme [[-[lg, 5 - Skaldrni souciny a dudlni parovén{ oznaéime (.,.), s
a (., ). (pro kazdé celé N). Dudlni prostory prostoru H*N (M) oznaéime (H*N (M))’ = H "N (M)

a odpovidajici normy ||| -x.~(ar) = |-l -4, 5 - Norma dudlniho prostoru H~2(T,) je definovéna vz-

(u,v>_1/2 1/2,0 o 1 s .
= sup 220 kde (., '>71/2,1/2,Fr oznacuje dudlni parovdni mezi

tahem HUHH*% veHz(T,) Wl

Tr)
H*%(FT) a H%(Fr). Dudln{ prostory budeme oznacovat symbolem ” * 7. Pro p # 1,a # 1, p,a €
L>e(M)sp>po>0,aa>ay>0sv. x €M, oznacime (., .)k’M skalarni souciny ve vdhovych pro-
storech LN (M) a [[-[lg. 5r odpovidajici normy (Necas (1967), Adams (1975)). Dile jesté zavedeme
béznym zptsobem Bochnerovy prostory L2 (I;X),W*2(I;X), kde X jsou Hilbertovy pros-
tory (Adams (1975), Eck et al. 2005)) a prostor B (I; X), X je Banachuv prostor, jako prostor vSech
spojitych a omezenych funkei z I do X' s normou [|v]| g(r.x) = [Vl Lo (1,x) = SuPser [[u®)] x -
Ptredpokladejme, ze vstupni data splnuji nasledujici podminky:
Tvrzeni 1: Oznacme C(0) = (CE?,)CZ) elastické koeficienty a C(1) = (cgjll)d) koeficienty viskozity a

e = (e;;) tenzor malé deformace. Elastické koeficienty C'(*) = (CZ("?I)CZ) spliuji

(i) O Q0 x SN — SN,
(ii) existuje konstanta ¢y > 0 takovd, ze
[CO (x,e;) = C© (x,e,)|| < coller — ez]| Ver, ez €SN, sv. v Q,
(iii) pro kazdé e € SN, x — C©) (x, e) je méFitelné na Q,
(iv) zobrazeni x — C') (x,e) € L2V*N (Q) = [L? (Q)]NXN :
Koeficienty viskozity C'(1) = (cg,)cl) spliiujf
(i) cM . QxSN — SN,
(ii) existuje konstanta c¢; > 0 takovd, ze
HC'(l) (x,e,) —CM) (x,€,)| <ciller —es]| Ver,ex €SN, sv. v,
iii) existuje mq > 0 takova, ze
(iif) j 7
(CW (x,€1) = CW) (x,€5)) (e1 — €3) = my [ler —es|”  e1,e0 €SV,
s.v. x €9,
(iv) pro kazdé e € SV, x s C(V) (x, e) je méfitelné na ,
(v) zobrazeni x — CW) (x,e) € L2>V>*N (Q) = [L? (Q)]NXN
kde S¥ je prostor viech symetrickych tenzort druhého fadu na RV,
Dand vstupni data spliujl p € C(Q),F € Wb (I; % (Q)}N), P e Wwhe (I; L2 (FT)]N>,

u, € [H! (Q)]N, uf, —ul, = 0na Uy ¥, uy € [H? (Q)]N, koeficient tieni FF=F (x,u}) je
omezeny, nezaporny a splituje Carathéodoryho podminky. Necht n je celé ¢islo, potom k = t,/n je
casovy krok.

Zavedeme mnoziny virtualnich a pfipustnych posunuti jako

)

Vo={v|ver_;H"N (Q),v=0 naUs_, ([, NIV}, V =us+Vp,
K={v|veVvk—vl <0 sv.naugI'’"},
Vo= L2(I;Vp), V = L3(I; V) = ub+ Vo, K = L*(I; K).
Déle definujme prostor symetrickych tenzoru druhého fadu
Q={r=(rj) |mj=75€ L*(Q),1 <i,j <N} = L>*N(Q), a jeho skaldrn{ soucin vztahem
(’7', O')Q = fQ Tij (X) Uij (X) dX.
Vynésobenim (1.3) vyrazem v — u’, integrac{ pres Q(t), uzitim okrajovych podminek a Greenovy
lematu, potom dostavame:

Uloha (Po),, : hleddme u a 7, spiujici (1.3)-(1.10), potom u(t) € Vp, 7(t) € Q, apros.v. t € I,
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u(t)e K, (0 (t),v—u'(t))+ (o (t),v—u'(t))+ (T (t),e(v) —e(u (t)))Q +
+i(v)—j(@ @)}dt > (f(t),v—u'(t))dt VWeK,sv.tel, (1.12)
u(x,0) =ug (x), v (x,0) = u (x),

resp. v ekvivaletni formulaci
Problem (P), : hleddme posunuti u:I — V' takové, ze u(t) € K pro s.v. t € I spliuje

(W’ (t),v—u(t) + (ot (t),v -1 (1)) +a® (u( ), v — u’ ()t))

+a® (W'(t),v—u' () +j(v)—j (' (t) > E@),v—u(t) (1.13)
VveK,sv.tel,
u(x,0) =ug (x),u (x,0) = u (x). (1.14)

kde ug,u; jsou Fesenim statické kontaktni dlohy s resp. bez tieni (viz napf. Nedoma (1983),(1987),
Hlavécek, Nedoma (2002)), a kde

(", v)y=>37_, (", v") = [, pug’vidx, (o, v) =377 (au",v*) = [, aujvdx,
a™ (u,v) = S0y a™ (u,v') = [ fhen (W) esy (v) dx,
(F,v) =22, (£ v") = [ Fuidx + [ Puids,
j(v):ZlejL( fuklrw gcl|vt _Vt|d5 < 51 |V5_VH>FC»

kde bilinedrni formy a™ (u,v),n = 0,1, jsou symetrické v u,v a a™ (u,u) > ¢ ||u||iN7 M =

a™ (u,v)| < cgn) [ally x VIl v an) = const. > 0, u,v € Vj.

Ulohu (P), je mozno piepsat jesté do tvaru:

Problem (P)y;, : Slabé fesen{ tlohy (3)-(10) je funkce u € B (I; HN (Q)) su(t,.) € K pros.v. t € I,
u € L2 (I; HYN () N L= (I; LN (Q)) , u'(tp,.) € LN (Q) takové, ze pro viechna v € HYY (Q(t))
sv(t,.) € Ks.v. v, plati

JAW" (1), v =u' () + (au’ () ,v =’ (1)) +a@ (u(t),v—u' (1)) +
+a® (W (t),v—u' () +j(v)—j@ @)}dt > [, (F(t),v—u'(t))dt, (1.15)
u(x,0) =ug (x), u'(x,0) = u (x).

Duikaz je analogicky dikazu uvedeného v Nedoma (2005) a je zalozen na technice penalizace a
regularizace. Uloha s kontaktnimi podminkami v posunutich a s danym tfenim je studovana a analy-
zovdna v Eck et al. (2005), Chap. 4. Analyza dlohy (P) s kontaktnimi podminkami v posunutich a
za vyse uvedenych pfedpokladi o koeficientu Coulombova tfeni bude analogicka. K dukazu existence
feSeni je uzito rozkladu

v—u=v—u+u-u=w-u.

2 Numerické reseni
Pro numerické feseni tlohy budeme pfedpoklddat, ze kontantni podminka (9) je v posunutich a Ze

koeficient Coulombova tieni v kazdé c¢asové hladiné zavisi na nékolika pfedchozich ¢asovych hladindch.
Uloha pak vede na tlohu se tfenim Trescova typu.
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2.1 Existence pf¥iblizného FeSeni

Necht Q je aproximovana oblasti €, polygonalni v 2D piipadé a polyhedralni v 3D pifpadé, s hranici
00, =T, ULy, UL, . Necht I = (0,t,),t, > 0, necht m > 0 je celé &islo, potom At = t,/m,
t; = iAt,i = 0,...,m. Necht {7;,} je reguldrni tiida MKP pokryti 7;, oblasti Q, s T';n, Tun a Lep.
Necht V;, C V' je MKP prostor linedrnich elementti odpovidajici pokryti 77,. Potom K; = V;, N K je
mnozina pocastech spojitych linedrnich funkei, jez jsou nulové na Iy, a spliiuji podminku nepronikan{
v uzlech na uk,lur’gl. K}, je neprazdna, uzaviens a konvexni podmnozina mnoziny V;, C V. Necht
ug € Kj, u; € K, jsou approximace ug a u;. Predpoklddejme, ze koncové body I';,U Tyup, TunU Ten,
T'-pU e se kryji s vrcholy uzitého pokryti 7, a Ze tieni je aproximovano hodnotami z piredchozich
casovych hladin, coz vede na piiblizné feseni tlohy pro Trescuv model tieni - semi-discrétni tlohu s
danym tfenim.

Uloha (P)n: nalézt pole posunuti uy, : I — Vj, spliujici

uy, (0) = upp, uj, (0) = uyp, (2.1)
a takové, ze pro s.v. t € I, uy (t) € Kj,
(uyy (), va—up (1) + (0w, (1), va —up (1) +al (wy (1), vy~ (1) +

+a (), (t) vy, —un (1) + 5 (vi) = j (un (1) 2 (£ (), va—un (1)) (2.2)
Vv, € Kp,sv. tel,

kde
(uy,vy,) = Z _y (upt,v) fg PUY Vi dX,
(0w, vi) = >0, (O‘Lu;zL7VIL fQ O‘u/hivhidx7
a™ (up,vy) = Z (uh vi) fQ zjnklekl (up) eij (vp)dx, n=0,1, (2.3)
(£,vy,) =>00_, (f, fQthzdquf Pyvpids,
J(vh) = ZL 1J ( fuk [Tk gch |Vht Vht| ds = <gch7 |Vht Vht|>r J

kde ¢* h je aproximace g¥'. K diikazu existence piiblizného feseni (MKP feseni) uy, tilohy (P) , UZijeme
podobné jako vyse rozkladu

Vi—Up= Vp—Uup+uj,—u), = w,—u),.
Dikaz je analogicky dukazu ze spojitého piipadu.

2.2 Odhad chyby fegeni a konvergence metody

Polozme v = uy, () v (1.13), vi, = v, () € K, v (2.2) a sectéme. Potom po tpravéch dostdvame

(0" (t) = uy (t) ,u (t) —up (1)) + (au’ (t) —auh( ), u(t) —up () +
+alV) (0’ (8) = wj, (8) ,u () —up (1)) < (ujf (8), v, () = u(t))+
+ (o), (1), vy, (1) —U(tz) +al? (u(t) —Uh( )y, (t()—) u (b)) +

) —u(t) +alV (), (t), v, (t) —u
t)) = (£ (), va (t) —u(t))

a tedy
(u” (t) —ay (), u(t) —un (t)) + (e’ () — oy (¢) ,u (t) —up (t)) +
+a) (u' () —uj, (1), u(t) —up (1) <
<a® (u), (t) — ' (), vy, (1) —u () +a@ (s (t) —u(t), v, () —u(t) + (2.4)
+ (uy (1) —u" (1), vy, (t) —u(t)) + (aw, (1) — o’ (t), v, (1) —u(t)) +
+a (u(t) —wp (), wy, (t) —u () + R(Eva (8) —u(t) sv.tel,

—u(t)) + (e’ (), v, —u(t)) +

vi—u () = (W (1), v,
a® (u(t), v, —u(t) +aV (W (1), v, —u(t) +7(vi) =5 (u(t) - (2.5)
— (@), vy, —u(t)) Vvy € Vi, sv. t €1
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Necht ¢ € I. Integraci (2.4) v intervalu 0 do ¢, dostdvdme

Jod@” (1) = uff (7),u(r) —uy (7)) + (o’ (7) — o), (1), u(7) —uy, (7)) +
+a® ( (T) —u}, (7),u(r) —uy (1)) }dr <

+(ujy (1) —u” (1), v, (7 —u 7)) + (aw, (1) — aw' (1), v, (1) —u (7)) +

Jelikoz
CO (x,e;) — CO) (x,e,)]| < coller —ea| Ver,ex e SN, s.v. v,
c (x,el) — 00 (x,e,)|| < & ||e1 —es| Vel,eg 6 S s.v. v Q,
fo (T)a )) dr = ( (t)7u(t)) ulauo f() ,u ))dT =

= (W (1), u (1) = (ur,u0) — fy ([ (7). ) dr <
< ||u' (Dllg, 1 ()l = Il ollg oy = {110 (B)1F v = a1 ]
Jy () u (o) dr = f3 & (Hla @l x ) dr = § @35 — Sl y
a jelikoz u (t) — uy, (t) = up — ugp, + fot (u' (1) —u), (7)) dr, potom
[ (8) = wn (DI < elluo —uonl} x +¢ fy 0 (7) —w}, (D]} ydr a

t 2 t 2 2
Jollu(r) —up (7[5 y dr < c [y [0 (7) =), (D)l y dr+ clluo — vonlly y-
Potom po tpravach dostavame

sllha () — ( )HON Ilao — wonlg, N T lu (8) = wn ()17 — [[ur = wanll? y] =
—C||tU' (8) —wj, ()llg  + ¢ lluo = onllg x < g,y ||1tlo||o,N = @llo, v e @)l +
2
+f0 co ||uh( 7) = ()l Ve (1) —u (D)l y d7 + fo collan (1) —u (D)} y dr+ (2.6)

+ Jo a®( uh< 7) = (1), vy, (1) —u (7)) dr + [ (uf (1) = (1), v, () —u(r)) dr+
+ fy (o), (7) = ant’ (1), v, (7) = u (7)) dr + [y R (ri v, (7) —u (7)) dr.
Jelikoz
Jo a® (), () = (7), v, (7 )—U(T))dT =a® (u(t) —uy (), u(t) —vn () —
—aM (ug — upn, ug—von) — f a (uy ( )—u(r), vy (r)—u’(7))dr,
u (t) —vy (t) = up— V0h+f0 uh( ) — ( )) d7, odtud
[u () =vi (0] § < elluo— VOhH1N+Cf0 [0, (7) = vi, (D] dr
Jy (e, (1) = an’ (7), Vh(t) u (7)) dr = (o (t) —au(t), v, () —u(t)) -
— (upp, — ug, vy, — ) fo auh( ) —au(r),v) (1) —u' (1)) dr,
ol (7) = v (1)l dr < e Jy 1o’ (7) =, ()] d7+ ¢ lao = von3 v »

potom po upravach dostavame

2 2 2 2
Hu(tt) —w, () N SQC{HHO - 1:0h||1,1v + [luo — ‘;0h||1,N + Hult — iy v+
+ Jo la(m) =, (DI} v dr + fy [0 (1) =V}, (D] y d7} + ¢ [y [R(T3vn (1) —u(7))]dT.

Uzitim Gronwallova lematu dostavame

[u— uhHLoo(z Vo) = C{HUO — vonl? N V}LHLZ(I vo) T
IR v =W g g + 10 = voull? y + lan = ] 3

Odtud, jelikoz v, € H* (I; K1) je libovolné, dostavame odhad

2 . 2
[u— uhHLoo(l;VO) < d{infy, e ;) [lwo = vonlly ~Nt Hu (1) =vi (7 )||L2 I; Vo) +
+ R (5vh — )||L1(I VO)] N+ [a — u1h||1 N

jez je zakladnim odhadem pro dikaz konvergence metody.
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Vysledek shrneme do nésledujici véty:

Véta 1: Necht jsou splnény piedpoklady Tvrzeni 1 a necht f € L2 (I; LN (Q)) , U € K,ugp, € Kp,
u; € Vg, uyp, € Von, a necht koeficient tieni F* (x, u},) spliuje Carathéodoryho podminky, je spojity,
nezaporny a omezeny. Potom chyba semi-diskretizace splnuje odhad

2 . 2 2
lu— uh||L°°(I;V0) < c{infy, ek, w0 — V0h||1,N + [[u’ (1) —v}, (7')||L2(1;v0) +

> 5 (2.8)
FIRCva =Wl Larv] + a0 = vonlly v + [lur = winlly 5}

Konvergenci ptiblizného feseni k pfesnému feSeni dava nasledujici véta:

Véta 2: Necht plati piedpoklady Tvrzeni 1. Necht ug € K, ugy, € Kj, ui € Vg, us € Vg, jsou takové,
ze
[uo —uonlly, — 0 a [[uy —uiplly, — 0 proh —0, (2.9)
potom
lu—up|pe s,y — 0 for b — 0. (2.10)
Diikaz: Vyjdeme z odhadu (2.8). Uzitim (2.5) odhadneme |R (¢;v)|. Podle definice funkcionalu
J () Je
15 v0) = 5 (D] < 90l oy [¥he = Vhe = () + 0L 0]y o <

(2.11)
<c ”gCHLOO(UkJF’gl) [vi —up (t)HVO :

Potom
|R(t;vi —u(t)| < cllve —un )]y (2.12)

kde konstanta c zdvisi na [|ul| .y, - 19ell oo Uy Tt > IEll oo (r;r2v @)+ 1P poe (7028 (p, ) - Odtud a
z (2.8) plyne

. 2 2
[u— uhHLOO(I;VO) < C{lanhEH1(1§Kh)[||uO - V0h||17N + ||u/ (7) _V;z (T)||L2(I;Vo) +

s ) 2 (2.13)
= VAl ) + w0 = wonll} v + [lw — w1} -

Jelikoz K N [C*> ()] N je husty v K vzhledem k normé prostoru V), potom H* (I; Kn[Cc>(9)] N)

je husty v K vzhledem k normé prostoru H! (I;Vy) (viz Han Sofonea (2002)). Odtud jiz plyne
konvergence semi-diskretni aproximace k presnému feseni tlohy. O
K odvozeni optimélniho odhadu chyby feseni vyjdeme z odhadu (2.8) a predpokladi regularity

T € L (I; L*N (09)) , ug € HN (Q), u € L2 (I; H>N (),

wp, e € L2 (I H2Y (U ). (2:14)
Jelikoz
a® (u(t),v)+a® (0 (t),v) = [,o7({t)n.vds — [, div 7(t).vdx =
= Jp. P (t).vds + fuk,zFﬁ"' [Tn (£) v + 72 (t) Vi) ds + [, T (t) .vdx,
R(t;vi —u(t)) = (0" (t),v, —u(t)) + (o' (t),v), —u(t)) +
+a® (u(t), v, —u(t)) +a (0 (1), vi, —u(t)) + 5 (va) —j (u(t) —
—(f@t),vip—u(®) = fuk,LF{gl{(Tt ). (v, —vh, —uf+ul)) +
+ HgleL‘”(Uk,lFﬁ’l) (HV}kLt - VlhtHLl(UkJF?) - ||11£C (t) - ui (t)HLl(Uk,lF(Ifl)>}d5 <
< elv =l om0
potom z (2.8) plyne
[u— uh”LZ‘(I;v) < c{infy, em (1,10, [l 1o — VOhHl,N + ||u’_V/hHL2(1;vO) + (2.15)

1/2
+[vh — uhHL/l(l;uk,lF’gl)] + [luo — u0h||17N + [lur — uthLN}-
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Polozme pro kazdé t € I vy, (t) = rpu(t) € HY(I; K}), kde rpu (t) je MKP interpolant funkce u (¢).
Pro pocéastech linearni interpolant r,u, vztazeny na Uk’lI‘lgl (kde T*! je aproximovéna m pocastech
linedrnimi segmenty), mame nésledujici odhad chyby

m
o =rpullpong,) < ch? Z [l g2 v i) 5 T = Upg U, T
i=1

Polozime-li ugy, = rpug, w1y, = rpug, potom z (2.15) dostdvame odhad fadu O(h).

2.3 Algoritmus

Algoritmus je zalozen na semi-implicitnim schematu a na predpokladu, ze tfeci ¢len je aproximovan v
kazdé casové hladiné hodnotami z predchozich ¢asovych hladin (pro jednoduchost budeme predpoklddat,
Ze zavisi pouze na jeho hodnoté z predchozi ¢asové hladiny). Algoritmus pak odpovidd algoritmu pro
Trescuv model s danym tienim.
Necht m > 0 je celé &islo, potom At =t,/m, t; = iAt,i=0,1,..,m. Potom

(A2 (™ = 2u), + w7 vi = w4 (A e (0 - wg) v - w )

+a® (ui, vi — i) + a0 (AT (i ) v - ) 4

+ o w960 [Vi = Vinl ds = Jo, o 98 [0l (ti1) — ul, (tign)| ds >

> (f (ti+1) Vp — uZ’H) Vv, € Kp,

uy, (0) = ugp, uy, (0) = uyy,

kde g¥ = FH (A7 (Auy, (4) — Auy, ()
uy, (t;—1) . Oznaéme

A (wn (1) 2| = wn (1), A, = w (1) -

gih( i) =F (A7 (Auy, — Aug)) |t (g, Z
(F (tix1),va) = A (£ (tig1) , vi) + (2uh —uy Vi)
+At (auz,vh) + Atail) (uﬁbavh) )

)

ki (i Auj )

potom ‘ ‘ ‘ ‘
(. va — uf) + At (au v i) + A% (v, - ui) +
+AtaM (uptt, h - uﬁf )+
+A fuk J Tk gch (|Vth Véh‘ - |“fh (tit1) — ufsh( zH)’) ds > (2.16)
Z (F (tz+1) Vp — uz—l—l),
up (0) = Uph, U;L (0) = Ui1p-
resp. . ‘ .
(u’h"rl Vi) + At (ozu;j'l vi) + Ata (0) (i{"l,vh) + Ata® (uﬁj‘l,vh) +
+AE2 fu TR g () ([vi, = vip]) ds = (F (ti1) s va) 2
> (wit! uitt i1 il 24(0) (uit! yit!
> (uh(l), hz+1) +Z+A1t (oujt, , )+ At (uj; )+ (2.17)
+Aja ( ) + At fuk ATk gch (|uth z+1) uth( z+1)|) ds—
— (F (tiy1), U;LH) )
uy, (0) = ugp, v}, (0) = uyy.
Pro jednoduchost polozme u“rl =uy, g = M (t;), F (tiy1) = £y, potom (2.16) miizeme piepsat do
tvaru
(ap, vy, —up) + At (auy, v, —up) + At2a© (ap, v, —up) +
—|—Alja(1) (up, v, — up) + At? fuk,LF’ﬁl gt (|vh —viu| = [uf, —ul,|) ds > (2.18)
> (Fn, v — ), t=tiy1 €1,
uy, (0) = ugp, uj, (0) = uyy.
Zavedeme bilinedrni formu A (up,vy) a funkciondl j (vy) vztahy
A(ap,vy) = (an, vi) + At (auy, viy) + At2a© (uy, vi) + Ata™ (ug, vi), (2.19)

Fvn) = O [ e G5 [V, = Vi ds.
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Za predpokladu, ze p > pg > 0, @ > ag > 0 a jelikoz bilinedrni formy aEL") (up,vp), n = 0,1,

jsou symetrické v uy, a vy, a spliuji ™ (up,up) > cé") ||uh||§ N cén) = const. > 0, |a(”) (up, va)| <
cgn) lunlly x 1vally x c§”> = const. > 0, n = 0,1, up, vy € V,, potom bilinedrni forma A (up,vy) je
také symetrickd v u, a vy a plati

A(up,vi) > ag ||uh||iN , cén) = const. > 0, (2.20)
|A (ap, vi)| < a1 |lunlly n [IVally > @1 = const. >0, ap, vy € Vop.
Potom fesime nasledujici tlohu:
Uloha (P4),: hleddme u, € K), takové, ze
A(ap, v —up) + 7 (vp) —J(up) > (?havh — uh) , VW€ Ky, V=t €1, (2.21)
a spliiuje pocatecni podminky pro ¢ = 0.
Zavedeme funkciondl L (vy,) vztahem
L(vp) = Lo(vn)+j(va),
kde 1
Lo (vi) = §A (Vh, Vi) — (fhavh) .
Potom tloha (Py4)n je ekvivalentni s nasledujici ilohou:
nalézt u, € K}, takové, ze
L (uh) <L (Vh) , Vv € Ky, Vt= tiv1 €1, (222)

a spliujici poc¢ateéni podminky pro ¢ = 0.

Algoritmus v kazdé ¢asové hladiné vede na tlohu hleddni sedlového bodu s pouzitim Uzawova
algoritmu. Jeho ¢asti je minimaliza¢ni problém s omezenimi danymi podminkami nepronikani na kon-
taktnich hranicich mezi jednotlivymi komponentami kloubniho systému. Pro feSeni minimaliza¢niho
problému se ukazuje jako nejefektivnéjsi metoda sdruzenych projektovanych gradientiu. Pro vypocty
projekci gradientu je zvolena metoda sdruzenych gradientu. Tento postup se ukazuje jako optim&lni,
nebot mnozina aktivnich omezeni se béhem vypoétu méni a navic poéet omezeni je mnohem mensi
nez dimenze vektoru gradientu. Algoritmus lze zna¢né urychlit zavedenim techniky predpodminéni
do optimaliza¢niho procesu v kazdém kroku Uzawova algoritmu.

Jako vhodny algoritmus je také mozno pouzit primarné dudlni metodu aktivnich mnozin (primal-
dual active set strategy (PDAS)) analogicky jako v pfipadé kvazi-statické kontaktni tilohy. Uzity algo-
ritmus je nésledné v kazdé casové hladiné zalozen na smiSené variacni formulaci pomoci Lagrangeovych
multiplikdtoru a tedy na hledani sedlového bodu. Potom pro kazdou ¢asovou hladinu muzeme ap-
likovat algoritmus AU-PDAS jako ve statickém piipadé (viz Hlavécek (2006)) resp. v kvazi-statickém
piipadé, diskutovaném v predchozi ¢asti vyzkumné zpravy. Algoritmus je pak modifikaci algoritmu v
kvazi-statickém ptipadé.

Literatura

1. Adams, R.A. (1975). Sobolev Spaces, Academic Press, New York.

2. Eck, Ch., Jarusek, J., Krbec, M. (2005). Unilateral Contact Problems. Variational Methods
and Existence Theorems. Chapmann&Hall/CRC, Taylors&Francis Group, Boca Raton, London,
New York, Singapore.

3. Han, W., Sofonea, M. (2002). Quasistatic Contact Problems in Viscoelasticity and Viscoplas-
ticity, AMS/IP, Providence, RI.

24



10.

11.

12.

13.

. Haslinger,J., Hlavéacek, I., Necas, J. (1996). Numerical Methods for Unilateral Problems in Solid

Mechanics. In: Ciarlet, P.G., Lions, J.L., Handbook of Numerical Analysis, vol.IV, Elsevier,
Amsterdam, 313-486.

Hlavéacek, I. (2006). Primdrné dudlni metoda aktivnich mnozin_pro jednostranny kontakt
pruznych téles s danym tfenim. Technical Report No. 965, Ul AV CR, Praha.

Hlavdacek, 1., Haslinger, J., Necas, J., Lovisek, J. (1988). Solution of Variational Inequalities in
Mechanics. Springer Vlg., New York.

Hlavéicek, 1., Nedoma, J. (2002). On a solution of a generalized semi-coercive contact problem
in thermo-elasticity. Mathematics and Computers in Simulation, 60, 1-17.

Necas, J. (1967). Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques. Praha, Academia.

Necas, J., Hlavacek, 1. (1981). Mathematical Theory of Elastic and Elasto-Plastic Bodies. An
Introduction. Elsevier, Amsterdam, Oxford, New York.

Nedoma, J. (1983). On one type of Signorini problem without friction in linear thermo-elasticity.
Appl. Math. 28(6),393-407.

Nedoma, J. (1987). On the Signorini problem with friction in linear thermoelasticity: The
quasi-coupled 2D-case. Apl. Mat. 32, 3, 186-199.

Nedoma, J. et al. (1999). Numerical methods for constrained optimization in 2D and 3D
biomechanics. Num. Linear Algebra Appl. 6, 557-586.

Nedoma, J. (2005). Matematické modely umélych ndhrad kloubu ve vazbé na navigované
operacni techniky a za pouziti CT a MRI. Cést. I. Dynamické zatézovani TEP a TKR, matem-
atické 2D a 3D modely. Technical Report TR-950, Ul AV CR, Praha.

25



