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Abstract:

This paper represents the Technical Report of the Project of the Ministry of Industry and Trade of the Czech
Republic No. FT-TA/087 and deals with constructions of quasi-static and dynamic models of human joints
and their total replacements. Moreover, this paper deals with the numerical analyses of the quasi-static and
the dynamic non-linear contact problems with Coulombian friction in linear elasticity in the quasi-static
case and/or in visco-elasticity with short memory. The human skeletal systems are modelled by elastic
or visco-elastic bodies of arbitrary shapes being in mutual contacts. The Coulombian law of friction on
contact boundaries is assumed. In the quasi-static model the finite element technique and the semi-discrete
scheme are assumed and in the dynamic case the semi-implicit scheme in time and the FE approximation
in space are used. The error estimates, the convergences of the numerical approximations and the optimal
error estimates are developed and discussed. Numerical simulation of Coulombian frictions are based on
the Tresca models of friction. The problems of contact problems of Tresca type are formulated as mixed
variational problems with Lagrange multipliers in 2D and 3D and the algorithms of finding the saddle point
are based on the primal-dual active set strategies and/or on the Uzawa algorithm and conjugate gradient
method with constrains in every step of Uzawa algorithm.
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Part I

Kvazi-statické zatěžováńı lidských
kloub̊u
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1 Úvod

Pro navigovanou operačńı techniku je vývoj numerických model̊u zaměřen na optimálńı metody a op-
timálńı algoritmy, neboť navigovaná operačńı technika vyžaduje velmi rychlé algoritmy. Velmi rychlé
algoritmy jsou zat́ım vyv́ıjeny v teoretické oblasti. To však vyžaduje vyv́ıjet i nové př́ıstupy a nové
metody řešeńı kontaktńıch kvazi-statických a dynamických úloh, založené na metodě hledáńı sedlového
bodu a metodě ”primal-dual active set strategy-PDAS”. Podstatným problémem je otázka vstupńıch
parametr̊u kostńı tkáně a měkkých tkáńı, jakož i určeńı geometrie vyšetřovaného kloubńıho systému
v daný časový okamžik. Možné určeńı výše zmı́něných vstupńıch parametr̊u kostńı tkáně a měkkých
tkáńı může býti založeno na řešeńı obrácených úloh teorie vazkopružnosti s užit́ım dat z MRI. To však
bude vyžadovat samostatný výzkumný projekt. Určeńı geometrie operovaného kloubńıho systému je
závislé od dat navigované operačńı techniky a př́ıstupu k těmto dat̊um. Vyv́ıjená metodika a vyv́ıjený
algoritmus jsou vhodné i pro modelováńı všech lidských kloub̊u a jejich umělých náhrad a simulaci
jejich funkce.

2 Formulace kvazi-statické úlohy v lineárńı pružnosti

2.1 Model

Uvažujme systém ”s” pružných těles tvoř́ıćı kloubńı systém. Předpokládejme, že kloubńı systém se
deformuje relativně pomalu, takže setrvačné śıly je možno zanedbat.

Nechť Ω = ∪s
ι=1 Ωι ⊂ RN , N = 2, 3, je oblast tvořená kloubńım systémem a předpokládejme,

že jej́ı hranice je dostatečně hladká. Nechť ∂Ω = ∪s
ι=1∂Ωι, ∂Ω = Γu ∪ Γτ ∪ Γ0 ∪ Γc, kde Γu,

Γu = 1Γu ∪ 2Γu, je část hranice kde je kloubńı systém podepřen (modelováno Dirichletovými
okrajovými podmı́nkami), Γτ , Γτ = 1Γτ ∪ 2Γτ , je část hranice, kde je předepsáno zat́ıžeńı, Γ0 je
část hranice, kde je předepsána podmı́nka symetrie, resp. oboustranný kontakt, Γc je hranice kon-
taktu mezi dvěma sousedńımi plochami kloubńıho systému ve kterém se obě části dotýkaj́ı a po sobě
pohybuj́ı, Γc = ∪k,lΓkl

c , Γkl
c = Γk

c ∩ Γl
c, k, l = {1, ..., s} , k 6= l.

Nechť x = (xi) , i = 1, ..., N,N = 2, 3, jsou souřadnice v kartézském systému souřadnic, t ∈ I,
kde I = (0, tp) , tp > 0, je daný časový interval. V každém časovém okamžiku hledáme rozložeńı
vektoru posunut́ı u = (ui) , i = 1, ..., N, N = 2, 3, ve vyšetřované oblasti ∪s

ι=1Ω
ι, tj. uι (t) = (uι

i (t)),
i = 1, ..., N, v Ωι, ι = 1, . . . . , s. Tenzor malé deformace je definován

e (u) = (eij (u)) , eij (u) =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, ..., N. (2.1)

Tenzor napět́ı je definován vztahem mezi napět́ım a deformaćı

τ (u) = C(0) (e (u)) , τij (u) = c
(0)
ijklekl (u) , i, j, k, l = 1, ..., N v Ω, (2.2)

kde operátor pružnosti C(0) splňuje podmı́nky

(i) C(0) : Ω× SN → Ω× SN ,
(ii) existuje konstanta c0 > 0 taková, že∥∥ (

C(0) (x, e1)− C(0) (x, e2)
)∥∥ ≤ c0 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , a.e. x ∈ Ω,

(iii) existuje konstanta c1 > 0 taková, že(
C(0) (x, e1)− C(0) (x, e2)

)
. (e1 − e2) ≥ c1 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , a.e. x ∈ Ω,

(iv) pro e ∈ SN , x 7→C(0) (x, e) je měřitelné v Ω,
(v) předpokládejme, že operátor C(0) je potenciálńı, tj. existuje funkcionál

Φ : Ω× SN →: R takový, že jeho Gâteaux̊uv differenciál DΦ(x; σ, τ) =
=

(
C(0)σ, τ

)
Q
∀σ, τ ∈ SN , s.v. x ∈ Ω, kde

(
C(0)σ, τ

)
Q

=
∑s

ι=1

∫
Ωι

(
C(0)σ

)
ij

τijdx .
Functionál Φ representuje hustotu deformačńı energie.

(vi) Zobrazeńı x 7→ C(0) (x,0) ∈ Q,

(2.3)

kde SN je prostor tenzor̊u druhého řádu v RN , a
Q =

{
τ =(τij) ∈ L2,N×N (Ω) | τij = τji, i, j = 1, .., N

}
.
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Budeme předpokládat, že v počátečńım stavu jsou obě části kloubńıho systému v kontaktu a jejich
hranice kontaktu je rovna Γc = ∪k,lΓkl

c . Dále budeme předpokládat, že neznámá kontaktńı zona
Γc (t) = ∪k,lΓkl

c (t) v každém čase t ∈ I po deformaci bude zahrnuta v Γc (omezené zóně kontaktu).
Nechť n = (ni) , i = 1, ...N, je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω. Potom pro každé ι = 1, ..., s, polož́ıme
n = nk resp. −nl na ∂Ωk∩∂Ωl, k, l = 1, ..., s, k 6= l, nk = −nl, a n = nι na ∂Ωι∩(∂Ωι\Γc) , ι = 1, ..., s.
Položme uι= u|Ωι, τ ι = τ|Ωι , ι = 1, ..., s. Potom pro každé ι = 1, ..., s, definujeme normálové a tečné
složky vektoru posunut́ı a vektoru napět́ı vztahy un = uι.nι = (uι

in
ι
i) , uι

t = uι − uι
nnι, τ ι

n = τ ι
ijn

ι
in

ι
j ,

τ ι = (τ ι
ti) , τ ι

ti = τ ι
ijn

ι
j − τ ι

nnι
i, i, j = 1, ..., N.

Uvažujme rovinné či prostorové úlohy kloubńıho systému tvaru:

Úloha (P) : Nechť N = 2, 3, s ≥ 2, I = (0, tp) , tp > 0, je časový interval. Hledáme vektor posunut́ı
u : Ω× I → RN splňuj́ıćı

∂τij (u)
∂xj

+ F ι
i = 0, i, j = 1, ..., N, ι = 1, ..., s, (t,x) ∈ Ωι (t) = I × Ω, (2.4)

τijnj = Pi, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γτ (t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γτ ∩ ∂Ωι

)
, (2.5)

τijnj = 0, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ 2Γτ (t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γτ ∩ ∂Ωι

)
, (2.6)

uj = u2i, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γu (t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γu ∩ ∂Ωι

)
, (2.7)

uj = 0, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 2Γu (t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γu ∩ ∂Ωι

)
, (2.8)

uk
n − ul

n ≤ dkl, τk
n = τ l

n = τkl
n ≤ 0,

(
uk

n − ul
n − dkl

)
τkl
n = 0,

(t,x) ∈ Γc (t) = I × ∪k,l

(
Γkl

c

)
,

(2.9)

∥∥τkl
t (u)

∥∥ ≤ Fkl
c

∣∣τkl
n (u)

∣∣ ,

∥∥τkl
t (u)

∥∥ < Fkl
c

∣∣τkl
n (u)

∣∣ ⇒ uk
t − ul

t = 0,

∥∥τkl
t (u)

∥∥ = Fkl
c

∣∣τkl
n (u)

∣∣ ⇒ ∃θ ∈ R, θ ≥0 tak, že uk
t − ul

t = −θ τkl
t (u) ,

(2.10)

un = 0, τt = 0, (t,x) ∈ Γ0 (t) = I × ∪s
ι=1 (Γ0 ∩ ∂Ωι) , (2.11)

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω, (2.12)

kde P,u2 a dkl jsou dané funkce, dkl ≥ 0, u0 splňuje např. statickou kontaktńı úlohu s nebo bez třeńı
apod. podle charakteru úlohy a kde Fkl

c = Fkl
c (u) je koeficient Coulombova třeńı, je-li roven nule,

potom máme kontaktńı úlohu bez třeńı. Dı́ky synoviálńı tekutině v kloubu, potom tento typ úloh
s dostatečnou přesnost́ı popisuje funkci zdravého kloubu. V daľśım budeme předpokládat, že dkl = 0.

2.2 Variačńı formulace úlohy

Nechť L2 (Ω) , L∞ (Ω) , H1 (Ω) , Ω ∈ RN , jsou standardńı prostory funkćı a L∞ (I; X) , W k,p (I; X) ,
Hk (I; X) ≡ W k,2 (I; X) , kde k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, a X je Banach̊uv prostor, jsou Bochnerovy prostory
(viz Nečas (1967) , Adams (1975)). Nechť L2,N (Ω) =

[
L2 (Ω)

]N
, H1,N (Ω) =

[
H1 (Ω)

]N
. Definujme

prostor virtuálńıch posunut́ı

V ι
0 =

{
vι ∈ H1,N (Ω) | vι = 0 na Γu ∩ ∂Ωι,vι.nι = 0 na Γ0 ∩ ∂Ωι

}
,

V0 = us
ι=1V

ι
0 , V = u2 + V0,

(2.13)

a množinu př́ıpustných posunut́ı

K =
{
v ∈ V | vk

n − vl
n ≤ dkl na ∪k,l Γkl

c

}
. (2.14)
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Definujme skalárńı součin na V0 vztahem

(u,v)V = (e (u) , e (v))Q =
s∑

ι=1

∫

Ωι

eij (uι) eij (vι) dx.

Předpokládejme, že objemové a povrchové śıly F,P a koeficient Coulombova třeńı Fkl
c splňuj́ı

F ∈ W 1,1
(
I;L2,N (Ω)

)
,P ∈ W 1,1

(
I; L2,N

(
1Γτ

))
,Fkl

c ∈ L∞
(
Γkl

c

)
,

u0 ∈ V,u2 ∈ L2,N
(
1Γu

)
.

(2.15)

Označme
S (v) = (f (t) ,v)V =

∫
Ω

F (t) .vdx+
∫
1Γτ

P (t) .vdx ∀v ∈ V, t ∈ I,

j (v) =
∑

k,l

∫
Γkl

c
Fkl

c |τn (u)| ∥∥vk
t − vl

t

∥∥ ds.
(2.16)

a položme
a (u,v) =

(
C(0) (e (u)) , e (v)

)
Q

∀u,v ∈ V0.

Potom řeš́ıme následuj́ıćı variačńı úlohu:

Úloha (P)v: hledáme pole posunut́ı u :I → K takové, že

a (u (t) ,v − u (t)) + j (v)− j (u (t)) ≥ (f (t) ,v − u (t))V ∀v ∈ K, s.v. t ∈ I, (2.17)

u (x, 0) = u0 (x) . (2.18)

Úloha vede na dva typy úloh - koercivńı a semi-koercivńı. Úloha je koercivńı jestliže všechna
Γι

u 6= ∅ a jsou semi-koercivńı pro Γu = ∅ nebo jestliže alespoň jedna část Γu = ∪s
ι=1Γ

ι
u, řekněme Γm

u ,
je nulová. V těchto př́ıpadech definujeme prostor posunut́ı tuhých těles

R =
{
v ∈ us

ι=1H
1,N (Ω) | |v| = 0

}
, (2.19)

kde semi-norma |v| je definována vztahem

|v| =
(

s∑
ι=1

∫

Ωι

eij (vι) eij (vι) dx

) 1
2

. (2.20)

Jestliže R ∩ V = {0} , potom jde o koercivni typ kontaktńı úlohy, je-li R ∩ V 6= {0} potom jde
o semi-koercivni typ kontaktńı úlohy.

Věta 1: Nechť plat́ı předpoklady (2.3), (2.15) a dkl ≡ 0. Potom existuje řešeńı u ∈ W 1,∞ (I;K)
úlohy (P)v.

Důkaz je modifikaćı d̊ukaz̊u z Andersson (2000), Eck et al. (2005).

3 Numerické řešeńı

3.1 Konečně prvková aproximace

Oblast kloubńıho systému Ω aproximujme pomoćı trojúhelńık̊u v př́ıpadě N = 2 a pomoćı čtyřstěn̊u
pro N = 3. Buď {Th} regulárńı konečněprvkové děleńı oblasti Ω = ∪s

ι=1Ω
ι
, s hranicemi ∂Ωι, ι = 1, ..., s.

Uzly lež́ıćı na ∪k,lΓkl
c patř́ı k oběma děleńım T k

h a T l
h . Th je regulárńı jestliže všechny T ι

h , ι = 1, ..., s
jsou regulárńı. Nechť V0h ⊂ V0 je konečněprvkový prostor lineárńıch prvk̊u odpov́ıdaj́ıćı děleńı Th,
Vh = u2h + V0h. Nechť Kh = K ∩ Vh je konečněprvková podmnožina prostoru Vh. Prvek prostoru V0h

je spojitá počástech lineárńı funkce s nulovými hodnotami v uzlech lež́ıćımi na Γu. Prvek z Kh je
spojitá počástech lineárńı vektorová funkce s nulovými hodnotami na Γu a takovými, že normálové
složky v uzlech na ∪k,lΓkl

c a Γ0 jsou nekladné. Potom budeme řešit následuj́ıćı úlohu:
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Úloha (P)h : Hledáme pole posunut́ı uh : I → Vh takové, že uh (t) ∈ Kh pro s.v. t ∈ I a

a (uh (t) ,vh − uh (t)) + j (vh)− j (uh (t)) ≥ (f (t) ,vh − uh (t))V

∀vh ∈ Kh, s.v. t ∈ I,
(3.1)

uh (x,0) = u0h (x) . (3.2)

Věta 2: Nechť předpoklady věty 1 jsou splněny. Potom úloha (P)h má řešeńı uh ∈ W 1,∞ (I; Kh) .
Důkaz je podobný d̊ukazu věty 1.
V daľśım budeme předpokládat, že Coulombovo třeńı v čase t záviśı na vektoru posunut́ı z před-

choźıch časových hladin. Úloha potom vede na řešeńı úlohy s Trescovým modelem třeńı (s daným
třeńım) v každé časové hladině, kde gkl

c = Fkl
c (uh (t− δt, ..., t− rδt))

∣∣τkl
n (uh (t− δt, ..., t− rδt))

∣∣ ,
r ≥ 1, má význam tzv. ”slip limit”.

3.2 Analýza Trescova modelu

Nechť časový interval I = [0, tp] je rozdělen na M subinterval̊u délky δt ≡ 4t = tp/M, M > 0.
Předpokládejme, že u ≡ u (ti) je řešeńı úlohy (2.17) , (2.18) s gkl

c pro každé t = ti, ti = i4t, i = 1, .., M,
a uh≡ uh (ti) řešeńı úlohy (3.1), (3.2) pro každé t = ti, s gkl

ch = Fkl
c (uh (ti −4t, ..., ti − r4t))∣∣τkl

n (uh (ti −4t, ..., ti − r4t))
∣∣, r ≥ 1. Pro jednoduchost pǐsme uh (ti −4t) mı́sto

uh (ti −4t, ..., ti − r4t).

Věta 3: Úloha (P)v s gkl
ch = Fkl

c (uh (ti −4t))
∣∣τkl

n (uh (t−4t))
∣∣ pro s.v. t ∈ I má jediné slabé

řešeńı. Řešeńı je minimizer potenciálńı energie

L (v) = Φ (e (v)) + j (v)− (f ,v)V

nad množinou K a pro s.v. t ∈ I, kde

Φ (e (v)) =
∫ 1

0
DΦ(e (tv) , e (v)) dt =

∫ 1

0

(
C(0) (te (v)) , e (v)

)
Q

dt ≥
≥ 1

2c1 ‖e (v)‖2L2,N (Ω) ∀v ∈ V.

Důkaz je podobný d̊ukazu věty 7.1 (Haslinger et al. (1996)).
Podobně se dokáže i existence přibližného řešeńı uh pro s.v. t ∈ I,
(viz např. Nedoma (1987) , (1998))

Odhad chyb řešeńı

Položme v = uh (t) v (2.17) a vh= vh (t) ∈ Kh v (3.1) a sečtěme. Po úpravách a užit́ım (2.3), potom
pro každé vh ∈ Kh, s.v. t ∈ I,

c1 ‖u (t)− uh (t)‖2V ≤ (
C(0) (e (u (t)))− C(0) (e (uh (t))) , e (u (t))− e (uh (t))

)
Q

=
=

(
C(0) (e (u (t)))− C(0) (e (uh (t))) , e (u (t))− e (vh (t))

)
Q

+
+

(
C(0) (e (u (t))) , e (vh (t))− e (u (t))

)
Q
− (
C(0) (e (u (t))) , e (uh (t))− e (u (t))

)
Q
−

− (
C(0) (e (uh (t))) , e (vh (t))− e (uh (t))

)
Q

+ j (vh (t))− j (u (t)) .

Jelikož
− (
C(0) (e (u (t))) , e (uh (t))− e (u (t))

)
Q
≤

≤ − (f (t) ,uh (t)− u (t))V + j (uh (t))− j (u (t)) ,
− (
C(0) (e (uh (t))) , e (vh (t))− e (uh (t))

)
Q
≤

≤ − (f (t) ,vh (t)− uh (t))V + j (vh (t))− j (uh (t)) ,

potom
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c1 ‖u (t)− uh (t)‖2V ≤
≤ (
C(0) (e (u (t)))− C(0) (e (uh (t))) , e (u (t))− e (vh (t))

)
Q

+
+R (t;vh (t)− u (t)) ,

(3.3)

kde reziduum R (t;vh (t)− u (t)) je definováno vztahem

R (t;vh (t)− u (t)) =
(
C(0) (e (u (t))) , e (vh (t))− e (u (t))

)
Q

+
+j (vh (t))− j (u (t))− (f (t) ,vh (t)− u (t))V .

(3.4)

Nechť t ∈ I, integraćı (3.3) přes t od 0 do t, užit́ım počátečńıch podmı́nek (2.18),(3.2) a (2.3),
dostáváme

c1 ‖u (t)− uh (t)‖2V − c1 ‖u0 − u0h‖2V ≤
≤ ∫ t

0
c0 ‖u (τ)− uh (τ)‖V ‖u (τ)− vh (τ)‖V dτ +

∫ t

0
|R (τ ;vh (τ)− u (τ))| dτ.

Potom
‖u (t)− uh (t)‖2V ≤
≤ c

[
‖u0 − u0h‖2V +

∫ t

0
‖u (τ)− vh (τ)‖2V dτ +

∫ t

0
|R (τ ;vh (τ)− u (τ))| dτ

]

Užit́ım Gronwellova lematu, dostáváme

‖u− uh‖L∞(I;V ) ≤
≤ c

[
‖u0 − v0h‖V + ‖u− vh‖L∞(I;V ) + ‖R (.;vh − u)‖1/2

L1(I;V ) + ‖u0 − u0h‖V

]
.

Jelikož vh ∈ H1 (I; Kh) je libovolné, potom

‖u− uh‖L∞(I;V ) ≤
≤ c infvh∈C1(I;Kh)

[
‖u0 − v0h‖V + ‖u− vh‖L∞(I;V ) + ‖R (.;vh − u)‖1/2

L1(I;V )

]
+

+c ‖u0 − u0h‖V .

(3.5)

Optimálńı odhad chyby a analýza konvergence metody

K odvozeńı odhadu chyby a analýzy konvergence metody vyjdeme z nerovnosti (3.5), nav́ıc zavedeme
dodatečné podmı́nky regularity. Odhadneme reziduum R (t;vh (t)− u (t)) , definované v (3.4) . Inte-
grujme prvńı člen po částech, užijme (2.4)− (2.6) , (2.16) , potom dostáváme

R (t;vh (t)− u (t)) =
∫

∂Ω
τ (t)n. (vh (t)− u (t)) ds− ∫

Ω
div τ (t) . (vh (t)− u (t)) dx+

+j (vh (t))− j (u (t))− (F (t) ,vh (t)− u (t))V −
∫
Γτ

P (t) . (vh (t)− u (t)) ds =
=

∫
∪k,lΓkl

c
τn (t)

[
vk

hn (t)− vl
hn (t)− (

uk
n (t)− ul

n (t)
)]

ds+
+

∫
∪k,lΓkl

c
{τt (t)

[
vk

th (t)− vl
th (t)− (

uk
t (t)− ul

t (t)
)]

+
+gkl

c

[
vk

th (t)− vl
th (t)− (

uk
t (t)− ul

t (t)
)]}ds.

Jelikož
|j (vh (t))− j (u (t))| ≤
≤

∥∥gkl
c

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )

∥∥vk
th (t)− vl

th (t)− (
uk

t (t)− ul
t (t)

)∥∥
L1,N (∪k,lΓkl

c )
≤

≤ ∥∥gkl
c

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )
‖vh (t)− u (t)‖V ,

potom
|R (t;vh (t)− u (t))| ≤ c ‖vh (t)− u (t)‖L2,N (∪k,l∪Γkl

c ) .

Odtud a (3.5) dostáváme

‖u (t)− uh (t)‖L∞(I;V ) ≤
≤ c infvh∈C1(I;Kh)

[
‖u (t)− vh (t)‖L∞(I;V ) + ‖vh (t)− u (t)‖

1
2
L2,N (∪k,lΓkl

c )

]
.

(3.6)
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Za předpokladu dodatečných podmı́nek regularity

u ∈ L2
(
I; H2,N (Ω)

)
, u |(∪k,l(Γkl

c )
i) ∈ L2

(
I; H2,N

(∪k,l

(
Γkl

c

)
i

))
,

1 ≤ i ≤ i0,u0 ∈ H2,N (Ω) ,

kde předpokladáme, že každá Γkl
c je aproximována i0 lineárńımi segmenty v 2D př́ıpadě a i0 trojúhelńıky

v 3D př́ıpadě. Potom dostáváme optimálńı odhad chyby

‖u (t)− uh (t)‖L∞(I;V ) = O (h) . (3.7)

Konvergence přibližného řešeńı odvod́ıme za předpokladu jisté regularity řešeńı u ∈ K. Z (3.4)
plyne

|R (t;vh − u)| ≤ c1[‖u‖W 1,∞(I;V ) ‖vh − u‖V +
+

∥∥gkl
c

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )
‖vh − u‖L1,N (∪k,lΓkl

c ) + ‖f‖L∞(I;V ) ‖vh − u‖V ] ≤
≤ c1

[
‖u‖W 1,∞(I;V ) +

∥∥gkl
c

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )
+ ‖f‖L∞(I;V )

]
‖vh − u‖V ≤

≤ c1

[
‖u‖W 1,∞(I;V ) + ‖f‖L∞(I;V )

]
‖vh − u‖V ≤ c ‖vh − u‖V

∀ vh ∈ Vh, s.v.. t ∈ I,

(3.8)

jelikož
|j (vh)− j (u)| ≤ ∥∥gkl

ch

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )

∥∥vk
ht − vl

ht −
(
uk

t − ul
t

)∥∥
L1,N (∪k,lΓkl

c )
≤

≤
∥∥gkl

ch

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )
‖vh − u‖V ,

a kde konstanta c1 záviśı na ‖u‖W 1,∞(I;V ) , ‖F‖L∞(I;L2,N (Ω)) , ‖P‖L∞(I;L2,N (Γτ )) ,
∥∥gkl

ch

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )
.

Potom z (3.5) dostáváme

‖u− uh‖L∞(I;V ) ≤
≤ c infvh∈C1(I;Kh)

[
‖u0 − v0h‖V + ‖u− vh‖L∞(I;V ) + ‖vh − u‖1/2

L1(I;V )

]
+

+c ‖u0 − u0h‖V .

(3.9)

Jelikož
[
C∞

(
Ω

)]N∩K je husté v K vzhledem k normě prostoru V, potom H1
(
I;

[
C∞

(
Ω

)]N ∩K
)

je husté v H1 (I; K) vzhledem k normě prostoru H1 (I; V ) (Han, Sofonea (2002)).
Nechť ε > 0 a nechť u0h = rhu0, u0 ∈ [

C
(
Ω

)]N
, rh je konečně-dimensionálńı interpolačńı

operátor, potom ‖u0 − u0h‖V → 0 as h → 0. Podobně jako v (Han, Sofonea (2002)) se dá ukázat, že
pro dostatečně malá h

‖u−rhû‖H1(I;V ) ≤ ‖u−û‖H1(I;V ) + ‖û−rhû‖H1(I;V ) ≤
≤ 1

2ε + ch ‖û‖H1(I;H2(Ω)) ≤ ε.

Položme rhû = vh ∈ H1
(
I; Kh

)
, potom ‖u− vh‖H1(I,V ) → 0 jestliže h → 0.

Z (3.9) pak plyne konvergence

‖u− uh‖L∞(I,V ) → 0 jestliže h → 0.

T́ım jsme dokázali

Tvrzeńı 1: Za výše uvedených předpoklad̊u a za předpokladu, že u0h ∈ Kh takové, že

‖u0−u0h‖V → 0 jestliže h → 0, (3.10)

potom

‖u− uh‖L∞(I,V ) → 0 jestliže h → 0, (3.11)

tj. semi-diskrétńı metoda konverguje.
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3.3 Algoritmus

Užitý algoritmus je založen na smı́̌sené formulaci kontaktńı úlohy a primárně duálńı metodě aktivńıch
množin pro jednostranný kontakt - PDAS a Uzawova algoritmu.

Sḿı̌sená variačńı formulace pro Tresc̊uv model

Smı́̌sená variačńı formulace pro Tresc̊uv model vede na úlohu, kdy v každém časovém okamžiku budeme
řešit smı́̌senou variačńı úlohu s daným třeńım, tedy v každém časovém okamžiku budeme hledat sedlový
bod.

Zavedeme prostor Lagrangeových multiplikáror̊u M . Podle předpokladu Ω je oblast s dostatečně

hladkou hranićı ∂Ω, potom W =
[
H

1
2

(∪k,lΓkl
c

)]N

≡ H
1
2 ,N

(∪k,lΓkl
c

)
. Označme H− 1

2
(∪k,lΓkl

c

)
a W ′,

duálńı prostory k H
1
2

(∪k,lΓkl
c

)
a W . Definujme prostor Lagrangeových multiplikátor̊u M = Mn ×

Mt ⊆ W ′, kde

Mn = {µn ∈ W ′ : µn ≥ 0} ,
Mt =

{
µkl

t ∈ L2
(∪k,lΓkl

c

)
:
∣∣µkl

t

∣∣ ≤ 1 s.v. na ∪k,l Γkl
c , µkl

t = 0 vně supk,l g
kl
c

}
.

(3.12)

Definujme bilineárńı formy b : V ×M, a (v,v) a funkcionál (f ,v) vztahy

b (µ,v) =
〈
µn, vk

n − vl
n

〉
∪k,lΓkl

c
+

∫

∪k,lΓkl
c

gkl
c µkl

t

(
vk

t − vl
t

)
ds, (3.13)

a (v,v) =
(
C(0) (e (v)) , e (v)

)
Q

, (f ,v) = (f ,v)V ,

kde 〈., .〉∪k,lΓkl
c

je duálńı párováńı v H− 1
2

(∪k,lΓkl
c

)
. Potom v každém časovém okamžiku řeš́ıme úlohu:

Úloha (Psp)0 : hledáme dvojici (u, λ) ∈ V ×M, s.v. t ∈ I, takovou, že

a (v,v) + b (µ,v) = (f ,v) v ∈ V,
b (µ− λ,v) ≤ 0 µ ∈ M.

(3.14)

Úloha (Psp)0 je ekvivalentńı úloze (viz Ekeland,Temam (1976))

Úloha (Psp): hledáme dvojici (w, λ) ∈ V ×M, s.v. t ∈ I, takovou, že

L (w, µ) ≤ L (w, λ) ≤ L (v, λ) ∀ (v, µ) ∈ V ×M, s.v. t ∈ I, (3.15)

kde L (v, µ) je Lagrangián, L (v, µ) = 1
2a (v,v) + b (µ,v)− (f ,v) .

Věta 4: Nechť Γc ∩ Γu = ∅, Γc ∩ Γ0 = ∅. Potom existuje jediný sedlový bod (u, λ) funkcionálu L na
V ×M, kde w je řešeńı primárńı úlohy a plat́ı

w = u, λkl
n = −τkl

n (u) , gkl
c λkl

t = −τkl
t (u) ,

kde u ∈ K řeš́ı primárńı úlohu (P)v pro s.v. t ∈ I.
Důkaz je založen na formulaci (3.14) a Greenově lematu, viz např. Haslinger et al. (1996) ,

Hlaváček (2006a) .
Označme Γkl

ca ⊂ Γkl
c aktuálńı kontaktńı množinu, tj. uk

n−ul
n = 0 na Γkl

ca a uk
n−ul

n < 0 na Γkl
c \Γkl

ca.
Zavedeme odpov́ıdaj́ıćı děleńı oblasti Ω a Γc jako výše. Předpokládejme, že každá Γkl

c je tvořena
konečným počtem lineárńıch část́ı Γkl

cp, p = 1, ..., p v př́ıpadě N = 2 a konečným počtem rovinných
část́ı Γkl

cp, p = 1, ..., p v př́ıpadě N = 3. V daľśım budeme předpokládat, že body na Γkl
c jsou identické.

V př́ıpadě N = 2 každá část Γkl
cp je rozdělena m = m (hp) body si, i = 1, ..., m, m = m (hp) , a s

intervaly qr = (sr, sr + hp) , r = 0, 1, ..., m− 1, hp = const.. Množina Mn je aproximována množinou
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Mhn = ∪k,l ∪p
p=1 M

kl(p)
hn ,

M
kl(p)
hn =

{
µkl

hn ∈ C
(∪klΓkl

cp

)
: µkl

hn| qr
∈ P1 (qr) , r = 0, 1, ...,m− 1, µkl

hn ≥ 0
}

,
(3.16)

a množina Mt množinou

MHt = ∪k,l ∪p
p=1 M

kl(p)
Ht ,

M
kl(p)
Ht =

{
µkl

Ht ∈ L∞
(∪k,lΓkl

cp

)
: µkl

Ht|(yr,yr+1) ∈ P0 ((yr, yr+1)) ,∣∣µkl
Ht

∣∣ ≤ 1, µkl
Ht = 0 vně sup p gkl

ch

}
,

(3.17)

kde yr jsou středy interval̊u qr, gkl
ch ∈ M

kl(p)
hn je lineárńı interpolace funkce gkl

c . Funkce µkl
hn jsou spojité

a počástech lineárńı, funkce µkl
Ht jsou po částech konstantńı.

V př́ıpadě N = 3 každá část Γkl
c je tvořena konečným počtem rovinných část́ı Γkl

cp, p = 1, ..., p, a
podobně jako výše předpokládáme, že na Γkl

c uzly děleńı T k
h a T l

h jsou identické a

Γkl
cp = ∪r4r, kde 4r jsou strany čtyřstěnu odpov́ıdaj́ıćı děleńı T ι

h , ι = 1, ..., s.

Množinu Mn aproximujeme množinou

Mhn = ∪k,l ∪p
p=1 M

kl(p)
hn ,

M
kl(p)
hn =

{
µkl

hn ∈ C
(∪k,lΓkl

cp

)
: µkl

hn| 4r ∈ P1 (4r) , ∀4r ⊂ Γkl
cp, µ

kl
hn ≥ 0

}
,

(3.18)

a množinu Mt množinou

MHt = ∪k,l ∪p
p=1 M

kl(p)
Ht ,

M
kl(p)
Ht =

{
µkl

Ht ∈ Lkl(p)
H :

∥∥µkl
Ht

∥∥ ≤ 1, µkl
Ht = 0 na ∪kl

(
Γkl

c \sup p gkl
ch

)}
,

Lkl(p)
H =

{
µkl ∈ [

L∞
(∪k,lΓkl

cp

)]2 : µkl|4H
∈ [P0 (4H)]2 ∀4H ⊂ ∪k,l Γkl

cp

}
,

(3.19)

kde T kl(p)
H je děleńı Γkl

cp na trojúhelńıky 4H takové, že maxT kl(p)
H

(diam 4H ) = H a kde gkl
ch ∈ Mhn

je interpolace funkce gkl
c . Funkce µhn jsou spojité a po částech lineárńı, funkce µHt jsou po částech

konstantńı.
Bilineárńı formu b(., .) aproximujeme

b (µhH ,vh) =
〈
µkl

hn, vk
hn − vl

hn

〉
∪k,lΓkl

c
+

∫

∪k,lΓkl
c

gkl
chµkl

tH

(
vk

ht − vl
ht

)
ds. (3.20)

Potom řeš́ıme

Úloha (Psp)h0 : hledáme dvojici (uh, λhH) ∈ Vh ×Mhn ×MHt = Vh ×MhH , s.v. t ∈ I, takovou, že

a (vh,vh) + b (µhH ,vh) = (f ,vh) vh ∈ Vh,
b (µhH−λhH ,vh) ≤ 0 µhH ∈ MhH .

(3.21)

resp.

Úloha (Psp)h: hledáme dvojici (uh, λhH) ∈ Vh ×Mhn ×MHt, s.v. t ∈ I, takovou, že

LhH (uh, µhH) ≤ LhH (uh, λhH) ≤ LhH (vh, λhH)
∀ (vh, µhH) ∈ Vh ×Mhn ×MHt, s.v. t ∈ I,

(3.22)

kde aproximovaný Lagrangian pro (vh, µhH) ∈ Vh ×Mhn ×MHt je definován

LhH (vh, µhH) =
1
2
a (vh,vh)− (f ,vh) + b (µhH ,vh) . (3.23)
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Tvrzeńı 2: Nechť (u, λ) je řešeńı (3.14) a (uh, λhH) ∈ Vh × Mhn × MHt je řešeńı (3.21) pro s.v.
t ∈ I. Potom existuje kladná konstanta c nezávislá na h,H splňuj́ıćı

‖u− uh‖V + ‖λ− λhH‖−1/2,∪k,lΓkl
c
≤

≤ c{infvh∈Vh
‖u− vh‖V + infµh∈Mhn×MHt

‖λ− µh‖−1/2,∪k,lΓkl
c

+

+(max (b (λh,u) , 0))
1
2 + (max (b (λ,uh) , 0))

1
2 }.

(3.24)

Důkaz je paralelńı d̊ukazu z (Haslinger et al. (1996) , Hild, Laborde (2002)) .
Člen max (b (λ,uh) , 0) má velký význam při určeńı diskrétńı podmı́nky nepronikáńı na aktuálńı

kontaktńı množině Γkl
ca ⊂ Γkl

c , tj. uk
n − ul

n = 0 na Γkl
ca a uk

n − ul
n < 0 na Γkl

c \Γkl
ca.

Dá se ukázat, že přibližné řešeńı konverguje.

Věta 5: Nechť h → 0+ tehdy a jen tehdy když H → 0+. Nechť pr̊unik ∪k,lΓkl ∩ Γu sestává
z konečného počtu bod̊u. Potom

uh → u v H1,N (Ω) ,
λH ⇀ λ v L2

(∪k,l∪Γkl
)

slabě. (3.25)

Primárně duálńı metoda aktivńıch množin - PDAS

Jako vhodný algoritmus v každém časovém okamžiku je možno použ́ıt primárně duálńı metodu ak-
tivńıch množin (primal-dual active set strategy (PDAS)) (viz Hüeber et al. (2005) , Hüeber,Wohlmuth
(2005) , Hlaváček (2006b)).

(i) Př́ıpad N = 2.
Označme uzlové body uh jako U, λhn jako Λhn a λHt jako ΛHt. Definujme matice Bhn,BHt,F

vztahy

(BhnU)r =
(
Uk

hn (sr)− U l
hn (sr)

)
, (BHtU)r =

∫
∪k,lΓkl

c
χrg

kl
ch

(
Uk

Ht −Ul
Ht

)
ds,

(F,v) = vTF,

kde χr je charakteristická funkce intervalu (yr, yr+1) , r = 0, 1, ..., m − 1. Aproximace prvńıho členu
v (3.20) je 〈

µkl
hn, vk

hn − vl
hn

〉
∪k,lΓkl

c
=

∑
k,l

∑p
p=1

∑m(hp)
r=0 Mkl

r krVkl
r ,

Mkl
r = µkl

hn (sr) , Vkl
r = vk

hn (sr)− vl
hn (sr) ,

k0 = km = hp/2, kr = hp, r = 1, .., m− 1.

Potom aproximaci sedlového bodu v každé časové hladině můžeme zapsat ve tvaru

AU+BT
hn (diag κ)Λhn + BHtΛHt − F =0,

Λhn − (Λhn + ρBhnU)+ = 0,
ΛHt − π (ΛHt + ρBHtU) = 0,

(3.26)

kde (.)+ je nezáporná část (.) a π je projekce intervalu [−1, 1] , tj. pro x ∈ R

π (x) = { x pro |x| < 1,
sgn x pro |x| ≥ 1.

Označme w = (U,Λhn,ΛHt)
T

, potom (3.26) můžeme přepsat do tvaru

F (w) :=



AU+BT

hn (diag κ)Λhn + BT
HtΛHt − F

Λhn − (Λhn + ρBhnU)+

ΛHt − π (ΛHt + ρBHtU)


 =




0
0
0


 . (3.27)

Rovnice (3.27) je nelineárńı a může býti řešena Newtonovou metodou. V Hintermüller et al.
(2003) , (2004) , (2005) , Hlaváček (2006b)) je ukázáno, že zobecněná Newtonova metoda (generalized
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(semismooth) Newton method) velmi rychle konverguje a je tedy vhodná i v tomto př́ıpadě. Dokonce
je ukázáno, že poslounost iteraćı

w(j+1) = w(j) −G (w)−1 F
(
w(j)

)
, j = 0, 1, ...

konverguje superlineárně k w∗ s F (w∗) = 0, přičemž
∥∥w(0) −w∗∥∥ je dostatečně malé za předpokladu,

že F má zobecněnou (slant) derivaci a existuje inverzńı zobrazeńı G (w)−1. V Hintermüller et al. (2003)
zobecněná Newtonova metoda je nazýváná jako ”primal-dual active set strategy”.

Definujme aktivńı a inaktivńı množiny s ohledem ma multiplikátory Λhn a ΛHt vztahy

AΛhn
(w1) = {sr : (Λhn)r + ρ (BhnU)r > 0} ,

IΛhn
(w1) = {sr : (Λhn)r + ρ (BhnU)r ≤ 0} , w1 = (U,Λhn)T

,
(3.28)

a
AΛHt

(w2) = {(yr, yr+1) : |(ΛHt)r + ρ (BHtU)r| < 1} ,
I+
ΛHt

(w2) = {(yr, yr+1) : |(ΛHt)r + ρ (BHtU)r| ≥ 1} ,

I−ΛHt
(w2) = {(yr, yr+1) : |(ΛHt)r + ρ (BHtU)r| ≤ −1} , w2 = (U,ΛHt)

T
.

(3.29)

Nelineárńı funkci F (w) zaṕı̌seme ve tvaru

F (w) = G (w)w− (
F, 0, χ

(I+
ΛHt

(w)
)− χ

(I−ΛHt
(w)

))T
, (3.30)

kde G (w) je zobecněná (slant) derivace funkce F . Existence inverzńıho zobrazeńı G−1 (w) je otevřený
problém, proto v Hlaváček (2006b) byl zaveden redukovaný operator třeńı, označme jej GBHt (w) , který
je již invertabilńı a definovaný

GBHt (w) =
(

A BT
Ht

−χ (AΛHt
(w)) ρBHt χ

(I+
ΛHt

(w)
)

+ χ
(I−ΛHt

(w)
)

)
, (3.31)

a který je bijektivńı pro každé w ∈ Rn × Rm.
Potom pro každou časovou hladinu můžeme aplikovat algoritmus AU-PDAS (alternuj́ıćı Uzawa -

PDAS algoritmus, viz Hlaváček (2006b)):

Algoritmus AU-PDAS:

Nechť w(0) =
(
U(0),Λ(0)

hn ,Λ(0)
Ht

)T

, ρ ∈ (
103, 104

)
jsou známy. Jestliže w(j) =

(
U(j),Λ(j)

hn ,Λ(j)
Ht

)
je

známo, potom

STEP (1): urč́ıme w(j+1/2) =
(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

hn ,Λ(j+1/2)
Ht

)T

postupem:

(i)
(
Λ(j+1/2)

hn

)
r

= π
((

Λ(j)
hn

)
r
+ ρ

(
BhnU(j)

)
r

)
, r = 0, ...,m− 1;

(ii) urč́ıme množiny AΛhn

(
w(j)

1

)
, IΛhn

(
w(j)

1

)
pro w(j)

1 =

=
(
U(j),Λ(j)

hn

)T

užit́ım (3.28) ;

(iii) urč́ıme w(j+1/2)
1 =

(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

hn

)T

ze soustavy

AU(j+1/2)+BT
hn (diag κ)Λ(j+1/2)

hn = F−BT
HtΛ

(j+1/2)
Ht

sr ∈ AΛhn

(
w(j)

1

)
⇒

(
B(j+1/2)

hn U(j+1/2)
)

r
= 0,

sr ∈ IΛhn

(
w(j)

1

)
⇒

(
Λ(j+1/2)

hn

)
r

= 0.

STEP (2): urč́ıme w(j+1) =
(
U(j+1),Λ(j+1)

hn ,Λ(j+1)
Ht

)T

postupem:
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(i)
(
Λ(j+1)

Ht

)
r

=
((

Λ(j+1/2)
Ht

)
r
+ ρ

(
BhnU(j+1/2)

)
r

)+

, r = 0, ...,m;

(ii) urč́ıme množiny AΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
, I+

ΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
, I−ΛHt

(
w(j+1/2)

2

)

pro w(j+1/2)
2 =

(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

Ht

)T

užit́ım (3.29) ;

(iii) urč́ıme w(j+1)
2 =

(
U(j+1),Λ(j+1)

Ht

)T

ze soustavy

AU(j+1)+BT
HtΛ

(j+1)
Ht = F−BT

hn (diag κ)Λ(j+1)
hn ,

(yr, yr+1) ∈ AΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
⇒ (

BHtU(j+1)
)
r

= 0,

(yr, yr+1) ∈ I+
ΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
⇒

(
Λ(j+1)

Ht

)
r

= 1,

(yr, yr+1) ∈ I−ΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
⇒

(
Λ(j+1)

Ht

)
r

= −1.

(i) Př́ıpad N = 3.

Označme uzlové parametry uh jako U, λhn jako Λhn a λHt =
(
λ

(1)
Ht, λ

(2)
Ht

)T

jako ΛHt =
(
Λ(1)

Ht,Λ
(2)
Ht

)T

,

kde λ
(i)
Ht, i = 1, 2, jsou konstantńı na trojúhelńıćıch 4r a reprezentuj́ı složky vektor̊u λHt (4r) v orto-

gonálńım systému souřadnic, odpov́ıdaj́ıćı každé rovinné části Γkl
cp, p = 1, ..., p. Definujme matice Bhn,

BHt =
(
B(1)

Ht,B
(2)
Ht

)T

,F vztahy

(BhnU)r =
(
Uk

hn (sr)− U l
hn (sr)

)
,(

B(i)
HtU

)
r

=
∫
∪k,lΓkl

c
χrg

kl
ch

(
Uk

Ht −Ul
Ht

)
i
ds, i = 1, 2, (F,v) = vTF, (3.32)

kde χr je characteristická funkce trojúhelńıku 4r ⊂ TH , sr je uzlový bod.
Maticový tvar aproximovaného problému sedlového bodu pro každou časovou hladinu můžeme

zapsat ve tvaru (viz např. Hlaváček (2006a, b))

AU+BT
hnGΛhn + BT

HtΛHt − F =0
Λhn − (Λhn + ρGBhnU)+ = 0,
ΛHt − π (ΛHt + ρBHtU) = 0,

(3.33)

kde G je Grammova matice, ρ = const. > 0 a π je projekce na jednotkové kouli, tj.

π (x) = { x pro ‖x‖ < 1,
x/ ‖x‖ pro ‖x‖ ≥ 1, x ∈ R2.

Podobně jako v př́ıpadě N = 2 máme

F (w) :=



AU+BT

hnGΛhn + BT
HtΛHt − F

Λhn − (Λhn + ρGBhnU)+

ΛHt − π (ΛHt + ρBHtU)


 =




0
0
0


 , (3.34)

kde w =(U,Bhn,BHt)
T

. Funkce F (w) má zobecněnou derivaci (slant derivative), ale neńı známo zda
existuje inverze Grammovy matice. Proto definujeme redukovaný operátor (matice) třeńı GBHt (w) ,
který je invertabilńı, vztahem

GBHt (w) =
(

A BT
Ht

−χ (AΛHt (w)) ρBHt χ (IΛHt (w))

)
. (3.35)

Aktivńı a inaktivńı množiny s ohledem na multiplikátory Λhn a ΛHt definujeme

AΛhn
(w1) = {sr : (Λhn)r + ρ (GBhnU)r > 0} ,

IΛhn
(w1) = {sr : (Λhn)r + ρ (GBhnU)r ≤ 0} , w1 = (U,Λhn)T

,
(3.36)

AΛHt (w2) = {4r ⊂ TH : ‖(ΛHt)r + ρ (BHtU)r‖ < 1} ,

IΛHt
(w2) = {4r ⊂ TH : ‖(ΛHt)r + ρ (BHtU)r‖ ≥ 1} , w2 = (U,ΛHt)

T
.

(3.37)
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Potom v každé časové hladině užijeme algoritmus AU-PDAS ( viz Hlaváček (2006b)):

Algorithm AU-PDAS:

Nechť w(0) =
(
U(0),Λ(0)

hn ,Λ(0)
Ht

)T

, ρ ∈ (
103, 104

)
jsou známy. Jestliže w(j) =

(
U(j),Λ(j)

hn ,Λ(j)
Ht

)

je známé, potom
STEP (1): urč́ıme w(j+1/2) =

(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

hn ,Λ(j+1/2)
Ht

)
postupem:

(i) (Λhn)(j+1/2)
r = π

(
(Λhn)(j)r + ρ

(
BhnU(j)

)
r

)
, r = 0, ..., m− 1;

(ii) urč́ıme množiny AΛhn

(
w(j)

1

)
, IΛhn

(
w(j)

1

)
pro w(j)

1 =

=
(
U(j),Λ(j)

hn

)T

užit́ım (3.36) ;

(iii) urč́ıme w(j+1/2)
1 =

(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

hn

)T

ze soustavy

AU(j+1/2)+BT
hnGΛ(j+1/2)

hn = F−BT
HtΛ

(j+1/2)
Ht

sr ∈ AΛhn

(
w(j)

1

)
⇒ (

GBhnU(j+1/2)
)
r

= 0,

sr ∈ IΛhn

(
w(j)

1

)
⇒

(
Λ(j+1/2)

hn

)
r

= 0.

STEP (2): urč́ıme w(j+1) =
(
U(j+1),Λ(j+1)

hn ,Λ(j+1)
Ht

)T

postupem:

(i) (ΛHt)
(j+1)
r =

((
Λ(j+1/2)

Ht

)
r
+ ρ

(
GBhnU(j+1/2)

)
r

)+

, r = 0, ..., m;

(ii) urč́ıme množiny AΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
, IΛHt

(
w(j+1/2)

2

)

pro w(j+1/2)
2 =

(
U(j+1/2),Λ(j+1/2)

Ht

)T

užit́ım (3.37) ;

(iii) urč́ıme w(j+1)
2 =

(
U(j+1),Λ(j+1)

Ht

)T

ze soustavy

AU(j+1)+BT
HtΛ

(j+1)
Ht = F−BT

hnGΛ(j+1)
hn ,

4r ∈ AΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
⇒ (

BHtU(j+1)
)
r

= 0,

4r ∈ IΛHt

(
w(j+1/2)

2

)
⇒

(
Λ(j+1)

Ht

)
r

=

= π
((

Λ(j+1/2)
Ht

)
r
+ ρ

(
BHtU(j+1/2)

)
r

)
.

Poznámka: Jak ukázali Hintermüller et al. (2004), (Theorem 3.2), algoritmus PDAS se chová jako
globálně konvergentńı, tj. algoritmus PDAS konverguje pro libovolnou volbu počátečńıho přibĺıžeńı.

V práci (Hlaváček (2006b)) je uveden algoritmus ve kterém předem eliminujeme uzlové parametry
funkce posunut́ı, které nepatř́ı hranici ∪k,lΓkl

c .
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1 Formulace dynamické úlohy ve vazko-pružnosti

V této části budeme studovat N-dimensionálńı dynamicky zat́ıžený kloubńı systém s útlumem. Jako
reologii užijeme vazko-pružnost s krátkou pamět́ı. Vyšetřovaná úloha navazuje na předchoźı Část I
v lineárńı pružnosti, kde je úloha vyšetřována jako kvazi-statická. Analýza kontaktńı úlohy s kontaktńı
podmı́nkou v rychlostech ve spojitém př́ıpadě byla studována v Nedoma (2005).

1.1 Model

Uvažujme podobně jako v předchoźım př́ıpadě systém ”s” pružných těles tvoř́ıćı kloubńı systém.
Budeme předpokládat existenci tlumı́ćıch a setrvačných sil.

Nechť Ω = ∪s
ι=1Ω

ι ⊂ RN , N = 2, 3, je oblast tvořená kloubńım systémem a předpokládejme, že
jej́ı hranice je dostatečně hladká. Nechť ∂Ω = ∪s

ι=1∂Ωι, ∂Ω = Γu∪ Γτ∪ Γ0∪ Γc, kde Γu, Γu =
1Γu∪ 2Γu, je část hranice kde je kloubńı systém podepřen (modelováno Dirichletovými okrajovými
podmı́nkami), Γτ , Γτ = 1Γτ∪ 2Γτ , je část hranice, kde je předepsáno zat́ıžeńı, Γ0 je část hranice, kde
je předepsána podmı́nka symetrie, resp. oboustranný kontakt, Γc je hranice kontaktu mezi dvěma
sousedńımi plochami kloubńıho systému ve kterém se obě části dotýkaj́ı a po sobě pohybuj́ı, Γc =
∪k,lΓkl

c , Γkl
c = Γk

c ∩ Γl
c, k, l = {1, ..., s} , k 6= l.

Nechť x = (xi) , i = 1, ..., N,N = 2, 3, jsou souřadnice v kartézském systému souřadnic, t ∈ I,
kde I = (0, tp) , tp > 0, je daný časový interval, Ω(t) = I × Ω a Γτ (t) = Γτ × I, Γu(t) = Γu × I,
Γc(t) = Γc× I označuje části hranice ∂Ω(t) = ∂Ω× I. V každém časovém okamžiku hledáme rozložeńı
vektoru posunut́ı u = (ui) , i = 1, ..., N, N = 2, 3, ve vyšetřované oblasti ∪s

ι=1Ω
ι, tj. uι (t) =

(ui (t)) , i = 1, ..., N, v Ωι, ι = 1, .., s.
Buď n vněǰśı jednotková normála k hranici oblasti, un = uini, ut = u−unn, τn = τijnjni, τ t =

τ−τnn jsou normálové a tečné složky vektor̊u posunut́ı a napět́ı, u = (ui), τ = (τi), τi = τijnj ,
i, j = 1, ..., N. Nechť F,P jsou objemové a povrchové śıly, ρ (x) ≥ ρ0 > 0 hustota, α(x) ≥ α0 > 0
fyzikálně má význam tlumeńı. Označme časovou derivaci symbolem ” ′ ” a nechť u′ = (u′k) =

(
∂ui

∂t

)
je vektor rychlosti. Nechť na Γkl

c kladný směr vněǰśı jednotkové normály n je vztažen k oblasti Ωk.
Vztah mezi deformaćı a napět́ım je dán vztahem

τij = τij (u,u′) = c
(0)
ijkl(x)ekl(u) + c

(1)
ijkl(x)ekl(u′),

i, j, k, l = 1, .., N, v Ω(t),
resp. τ = C(0)e(u)+C(1)e(u′),
eij(u) = 1

2

(
∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, ..., N, e(u) = (eij(u))

(1.1)

kde c
(n)
ijkl(x), n = 0, 1, jsou elastické a vazké koeficinty, eij(u) jsou složky malé deformace e, N označuje

dimensi prostoru. Předpokládejme, že C(n) = (c(n)
ijkl(x)), n = 0, 1, splňuje

c
(n)
ijkl ∈ L∞ (Ω) , n = 0, 1,

c
(n)
ijkl = c

(n)
jikl = c

(n)
klij = c

(n)
ijlk,

c
(n)
ijkleijekl ≥ c

(n)
0 eijeij ∀ eij , eij = eji a s.v. x ∈ Ω, c

(n)
0 > 0,

(1.2)

kde předpokládáme Einsteinovu sumačńı konvenci.
Uvažujme rovinné či prostorové úlohy kloubńıho systému tvaru:

Úloha (P): Nechť N = 2, 3, s ≥ 2. Hledáme vektorovou funkci u : Ω× I → R, splňuj́ıćı

ρι ∂2uι
i

∂t2 + αι ∂uι
i

∂t =
∂τι

ij(uι,uι′)
∂xj

+ F ι
i , i, j = 1, ...N, ι = 1, .., s,

(t,x) ∈ Ωι(t) = I × Ωι,
(1.3)

τ ι
ij = τ ι

ij(u
ι,u′ι) = c

(0)ι
ijkl(x)ekl(uι) + c

(1)ι
ijkl(x)ekl(u′ι),

i, j, k, l = 1, .., N, ι = 1, .., s,
(1.4)

τijnj = Pi, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γτ (t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γτ ∩ ∂Ωι

)
, (1.5)
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τijnj = 0, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ 2Γτ (t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γτ ∩ ∂Ωι

)
, (1.6)

ui = u2i, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γu ∩ ∂Ωι

)
, (1.7)

ui = 0, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 2Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γu ∩ ∂Ωι

)
, (1.8)





u′kn − u′ln ≤ 0, τk
n = τ l

n ≡ τkl
n ≤ 0,

(
u′kn − u′ln

)
τkl
n = 0

u′kt − u′lt = 0 =⇒ ∣∣τkl
t

∣∣ ≤ Fkl
c (0)

∣∣τkl
n

∣∣
u′kt − u′lt 6= 0 =⇒ τkl

t = −Fkl
c

(
u′kt − u′lt

) ∣∣τkl
n

∣∣ u′kt −u′lt
|u′kt −u′lt |





(t,x) ∈ Γc(t) = I × ∪k,lΓkl
c , (1.9)

u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω, (1.10)

kde u0,u1,u2 jsou dané funkce, u2 má časovou derivaci u′2, a u0,u1 jsou řešeńım statických kon-
taktńıch úloh s nebo bez třeńı (viz Nečas, Hlaváček (1981), Nedoma (1983), (1987), (1998), Hlaváček
et al. (1988), Haslinger et al. (1996)). Nechť aΓkl

c ⊂ Γkl
c jsou množiny splňuj́ıćı uk

n − ul
n = 0 na aΓkl

c

a uk
n − ul

n < 0 na cΓkl
c = Γkl

c \ aΓkl
c .

Figure 1.1:

Předpokládejme, že třeńı záviśı na rychlosti (slip speed) (Fig.1) a koeficient třeńı Fkl
c ≡Fkl

c (x,u′)
nechť je globálně omezený, nezáporný a splňuje Carathéodoryho podmı́nky, tj. pro jednoduchost
např. Fkl

c (.,v) je měřitelná, v ∈ R, a Fkl
c (x,.) je spojitá pro s.v. x ∈ Γkl

c a má kompaktńı nosič

SFc ≡ sup px (Fc) = {(x, t) ∈ Γc(t) = Γc × I | ∃u′t Fkl
c (x,u′t) 6= 0}. (1.11)

Označme (y)+ ≡ max {y, 0} kladnou část y.
V daľśım předpokládejme jako v prvńı části této výzkumné zprávy, že Coulombovské třeńı v každé

časové hladině záviśı na několika předchoźıch časových hladinách, tj. pro jednoduchost polož́ıme(Fkl
c

(
u′kt − u′lt

)
τkl
n (u,u′)

)
(t −4t) ≡ gkl

c , kde −gkl
c má význam třećı śıly a 4t = tp/m, m > 0 celé

č́ıslo. ÚIoha pak vede na Tresc̊uv model třeńı.

1.2 Variačńı formulace úlohy

Nechť Ω = ∪s
ι=1Ω

ι je omezená, souvislá oblast s dostatečně hladkou hranićı ∂Ω = Γτ ∪ Γu ∪ Γ0 ∪ Γc,
kde Γτ , Γu, Γ0, Γc jsou části hranice ∂Ω definované výše. Nechť Γu = 1Γu∪ 2Γu a Γc = ∪k,lΓkl

c ,
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Γkl
c = ∂Ωk ∩ ∂Ωl, k 6= l, k, l ∈ {1, ..., s} . Nechť Ω (t) = Ω× I a nechť Γτ (t) = Γτ × I, Γu(t) = Γu × I,

Γ0(t) = Γ0 × I, Γc(t) = Γc × I označuj́ı části hranice ∂Ω(t) = ∂Ω× I.

Zavedeme Hilbertovy prostory L2 (M) , L2,N (M) =
[
L2 (M)

]N
, M = Ω resp. Γr, r = u, τ, c,

N = 2, 3, a Sobolevovy prostory W k,2 (M) ,M = Ω or Γr, běžným zp̊usobem jako v Nečas (1967),
Adams (1975), Nedoma (2005) a polož́ıme W k,2 (M) ≡ Hk (M) ,

[
Hk (M)

]N ≡ Hk,N (M) , H0,N (M) =
L2,N (M) a odpov́ıdaj́ıćı normy označ́ıme ‖.‖k,N . Skalárńı součiny a duálńı párováńı označ́ıme (., .)k,M

a 〈., .〉k,M (pro každé celé N). Duálńı prostory prostoru Hk,N (M) označ́ıme
(
Hk,N (M)

)′ = H−k,N (M)
a odpov́ıdaj́ıćı normy ‖.‖H−k,N (M) ≡ ‖.‖−k,N . Norma duálńıho prostoru H− 1

2 (Γr) je definována vz-

tahem ‖u‖
H− 1

2 (Γr)
= sup

v∈H
1
2 (Γr)

〈u,v〉−1/2,1/2,Γr

‖v‖
H1/2(Γr)

, kde 〈., .〉−1/2,1/2,Γr
označuje duálńı párováńı mezi

H− 1
2 (Γr) a H

1
2 (Γr). Duálńı prostory budeme označovat symbolem ” ′ ”. Pro ρ 6= 1, α 6= 1, ρ, α ∈

L∞(M) s ρ ≥ ρ0 > 0, α ≥ α0 > 0 s.v. x ∈ M, označ́ıme (., .)k,M skalárńı součiny ve váhových pro-
storech L2,N (M) a ‖.‖k,M odpov́ıdaj́ıćı normy (Nečas (1967), Adams (1975)). Dále ještě zavedeme
běžným zp̊usobem Bochnerovy prostory L2 (I;X) ,W k,2 (I;X) , kde X jsou Hilbertovy pros-
tory (Adams (1975), Eck et al. 2005)) a prostor B (I; X) , X je Banach̊uv prostor, jako prostor všech
spojitých a omezených funkćı z I do X s normou ‖v‖B(I;X) = ‖v‖L∞(I;X) = supt∈I ‖u(t)‖X .

Předpokládejme, že vstupńı data splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

Tvrzeńı 1: Označme C(0) = (c(0)
ijkl) elastické koeficienty a C(1) = (c(1)

ijkl) koeficienty viskozity a

e = (eij) tenzor malé deformace. Elastické koeficienty C(0) = (c(0)
ijkl) splňuj́ı

(i) C(0) : Ω× SN → SN ,
(ii) existuje konstanta c0 > 0 taková, že∥∥C(0) (x, e1)− C(0) (x, e2)

∥∥ ≤ c0 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. v Ω,

(iii) pro každé e ∈ SN , x 7→ C(0) (x, e) je měřitelné na Ω,

(iv) zobrazeńı x 7→ C(0) (x, e) ∈ L2,N×N (Ω) ≡ [
L2 (Ω)

]N×N
.

Koeficienty viskozity C(1) = (c(1)
ijkl) splňuj́ı

(i) C(1) : Ω× SN → SN ,
(ii) existuje konstanta c1 > 0 taková, že∥∥C(1) (x, e1)− C(1) (x, e2)

∥∥ ≤ c1 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. v Ω,
(iii) existuje m1 > 0 taková, že(

C(1) (x, e1)− C(1) (x, e2)
)
(e1 − e2) ≥ m1 ‖e1 − e2‖2 e1, e2 ∈ SN ,

s.v. x ∈Ω,
(iv) pro každé e ∈ SN , x 7→ C(1) (x, e) je měřitelné na Ω,

(v) zobrazeńı x 7→ C(1) (x, e) ∈ L2,N×N (Ω) ≡ [
L2 (Ω)

]N×N
,

kde SN je prostor všech symetrických tenzor̊u druhého řádu na RN .

Daná vstupńı data splňuj́ı ρ ∈ C (Ω) ,F ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Ω)

]N
)

, P ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Γτ )

]N
)

,

u1 ∈
[
H1 (Ω)

]N
, uk

1n − ul
1n = 0 na ∪k,lΓkl

c , u0 ∈
[
H1 (Ω)

]N
, koeficient třeńı Fkl

c ≡Fkl
c (x,u′t) je

omezený, nezáporný a splňuje Carathéodoryho podmı́nky. Nechť n je celé č́ıslo, potom k = tp/n je
časový krok.

Zavedeme množiny virtuálńıch a př́ıpustných posunut́ı jako

V0 = {v | v ∈ us
ι=1H

1,N (Ωι) ,v = 0 na ∪s
ι=1 (Γu ∩ ∂Ωι)}, V = u2 + V0,

K = {v | v ∈ V, vk
n − vl

n ≤ 0 s.v. na ∪k,lΓkl
c },

V0 = L2(I; V0), V = L2(I;V ) = u′2+ V0, K = L2(I;K).

Dále definujme prostor symetrických tenzor̊u druhého řádu
Q =

{
τ = (τij) | τij = τji ∈ L2 (Ω) , 1 ≤ i, j ≤ N

} ≡ L2,N×N (Ω) , a jeho skalárńı součin vztahem
(τ, σ)Q =

∫
Ω

τij (x) σij (x) dx.
Vynásobeńım (1.3) výrazem v − u′, integraćı přes Ω(t), užit́ım okrajových podmı́nek a Greenovy

lematu, potom dostáváme:

Úloha (P0)v : hledáme u a τ, spňuj́ıćı (1.3)-(1.10), potom u(t) ∈ V0, τ(t) ∈ Q, a pro s.v. t ∈ I,
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u (t) ∈ K, (u′′ (t) ,v − u′ (t)) + (αu′ (t) ,v − u′ (t)) +
(
τ (t) , e(v)− e(u′ (t))

)
Q

+
+j (v)− j (u′ (t))}dt ≥ (f (t) ,v − u′ (t)) dt ∀v ∈ K, s.v. t ∈ I,
u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) ,

(1.12)

resp. v ekvivaletńı formulaci

Problem (P)v : hledáme posunut́ı u :I → V takové, že u(t) ∈ K pro s.v. t ∈ I splňuje

(u′′ (t) ,v − u′ (t)) + (αu′ (t) ,v − u′ (t)) + a(0)
(
u (t) ,v − u′ (t)

)
+

+a(1)
(
u′(t) ,v − u′ (t)

)
+ j (v)− j (u′ (t)) ≥ (f (t) ,v − u′ (t))

∀v ∈ K, s.v. t ∈ I,
(1.13)

u (x, 0) = u0 (x) ,u′ (x, 0) = u1 (x) . (1.14)

kde u0,u1 jsou řešeńım statické kontaktńı úlohy s resp. bez třeńı (viz např. Nedoma (1983),(1987),
Hlaváček, Nedoma (2002)), a kde

(u′′,v) =
∑s

ι=1 (u′′ι,vι) =
∫
Ω

ρu′′i vidx, (αu′,v) =
∑s

ι=1 (αιu′ι,vι) =
∫
Ω

αu′ividx,

a(n) (u,v) =
∑s

ι=1 a(n)ι (uι,vι) =
∫
Ω

c
(n)
ijklekl (u) eij (v) dx,

(f ,v) =
∑s

ι=1 (f ι,vι) =
∫
Ω

Fividx +
∫
Γτ

Pivids,

j (v) =
∑s

ι=1 jι (vι) =
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

c

∣∣vk
t − vl

t

∣∣ ds ≡ 〈
gkl

c

∣∣vk
t − vl

t

∣∣〉
Γc

,

kde bilineárńı formy a(n) (u,v) , n = 0, 1, jsou symetrické v u,v a a(n) (u,u) ≥ c
(n)
0 ‖u‖21,N , c

(n)
0 =

const. > 0,
∣∣a(n) (u,v)

∣∣ ≤ c
(n)
1 ‖u‖1,N ‖v‖1,N , c

(n)
1 = const. > 0, u,v ∈ V0.

Úlohu (P)v je možno přepsat ještě do tvaru:

Problem (P)W : Slabé řešeńı úlohy (3)-(10) je funkce u ∈ B
(
I; H1,N (Ω)

)
s u(t, .) ∈ K pro s.v. t ∈ I,

u′ ∈ L2
(
I; H1,N (Ω)

)∩L∞
(
I;L2,N (Ω)

)
, u′(tp, .) ∈ L2,N (Ω) taková, že pro všechna v ∈ H1,N (Ω(t))

s v(t, .) ∈ K s.v. v I, plat́ı
∫

I
{(u′′ (t) ,v − u′ (t)) + (αu′ (t) ,v − u′ (t)) + a(0)

(
u (t) ,v − u′ (t)

)
+

+a(1)
(
u′(t) ,v − u′ (t)

)
+ j (v)− j (u′ (t))}dt ≥ ∫

I
(f (t) ,v − u′ (t)) dt,

u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) .
(1.15)

Důkaz je analogický d̊ukazu uvedeného v Nedoma (2005) a je založen na technice penalizace a
regularizace. Úloha s kontaktńımi podmı́nkami v posunut́ıch a s daným třeńım je studována a analy-
zována v Eck et al. (2005), Chap. 4. Analýza úlohy (P) s kontaktńımi podmı́nkami v posunut́ıch a
za výše uvedených předpoklad̊u o koeficientu Coulombova třeńı bude analogická. K d̊ukazu existence
řešeńı je užito rozkladu

v − u = v − u + u′−u′ = w − u′.

2 Numerické řešeńı

Pro numerické řešeńı úlohy budeme předpokládat, že kontantńı podmı́nka (9) je v posunut́ıch a že
koeficient Coulombova třeńı v každé časové hladině záviśı na několika předchoźıch časových hladinách.
Úloha pak vede na úlohu se třeńım Trescova typu.
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2.1 Existence p̌ribližného řešeńı

Nechť Ω je aproximována oblast́ı Ωh, polygonálńı v 2D př́ıpadě a polyhedrálńı v 3D př́ıpadě, s hranićı
∂Ωh = Γτh ∪ Γuh ∪ Γch . Nechť I = (0, tp), tp > 0, nechť m > 0 je celé č́ıslo, potom 4t = tp/m,
ti = i4t, i = 0, ..., m. Nechť {Th} je regulárńı tř́ıda MKP pokryt́ı Th oblasti Ωh s Γτh, Γuh a Γch.
Nechť Vh ⊂ V je MKP prostor lineárńıch element̊u odpov́ıdaj́ıćı pokryt́ı Th. Potom Kh = Vh ∩K je
množina počástech spojitých lineárńıch funkćı, jež jsou nulové na Γuh a splňuj́ı podmı́nku nepronikáńı
v uzlech na ∪k,l∪Γkl

c . Kh je neprázdná, uzavřená a konvexńı podmnožina množiny Vh ⊂ V. Nechť
u0 ∈ Kh, u1 ∈ Kh jsou approximace u0 a u1. Předpokládejme, že koncové body Γτh∪ Γuh, Γuh∪ Γch,
Γτh∪ Γch se kryj́ı s vrcholy užitého pokryt́ı Th a že třeńı je aproximováno hodnotami z předchoźıch
časových hladin, což vede na přibližné řešeńı úlohy pro Tresc̊uv model třeńı - semi-discrétńı úlohu s
daným třeńım.

Úloha (P)h: nalézt pole posunut́ı uh : I → Vh splňuj́ıćı

uh (0) = u0h,u′h (0) = u1h, (2.1)

a takové, že pro s.v. t ∈ I, uh (t) ∈ Kh

(u′′h (t) ,vh−uh (t)) + (αu′h (t) ,vh − uh (t)) + a(0) (uh (t) ,vh−uh (t)) +
+a(1) (u′h (t) ,vh−uh (t)) + j (vh)− j (uh (t)) ≥ (f (t) ,vh−uh (t))

∀vh ∈ Kh, s.v. t ∈ I,
(2.2)

kde
(u′′h,vh) =

∑s
ι=1 (u′′ιh ,vι

h) =
∫
Ω

ρu′′hivhidx,
(αu′h,vh) =

∑s
ι=1 (αιu′ιh ,vι

h) =
∫
Ω

αu′hivhidx,

a(n) (uh,vh) =
∑s

ι=1 a(n)ι (uι
h,vι

h) =
∫
Ω

c
(n)
ijklekl (uh) eij (vh) dx, n = 0, 1,

(f ,vh) =
∑s

ι=1 (f ι,vι
h) =

∫
Ω

Fivhidx +
∫
Γτ

Pivhids,

j (vh) =
∑s

ι=1 jι (vι
h) =

∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch

∣∣vk
ht − vl

ht

∣∣ ds ≡ 〈
gkl

ch,
∣∣vk

ht − vl
ht

∣∣〉
Γc

,

(2.3)

kde gkl
ch je aproximace gkl

c . K d̊ukazu existence přibližného řešeńı (MKP řešeńı) uh úlohy (P)h užijeme
podobně jako výše rozkladu

vh−uh= vh−uh+u′h−u′h = wh−u′h.

Důkaz je analogický d̊ukazu ze spojitého př́ıpadu.

2.2 Odhad chyby řešeńı a konvergence metody

Položme v = uh (t) v (1.13), vh = vh (t) ∈ Kh v (2.2) a sečtěme. Potom po úpravách dostáváme

(u′′ (t)− u′′h (t) ,u (t)−uh (t)) + (αu′ (t)− αu′h (t) ,u (t)−uh (t))+
+a(1) (u′ (t)− u′h (t) ,u (t)−uh (t)) ≤ (u′′h (t) ,vh (t)− u (t)) +
+ (αu′h (t) ,vh (t)− u (t)) + a(0) (u (t)− uh (t) ,uh (t)−u (t))+
+a(0) (uh (t) ,vh (t)−u (t)) + a(1) (u′h (t) ,vh (t)− u (t))+
+j (vh (t))− j (u (t))− (f (t) ,vh (t)−u (t))

a tedy
(u′′ (t)− u′′h (t) ,u (t)−uh (t)) + (αu′ (t)− αu′h (t) ,u (t)−uh (t))+
+a(1) (u′ (t)− u′h (t) ,u (t)−uh (t)) ≤
≤ a(1) (u′h (t)− u′ (t) ,vh (t)−u (t)) + a(0) (uh (t)− u (t) ,vh (t)−u (t)) +
+ (u′′h (t)− u′′ (t) ,vh (t)− u (t)) + (αu′h (t)− αu′ (t) ,vh (t)− u (t))+
+a(0) (u (t)− uh (t) ,uh (t)−u (t)) + R (t;vh (t)− u (t)) s.v. t ∈ I,

(2.4)

R (t;vh − u (t)) = (u′′ (t) ,vh − u (t)) + (αu′ (t) ,vh − u (t))+
a(0) (u (t) ,vh − u (t)) + a(1) (u′ (t) ,vh − u (t)) + j (vh)− j (u (t))−
− (f (t) ,vh − u (t)) ∀vh ∈ Vh, s.v. t ∈ I.

(2.5)
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Nechť t ∈ I. Integraćı (2.4) v intervalu 0 do t, dostáváme
∫ t

0
{(u′′ (τ)− u′′h (τ) ,u (τ)−uh (τ)) + (αu′ (τ)− αu′h (τ) ,u (τ)−uh (τ))+

+a(1) (u′ (τ)− u′h (τ) ,u (τ)−uh (τ))}dτ ≤
≤ ∫ t

0
{a(1) (u′h (τ)− u′ (τ) ,vh (τ)−u (τ)) + a(0) (uh (τ)− u (τ) ,vh (τ)−u (τ))+

+ (u′′h (τ)− u′′ (τ) ,vh (τ)− u (τ)) + (αu′h (τ)− αu′ (τ) ,vh (τ)− u (τ))+
+a(0) (u (τ)− uh (τ) ,uh (τ)−u (τ)) + R (τ ;vh (τ)− u (τ))}dτ .

Jelikož ∥∥C(0) (x, e1)− C(0) (x, e2)
∥∥ ≤ c0 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. v Ω,∥∥C(1) (x, e1)− C(1) (x, e2)
∥∥ ≤ c1 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. v Ω,∫ t

0
(u′′ (τ) ,u (τ)) dτ = (u′ (t) ,u (t))− (u1,u0)−

∫ t

0
(u′ (τ) ,u′ (τ)) dτ =

= (u′ (t) ,u (t))− (u1,u0)−
∫ t

0

(
‖u′ (τ)‖20,N

)
dτ ≤

≤ ‖u′ (t)‖0,N ‖u (t)‖0,N − ‖u1‖0,N ‖u0‖0,N −
[
‖u′ (t)‖20,N − ‖u1‖20,N

]
,

∫ t

0
(u′ (τ) ,u (τ)) dτ =

∫ t

0
d
dτ

(
1
2 ‖u (τ)‖20,N

)
dτ = 1

2 ‖u (t)‖20,N − 1
2 ‖u1‖20,N ,

a jelikož u (t)− uh (t) = u0 − u0h +
∫ t

0
(u′ (τ)−u′h (τ)) dτ, potom

‖u (t)− uh (t)‖21,N ≤ c ‖u0 − u0h‖21,N + c
∫ t

0
‖u′ (τ)−u′h (τ)‖21,N dτ a∫ t

0
‖u (τ)− uh (τ)‖21,N dτ ≤ c

∫ t

0
‖u′ (τ)−u′h (τ)‖21,N dτ+ c ‖u0 − u0h‖21,N .

Potom po úpravách dostáváme

1
2 [‖u (t)− uh (t)‖20,N − ‖u0 − u0h‖20,N + ‖u (t)− uh (t)‖21,N − ‖u1 − u1h‖21,N ]−
−c ‖u′ (t)−u′h (t)‖20,N + c ‖u0 − u0h‖20,N ≤ ‖u1‖0,N ‖u0‖0,N − ‖u′ (t)‖0,N ‖u (t)‖0,N +
+

∫ t

0
c0 ‖u′h (τ)− u′ (τ)‖1,N ‖vh (τ)−u (τ)‖1,N dτ +

∫ t

0
c0 ‖uh (τ)− u (τ)‖21,N dτ+

+
∫ t

0
a(1) (u′h (τ)− u′ (τ) ,vh (τ)−u (τ)) dτ +

∫ t

0
(u′′h (τ)− u′′ (τ) ,vh (τ)− u (τ)) dτ+

+
∫ t

0
(αu′h (τ)− αu′ (τ) ,vh (τ)− u (τ)) dτ +

∫ t

0
R (τ ;vh (τ)− u (τ)) dτ .

(2.6)

Jelikož
∫ t

0
a(1) (u′h (τ)− u′ (τ) ,vh (τ)−u (τ)) dτ = a(1) (u (t)− uh (t) ,u (t)−vh (t))−

−a(1) (u0 − u0h,u0−v0h)− ∫ t

0
a(1) (uh (τ)− u (τ) ,v′h (τ)−u′ (τ)) dτ,

u (t)−vh (t) = u0−v0h +
∫ t

0
(u′h (τ)− v′h (τ)) dτ, odtud

‖u (t)−vh (t)‖21,N ≤ c ‖u0−v0h‖21,N + c
∫ t

0
‖u′h (τ)− v′h (τ)‖21,N dτ,∫ t

0
(αu′h (τ)− αu′ (τ) ,vh (τ)−u (τ)) dτ = (αuh (t)− αu (t) ,vh (t)− u (t))−

− (u0h − u0,v0h − u0)−
∫ t

0
(αuh (τ)− αu (τ) ,v′h (τ)−u′ (τ)) dτ,∫ t

0
‖u (τ)− vh (τ)‖20,N dτ ≤ c

∫ t

0
‖u′ (τ)−v′h (τ)‖20,N dτ+ c ‖u0 − v0h‖20,N ,

potom po úpravách dostáváme

‖u (t)− uh (t)‖21,N ≤ c{‖u0 − u0h‖21,N + ‖u0 − v0h‖21,N + ‖u1 − u1h‖20,N +
+

∫ t

0
‖u (τ)−uh (τ)‖21,N dτ +

∫ t

0
‖u′ (τ)−v′h (τ)‖21,N dτ}+ c

∫ t

0
|R (τ ;vh (τ)− u (τ))| dτ .

Užit́ım Gronwallova lematu dostáváme

‖u− uh‖2L∞(I;V0)
≤ c{‖u0 − v0h‖21,N + ‖u′−v′h‖2L2(I;V0)

+
+ ‖R (.;vh − u)‖L1(I;V0)

+ ‖u0 − v0h‖21,N + ‖u1 − u1h‖21,N}.
(2.7)

Odtud, jelikož vh ∈ H1 (I; Kh) je libovolné, dostáváme odhad

‖u− uh‖2L∞(I;V0)
≤ c{infvh∈H1(I;Kh)[‖u0 − v0h‖21,N + ‖u′ (τ)−v′h (τ)‖2L2(I;V0)

+
+ ‖R (.;vh − u)‖L1(I;V0)

] + ‖u0 − v0h‖21,N + ‖u1 − u1h‖21,N},

jež je základńım odhadem pro d̊ukaz konvergence metody.
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Výsledek shrneme do následuj́ıćı věty:

Věta 1: Nechť jsou splněny předpoklady Tvrzeńı 1 a nechť f ∈ L2
(
I;L2,N (Ω)

)
, u0 ∈ K,u0h ∈ Kh,

u1 ∈ V0,u1h ∈ V0h, a nechť koeficient třeńı Fkl
c (x,u′h) splňuje Carathéodoryho podmı́nky, je spojitý,

nezáporný a omezený. Potom chyba semi-diskretizace splňuje odhad

‖u− uh‖2L∞(I;V0)
≤ c{infvh∈H1(I;Kh)[‖u0 − v0h‖21,N + ‖u′ (τ)−v′h (τ)‖2L2(I;V0)

+
+ ‖R (.;vh − u)‖L1(I;V0)

] + ‖u0 − v0h‖21,N + ‖u1 − u1h‖21,N}
(2.8)

Konvergenci přibližného řešeńı k přesnému řešeńı dává následuj́ıćı věta:

Věta 2: Nechť plat́ı předpoklady Tvrzeńı 1. Nechť u0 ∈ K, u0h ∈ Kh, u1 ∈ V0, u1 ∈ V0h jsou takové,
že

‖u0 − u0h‖V0
→ 0 a ‖u1 − u1h‖V0

→ 0 pro h → 0, (2.9)

potom
‖u− uh‖L∞(I;V0)

→ 0 for h → 0. (2.10)

Důkaz: Vyjdeme z odhadu (2.8). Užit́ım (2.5) odhadneme |R (t;v)| . Podle definice funkcionálu
j (.) je

|j (vh)− j (u (t))| ≤ ‖gc‖L∞(∪k,lΓkl
c )

∥∥vk
ht − vl

ht − uk
t (t) + ul

t (t)
∥∥

1,N,∪k,lΓkl
c
≤

≤ c ‖gc‖L∞(∪k,lΓkl
c ) ‖vh − uh (t)‖V0

.
(2.11)

Potom
|R (t;vh − u (t))| ≤ c ‖vh − uh (t)‖V , (2.12)

kde konstanta c záviśı na ‖u‖L∞(I;V0)
, ‖gc‖L∞(∪k,lΓkl

c ) , ‖f‖L∞(I;L2,N (Ω)) , ‖P‖L∞(I;L2,N (Γτ )) . Odtud a
z (2.8) plyne

‖u− uh‖L∞(I;V0)
≤ c{infvh∈H1(I;Kh)[‖u0 − v0h‖21,N + ‖u′ (τ)−v′h (τ)‖2L2(I;V0)

+

+ ‖u− vh‖1/2
L1(I;V0)

] + ‖u0 − u0h‖21,N + ‖u1 − u1h‖21,N}.
(2.13)

Jelikož K ∩ [
C∞

(
Ω

)]N
je hustý v K vzhledem k normě prostoru V0, potom H1

(
I; K ∩ [

C∞
(
Ω

)]N
)

je hustý v K vzhledem k normě prostoru H1 (I; V0) (viz Han Sofonea (2002)). Odtud již plyne
konvergence semi-diskretńı aproximace k přesnému řešeńı úlohy. ¤

K odvozeńı optimálńıho odhadu chyby řešeńı vyjdeme z odhadu (2.8) a předpoklad̊u regularity

τn ∈ L∞
(
I; L2,N (∂Ω)

)
, u0 ∈ H2,N (Ω) , u ∈ L2

(
I; H2,N (Ω)

)
,

u|∪k,lΓkl
c
∈ L2

(
I;H2,N

(∪k,lΓkl
c

))
.

(2.14)

Jelikož

a(0) (u (t) ,v) + a(1) (u′ (t) ,v) =
∫

∂Ω
τ (t)n.vds− ∫

Ω
div τ (t) .vdx =

=
∫
Γτ

P (t) .vds +
∫
∪k,lΓkl

c
[τn (t) vn + τt (t) .vt] ds +

∫
Ω

f (t) .vdx,

R (t;vh − u (t)) = (u′′ (t) ,vh − u (t)) + (αu′ (t) ,vh − u (t))+
+a(0) (u (t) ,vh − u (t)) + a(1) (u′ (t) ,vh − u (t)) + j (vh)− j (u (t))−
− (f (t) ,vh − u (t)) =

∫
∪k,lΓkl

c
{(τt (t) .

(
vk

ht − vl
ht − uk

t + ul
t

))
+

+
∥∥gkl

c

∥∥
L∞(∪k,lΓkl

c )

(∥∥vk
ht − vl

ht

∥∥
L1(∪k,lΓkl

c )
−

∥∥uk
t (t)− ul

t (t)
∥∥

L1(∪k,lΓkl
c )

)
}ds ≤

≤ c ‖vh − u (t)‖L1(∪k,lΓkl
c ) ,

potom z (2.8) plyne

‖u− uh‖L2(I;V ) ≤ c{infvh∈H1(I;Kh)[‖u0 − v0h‖1,N + ‖u′−v′h‖L2(I;V0)
+

+ ‖vh − uh‖1/2

L1(I;∪k,lΓkl
c )

] + ‖u0 − u0h‖1,N + ‖u1 − u1h‖1,N}.
(2.15)
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Položme pro každé t ∈ I vh (t) = rhu (t) ∈ H1(I;Kh), kde rhu (t) je MKP interpolant funkce u (t) .
Pro počástech lineárńı interpolant rhu, vztažený na ∪k,lΓkl

c (kde Γkl
c je aproximována m počástech

lineárńımi segmenty), máme následuj́ıćı odhad chyby

‖u− rhu‖L2,N (Γc)
≤ ch2

m∑

i=1

|u|H2,N (Γi
c)

, Γi
c = ∪k,l ∪m

i=1 Γkli
c .

Polož́ıme-li u0h = rhu0, u1h = rhu1, potom z (2.15) dostáváme odhad řádu O(h).

2.3 Algoritmus

Algoritmus je založen na semi-implicitńım schematu a na předpokladu, že třećı člen je aproximován v
každé časové hladině hodnotami z předchoźıch časových hladin (pro jednoduchost budeme předpokládat,
že záviśı pouze na jeho hodnotě z předchoźı časové hladiny). Algoritmus pak odpov́ıdá algoritmu pro
Tresc̊uv model s daným třeńım.

Nechť m > 0 je celé č́ıslo, potom 4t = tp/m, ti = i4t, i = 0, 1, .., m. Potom
(4t−2

(
ui+1

h − 2ui
h + ui−1

h

)
,vh − ui+1

h

)
+

(4t−1α
(
ui+1

h − ui
h

)
,vh − ui+1

h

)
+

+a(0)
(
ui+1

h ,vh − ui+1
h

)
+ a(1)

(4t−1
(
ui+1

h − ui
h

)
,vh − ui+1

h

)
+

+
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch

∣∣vk
th − vl

th

∣∣ ds− ∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch

∣∣uk
th (ti+1)− ul

th (ti+1)
∣∣ ds ≥

≥ (
f (ti+1) ,vh − ui+1

h

) ∀vh ∈ Kh,
uh (0) = u0h, u′h (0) = u1h,

kde gkl
ch = Fkl

c

(4t−1 (4uh (ti)−4uh (ti))
) ∣∣∣τkl

n

(
uh (ti) , 4uh(ti)

4t

)∣∣∣ , ui
h = uh (ti) , 4ui

h = uh (ti) −
uh (ti−1) . Označme

gkl
ch (ti) = Fkl

c

(4t−1
(4ui

h −4ui
h

)) ∣∣∣τkl
n

(
ui

h,
4ui

h

4t

)∣∣∣ ,(
F (ti+1) ,vh

)
= 4t2 (f (ti+1) ,vh) +

(
2ui

h − ui−1
h ,vh

)
+

+4t
(
αui

h,vh

)
+4ta

(1)
h

(
ui

h,vh

)
,

potom (
ui+1

h ,vh − ui+1
h

)
+4t

(
αui+1

h ,vh − ui+1
h

)
+4t2a(0)

(
ui+1

h ,vh − ui+1
h

)
+

+4ta(1)
(
ui+1

h ,vh − ui+1
h

)
+

+4t2
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch (ti)
(∣∣vk

th − vl
th

∣∣− ∣∣uk
th (ti+1)− ul

th (ti+1)
∣∣) ds ≥

≥ (
F (ti+1) ,vh − ui+1

h

)
,

uh (0) = u0h, u′h (0) = u1h.

(2.16)

resp. (
ui+1

h ,vh

)
+4t

(
αui+1

h ,vh

)
+4t2a(0)

(
ui+1

h ,vh

)
+4ta(1)

(
ui+1

h ,vh

)
+

+4t2
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch (ti)
(∣∣vk

th − vl
th

∣∣) ds− (
F (ti+1) ,vh

) ≥
≥ (

ui+1
h ,ui+1

h

)
+4t

(
αui+1

h ,ui+1
h

)
+4t2a(0)

(
ui+1

h ,ui+1
h

)
+

+4ta(1)
(
ui+1

h ,ui+1
h

)
+4t2

∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch (ti)
(∣∣uk

th (ti+1)− ul
th (ti+1)

∣∣) ds−
− (

F (ti+1) ,ui+1
h

)
,

uh (0) = u0h, u′h (0) = u1h.

(2.17)

Pro jednoduchost položme ui+1
h ≡ uh, gkl

ch = gkl
ch (ti) , F (ti+1) ≡ fh, potom (2.16) můžeme přepsat do

tvaru
(uh,vh − uh) +4t (αuh,vh − uh) +4t2a(0) (uh,vh − uh)+
+4ta(1) (uh,vh − uh) +4t2

∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch

(∣∣vk
th − vl

th

∣∣−
∣∣uk

th − ul
th

∣∣) ds ≥
≥ (

fh,vh − uh

)
, t = ti+1 ∈ I,

uh (0) = u0h, u′h (0) = u1h.

(2.18)

Zavedeme bilineárńı formu A (uh,vh) a funkcionál j (vh) vztahy

A (uh,vh) = (uh,vh) +4t (αuh,vh) +4t2a(0) (uh,vh) +4ta(1) (uh,vh) ,
j (vh) = 4t2

∫
∪k,lΓkl

c
gkl

ch

∣∣vk
th − vl

th

∣∣ ds.
(2.19)
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Za předpokladu, že ρ ≥ ρ0 > 0, α ≥ α0 > 0 a jelikož bilineárńı formy a
(n)
h (uh,vh) , n = 0, 1,

jsou symetrické v uh a vh a splňuj́ı a(n) (uh,uh) ≥ c
(n)
0 ‖uh‖21,N , c

(n)
0 = const. > 0,

∣∣a(n) (uh,vh)
∣∣ ≤

c
(n)
0 ‖uh‖1,N ‖vh‖1,N , c

(n)
1 = const. > 0, n = 0, 1, uh,vh ∈ Vh, potom bilineárńı forma A (uh,vh) je

také symetrická v uh a vh a plat́ı

A (uh,vh) ≥ a0 ‖uh‖21,N , c
(n)
0 = const. > 0,

|A (uh,vh)| ≤ a1 ‖uh‖1,N ‖vh‖1,N , a1 = const. > 0, uh,vh ∈ V0h.
(2.20)

Potom řeš́ıme následuj́ıćı úlohu:

Úloha (PA)h: hledáme uh ∈ Kh takové, že

A (uh,vh − uh) + j (vh)− j (uh) ≥ (
fh,vh − uh

)
, ∀vh ∈ Kh, ∀t = ti+1 ∈ I, (2.21)

a splňuje počátečńı podmı́nky pro t = 0.
Zavedeme funkcionál L (vh) vztahem

L (vh) = L0 (vh) + j (vh) ,

kde
L0 (vh) =

1
2
A (vh,vh)− (

fh,vh

)
.

Potom úloha (PA)h je ekvivalentńı s následuj́ıćı úlohou:
nalézt uh ∈ Kh takové, že

L (uh) ≤ L (vh) , ∀vh ∈ Kh,∀t = ti+1 ∈ I, (2.22)

a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky pro t = 0.
Algoritmus v každé časové hladině vede na úlohu hledáńı sedlového bodu s použit́ım Uzawova

algoritmu. Jeho část́ı je minimalizačńı problém s omezeńımi danými podmı́nkami nepronikáńı na kon-
taktńıch hranićıch mezi jednotlivými komponentami kloubńıho systému. Pro řešeńı minimalizačńıho
problému se ukazuje jako nejefektivnějśı metoda sdružených projektovaných gradient̊u. Pro výpočty
projekćı gradientu je zvolena metoda sdružených gradient̊u. Tento postup se ukazuje jako optimálńı,
neboť množina aktivńıch omezeńı se během výpočtu měńı a nav́ıc počet omezeńı je mnohem menš́ı
než dimenze vektoru gradientu. Algoritmus lze značně urychlit zavedeńım techniky předpodmı́něńı
do optimalizačńıho procesu v každém kroku Uzawova algoritmu.

Jako vhodný algoritmus je také možno použ́ıt primárně duálńı metodu aktivńıch množin (primal-
dual active set strategy (PDAS)) analogicky jako v př́ıpadě kvazi-statické kontaktńı úlohy. Užitý algo-
ritmus je následně v každé časové hladině založen na smı́̌sené variačńı formulaci pomoćı Lagrangeových
multiplikátor̊u a tedy na hledáńı sedlového bodu. Potom pro každou časovou hladinu můžeme ap-
likovat algoritmus AU-PDAS jako ve statickém př́ıpadě (viz Hlaváček (2006)) resp. v kvazi-statickém
př́ıpadě, diskutovaném v předchoźı části výzkumné zprávy. Algoritmus je pak modifikaćı algoritmu v
kvazi-statickém př́ıpadě.
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25


