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1 Uvod

V tomto textu jsou studovany zdkladni metody pro nepodminénou minimalizaci véetné jejich konver-
gencnich vlastnosti. Po struéném uvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody spadovych

vvvvvv

Kapitola 3 je vénovana metodam s lokdlné omezenym krokem vhodnym zejména ke globalné konvergentni
realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci souc¢tu ¢tvercu. V kapi-
tole 4 jsou popsany specidlni metody pro rozsahlé a strukturované optimaliza¢ni tlohy. Kapitola 5 je
vénovana metodam pro feseni soustav nelinearnich rovnic. V kapitole 6 jsou popsany specidlni metody pro
rozsahlé a strukturované soustavy nelinearnich rovnic Véty a lemata jsou v této praci témér vzdy doka-
zovany. Tvrzeni z piibuznych oboru, ktera lze nalézt v béznych u¢ebnich textech, jsou uvddény bez dukazu.
Mnoho chybéjicich dukazu 1ze nalézt v knize: L.LukSan, Metody s proménnou metrikou, Academia, Praha
1991.

1.1 Zakladni pojmy

Budeme pouzivat oznaceni x € R™ pro vektor dimenze n, F(x) pro funkci F : R* — R a
g(x) = [0F /0y, ...,0F [0z,

0?F /023, vy, 0*F/01101,
Glax) = | : Do
0?F/0z,0x1, ..., O0°F/0x?

Zde F(z) je icelova funkce, g(z) je jejf gradient a G(x) je jejl Hessova matice (matice druhych parcidlnich
derivaci). Symboly A(G(z)) a A(G(x)) budeme oznacovat nejmensi a nejvétsi vlastni éislo matice G(z).
Vétsinou budeme predpokladat, ze funkce F' : R™ — R je dvakrat spojité diferencovatelna. V tomto pripadé
budeme psat F € C2 nebo F € C? : R® — R. Spojitost druhych parcidlnich derivaci implikuje symetrii
matice G(x). Pii vySetfovdni konvergence optimaliza¢nich metod budeme ¢asto pouzivat predpoklady
(F1)-(F5):

Definice 1 Rekneme, Ze funkce F : R® — R je zdola omezend, jestlize existuje konstanta F takovd, Ze

plati

F(z)>F VzeR"™ (F1)

Definice 2 Rekneme, Ze funkce F : R" — R md kompaktni hladiny, jestlize mnozina

L(F)={x e R":F(z) < F} (F2)
je kompaktni VE € R (prdzdnd mnoZina se predpoklddd kompaktny).

Definice 3 Rekneme, Ze funkce F € C?: R™ — R md omezené druhé derivace, jestlize existuje konstanta
G > 0 takovd, Ze plati

|dTG(x)d| < G||d||* Vx € R"™ Vde R" (F3)
Podminka (F3) je ekvivalentni podmince ||G(z)|| < G Vx € R".

Poznamka 1 Misto omezenosti druhych derivaci stacéi obvykle predpoklddat lipschitzovskost prvnich
derivaci:

lg(z +d) —g(2)|| <G|d| YzreR™ Vde R"

Jelikoz v praktickych pfipadech neni lipschitzovskost prvnich derivaci o mnoho slabsim pfedpokladem nez
existence a omezenost druhych derivaci, budeme pro zjednoduseni dukazu pouzivat podminku (F3).



Definice 4 Rekneme, Ze funkce F € C? : R"* — R je stejnomérné konvexni, jestlize existuje konstanta
G > 0 takovd, Ze plat{

d'G(z)d > G||d||* Vx € R" Vdec R" (F4)

Definice 5_Relmeme, Ze funkce F € C? : R® — R md lipschitzovské druhé derivace, jestlize existuje
konstanta L > 0 takovd, Ze plati

|G(x +d) — G(z)|| < L||d| V=€ R" VdeR" (F5)

Podminky (F4) a (F5) jsou casto zbytecné silné. Studujeme-li asymptotické chovani iteracniho procesu
v okoli minima z* € R", sta¢{ pfedpoklddat pozitivni definitnost a lokdln{ lipschitzovskost matice G(x)
v bodé z* € R™. Pii definovani lokdlnich vlastnosti funkce F' : R™ — R budeme pouzivat oznaceni
B(z*,e) = {x € R":|| x — 2* ||< e} pro e—kouli, kterd je okolim bodu z*.

Definice 6 Rekneme, Ze funkce F € C? : R® — R je ryze konvexni v bodé¢ x* € R", je-li matice G(z*)
pozitivné definitni. Pak pro libovolnou konstantu 0 < G < A(G(z*)) existuje ¢islo € > 0 takové, Ze

d'G(x)d > G||d||* Va € B(z*,e) Vd € R™ (F4)

Definice 7 Rekneme, Ze funkce F e C?: R" — R md v bodé z* € R"™ lokdlné¢ lipschitzovské druhé
derivace, jestlize existuje konstanta L a ¢islo € > 0 takové, Ze plati

1G(z) — G(z*)|| <Tl|z — a*|| V€ B(z*,e) Vde R (F5)

Pozndmka 2 Jestlize 7; — 2*, existuje k danému ¢islu € > 0 index k € N takovy, ze z; € B(z*, ) pokud
i > k. Pak (F4) implikuje (F4) a (F5) implikuje (F5) Vi > k

V konvergencnich dikazech budeme ¢asto pouzivat véty o stfedni hodnoté znamé z ivodnich kurzii matem-
atické analyzy:

Tvrzeni 1 Necht F€C?: R" — R, x € R" ad € R*. Pak plat{
F(z+d)=F(z)+d"g(z) + %dTG(is)d,
kdeZ=2+X a0<A<1.
Pouzijeme-li tvrzeni 1 a (F3), dostaneme
Fla+d)~ F(z) < d"g(z) + 5G] (1)
Pouzijeme-li tvrzeni 1 a (F4), dostaneme
Fla+d)~ Fx) > dg(x) + LGlld|P. 2)

Tvrzeni 2 Necht F€C?:R* — R, x € R" ad € R". Pak plati

1
glx+d) =g(x) + /0 G(z + Ad)ddA.



Pouzijeme-li tvrzeni 2 a (F3), dostaneme

lg(x +d) — g() < Glid], 3)
d"(g(x +d) — g(x)) < G||d|*. (4)
Pouzijeme-li tvrzeni 2 a (F4), dostaneme
lg(z +d) — g(2)|| = Gld], ()
d"(g(x +d) — g(x)) > G||d|*. (6)

Dtukaz poslednich dvou nerovnosti:
1 1
d"(g(a+ )~ g(a)) = | d"Gla+ Addar> [ GldPar= Gl
0 0
Glld|* < d"(g(x + d) — g(2)) < [|d||[|g(x + d) — g(=)]-

1.2 Podminky optimality

Definice 8 Rekneme, Ze bod x* € R™ je lokdlnim minimem funkce F : R — R, jestlize existuje ¢islo
e > 0 takové, Ze

F(z*) < F(z) VxeB(z"e¢).
Jestlize navic F(z*) < F(x) pokud x* # x, rekneme, Ze bod x* € R"™ je ostrym lokdlnim minimem funkce

F:R"— R.

Véta 1 Necht bod x* € R" je lokdlnim minimem funkce F : R — R a necht F € C' (spojité diferencov-
atelnd) na B(x*,e). Pak plati

g(z") =0.
Jestlize navic F € C? (dvakrdt spojité diferencovatelnd) na B(z*,€), pak plati

(matice G(z*) je positivné semidefinitni).

Diikaz Necht F € C! na B(z*,¢). Predpokladejme, ze g* = g(z*) # 0. Jelikoz F € C! na B(z*,¢),
existuje ¢islo @ > 0, takové, ze o* — ag* € B(z*,¢) a (¢*)Tg(z* — ag®) > (¢*)Tg*/2, pokud 0 < a < @
(plyne to ze spojitosti gradientu g(z* — ag*)). Necht 0 < o < @. Pak podle véty o stiedni hodnoté plati
F(z* — ag*) = F(z*) — a(g*)Tg(z* — ag*), kde 0 < & < a < @, takze

F(z* —ag*) = F(z*) — a(g") g(z" — ag*) < F(z*) — a(g*)"g" /2 < F("),
coz je ve sporu s definicf 8. Necht navic F € C? na B(x*,¢). Piedpoklddejme, 7Ze matice G(z*) nenf
positivné semidefinitni, takze A* < 0, kde A* je nejmens{ vlastni ¢islo matice G(z*). Necht v* je vlastni
vektor matice G(x*) pifslusny vlastnimu éfslu A\*. Jelikoz F € C? na B(z*,¢), existuje ¢fslo @ > 0,
takové, ze x* + av* € B(z*,¢) a (v)TG(z* + av*)v* < X (v*)Tv*/2, pokud 0 < a < @ (plyne to ze
spojitosti Hessovy matice G(z* 4+ av*)). Necht 0 < a < @. Pak podle véty o stfedni hodnoté plati
F(z* + av*) = F(z*) + o2 (v*)TG(z* + av*)v* /2 (nebot g(z*) = 0), kde 0 < & < o < @, takze
a? a?
Fz* +av*) = F(z*) + 7(0*)TG(x* +av vt < F(z™) + ZA*(U*)T’U* < F(z"),

coz je ve sporu s definici 8.



Véta 2 Necht F € C? : R™ — R na B(z*,€) a nechf plati

g(z*) =0

G(z*) = 0

matice G(x*) je pozitivné definitni). Pak bod x* € je ostrym lokdlnim minimem funkce F' : — R.
tice G(x*) j itiné definitni). Pak bod x* € R™ je ostrym lokdlns g kce F': R — R

Diukaz Jelikoz matice G(x*) je positivné definitni, plati A* > 0, kde A* je nejmensi vlastni ¢islo matice
G(z*). Necht v € R". Jelikoz F € C? na B(z*,¢), existuje ¢islo @ > 0 takové, Ze z* + av € B(z*,¢) a
vIG(z* + av)v > MvTv/2, pokud 0 < o < @ (plyne to ze spojitosti Hessovy matice G(z* + awv)). Necht
0 < a < @. Pak podle véty o sttedni hodnoté plati F(z* + av) = F(z*) + (a?/2)vT G(x* + av)v (nebot
g(z*) =0),kde 0 < & < o <@, takze

o

2
F(z* 4+ av) = F(z™) + ?vTG(x* + av)v > F(z*) + %A*UTU > F(z%),

1.3 Zakladni pojmy z teorie konvergence

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi konvergentnich posloupnosti.

Definice 9 Nechf xz; € R™, i € N, je posloupnost bodu. Jestlize pro libovolné € > 0 existuje index k € N
tak, ze x; € B(x*,e) Vi > k, Tekneme, Ze posloupnost x; € R"™, i € N konverguje k bodu x* € R"™ a piseme
x; — x*. PouZivdme znaceni F; = F(x;), g; = g(x;), G; = G(x;).

Poznamka 3 Prii studiu asymptotického chovani konvergentnich posloupnosti budeme c¢asto pouzivat
symboly o(&;) a O(&;), kde &;, i € N, je néjakd omezend posloupnost kladnych éisel. Necht w;, v;, ¢ € N jsou
dvé posloupnosti (&fsel, vektorit nebo matic) a k > 0. Jestlize |Ju;||/||v;[|* — 0, budeme psat u; = o(||v;]|*).
Jestlize existuje konstanta C' > 0 takova, 7e ||u;|| < C|lv;||¥ Vi € N, budeme psat u; = O(||v;||¥). Misto
o(|lvi]|°) a O(|Jv;]|°) budeme psat o(1) a O(1). Pokud soucasné plati u; = O(||v;||) a v; = O(||us|), ¢ili
pokud existuji konstanty 0 < ¢ < ¢ < oo takové, ze

ellosll < usll < @lloll Vi€ N,

budeme psét u; ~ v; nebo ||u;|| ~ |lvs||. Pro praci se symboly o(&;) a O(;) plati jednoducha pravidla.
Nejcastéji pouzijeme toho, ze pro libovolny exponent r € R plati (1+0(&;))" =1+0(&) a (1+0(&))" =
14+ O(&), pokud o(&) — 0 a O(&) — 0 (k dikazu téchto vztaht lze pouzit binomickou vétu nebo
rozvoj v mocninnou fadu). Poznamenejme jesté, ze jednotlivé veliciny o(&;) a O(&;) nemusime rozlisovat,
takze lze napifklad psdt u;v; = o(&)o(&) = 0(&;)? = 0(€2), pokud u; = o(&;) a v; = o(&;), nebo w;v; =
(L+0(E)(1+0(&)) = (14 0(%))* = (1 4+ 0(&)), pokud u; = (1 4+ 0(&)) a vi = (14 O(&)).

Véta 3 Necht z; € R™, d; € R", i € N, jsou dvé posloupnosti takové, Ze x; — x* a d; — 0, kde z* € R"
je staciondrni bod funkce F € C? : R® — R. Oznacme e; = x; — x*, i € N. Pak plati

1
Fwi+di) = F(w:) = di i + 57 Gidi + o(|di*),

9(zi + d;i) — g(z:) = Gid; + o(||d; )

* 1 *
F(z;) — F(z") = 561-TG ei +o([leil?),

g(z;) = G e; + o(|[ei)



1
F(z;+di) — F(x;) = df g + §dzTG*dz‘ + o(|lds]?),
9(xi + di) — g(w;) = G*d; + o(||d;])-

Dikaz Pouzijeme-li tvrzeni 1 o stfedn{ hodnoté, dostaneme

1 -
Fwitdi) = Fw:) = digi+ 5d] G(w; + Mdi)ds
1 1 <
= djgi+ §d¢TGidi + EdiT(G(ﬂﬁi +Ad;) — Gi)d;,
kde0<A<1a

|d] (G(zi + M) — Gi)di| < ||G(m; + Ady) — Gil|||ds]|>-

Ze spojitosti druhych derivaci plyne ||G/(z; + M) — G| < |Gz + Mdy) — G*|| + ||G () — G*|| — 0,
nebot x; — z* a d; — 0 (takze x; + Ad; — x*). Pouzijeme-li tvrzeni 2 o stfedn{ hodnoté, dostaneme

1
0
1
= Gd; —|—/ (G(Z‘z + /\dz) — Gi)did)\,
0

kde

IN

1 1
/ (G(xs + \d;) —Gi)didAH / |G(x; + Ad;) — Gilllldi]|dA
0 0

0<A<1

Ze spojitosti druhych derivaci plyne opét maxo<i<i ||G(x; + Ad;) — G(x;)|| — 0. Tim jsme dokazali prvni
dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuji uplné stejné. Provede se zdména z; misto z; + d;, * misto z;,
e; = x; — x* misto d; = x; + d; — x; a piihlédne se k tomu, ze g(z*) = 0. Posledni dva vztahy plynou z
tOhO, ze szz = G*dz + (Gz - G*)dl, kde H(Gz — G*)H —0 pokud Ty — x*.

A

Je-1i navic splnéna podminka (F5), dostaneme silngjsi odhady.

Veéta 4 Nechf x; € R", d; € R, i € N, jsou dvé posloupnosti takové, ze x; — x* a d; — 0, kde z* € R"
je staciondrni bod funkce F € C? : R™ — R, kterd vyhovuje podmince (F5). Oznaéme e; = x; —x*, i € N.
Pak plati

1
F(x; +d;) — F(x;) = dFg; + idiTGidi +O(||d:|®),

9@ + di) — g(x:) = Gyds + O(||di||*)

* 1 *
F(z;) = F(z") = 5ef Gei + O(llei]]*),



g(zi) = G"ei + O([leil|*)

1
F(z; +d;) — F(z;) = d} g + §diTG*di + |1 [O([|es 1),
9(wi +di) — g(z;) = G*d; + [|di[|O([|es ).

Diikaz Dikaz této véty je prakticky stejny jako dikaz véty 3. Vztahy typu ||G(x; + Ad;) — G(x;)|| — 0 se
nahradi odhady typu ||G(x; + Ad;) — G(x;)|| < L||Ad;]|.
Definice 10 Jestlize existuji index k € N a ¢isla My >0 a0 < g <1, tak Ze
i = 2*|| < Mig"™*||zy, — 27|
Vi > k, rekneme, Ze posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespon) R-linedrné.

Véta 5 Posloupnost x; € R, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) R-linedrné prdvé tehdy jestlize

limsup ||z; — x*||% =4<1.

11— 00

Dikaz Z definice 10 plyne

i — 2" || < Miq"* |z — 2|

Vi > k, kde q < 1, takze

i*k)% = lim qlf?l‘c =qg<1.

i—00

¢ =limsup [|z; — 2~

T < lim (Mgae — 2%
i—00 1—00

) lim (g
11— 00
7 druhé strany necht ¢ < 1. Pak pro libovolné ¢&islo ¢ < g < 1 existuje index k& € N tak, ze plati

1
T<q

lx; — =*
Vi > k, neboli 4
|zi — 2| < ¢

Vi > k. Zvolme
¢

My=——2
[T

Pak plati
o — ]| < Mgl — .

Poznamka 4 Cislo § pouzité ve vété 5 nezdvisi na posunu indexti. Pro libovolné éislo k € N plati

1

1

limsup ||x; — z*

1 . *
i =limsup ||z;4, —
i—00 i—00

Definice 11 Posloupnost x; € R"™, i € N, konverguje k bodu x* R-superlinedrné, jestliZe

lim ||z; — 2|7 =0.
1— 00



Definice 12 Posloupnost z; € R"™, i € N, konverguje k bodu z* (alespori) Q-linedrné, jestlize existuje
index k € N a konstanta 0 < g < 1 tak, Ze

[zig1 — 2"

—— <q Vi > k.
|z — x*||

Definice 13 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* Q-superlinedrné, jestliZe

lim lzip1 — 2"
i—oo  |[|m; — x*|

=0.

Véta 6 Necht z; — x* Q-linedrné (Q-superlinedrné). Pak x; — x* R-linedrné (R-superlinedrné).

Dikaz R-linedrni konvergence plyne z Q-linedrni konvergence bezprostiedné (staci volit My = 1). Necht
0 < e < 1 je libovolné (malé) ¢islo. Z @Q-superlinedrni konvergence plyne existence indexu k € N takového,
ze
llzipr — 2| <e Vi>k
s — 2|
takze

| —a*|| < e Fllaw —2*||  Vi>k,

neboli

limsup ||x; — a:*||% < lim (|Jzx — x*||)% lim (51*%) =e.
11— 00 71— 00

i—00

Protoze ¢islo € je libovolné, musi platit

limsup ||z; — a:*H% =0.
1—00

Poznamka 5 Q-linedrni (Q-superlinedrni) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti ||z; — z*||,
i € N (poc¢inaje vhodnym indexem k € N).

Definice 14 Posloupnost x; € R™, © € N, konverguje k bodu x* m-krokové Q-superlinedrné, jestliZe
ezistuje cislo m € N takové, Ze

lim ||xi+m - 1‘*“ -0
Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* cyklicky m-krokove Q-superlinedrne, jestlize existuje
¢islo m € N takové, Ze

[0t ymir — 2" 0

lim
R F—

Poznamka 6 m-krokova @)-superlinearni konvergence implikuje cyklickou m-krokové @-superlinearni kon-
vergenci.

Véta 7 Necht x; — x* cyklicky m-krokové Q-superlinedrné a necht existuje konstanta C > 0 takovd, Ze
lleixill < Clles|| Vi € N. Pak x; — x* R-superlinedrné.



Dikaz Oznaéme i = km + [, kde 1 <[ < m. Abychom dokézali, ze lim;_, ”61”1/1 = 0, staci dokazat, ze
pro libovolné celé &islo 1 < 1 < m plati limy o0 ||€pm e[|/ *F7H) = 0. Oznacme C = ||eq]| maxi<i<m C’l_l.

Pak
k

k
lejmiall | lewmell Z llejm-+1ll =
||€km+l||:”61|| H ||€ L0 = ||€ — T :C(O(l))k
j=1

G—1ym+l Hekm+1H N G-1ym+1ll

(pouzivdme nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumérem a vztah limy_, o %Z?:l o(1) = 0).
Muzeme tedy psat

1
Hm [|epma]| T = lim CF7 (o(1))F# = lim (o(1)) 777 = 0.
k—oo k—oo k— oo

Pozndmka 7 Piedpoklady véty 7 jsou splnény pro cyklicky pierusovanou metodu sdruzenych gradientu
s asymptoticky pfesnym vybérem délky kroku (véta 25).

Definice 15 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu ©* (alespori) kvadraticky, jestliZe existuje
indexr k € N a konstanta 0 < My, < oo tak, Ze

sy — | < Miflas —o*|> Vi > k.

Definice 16 Posloupnost x; € R™, i € N, konverguje k bodu x* (alespori) m-krokové kvadraticky, jestlize
eristuje index k € N, ¢islo m € N a konstanta 0 < My, < oo tak, Ze

l@ism —a*l < Mlles — |2 Vi > k.

1.4 Z3akladni optimaliza¢ni metody

Zakladni optimaliza¢ni metoda je itera¢ni proces, jehoz vysledkem je posloupnost x; € R™, i € N, takova,
ze

Tit1 = X + Q;S;,

kde smérovy vektor s; € R™ se ur¢uje na zédkladé hodnot z;, Fj}, g;, G;, 1 < j <1, a délka kroku o; > 0
se urcuje na zdkladé chovani funkce F' : R™ — R v okoli bodu z; € R".

Definice 17 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda je globdlné konvergentni, jestlize pro libovolny
poédteénd vektor x1 € R™ plati

liminf [|g(z;)|| = 0.

Mezi nejjednodussi a nejznadméjsi optimaliza¢ni metody patii metoda nejvétsiho spadu a Newtonova
metoda. Metoda nejvétsiho spadu je definovana vztahy

8 = 79(«%1),

a; = argmin F(z; + as;).
a>0

Vyhody:

10



e Metoda nejvétsiho spadu je globalné konvergentni.
e Metoda nejvétsiho spadu pouzivd pouze vektory dimenze n. Vyzaduje tedy
O(n) - pamétovych mist,
O(n) - operaci na iteraci.
Nevyhody:
e Metoda nejvétsiho spadu vyzaduje pfesny vybér délky kroku.

e Metoda nejvétsiho spadu je pouze R-linearné konvergentni s asymptotickou rychlosti

. a2 Kk(G(@) -1
5 - P ——
h?lbogp sz Y ” = H(G(l’*)) +1

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realisticky (nenf nadhodnoceny). Napiiklad jestlize k(G(x*)) =
103, pottebujeme ke snizeni chyby ||z — 2*|| o 4 fa4dy zhruba 4600 iteraci a jestilze x(G(x*)) = 106,
potfebujeme ke snizeni chyby ||z — z*| o 8 faddu zhruba 9200000 iteraci!

Newtonova metoda je definovana vztahy
si = —G M (xi)g(xi),

Oéizl.

Vyhody:

e Newtonova metoda je @) — kvadraticky konvergentni. Pokud tato metoda konverguje, staci k nalezeni
lokalntho minima pouze nékolik iteraci.

e Newtonova metoda pouziva jednoduchy vybér délky kroku.
Nevyhody:

e Newtonova metoda neni globalné konvergentni. Pokud z; je daleko od x*, nemusi tato metoda
konvergovat.

e Newtonova metoda pouzivd matici fadu n a je tfeba Tesit soustavu linedrnich rovnic. Vyzaduje tedy
O(n?) - pamétovych mist,

O(n?) - operacf na iteraci.

e Je tieba pocitat druhé derivace.

metody. MuZeme je zhruba rozdélit na metody spddovych sméru a metody s lokdlné omezenym krokem.
Metody spadovych smértu byly vyvinuty z metody nejvétsiho spadu. Predné byl odstranén pozadavek
presného vybéru délky kroku, ktery byl nahrazen slabsimi (Wolfeho) podminkami. Daéle byla pouzitim
principu sdruzenych sméru podstatné urychlena konvergence. Vysledkem tohoto vyvoje jsou metody
sdruzenych gradientu a metody s proménnou metrikou.

Metody s lokalné omezenym krokem byly vyvinuty z Newtonovy metody tak, aby byla zarucena jejich
globalni konvergence i v pripadé, ze Hessova matice neni pozitivné definitni. Da&le byl snizen pocet op-
eraci, tim Ze neni tfeba hledat optiméalni lokalné omezeny krok, stac¢i pouze nepiesné iteracni priblizeni.
Vysledkem jsou modifikace nepiesné Newtonovy metody s lokdlné omezenym krokem a hybridni metody
pro minimalizaci sou¢tu ¢tvercu.

11



2 Metody spadovych smérii

2.1 Zakladni vlastnosti metod spadovych smérii

V tomto oddilu budeme pfedpoklddat, ze s; # 0 a g; # 0 Vi € N a oznac¢ime
SzTgi

[[sillllg:l

smérové kosiny uhlu, které sviraji smérové vektory s;, i € N, se zdporné vzatymi gradienty. Klicovy
vyznam pro konstrukci metod spaddovych sméru ma pojem spddovych smérovych vektort.

cosb); = —

Definice 18 Rekneme, Ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou spddové, jestlize plati

cos; >0 Vie N. (S1a)

Rekneme, Ze smérové vektory s; € R™, i € N, jsou stejnomérné spddové, jestlize existuje konstanta
0 < eg <1 takova, Ze plati

cosb; >eqg VieN. (S1b)
Rekneme, Ze smérové vektory s; € R"™, i € N, jsou dostatecné spddové, jestlize plati
cost; >1/C; Vie N (Slc)
a ¢isla C;, i € N, vyhovuji rekurentnim nerovnostem
Cit1 < Ci+C|\dql],
kde d; = x;41 —x; = ay$; a kde Cp > 1 a C>0 jsou vhodné konstanty.

Poznamka 8 Definice dostateéné spadovosti smérovych vektoru se muze zdat dosti uméld. Nicméné je
tato definice ¢asto velmi uziteénd pro dukazy globdlni konvergence (véta 83). Pouziti podminky dostatecné
spadovosti se ¢asto nazyva principem omezeného znehodnoceni. Poznamenejme, zZe z rekurentnich nerovnosti
pouzitych v (Slc) plyne

i—1 i
Ci <Ci+ ) Clid;| < Ci+Y_ Cldll-

j=1 j=1

Jsou-li smérové vektory stejnomérné spadové, jsou téz dostateéné spadové (staéi polozit C; = 1/gg a

C' =0). Za urcitych predpokladu plati i obrdcend implikace (véta 14).
Smérové vektory s; € R™, i € N, se ¢asto urcuji feSenim soustav linedrnich rovnic B;s; = —g;, i € N.

Véta 8 Necht Bjs; = —g; Vi € N, kde B;, i € N, je posloupnost symetrickiyjch pozitivné definitnich matic.
Pak plati

1
cos?f; > — VieN,
Ki
kde k; je spektralni ¢islo podminénosti matice B;.

Dukaz Podle predpokladu plati

—g; = B;s;

12



—1

takze

—s7g; = st Bisi > \il|sil)?

- 1
~s{gi =gl B; 'g; > )\:||gi||27

2

kde \; a A; je nejmensi a nejvéetsi vlastni ¢fslo matice B;. Vynédsobime-li obé tyto nerovnosti, dostaneme

A

HL‘

(=51 9:)* > =lsil*lgill* = I,

1
fHSiHQHQi
7 K

>

takze cos? 0; > 1/k;.

Poznamka 9 Podle véty 29 plati stejny odhad i tehdy, urcuje-li se smérovy vektor s; metodou sdruzenych
gradientu aplikovanou na soustavu linedrnich rovnic B;s; = —g;. Pfitom soustavu linedrnich rovnic neni
nutné fesit presné, odhad plati v kazdém itera¢nim kroku metody sdruzenych gradientu.

Dalsi vyznamnou souc¢édsti metod spadovych sméru je vybér délky kroku, na ktery je tieba klast fadu
omezeni.

Definice 19 Rekneme, ze délka kroku a; > 0, i € N, spliuje bud silnou Wolfeho podminku nebo slabou
Wolfeho podminku nebo Goldsteinovu podminku nebo Armijovu podminku, jestliZe existuji ¢isla 0 < g1 <
g9 < 1 (nezdvisld na indexu i € N) takovd, Ze

Fiy1 — Fi <108l gi (52)
a bud
IsTgi1] < e2ls! gif (S3a)
nebo
s) git1 = €25] gi (S3b)
nebo
Fiy1 — Fi > esqisl gi (S3c)

nebo «; > 0 je proni élen vyhovujici podmince (S2) v posloupnosti ozg, j € N, takové, zZe af|g:ill/|si]| <
af <allgill/llsill, a

Bal <alt' <Bal  VWjeN, (S3d)
kde0<a<aal<p< B < 1 jsou konstanty nezdvislé na indexu i € N.
Poznamka 10 Pii vySetfovani globalni konvergence vystacime s nerovnostmi 0 < €1 < €9 < 1. Pro
zaruceni superlinedrni konvergence (véta 17) je tfeba, aby platilo 0 < &1 < 1/2 a g1 < g2 < 1 (v piipade

podminky (S2c¢) navic 1/2 < g5 < 1).

Podminky (S1)-(S3) tvoii zéklad definice metod spddovych smért.
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Definice 20 Rekneme, e zdkladni optimalizacni metoda x;11 = x; + ays;, i € N, je metodou spddovijch
smeért, jestliZe smeérové vektory s; € R™, i € N, splriuji podminku (S1a) a délky kroku a; > 0, i € N,
spliugi podminku (S2) a nékterou z podminek (S3a)-(S3d). Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda
Tit1 = T; + @8, © € N, je metodou stejnomérné spddovijch sméri, je-li metodou spddovych sméri a
plati-li (S1b). Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda Tiv1 = T; + ;S;, 1 € N, je metodou dostatecné
spddovych sméri, je-li metodou spddovych sméri a plati-li (Sic).

Pozndmka 11 Piirealizaci metod sdruzenych gradientt odvozenych z metody nejvétsiho spadu se pouziva
podminka (S3a) s 0 < &1 < €9 < 1/2. Pfi realizaci metod s proménnou metrikou odvozenych z Newtonovy
metody (kde a; — 1 pro ¢ — 00) se pouziva podminka (S3b) s 0 < g1 < 1/2 a g1 < g2 < 1. P¥i realizaci
metod zalozenych na numerickém vypoétu gradientt se pouziva podminka (S3¢c) s0<e; <1/2<ey3 <1
(obvykle e5 = 1 — £1). Pfi realizaci metod pro nehladké ilohy se pouzivd podminka (S3d) s 0 < e < 1/2.

Poznamka 12 Metoda nejvétsiho spadu je metodou stejnoméné spadovych sméra, nebot s; = —g;, takze
si 9i = —llgil* = —lIsillllgs|l a (S1b) plati pro eo = 1.

Lemma 1 (Konzistence) Necht funkce F € C?> : R™ — R spliuje podminky (F1) a (F3) a smérovy
vektor s; € R™ spliuje podminku (Sla). Pak jak silnd Wolfeho podminka tak slabd Wolfeho podminka tak
Goldsteinova podminka tak Armijova podminka je konzistentni v tom myslu, Ze existuje délka kroku a; > 0,
kterd této podmince vyhovuje.

Dukaz Necht 0 < g1 < g9 < 1. Oznaéme
Mi={a>0:F(z; +Bsi) — F; <e1fs;gi V0<B<al.

Necht @; = sup M;. Jelikoz sTg; < 0, plati @; > 0. Podle (F1) plati F(z; + d;s;) > F, coz podle definice
mnoziny M; davd @; < (F — F;)/e1s! g; < 0o. Ukdzeme nejprve, ze

F(l‘l + 07181) —F, = 81diszrgi

T - T
s; g(xy + qys;) > €185 g,

takze délka kroku «; = @; spliuje podminky (S2), (S3b), (S3c) (nebot 0 < &1 < €5 < 1) a tedy jak
slaba Wolfeho podminka tak Goldsteinova podminka jsou konzistentni. Rovnost plyne ze spojitosti funkce
F : R — R™, nerovnost dokdZeme sporem. Ptedpoklddejme, ze s! g(z; + d;s;) = es! g; pro né&jaké &islo
e > £1. Potom podle (F3) plati

1_
Flz;+as;) = F, < F(z;+disi) — Fi + s g(@; + disy)(a — d;) + iGHSiH2(a - a;)°

- - 1 -
= 61041'8?91' +e(a— Oéi)szrgi + §G||Si||2(a - Oéi)Q

- 14 -
= awasigi— (@1 —e)(a = d)si gi + 5 Gllsill* (o — @)’

apro a = d; + (e1 — €)sl g;/G||si||* > @; dostaneme

1(e—=1)(s/9:)
2 Glsil?

coz je spor nebot @; = sup M;. Pokud s?g(z; + d;s;) < 0, splituje délka kroku «; = &; podminky (S2)

a (S3a). V opaéném pifpadé z nerovnosti s} g; < 0 a ze spojitosti derivaci funkce F' : R — R™ plyne
existence ¢fsla 0 < o; < @; takového, 7e sl g(x; + a;s;) = 0. Ziejmé «; € M, takze plati (52) a (S3a).

F(z; +as;) — F; < Elaszrgi — < Elaszrgi,
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Silnd Wolfeho podminka je tedy konzistentni. Jelikoz &; > 0, @l|g;||/||si|| < 00 a 0 < 8 < B < 1, existuje
¢islo j € N takové, ze pro «; = a{ plati
1 —j—1_ -
0 < g allgill/llsill < i < B @lgill/l1sill < éi,

coz dokazuje konzistenci Armijovy podminky.

2.2 Globalni konvergence
Nyni budeme studovat globalni konvergenci metod spadovych sméru. Nejprve dokdzeme pomocnou vétu,

kterd zduvodiuje pouzit! podminek (S3a)-(S3d).

Lemma 2 Necht funkce F € C? : R™ — R spliuje podminky (F1) a (F3) a délka kroku se vybird tak, aby
byla splnéna podminka (S2) a nékterd z podminek (S3a)-(S3d). Pak existuje konstanta €3 > 0 takovd, Ze
pro libovolny index i € N plati

e3slg;  escosti gl

(67 Z —= - — (a)
Glsill? Gllsil
a
5153(5Tgi)2 €1€3 2 2
Fi —Fig— —— — ——— COS 92 il - b
+1 Gl G llg:ll (b)

Diukaz Nerovnost (b) plyne bezprostfedné z nerovnosti (a), nebot podle (S2) platf

e1e3(s7 g;)? e1e3c0820;
Fip1 — Fy <erays) g < ————1 = - = il
+1 S & g e E G llg:l
Zbyvé tedy dokdzat nerovnost (a). Ziejmé (S3a) implikuje (S3b). Plati-li (S3b), miizeme s pouzitim
odhadu (4) psat

€251 gi < 5, 9@ + aisi) < 57 gi + iG],

neboli

(e2 — D)sfgi _ (1—ea)costiflgi

Glls:]? Glls:|
takze plati (a) s €3 = (1 — e2) > 0. Plati-li (S3c), muzeme s pouzitim odhadu (1) psat

[ ’

1 _
e20is] gi < Fiy1 — Fy < ous] gi + §C¥?G||3i||2,
neboli

o 26— Vst 21— e cosilgi]
- Glsill? Gllsil|
takze plati (a) s e3 = 2(1 — &2) > 0. Plati-li (S3d), pak bud «; = o}, takze plati (a) s e3 = aG > 0, nebo
o = af > Qag_l, kde

b

F(z; + azflsi) — F(z;) > f—:lozgflszwgi.

Pouzijeme-li odhad (1), dostaneme

. . 1 . _
Flai+al ™) = Flai) < o 'slgi + 5 (ol ™)2Clsi]
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coz spolu s predchozi nerovnosti dava

1 .

T -1 2 T

$i 9i T 504 Glisill® = es;i gi
o qe o ] i—1 o v ,

a jelikoz a; = a7 > fal” ", muzeme psét

2(e1 — 1)slg;
Gllsil?

2(1 —&1) cos 0; ]| gi ||

> 3 L
= Cllsil

>

(=)

takze plati (a) s e3 = 26(1 —&1) > 0.
Poznamka 13 Jsou-li splnény piredpoklady lemmatu 2, plati

o0
> Lok
sl

i=1

To plyne bezprostiedné z (b), nebot

o0

- 8183 S gz
-F> E(Fi —Fiy1) > Z Clsil2

a vyraz na levé strané je koneény (podrobnéjsi argumentaci lze nalézt v diukazu véty 9).

Véta 9 (Globdlni konvergence) Necht funkce F € C? : R™ — R spliuje podminky (F1) a (F3). Pak metoda
spddovych sméru, pro kterou plati

oo
E cos? §; = oo
i=1

je globdlné konvergentni.

Diukaz Pouzijeme-li (b), muzeme psat

‘ £1€
Fi4 :Fl“l‘Z(FjJ,-l — Fj) <F1—2ZCOS 0;llg;11%.
j=1

Podle (b) je posloupnost F;, i € N klesajici a podle (F1) je zdola omezend. Existuje tedy limita

F < lim F; < Fy — (e13/G) Y cos 0| g: %,

i—00
i=1
takze
o _
-G
> cos? 0y gil|* < (Gl DICHPINY
— £1€3
Piedpoklddejme, ze neplati liminf; . ||g:|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takovd, ze ||g;|| > ¢

Vi € N. Plati tedy

0o oo
g2 20052 0; < ZC082 0illgs]|* < oo,
s} i=1

coz je ve sporu s predpokladem véty.
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Poznamka 14 Podminka pouzita ve vété 9 je splnéna napiiklad tehdy, jestlize existuje konstanta ¢ takové,
ze

k
Zcoszﬂi >ck VkeN.
i=1

Tuto nerovnost 1ze dokazat pro nékteré typy metod s proménnou metrikou.

Poznamka 15 Pro metodu stejnomérné spddovych sméru plati (S1b), takze

oo [e.e]
ed ) Ngill* <D cos® 0igi)) < oo,
i=1 i=1

coz dava ||g;|| — 0 pro i — oc.

Disledek 1 Metoda nejvétsiho spddu je globdlné konvergentni, pricem?Z ||g;|| — 0 pro i — oc.

Pozndmka 16 Podle véty 8 a véty 9 je metoda spaddovych sméra pouzivajici smérové vektory s; € R™,

1 € N, urcené feSenim soustav linedrnich rovnic B;s; = —g; globdlné konvergentni, plati-li
o0
1
D o=
P
i=1""

kde r; jsou spektraln{ éfsla podminénosti matic B;. Jestlize existuje ¢islo g9 > 0 takové ze r; < 1/e2
Vi € N, je tato metoda metodou stejnoméné spaddovych sméru a plati ||g;|| — 0 pro i — oo.

Pozndmka 17 Vétu 9 lze pouzit ke globalizaci metod spddovych sméri pomoci restartovani. Restar-
tovanim rozumime pferusSeni a nové nastartovani iteracniho procesu. Pfi novém nastartovani itera¢niho
procesu obvykle plati s; = —g;, takze je splnéna podminka (S1b). Restartovani se provadi bud tehdy,
je-li porusena podminka (S1b), pak dostaneme stejnomérnou metodu spadovych smért, nebo cyklicky v
krocich s indexy i = mk + 1, kde m > n a k € N. Pii cyklickém restartovani plati

oo o0 o0
E cos?0; > E cos? Omkr1 > E 2 =
i=1 k=1 k=1

takze jsou spliieny predpoklady véty 9 a metoda spaddovych sméru je globédlné konvergentni.

Poznamka 18 Metoda spadovych sméru je globalné konvergentni napiiklad tehdy, existuje-li konstanta
® > 0 takové, ze

1 1

< +K VieN.
cosf?, , ~ cos?0;

Pak plati 1/ cos® 0; < 1/cos? 0y + ik < i(1/cos? 01 + &), coz dava

cos? 6,
cos? f; > > 00,
Z = 1+Fcos? b, 4 Z
nebof harmonicka fada je divergentni. Podobné metoda spadovych sméru pouzivajici smérové vektory
€ R", i € N, urcené fesenim soustav linearnich rovnic B;s; = —g; je globalné konvergentni napiiklad

tehdy, existuje-li konstanta & > 0 takova, ze

Kit1 < K + K.
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Ukéazeme, ze metoda dostateéné spadovych sméru je globalné konvergentni

Véta 10 Nechf funkce F € C? : R™ — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak metoda dostatecné spdadovyjch
sméri je globdlné konvergentni.

Dukaz Piedpokladejme, Ze neplati liminf; . ||g;|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze
llg:|l > € Vi € N. Pouzijeme-li (F1), (S2), definici ¢isla cos 0; a definici dostatetné spadovosti (nerovnost z
posnamky 8), dostaneme (podobné jako v dukazu véty 9)

hR-F > Z(F Fit1) 7—512(1 gz—ElzCOSHHd gl
i=1
C|d;
> sslzcosﬂﬂd | > 22 ” H
C i+, Cldl

Nyni muzeme vyuzit zndmou implikaci

oo oo
Zzi <oo:H(1—zi) >0,
i=1 i=1

kterd plati pokud 0 < z; < 1 Vi € N. Tato implikace ve spojeni s pfedchozi nerovnosti dava

O Cd;
11 (1 — U I ) >0
i=1 C1+ 2,21 Clidj]|

Existuje tedy ¢islo 0 < w < 1 takové ze

@SH<1 Clldil_ > G _
mi\ G+ Cldll) O+ S5 Clldyl

Vk € N, neboli
01
Cp <Oy +ZC||d | <=
J=1

coz spolu s predpoklady véty davé cosf > 1/C > w/Cy Vk € N. To je vsak spor, nebot stejnomérna
metoda spadovych sméru je podle poznamky 15 globalné konvergentni.

Ukéazeme jesté jeden zpusob, jak Ize konstruovat globdlné konvergentni metody pomoci korekei smérovych
vektoru, coz je obvykle Setrnéjsi nez zpusob uvedeny v poznamce 17.

Véta 11 Uvazujme metodu spadovijch sméru, kterd pouZivd smérové vektory

s; = —H;9; — o||H;gil| g;, t€ N,

kde H;, i € N, jsou positivné semidefinitni matice takové, Ze H;g; # 0, a 0 > 0 je cislo, které nezdvisi
na indexu i € N. Sphiuje-li funkce F € C?> : R® — R podminky (F1) a (F3), je tato metoda globdlné
konvergentnsi.

Ditkaz Necht s; = —H,g; — o||H;g;|| 9;, kde H;g; # 0 a g H;g; > 0. Pak plat{

s} si | H;gil|* + 209 Higil| Higi|| + o || Higsl [ 9:]|?
| Higill* + 20| Higi|*llg:ll + o | Hsgil|* [l 9:]?
(1+20lgsll + o2l gsl| ) Higil|> = (1 + ollgall)?|| Higil|”

IN
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—s} gi = g Higi + ol|Higillllg:I” = ol Higilllgi |-

Piedpoklddejme, ze neplati liminf; .o ||g:|| = 0. Pak nutné existuje konstanta € > 0 takovd, ze ||g;|| > ¢
Vi € N. Plati tedy
I? allgill ggE A

—5! gi S o|lHigillllg: a

Isillllgsl = 1+ ollgs DI Higillllgsll — 1+ ollgsll = 1+ 0z

nebot funkce x/(1 + x) je rostouci. Smérové vektory s;, i € N, jsou tedy stejnomérné spadové, coz podle
pozndmky 15 implikuje ||g;|| — 0. To je vSak ve sporu s pfedpokladem, ze ||g;|| > & Vi € N.

Poznamka 19 Metody s proménnou metrikou pouzivaji smérové vektory s; = —H;g;, i € N. Véta 47
tvrdi, Ze metody s proménnou metrikou jsou globalné konvergentni, spliuje-li funkce F € C2 : R® — R
podminky (F1), (F3) a (F4). Bez pozadavku stejnomérné konvexity (F4) tato véta neplati. Véta 11 dava
navod, jak lze metody s proménnou metrikou korigovat tak, aby byly globalné konvergentni i tehdy, jsou-li
splnény pouze podminky (F1) a (F3). Poznamenejme, ze ¢islo ¢ > 0 je obvykle velmi malé, napiiklad
o=10"12

Zatim jsme se zabyvali pouze metodami, kde posloupnost F;, i € N, byla nerostouci. Nékdy je vyhodné
(zejména v souvislosti s Newtonovou metodou) pouzivat nemonotonni metody spadovych smeéru.

Definice 21 Rekneme, Ze délka kroku a; > 0,1 € N, spliiuje bud silnou nebo slabou nemonotonni Wolfeho
podminku, jestlize existuji ¢isla 0 < g1 < e < 1 (nezdvisld na indezu i € N) tak, Ze

Fiy1 <Fi+e1q;s! gi (S2)
a plati bud (S3a) nebo (S3b), priceminy; =1, F1 = F; a
Miv1 = \m; + 1 (848.)

= AmiFi+ Fig
o Nit1
proi € N a 0 < \; < 1.

Poznamka 20 Pokud \; =0Vi € N, plati m; =1 a F; = F; proi € N. Pokud \; = 1 Vi € N, plati

ﬁi:ia
1i
F,— 3" F
i Z.];J

proi € N. V obecném pripadé plati 1 <7m; <i a

S|

Fip1 <Fipn <Fi <) F
=1

pro i € N, nebot z (S2) a (S4) plyne

Ain; +1 A Fy + F A +1= =
Fi+1:—1l+ Fip < M2 o mit Fi=F;
;41 41

Mit1

a funkce .
. A Fy + Fiyy
o A+ 1

je pro Fi4 1 < F'; neklesajici.
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Definice 22 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda x;41 = xi+;s;, i € N, je nemonotonni metodou
spadovych sméri, jestlize smérové vektory s; € R", i € N, spliuji podminku (S1a) a délky kroku a; > 0,
i € N, splriugé podminku (S2) (s F; podle (S4)) a nékterou z podminek (S3a) nebo (S3b).

Véta 12 (Globdlni konvergence) Necht funkce F € C? : R* — R spliuje podminky (F1) a (F3). Pak
nemonotonni metoda spadovych sméru, pro kterou plati

o0
cos? 6;
> =
i

i=1

je globdlné konvergentni.

Diikaz Predné poznamenejme, ze z (S3a) nebo (S3b) plyne nerovnost (a) uvedend v lemmatu 2. Pouzijeme-
li tuto nerovnost spolu s (S2), dostaneme

2
_ —  g1€3c08° 6;
Fio1 <Fi+eiqs; g <F;— ?ZHQHF,

coz spolu s (S4) dava

_H_l _ )\iﬁifi + Fii < it + IF _ &1&3 cos? 0;

— E1€3 COS2 91
— = — [ — — F -
i1 Nit1 ni1G

lgill* = Fi = ———=—lls

e I
Ni+1

Jelikoz podle (F1) a poznamky 20 plati F; > F; > F, miizeme tak jako v dikazu véty 9 psét

£1€3 = €082 0;
R-F>-=2"% —|gl*
G = N+
neboli - - .
1 cos? 0; 9 cos? 0; s (A —F)G
— - . S — . S - — <0
32 5 el < 30 0l < RS <o

nebot podle poznamky 20 plati ;41 < ¢+ 1 < 24. Z posledni nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeni
postupem uvedenym v dukazu véty 9.

Poznamka 21 Podminka pouzitd ve vété 12 je mnohem silnéjsi nez podminka vystupujici ve vété 9. Je
vsak splnéna pro nemonotonni metody stejnomérné spadovych sméru, kdy cos; > eg Vi € N. Jestlize
kromé cos; > go plati 0 < \; < 1 Vi € N, da se dokdzat, ze lim;_. ||g:]| = 0.

Je-li metoda spaddovych sméru globdlné konvergentni (ve smyslu definice 17), nemus{ jesté platit z; —
x*. Spliuje-li funkce F : R" — R podminku (F2) nemuze posloupnost z; € R", i € N divergovat,
muze vSak mit vice hromadnych bodu. Uké&zeme nyni, ze vyhovuje-li néjaky hromadny bod z* € R"
posloupnosti x; € R", ¢ € N, postacujicim podminkdm pro lokélni minimum (tvrzen{ 2), pak za jistych
predpokladu plati z; — x*.

Véta 13 Nechf funkce F € C? : R® — R spliuje podminky (F1)-(F3) a necht x* € R"™ je hromadnim
bodem posloupnosti z; € R™, i € N, generované metodou spddovych sméri takovou, Ze o; < @lg;l/s:]]
Vi € N. Pak, vyhovuje-li bod x* € R"™ predpokladim véty 2, plati x; — x*.

Dukaz Protoze bod z* € R™ vyhovuje predpokladum tvrzeni 2, plati g(z*) = 0 a A(G(z*)) > 0, kde

AMG(z*)) je nejmensi vlastni ¢islo matice G(z*). Necht G < A(G(z*)). Ze spojitosti Hessovy matice G(x)
plyne existence ¢isla e takového, ze

" G(z)d = GdI* Vd € R,
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pokud z € B(x*,¢e). Jelikoz je navic splnéna podminka (F3), dostaneme s pouzitim odhadu (1)-(3) a
(2)-(5) nerovnosti

1—
F-F"< §G||x—x*||2, (7)
* 1 *|12
F—F" 2 5Gllz —2"|%, (8)
lgll < Gllz — 2|, (9)
lgll > Gllz — 27, (10)

pokud z € B(z*,¢). Protoze F; — F*, existuje index [ € N takovy, zZe

G 2
Fi—F < —="__ Wi>l
2(1 +aG)?
Protoze bod z* € R" je hromadnym bodem posloupnosti x; € R", i € N, existuje index k > [ takovy, ze
xy, € B(z*,¢). Pouzijeme-li podminku oy, < @||gr|l/lIsx| & (9), dostaneme
lorrs = 2*|| < llow = 2™ +@llgell < (1 +@G)|Jzx — 27| (11)

a podle (8) plat{

2
Sho—a P < AP <
neboli
ok — 2% < ——,
1+aG

coz po dosazeni do (11) davé zy41 € B(z*,¢). Postupujeme-li takto dale, dostaneme z; € B(z*,¢e) Vi > k
a tudiz i

G Ge?
Tz —a*|P<F— F* < — 20
2 2(1+aG)?
Vi > k, coz spolu s F; — F* davé x; — x*.

Poznidmka 22 Podminka «; < @l|g;||/||s:|| neni ptilis omezujici. Tuto podminku splituje Armijuv vybér
délky kroku a také pravidla (S3a), (S3b), (S3c) lze upravit tak aby platila (sta¢i polozit oy = @l g;l/s:ll,
kdykoliv pozadovana hodnota vychazi vétsi).

V dalsi ¢asti tohoto oddilu budeme predpoklddat, ze x; — x* a ze bod z* € R™ vyhovuje postacujicim
podminkdm pro extrém (véta 2). Abychom nemuseli stéle ovétovat zda pro dany index ¢ € N jiz plati
x; € B(z*,¢e), nahradime predpoklady véty 2 silngjsi podminkou (F4). Tim se formélné zjednodusi a
zpiehledni vétsina dukazu aniz by doslo k jmé na obecnosti. Nejprve ukazeme, ze metoda dostateéné
spadovych sméru je za téchto predpokladi metodou stejmomeérné spadovych sméru.

Véta 14 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou dostatecné spadovych sméru. Necht

x; — x*, kde x* € R"™ je staciondrnim bodem funkce F € C? : R™ — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a
(F4). Pak smérové vektory jsou stejnomeérné spddové (existuje éislo eg > 0 takové Ze plati (S1b)).
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Dikaz Pouzijeme-li (S2), definici ¢isla cos; a definici dostateéné spadovosti (nerovnost z posndmky 8),
muzeme (podobné jako v dukazu véty 10) psét

F,—F C
FoFit o cosodi] > 2 Cllds|l
gl C Cr+ Y5, Clidy|

Z druhé strany (7) a (10) implikuje

Fi—Fy 1 [G(F—F%)—(Fur— F") _V2G
i A i < F—F—\/Fo —
ol — GV 2 VE - F* <z (v Vi =T)

(nebot pro libovolnd &fsla a > b > 0 plati (a — b)/v/a = (va — vVb)(y/a +Vb)/va < 2(v/a — Vb)), coz po

dosazeni do piredchozi nerovnosti dava

o0 -~ o0 Yol
&1 Z C\JdiH_ < Z Fy—Fi < \/ﬁ\/ﬁ
CoO+Y,Cldll ~ = ol G

Postupujeme-li stejnym zpusobem jako v dukazu véty 10, dokdzeme Ze existuje ¢islo g = w/Cy > 0 takové,
ze cosl; > eg Vi € N.

Jsou 1i splnény predpoklady véty 14, je metoda stejmomeérné spaddovych sméru (a tudiz i metoda
dostateéné spddovych sméri) linedrné konvergentni. Vyplyvd to z ndsledujici véty, kterd je ponékud
obecnéjsi, nebot pouziva slabsi podminku uvedenou v pozndmce 14.

Véta 15 (Linedrni konvergence) Necht x; € R"™, i € N, je posloupnost generovand metodou spddovijch
smeéru takovou, Ze

1
20052@ >ci YieN.
j=1

Necht z; — x*, kde z* € R" je staciondrnim bodem funkce F € C* : R* — R, kterd vyhovuje podminkdm

(F3) a (F4). Pak plati
[@i1 — 2™ || < G "
(Bl G
kde g = \/1 — c£1e3G/G.
Diikaz Podle (2) platf F* — F > g7 (2* — z), coz po tpravé davd F — F* < g'(z — z*) < ||g|||lz — 2*|| a

pouzijeme-li (10), dostaneme

lglI> > G(F — F*). (12)
Plati tedy

cos? B;e1¢ cos? 0,e1e3G cos? 6;
Fip = F S Fi= F = ——|lgi|]* < (1— %) (Fi = F) = (1= ——)(F; = F7)

Vi€ N, kde ¢ = G/(g1e3G) a 3 > 0 je ¢islo z lemmatu 2. Pouzijeme-li tuto nerovnost nékolikrat po sobé,
dostaneme

I A
\

z+1 : cos 0 1 cos? c\?
[[ ; Z <(1-7)



(pouzivame nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumeérem), coz s pouzitim (7) a (8) déva

l[#ips — ™| || G Fipr - F* q
||£C17£ZJ*H FlfF*
kde g = \/1 —c/e = /1 — ce1e3G/G.

Poznamka 23 7 monotonie posloupnosti F;, i € N, a z nerovnost{ (7), (8) plyne, ze |le;11] = O(]|e;l|)-
Z |leirall = O(lleill) plyne [|dill = lleirr — eill < lleill + lleirall = O(lleil))-

Poznamka 24 Podle véty 15 a poznamky 23 plati

> o G > G 1
_ e el X i—1 el S | B
Do lledl = 3l =l <y Glle—aI o =y Gl —aTlg < o0

a také
o0 oo
D llzipr — @il <D (leisall + llesll) < oo
i=1 i=1

2.3 Asymptoticka rychlost konvergence

Nyni se budeme zabyvat asymptotickym chovanim metod spddovych sméru. Budeme pritom pouzivat
symboly o(&;), O(&;), relaci u; ~ v; a pravidla uvedend v poznamce 3.

Definice 23 Rekneme, e vybér délky kroku je asymptoticky presny, jestlize

T
. S; Gi+1
llmlg—H—:O.
1—00 sl,gl-

Lemma 3 Nechf z; € R"™, i € N, je posloupnost generovand metodou stejnomérné spadovijch sméri s
asymptoticky presngm vgbérem délky kroku takovd, Ze x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce
F € C?: R" — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Pak plati

T
Si Gi
T

s; G*s;

oy = —

(1+0(1))

Dikaz Podle véty 3 plati

gi = G ei+o([leil]),
coz s pouzitim (F3) a (F4) davd g; ~ e;, takze podle poznamky 23 plati ||d;|| = O(|lei||) = O(||g:||). Déle
z (S1b) plyne dl'g; ~ ||d;||||gi||. Pouzijeme-li tyto vztahy a vétu 3, miizeme psit

stgivi  dlgivn 14 dl G*d; + o(||d;||*) 1 _~_a,5iTG*5i +o(l)
- - - K3 b)
sTgi d} gi dlgi sTg;

(nebot [|d;]|*/d gi ~ |ldi[*/lldillllg:]| ~ 1), takze

T

Si 9i
A 14 0(1)).
“ S?G*si( o(1))
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Podle véty 3 plati
1
Fip1 — Fy = aysi gi + 507 s] G*si + o(||di]|*).-

2 171
Dosadime-li do tohoto vyjadieni vztah pro asympticky presny vybér délky kroku, dostaneme
(s 1) 1(s/g:)? 2 1(s{g:)°
Fiip1— F,=—-2 1 1 — = 1 1 d;||°) = —=-32 1 1
b1 = Fi = = P (L ol) 4 5 (14 o(1) +olldil”) = 5 ZE(1 4 o(D),

nebot z (F3) a (F4) plyne d! G*d; ~ ||d;|* a tudiz

(s79? _ (dTg)*  NdilPllgil® e
e l

)2
(pfipomenime 7e (1 + o(1))? =1+ o(1)).

Lemma 4 Necht B je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice. Jestlize vektory u € R™ a v € R"
vyhovuji podmince

T,3\2
(uv) <€2’

uTuvTv
kde 0 < e <1, pak plati

(uT Bv)? < k(B) — 1+ (k(B) +
uT BuvT Bv — </£(B) + 1+ (k(B)

Jestlize vektory u € R™ a v € R™ vyhovuji podmince

|
= =
S— [ —
™ | M
~__
[\

(uTv)?

>1-—g2
uwTuwToy = ’

kde 0 < e <1, pak plati

(uTv)? S 4k(B)(1 — £2)

uTBuvTB~'v = (k(B) 4+ 1+ (k(B) — 1)e)?’
Zde k(B) je spektrdlni ¢islo podminénosti matice B.

Diikaz (a) Necht vektory u € R™ a v € R"™ vyhovuji podmince (uTv)?/(u?uvTv) < 2. Bez tjmy na

obecnosti budeme piedpoklddat, ze ||ul| = 1, ||v]] = 1 a budeme pouzivat oznaceni V' = [u,v]. Necht
vektor w je linedrni kombinac{ vektorit u a v, pricemz ||w| = 1 a ul'w = 0. Pak existuji ¢isla o a 3 takova,
ze

v = au+ fw
a piihlédneme-li k tomu, ze ||ul| = 1 a ||w|| = 1, plati u’v = a a vTv = o? + 2. Z nerovnosti
(uTv)?/(uTuvTv) < €% az ||v|| = 1 pak plyne

a? < g2

a

o+ =1.
Polozme W = [u, w]. Pak zFejmé plati V = WM, kde

1, «
=155



Jelikoz VI BV = MTWT BW M, miizeme psat

w(VIBV) < k(MTM)k(WTBW).
Jelikoz vektor w byl zvolen tak, aby platilo WTW = I, dostaneme
TWTBWx  2"WTBWz y'By

xTx  2TWTWae  yTy
kde y = Wz, takze nutné A(WTBW) = A\(B), \(WTBW) = X(B) a

AWTBW)  X(B)
TBW) = = = k(B).
"WEBW) = Xowem) ~ am) ~ P
Jelikoz a2 < €2 a o? + 5% =1, plati
M= b
a, 1 |’

takze A(MTM) =1—|a|, \(MTM) =1+ |a| a

BY T

(MTM) 1—la] — 1—¢’
Muzeme tedy psat

1+4+¢

k(VIBV) < k(MTM)s(WTBW) < H(B)l —

Necht ) a A jsou vlastni éisla matice VT BV sefazend podle velikosti. Pak plati
det(VTBV) = A\ = Mk(VTBV).
2
7 nerovnosti (\/ uT Bu — \/’UTBU) > 0 plyne, Ze

—_

1 1 -1
VuT BuvT Bu < 5(uTBu +vTBu) = 5Tr(VTBV) — 5@ +2) = 53(1 + x(VTBV)).

Muzeme tedy psat

uTBuwvTBv uTBuvTBv — (1+ w( VTBV))

- () < (S -
- <E§§ <:E§>+§>

('Bv)> | det(VIBV) _ 4k(VTBV)

IN

(funkce (x — 1)/(x + 1) je pro kladnd x rostouci).

(b) Necht vektory u € R™ a v € R™ vyhovuj{ podmince (u’v)?/(ufuvTv) > 1 — &2. Polozme w = BHuv,
kde

H =B —u(u”Bu) 'uT.
Pak plati
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uw'w =u"B(B™' — u(u’ Bu)"'u" v = vv — v’ Bu(u” Bu)*'uTv =0,

takze vektory w a w jsou ortogonalni. Zvolme v R™ ortonormélni bézi v;, 1 < i < n, tak, aby platilo
vy = u/llu|| a v2 = w/||w|. Pak plati

a
n T \2 T, \2
vl vlw
Ty = Z(vTvl)2 > (v v1)2 + (vTv2)2 = (uTu) (wTuz ;
=1
takze
T, \2 T, \2
w2 | @,
wTwvTv uTuvTv

a pouzijeme-li (a), dostaneme

(w'B™'w)*  _ (K(B) —1+ (x(B) +1)e 2
wTB~lwvT B~y = \ k(B)+ 1+ (k(B) — 1)

(protoze k(B~') = k(B)). Z druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalité

uTw = 0) plati

w'B™'w = w'B7'BHv=w"B v —wlu(u’ Bu) vy

w'B Y =vTHBB ‘v = v Hu

a
v Ho = v" B~ — (uTv)?(u” Bu) ™!,
takze
(uTv)? _ 1 v'Hv 1 (wf'B~1v)?
uT BuvT B~y vTB~ly wT B~ lwyTB~lv —

v

- <R(B) — 1+ (k(B) + 1)5)2 B 4k(B)(1 — €2)
Kk(B)+ 1+ (k(B)—1)e (k(B) + 14 (k(B) —1)e)?’
Véta 16 Necht x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou stejnomérné spdadovijch sméri s

asymptoticky presngm vybérem délky kroku takovd, Ze x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce
F €C?: R" — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Pak plati

lim sup [lz; — 2*|} < SE)=1F ((G") + DVI=eF
i—00 g - K(G*)+1+(I€(G*)—l) 1_5(2)

Dikaz Podle véty 3 plati
* 1 T vk 2
Fi = F" = Se; Gei+ of[leil”),
g9i = G ei + o([edl]),
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takze s pouzitim (F3) a (F4) a toho, ze ||gi|| ~ ||e;||, dostaneme
e; = (G*)'gi(1+o(1))
* 1 T *\—1
Fim F* = LgT(G) (1 4 0(1).
Pouzijeme-li lemma 3 muzeme psat

FZ‘+1—F*:1+FZ'+1_FZ': _ (SzTgl)Q
F, — F* F, — F* sTGrsigl (G*)~1g;

(14 0(1)).
Podle (S1b) plati (s7g;)? > €2|s:/|?||g:]|? takze s pouzitim lemmatu 4 dostaneme

(SiTQi)Q > 4H(G*)53
s{G*sigl (G*)71gi — (K(G*) + 1+ (k(G*) — 1)y/1 — £3)?

coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava

FiJrl — F* < (K(G*) -1 + (KZ(G*) + 1) 1-— Eg
Fi—F* = \(k(G*) + 1+ (k(G*) —1)y/1 — &2
= P+ o).

K libovolnému ¢islu ¢, ¢ < ¢ < 1, tedy existuje index k € N tak, ze

Fin =17 _ o
F, — F~
Vi > k. Muzeme tedy postupovat stejné jako v dukazu véty 14, takze
R R )
F, — F*
a
i — ™| gqi—k
ok —2* =V G

a podle véty 5 plati

limsup [|z; — 33*||% <gq.

11— 00

Jelikoz to plati pro libovolné ¢islo q, ¢ < g < 1, dokazali jsme tvrzeni véty.

Poznamka 25 Pro metodu nejvétsiho spadu je eg = 1, takze

limsup ||z; — z* T < M

27



Poznamka 26 Pouzivame-li smérové vektory s; = —H,;g;, plati
: FR k(R;) —1
limsup ||z; — z*||7 < limsup ——2——
i—>oop H ! B i_>oop H(RZ‘) + 1’
kde R; = (G*)Y2H;(G*)'/2, nebof matice R; maji stejnd vlastni &isla jako matice Hi_l/ZG*Hi_l/2 a

polozime-li z; = H, 1 zgi, muzeme stejné jako v dukazu véty 16 psat

Fiy — F7 (s79:)?
e - = 1= L 1 1
R F TGt i W)
_ (z]z)?
= 1- TH G VT (PG g 1, (1+o0(1))

(2

a pouzitim lemmatu 4 dostaneme

Fi+1 — F* < (H(Rz) —1

e R(RZ_)H) (1+ o(1)).

Poznamka 27 Asymptoticky pfesny vybér délky kroku dostaneme, vybirdme-li délku kroku pomoci
kvadratické nebo kubické interpolace (véta 19).

Nyni se budeme zabyvat superlinedrni konvergenci metod spadovych sméru. Budeme pfitom vyzadovat,
aby konstanty €1 a €5 v podminkdch (S2) a (S3) vyhovovaly nerovnostem uvedenym v pozndmce 10, tedy
aby platilo 0 < g1 < 1/2 a v piipadé podminky (S2c) té7 1/2 < eo < 1.

Véta 17 (Superlinedrni konvergence). Necht z; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou
spddovijch sméri takovd, Ze x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem funkce F € C?> : R — R,
kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Necht

Bisi + g
lim M -0 (13)
im0 |lgill
a
B, — G)s:
Jim 1B = Gosil l” %)31” ~0 (14)
12— 00 S;

a necht a; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podminkdam (S2) a (S3). Pak existuje index k € N takovy,
Ze a; =1 Vi >k, a posloupnost z;, i € N, konverguje superlinedrné k bodu z* € R™.

Diikaz Necht 0 < G < A\(G*) a G > \(G*).
(a) Ukdzeme, Ze existuje index ki € N takovy, ze

Glisill < llgill < Gllsill
Vi > k1. Oznaéme w; = (B;s; + ¢:)/]1gill a 9; = (Bi — Gi)si/||si||. Pak plati

Gisi = (B;isi + gi) — (Bi — Gi)si — 9 = willgill — 9il|sill — gi,

takze

(G + i) lsill = (1 = wilDllgall,
(AGH) = 19alDlIsill < (1 + flwslDllg:
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a jelikoz ||9;]] — 0 a |lwi|| — 0 (podle (13) a (14)) a A(G;) — AMG*) < G, A(G;) — AM(G*) > G, existuje
index k1 € N takovy, ze

AG) + 194l _ =

<G,

1 — [Jw]]
AG;) — |19 e
L flwi =77

Vi > ki1, coz implikuje dokazovanou nerovnost. B
(b) Ukdzeme, Ze existuje index kg > k; takovy, ze —s? g; > (G/G)|sillllgil| Vi > k2. Z definice w; a ¥; a z
(a) plyne

=sigi = 8 (Gisi+ (Bi = Gi)si = (Bisi + g:) = (A(G3) = 19D ls:* = llwil Il
(AG:)/G = 19l /G = llwal D)l Il g:

a jelikoz [lw;]| — 0 a [[¥;]| — 0 (podle (13) a (14)) a A(G;) — A(G™) > G, existuje index ko > k; takovy,
ze —s{ gi > (G/G)lIsillllgill Vi > k.

(c) Ukdzeme, ze existuje index k > ko takovy, ze hodnota a; = 1 vyhovuje podminkdm (S2) a (S3).
Oznacme

Y

T T
s; gi +s; Gisi

T
Si Gi

;=
Pouzijeme-li (b), dostaneme

_ Islgi + sIGisi| _ Gllsillllgi + Gisi
|57 gil — Glsilllgsll  —

G (||9i + Bisill " [(Bi — Gi)siH)
G

|7l
llg:l gl
pro i > ko, takze podle (13), (14) a (a) plati |n;| — 0. Nyni pouzijeme vétu 3, podle které

1
F(z; + si) — Fx;) = s{ gi + 58?@‘81‘ + o(|ls: 1),

s; g(xi + 5:) = 5; gi + 57 Gisi + o([|si]|?).
Muzeme tedy psat

F(x; + s;) — F(x; 1 o1 1
timn 26+ 5) (x):ffhm(imﬂ(l)):;

71— 00 Sggi 2 1—00

lim SZTg(fEi +54)

_ 7 = lim (n; +o(1)) =0,
i—00 S; i i—00

nebot s’'g; ~ ||s;]|? podle (a) a (b). Protoze 0 < &1 < 1/2 a ey < g2 < 1 (v pifpadé podminky (S2c) té

1/2 < g2 < 1), existuje index k > ko takovy, ze (S2) a (S3a), (S3b), (S3c) (s a; = 1) plati Vi > k.
(d) Superlinedrni konvergence. Pouzijeme vétu 3, podle které

g(xi + 55) = gi + Gisi 4 o(||s4])-

Pouzijeme-li predchozi vysledky, dostaneme ;11 = x; +s; Vi > k a ||s;]| ~ |lg:|| = 0
Muzeme tedy psat
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|zit1 — 2| G lgitall <
i =z = G gl ~
< G <||9(~Ti +si) —gi = Bisil| | || Bisi +9i||> <
G lg:l gl
G <||(Bz‘ — Gi)sill | [IBisi + gill
= = +o(llsill)/llgill ) »
G llg:ll llg:l
takze podle (13), (14) a (a) plati
lim M —0.
imoo [z — ||

Poznamka 28 Plati také v jistém smyslu obracend véta: Necht x; € R™, i € N, je posloupnost generovana
metodou spadovych sméri takové, ze z; — z*, kde * € R™ je staciondrnim bodem funkce F € C?2 : R* —
R, kterd vyhovuje podminkdam (F3) a (F4), pficemz existuje index k € N takovy, ze o; = 1 Vi > k, a
posloupnost z;, i € N, konverguje superlinedarné k bodu z* € R™. Pak (13) = (14) a (14) = (13). Jinymi
slovy, plati-li nékterd z podminek (13) nebo (14), plat{ i ta druhd. Dtkaz tohoto tvrzeni se provadi tak,
7Ze se nejprve pomoci vztahu ||gi+1]|/]lgi]l — 0 a véty 3 dokdze platnost tvrzeni (a) z dukazu véty 17. Pak
se podobnou argumentaci jako v ¢ésti (d) diukazu véty 17 ukaze, ze (13) = (14) a (14) = (13).

2.4 Vybér délky kroku

Nyni se budeme zabyvat implementaci metod spaddovych sméru. Popiseme nejprve algoritmus pro vybér
délky kroku.

Algoritmus 1 (S3b) Data 0 < 81 < B2 < 1<y < 2.
Krok 1 Zvolime pocateéni délku kroku a > 0. Polozime & = 0.

Krok 2 Polozime a = @ a @ = a. Jsou-li splnény podminky (S2) a (S3b), ukonéime vypocet s
a; = a. Neni-li splnéna podminka (S2), prejdeme na krok 4.

Krok 3 Urcéime hodnotu a pomoci extrapolace tak, aby v < a < yo@ a prejdeme na krok 2.

Krok 4 Uréime hodnotu o pomoci interpolace tak, aby (@ — a) < (a — a) < fa(a — a).

Krok 5 Jsou-li splnény podminky (S2) a (S3b), ukonéime vypocet s a; = a. Neni-li splnéna
podminka (S2) polozime @ = « a ptejdeme na krok 4. V opaéném piipadé polozime

a = « a pfejdeme na krok 4.

Poznamka 29 Algoritmus 1 je vnitinim cyklem itera¢nich metod spadovych sméru, takze veli¢iny gen-
erované timto algoritmem by mély mit dva indexy (vnéjs{ a vnitin{). Abychom zjednodusili symboliku,
budeme vnéjsi index vynechdvat. Pocatecni délku kroku budeme znacit a a dalsi hodnoty o; < a; < @j,
j € N. Pouzijeme té7 oznaceni p(a) = F(z + as) a ¢'(a) = sTg(x + as).

Véta 18 Jsou-li splnény podminky (F1) a (F3) najde algoritmus 1 délku kroku vyhovugici podminkdm (S2)
a (83b) po konecném poctu kroki.

Diikaz (a) V prvni fézi algoritmu plati ¢(a;) — ¢(0) < e10,4'(0), takze z (F1) (podobné jako v dikazu
lemmatu 1) plyne a; < (£ — ¢(0))/(e1¢'(0)). Jelikoz pro j > 2 plati a; > v 2ay a 41 > 1, dostaneme
po konecném poctu extrapolaci ¢islo které je vétsi nez uvedend mez. Prvni faze algoritmu tedy obsahuje

kone¢ny pocet krokiu.
(b) Ve druhé fazi algoritmu plati ¢(a;) — ¢(0) < e10;¢'(0) a ¢'(a;) < £2¢'(0). Oznacme

M ={a>a;:9(B) —¢(0) <e1fyp’(0) YO< 3 <al.
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Necht a; = sup M;. Pak podobné jako v dukazu lemmatu 1 plati p(&;) — ¢(0) = 16,4’ (0) a ¢'(&;) >
e1¢'(0). Pouzijeme-li tyto nerovnosti a (F1), dostaneme
e1¢'(0) < ¢'(&;) < ¢'(a;) + (G5 — a;)GlIsl* < e2¢'(0) + (&5 — ;)G
neboli
o — o > oL _€2<p
SN PR
Jelikoz p(@;) — p(0) > e1a,;¢'(0), musi platit @; > a&;, neboli

(0).

_ €1 — &2
ap— Qs > =
S FE

©'(0).

Ve druhé fézi algoritmu, upravujeme interval tak, Ze @41 — ;1 < max(l — 81, B2)(@; — a;). Jelikoz
max(1 — 1, 32) < 1, dostaneme po koneéném poctu kroki interval mensi nez (g1 — e2)/(G|s]|?)¢’(0).

Druhd faze algoritmu tedy obsahuje konecny pocet kroku.

Je-1i splnéna podminka (S1) (stejnomérnd spadovost) a vyhovuje-li funkce F' podminkam (F3) a (F4),
muzeme piedchozi tvrzeni podstatné zesilit (budeme to potiebovat pro dikaz asymptotické pfesnosti
vybéru délky kroku).

Lemma 5 Uvazujme algoritmus 1 s poédtecni délkou kroku o1||g||/|Is]] < ao < d2|lgll/|Is]l, kde konstanty
01 a 6o nezdvisi na vnéjsim indexu. Nechf je splnéna podminka (S1) a necht funkce F vyhovuje podminkdm
(F3) a (F4). Pak existuji konstanty c¢1 a ¢y nezdvislé na vnéj§im indexu takové, Ze

allgl/llsl <@ —a; <@; < ealigll/llsl

Vj € N. V tomto pripadé lze nalézt ¢islo k € N nezdvislé na vnéjsim indexu takové, Ze pocet kroku
algoritmu 1 neprekroci k.

Ditkaz V prvnim kroku algoritmu plati a; = 0 a @; = ao, takze lze polozit ¢; = 61 a c2 = 2. V dalsich
fazich algoritmu pouzijeme nerovnosti uvedené v dikazu véty 18.

(a) V prvni fdzi algoritmu vyuzijeme toho, ze vzhledem k (F4) muzeme F nahradit F*, coz s pouzitim
(12) (dukaz véty 15) a nerovnosti (S1) (zapsané ve tvaru —p(0) > e1]|s||||lg|]) dava

F*—F
e1¢'(0)

> (11 — 1)ay. Plati tedy

il

2
a1G sl

a; —a; S0 < e <72 <

, L i—2 _
S druhé strany vime ze a; > Y g aa; — Q;

— = j—2
a; >a;—a; > (n -1y "ao = (v — Dallgll/sl-
(b) Ve druhé fézi algoritmu se jiz @; nezvétsuje, takze muzeme psét

62—81M €1 — &2

S =5
G sl = Glis|?

(c) Jelikoz ag ~ ||g]|/||s]| a stejnou vlastnost maji vSechny meze uvedené v (a) a (b), lze pocet kroki
algoritmu 1 omezit ¢islem, které nezavisi na vnéjsim indexu.

Poznamka 30 Hodnotu « pouzitou v algoritmu 1 muzeme urcit pomoci kvadratické nebo kubické ex-
trapolace ¢i interpolace. Ozna¢me
L 9@ = g(a)
(A /
(@—a)¢'(a)

)
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¢'()
Kvadratickd interpolace (dvé hodnoty):
a—a
— = — 1
R Ty (15)
Kvadratickd interpolace (dvé derivace):
a—a= a-a (16)
- 1-B
Kubické interpolace: B
-2 (17)

kde

Véta 19 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 5. Pak je-li délka kroku v algoritmu 1 spocétena podle
(15) nebo (16) nebo (17), je vybér délky kroku asymptoticky presny.

Dikaz V dukazu budeme pouzivat symboly o(&;), O(&;), relaci u; ~ v; a pravidla uvedend v pozndmece 3.
Jelikoz z (F3) a (F4) plyne sTG*s; ~ ||s;]|*> a z (S1) plyne sl'g; ~ ||sil|||g: ||, plati «f ~ ||gi||/|s:]l, kde
. 53 gi
af = — .
! sTGrs;

Podle lemmatu 5 platf @; ~ [lgill/llsill a @i —a; ~ llgill/llsill, takze of —a; = O(llgill/l|s:ll) a (a7 —
a;)/ (@ — a;) = O(1). Oznacme d; = s, di = @;s; a e; | = x; +dy — 2%, €41 = x; +d; —x*. Pak
z a; < @ = O(|lg:ll/lIsill) a 2z llgill ~ lleall ((F3), (F4) a véta 3) dostaneme d; = O([lgill) = O(lle:l),
di = O(|lgill) = O(|lesl]) a e;1 = O([leil]), €41 = O(|lei]|). Pouzijeme-li vétu 3 dostaneme tipravou vyrazu
A, B uvedenych v poznamce 30

A - F(z; +@s;) — Flz +a;s) (0 —oy)s] gi + 5@ —ai)s] G si + o(||ei)?)

(a0 — a;)sT g(xi + ys4) (@i — ;) (5] gi + ;57 G*si + ||sillo(/[e:l])
o stgi+ 5(@ 4 a)sT G+ |lsillo(le]]) 1 — (@ + o) /(20) + o(1)
st gi + st G*si + ||sillo(]les]) 1 —a;/af +o(1) ’
B — sig(xzi+aisi)  slgi+ais] G*si+ ||sillo([les]]) 1 —ai/of +o(1)
stg(xzi+asi)  sfgi+aisTGrsi+ ||sillo([les]]) 1 —a;/af +o(1)
takze
1— (@ +a,) /(20 la; — o,
14 = 1o lz@Fa)/ al)+o(1):—u+0(1),
1—a;/af 20f o
1—a/ar & —
1B = 1-iZ@AE gy TTe g
1—a;/o; Q; —Qy

(piedpokladdme, ze af # a;, nebot pro o, neplati (S3a), zatimco s g(z;+a}) /s’ g; — 0). Nyni se omezime
na vzorec (17) (dukaz pro (15) a (16) je mnohem jednodussi a pfenechdame ho ¢tendri). Pouzijeme-li pravée
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ziskané vztahy, dostaneme

a; — o ai—gi

( ) —( ) pr— af—gi—’_o() o(1)
3a; —a; o — Qo 1o — .
D = 31-4A)-(1-B)=-——_ = o 1&imo 1
(1) (1= B) = S = g o(1) = 5 S 21 o),

nebot (af — a;)/(@; — ;) = O(1). Plat{ tedy

D+VD2xflaiﬁha+dn>+¢l(%%ﬂ (14 0(1))* + o(1)

2af —q; 4 \of —q

L= 44y 4 2829 g 4y (G2 2 (1)
= — o = o - o

2af — o 2af — o a; — oy

ai—Oé-

S 21 o)

nebot (of — ;) /(@; — ;) = O(1). Dosadime-li tento vyraz do (17), dostaneme

TRl SN e el 3
D++vD?2-3C ' @-—q;1+o(1)
= a;+ (a7 —a;)(1+0(1)) = i (1 +o(1)),

o, = o+

nebot o, /af = O(1).

Poznidmka 31 Je-li kromé podminek (F3) a (F4) splnéna i podminka (F5), muzeme misto véty 3 pouzit
vétu 4 a tudiz misto o(1) psat O(||e;||). Dostaneme tak kvalitnéjsi odhady

T
5i 9i+1
= =O(lleil)
5; i

T
5% G
T
5; G*s;

(1+O([le:l]))-

o =

Poznamka 32 Pocatecni vybér délky kroku. Pokud s; ~ g;, coz je pripad vétsiny efektivnich metod
(Newtonova metoda, metody s proménnou metrikou, prerusované metody sdruzenych gradientu), je vyhodné
volit ag ~ 1. Pro superlinearné konvergentni metody volime ay = 1. U metod sdruzenych gradi-
enti volime a9 = min(1, 2(F; — Fi_1)/s! g;, 2(F — Fi)/s’g;) (v prvnim iteraénim kroku pokldddme
ap = min(1,2(F — F;)/s{ gi).

Poznamka 33 Shrnuti. Pro metody spadovych smért plati tyto implikace:

e (F1) - (F3) = globdlni konvergence, pokud
Z cos? §; = oo.
i=1

e (F3) - (F4) = linedrn{ konvergence, pokud

Zcos2t9j >ci VieN.

Jj=1
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o (F3) - (F4) = asymptoticky odhad

limsup [|z; — 2*||* < K(GT) =14 (K(GY) + 1)1 — &5

71— 00 - K}(G*)—‘rl—F(Ii(G*)—l)\/l—E%

jsou-li smérové vektory stejnomérné spadové a pouzivame-li asymptoticky presny vybér délky kroku.

e (F3) - (F4) = superlinedrni konvergence, pokud

| Bisi + gill [(G* = By)sill
HgiH HQiH
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3 Metody sdruzenych gradienti

3.1 Zakladni vlastnosti metod sdruZzenych gradienti

Definice 24 Rekneme, Ze zdkladni optimalizaéni metoda je metodou sdruzengch gradienti jestlize

S1 = —01
a
Sit1 = —gi+1 + Bisi, (CG)
pro i € N, kde
6' _ ﬁHS _ yiTg’L'-‘rl (CGa)
e Z/ZTSz'
(Hestenes, Stiefel), nebo
T
Yi gi+1
Bi=pF= —’ngf (CCh)
(Polak, Ribiere), nebo
T
9i+19i+1
B =B = 7;}; (CGe)
i Yi
(Fletcher, Reeves), nebo
T .
B = BPY = S (CGd)
Yi Si

(Dai, Yuan). Pritom y; = git1 — gi-

Pozndmka 34 Metoda (CGa) je nejméné zavisld na nepiesném vybéru délky kroku a spolu s metodou
(CGb) déva nejlepsi praktické vysledky. Metoda (CGc) je nejjednodussi a je globdlné konvergentni
bez prerusovéni iteraéniho procesu. Metoda (CGd) je také globédlné konvergentni (dokonce za slabsich
predpokladu nez metoda (CGc)).

Poznamka 35 Duvod proé¢ se pouzivaji vzorce (CGa)—(CGd) plyne z véty 20 a pozndmky 36. Odtud
také plyne, ze lze pouzivat i vzorce

5 — 9i1Yi
=
|giTSi|
a
8 = 95-19#1
.= Jir1ditl
g} si

Prvni z téchto metod mé podobné vlastnosti jako metody (CGa)—(CGb) a je velmi efektivni pro praktické
pouziti. Druha generuje smérové vektory, které jsou vzdy spadové, nelze vsak dokazat, ze je globélné
konvergentni.

Vyznamnou vlastnosti metod sdruzenych gradientu je nalezeni minima kvadratické funkce po koneéném
poctu kroku, v pripadé, ze vybér délky kroku je presny.
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Véta 20 (Kvadratické ukoncéeni) Necht Q : R" — R je ryze konvezni kvadratickd funkce, Q(z) = & (z —
2)'G(x — 2*). Necht x;, i € N, je posloupnost generovand metodou sdruZenych gradienti s presnym
vigbérem délky kroku (plati sF giv1 = 0 Vi € N ). Pak existuje index m < n tak, Ze gmi1 =0 @ Typyq = 2*.

Dikaz (Pro CGa). Predpoklddejme, ze g; # 0 V1 < i < n. Dokdzeme indukei, Zze s; # 0 a «; # 0
V1l <i<n a ze plati

sjrgi =0, (a)
97 9i =0, (B)
s?Gsi =0, (7)
s?yi = y;‘-rsl- =0, (6)

V1 < j <i < n+1. Rovnosti (§) a () jsou ekvivalentni, nebot pro kvadratickou funkci Q(z) plati
Yi = giv1 — gi = G0 — 1) = Gd; = o;8; a «; # 0 podle indukéntho predpokladu. Z (8) plyne,
ze nenulové gradienty g;, 1 < i < n, jsou vzdjemné ortogondlni, tudiz linedrné nezavislé, takze nutné
Gni1 = 0. Ziejmé sT g1 = —gT g1 < 0 takze s; # 0 a a; # 0 a ddle nenf co dokazovat. Indukéni krok:

(a) Necht ¢ < n. Podle indukénich pfedpokladu («) a (§) plati:

3?gi+1 = sjrgi + SJT% =0

V1 < j <. Z ptesného vybéru délky kroku plyne s g;11 = 0. Je tedy s?gi_H =0VvV1<j<i.
(b) Necht i < n. Z (CGa) plyne

gL = —81,
g9 = —s;+0Bj-15j-1 Vi<j<i,
takze podle (a) plati
91 giv1 = —51gix1 =0,
L - L . B .
9j 91 = —Sj i1+ P18 a9 =0 VI<j <

(c) Necht ¢ < n. Z (CGa) a (a) dostaneme

T

T T Y; gi+1 T T

Sit19i+1 = —Giy19i+1 + —yT& 8; 9it1 = —9it19i+1 <0,
7 3

takze s;11 # 0 a o471 # 0. Z (CGa) a (b) dostaneme

ij8¢+1 = —ijgz‘H + ﬁiijSi = —ijgz‘H = —(gj+1 — gj)TgiJrl =0
V1 < j < i nebot podle predpokladu (§) plati y]Tsi =0 V1 < j < i. Déle podle (CGa) plati
Y7 git1 T,

Y si1 = =y} giv1 + yT—Syz si =0,

7 2

takze szGsHl =0V1<j<i.
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Poznamka 36 Dukaz byl proveden pro (CGa). Véta 20 plati i pro ostatni metody sdruzenych gradientu
nebot podle (3) plati

T T T T
Yi 9i+1 = 9i+19i+1 — 9; Gi+1 = Gi+19i+1

a z (o) plyne
Yl si=gi15i— 91 si = —gi si=g{ 9i — Bi-19i i1 = g} gi-
Poznamka 37 Nechf H je symetrickd pozitivné definitni matice. Polozme & = H~/2z a F(gﬁ) = F(z),

takze §(#) = H'/?g(z) a G(&) = H'Y2G(z)H'?. Aplikujeme-li metodu sdruzenych gradientti na funkei
F(z) a vratime-li se k puvodnim proménnym, dostaneme

s1=—Hg
a
sit1 = —Hgiv1 + Bisi, (PCG)
pro ¢ € N, kde
T
y; Hgit1
B; = _T—.+’ (PCGa)
yz SZ
nebo
T
y; Hgita
Bi = 0, (PCGD)
g{ Hy;
nebo
T
gi+1H9i+1
Bi — (PCGC)
g9 Hy;
nebo
T
9ir1Hgit
e (PCGd)

Metoda, kterd pouziva tyto vzorce se nazyvéa predpodminénou metodou sdruzenych gradientu. Pro tuto
metodu plati vSechny véty, které jsme zatim dokézali (spliuje-li funkce F'(z) podminky (F1) - (F3),
pifpadné (F4) - (F5), spliiuje tyto podminky i funkce F(%)). Je vsak tieba psat § = H'/%2g misto g a
§ = H~'/2s misto s, takze vzorce (c), (7), (§) zlistanou beze zmény, ale misto (3) plati
Vi<j<i<n+l
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3.2 Globdalni konvergence

Jak jiz bylo poznaménédno (pozndmka 34, jsou metody (CGc) a (CGd) za jistych predpokladu globélné kon-
vergentni. Nejprve dokdzeme globéln{ konvergenci metody (CGd). Vétu zformulujeme tak, aby zahrnovala

ponékud §irs{ tFidu metod sdruzenych gradientu.

Véta 21 (Globalnd konvergence metody (CGd)). Necht funkce F : R™ — R splriiuje podminky (F1) o (F3).
Pak metoda sdruzengch gradienti (CG) s vybérem délky kroku spliujicim slabou Wolfeho podminku (S2)

a (83b) je globdlné konvergentni, pokud

8, = /\491’119”1
i — g To.
Y; Si
kde —(1—52)/(1+€2) <XN<1VieN.
Diikaz (a) Dokdzeme nejprve, ze
T
Jit15i+1
18i| < 7“—71 Z‘
g; Si

Vi € N. Pouzijeme-li (CG) a vztah y; = ¢g;11 — ¢;, muzeme psét

giasivr = —gi1gie1 + Bigiiisi
- =95 19i41(9i11 — i) T si + Mgl 1 9i4198 180
- —
Y; Si
. 91T+1gi+1giT+18i 91T+1gi+1giTSi
- 7(1 - /\l) T T s
Yi Si Yi Si

coz s pouzitim (S3b) davé

gisin 919101 Ihagit 9 9l si
T = ‘)‘i| T +(1_|)‘i|) T _< - l) T T
9; Si Y; Si Y; Si Y; Si 9; Si
gz'Tsi 95191'-5—1
> B+ (1= [N = A= N)ex=5— ) 75— = |Bil,
g; Si Y; Si

nebot yl's; > 0 a pro —(1 —e3)/(1 +e2) < \; < 1 plati (1 —|\;| — (1 — A;)e2) > 0. Z (%) plyne indukei,
Ze smérové vektory s;, i € N, jsou spadové (pokud gradienty g¢;, ¢ € N, jsou nenulové). Plati totiz
g¥s1 = —gFg1 < 0 a predpokldadame-li, ze gl's; < 0, dava () gﬁlsiﬂ < |BilgFsi < 0, pokud B; # 0.

Jestlize §; = 0, dostaneme podle (CG) gi:’;_lsiﬂ = _g;{"_lgi+1 < 0.

(b) Zapiseme-li (CG) ve tvaru s;41+gi+1 = 5:8;, dostaneme umocnénim, prevedenim dvou ¢lent na pravou

stranu a pouzitim nerovnosti (x) vztah

T 2
9i+1Si+1
Isaall? = B2lsill? — 20F1sien — lginal? < (—l;T;_ ) sil2 = 26T 25011 — g
i Si
neboli
Isivall® sl 2 llgiall?
(9] 15i11)? (9Fs)?  gliisinn (9f15i01)?

i1 _( 1 llgi+1l )2 1
(9;[51')2 gitall 91T+18i+1 llgivill?
|| sa]|* 1

(9752  lNgital*
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Protoze ||s1]|%/(g9%'s1)? = 1/||g1]|?, d4v4 predchozi nerovnost

|Sz||2 ‘
Z T J||2 Vi € N.

gz 5¢)?

Piedpoklddejme, ze neplati liminf; .. ||g;|| = 0. Pak nutné existuje konstanta ¢ > 0 takovd, ze ||g;|| > ¢
Vi € N, takze

neboli

nebot harmonicka fada je divergentni. To je vSak ve sporu s nerovnosti uvedenou v poznamce 13.
Nyni se budeme zabyvat dukazem globdlni konvergence metody (CGc). Opét budeme vySetfovat
ponékud §irsi t¥idu metod sdruzenych gradientu.

Véta 22 (Globalnd konvergence metody (CGe)). Necht funkce F : R™ — R splriuje podminky (F1) a (F3).
Pak metoda sdruzenych gradienti (CG) s vybérem délky kroku splriujicim silnouw Wolfeho podminku (S2) a
(S3a), kde 0 < g1 < g9 < 1/2, je globdlné konvergentni, pokud

H9i+1”2
ﬁ' =X\ )
’ lg:|?

kde |\;| <1VieN.

Diikaz (a) (Al-Baali) Dokdzeme indukef nerovnost

T
5 Si
- e . )
1—e ™ |lgill 1—52
Pro i = 1 nerovnost plati, nebot s; = —g; a tedy gfs1/|lg1]|> = —1. Predpoklddejme, Ze nerovnost plat{

pro néjaky index ¢ € N. Zapiseme-li (CG) ve tvaru s; 41 + gi+1 = [;s;, muZeme psét

9¢T+15i+1 1= 5 ngrlSZ _ Agz’T«HSi
lgrnl? Ngial® 7 llgal®

Podle (S3a) plati |g}, 1 s;| < —e29] s; a z indukéntho predpokladu (levd ¢dst nerovnosti) plyne —g!'s; /| g;
1+ e3/(1 — e2). Pouzijeme-li tyto vztahy spolu s pfedchozi rovnosti, dostaneme

T
Git1Si+1 ‘ gz i €2 €2
Tl ) < —epn 0 < - < <1+ ):
1gi+1]1? ||ng2 =gl = l—ey) 1-e
(prvni nerovnost plyne z (S3a), druhd z toho, ze |A;| < 1 a t¥et{ z indukéniho predpokladu). Tim je indukéni
krok dokonéen (staci odstranit absolutni hodnotu). Snadno se presvédéime, ze plati —1 4 e2/(1 —e2) <0,
pokud 0 < g9 < 1/2, takze smérové vektory s;, i € N, jsou spadové.
(b) Podle lemmatu 2 (vztah (b)) plati

I” <

Fy— > A58 (si91)* _ eies (5] i) llgall*
3 (2 - - - -
G lsill? G lgll* Isill?

a pouzitim pravé ¢asti Al-Baaliho nerovnosti dostaneme
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Ty 1-2
781792 >1— 2 = £2 > 0,
llg:l l—ex 1-e

nebot 0 < €5 < 1/2. Plati tedy
. — e1e3(1 — 262)% = llgall*
Fy—F > lim (Fy — Fipq) = F,—Fi) > — )
Tim ( ) Zj( R Th Z e

takze

Z lgall* _
lsill?
(¢c) Z (S3a) plyne (S3b). Pouzijeme-li (S3b) a levou ¢ast Al-Baaliho nerovnosti, dostaneme

2 2 E2
2 ol =

Pouzijeme-li tuto nerovnost spolu s (CG), muzeme psét

112

T T
Isi giv1] < —€258; i < €2 (

Isivall® < Ngisal® +2183lls] giga| + 57|l
< lginl? + T gl + B2 15l
€ gi+1[*
= H9i+1||2+ 1_¢ >‘2 ||1 e s z||2
2e9 lgital*
< Hgi-i-1||2 + 1— HgH—1||2 ”191”4 [[sill
_ lte 2y lgital* 2
nebot |\;| < 1. Predpoklddejme, Ze neplati
liminf ||g;|| = 0.
11— 00

Pak existuje konstanta € > 0 takovd, ze ||g;|| > € Vi € N, takze z pfedchoz{ nerovnosti plyne

||Si+1||2 < 1+€2i HSle 1+62’L+1
lgital* — 1—e2e®  lgl|* ~ 1—e2 €

(pfedpokladdme bez Gjmy na obecnosti, Ze £2||s1]|?/]|g1]|* < (1 +¢e2)/(1 — €2)). MiiZzeme tedy psat

z : ng - o
g - =00,
P 1 +e97 —

coz je spor, nebot podle (b) je tento soucet konecny.

Poznamka 38 Véta 22 vyzaduje silngjsi predpoklady nez véta 21. Je tfeba, aby byla splnéna silna
Wolfeho podminka a aby navic platilo €5 < 1/2. Samotnou Al-Baaliho nerovnost vsak muzeme pouzit i
za ponékud slabsich predpokladi. Staci aby platilo |A\;| < Eq/eq, kde 0 < g5 < E5 < 1/2. V tomto piipadé
muzeme psat

&2 gz Sq
< <-14+4—<0.
T 1-% ||ng2 1— €2

Pokud €3 = 1/10 (coz je doporu¢end hodnota) a €2 &~ 1/2, plati tato nerovnost i pro | ;| = 5.
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Poznamka 39 Jak jiz bylo zminéno v poznamce 34, davaji metody (CGa) a (CGb) lepsi praktické
vysledky nez metody (CGc) a (CGd). Vlastnosti metod (CGa) a (CGb) lze jesté zlepsit tim, ze pokldddme
B =0 (restart) pokud neplati

&2 llgi+all®

&2 lgll*

0<pB <

kde 0 < g9 < 3 < 1/2. Pak je podle poznadmky 38 splnéna Al-Baaliho nerovnost a vyslednd metoda je
metodou spadovych sméru.

3.3 PteruSované metody sdruZenych gradientd

Poznamka 40 Metoda sdruzenych gradientii s pfesnym vybérem délky kroku najde minimum kvadratické
funkce po nejvyse n krocich (véta 20). Neplati to viak jestlize:

e Vybér délky kroku neni pfesny.
e Funkce neni kvadraticka.
e Hessova matice je Spatné podminénd a projevuji se zaokrouhlovaci chyby.

Pak je tieba pokracovat ve vypoctu. Aby byly i nadale splnény predpoklady véty 20, je tfeba iteracni
proces pierusit (s,41 = —gn+1)- V dalich ivahédch se budeme zabyvat cyklicky pferusovanymi metodami
sdruzenych gradienti.

Definice 25 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda je cyklicky prerusovanou metodou sdruzenych
gradienti, jestlize s; = —g; pro i € M a jestlize plati néktery ze vzorcu (GCa)-(GCd) pro i ¢ M, kde
M={le N:l=nk+1,ke N}.

Poznamka 41 Definice 25 je jistou idealizaci. Ve skutecnosti muze dojit k pferuseni iteraéniho procesu
diive nez po n krocich. V tomto pfipadé lze mnozinu M posunout. Pro naSe uvahy je podstatné, ze k
preruseni dojde nejpozdéji po n krocich.

Nejprve ukazeme, ze cyklicky prerusovand metoda sdruzenych gradientl, kde parametr (§; se vybird
tak, aby byla splnéna nerovnost z poznamky 39, je metodou stejnomérné spadovych sméru a plati s; ~ g;.

Véta 23 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand cyklicky prerusovanou metodou sdruZengch gradi-
entu s viybérem délky kroku splniugjicim silnou Wolfeho podminku (S2) a (S3a), pricemZ plati

22 ||gig1|?
" er |gl?

kde 0 < g9 < By < 1/2. Nechl x; — x*, kde * € R™ je staciondrnim bodem funkce F': R™ — R vyhovujici
podminkdm (F3) a (F4). Pak jsou smérové vektory s;, i € N, stejnomérné spddové a plati s; ~ g;.

Dikaz Piipomenme, zZe je-li splnéna podminka (x), muzeme pouzit Al-Baaliho nerovnost ve tvaru uve-
deném v poznamce 38.

(a) Ziejmé [|e;|| = O([le;-1[]) (pozndmka 23) a [|lgi—1 || ~ [[ei-1[| (véta 3), takze ||g;| = O(|lgi-1])). Existuje
tedy konstanta ¢ < oo tak, ze

loill o 22 v g,

gi-1ll = &2

Necht i ¢ M. Pak podle () plati

g lgill®
&2 |lgi-1?

sl < lgill + [Bi—alllsi—all < llgall + llsi-1lls
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takze

Isill | B2 _lgill Isiall oy, lsizall
llsl &2 gi-1ll llgi-all llgi—1ll
Necht k = sup{j € M,j < i}. Protoze s = —gi, plati ||sk]l/llgr]] = 1, takze rekurentnim pouzitim

posledni nerovnosti dostaneme

1>

i—k n
ol ey ete
j=0

loill = 2

(b) Pouzijeme-li Al-Baaliho nerovnost (levou ¢ést) dostaneme

_8?9;21_ 52_ :1—2_52’
gl -8 1-%&
coz spolu s (a) davd
sty _ sigi llgill o 1 sigs S 11-2%
[[sillllgall lgill* lIsall = ellgill* e 1-22"

takze —s! g; > eol|si||||gi|| kde eq = (1 — 222)/(¢(1 — &2)) > 0.
(¢) Pouzitim Al-Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme
1—2%
1—729

Isillllgill > —si g > lgsll%,

coz davd ||s;|| > cllg:ll, kde ¢ = (1 — 283)/(1 — E2) > 0. Jelikoz z (a) plyne ||s;|| < €llg:||, plati s; ~ g;.

3.4 Asymptotickd rychlost konvergence

Nyni budeme vySetiovat cyklicky prerusované metody sdruzenych gradientu s asymptoticky presnym
vybérem délky kroku. Budeme ptedpoklidat, ze e; # 0 a g; # 0 Vi € N, nebot v opatném piipadé
itera¢ni proces koné¢i v minimu. Déle budeme predpokladat, ze

ledl ~ lleill Yi=nk+1eM, Vi<i<l+n.

Pokud pro ngjaky index | < i < I + n neplati |le;|| ~ |lei]l, pak nutné ||e;|| = o(||le;||]) (jelikoz podle
poznamky 23 je |le;|| = O(]|es]])), takze rychlost konvergence je vyssi nez linedrni (tato ivaha je precizovana
ve vete 25).

Véta 24 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand cyklicky prerusovanou metodou sdruZengch gradi-
enti s asymptoticky presnym vybérem délky kroku. Necht x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim bodem
funkce F € C? : R — R wyhovujici podminkdm (F3) a (F4). Necht ||e;]| ~ |lei|| VI € M, VI <i <1+ n.
Pak pro i € N plati

ﬁi = O(l)a ( )

Si ~ i Qy ~ 17

—s7gi = g7 9:(1+ o(1)).

=l

—_—
N Qe
S~— S~—

Diikaz (Pro CGa). Poznamenejme, 7ze predpoklame, ze e; # 0 a g; # 0 pro I < i < [+ n. Dukaz véty
provedeme indukci. Dokazeme navic, ze pro [ < j < i <[+ n plati

sj 9 = o([lea?), (@)

g5 9i = ollledl|), ()
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55 G"si = o(||es®), ()
53 yi = yj s = o([lea?), (9)

Na zacdtku cyklu plati s, = —g; ~ g1 a —sf g1 = 9{ 91 = 9 91(1 + o(1)). Z asymptotické presnosti vybéru
délky kroku plyne, ze oy ~ ||g;||/||si]] (lemma 3), coz spolu s s; ~ g; ddvd oy ~ 1. Déle neni co dokazovat
(plati 3—1 = 0 = O(1) a vztah pro 3 je dokdzan v (c)). Necht [ <i <l+n — 1.

(a) Podle indukénich predpoklada (&) a () plati

SJT%H = S]Tgi + S]Tyi = o([lell?)
pro | < j < i. Z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (7) plyne, zZe
51 giv1 = 51 gio(1) = o(||gill*) = o(lle:[|*) = o([lex]|).

Plati tedy sfgiﬂ =o(|le]|?) pro 1 < j <.

(b) Zfejme
g = =S
g; = —S; —l—ﬁj,lSj,l Vi < j <i,
takze podle (a) a (p) plati
gl g1 = —s{ gir1 = o|led]?),
T - ST, st g = 2 Vi<j<i
95 9i+1 = =55 Giv1 + Bj-15;_19i41 = o([le]|”) <Jst

(c) Protoze g;4+1 ~ e;+1 ~ e;, muzeme podle (b) psat
Yl Gir1 = 9¢T+19i+1 — 9! 9ix1 = gz'jji-lgi—&-l + o([ler]?) = gz'jji-lgi—&-l + ollgirll®) = 9¢T+19i+1(1 +o(1)).

Z asymptotické piesnosti vybéru délky kroku a z (7) plyne, ze yl's; = —g's;(1+ 0(1)) = gF g:(1 + o(1)).
Po dosazeni dostaneme

_ vl gita _ 9t 19i+1 (14 0(1)) _ 9L 19it1

Bi
Yl si glg; (1+0(1)) 97 9i

(1+0(1)) = O(1),

nebot z gj4+1 ~ €41 ~ e a g; ~ e; ~ ¢ plyne giy1 ~ gi.
(d) Podle (p) a (6) plati

[sivall < llgivall + 11Bisill = llgisall + OW)Isill = lgi1ll + Ollgill) = O(llgi+1 )
a z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (p) a (7) plyne, ze

3?+15i+1 = (=g + ﬁisi)T(—gz‘H + Bisi) > gizjr1gi+1 - 25¢933r18i = gﬁlgm - 9?81'0(1)
= glgin + 97 gi(1+0(1)o(1) = gl 1g:11(1 + o(1))

(pouzivdme relaci g;+1 ~ g;). Spojenim obou nerovnost{ dostaneme s; 11 ~ g;1+1. Z asymptotické pfesnosti
vybéru délky kroku plyne, ze ajr1 ~ ||git1||l/||Six1]|| (lemma 3), coz spolu s s; 11 ~ git1 ddva g ~ 1.
(e) Z asymptotické presnosti vybéru délky kroku a z (p) a (7) plyne, zZe

—9H18i01 = G 0i+1 — BigiaSi = 9ia9im1 + g7 5:0(1) = gl 191 + o(lgil1?) = 911941 (1 + 0(1))

(pouzivéme relaci giy1 ~ gi)-
(f) Pouzijeme-li (p), (§) a (b), dostaneme

y]TSHI = ﬂz‘ijSi - ijgiJrl = o([le]|?) + (95 — 9j+1)T9i+1 = o(|led]?)
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pro 1 < j < i a podle (CGa) plati

T T Yl it T
Yi Si41 = —Y; Git1+ 5 —y; $i =0,
Y; Si
coz dohromady déva ij51‘+1 = o(||e;]|?) pro 1 < j < i. Pouzijeme-li vétu 3, mitzeme pro 1 < j < i psat
Yi = gi+1 — 95 = G*dj + o(|ld;]|) = 0;G"s; + o([[ex]),

takze

1 S
TG si1 = T + 1 0y = o),
&7 (&7

nebot podle (¢) plati a; ~ 1 a podle (d) je S;4+1 ~ giy1 ~ ei+1 ~ e;. Pouzijeme-li znovu vétu 3, dostaneme

Yir1 = giv2 — git1 = G dip1 +o(||diy1 ) = ai1G™sip1 + o(|lerl]),

takze
s Yir1 = @ip18] Gsivr + |lsillo(lle]]) = o(lled]?),

nebot podle (¢) plati s; ~ g; ~ ¢; a podle (d) je ajy1 ~ 1.

Poznamka 42 Je-li kromé podminek (F3) a (F4) splnéna i podminka (F5), muZzeme misto véty 3 pouzit
vétu 4 a tudiz misto o(1) a o(||e;||?) psat O(|ler]]) a O(]|er]|?).

Poznamka 43 Podle véty 24 (vztah (p)) existuje pro cyklicky pferusovanou metodu sdruzenych gradientu
s asymptoticky presnym vybérem délky kroku index [ € M takovy, Ze nerovnost uvedend v poznamce 39
je splnéna pro i > [. Pak jiz nedochazi k prerusovéani itera¢niho procesu vlivem poruseni této nerovnosti a
plati beze zbytku definice 25. Abychom zjednodusili nékteré tivahy, budeme od této chvile predpoklidat,
7ze | = 1 (v opatném piipadé lze posunout indexy aniz by se zménilo asymptotické chovdn{ uvazované
posloupnosti).

Definice 26 Pri vySetrovani asymptotického chovani metod sdruZenich gradientiu budeme porovndvat dva
iteracéni procesy, puvodni iteracni proces

Tit1 =T + @8, 1 EN,
pouZity pro minimalizaci funkce F(x), a referenéni iteracnd proces

Tiy1 =T + @5, t€N,
pouzity pro minimalizaci kvadratické funkce

* 1 *\T v *
Qz) = F(z") + 5(x —27) G (z - 27),

kterd md v bodé x* stejnou hodnotu, gradient a Hessovu matici jako funkce F. Veli¢iny spjaté s pivodnim
procesem budeme oznacovat prostymi symboly x;, g;, «;, S;, €; = T; — ¥, dj = Tip1 — Ty = q;S;, Yy =
gi+1 — gi a veli¢iny spjaté s referencnim procesem budeme oznacovat symboly s pruhem Z;, gi, i, Si,
€ =Ty —a*, di = Tip1 — Ty = S, Yi = Gi+1 — gi- Oba procesy budeme cyklicky startovat v bodech

e R, l=nk+1e€ M, keN tak, Ze 3 = x;, €] = €;.

Lemma 6 Necht jsou splnény predpoklady véty 24. Necht ; € R™, i € N, je referencéni posloupnost z
definice 26 ziskand metodou sdruzenych gradienti s presnym vibérem délky kroku aplikovanou na kvadrat-
ickou funkci Q(x) a odstartovanou v bodé x;. Pak e; —&; = o(||e;||) prol <i<l+mn.
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Diikaz Poznamenejme, ze z e; — & = o(|le;||) a e; ~ e; plyne &; = e; + o(||er||)) ~ e; = &, takze referencni
posloupnost Z; € R™, i € N, vyhovuje predpokladum véty 24. Pro I < i < I+ n tedy plati 5; = O(1),
a;~1as§;~g; ~ée ~ ¢ =e. Dukaz véty provedeme indukci. Dokazeme navic, ze pro i € N plati

a; :ai(l—i-o(l)), Bz :ﬁi(1+0(1)),

ei=ei(1+0(1), g =gi(1+o0(1))

S; = Si(l + 0(1))
Na zacatku cyklu plati e, = e; = e;(1+0(1)) a pouzijeme-li vétu 3, dostaneme g; = g;+o(||e1]]) = gi(140(1)),
coz spolu s s; = —¢g; dava §; = s;(1 + o(1)). Pouzijeme-li lemma 3, muzeme psét
__Sta _ stg(1+o(1))?
s7G*s; st G*s(1+0(1))?

o = =qa;(1+o(1)),

nebot &; = —37g,/5] G*3; realizuje pro kvadratickou funkci Q(z) presny vybér délky kroku a z asymp-
totické piesnosti vybéru délky kroku plyne —sf g;/sT G*s; = a;(1 + o(1)). Déle nenf co dokazovat (plati
Bi—1 = 0 a vztah pro 3 je dokdzan v (b)). Necht | <i <l+n —1.

(a) Jelikoz podle véty 24 plati a; ~ 1, 8; ~ g; ~ €; ~ € a Si41 ~ gi+1 ~ €i+1 ~ €], muzeme psat

€iv1 =& + a5 = ei(1+0(1)) + aisi(1+0(1)* = i1 +o(|ler]]) = eira (1 + o(1))
a pouzijeme-li vétu 3, dostaneme
gi+1 = gi + G"di + o(||dil]) = gi + iG"si + aisio(1) = g; + a;G"s; + o([leu]),
Plati tedy
Giv1 = Gi + %:G*5; = g;(1 + o(1)) + a;G*s;(1 4 0(1))* = g; + ;G*s; + o(||ex]]) = git1 (1 + o(1)).
(b) Podle (a) a indukénich predpokladu plati
Ui = Git1 — Gi = gir1(1 +0(1)) = g:(1 +0(1)) = yi + o([le]]) = wi(1 + (1)),
nebot z (F3) a (F4) plyne
Y = /01 G(x; + td;)d;dt ~ d; = a;8; ~ ey.

Muzeme tedy psat

=T T 2 T
2 _ Ui Giv1 _ Y gir1(1+0(1) Yi Gi+1
- _ _ 1+ 0(1)) = Bi(1 + o(1)).
B T Tys(l T o(1))2 Ty, (1+0(1)) = Bi(1+ o(1))
(c) Podle (b) a indukénich pfedpokladu plati

Sit1 = —Git1+ 08 = —gir1(1+ 0(1)) + Bisi(1 4 0(1))?
= —gix1 + Bisi +o([led]l) = siv1(1 + o(1)).
(d) Podle lemmatu 3 a indukénich predpokladu plati

T = T 2 T
_ 5i+17i+1 Siv19i+1(1+o(1)) 8i+19i+1
Qi = g P - (14 0(1)) = g1 1+ o(1)),
' 511G 5iv1 $111G*si+1(1 + 0(1))? 511G si41 '
nebot a; 11 = —55_1 Ji+1/ EiTHG*EiH realizuje pro kvadratickou funkei Q(x) presny vybér délky kroku a z

asymptotické presnosti vybéru délky kroku plyne —s?\;giy1/s51G*siv1 = i1 (1 + o(1)).
(e) Necht I < i < I+ n. Pak podle indukénich predpokladu plati

i1 = & + 45 = e;(1 4 0(1)) + a;si(1 + 0(1))* = €; + a5; + o(|leq]]) = eiv1 + ol||ed])),

nebot |le;]| ~ |ler|l, s ~ 1 as; ~ g; ~ e; ~ ¢. Vsimnéme si, ze k dukazu vztahu e, — €1, = o(||er]])
nepotfebujeme, aby platilo ||e;4n| ~ |le:]-
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Poznamka 44 Tvrzeni lemmatu 6 plati, pokud ||e;|| ~ |le:]] pro I < i <1+ n. Jestlize ||e;|| ~ ||e:|| pouze
pro ! <i <1+ m, kde m < n, muzeme psat e; — & = o(||e;]|) pro ! < i <1+ m (plyne to z induktivni
povahy dukazu).

Véta 25 (n-krokovd superlinedrni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady véty 24. Pak plat{

_ *
o B =l _
o Tlo =]

Dukaz Ve vété 25 mlcky predpokladame, ze k prerusovani itera¢niho procesu dochazi vzdy po n krocich
(pozndmka 43). Podle véty 20 vime, Ze metoda sdruzenych gradientu s presnym vybérem délky kroku
najde minimum kvadratické funkce Q(z) po m < n krocich. Mohou nastat dva pripady.
(a) Jestlize |le;|| = o(]|ez]]) pro néjaky index | < i < 1+ m, pak z ej4m = O(|lei]]) (pozndmka 23), plyne
erpm = o([led]]).
(b) Protoze referenén{ metoda sdruzenych gradientu najde minimum kvadratické funkce Q(z) po m krocich,
plati ||€;+m| = 0. Pouzijeme-li tvrzeni lemmatu 6 (které podle poznamky 44 plati pro I < i < I+ m),
dostaneme

letsmll < letrmll + lletrm — smll = oflledl).

Jelikoz e, = O(||es4m||) (pozndmka 23), v obou piipadech plati ||e;+n || = o(||ei]]), coz dava tvrzeni véty.

Pozndmka 45 Podle véty 7 a pozndmky 7 je cyklicky prerusovand metoda sdruzenych gradientu s asymp-
toticky pfesnym vybérem délky kroku R-superlinedrné konvergentni.

Nyni se budeme vénovat odhadu asymptotické rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientu ve
vnitfnich krocich kazdého cyklu.

Lemma 7 Necht jsou splnény predpoklady véty 20. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 < i < n. Pak plati

Q(zit1) — Q(x") = ,
Qlry) — Q) =2, (Pilw)

kde P;(\) je libovolngj polynom stupné i takovyj, Ze P;(0) =1, a A\, 1 < k < n, jsou vlastni ¢isla matice
G.

Dikaz (a) Dokdzeme indukei, ze pro 1 < j < i plati g; € K; a s; € K, kde

K; = span{g1,Ggi, .. LG g

je Krylovuv podprostor stupné j generovany matici G a vektorem g;. Pro j = 1 je to ziejmé. Predpoklddejme,
Ze to plati pro j =i — 1. Protoze z x; = x;—1 + a;_18;—1 plyne g; = g;—1 + a;—1Gs;_1 (vlastnost kvadrat-
ické funkce (Q)) a protoze plati g;_1 € K;_1 a Gs;_1 € span(Ggy,G?g1,...,G""1g1) C K; (indukéni
predpoklad), dostaneme g; € K;. Déle protoze s; = —g; + fi—18:—1 (CG) a protoze plati s;_1 € K;—1 C K;
(indukéni predpoklad) a g; € K; (dokdzand inkluze), dostaneme s; € K;

(b) Podle (a) plati

xp — ot + Zajsj =x1—2"+ P (G)g1 =
j=1

— o —a" + P (G)G (e —a") = (I + GPL ()21 — o),

*
Ti+1 — T

kde P* (@) je urcity polynom stupné i — 1 v G. Oznaéme P, = I + GP7, (takie P, je stupné i a

P, (0) =1). Jelikoz z dikazu véty 20 plyne, ze ngi+1 =0V1<j<i,je
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T ="+ Pi(G)(z1 —a") = arg _in Q)
z=z*+P;(G)(x1—x*)

takze

Qzit1) —Qz") = %(ﬂﬁiﬂ — ") G(wig —2") = %(331 —27)"P;(G)GP; (G)(z1 — 27) <

< Sl =2 PAOIGPC) 1 — o)

pro libovolny polynom P; stupné i takovy, ze P;(0) = 0. Necht Az a vp 1 < k < n jsou vlastni ¢isla
(nezdporna) a vlastni vektory (ortonormélni) matice G' a necht

n
v —x" = g ViV -
k=1

Pak

N | =

Q(z1) — Q(27) = %(951 —z") Gz —z%) = % (Z’Vk%) G (Z%%) =

k=1

n
> A
k=1

1 _
Qzit1) - Q@) < (o1 -2 TPi(G)GPi(G) (21 — a*) =
1 n n
= 3 (Z i(Ak) 'Yk”k) (Z i(Ak) ’YWk) =
k=1 k=1
1
— §k 1 P Ow )y /\k< = lgggnp (Ar) Zy,m

Po vydéleni dostaneme

Qzit1) — Qz7)
Q(z1) — Q(z¥) = 1126&2(”13 (M.

Véta 26 Necht jsou splnény predpoklady véty 20. Necht g; # 0 pro néjaky index 1 <1i < n. Pak plati

Qi) - Q@) _, (Vr@) -1
Qz1) — Qz VE(G) +1

Dukaz Podle lemmatu 7 plati

Q(Tiy1) — Q(z")
Q(r1) — Q(x*) ~ 1<k<n

pro libovolny polynom P;(\) stupné nanejvys i takovy, ze P;(0) = 1. Zvolime polynom P;()\) tak, aby
minimalizoval hodnotu

Pi(N)]-
Algg\a%{)\n Z( )|
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Tuto vlastnost mé Cebyseviiv polynom transformovany na interval A\; < A < )\, a normovany tak, aby
nabyval hodnotu 1 pro A = 0, tedy polynom

(AptA—2)
TZ( An—A1 )

(AntA )
7 (R5)

kde T;(£) = cos(iarccos€) pro [€] < 1a Ti(€) = (€ + /& — 1)+ (£ — /€2 —1)")/2 pro |¢]| > 1. Jelikoz
|7;(§)| < 1 pro [¢] < 1, plati
An +>\1)

ﬁi()‘) =

A1 <A<An An — M

Zbyvé tedy vyécislit hodnotu na pravé strané posledni nerovnosti. Oznacme & = (A, + A1)/(An — A\1).
Ziejmé || > 1, takze

T = S(E+VE-DI+(E- VE-D)2
= ST VET,

max | P;(\)| < 1/T; <

6+ VET) -

N | =

nebot
(WVE+1+/E-1)2=2(6+ /€2 —1).

Dosadime-1i hodnotu £, dostaneme

2% i
n () = (e i) —s (W) -
! An — A\ - 2 An — M An — M1 2 An — A1 N

1 <\/E+x/k—1>

2 \VA, — VAl
Plati tedy
2
Qzir1) — Qz") 5 ’ 1
e aer = (amPow) s (2 (25)

. 2
A (x/An—\/M)Q (VG 1
VA VA VEG)+1)

Poznamka 46 Pouzijeme-li odhad z véty 26 spolu s (c¢) a (d) z dukazu véty 13, dostaneme

i+ —2*|| VE(G) -1

—— < 2Vk(G) | Y=

(R VE(G) +1

pro 1l <i<n.
Poznamka 47 Veétu 26 lze snadno zobecnit tak, aby platila pro pfedpodminénou metodu sdruzenych
gradienti. Podle pozndmky 37 staci pouzit x(H'/2GH'/?) misto x(G). Pokud H ~ G~', mize byt
k(HY?GH"?) mnohem mensf nez x(G), a konvergence se velmi urychli.

Véta 27 (Asymptoticky odhad) Necht jsou splnény predpoklady véty 24. Pak prol € M al <i<l+mn

plati
i—l
e <avi@) (VAL )

[l —a*|| VE(G) +1
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takze posloupnost x;, | < i < l+mn, konverguje k bodu =* € R™ (alespori) linedrné s asymptotickou rychlosti

K(G*) —1

=
VE(GH) +1
Dikaz Zvolme | € M tak, aby pro ¢ > [ dochazelo k prerusovani iteracniho procesu vzdy po n krocich.
Necht M = 2,/k(G*) a q je kvocient uvedeny ve vété 27. Pak podle pozndmky 46 pro I < i <[+ n plati
|1Zi —*|| < Mg @ — a*|| = Mq" |2y — 2.

Pouzijeme-li lemma 6, muzeme pro | <1i <[+ n psat

@i — 24| = o(llar — 27[|) = [l — 27 [|o(1).
Plati tedy
.k .o ¥ . . .
o=l 3= e =By
e —a || = llar =2 o — 2%

Poznamka 48 Véta 27 se tyka pouze vnitinich iteraci kazdého cyklu. Celkové je cyklicky pferusovana
metoda sdruzenych gradientu s presnym vybérem délky kroku R-superlinedrné konvergentni (pozndmka
45).

Poznamka 49 Odhad (v/k — 1)/(v/k + 1) je mnohem piiznivéjsi nez odhad (k — 1)/(k + 1) platny pro
metodu nejvétsiho spadu jak ukazuje tato tabulka, ve které je uveden pocet iteraci potiebny k dosazeni
pozadované presnosti €.

Problém | SD | CG
k=10%, =101 460 46
k=10% e=10"° 69077 | 690
k=10 =108 | 9210340 | 9210

3.5 Implementace metod sdruZenych gradienti

Poznamka 50 Uvedeme nékolik poznamek k implementaci metod sdruzenych gradientu.

e 7 tabulky uvedené za algoritmem 2 je ziejmé, Ze je tcelné pouzivat metody (CGa) a (CGb), které
jsou mnohem efektivnéjsi nez metody (CGce) a (CGd). Pro rozsdahlé tlohy (n > 500) je vyhodné tyto
metody cyklicky prerusovat vzdy po n itera¢nich krocich.

e Pouzivdme-li metody (CGa) a (CGb), je vyhodné zarucit platnost nerovnosti (*) z véty 23. 'V tomto
pifpadé se itera¢ni proces pierusf, pokud neplati 0 < 3; < n1||gi+1l|?/llg:]|?, kde 1 < 1/(2¢2).

e Pouzivdme-li metody (CGe) a (CGd), je tieba testovat sdruzenost sméru. V tomto pifpadé se itera¢ni
proces pierusi, pokud
T
sip1¥i = m2llsivallllyill,
kde 12 =~ 0.04 — 0.05. Také je mozné testovat ortogonalitu gradientu. V tomto piipadé se iteracni
proces se prerusi, pokud

9519: = nsllgiallllgsll-
kde 3 ~ 0.4 — 0.5.
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e Je vyhodné volit pocatecni délku kroku podle vzorce

2(Fz — Fifl) Q(E_ Fz))

a=min | 1,
T ) T
( Si 9i Si Gi

kde F je dolni odhad pro minimélni hodnotu funkce F'.

e Misto slabé Wolfeho podminky (S3b) je tfeba pouzit silnou Wolfeho podminku (S3a), kde o = 107L.
Algoritmus 1 je tfeba pozmeénit tak, Ze v ném ponechdme podminku (S3b) ale k podmince (S2)
pridame podminku

51 giv1 < eals] gil,
kterd je ¢dsti podminky (S3a).
e casto je vyhodné metodu sdruzenych gradientu skdlovat (nejjednodussi predpodminéni). Misto
—Sit1 = i1 — i8S
se pouzije vzorec
—Si+1 = Yi+1(gi+1 — Bisi),

kde
y; d;
Yi+1 = T,

a (i = giv1 — 9isdi = Tiy1 — x; = @;8;). V tomto piipadé vSak musime vzorce pro parametr (;
upravit tak, ze

T
g =L gl (CGa)
Y; Si
1 y7g
g = — Y gL (CGb)
Vi 9i 9i
1 g%, i
g = —Jidil (CGe)
Yi  9; 9i
9h19it1
By = 2 (CGA)
Y; Si

Parametr ~;41, je nutné udrzovat v urcitych mezich (0.005 < ;41 < 200).

Algoritmus metody sdruzenych gradientu lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 2 (CG) Data e; = 1074, e, = 1071, 5y = 1.2, n2 = 0.05, 03 = 0.46, ¢ > 0.
Krok 1 Zvolime pocdteéni odhad z; € R™, vypocteme Fy = F(x1), g1 = g(x1) a polozime i = 1.

Krok 2 Pokud ||gi|| < & ukonéime vypocet. V opacéném piipadé uréime koeficient [3;_1 po-
dle nékteré z metod (CGa)—(CGd) a rozhodneme o preruseni itera¢niho procesu podle
nékteré ze strategii uvedenych v pozndmce 50. Uréime skdlovaci koeficient v; (obvykle
~vi = 1) a uréime smérovy vektor s;.

Krok 3 Uréime délku kroku a; pouzitim algoritmu 1 upraveného podle pozndmky 50. Polozime
ZTit1 = &; + a;s;, vypocteme Fi 1 = F(xi41), giv1 = 9(xiy1), zvétsime i o 1 a piejdeme
na krok 2.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnéni jednotlivych metod sdruzenych gradientu pii minimalizaci 22 testo-
vacich funkei se 1000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot NFV, jakoz
i celkovy ¢as vypoctu). Oznaceni 1 nebo 72 znaéi, ze byla pouzita podminka s 71 nebo ns, uvedend v
poznamce 50.
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Metoda NIT-NFV selhdni | cas
CGa 20389 - 42871 - 22.65
CGa + nl | 19342 - 38730 - 30.99
CGb 20759 - 41836 - 22.20
CGb + n1 | 19012 - 38125 - 21.93
CGc 38917 - 77918 2 22.34
CGc + n2 | 24762 - 49842 - 22.55
CGd 38487 - 77044 2 36.28
CGd + n2 | 24887 - 50122 - 22.26

3.6 Predpodminénd metoda sdruZenych gradienti pro FeSeni soustav linedrnich rovnic

Podle vét 20 a 26 je metoda sdruzenych gradientu zvlasté vhodnd k hleddni minima ryze konvexni kvadrat-
ické funkce nebo, coz je totéz, pro feseni soustavy linedrnich rovnic se symetrickou positivné definitni matici.
Nyni budeme uvazovat kvadratickou funkci

1
Qls) = g"s+ 55" Bs,

kterd se pouzivd k uréeni smérového vektoru v metodach spaddovych smeéru (i v metodach s lokalné
omezenym krokem popsanych v dalsi kapitole). V pozndmce 37 jsme ukdzali, Ze metodu sdruzenych
gradientu 1ze pfedpodminit tak, ze se misto kvadratické funkce Q(s) minimalizuje kvadratickd funkce

N S P
Q(B)=g"s+ §8T357

kde § = C1/25, g = C~1/2ga B = C~'/2BC~1/2 (v poznémce 37 bylo pouzito oznaceni H = C~1). Matice
C se vybir4 tak, aby soustava linedrnich rovnic B§ = —§, definujici minimum kvadratické funkce Q(s‘),
byla co nejlépe podminénd. Pokud C' ~ B, plati B ~ I a KZ(B) ~ 1, coz podle véty 26 zarucuje rychlou
konvergenci metody.

Algoritmus metody sdruzenych gradientu pro feSeni soustavy linedrnich rovnic s positivné definitni
matici B a s pfedpodminovacem C' pouziva rekurentni vztahy

s1=0, g1=g, p=-Clg
a (PCG)
q; = Bp;, o; =g C 'gi, p} ai,
Si+1 = S; + a;p;, gi+1 = gi + auq;,
Bi =910 " 9ir1/98 C  gis pis1 = —C gip1 + Bips

pro 1 <i<n.

Pozndmka 51 Abychom nemuseli vySetfovat zvlast piipady, kdy ¢« = 1 a ¢ > 1, budeme forméalné
predpokladat, ze By = 0 a pg = 0.

Poznamka 52 Podle (PCG) plati g; = Bs; + g.
Poznamka 53 Hodnota a; = g C~1g;/pl q; realizuje presny vybér délky kroku, nebof podle (PCG) plati

Pl giv1 =p; i+ aipl @i = —97 Cgi+ (9f C ' gi/pl ai)pl ai = 0.

51



Pozndmka 54 Nékteré vlastnosti nepredpodminéné metody sdruzenych gradientu (algoritmus (PCG) s
C =1) jsou ukdzény ve vété 20. Pfipomenme zde nejdulezitéjsi vztahy

pfgl = 07 (Oé)

které plati pro 1 < j < i < m + 1, kde m je index takovy, Ze ||gm|| > 0. Vztahy pro pfedpodminénou
metodu sdruzenych gradienti dostaneme formalné tak, ze misto s, g, p, ¢ a B dosazujeme § = C1/2s,
G=CY2% p=CY2% G=C'%qa B=C Y2BC /2 Vztahy (o) a () zustanou beze zmény, ale
vztah (3) je tfeba nahradit vztahem

g;rc_lgi =0, (ﬁ/)
Tento postup budeme pouzivat i nadale. Nejprve zformulujeme a dokazeme tvrzeni pro C = I a pak jako
dusledek uvedeme tvrzeni pro C' # I.

Véta 28 Aplikujeme-li algoritmus (PCG) s C = I na kvadratickou funkci Q(s) a plati-li nggj >0 a
p;‘-FBpj >0 prol <j<i, pak

Q(siv1) < Q(s4), (p)

[siall > [Isall, (o)

97 si1 g'si )
lgllllsitall = llglllls:ll

Dukaz (a) Pouzijeme-li vztahy (a)—(y) a (PCG) s C = I, dostaneme

1
Q(siv1) = g (si+aup;)+ 5(51‘ + aipi) " B(si + aipi)

1
= Q(si) +ai(g+ Bsi)Tpi + §G?P§FBP1'

1
= Q(si) + aig) pi + §a?prpi

_ Qi) - (9/9)* | 1(9/9)°
Y pI'Bp; 2 pI'Bp;

T2
— Q) - 3 <),

(b) Jelikoz s; = Z;;ll a;pj, plati

siasitt = (si+aip)’ (si+oupi) = 8] si 4+ aip] pi + 20us] pi
i—1
= s si+aip] pi+ 20 Z a;pj pi
j=1

izl T,

_ [T 2, T T J T
= 8; 8 +ogp; pi + 209; gi E Qj—F— > 8; Si;
j=1 JiJI

nebot

P} pi p; (=gi + Bi—1pi—1) = Bi—1p; pi—1 =

= 9! 9i
118 | v = ===p]p;.
k=j 95 9
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(¢) Pouzijeme-li (PCG) s C' = I, mazeme pro 1 < j < i psit

pi 4 _ 3
W~ Tl Tl
takze
7
—sip1 = — Y ap = Z%HW (Z Toc ||2>
j=1
2 2 g1 92 g2 9i
= Q1|41 + a2||g2 ( + )—i— g ( + +...+ )
lonl (n |2> o=l a2 * Toal? wlloill {1 * Toal? e
.
= Z ZaknngQ g J||2

Jj=1 \k=j

Pouzijeme-li (3), dostaneme
i
—g"sit1 =Y allgrl® >0

X 2
A

i
1

Siy15it1 = Z Zak”gk”z (PR
3 k}:] g]

7j=1
takze

. » 2
SiT+15i+1 _ ‘ Z;c:j ok llgll? 1
5?2\ aulnl?) T

Nyni pouzijeme toho, Ze raciondlni funkce ¢(t) = (a +t)/(b +t) je pro a < b rostouci (muzeme se o tom
presvédcit derivovdnim). Plati tedy

Sy llgell® i anllgnl?
> k=1 kllgxl Ek:l%llgkll2

1>

coz po dosazeni dava
T - 2\ ? 2 2
Sit1Si+1 . Z Zk_] angkH 1 4 angl” 1
s~ AT anlal?) ToP T \S onlgnl2) ToilP

2
- (Zk—]akgk2> 1 sl

agllgrl2) Nlgill? o (9Tsi)?

Bezprostiednim pouzitim této nerovnosti dostaneme (7).

Dusledek 2 Aplikujeme li algoritmus (PCG) s positivné definitnd matici C' na kvadratickou funkci Q(s)
aplatzlzg]C lg; >0 ap]BpJ>Opr01<j<z pak

Q(siv1) < Q(si),

[si+1llc > lsillcs (o")
gTSi-i-l gTSi (7_/)
lgllpllsitille = llglpllsillc’

kde ||s|Z = sTCs a||g||3, = g"C~ g (norma ||.|p je dudini k normé ||.||c).
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Dikaz Staci pouzit substituce uvedené v poznamce 54.

Véta 29 Jsou-li splnény predpoklady véty 28, plati

oy > lal?
i > .
2| Bl
Je-li navic matice B positivné definitni, plati
gTsiH 1

glllsiall = /w(B)

Dikaz (a) Protoze
gin 99
pi Bpi 7

So =81 +o1p1 =

plati
Q) = G 1 - > Jol
9"Bg 2 (¢"Bg)*  24¢"Bg 2B
takze podle (p) dostaneme —Q(s;41) > —Q(s2) > (1/2)]lg/%/IIB||-
(b) Jelikoz B je positivné definitni, plati prpj > 0, kdykoliv ||g;|| > 0, nebot («) implikuje nerovnost
llpjll > llg;ll. Podle véty 20 existuje index m < n takovy, ze ||gj|| > 0 pro 1 < j < m a gm41 = 0. Podle
(1) muzeme pro i < m psat

(979)%9"Bg _ 1(9"9)* _ lgl?

9T8i+1 9T8m+1
lglll[si+1ll = lglllsml

Jelikoz gpm41 = g + Bsmy1 = 0, je vektor s, 1 FeSenim soustavy g + Bs = 0, coz podle véty 8 dava

B gTsm_H 1
lgllllsm+1ll — /k(B)

Po dosazeni do pfedchozi nerovnosti dostaneme dokazované tvrzendi.

Dusledek 3 Jsou-li splnény predpoklady disledku 2, plati

oty > ol
i > .
26(C)|| Bl
Je-li navic matice B positivné definitni, plati
gTSiJrl ].

ylllsisall = w(C)\/w(B)

Dikaz (a) Podobné jako v dikazu véty 29 dostaneme

=T ~\2 =112 T—1 2
(R s B
g8 = 2|B| ~ 21CIBI = 2+(C)[BI

~Q(s2) = Q&) = 5

coz spolu s (p) ddvd dokazovanou nerovnost.
(b) Jelikoz
1

) IglPllsitall? < 9" C " gsii 1 Csivr < K(O)|gl?[Isisa ]l
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pro 1 < i < m, muzeme podle (/) psét

(97 si41)? S L (97 si41)? S 1 (97 smy1)? 5 1 (97 $m+1)?
lgll?[lsiv1]|? — K(C) gTC—1gsh | Csiyr — K(C) gTC1gsh | Csmpr = w2(C) |lglPllsmrr |I?

a jelikoz vektor s,,y1 je FeSenim soustavy g + Bs = 0, muzeme pouzit stejnou nerovnost jako v dikazu
vety 29.

Poznamka 55 Piedpoklddame-li, ze matice C je vybréna tak, ze x(B) < r(B), mizeme druhou nerovnost
v dusledku 3 nahradit nerovnost{

gTSH_l 1
lgllisivill = /k(B)&(C)’
nebot podle véty 29 plati
(97si41)> _ 1 (9" si41)° _ b @%i)? 1

lgll?lsi+1l> = K(C) gTC—1gs], | Csipr  w(C) T35 1 5i41 — w(C)w(B)

Neni-li matice B positivné definitni, mohou nastat problémy Jednak mize byt pI Bp; ~ 0, coz vede
k selhdn{ algoritmu (a; ~ 0o a ||si11]| & o0), nebo plati p! Bp; < 0, coz muze vést k poruseni podminky
spddovosti g7's;11 < 0. Proto je tfeba vypocet ukonéit pokud neplati p! Bp; > ¢ pl'p;, kde ¢ je zvolend
dolni mez. Jelikoz tato podminka nemusi byt splnéna pro vsechny indexy 1 < i < m, nemuzeme pouZit
druhou nerovnost v dusledku 3. Plati vSak tato véta

Véta 30 Aplikujeme-li algoritmus (PCG) s positivné definitni matici C' na kvadratickou funkci Q(s) a
plati-li p} Bp; > ¢ pjp; pro 1 < j <, pak

_g"sin c
lgllllsisall — na(C) Bl

Dukaz Pouzijeme-li vztahy («)—(y) a (PCG), dostaneme

T

Jj—1
9, C 7 g; = g] (—pj + Bj—1pj—1) = —g, pj = — (9 + ZakBPk> pi=-9"p;
k=1
pro 1 < j <1, takze
K2 T
—g"sip1 = =Y a;g"pj =Y a;g]Clg; > a1g{C gy
- =
(9iCg1)? _ plTCpl pin oo, s ol
p{ Bpy pip1 pi Bpi — w(O)]B|

Dale plati

Sin1 = Zagp; 9 PJ Z PJPJ

Jj= lijpJ

takze

IIPJp I plp;
llsit1]l < Z J || | = Z j Igll < —||9||

Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

9T8i+1 ||9||2 c ¢

Msialllgl = =(OIBI nllgl? — nw(C)IBI
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Poznamka 56 Je-li matice B positivné definitni, mazeme polozit ¢/||B|| = 1/x(B), takze dostaneme

_ gTSi+1 1
Igllllsisall — nr(B)K(C)

Tento odhad je horsi nez odhad uvedeny v dusledku 3.

Algoritmus metody sdruzenych gradientu pro vypocet smérovych vektoru v metodach spadovych smeéru
lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 3 (PCG) Data C > 0,¢> 0,0 <w < 1, m > n (obvykle m = n + 3).
Krok 1 Polozime s =0,7r=—g,v=C"'r, 0 =rTv,6=0,p=rak=1.
Krok 2 Polozime p = o, vypoéteme vektor ¢ = Bp a é&islo 7 = pTq. Jestlize 7 < ¢, ukonéime

vypocet.

T

Krok 3 Polozime o = p/7. Polozime s :== s+ ap, r == 7 —aq, v = C 1r a o = rTv. Jestlize

o < w?F nebo k > m, ukonéime vypocet.

Krok 5 Polozime 8 =0/p, p:=r+ Bp, k:= k + 1 a piejdeme na krok 2.

Vypocet skonéi bud v kroku 2 (matice B neni pozitivné definitni) nebo v kroku 3 (je nalezeno feseni s
pozadovanou piesnosti nebo byl pfekrocen povoleny pocet iteraci.
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4 Metody s promé&nnou metrikou

4.1 Zakladni vlastnosti metod s promé&nnou metrikou
Definice 27 Rekneme, Ze zdkladni optimalizaéni metoda je metodou s proménnou metrikou, jestlize
S; = —11;9; Vi e N, (VMl)
kde H;, i € N, jsou symetrické pozitivné definitni (SPD) matice konstruované podle rekurentniho vztahu
Hiy1 =~i(H; + U M;U]), (VM2)
kde U; € R™*2, M; € R?>*? (symetrickd) a v; > 0, a vyhovujici podmince

Hi 1y = pid;, (VM3)

kde y; = giv1 — gi, di = Tip1 — 23 = ;54 a p; > 0.

Poznamka 57 Matice H;,1 se ziskdva z matice H; aktualizaci jejiz hodnost je nanejvys 2. Nejefek-
tivnéjsi metody s proménnou metrikou patii do Broydenovy tiidy, ktera je charakterizovand vybérem U; =
[d;, H;y;]. Podminka (VM3) se nazyvé (zobecnénou) kvazinewtonovskou podminkou. Predpokldddme, ze
d; #0 a y; # 0, nebot v opacném pifpadé nemd podminka (VM3) smysl.

Véta 31 (Kvadratické ukonceni) Necht x;, i € N, je posloupnost generovand metodou s proménnou
metrikou z Broydenovy tridy s presngm vybérem délky kroku (plati sl g;y1 = 0 Vi € N) aplikovand na

ryze konverni kvadratickou funkci (Q). Pak existuje index k < n tak, Ze gr11 =0 a xp41 = x*.

Dikaz Predpokladejme, ze g; # 0 V1 < i < n. Dokézeme indukci, ze s; # 0 a a; # 0 V1 < i < n a ze plati

Hyy; = Nd, Vi<j<i<n+l, ()
s 9i=0 Vi<j<i<n+l1, (B)
5] Gs; =0 Vi<j<i<n. ()

Z (VM1) a () plyne, ze s;, 1 < i < n, jsou nenulové a vzajemné sdruzené (G-ortogondlni), tudiz linedrné
nezavislé, takze podle (3) nutné g, 41 = 0. Proi = 1 plati s7 g1 = —sT Hys; < 0 (H; je SPD) takze s; # 0
a ay # 0 a ddle neni co dokazovat. Indukéni krok:

(a) Necht i <n. Z (v) a (Q) plyne d'y; = df Gd;j = a;a;s] Gsj = 0 a () navic dévd y] Hiy; = NyTd; =
NdI'Gd; =0, takze Ul'y; = 0 V1 < j < i. Podle (VM2) a () tedy plati

A
Hipvy; = vi(Hiy; + U MU y;) = viHiy; = viNd; = X d;
V1 < j <i. Pouzijeme-li (VM3) dostaneme H;1y; = pid; 2 )\§+1di, takze H,11y; = )\{Hdi V1<j<i.

(b) Necht ¢ < n. Z (8), (v) a (Q) plyne sfgiﬂ = s]Tgi + szﬂyZ = sfgi + ais;‘eri =0Vl<j<i Z
presného vybéru délky kroku dostaneme sZTgl-H = 0, takze celkem s]TgiH =0Vl <j<i.

(C) Podle (VMI) je gijjrlsi-‘rl = *951H1‘+19i+1 < 0 takze Si+1 7é 0a Q41 7£ 0. PouZijeme—li (VMI), (Q),
(a), (b) dostaneme
>‘3+1

J

1 .
T _ T _ T \i T,
s; Gsit1 = — Y Hit19i11=— dj git1 = —Aiy155 9it1 =0

j
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Véta 32 (Aproximace Hessovy matice). Necht jsou splnény predpoklady véty 31 sv; =1 ap;=1Vi € N.
Pak plati H, 1 = G~1.

Dukaz 7 dukazu véty 31 plyne, ze

Hy1y; = d; Vi<ji<n

a 7e vektory d; a y; = Gdj, 1 < j < n, jsou linedrné nezdvislé. Z tohoto divodu musf platit H,11 = G~'.
Nyni se budeme zabyvat vySetfovdnim aktualizace (VM2). Pro zjednoduseni budeme index i vynechdvat
a index 741 nahradime symbolem +. Nejprve uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni tykajicich se aktualizaci.

Lemma 8 Necht U € R™*™, V € R"™ ™ jsou malice s linedrné nezdvislymi sloupci (takze m < n). Pak:
(a) Matice UVT md stejnd nenulovd vlastni éisla jako matice VIU.
(b) Matice I +UVT md stejnd nejednotkovd vlastni ¢isla jako matice I+ VTU.
(¢c) Plati det(I + UVT) =det(I + VTU).
(d) Je-li matice I + UV requldrni, plati (I + UVT)"t =T -UI +VTU)"1VT.
Diikaz (a) Necht UVTz = Az, x # 0 a A # 0. Pak nutné VT2 # 0 a mtizeme psat VIUVTx = AV,
neboli VITUy = Ay, kde y = VT Tz # 0. Necht naopak VIUy = Ay, y # 0 a XA # 0. Pak nutné Uy # 0 a
muzeme psat UVTUy = AUy, neboli UV Tz = Az, kde z = Uy # 0.
(b) Ziejmé (I + UV ')z = Az pravé tehdy, jestlize UVTx = (A — 1)x, a (I + VIU)y = Ay pravé tehdy,
jestlize VITUy = (A — 1)y. Tvrzeni (b) tedy plyne z (a).

(c) Determinant matice je roven soucinu jejich vlastnich ¢isel. Tvrzeni (c¢) tedy plyne z (b).
(d) Plati

T+uovhHa-va+vio)y " 'vhH=1+uvvt —va+voya+vio)y"'vt = 1.

Dasledek 4 (Woodbury) Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 8 a necht H € R™ ™ je reguldrni
matice. Pak

det(H +UVT) =det H det(I + VITH™1U)

(H+uvh =g~ —HF 'va+VvTHE'U)'VTH.

Diikaz Plati H + UVT = H(I + H-'UVT), takze mtizeme pouzit (c) a (d) z lemmatu 8 (matice U se
nahrad{ matici H~'U).

Dasledek 5 Necht U € R™ ™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci (takze m < n) a M € R™*™ je
symetrickd requldrni matice. Pak:

(a) Matice UMUT md stejnd nenulovd vlastni ¢isla jako matice MUTU (nebo jako matice UTUM ).

(b) Matice I + UMUT md stejnd nejednotkovd vlastni éisla jako matice I + MUTU (nebo jako matice
I+UTUM).

(c) Plati det(I + UMU7T) = det(I + MUTU) = det(I + UTUM) = det M det(M~! + UTU).
(d) Je-li matice I + UMUT reguldrni, plati (I + UMUT)"' =1 -UM~'+UTU)~*UT.
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Dikaz Sta¢i v lemmatu 8 pouzit UM misto V' (nebo UM misto U a U misto V).

Dusledek 6 Necht jsou splnény predpoklady disledku 5 a necht H € R™*™ je symetrickd positivné definitni
matice. Pak

det(H + UMUT) = det H det M det(M ' + UTH~U)

(H+UMUDY ' =H ' -H'UM ' +UTH'U)'UTH.

Diikaz Plati H+UMU”T = H'/2(I+ H'2UMUTH-'/2)H"/?, takze miizeme pouzit (c) a (d) z disledku
5 (matice U se nahrad{ matici H~/2U).

Nyni se vratime k vySetfovéni aktualizace (VM2). Budeme predpoklddat, ze vektory d a Hy jsou
linedrné nezévislé. Jsou-li tyto vektory linedrné zavislé, ma matice UMUT hodnost 1 a véechny aktualizace
z Broydenovy tiidy jsou ekvivalentni (ddvaji stejnou matici H;). V tomto pfipadé je vyhodné pouzivat
metodu hodnosti 1. Kvazinewtonovskou podminku H,y = pd muzeme v tomto piipadé splnit prostym
vynasobenfm matice H &fslem v = py?d/yT Hy.

Véta 33 Necht Hy, = v(H + UMUT), kde H je SPD matice a U = [d, Hy]. Pak H,y = pd plati prdvé
tehdy, jestlize

1 a
M= [ pies) ]
_n n=1 |’
b a
kde n je volny parametr a kde
a=y" Hy, b=yld, c=d 'H 'd.

Dukaz Podle (VM2) a (VM3) musi platit

1 mip Mo b
SHey = Hy+[d Hyl [ me ms || a
= Hy+ (m1b+ moa)d + (meb+ mza)Hy = gd,
takze nutné
mib+maa = p/7,
mob + msa = —1.
Jeden parametr je nadbytecny. Zvolime ms = —n/b a zbylé prvky mq,ms uréime feSenim soustavy. Tim

dostaneme matici M uvedenou ve vété 33.

Poznamka 58 7 pozitivni definitnosti matice H a z nenulovosti vektoru d a y plyne, ze a > 0 a ¢ > 0.
Vybirdme-1i délku kroku podle (S3b), plati

b=y'd=a(gy —9)"s > a(ea —1)g"s > 0.

Z pozitivni definitnosti matice H a ze Schwarzovy nerovnosti plyne, Ze ac — b®> > 0. Jsou-li vektory d a
Hy linedrné nezavislé, plati ac — b? > 0.
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Poznamka 59 Pii vySetfovani metod s proménnou metrikou budeme ¢asto pouzivat oznaceni

5= i( (ac — b%) +b?),

Y-

= —det M, kde M je matice vystupujici ve vété 33. Podle

®|H QIE

Piimym vypoctem se snadno piesvédéime, ze
poznamky 62 plati det((1/v)H;) = ddet H.

=

Pozndmka 60 Vztah H, = v(H + UMU?) miizeme rozndsobit. Pak plat{

1 por 1 T, ([ a T
~H,=H+ —dd" — -Hy(H - |(-d—Hy)(-d—H H
S He 0 L Hy(Hy) +a(b vy y) (H)
(Broydenova tiida). Nejzndméjsi ¢leny Broydenovy tiidy dostaneme, polozime-li n = 0 (metoda DFP):
i, —Hy Lad® — L iy(ry)T (HD)
vy b a
nebo 7 =1 (metoda BFGS):
1
-H,=H dd" — —(Hyd" + d(Hy)" HB
SHy = H o+ (G + Dyad” = 3y + d(i)) (B)
nebo n = (p/v)/(p/v — a/b) (metoda hodnosti 1):
Ly e (pd H)(pd H)T (HR)
- = TN, o\ Ta— 11y —a— 1y
v (p/7)b—a \v o
nebo n = (p/7)/(p/v + a/b) (Hoshinova metoda):
i, -y 2 - ;(pd—kHy) (Bd+Hy>T (HH)
o b? (p/7)b+a gl '

Z téchto ¢tyt konkrétnich metod jsou bez dalsich tprav prakticky pouzitelné pouze metoda BFGS a
Hoshinova metoda. Metoda DFP vyzaduje ptresny vybér délky kroku nebo dusledné skalovani, jinak
konverguje velmi pomalu Metoda hodnosti 1 obecné nesplituje podminku pro pozitivni definitnost matice
H,; (zduvodnéni je uvedeno v pozndmce 63), takze muze dojit ke ztrété globalni konvergence vlivem
poruseni podminky spddovosti (Sla).

Poznamka 61 Uvedeme nékolik dalsich tvaru aktualizace (H), které se pouzivaji pfi implementaci nebo
pfi teoretickém vysSetfovani metod s proménnou metrikou. Pfedné jsou to dvouclenné symetrické vztahy

1 ua o 1—77( na )( na )T

“H,=H+ dd” — d+Hy)———d+Hy) |,

v 1—1 a \(I-nph (1—n)b
1 1 (p/7)b+na ) <(p/v)b+na )T pb T
—“H, =H+ < d—nHy) (22200 nHy) — —F Hy(Hy)T,
vy (p/7)b +na b Y b i i+ e V)

T
=t g (B aty) (Sa- 1) - e (G- ) (Ga- )

Prvni je zobecnénim vztahu pro metodu DFP, druhy se pouzivd pfi implementaci metody BFGS, pro
kterou dosazenim n = 1 dostaneme
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1, g, L fa po a py N L r
7H+_H+(p/v)b+a<(b+7)d Hy) <(b+7)d Hy) (p/v)b+aHy(Hy)’

a tfeti je zobecnénim metody hodnosti 1. Pro konstrukci metod s omezenou paméti je uziteény pseu-
dosoucinovy tvar

1 1— T
—H+:<I—(‘[d+ =iy > )H(I_y(ﬁd+JHy> >+ﬁddT,
v b a b
ktery lze pouzit pouze tehdy, pokud n > 0. O spravnosti v8ech téchto vztahu se muzeme piesvédéit jejich
roznasobenim a porovnanim odpovidajicich si ¢lenu.

Lemma 9 Necht H je SPD matice, a >0, b >0, ¢ > 0 a necht H; je matice ziskand pomoci aktualizace
1 1

(H), kde v > 0 a p > 0. Pak matice (1/v)H 2 H{H ™2 md n — 2 jednotkovijch vlastnich cisel a zbyld dvé

vlastni ¢isla jsou TeSenim kvadratické rovnice.

AN —oA+6=0,
kde
1 pc pec n
= = )+ + = (1 L
1 b
5= B—(n(ac— b?) + %) = L2 (1 — ﬂ*)
ya vya n
a kde
b2
* = <0
g ac — b?
je kritickd hodnota parametru n (pokud ac — b* = 0, mizeme poloZit 1/n* =0 an* = —00).

Dikaz Podle (VM2) plati

1 1 1

“H *H,H *=I+H UMUTH 3.

Y
Tato matice ma n — 2 jednotkovych vlastnich ¢isel odpovidajicich n — 2 vlastnim vektorum kolmym k
Hz2U. Zbyla dvé vlastni ¢isla jsou podle diisledku 5 vlastnimi ¢isly matice I+ MUT H=1U, takze pro né

musf platit det((1—A)I+MUTH~1U) = 0. Pouzijeme-li pro M vztah uvedeny ve vété 33 a pro UT H~1U
vztah

vTH = | ¢ 0
b a |’

muzeme psat

B T 77—1 _ LA, 0 ©
det(1-XNI+MU"H™'U) = det({ 0, 1_,\} {b, a})
ac—b? P
- -+ +1=A 2}
= det _ae— 2_b j)\ =0,
n ab a’

coz po tpravé dava A% — o\ + 6 = 0 s koeficienty uvedenymi v lemmatu 9.
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Poznamka 62 Poznamenejme, 7e § se jako soucin vlastnich ¢isel matice I + MUT H~'U rovné (podle
disledku 5) determinantu matice 1H-2H{H~% = [+ H-*UMUTH~%. Plat{ tedy det((1/7)Hy) =

0 det H, coz lze zapsat ve tvaru.
1 b
det (—H+> L2 (1 = ﬁ) det H
Y Ya n

(pokud ac — b* = 0, mizeme polozit 1/n* = 0).

Véta 34 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 9. Pak Hy je SPD prdvé tehdy, je-li splnéna nerovnost
n(ac —b?) +b* > 0, neboli n > n* (pokud ac — b*> = 0, miizeme poloZit n* = —00).

Diikaz Je tfeba najit podminku pro to, aby rovnice A> — oA + § s koeficienty uvedenymi v lemmatu 9
méla kladné koreny. Oznacme A\; a Ay tyto kofeny. Pak Ay + Ao = 0 a Ao =6 takze \; > 0a Xy >0
pravé tehdy. kdyz o > 0 a § > 0. Z definice ¢isel o a § plyne, ze

_Jas, pPc
AT
Jelikoz predpokladame, ze a > 0, b > 0, ¢ > 0, v > 0, p > 0, plati ¢ > 0 kdykolivd > 0. ZJ > 0
dostaneme podminku n(ac — b?) + % > 0, neboli n > n*.

Poznamka 63 Z véty 34 plyne, ze matice Hy je SPD, pokud n > 0 (nebot n* < 0). To znamend, ze
metoda DFP, metoda BFGS i Hoshinova metoda generuji pozitivné definitni matice. Metoda hodnosti 1
tuto vlastnost nemé, nebot primym dosazenim hodnoty n = (p/7)/(p/v — a/b) do vyrazu pro § zjistime, ze
plati 6 = ((p/v)c—b)/(b— (v/p)a), takze 6 > 0 pouze tehdy, jestize bud 0 < p/v < b/c, takze n* <n <0,
nebo a/b < p/v, takze 1 < 1 (ze Schwarzovy nerovnosti plyne, ze b/c < a/b).

V nékterych aplikacich, naptiklad pii minimalizaci s nelinedrnimi omezenimi je velmi dulezity inverzni
tvar rekurentniho vztahu (H).

Véta 35 (Aktualizace matice B = H~'). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 9. Necht B=H~ ' a
By = H[". Pak plati

Y1 o1 B e c T
B, =B+ <1-yyT — ZBd(B E(Zy—-Bd)(-y—B B
1By =Bt oy~ Bd(Bd) += (Sy-Bd) (Fy-Bd) . (B)

kde

Bnac —b*) + (B +n)b* = b°.

Dtikaz Inverzi vztahu %H+ = H +UMUT podle diisledku 6 dostaneme

B, =B—BUM ™' +UTBU)"'U'B £ B+ BUKU"B,
kde K € R**2. Jelikoz podle (VM3) plati H,y = pd, musi platit Byd = (1/p)y neboli

YByd = Bd +[Bd,y) { oo } { ‘ } = Ba+ (ke + hab) B + (hoe + kab)y = Ly,

takze nutné
klc + kgb = 71,

kaoc + ksb = ~/p.

Zvolime ko = —(3/b a zbylé prvky k1, k3 uréime feSenim soustavy. Tim dostaneme
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)

|
1
=
ol
@ =
Sl

P(s5+3)
coz po dasazeni do yBy = B + BUKUT B davé (B). Vztah svazujici 3 s 1 lze ziskat napiiklad z rovnosti
K=-(M1'+Uu"BU)™.

Jednodussi zpusob je uveden v poznamce 66.

Poznamka 64 (Dualita) Vztah (B) dostaneme ze vztahu (H) zdménou v — 1/, p — 1/p, a — ¢, ¢ — a,
d—y,y—d, H— B, n— (. Metody DFP a BFGS jsou navzijem dudlni. Metodu DFP dostaneme pro

6=1
c v\1 1
YB, =B+ <5 + ;> Bny -3 (Bdy" +y(Bd)") . (BD)
Metodu BFGS dostaneme pro = 0:
1 1
~B, = B + %Eny — —Bd(Bd)"". (BB)

Metoda hodnosti 1 je samodudlni, dostaneme ji pro 8 = (v/p)/(v/p — ¢/b):

+B. :B+le)—c (%y—Bd) (%y—Bd)T. (BR)

Hoshinova metoda je také samodudlni, dostaneme ji pro 8 = (v/p)/(v/p + c/b):

1 +Bd> <%y+Bd)T. (BH)

2c 1
YB+ =B+ 5yy —7(
i b? (v/p)b+c\p

Poznamka 65 7 duality plyne, ze matice By je pozitivné definitni pravé tehdy, jestlize g > (%, kde
B* =n* = —b*/(ac — b*) < 0.

Poznamka 66 Z duality lze snadno uréit vztah mezi § a n. Plati totiz
vb g
det(yBy) = =-- (1— )detB7
(B =12 (1- 2

coz spolu s vyrazem pro det H; (pozndmka 62) a identitou det By det Hy = 1 davé

b2
ac ﬂ* 77*
Po roznasobeni dostaneme rovnost uvedenou ve vété 35.

Poznamka 67 7 tivahy pouzité v pozndmce 66 plyne, ze pii piechodu od vztahu (H) ke vztahu (B)
provadime zdménu § — 1/6. Z ditkazu véty 35 vime, ze —K 1 = M~ + UTBU, coz podle dusledku 6
dava det(K 1) = §det M (nebot K € R?*2, takze det(—K ~1) = det K~!). Odtud plyne, 7e pii prfechodu
od vztahu (H) ke vztahu (B) provddime zdménu p — p/6. Z duality plyne, ze
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4.2 Soucinovy tvar metod s proménnou metrikou

Nyni budeme vysetfovat souc¢inovy tvar metod s proménnou metrikou. Budeme piedpoklddat ze H = SST
a Hy = S+SI, kde matice S € R™*™ a Sy € R™™ maji plnou hodnost. Matice S; se uréuje pomoci
aktualizace

1
V7

kde p € R™ a § € R™. Soulinovy tvar metod s proménnou metrikou se pouzivd zejména v piipadé, ze
m #n.

S+ =S +qua (S)

Poznamka 68 Existuji dvé moznosti, bud

%& — S+ 50"), (Sa)

kde p € R™, nebo

%S+ = (I +pq")S, (Sb)

kde ¢ € R™. Prvni moznost je vyhodna tam, kde je tfeba zachovat £(.S), napiiklad pfi minimalizaci s
linedrnimi omezenimi, kde podprostor £(S) je dan aktivnimi omezenimi. V tomto piipadé musi existovat
vektory d € R™ a p € R™ takové, ze

d=5d, p=Sp.

Druhd moznost se pouzivd tam, kde je tfeba ménit £(S), napifklad u metod s proménnou metrikou s
omezenou paméti. V tomto pripadé musi existovat vektory y € R™ a g € R™ takové, ze

§=5"y, i=S"q.

Cisla a, b, ¢ lze uréit podle vzorci

a=7i%y, b=g"d, c=d"d.

Nejprve ukdzeme, jak musi vypadat aktualizace (S), aby byla splnéna kvazinewtonovskd podminka.

Lemma 10 Uvazujme aktualizaci (S), s vektorem ¢ zvolengym tak, Ze

D*2 (@9 + (Cb - )i’ > 0,
kde § = STy (pokud p/v > a/b, miiZe byt vektor G libovolny). Pak kvazinewtonovskd podminka S STy = pd
je splnéna pravé tehdy, plati-li
(p/d—SG+7q) _ (p/1)d—SH+ 719

'y +7q) D

Cislo T = pTy se vypocte z rovnosti ¢*§ + 7§* G = D. Pokud p/v = a/b, lze volit T = 0.

Dukaz Pouzitim vztahu (S) dostaneme
1 N - - ~ T ~
SS5SL = (S +p0")(S" +ap") = ST +pg" ST + Sap" +pd"dp",

takze kvazinewtonovskou podminku muzeme zapsat ve tvaru
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o - p
ST+pi" G+ SipTy+pi @p'y = ;d,
kde §j = STy. Oznacéime-li 7 = pTy, mizeme tuto rovnost zapsat ve tvaru
P
S@H+7q) +pi" (§+ 7§ = ;d7

odkud dostaneme vztah pro p. Dosadime-li tento vztah do rovnosti 7 = p”'y, miizeme psat

7 druhé strany umocnénim vyrazu D = ¢’ § + 7§ §, dostaneme
2§ Q) + 21 gq g+ (§79) = D,
coz porovnanim dava
2 _ (~T~\2 P ~T ~
D”=(q"9) +(;b—a)q q.
Toto ¢islo musi byt kladné, coz ponékud omezuje volbu vektoru g.

Nyni se budeme zabyvat sou¢inovym tvarem metod z Broydenovy tiidy. Poznamenejme, Ze Broydenovu
ttidu lze vyjadiit v soucinovém tvaru pouze tehdy, kdyz d € L(S) (takze d = Sd), coz plati napiiklad
tehdy, je-li matice SST regularni (pak d = ST (SST)~1d). V opaéném piifadé muizeme sice viechny vztahy

formélné pouzit, ale vyslednd metoda nebude pattit do Broydenovy t¥idy.

Lemma 11 Necht U =[d,g)], kde d = Sd a § = STy (takze SU = U). Uvazujme aktualizaci (S) kde
G = Uq a kde vektor ¢ € R?**? je wvolen tak, ze D* = (G79)? + ((p/7)b — a)G*'q¢ > 0. Pak pro matici
Hy =S8.ST plati Hy = ~(H + UMUT), kde 6 = det((1/7)Hy)/det H >0 a p = —det M > 0.

Diikaz Jestlize ¢ = Ug a D? > 0, pak podle lemmatu 10 plati

_ (p/d=SG+7d) _ (p/y)d=55Ty+7UqG & ;.
p= D = D =Up,
kde p € R**? Dosadime-li obé tato vyjadeni do vztahu pro (1/7)S5 SI uvedeného v dikazu lemmatu 10,

muzeme psat

1
—8,8T = 88T 4+ Upg"UT + Ugp"UT + UpgT gpTUT = SST + UMUT,
~
kde
. . o . ~T =~ o1 AT
M=qu+qu+ququ=[p7Q][qlq 0} |:22T:|'
Pouzijeme-1i vétu o nasobeni determinanti, dostaneme

det M = —(det[p,q])* < 0.

Déle plati SST + UMUT = S(I + UMUT)ST a pouzijeme-li (Sb), muzeme psit SST + UMUT = S(I +
pd")(I +Gp")S, takze podle lemmatu 8 plati

§ =det(I + UMUT) = det(I + pg") det(I + gp") = (1 + G p)* > 0.
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Poznamka 69 Podle lemmatu 11 existuje soucinovy tvar pouze pro ty metody z Broydenovy t¥idy, pro
které § > 0 a u > 0. Ve vété 37 ukazeme, ze tyto nutné podminky jsou v jistém smyslu i podminkami
postacujicimi.

Nyni ukazeme, jak lze volit vektor § = U q, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tiidy. Jak
vyplyvé z dikazu lemmatu 10, je vektor p uréen vektorem ¢ (existuji obvykle dvé feseni). Navic vyslednd
aktualizace nezdvisi na normé vektoru ¢, nebof z (S) plyne, Ze vyndsobime-li vektor ¢ néjakym cislem,
staci timto ¢islem vydélit vektor p. Proto budeme hledat vektor ¢ ve tvaru ¢ = ¢ + 9d.

Véta 36 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 11 a necht ¢ =y + Vd. Pak aktualizace (S) je ekviva-
lentni aktualizaci (H), pokud

090" _ L e 12) 4 7). (+)

P
~v D2 ab

kde
D? = %b(a + 20b + 9?c) — 9*(ac — b?).

Jestlize n = 0, pak bud 9 = 0 nebo

V ostatnich pripadech plati

coZ lze zapsat ve tvaru

Diikaz V ditkazu lemmatu 11 jsme ukdzali, ze § = (1 + ' p)2. Vyraz vystupujicf na pravé strané této
rovnosti je podle lemmatu 10 roven ¢&islu

T
T~ pqgtd pb+dc
1+qu:1+qu:§—0 =75

Dosadime-li za 6 vyraz z lemmatu 9, dostaneme (x). Jelikoz ¢7§ = a+9b a ¢ § = a+29b+192c, dostaneme
po tpravé vyraz pro D? uvedeny v tvrzen{ véty 36. Dosadime-li tento vztah do (x), dostaneme po tipravé

92 (Letb) 2080 ="p2
v v b

Jestlize n = 0, pak bud ¥ = 0 nebo 1/9 = —(y/p+c¢/b)/2. V opaéném pifpadé dosazenim za D? a dalsimi
tUpravami dostaneme

1— )b
d=mb [192 (”C+1)+2ﬂp} +2s - Loy,
na b v b v

neboli



Tato kvadratickd rovnice ma reseni

1 Y ¢ ye ol c
— = 2 —_ — —_— = —_ —_
3 Xi\/x +X(p+b)+pb Xﬁ:\/<x+p>(><+b).

Posledni dokazovany vztah plyne z toho, ze

c  (1—=n)b?>+nac nlac—>b*)+b> 6
X + - = = = —
b nab nab Fn

1—n)b b(1— b Ab?
2= Q=mbjatmy/p _ ab(=np/y+na/b _ b

P n pa n o

Poznamka 70 Véta 36 uddva zpusob, jak lze k dané metodé s proménnou metrikou (charakterizované
parametrem 7)) nalézt souc¢inovy tvar (S). K dané hodnoté n najdeme podle véty 36 hodnotu o urcujic
vektor ¢ a ¢islo D? (existuji obvykle dvé feseni). Pak podle lemmatu 10 uréime vektor p (existuji opét dvé
feseni).

(a) Pro metodu DFP plati n = 0, takze lze volit ¢ = 0.
(b) Pro metodu BFGS plati n = 1, takze x = 0, coz dédvd ¢ = ++/pb/~e.

(¢) Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/7v)/(p/y — a/b), takze p = 0 a x = v/p, coz davd ¥ = p/~.
Metodu hodnosti 1 mizeme vyjddiit v souc¢inovém tvaru pouze tehdy, kdyz bud 0 < p/v < b/c, nebo
a/b < p/v (pozndmka 63).

Pouziti véty 36 neni ptili§ vhodné pro explicitni vyjadfeni soucinového tvaru. Jinou moznost udéva
nésledujici véta, kde symboly /6 a /1t oznacuji libovolné hodnoty (kladné i zaporné) takové, ze (V)2 =46

a (yi)?® = p.

Véta 37 Uvazujme aktualizaci (H), kde H = SST, a>0,b>0,c>0,ac—b>>0,6>0,u>0a
§+pu>0. Necht d= Sd a §=STy. Pak plati H, = SISJF, pricemz

1 -

— S, =S+UpgtUT, S1

V7 + (S1)
kde

T
st =L Ltayn Vo — by
A —1=byr || -2Vo+eyn

a

= (”cb) + (b 7a> V6 + (ac— b)) /i
v P
Dukaz (a) Z dukazu lemmatu 11 vime, zZe

(P1Go — G192)* = (det[p, §])* = —det M = p.

Pouzijeme-li tento vysledek muzeme psat
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|0 ) 251(?2—@1132}_[ 0, ‘h/ﬁ]
PP = gip — prde 0 I /TR '

(b) Predpokladejme nejprve, ze 6 > 0. Pouzijeme-li vztah (S1), dostaneme

1 - - . .

—S.ST =8I +Upg"UNYI+Ugp"UT)ST.

Y
7 dukazu lemmatu 11 vime, zZe

det(I + UpgTUT) = /6,

takze podle lemmatu 8 plati

N - 1 -~ -
I+Upg" Uyt =1 - —Upg"U”
( pgU") N
a podminku S+S§fy = pd muzeme zapsat ve tvaru
(I+0gpT0Tyg="2 <I - if/@ffﬂ) d.
gl Vo

Vynasobime-li tuto rovnici zleva matici UT a ptihlédneme-li k tomu, ze
dostaneme

coz po upravé dava
7| b Ll ple| _ 1 a, —b plc| |0 _
qp |:a:|+pq \/S’Y b _ac_bQ _b7 C fy b a -
Pouzijeme-li nyn{ (a), dostaneme
(] 1)) - L]
+ _ = v .
e ([ a] Vovl|b —1-by/p

7Z tohoto vyjidieni je patrné, ze vektor p € R? je skaldrnim ndsobkem vektoru na pravé strané posledni
rovnosti. Jelikoz skaldrni ndsobek muzeme zvolit libovolné, polozime

(5]

Pak pro vektor § € R? dostaneme rovnici
. 1p . 1p )
b+ —==—c|+ a+—==b) =1
" ( e ) - ( N
a z (a) plyne
- (P
i (1407 + i (£ 4+ avi) = VE

Resenim téchto dvou rovnic je vektor
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1| Vo-bym
TZN| -2voteyn |

kde

A= <§c—b)+ (b—%a>¢5+(ac—b2)\/p.

Jelikoz ac—b% > 0, je alespon jeden z vyrazi (p/v)c—b a b— (v/p)a nenulovy a protoze § > 0, lze vhodnou
volbou znaménka /& docilit toho, ze A # 0.

(c) Necht nynf § = 0. Jelikoz podle piedpokladu plat{ ac — b? > 0 a g > 0, mizeme vhodnou volbou
znaménka /i docilit toho, ze A # 0. Jelikoz podle pozndmky 59 je ¢ linedrni funkci parametru 7 (se
smérnici ac — b2 > 0), plati 6(n+ ) > 0 pro libovolné &fslo € > 0. Pro §(n+¢) > 0 mzeme pouzit postup
uvedeny v (b) a protoze vSechny veli¢iny v rozkladu (S1) zavisi spojité na e, lze pouzit limitni pfechod a
tvrzeni plati i pro 6 = §(n) = 0.

Poznamka 71 Ve vété 37 jsme pouzili predpoklad 6 + p > 0, nebot v opaéném fipadé je matice pg’
vystupujici v (S1) nulovd. I v tomto pifpadé je vsak mozné vyjadrit aktualizaci (H) v sou¢inovém tvaru.
Hodnota p = 0 odpovidd metodé hodnosti 1, pro kterou podle dusledku 7 plati vyjddreni (SR) a pokud
ac — b? > 0 nemtize byt jmenovatel v (SR) nulovy.

Obé piedchozi véty obsahuji pomérné komplikované vyrazy. Tyto vyrazy se velmi zjednodusi pro
zékladni metody (HD), (HB), (HR).

Disledek 7 Pro metodu DFP plati n = 0, ¢ili § = pb/(va) a u = p/(vyab), takze

1 1 pa \ .
— S, =85—=(85Ty+ —d) T SD
A a( Yy ‘/vb ] (SD)

Pro metodu BFGS plati n = 1, &ili § = pc/(7b) a u = 1/b%, takize

T

1 1 5 pb ~
— S, =8S—=d|gLt4/—d] . SB
Jose=s-ja(oe %) s8)

Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)/(p/y — a/b), ¢li 6 = ((p/v)e —b)/(b— (v/p)a) a u = 0, takze

1 -1
5. =5+ 2\/5 (ﬁd - SSTy> (
al (%) c—=28b+a v

V téchto vzorcich je d = Sd (pokud d € £(S)) a STy = S7 (pokud § = STy).

=12

J—g)T. (SR)

Dikaz K odvozeni téchto vztahu mtzeme pouzit bud vétu 36 nebo vétu 37. Pouziti véty 36 je vhodné pro
metodu DFP, nebot pro 9 = 0 se potfebné vyrazy velmi zjednodusi. Pro metodu BFGS musime pouzit trik
spocivajici v tom, ze kvazinewtonovskd podminka je v tomto pripadé splnéna, pokud 7 = —1. Pouzitim
této hodnoty lze obejit vypocet ¢isla D? a jeho odmocniny. Zde pouzijeme vétu 37. Piimé dosazeni do
(S1) nenf trividlni a vyzaduje specidlni volbu znaménka /i, jinak nedostaneme jednoduchd vyjadieni.

(a) Pro metodu DFP lze dosazenim zjistit, ze § = pb/(va) a p = p/(yab). Znaménko ,/;z budeme volit

tak, aby platilo v/d = by/i. Pak

A= (zc—b>+za(5c— )\/5_ (jc_b) (V5 + 1)/V/3,
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L s L Y |

takze po vykraceni
+./2 1o
b
A 1 ]{1}'
(b) Pro metodu BFGS lze dosazenim zjistit, ze 6 = pc/(yb) a p = 1/b*. Znaménko ,/z budeme volit tak
aby platilo \/i = —1/b. Pak

1MT_H%\/5H(1)]_1

= ° -

. 1[ %b—a .| Ve | Ve+1
P=% o CIT e ) | T —AVaVE+)
takze po vykraceni
p_1 b
lﬁdel 1 Y Ve :_1 1 + % )
A b| O -1 bl O 1
(¢) Pro metodu hodnosti 1 lze dosazenim zjistit, ze
ppc_b
’y%bfa
a p =0, takze
Le—b
A(Pcb)ﬂ@ba)«sq%) PACT s V(P >f(f+1)
gl P\ P\ y5b—a P\




Poznamka 72 Vzorec (SR) lze upravit tak, aby se v ném neodecitala blizkd ¢isla. Dosadime-li do (SR)
vyraz pro & a rozsiiime-li zlomek &slem /& + 1, vykrati se novy Eitatel s pivodnim jmenovatelem a po
upravach dostaneme

1 1 p T -\
— S, =5+ <—d—SS y) <—d—y) .
VY gbfaﬁ:\/g(%b—a)(gc—b) g g

Poznamka 73 V soucinovém tvaru lze vyjadfit také vztah (B). Z praktickych diuvodu se inverzni sou¢inovy
vztah pouzivd pouze v piipadé, Ze matice B je reguldrni (potfebujeme fesit soustavu Bs + g = 0).
Predpoklddejme, ze B = ATA a By = AT A, kde matice A € R™*" a A, € R™*" maji plnou hodnost,
co7 nastava napiiklad v piipadé, ze F(x) = (1/2)f7(x)f(z) (minimalizace sou¢tu étverci) a matice A
aproximuje Jacobiovu matici zobrazeni f : R™ — R™.

Véta 38 Uvazujme aktualizaci (B), kde B = ATA, a>0,b>0,¢c>0,5>0 au>0. Necht d=Ad a
§=A(ATA)" 'y (takze y = ATy). Pak plati By = AT A, pricems

1 -
VAL =A— %UPQT(BU)Ta (A1)
kde p a § jsou vektory vystupujici ve vété 37.

Dikaz Podle (Sa) plati

1
;S+SI = (I+pq")SS"(I + qp"),

coz s pouzitim lemmatu 8 dava

1 1
ATAL =T+ ") P ATA(I +pg") ™t = (I—— T) AT A (I—— T).
YALAy = (I +qp") (I+pq) NG Nk
Plati tedy
VYA =A (I - iqu) =A- LUﬁdT(BU)T
Ve Ve ’
nebot
Ap = AUp = A[d, (A A)"y)p = [d, 5| p = Up
a
g=ATG=ATOg= AT [d) y} j = [ATAd, y] ¢ = BU¢
Poznamka 74 Pro metodu DFP plati
1{- Yo\ 1
AL =A—-[dL,/— . AD
VAL . ( pay> y (AD)
Pro metodu BFGS plati
1-7 7 e 4

Pro metodu hodnosti 1 plati
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VAL = A+ (g)lz/a\/_g 2_12 » (%y - J) (%y - ATAd>T . (AR)

kde 1/6 = (v/p)((v/p)a —b)/((v/p)b — ¢). Vzorec (AR) lze upravit na tvar

T
g T
ViAL = A+ - (—y—d)( y— AAd) :
c:l:\/ (2b—c)(Za—1b) \P p

Ve vsech téchto vzorcich je y = ATy (pokud y € L(AT)) a AT Ad = ATd (pokud d= Ad). Poznamenejme,
ze pro minimalizaci souc¢tu ¢tverci mé prakticky vyznam pouze metoda BFGS, kterd pouzivd vektor
d = Ad. Ostatni metody potiebuji navic vektor = A(AT A)~1y, takze je nutné invertovat matici AT A.

Poznamka 75 V predchozim vykladu jsme narazili na jistd omezeni, ktera musi spliiovat nékteré vyznamné
metody z Broydenovy tiidy. Proto se definuji ruzné ¢asti této tiidy.

(a) Definitn{ metody, kdy n > n* a 8 > 3*.

(b) Rozlozitelné metody, kdy 6 > 0 (takze n > n* a 8 > §*) a p > 0. Dosazenim za u se snadno
piesvédéime, ze pokud b/c < p/v < a/b, je kazdd definitni metoda rozlozitelnd. Oznaéme n*F
hodnotu odpovidajici metodé hodnosti 1. Pokud 0 < p/v < b/c¢, jsou rozlozitelné ty metody pro néz
n > nHE kde n* < nHf < 0. Pokud a/b < p/v, jsou rozlozitelné ty metody pro néz n* < n < nffk,
kde nff > 1.

(c) Perfektni metody, kdy n >0a 0* < < 1.
(d) Omezené metody, kdy 0 <n <1a0<g<1. Tyto metody jsou téz rozlozitelné a perfektni.

Metody DFP, BFGS a Hoshinova metoda jsou omezené. Metoda hodnosti 1 je definitni pouze tehdy,
jestlize bud 0 < p/v < b/c nebo a/b < p/v. V tomto piipadé je tato metoda rozlozitelnd a jestlize
a/b < p/v i perfektni. Metoda hodnosti 1 neni nikdy omezen4.

4.3 Varia¢ni odvozeni metod s promé&nnou metrikou

Velmi zajimavy zpusob jak lze ziskat metody s proménnou metrikou spoc¢ivd v pouziti minimalizaéniho
principu.

Véta 39 Necht W je SPD matice. Pak Frobeniova norma |W=Y2((1/y)Hy — HYW=Y2||p je minimdini
na mnoziné véech matic splniugicich kvazinewtonovskou podminku

1
(—H+—H)y=£d—Hyéw
v v

prdvé tehdy, plati-li

1 Wyw” +w(Wy)"  wly Wy(Wy)" =
—H+ = H + T - T T .
Y y' Wy y' Wy y' Wy

Diikaz Jelikoz matice (1/7)Hy — H je symetrickd, mtzeme polozit (1/7)Hy — H = X + X7, kde X je
zatim neznam3 Ctvercova matice . Nutnost dokédzeme pomoci Lagrangeovy funkce

W2 + XN W 25 + T (w — (X + XT)y) =

Ze X+X e;yi |,

j=1

Il
I N
HM:

Z TW 1/2 X+XT) 1/2 +Zuz w; —
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kde u € R™ je vektor Lagrangeovych multiplikdtora (e;,e; jsou sloupce jednotkové matice fadu n). De-
rivovanim Langrangeovy funkce dostaneme

oL 1
00X 2

Z (eTW=Y2(X + XTYW 1 2e)) (eI W2 (eel + erel YW1/ 2¢;) —

n
T(
E €; ekel +€l€k)ejyg =

N

HM: H'Ms i M:

Z TW*1/2eieiTW*1/2(X + XT)W’1/2eje]TW’1/2el +

l\')|'—‘

Z Z TW*1/2eie;f’1W*1/2(X + XT)W’1/2eje;‘-FW’1/26k +

+ Z Z ui(e] exe ej + e eref ej)y; =
i=1 j=1
= W X + X)W e — (uryr + wys)-
Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce mé tedy tvar
1
—H; — H=W(uy" +yu"W.
Y

Dosadime-li tento vektor do vztahu ((1/v)H; — H)y = w, dostaneme po tpravé

(" Wy - W+ Wy(Wy)"u = w.

Podle dusledku 6, muzeme vypocitat inverzi

_ 1 _ yy"
T . -1 _ 1_
(y" Wy - W+ Wy(Wy)") Iy <W 2yTWy)

(z pozitivn{ definitnosti matice W plyne yT Wy > 0 pro y # 0). Plat{ tedy

1 _ yyT
=—(w 1=
T Ty ( 2yTWy> v

coz po dosazeni do vztahu pro (1/v)H; — H déva tvrzeni véty. Postacitelnost plyne z konvexity Frobeniovy
normy.

Je ziejmé, ze metoda ziskand aktualizaci (H) patif do Broydenovy tridy pravé tehdy, je-li vektor Wy
linedrni kombinaci vektora d a Hy. Protoze aktualizace (H) nezdvisi na normé vektoru Wy, budeme
predpokladat, ze Wy = d + 0Hy.

Véta 40 Necht jsou splnény predpoklady véty 39 a necht Wy = d + 9Hy. Pak aktualizace (H) je ekviva-
lentni aktualizaci (H), pokud

_ bb— P*(p/1)a)
(b+da)?
Pokud 1 =1, pak bud ¥ = 0, nebo 1/9 = —(p/y + a/b)/2. Pokudn #1 a u >0, plati

(%)

- i )
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Diikaz Jestlize Wy = d+9Hy, plati y"w = (p/7)b—a a y’ Wy = b—a. Dosadime-li tyto vztahy do (H)
a porovname-li zadporné vzaté koeficienty u smiSenych clenu (v aktualizaci (H) je tento koeficient roven
n/b), dostaneme

b—9*(p/v)a _n

(b+va)2 b’

odkud plyne (*). Jestlize n = 1, dostaneme z (x) b> — 92(p/v)ab = b + 20ab + ¥2a?,
neboli

92 <pb+a> +29b =0,
Y

takze bud ¥ = 0, nebo 1/9 = —(p/v + a/b)/2. V opacném pifpadé dostaneme n(b> + 29ab + ¥2a?) =
b2 — 9%(p/~)ab, coz po tipravé dava

n—1 2 a a\?2 pa
+—77—+77(—) + =
92 9 b 5

Tato kvadratickd rovnice ma reseni

L e yl(E-2) el

5:(1—n)bi 1—17 :1in(%i\/ﬁ)'

Poznamka 76 Analogicky postup lze pouzit pro aktualizaci matice B. Nechf V' je SPD matice. Pak
Frobeniova norma ||V ~Y/2(yB, —B)V 2| ¢ je miniméln{ na mnoziné véech matic spliiujicich kvazinewtonovskou
podminku

(vaB)d:%y—Byév

praveé tehdy, plati-li

Vdv" +o(Vd)"  w'd Vd(Vd)" —
dTVd dTvd dTvd )

Zvolime-li matici V' tak ze Vd = y + ¥Bd, je aktualizace (B) ekvivalentni aktualizaci (B), pokud

b(b —9*(v/p)c)
(b+9c)2

Pokud 3 = 1, pak bud ¥ = 0, nebo 1/9 = —(v/p + ¢/b)/2. Pokud 8 # 1 a u > 0, plati
1 c I6]
7 1-5 (3 * W) |

Poznamka 77 Zvolime-li V = I, dostaneme metodu, ktera nepatii do Broydenovy tiidy a kterd se nazyva
Powellovou symetrizaci Broydenovy metody (PSB).

8=

1 dvT +vdt vTddd”
By=—|B+—+—————7 |-
y dtd dtddrd
Metoda PSB nezarucuje pozitivni definitnost matice By, takze nemusi globalné konvergovat. Pfesto je

této, obecné velmi neefektivni, metodé vénovana velka publicita, kterd souvisi s jeji pribuznosti s nékterymi
metodami pro Fidké tlohy (Véta 82).
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Minimaliza¢ni postup lze pouzit i k odvozeni souc¢inového tvaru metod s proménnou metrikou. V
tomto piipadé dostaneme vyjddreni, které je obecnéjsi nez (S1) a které obsahuje i aktualizace hodnosti 2.
Abychom mohli pouzit variaéni princip, zapiSseme kvazinewtonovskou podminku ve tvaru

1 1 P P
— STy = 2, — Sz = —d, 2Ty = Cb, *
N Nal * v v %

kde z je volitelny vektor (parametr). Poznamenejme, Ze posledni rovnost, kterd je dusledkem prvnich dvou
rovnosti, je jedinym omezenim kladenym na volbu vektoru z.

Véta 41 Necht T je SPD matice. Pak Frobeniova norma ||T~Y2(Sy/\/7—S)||r je minimdini na mnoziné
véech matic splnugicich kvazinewtonovskou podminku (*) prdvé tehdy, plati-li

1 Ty P y’'Sz 2T —

Diikaz Oznacme X = S, /,/y. Nutnost dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

1 2
L= S| -9 +u (XTy—2) + 0" (Xz - Bd)
2 F v
1
= Z [5 (i —s)" T71 (25 — 83) + wiy " wi + zivTxl} —ufz— %de,
i=1
kde S = [s1,...8m] a X = [x1,...2Zy]. Derivovianim Langrangeovy funkce dostaneme

oL

T (x5 — 83) + wsy + zv.

(“)xi o

Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce m4 tedy tvar T—1(z; — s;) + wy + zv =0, 1 <i < m,
neboli
X -8 =-Tyu" —Tvz".

Pouzitim prvni podminky z (*) dostaneme

1
XTy=8Ty —yT"Tyu —v"Tyz =2 = wu= o (S’Ty —(1+ vTTy)z) ,
Yy 1y
coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava
Ty
X-S=- s T
yTTyy +wz",

kde w € R"™ je zatim nezndmy vektor (jednozna¢né urceny vektorem v). Uzitim druhé podminky z (*)
dostaneme

Ts 1 Ts
Xz:Sz—yT ZTy—i—szw:Bd = w:T(ﬁd—Sz—i—y zTy),
y Ty gl 2tz Y

coz po dosazeni do piedchozi rovnosti (s vyuzitim vztahu X = Sy /,/7) dava (S2). Postacitelnost plyne z
konvexity Frobeniovy normy.

Nyni ukazeme, jak lze volit vektory Ty a z, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tiidy.
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Véta 42 Uvazujme aktualizaci (H), kde H = SST, a>0,b>0,¢>0an>0 (tak¥e 6 > 0). Necht S,
je matice uréend podle (S2), kde

v, 1= pb
Ty=Y"d+ —Y"Hy, z=5—8TBT
Y7 a Y Y6 Y

a kde /1 a V/§ jsou libovolné hodnoty (kladné i zdporné) takové, ze (/n)* = n a (V)2 =4 (5 je ¢islo
definované v pozndmce 59). Pak plati Hy = S+SI.

Ditkaz (a) Polozme z = 9bST BTy, kde hodnota ¥ se vybira tak, aby platilo 272 = (p/v)b (vztah (*)).
Jelikoz 27z = ¥2b2yT T BTy, je tato hodnota déna vyrazem

92 = P 1
~ybyTTBTy'

Specialni volbu z = ¥bST BTy pouzivame proto, Ze se tim znaéné zjednodusi aktualizace (S2), nebot v
tomto ptipadé plati
y’'Sz IbyT Ty
y Ty y'Ty
(b) Jelikoz vynasobeni matice T kladnym ¢islem nezméni tvar aktualizace (S2), budeme piedpokladat, ze
yTTy = 1. Polozime-li

Ty—Sz= Ty—9bTy = 0.

Ty = %dJr %Hy,
b a
pak z yTTy = 1 plyne o + ao = 1. Déle plati
2 2 2 2 2
T af Q1o as aj(ac—b*)+b
TBTy = —Fc+2 b4+ 2= 117 ~ 7
4 Y= e + ab + az? ab?

(pouzivdme vztah a3 + ag = 1). Dosadime-li tento vysledek do vyrazu odvozeného v (a), dostaneme

T v byTTBTy  ~a2(ac — b2) + b2

192 P 1 14 ab

(c) Nyni vyuzijeme toho, ze vektory z a Ty uvedené v (a) a (b) umoziiujf zapsat aktualizaci (S2) ve velmi
jednoduchém tvaru
1
val

Polozime-li H = SST a H, = S+SI7 dostaneme z pfedchoziho vztahu (po vyndsobeni)

S, =8—Tyy"S +9dy" TBS.

1
—H{ =H — (Tyy" H + Hyy™ T) + 9(dy* T + Tyd") + aTyy" T — 9(dy™ T + Tyd") + 9*y* TBTydd"
Y

= H — (Tyy"H + Hyy™ T) + aTyy™ T + 9?y" TBTydd" .

Jelikoz vektor Ty je linearni kombinaci vektoru d a Hy, muzeme tuto aktualizaci vyjadiit ve tvaru
(1/y)Hy = H+UMUT, kde pouzité matice maji stejny’ vyznam jako ve vété 33. K uréeni parametru n
sta¢i porovnat koeficienty u Hyy” H v obou vyjadienich. Podle véty 33 se tento koeficient rovna (n—1)/a
a dosazenim vektoru Ty = (a1 /b)d + (aa/a) Hy do predchoziho vztahu dostaneme hodnotu a3/a — 2as/a.
Musi tedy platit

a3 ay n—1

a a a

b

neboli af = (1 — az)? = a3 — 2ay + 1 = 1. Dosadime-li af = 1 do vyrazu odvozeného v (b) a pouzijeme-li
¢islo ¢ definované v poznamce 59, dostaneme

pof__ o (p)'1
ynlac—02)+b2 \vy/) §
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Disledek 8 Necht jsou splnény predpoklady véty 42 a necht

\%5+=S—<gd+l_a*/ﬁ )TS—F—%d({dTBJr a‘@ﬂ“)s

5((\/ﬁﬂ1_ﬁ>d _ny> g gVl dd” BS, (S2)

b a b

kde /7 a V/§ jsou libovolné hodnoty (kladné i zdporné) takové, ze (\/1)? = n a (V5)? = 0 a kde ¥ =
(p/7)/V/$. Pak plati Hy = S ST.

Dukaz Dokazovany vztah dostaneme prostym dosazenim vektoru Ty a Cisla ¥ uvedenych ve vété 42 do
vzorce (1//7)S4 =S — Tyy" S + 9dy” TBS pouzitého v ditkazu této véty.

Poznamka 78 Véta 42 pouziva jiné predpoklady nez véta 37, nerovnost p > 0 je nahrazena nerovnosti
n > 0. Vztah (S2) lze tedy pouzit pro kazdou perfektni metodu z Broydenovy tiidy. Na druhé strané
matice (1/,/7)S+ —S v (S2) mé obecné hodnost 2, takze (S2) vyzaduje vice numerickych operaci nez (S1).
Je zajimavé, ze pro n = 0 (DFP) nebo n = 1 (BFGS) ddvaji oba vztahy stejny vysledek, dosazeni do (S2)
je v8ak nesrovnatelné jednodussi. Je také zajimavé porovnat (S2) s pseudosou¢inovym tvarem uvedenym
v poznamce 61.

4.4 \yb&r parametrt (3kdlovani a korekce)

Zatim jsme se zabyvali riznymi vyjadienimi a zdkladnimi vlastnostmi metod s proménnou metrikou.
Nyni je tfeba ukézat, jak se voli podil p/v a parametr 7. Vhodnd volba podilu p/v muze mit vliv na
asymptotickou rychlost konvergence diskutovanou v poznamce 26.

Véta 43 Necht G je matice takovd, ze Gd = vy, tedy napriklad

1
é:/ G(x + Md)dA.
0

Oznacme R

<><>_

Duikaz Oznacme z = GY/2d, takze y = GY/2z. Pouzijeme-li (H), muzeme psét

GY2HGY? o R, = GY2H,G'?. Pak jestlize 0 < n < 1 ab/c < p/y < a/b, plati

1 1 T

ng_:R—i-ﬁzzT—fRz(Rz)T—Fﬂ( z—Rz)(~+ Z—RZ) )
0 b a a \b b

kde a = 2T Rz a b = 2T 2. Transformaci kvazinewtonovské podminky dostaneme RTz = pz, takZe matice

Rt m4 vlastni &islo p pifsluné vlastnimu vektoru z. Vlastni vektory v € R™ piisluiné ostatnim vlastnim

¢islim A # p miuzeme volit tak, aby vz = 0 a v7v = 1. Potom
L r T —1r T
—v' Rlv=w Rv+ Rz <v'Rv
v a

(nebot n — 1 < O) a X =v"R v <~yv"Rv < 4||R|. Mizeme tedy psét |R | < max(p,||R||). Protoze
a=z"Rzab=2"z plati a/b= 2T Rz/2T2 < ||R||, takZe pro p/y < a/b dostaneme p < ~||R||. Plat{ tedy
|R, | <~[R|. Nyni mizeme pouzit dualitu (pozndmka 64) a provést stejnou tivahu pro matici (R, )™*
(v tomto pripadé se pouzivd nerovnost v/p > ¢/b). Dostaneme tak [|(R/, )~ < (1/9)||R™*|. Spojenim
obou nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeni
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Poznamka 79 Podle véty 43 je vhodné volit podil p/v tak, aby platilo b/c < p/v < a/b. V tomto piipadé
plat{ g > 0 pro libovolnou hodnotu parametru n (pozndmka 75). Metoda hodnosti 1 viak vyzaduje, aby
0 < p/v < b/c nebo a/b < p/v (pozndmka 63), nebot jinak neni{ matice H; pozitivné definitni. Interval
0 < p/v < b/c je nevhodny, nebot v tomto piipadé nI % < 0. Zbyv4 tedy interval a/b < p/v. Pak nHf > 1
a metoda hodnosti 1 patfi mezi perfektni metody s proménnou metrikou. Blizsi podrobnosti tykajici se
volby podilu p/~ jsou uvedeny v pozndmce 80.

K volbé parametru 7 lze pouzit rizné minimaliza¢ni principy. Nejvice se ujal princip spoéivajici v
minimalizaci ¢sla podminénosti matice (1/y)H 2 H H™=.
Lemma 12 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 9 a necht vektory d a Hy jsou linedrné nezdvislé
(takze ac — b* > 0). Pak pro n > n* plati:

(a) Koreny A(n) < X(n) kvadratické rovnice A2 + o\ + § = 0 jsou rostoucimi funkcemi parametru 1.
(b) Podminka 0 < \(n) <1< X(n) je splnéna prdave tehdy, kdyz p > 0.

(c) Podil \(n)/A(n) nabjvd svého minima prdvé tehdy, kdyz

be —b/c .
ac—1b

Diikaz (a) Podle lemmatu 9 jsou &sla A(n) a A(n) vlastnimi &isly matice (1/7)H 2 H,H™2 2T+ nuu®

(pouzili jsme vztah (H)). Necht 11 > mo. Je-li v1 € R", |lv1|| = 1, vlastnim vektorem matice T + njuu®
pifslugnym vlastnfmu éslu A(n1), plati A1) = o7 (T + muu®)v; < oI (T + nouuT)vr < A(n2).  Je-
i v € R", |lvz|| = 1, vlastnim vektorem matice T + nouu? pifslusnym vlastnimu éislu A(n), plati
An2) = oI (T + nouu vy > vI (T + muu®)vg > X(ny).

(b) Podle (VM2) plati (1/y)H 2HyH = = I+ H 2UMUTH~2, takze podminka 0 < A(n) < 1 < (1)
je splnéna pravé tehdy, lezi-li nula mezi nejmensim a nejvétsim vlastnim ¢islem matice H “sUMUTH _%,
coz nastava pravé tehdy, plati-li det M = —pu < 0.

(c) Poznamenejme, Ze diskriminant kvadratické rovnice A2+ oA+ 6 = 0 je kladny, nebot tak jako v ditkazu
véty 34 plati

2 2
— b2
2 g5 (2954 P9\ s (%5 pe) 0= ?
o? — 46 (pb5+7b o=\l 5p) T >0

(pfedpokladame, ze § > 0 a ac — b* > 0). Vyjadifme-li kofeny rovnice A2 + o\ + & = 0 v explicitnim tvaru
a pouzijeme-li substituci

dostaneme po rozsifeni zlomku

2
:<w+ w2,1) .

Derivujeme-li tento podil podle parametru 7, dostaneme
— !/
A 2w’ 2
— ] =—|w w? — 1)
<A) w?—1 ( +

(jmenovatel je stejné jako diskriminant rovnice A\* + o\ + J = 0 kladny). Tento vyraz je nulovy prave
tehdy, jestlize

[>1>1
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o - 20’6 — 00’
45V/6

neboli 20’6 — 06’ = 0 (nebot & > 0). Pouzijeme-li vyrazy uvedené v lemmatu 9, dostaneme

0,

p ac — b? P 2 ac—b?
20’6 — o8 = ~ ab? (n(ac —b*) +b*) — (;) e be
_ plac=0?)? ([ be(p/y —b/c)
v abd K ac — b2 ’

odkud plyne dokazované tvrzeni.

1

Véta 44 Necht jsou spinény predpoklady lemmatu 12. Oznacme k(n) éislo podminénosti matice (1/7)H 2 Hy H™ % .
Pak:

(a) Pokud 0 < p/vy < b/c, je k(n) minimdini prdavé tehdy, jestlize n = max(nf 1 nHM),

(b) Pokud b/c < p/v < a/b, je k(n) minimdini prdvé tehdy, jestlize n = n"M.

(a) Pokud a/b < p/v, je k(n) minimdlni prdvé tehdy, jestlize n = min(nHf nHM).

Dikaz Ziejmé
_ max(1,X(n)) )
<) = (L, Am) )

Jestlize p1 > 0, podle (b) lemmatu 12 plati 0 < A(n) < 1 < X(n), takze podle (c) lemmatu 12 je x(n)
minimalni, pokud 1 = nf™. Jestlize u < 0, Ize podle (a) lemmatu 12 oba koteny rovnice A% + oA +6 =0
soucasné zvétsit nebo zmensit zménou parametru 1. Podil () je pak minimalni, pokud A(n) = 1 nebo
A(n) = 1, neboli p = 0, coz odpovidd metodé hodnosti 1. Zbytek tvrzeni pak plyne z pozndmky 63 a
poznamky 75.

Poznamka 80 Vétu 44 lze pouzit k volbé parametru 7. Jestlize b/c < p/v < a/b, je vhodné pouzit
hodnotu 1 = n#M. Mnohem praktictéjsi aplikaci véty 44 je viak uréeni vhodného podilu p/v pro danou
hodnotu parametru 7. V tomto fipadé z n = nT™ plyne

pn(a062)+b2b<1 77)

,,7*

¥ be c

(stejné jako v ¢asti (c) ditkazu lemmatu 12 se lze presvédéit, ze tato hodnota minimalizuje podil A/A pro
zadanou hodnotu parametru 7).

(a) Pro metodu DFP je n = 0, takze je vhodné volit p/y = b/c.
(b) Pro metodu BFGS je n = 1, takze je vhodné volit p/y = a/b.
(c) Pro Hoshinovu metodu je n = (p/7v)/(p/v + a/b), takze je vhodné volit

n(ac—b*)+b*> ap/y+b/c
P/ = =7 :
be bp/v+alb

neboli p/v = \/a/c
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(d) Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)/(p/y — a/b). Této hodnoté odpovidad podle véty 44 podil

p_nlac—b*)+b* ap/y-b/ec
v be Cbp/y—a/b’

a ac — b2
=— |1+ .
P/ b( e )

Mensi z téchto hodnot je nevhodna, vétsi dava metodu, ktera patii mezi perfektni metody s proménnou
metrikou ale nenf omezend (plati n > 1).

neboli

(e) Zvolime-li n = 2 dostaneme metodu kterd patii mezi perfektni metody s proménnou metrikou ale
neni omezend. Hodnoté n = 2 odpovida podle véty 44 podil

2(ac — b?) + b2 —b?
B = —(ac ) + = g (1 + ac > >
¥ be b ac

S

(pfedpokladdme ze ac — b% > 0).

Pokud n > 1, plati podle véty 44 p/~v > a/b. Pouzit{ této hodnoty vSak neni vhodné, nebot v tomto
piipadé nejsou splnény predpoklady véty 43. Lepsi praktické vysledky ddva hodnota p/v = a/b (nejblizsi
moznd hodnota z intervalu b/c < p/v < a/b). Poznamenejme, Ze pro metodu s n > 1 a s optimélni volbou
podilu p/v plati u > 0 pravé tehdy, kdyz n? — 2n +n* < 0 (pfesvédéime se o tom dosazenim optimaln{
hodnoty podilu p/v do vyrazu pro p).

Poznamka 81 Vétu 44 muzeme pouzit k ziskani nékterych dalsich metod s proménnou metrikou. Dosadime-
li optimélni hodnotu podilu p/v do vztahu uréujictho parametr 7, dostaneme vyraz, ktery jiz neobsahuje
podil p/v a definuje (pro neoptimalni hodnotu podilu p/v) novou metodu z Broydenovy tiidy.

(a) Dosadime-li hodnotu p/v = \/a/c do vztahu n = (p/v)/(p/7 + a/b) (Hoshinova metoda), dostaneme

metodu OS (Oren, Spedicato)
b

T+ Vac

Tato metoda pati{ mezi omezené metody s proménnou metrikou.

(b) Dosadime-li hodnotu p/vy = (a/b)(1 + /1 —b2/(ac) do vztahu n = (p/v)/(p/v — a/b) (metoda

hodnosti 1), dostaneme
1

bl V1 —=02/(ac)

Tato metoda patii mezi perfektn{ metody s proménnou metrikou ale nenf omezena (plati n > 1).

Zatim jsme popsali, jak lze volit parametr n a podil p/vy. Nyni ukdzeme jak se urcuji parametry
p a 7. Parametr p slouzi jako korekce kvadratického modelu minimalizované funkce, ktery odpovida
kvazinewtonovské podmince Bid = y. V této podmince vystupuji pouze gradienty g4 a g. Korekce
kvadratického modelu je zalozena na dodate¢ném pouziti funkénich hodnot F a F.

Poznamka 82 Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté (tvrzeni 1) v pfimém nebo zpétném sméru (s aproxi-
maci By misto G(Z)), dostaneme

1
F+ = F+dTg+ idTBJ,_d

nebo 1
F = F+ — dTg + idTBJ,_d
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Pouzijeme-li modifikovanou kvazinewtonovskou podminku d¥ Byd = (1/p)d’y, mizeme z piedchozich
rovnic urcit hodnotu parametru p. Plati
_ dTy
PP, —F —dlyg)

nebo
_ 'y
PTOF - Fy tdTgy)

Tyto hodnoty pouzivdme pouze tehdy, jestlize p < p < p (obvykle p = 0.01 a p = 100). V opacéném
piipadé pokldddme p = 1. Hodnota zalozend na zpétném pouziti véty o stfedni hodnoté (druhy vzorec)
dava lepsi praktické vysledky.

Poznamka 83 Existuji dalsi zpusoby, jak lze ur¢it vhodnou hodnotu parametru p. Oznaéme (o) =
F(z 4+ as). Pak plati

1
"By d=~d"y =" (¢(a) - ¢'(0))
p p
a pouzijeme-li aproximaci ¢”(a) = sT Bys = d' Byd/a?, mizeme psat
P ¢0)
ag”(a)

Zvolime-li vhodny tvar funkce p(a) a spocteme-li ¢'(a), ¢”(a), muzeme podle piedchoziho vzorce uréit
odpovidajici hodnotu parametru p. Velmi se osvédéilo pouziti homogenniho modelu

o(a) = aa” 4+ ba + ¢,
kde a, b, ¢ jsou nezname koeficienty a r je nezndmy exponent.

Véta 45 Uvazujme homogenni model o(a)) = aa” + ba + ¢. Pak plati

A1
pi B _A)
kde
4 = -0 F-F
ag'(0) arg ’
B — ¢'(@) _ dT9+_
e(0)  d'g
Dukaz Plati
o) = ara” ' 40,
") = ar(r—1)a"2,
takze
/ r—1 r—1
B_1 = cp(a)_lzaroz —|—b_1:a7°a 7
¢(0) b b
_ ro_ r—1
A1 — () 50(0)71:(104 bailzaa ’
ap’(0) ab b
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odkud plyne

_B-1
"TaA
Dale plati
ap’(a) ar(r—l)of‘l_ _ B
20) = =(B-1)(r—1)
B—-1 B-—A
= (B_l)(E_Q:(B_DA—l’

coz po dosazeni do vyrazu pro p (poznidmka 83) dava

@) =¢'(0) ¢'(0) B A-1 A—1

70 ap(m BTV BE DG4 B4

Je zajimavé, ze vysledny vztah neobsahuje nezndmy exponent 7.

Parametr ~ slouzi ke skalovani matice H, nebot aktualizace (H) s v # 1 je ekvivalentn{ aktualizaci (H)
s v = 1 aplikované na matici yH. Duvod pro §kdlovani poskytuje véta 43 a nésledujici véta.

Véta 46 Necht F(i) = F(T~'z), kde T je requldrni étvercovd matice. Necht &; € R", i € N, je posloup-
nost generovand metodou s proménnou metrikou z Broydenovy tiidy s pocdtecni matici Hy aplikovanou
na funkci F(i) azx; € R", 1€ N, je posloupnost generovand toutéZ metodou s proménnou metrikou ap-
likovanou na funkci F(x). Pak pokud pouzivdime stejny vybér délky kroku a pokud H, = Tﬁ[lTT, plati
x; = TZ; (metoda s proménnou metrikou je invariantni vzhledem k linedrni transformaci proménnych,).

Ditkaz Snadno se dokédze (derivovdnim slozené funkce F(%) = F(T 'z)), ze plati §(#) = T7g(z) a
G(%) = TTG(x)T. Ukdzeme, ze H; = TH;TT, Vi € N (podle piedpokladu to platf pro i = 1). Pak

Tig1 = x — aiHigi = T(&; — o HiTT g;) = T(&; — i H;§i) = TFi11.

Diikaz provedeme indukei. Piedpoklddejme, ze H = THTT (plati to v prvni iteraci). Protoze d = Td a
y = (TT)~'g, mizeme psdt U = [d, Hy] = [Td, THTT(TT)~ 9] = T[d, Hy) = TU, takze

1 - S 1 -
—H, =H+UMUT =THTT + TUMUTTT = ~TH,T".
¥ Y

Poznémka 84 Zvolime-li T = G2, plati G = TTGT = I. Odtud plyne, 7e pro libovolné Spatné
podminénou ulohu, muzeme linearni transformaci proménnych docilit toho, Ze nové 1loha je dobie podminé-
né a zvolime-li vhodné poc¢atecni matici Hy, konverguje metoda s proménnou metrikou velmi rychle. Proto
je ticelné matici H; a (jelikoz nésobeni skaldrem nedokéze dobfe vystihnout transformaci TH,TT) také
matice H; v dalsich itera¢nich krocich vhodné skélovat. Vzhledem k tomu, ze aproximujeme podminku
C;"ly = pd, je vyhodné volit v tak aby yHy ~ pd, coz po vynasobeni zleva vektorem y? davd p/vy = a/b a
po vynésobeni zleva vektorem H~'d” dvé p/y = b/c. Vhodny je také geometricky stied p/y = \/a/c.

Poznamka 85 Z predchoziho vykladu by se mohlo zdat, ze je vyhodné skédlovat matici H v kazdém ite-
ra¢nim kroku. To vSak odporuje predpokladim zaru¢ujicim superlinedrni rychlost konvergence (poznamka 91).
Proto se pouzivaji ruzné strategie skalovani, kdy se hodnota v # 1 pouziva pouze v nékterych itera¢nich
krocich.

(NS) Zadné skalovani. V kazdém iteracnim kroku poklddame v = 1.

(PS) Pocétecni skdlovani. V prvnim itera¢nim kroku (nebo po restartu) urc¢ime + tak aby podil p/vy
splioval vhodné podminky (napiiklad b/c < p/vy < a/b). V ostatnich itera¢nich krocich poklddame

v=1.
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(IS) Intervalové skdlovani. V prvnim iteraénim kroku (nebo po restartu) postupujeme stejné jako v
piipadé (PS). V ostatnich iteracnich krocich testujeme zda ziskand hodnota v lezi v intervalu 0 <
7 <7 <7 (kde napiiklad v = 0.7 a 7 = 6). Nelezi-li hodnota vy v tomto intervalu pokladame y = 1.

(CS) Rizené skalovani. Postupujeme v zdsadé stejné jako v pifpadé (IS). Hodnotu v = 1 véak pouzivame
mnohem ¢astéji. Necht ay je poc¢dteéni odhad délky kroku (obvykle ay = 1), necht Fy = F(z+ ays),
g1 = g(x + ays), A = sTg1/sTg, a necht A > 0 je vhodna konstanta (napiiklad A = 0.2). Pak
hodnotu v = 1 pouzijeme navic v nésledujicich piipadech (v je puvodni hodnota uréend podle (IS)):

(a) Jestlize | M| < AaFy <F.
(b) Jestlize v > 1 a bud Fy > F nebo A; < 0.
(c) Jestlize y <1a Fy < FaX >0.

(AS) Permanentni skdlovdni. V kazdém itera¢nim kroku postupujeme tak jako v prvnim iteraé¢nim kroku
strategie (PS).

4.5 Globalni konvergence

Nyni se budeme zabyvat globalni konvergenci metod s proménnou metrikou. Dikaz globdlni konvergence
vyzaduje silnéjsi predpoklady nez tomu bylo v piipadé metod sdruzenych gradienti. Potfebujeme aby
minimalizovand funkce byla stejnomérné konvexni (podminka (F4)) a navic se globalni konvergence dé
dokdzat pouze pro perfektni metody z Broydenovy t¥idy takové, ze (1—N)8F < 3, <1—A kde 0 < A < 1.

Lemma 13 Uvazujme metodou s proménnou metrikou z Broydenovy tridy takovou, Ze v < v; <7, p <
pi<pa(l—=XNpFf<p; <1—A, kde 0 < X < 1. Necht funkce F : R" — R spliuje podminky (F1), (F3) a
(F4). Pak:

(a) Ezistuje konstanta C takovd, Ze Tr Biy 1 < .

(b) Existuje konstanta K takovd, Ze

J i is
le—ZK, E:b—>zK.
Dukaz (a) Vztah (B) muzeme po rozndsobeni zapsat takto
Yi yzy d B d yzy ﬁz T T 52 -
B, B, + —=+ : Bid;y; i(Bid; Bd Bd,
o= (B U p P (BT + (Bt + i B (B

Vyuzijeme-li toho, ze stopa je linedrni maticovou funkci a toho, Ze pro libovolné dva vektory u € R™,
v € R" plati Tr(uv”) = vTu, dostaneme

iyl Y Yi yzd Bd yl' B;d; (Bid;)" B;d;

TrBi, — Tr B, —Z i 20 = (1= 0
1 yly; de Hyi””di” 1yly;
< “(rrB+ %Y Bi|| + 2% B “Yi Y
< 1( o e+ 2l By ) 4 2

(nebot B; < 1). Protoze y; = Gyd; (véta 43), kde matice G vyhovuje nerovnostem v podminkach (F3)-
(F4), muzeme psét
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Y} yi d’'G3d;

= 1 <G,
dZd; ard; 1
T = = S
lallldsll _ [yFyidTd; _ |G
yl d; yldiyldi — VG

Dosadime-li tyto nerovnosti spolu s nerovnosti || B;|| < Tr B; do vztahu pro Tr B;;1, dostaneme

1
G +

= Ql

1 G |G
TrBiyi < TrBi+1<—|1+45+2 G Tr B; +
2l je4
< C(TrB;+1)<C{(TrBi+1)< T,

kde C — max ((1 L G/G+2 é/g) /v, Clo+ 1) o = C(Tr By +1).

(b) Pouzijeme-li vztah pro det B;y; (pozndmka 66), muzeme psat

det By _ (1\" b (| B} (1Y 2b, _gh
det B; Vi) picCi Br ¥) Pci ¢
kde K = (1/9)™(v/p)A. Plati tedy
det Bi+1 —1 : bj
L SR 23
det B]_ - H

a protoze det H,; 11 = 1/det B;;1, muzeme psat

det H1 cj 1 Ci
det H; 11 < e 2
< Hb‘ - j

kde K = K /(det H; + 1). Podle (a) plat{

Tr Bi+1

n .
n ) <(TrBip)" <C" 2

det Biy1 < (

(pouzivame nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumeérem), takze

neboli

i i
i b; C
Pouzijeme-li nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumeérem, dostaneme

1/i

i i

Cj . Cj .
>pzillly) zik
j=1 J j=1 J
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Véta 47 (Globdlni konvergence) Nechl jsou splnény predpoklady lemmatu 13, pricemz v; > 1 Vi € N.
Pak

liminf [|g,/| = 0.
11— 00

Ditkaz Pouzijeme opét zdkladn{ vztah pro T'r B;11 uvedeny na zacdtku dikazu lemmatu 13. Protoze
Y = szz a B,dz = —Q;4G;, muzeme pSét

Yl Bidi| _ |y! Bidi| ¢; < |Cdilllleigill e _ G e

yZTdZ dZ B;d; b; —OzidZTgi b; — cosb; bi’
(Bidi)"Bidi _ (Bidi)" Bidi_y/di ¢ _ of|gillPGlldi|*ei _ G i
d?Bzdl d?Ble dZTBZd,L bz - 0622 (d?gZ)Q bz cos? 01 b7,7

cozspolusl <~ <vapg <1l-A<1dava

; Ty; d¥ B;d; T B,d; B;d;)T Byd;
1 yly: +ﬂyly B BinT _ -t 1( T)

pi yld; Td; yld; Y d; d; Bid;
6 G

cosf; ¥cos?0;

Tr Bi+1 S T?"B + —

IN

G /- G
TrBi+;+<G+2 )C——TTB+p+§l :

kde & = G+2G/ cos 0;—\G/ (7 cos? §;). Piepokladejme nyni, ze lim inf; . |lg;|| > 0. Pak podle véty 9 plati
>0, cosb; < oo, takze cosf; — 0 a tedy & — —oo. Existuje tedy index k € N takovy, ze & < —2G/(pK)
Vi > k. Abychom dukaz formalné zjednodusili, budeme bez djmy na obecnosti predpoklddat, ze k = 1
(v opaéném piipadé muzeme indexy posunout). Pak podle pfedchozi nerovnosti a podle (b) lemmatu 13
plati

TrBiy1 <Tr B, +G+§Z—<TrBl+zgf2 ZCJ<TTBlfzg
p P PK P

Zvolime-li index 7 tak aby platilo ¢ > Tr Blg/é, dostaneme T'r B; 11 < 0, coz je spor, nebot stopa SPD
matice je kladn4.

Poznamka 86 Véta 47 je nejobecnéjsim doposud znamym tvrzenim o globalni konvergenci metod s
proménnou metrikou. Tato véta vyzaduje aby byla splnéna podminka (F4) (exitence konstanty G > 0),
takze ji lze pouzit pouze pro konvexni funkce. Podminku~; > 1,7 € N, ktera je pro dukaz véty 47 dulezitd,
muzeme ponékud oslabit. Staci, kdyz existuje konstanta takova ze H j=h i >y Vk < l. To byvd v
praxi vétsinou splnéno, nebot hodnoty v; < 1 a ; > 1 maji tendenci se vzajemné kompenzovat.

Poznamka 87 Véta 47 teoreticky zduvodnuje Spatné konvergenéni vlastnosti metody DFP (s nepies-
nym vybérem délky kroku). Metoda DFP odpovidd volbé 3; = 1 Vi € N, takze nenf splnén predpoklad
Bi <1—-XA<1Vie N. Ze vztahu pro Tr B;;1 vymizi posledni ¢len a nelze pouzit princip dukazu.

4.6 Asymptoticka rychlost konvergence

Nyni se budeme zabyvat rychlosti konvergence metod s proménnou metrikou. K tomuto ticelu neni vhodné
pouzivat matice H; a B;, nebot nastavaji potize s komutativitou. Lze vSak pouzit matice R; zavedené ve
vété 43 nebo transformaci proménnych studovanou ve vété 46. Protoze metody s proménnou metrikou jsou
invariantni vaci této transformaci, zachovava se ptfi ni R-linedrni i Q-superlinedrni rychlost konvergence.
Matici T budeme volit tak, ze T' = (G*)~1/2, takze po transformaci plati G* = I.
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Véta 48 (Linedrni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 13, pficemz ~; > 1 Vi € N.
Necht x; — x* o G* = 1. Pak plati

> e =o.
1=1

Dukaz Jelikoz z; — x*, plati G; — G* = I, takze pro libovolné &slo 0 < e < 1 existuje index k € N
takovy, ze |G; — I|| < e Vi > k. Pak pro i > k muzeme psat

ylyi dfBidi  yl'Bidi  (dF(I+(Gi—1)*d )\ dfBidi 2diT(C?i — I)Byd;
yld; yld; yld; dT (I + (G; — I))d; yld; yl'd;
- d¥ Bd; |
(IG: = Il = 1) =7 = +2|Gi — I
Y

i Qi

d |H|Bld1” C; 2e C;
=< -

IN

(prvni élen je zéporny, nebot ||G; — I]| < e < 1). Zvolme &slo 0 < & < 1 tak, aby platilo ¢ < A\G/(47) a
predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze k = 1 (v opaéném piipadé muzeme provést precislovani indexi).
Pak po dosazeni do vztahu pro T'r B;;1 uvedeného v dikazu véty 47 dostaneme

y! Bid;
yld;

1 (B;d;)* Bid;
—(1—-p) ==
-8z rpa

G G 1 ¢ G MG 1 ¢
" '+£+<€COS _>Cos29b =47 +;_) 27 cos? 6; b;

1 yly; ﬂyiTyz‘ d{ Bid;

T’I”Bi 1 S TTB + — i
" piyldi ~ TyTd yTd;

— 26

IN

G )G 1 ¢
< Tr(Bi)+i— ==Y ——os
p 27 — cos? 67 b;

takze

<.

1cj

25y G
L — | < I
320517 */\G (TT(B1)+’L£)LZ,

=1
kde L = 25(G/p+Tr B1+1)/(AG). Pouzijeme-li nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym primérem,
dostaneme

a podle (b) lemmatu 13 plati

¢;i _  K'A
J = 2 1
IlCOSGJ_Lz —>—.fg.

) ) 1/i

3 3

g cos? 9]2» > H cos? 9? =ic,
j=1 j=1

takze dokazované tvrzeni plyne z véty 15 a poznadmky 24.

V dalsich tvahach budeme pouzivat princip omezeného znehodnoceni zformulovany v nésledujicim
lemmatu.
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Lemma 14 Necht z; € R™, i € N, je posloupnost, kterd konverguje R-linedrné k bodu x* € R™ a necht
ki € R", i € N, je posloupnost kladnych cisel takovd, Ze rit1 = ki(1+ O([leill)), kde e; = x; — x*
(¢ili existuje ¢islo C > 0 takové, Ze ki1 < ki(1 + Clle;||). Pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze

ki < k1exp(C) Vi € N.

Dikaz Podle predpokladu plati

[ 1 i C i
kip1 < k1 [J(1+ Clejll) < s ;§:U+4W%m =K1 L*jE:H%H
j=1

j=1 j=1

(pouzivdme nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym prumeérem). Jelikoz z R-linedrn{ konvergence
plyne existence konstanty C' takové, ze

Q)

[ 00
Do lleill < llesll = -
j=1 j=1

o\
Kit1 < K1 <1+—.> .
i

Vi € N. V zikladnim kurzu analyzy se dokazuje, ze posloupnost tvofend pravymi stranami téchto

nerovnosti je rostouci a mé limitu exp(C) (limita se snadno uréi pomoci ’'Hospitalova pravidla). Plat{

tedy x; < k1 exp(C) Vi € N.

(pozndmka 24), muzeme psit

Poznamka 88 Podle lemmatu 14 je posloupnost k; € R", ¢ € N, shora omezend, pokud z; — x* R-
linedrné a k;41 = £i(1+O([|e;i|])) Vi € N. Plati to i tehdy pokud k11 = ki (1+O([lei]])) +O(|lei]]) Vi € N,

nebot v tomto pifpadé k11 +1 = (k; +1)(1 + O(|le;||)) a podle lemmatu 14 existuje konstanta C' takové,

7e ki < ki +1< (k1 +1)exp(C) Vi € N.

Nyni dokédzeme vétu o superlinedrni konvergenci metod s proménnou metrikou. Jelikoz superlinearni
konvergence vyzaduje aby v jistém smyslu platilo B; — G* (véta 17), budeme pozadovat splnéni predpokladia
véty 32 (p; =1, v; = 1, Vi € N). Déle budeme pouzivat oznaceni

51/2 77 A1/2 A1/2 ~l/2
R; = Gi/ HiGi/ ) 1= Gi/ HiHGi/ )
kde G; je matice definovand ve véte 43 (takze Gid; = y;). Poznamenejme, ze R; 11 = (N}’llleZH Nllﬁ #*
Ri .

Poznamka 89 Ke kvantitativnimu vySetfovani maticovych rekurentnich vztahu lze z vyhodou pouzit
Frobeniovu normu ||A||r = /Tr(ATA). 7Z této definice plyne, ze ||A| < [|A]|lr < v/n|4||. Vyuzijeme
toho, Ze pro libovolné matice A, B plati |A||% = Tr(ATA), |B||2 = Tr(BTB), takze |A + B|?> =
Tr((A+ B)T(A+ B)) = ||A||% + | B||% + 2Tr (AT B). Déle plati

|uv” ||% = Tr(vuww®) = v uTr(vo?) = v uvtv.
Je-li matice A symetrickd, je ||A||% souétem druhych mocnin jejich vlastnich éfsel. Z toho plyne, ze
symetrické matice, které maji stejnad vlastni ¢isla, maji stejnou Frobeniovu normu.

Lemma 15 UvazZujme aktualizaci




Pak plati
TR2, 2 2TR32 2TR?z 2
/o I 2 — . 2 — 1— 1— Z— 2 -
(pisn % R % ( n) (( “TR» + TRz TRz

3 {— ZTRz\* P TRz B 2TRz\"
n T, K 2Tz

_ (1— ) 2TR% 2_ 2TRz 2
n n ZTRZ ZTZ :

Dukaz Aplikujeme-li pravidla uvedena v poznamce 89 na vztah

T T T T T T
2z 2" Rz zz zz' R Rzz Rzz' R

R, —I=R—-1T+ =~ e — ) — -1
+ +sz+n Tz 2Tz 1T, 1T, +=1)

ziskany tpravou aktualizace z lemmatu 15, dostaneme

T 2 T p2 T2\ 2
r2 2 o 2" Rz 92" Rz e (7 Rz
L R A & T (e —RAURRI Gy

s
+ 2221? + 21 (Z;ZZ)Q —477225:2 +2(n — 1)%
- 2- 2772:7{12 +47722T£Z —2(n— I)ZZZ}:; + 2772:;52
oo —1) (ZZTTZZ)Z 2 (ZZTT]?)Q —4n(n — l)ifzz
=|R-1I|Z2 - 1+ 2nzZTRZZ = 2772ZZ§§Z —2(n— 1)%
- o () e ()

Stejny vysledek dostaneme rozndsobenim vztahu uvedeného v lemmatu 15.

Disledek 9 Jsou-li spinény predpoklady lemmatu 15 s 0 <n < 1, plati |R, —I||r < [|[R—I|F.

Dukaz Pouzijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

2TR3z B ZTR22\? ~ 2TR322TRz — (2T R%2)? >0
2T Rz TRz N (2T Rz)? -
2TR?2 3 TR2\’ ~ 2TRzzTz — (2T R2)? >0
2Tz 2Tz N (272)2 -
TR22\? B ZTRz\’  (zTR%2272)? — (2T R2)*
2TRz 2Tz N (2T RzzT2)?
 2TR*z2T2 4 (2T Rz2)? 2T R?227 2 — (2T Rz)? >0
N 2TR22T2 2TR22T2 -

Vsechny zavorky ve vztahu pro |[R/. — I||3. v lemmatu 15 jsou tedy nezdporné a jelikoz 0 < n < 1, plati
IR, —II% < |R— 13-
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Lemma 16 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost bodi generovand metodou s proménnou metrikou z
Broydenovy tiidy s p; =1, v, =1 a 0 < n; <1 takovd, Ze x; — x*, kde x* je staciondrnim bodem funkce
F : R" — R spliugici podminky (F3)—(F5). Pak plati

[Rigr = Illp = [[Ri = I|p (1 + O(l[es]]) + O(lles])-

Dukaz Oznacme

=~ 1/2 A 1/2 ~ 1/2 1/2
Ry =H?GH!? R, =HGH.

Matice R; ma stejnd vlastni ¢isla jako matice R;, nebot z C;’;/QHZ-G;/Z:E = Az, x # 0, plyne Hil/zéiHl/zy =
Ay, y = Hil/gé;mx # 0. Platf tedy |Ri||r = ||Rillr a |R; —I||r = ||Ri — I|| . Totéz plati pro matice R;H
a R} ,. Matici R}, ziskdme z matice R; pomoci aktualizace uvedené v lemmatu 15 (viz dikaz véty 43).
Pouzijeme-li dusledek 9 dostaneme

[Riy1 — 1| |Riv1 —I|lp < |Rix1 — Riysllp + |1 Rlyy — I|p

= ||Ris1— Rl llr+ IRy — Illp < |Riy1 — Ry |lp + |Ri — I 5.

Stacf tedy dokazat, ze |Rit1 — Ri1|lr = (| Ri — I|p + 1)O(||es ). Pouzijeme-li definiéni vztah pro matici
G; uvedeny ve vété 43 a nerovnost (F5), muzeme psat

1 1
0 0
1
< / 1G (i1 + Mist) — Glai + Adi)][d
0
o 1
S L/ H61'+1 + )\diJrl —€; — )\dz||d>\
0
_ 1 1
< L llesall +lleill + lldirall + S lidill ) = Ofleil)),

nebot podle pozndmky 23 plati ||e;11] = O(|les]]) a ||d;]] = O(]le;]]). Plati tedy

IA

IH 3 (Gigr = GOHII < [Higalll[Gin — Gl
= ||G VRGP H GGG = Gill S IGT IR AN G — G

1Riv1 — Riy

< HR+1H”G2+1 Gill = |1 Ri 1 [O(lesl)).

Ale
|R il =T+ Ripy — I <1+ ||Ry —I| ST+ [|Ry — Illr <14 ||Ri = 1||F,

takze
[Riy1 — Ry llp < VollRiy — Riyy |l = | Ri1 10(lesll) = (IR — Il 7 + 1O(Jlesl).

Dusledek 10 Jsou-li spinény predpoklady lemmatu 16, existuji konstanty R a H takové, Ze |Ri|| < R a
|H;|| < H Vie N.

Dukaz Jelikoz ||Ri||lr < +v/n + ||R; — I||r a posloupnost |R; — I||r, i € N, je podle lemmatu 16 a
poznamky 88 omezend, je i posloupnost ||R;|| < || R;|[r, i € N, omezend. Jelikoz

5—1/2 A1/2 17 A1/2 5—1/2 o 1
|Hl = G726 1G22 < G IRl < IR
je i posloupnost ||H;||, i € N, omezena.
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Poznéamka 90 Aktualizaci pro R~! dostaneme z aktualizace pro R zdménou R — R~! a n — 3. Jelikoz
z0<n<1plyne 0 < <1 (poznidmka 75), mizeme pouzit stejné Gvahy jako v dikazu lemmatu 15 a
lemmatu 16. Existujf tedy konstanty R a H takové, ze ||R; || < 1/Ra ||H; || <1/H Vi € N.

Véta 49 (Superlinedrni konvergence) Nechf x; € R", i € N, je posloupnost bodi generovand metodou
s proménnou metrikou z Broydenovy tridy s p; = 1, v = 1 a 0 < n; < 1, pricemz o; = 1, kdykoliv
tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2) a (S3). Necht x; — z*, kde x* je staciondrnim bodem funkce
F : R™ — R spliugici podminky (F3)-(F5). Pak x; — x* superlinedrné.

Dukaz Z dikazu lemmatu 16 (prvni nerovnost) vime, ze
1R = Illp = 1Ry = Illp < 1R = Illp = [[Riva = Il + | Rivs — Rijallr,

kde ||Riy1 — Ripyllr = (|Ri — I||p + 1)O(||e;]]). Jelikoz podle disledku 10 je posloupnost ||R; — I||r,
i € N, shora omezend, existuje konstanta C' takovd, ze |R;y1 — R;HHF < Cle;]|. Pouzijeme-li vétu 48,
dostaneme

S (IR = Illr = |Rjyy — Ilp) < [By = I|p +C Y |leill < o0,
=1 =1

takze plati
Jim (IR = Tllp = | Rl = Tllr) = 0.

a jelikoz normy ||R; — I||r a ||Ri,, — I||r < ||R; — I||F jsou omezené, také
Tim (1B = 11 — | Ry — 1) = 0.

Nyni pouzijeme vztah uvedeny v lemmatu 15. Protoze posledni tii ¢leny na pravé strané tohoto vztahu
maji stejné znaménko, musi konvergovat k nule, nebot jsme pravé dokézali, ze jejich soucet konverguje k
nule. Necht N = Ny U N, N; N Ny = ) je rozklad mnoziny N takovy, ze

limsupn; <1, liminfn; >0

N N2

i1 i— 00

71— 00

(napifklad Ny = {t € N : 0 <m; <1/2}, Ny ={i € N :1/2 <n; <1}). Z konvergence zminénych tii
¢lenu plyne, ze

T p3 T p2
lim 24 Rz _ lim 2Lt fizi _ 1
v 2TR;zi o~ 2TRiz
i—%oo i 17 i—}oo i 11

T p2 T
fim ZLE gy, ZtE
Ng Z?Zi No Z;TZZ ’
71— 00 71— 00

neboli

IR *(R; — I)z|? 2T (R? — 2R? + Ry)z

lim = lim =0
T b

iMoo ||Ril/2zi\|2 M z; Riz;
lim —”(RZ’_IQ)Z"HZ) — g U _TQR”I)ZZ' — 0.

Jelikoz podle disledku 10 a poznamky 90 plati |R;|| < R a ||R; || < 1/R Vi € N, miizeme obé tyto limity
nahradit jedinou limitou
(= Dl GEREGY? GGl G~ Gl

lim ————F— = lim = = : 4 =
A E 162Gl S (]
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Protoze z; — z* implikuje G; — G*, dostaneme pouzitim piedpokladi (F3) a (F4) vztah

i W(Hi — (G) Dyl _

i—oo 1yl

0,

ktery je, vzhledem k tomu, ze H; < H a H;l < 1/H Vi € N (dusledek 10 a a pozndmka 90), ekvivalentn{
vztahu .
B - G

0.
i—00 sl
Zéavér dikazu plyne z véty 17.

Poznamka 91 Véta 49 predpoklada, ze plati 0 < n; < 1 (neboli 0 < 8; < 1) Vi € N. Tento predpoklad
nelze piili§ zeslabit. D4 se pouze dokazat, ze véta zustane v platnosti, pokud 3; <1Vi € N a

Také je nutné, aby platilo p; = v; = 1, v opa¢ném piipadé nelze pouzit princip dikazu. Podrobnéjsim
rozborem lze ukazat, ze pro v; # 1 véta 49 neplati a to zejména proto, ze volba «; = 1 neméd pii pouziti
skédlovani zadné vysadni postaveni.

4.7 Implementace metod s proménnou metrikou

Poznamka 92 Uvedeme nékolik poznamek k implementaci metod s proménnou metrikou.

e Vybér délky kroku: Metody s proménnou metrikou nejsou citlivé na vybér délky kroku. Je mozné
pouzit algoritmus 1 beze zmény. Voli se pocdtecni odhad o = 1 nebo (zejména v pocdtecnich
iteracich)

a = min <1, M) .
5 9i

e Korekee (parametr p): Vypldcl se, zejména ve spojeni se skdlovdnim, pouzivat parametr p urceny
zpétnym pouzitim véty o sttedni hodnoté (poznamka 82) nebo pouzitim homogenniho modelu (poznamka 83)
a upraveny tak, aby platilo p < p < p.

e Skélovani (parametr v): Vhodné §kdlovani znacné zvysuje ti¢innost omezenych metod s promén-
nou metrikou (kdy 0 < n < 1), pokud volime parametr v tak, aby platilo b/c < p/y < a/b.
Skélovani v kazdé iteraci viak neni tcelné, je tfeba pouzivat néjakou strategii, kterd omezuje pouziti
hodnoty v # 1 v téch iteracich, kde je to nevhodné. Nejvice se osvédcilo fizené skdlovani popsané v
poznamce 85.

e Vybér konkretni metody (parametr 7): Praktické zkuSenosti ukdzuji, ze z jednoduchych metod je
nejucinnéjsi metoda BFGS a ze metoda DFP je velmi §patnd. Ackoliv metodu BFGS lze prekonat

uc¢innosti), takze lze doporucit korigovanou a skdlovanou metodu BFGS.

Algoritmus metody s proménnou metrikou lze popsat zhruba takto:
Algoritmus 4 (VM) Data e; = 1074, g5 = 0.9, £ > 0, p=0.01,p=100,y=0.7,5 = 6.

Krok 1 Zvolime pocéteéni odhad x; € R"™ vypocteme Fy = F(x1), g1 = g(x1), zvolime pocétecni
SPD matici H; (obvykle H; = I) a polozime i = 1.
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Krok 2 Pokud ||g;]] < g ukonéime vypocet. V opaéném pripadé polozime s; = —H;g; a uréime
délku kroku «y; pouzitim algoritmu 1. Polozime z;11 = z; + «;$; a vypocteme F;1q =
F(zi11), git1 = 9(Tit1).

Krok 3 Polozime d; = z;41 — x; a y; = giy1 — ¢g;- Uréime parametr p; zpétnym pouzitim véty
o stfedni hodnoté (pozndmka 82) nebo pouzitim homogenniho modelu (pozndmka 83).
Jestlize p; < p nebo p; > p polozime p; = 1. Pouzijeme Fizené skédlovani (pozndmka 85)
s hodnotou +; takovou, ze b;/a; < vi/p; < ¢i/b; a mezemi v < vy < v (pro metodu BFGS
volime 7;/p; = b;/a;). Zvolime parametr 7; > 0 a uréfme matici H;,; podle (H) (pro
metodu BFGS volime 7; = 1). Zvétsime i o 1 a pfejdeme na krok 2.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod s proménnou metrikou a jejich porovnani s metodou
sdruzenych gradienti pomoci souboru 92 testovacich problému s 50 a 200 proménnymi (jsou uvedeny
celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a selhéni F, jakoz i celkovy ¢as vypoétu). V tabulce je
kromé metody DFP (HD), metody BFGS (HB) a Hoshinovy metody (HH) uvedena metoda, kterd pouziva

hodnotu 2
_ max(0, VeJa—b%/(ac)) (HP)

* T max(e,1—b2/(ac)

kde &islo € = 10790 slouzi k zaruéeni nenulovosti jmenovatele, ktery by mohl byt nulovy vlivem zaokrouhlo-
vacich chyb. Hodnotu (HP) uvddime, abychom demonstrovali, ze efektivita metody BFGS muze byt
prekonana vhodnou volbou parametru n;. Oznaceni typu skdlovani v prvnim sloupci tabulky ma stejny
vyznam jako v pozndmce 85. Pro NS a PS se pouziva hodnota p; = 1. Pro CS se pouziva parametr p;
uréeny zpétnym pouzitim véty o stfedni hodnoté (pozndmka 82). Prvni sada sloupca odpovidd dimenzi
n = 50 a druhd dimenzi n = 200.

Metoda NIT NFV F Cas NIT NFV F Cas
HD + NS | 78846 83583 35 12.31 | 119772 131865 33 3:13.60
HD + PS | 91398 93393 41 14.00 | 144317 148434 42 4:28.87
HD + CS | 11682 15135 1 2.49 | 33103 44893 4 55.87
HB + NS | 13199 21222 1 371 31532 56521 1 1:17.95
HB + PS | 15009 16536 1 3.03| 34376 38172 3 53.86
HB + CS | 7982 9487 - 221 19091 22751 - 32.89
HH + NS | 15509 21355 1 3.77 | 33869 49213 1 1:13.47
HH + PS | 18623 19739 1 3.05| 40325 42884 3 1:01.07
HH 4+ CS | 8449 9853 - 217 | 20864 24543 - 34.64
HP + NS | 11244 17171 1 3.06 28521 44458 1 1:07.85
HP + PS | 11903 13725 1 2.19 | 27039 29645 2 42.12
HP + CS | 8183 9260 - 1.73 18430 20422 - 30.98

CG | 57787 121776 6 12.84 | 136781 288655 10 3:18.42

Poznamka 93 Z vysledku uvedenych v této tabulce lze uéinit nékolik zdvéru.
e Metoda DFP je velmi neefektivni.
o Rizené skélovani velmi zvysuje efektivitu metod s proménnou metrikou.
o Efektivita metody BFGS muze byt pfekondna vhodnou volbou parametru 7;.

e Metody s proménou metrikou jsou pro standardni (husté) tdlohy mensich rozméru (feknéme do 250
proménnych) mnohem efektivnéjsi nez metoda CG. To samoziejmé neplati pro rozsihlé ulohy, pro
které je bud nemozné nebo nevhodné pracovat s plnymi maticemi.

92



5 Metody s lokdIn& omezenym krokem

5.1 Zakladni vlastnosti metod s lokdln& omezenym krokem

Poznamka 94 Pii vykladu metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

1
QZ(S) = giTS + ESTBiS

pro kvadratickou funkei, kterd lokdlné aproximuje rozdil F(x; + s) — F(x;) a oznacen{

wi(s) = (Bis + gi)/llgill
pro presnost urcéeni smérového vektoru (predpokladdme, ze | g;|| # 0, nebot v opaéném piipadé je bod x;
staciondrnim bodem funkce F'). Dale budeme pouzivat oznacen{
F(x; +s) — F(x;
s) = Pt = Play
Qi(s)
pro podil skuteé¢ného a predpovédéného poklesu funkce F' : R™ — R.

Definice 28 Rekneme, Ze zdkladni optimalizacni metoda x;+1 = x; + a;s;, © € N, je metodou s lokdlné
omezenym krokem, jestlize smérové vektory s; € R™, i € N, se urcuji tak, Ze

sl < 0A, (T1a)
[sill < 6A; = |lwi(s:)|| <wi < W, (T1b)
—Qi(si) = allgil| min(Aq, [|gil| /| B:l)), (T1e)

kde0<6<1<68,0<0<1a0<w<1, kde délky kroku a; >0, i € N, se vybiraji tak, Ze
pi(si) <p=a; =0, (T2a)
pi(si) > p=a; =1, (T2b)
kde p > 0, a kde ¢isla 0 < A; < A, i € N, se voli tak, Ze
pi(si) <p=Bllsill < Aip1 < Bllsill, (T3a)

pi(si) >p= A4, i1 <A, (T3b)

kde A; = min(A;,7|s:|), A = min(zéi,Z), 0<p< B<1<
pricems 6 <1 a 78 > 1.

IA
P>

<00, 1<7<0al<p<p<l,

=2

Poznamka 95 Oznac¢ime N; C N mnozinu indexu takovych, zZe ||s;|| < dA;; No C N mnozinu indexu
takovych, ze p;(s;) > p > 0, a N3 C N mnozinu indext takovych, ze p;(s;) > p > p (takze N3 C N3).

Poznamka 96 Jestlize w = 0 nebo w > 0, dostaneme pfesné nebo nepfesné metody s lokalné omezenym
krokem. Obvykle volime p = 0. Pokud p > 0, dostaneme silngjsi tvrzeni o globdlni konvergenci (véta 51).
Cislo A > 0 slouzi k omezeni délky kroku, abychom se nedostali mimo definiéni obor funkce F : R" — R.
Cislo 7 mé pouze teoreticky vyznam (veta 52), vétsinou pokldddme 7 = co. Vzdy plati A; < A;. Pokud
¥ < oo, muze byt A; < A;. V tomto ptipadé ||s;|| — 0 implikuje A; — 0, coz je nékdy nevyhodné
(véta 70). Poznamenejme, Ze z nerovnosti 76 > 1 plyne A, = A;, pokud ¢ & Nj.
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Poznamka 97 Cislo ¢ neni vnéjsim parametrem. Jeho existence musi byt zarucena, ale jeho velikost

zavisi na zvolené metodé (obvykle ¢ = 1/2). Cisla § < 1 < § maji vyznam pii piiblizném vypoctu
optimélniho lokalné omezeného kroku. V ostatnich piipadech lze polozit 6 =1 = 4.

Pozndmka 98 V podmince (T1c) se nékdy pouzivd ||s;|| misto A;, coz je mozné, nebot podle (T1a) plati
A; > |1si]l/d. Navic A; se v podmince (T1c) uplatnuje pouze tehdy, kdyz ||s;|| > dA; (viz dukaz véty 77).

Poznamka 99 Normy v (T1) a (T3) mohou byt i jiné nez euklidovské. V tomto piipadé se vyuziva
ekvivalence norem. Pro libovolnou vektorovou normu ||s||. plati v||s|| < ||sll« < 7||s|| a podil 7/v pak

vystupuje v odpovidajicich vzorcich.

Lemma 17 Aplikujeme-li metodu s lokdlné omezengm krokem (T1)-(T3) na funkci F : R* — R, kterd
splniuje podminku (F3), existuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze

l|s:ll > emi/M;, (*)
kde

mi = min_ g,

M; = gggillBjH-

Dukaz (a) Necht ¢ € N;. Pak podle (T1b) plati

I Bisill = llg:lll < [|Bisi + gill = llwi(s:) lllgill < @llgall,

takze bud || B;s;|| > ||gi]| nebo || B;si|| < |lg:ll a || Bisil| = (1—@)||g:||. Spojenim téchto nerovnosti dostaneme
[Billllsill = [[Bisill = (1 =@)|lgill, coz dava |[s;]| = (1 —©)mi/M;.
(b) Necht ¢ ¢ Ny a ¢ ¢ N3. Pak podle definice mnoziny N3 a funkce Q;(s) plat

1 1
Flas ) = (o) > pQs(o) = (s + 557 Bos ) = 9 (s S IBl1)?)
Z druhé strany podle (UB1) dostaneme

1_
F(x;+ ;) — F;) < gf si + §G||Sz'||2»

coz dohromady dava

(G +7IBil)sill> > (p— 1)g] si-

|~

Z (T1c) dostaneme

: 1
—allgill min(As, gill/I1Bill) = Qi(si) = g7 si = 5|1 Billllsill*,

coz spolu s predchozi nerovnosti dava

_ _ 1
(G +plBil)lsill* > (pfl)gfsizi(pfl)llBillHSinf

— a(p—1llgil min(As, [[g:ll/1Bil),

1
2
neboli
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1 _ .
J(G+ IBilD[Isill* > (1 = p)lgil| min(As, [lg:ll/I1Bill),
takze bud ||s;|| > dA; > d|lg:|l/||B:ill = dm;/M;, nebo

a(l1-7)
)

1, 1
(G H Bl 5 ~lsil|* > 5@+ BDlsl* = o(1 = p)lgil|Ai > lgilllls:ll,

IIB I

cor dav ||sil| > (200(1 — D)|Brll/ (G + |1 Bal))) mi /M.
(c) Necht i = 1. Pokud ||¢g1]| = 0, plati ziejmé ||s1|| > [|g1]l/]|B1l| = m1/M;i. Pokud ||g1]| # 0 muZzeme psat

IsullllBall llgll

sl = :
lgall (1B

takze [|lsi[| > (|ls1[l|Byl|/llg1l)ma /My
(d) Necht i ¢ Ny, ¢ € N3 ai# 1. Necht k < i je nejvétsi index pro ktery neplati soucasné k & Ny, k € N3
a k # 1. Pak podle (T3) a (T1a) plati

llsill > 0A; > 6A;_1 > ... > 6Ak41 > BI |5kl

takze podle (a)-(c) plat{

sill > Bol|skll > cmp /My > ecm;/M;,
kde

20(1 = p)||B]| ”SIHBl“)

= [ mi 1__7é7 =~ )
Bomin <( oSG B ol

Poznidmka 100 V dikazu lemmatu 17 jsme pouzivali odhad || B;s;|| < || B;l|||s:]| obsahujici normu matice
B;. Misto toho jsme mohli pfedpokladat existenci ¢isla B; takového, ze || Bis;|| < Bjlls;|| (nenf tfeba aby
platilo || B;s|| < B;l|s|| pro s # s;). To znamens, ze podminku (T1c) mtzeme zapsat ve tvaru

—Qi(s:) = allg|| min(As, ||g: || /Bs),

kde ||B;si|| < Bil|si||. Tuto variantu pouzijeme v dikazu superlinedrni konvergence metod s lokdlné
omezenym krokem.

Véta 50 Nechtf x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezengm krokem (T1)-
(T3) takovd, Ze

> o
— M;
i=1
kde M;, i € N, jsou ¢isla definovand v lemmatu 17. Nechf funkce F : R™ — R spliuje podminky (F1) a
(F3). Pak plati
liminf [[g:| = 0.

Dukaz (a) Piedpoklddejme, ze existuje ¢islo ¢ > 0 takové, ze ||gi|| > ¢ Vi € N. Pak podle (Tla) a
lemmatu 17 plati

c &
Az 2l 2 S (%

Vi € N. Protoze N3 C Ny, muZeme psat
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F;, — Fiy1 = F(z;) — F(z; + si) > —pQi(s;) > poe min (Ai, ﬁ

Vi € N3, takze

Py —F > lim (Fy — Fipq) =

i—00 ‘
i=1

Plati tedy

i€EN3
(b) Necht i € N, necht r je pfirozené ¢islo takové, ze (m)T*IZ < 1 (takové &islo existuje nebot (56 < 1 a
7 < 00) a necht p(i) je pocet indextt z mnoziny [1,7] = {1,...,i}, které jsou prvky mnoziny N3 (ili p(7)
je mohutnost mnoziny [1,¢] N N3). Necht i € Ny, kde
Ny={i e N :rp(i) <i}.

Pak podle (T1a) a (T3) plati
i—1) (75 i—1—p(i—1 i—1) /7 (7GR (r—1)(i—1 (1)) /T
A; < APED(@S)LPI-D Ay < =D/ (FF)r-DE-D/T A < (1(55)(7‘ >) )

Protoze podle predpokladu je '_y(%)r’l < 1, muzeme psat
(i_l)/T Al
< o0.

_ (i—1)/r e _
Z A; < Z (1(55)(r—1)) A < Z (1(55)(r—1)>

1€ENy 1€ENy =1
Pouzijeme-li nyni (Tla) a (x), dostaneme

5
Z%_é2||si||§gZAi<oo.
i€ENy T T iEN T

(c¢) Nyni staci dokdzat, ze

1
Zﬁi<00,

i€Ns

kde N5 = N \ Ny, takze N5 = {i € N : rp(é) > i}. Oznaéme
N3:{i1,7:2,i3...}, N5={]<}1,]€2,k‘3...}

(pfedpokldddme uspoirdadani prvkia podle velikosti) a sestrojme mnozinu

N6 = {ll7l27l3...} = {’il,...,il,ig,...,ig,ig,...7i3,...}.
N—— N——
r—krét r—krat r—krét
7 konstrukce mnoziny N5 plyne, ze
rp(k;) > k; > j  Vj€EN,
takze podle definice mnoziny Ng dostaneme
Vj € N,

lj < ZTP(kj) < lp(ky) < k;
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nebot i,y je posledni prvek mnoziny [1,k;] N N3. Plati tedy M;, < My, Vj € N, takze podle (a)
dostaneme

1 =1 =1 1 1
2oan =X Sl = A =2 a <
ieNs Tt =1 R 5T jeNg T IENS

Poznamka 101 Piedpoklady véty 50 jsou splnény napiiklad tehdy, jsou-li matice B;, i € N, stejnomérné
omezené, kdy plati

IB;)| <B VieN.

Diikaz tohoto diléiho tvrzeni je velmi jednoduchy. Staci ¢ast (a) dukazu véty 50 pozmeénit tak, ze

e’} - 2
. oE“C 1
Bi—E> lim (Fy = Fig) = Y (Fi=Fip1) > Y (Fi— Fipa) > P 3 =
i=1 1€ N3 1€EN3

Je-li mnozina N3 nekoneénd, dojdeme ihned ke sporu. Je-li mnozina N3 koneénd, musi podle (T3a) platit
A; — 0, coz spolu s (T1a) dava ||s;|| — 0, coz je ve sporu s (x), nebot m; > ¢ a M; < B.

Poznamka 102 Piedpoklady véty 50 jsou splnény také tehdy, jsou-li matice B;, ¢ € N, dostatetné
omezené, kdy plati

|Bill <C; Vie N

a Cisla C; vyhovuji rekurentnim nerovnostem

Ciy1 < Ci+ C|lsil],
kde C; > 0 a C > 0 jsou vhodné konstanty. V tomto pifpadé plati

ii>i+i;_>i+¥oolfoo
=M -G =G+ 00A Gy 01+C§Ai:1i* J

nebot harmonicka fada je divergentni.

V pozndmce 15 jsme ukdzali, ze pro metody stejnomérné spddovych smeéru plati ||g;|] — 0. Nyni
dokéazeme, ze totéz plati pro metody s lokdlné omezenym krokem, jsou-li matice B;, i € N, stejnomérné
omezené a plati-li p > 0.

Véta 51 Nechf x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezengm krokem (T1)-

(T8) takovou, ze |B;|| < B Vi € N a p > 0. Necht funkce F : R* — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak
plati

lim |g;[| = 0.
11— 00

Dikaz V poznamce 101 jsme ukazali, ze plati
liminf [g;]| = 0.
11— 00

Predpokladejme, ze
limsup |g;[| > > 0.

11— 00

Jelikoz ke kazdému indexu k ¢ N» existuje index i € Ny takovy, Ze x; = z;, musi byt podle tohoto
pfedpokladu mnozina N nekone¢nd a musi obsahovat nekoneénou podmnozinu No C Ny takovou, ze
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llgill > & Vi € No. Piedpoklddejme pro jednoduchost, ze Ny = N (v opacném pifpadé miizeme posloupnost
N, precislovat) a oznaéme o
Ny = {ky, ko, ks, ...}

Jelikoz posloupnost F(zg;), j € N, je nerostouci (pravidlo (T2)) a zdola omezend (pominka (F1)), md
tato posloupnost limitu a existuje tedy index m € N takovy, ze

oe? 1 1 )
F(xg,) — Fa,,,) < ,0432 min (B G) Vi > m.

Necht [; je nevétsi index takovy, ze k;j < l; < kjy1 a ||lgi|| > g/(20) Vk; <1 < I;. Pak podle (T1) a (T2)
plati

: ||gz|) oe . ( € )
F(x;) — F(x > min | Ay, >p—min | ||s]], = |, Vk; <<,
(@) = Florn) > polamin (A 150 ) > pZmin (Il 5 ) vy <1<

takze

oe? 1
P—— Ml | =, = > F(xkj) F($k7+1) > F('rk ) F(ZL'[ +1)
lj lJ
oe
> (Flen) = Flowa) > 0255 3 win (Jll. )
I=k; 200 =,

Porovndme-li obé strany této nerovnosti, vidime, Ze pifpad, kdy |s;|| > £/(2B) nemtze pro k; < [ < ;
nastat (v opa¢ném piipadé by prava strana nebyla mensi nez levd). Muzeme tedy psét

1 1
||sl||< min <:, :>g£_.
B'G)~ 2G

Pouzijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnosti (e) z dikazu véty 13, dostaneme

Ly

I=k;

<

1
lg(@r,) = g(zi, 401 < Gllag, — x4 <G Z sl < 5
I=k;

Jelikoz posloupnost Na je nekonecnd a plati liminf; o ||g;|| = 0, musi existovat index j > m takovy, ze
l; +1 < kj41. Pak podle toho co jsme dokdzali plati

£ £
lgCzr,)Il < g+l + llg(ar;) — gz 4)ll < 5 + 5 =€

coz je ve sporu s predpokladem, ze ||gi, || > & Vk; € No.

Véta 52 Nechfxz; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezengm krokem (T1)-(T3)
§ 7 < 00, kde matice B;, 1 € N, jsou dostateéneé omezené. Necht x; — x*, kde x* € R™ je staciondrnim
bodem funkce F € C?> : R* — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Pak matice B;, i € N, jsou
stejnomérné omezené a plati

o0

> il < oo

i=1

Dikaz Necht k£ € N3 al € N3 jsou dva indexy takové ze j & N3 Vk < j < [. Pak podle (T1a) a (T3) plat{

5] <64, < Bollsj—ll < ... < (B Hsppall < = (55)J FAps1 <2 5 (5_)3 Fllsl

Q
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Vk < j < I, neboli

Z 851 < *IISkIIZ (Bo)y* < 75)”81@” = D|skl.

kde D =~7/(B(1 - ﬁé)) > 1, takze pro libovolny index ¢ € N plati

Ci+ ) Clis;l < DG+ Y Cllsill)

j=1 JENs
(pfedpokldddme bez Gjmy na obecnosti, ze 1 € N3). Nyni muzeme postupovat podobné jako v dukazu
véty 14. Pouzijeme-li (T1), dostaneme

Fi—Fia  _Qilsi) ( 9i||> pg . ( lgill ) < P2 llgilllls:ll
>—p > pomin | A;, > = min { ||s]|, >=_"2100
llgsll llgsll Ci 5 Gi 5 llgill + Cillsil
Vi € N3, nebot pro libovolnd kladng éisla a, b plati min(a,b) > ab/(a + b). Déle podle (F4) plati

1 1
0> Fipy = F 2 57 gi + 5 Glsil* = =[lsilllgill + 5Glsill®,

neboli

2
Isill < &gl

Vi € N3 (bez ijmy na obecnosti budeme piedpokladat, ze G < C1, takze G < C; Vi € N3). Vrétime-li se
k ptuvodni nerovnosti, muzeme psat

Fi-Fin _po_ lallsil  _ poGlsidl _ peG _ Clsil  _ poG  Tlsil
fodl = 3 lloall + 2Cillgil = 35 C: = 35C Gy + 5, Cllssl| ~ 300D Gy + Yyey, Clss |

Vi € N3, takze jako v dukazu véty 14 plati

poG Z Ci||3i||_ SZMSZFi_FiJrlg 2G F, — F*.
30CD &5 Ci+ Yien, Clssll — &z, ol — i llaal a

Existuje tedy ¢islo w, takové, ze

k—1 k—1
Cr <Ci+ ) Clsjl <D(C+ ) Clissl) < DC/w
Jj=1 JEN3

Vk € N (viz ditkaz véty 10), takze || By|| < Cx < BYk € N, kde B = DC /w. Z toho 7e C’H—Z?;ll Clls;ll <
B Vk € N plyne nerovnost

o0
Z IIs: ]| < oo.
i=1

Véta 53 (linedrni konvergence). Necht x; € R", i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné
omezenym krokem (T1)-(T3) takovou, Ze ||B;|| < B Vi € N. Necht x; — x*, kde z* € R™ je staciondrnim
bodem funkce F € C*: R — R, kterd vyhovuje podminkdm (F3) a (F4). Pak plati

oo
Z |zir1 — 24| < oo
i—1
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Dikaz (a) Dokdzeme nejprve, Ze posloupnost z;, ¢ € N3, je linedrné konvergentni. Dukaz tohoto diléiho
tvrzeni je velmi podobny dukazu véty 15. Necht i € N3. Podle lemmatu 17 existuje index k < i takovy,
ze ||s;|| > (¢/B)l|gk||. Jelikoz posloupnost F(x;), i € N, je nerostouci, plati

F(a:) = F(a®) _ G o —a*|* _ G* Jgill®

Flag) = Fa*) = 2 gl 26" llgnl?

(pouzivame vztahy (c)—(g) z dikazu vét 13 a 15), takze

1>

1
lsill = = gl
V2 BG

Jelikoz i € N3, muzeme pouzit (T1c) a (T2b), takze plati

1 G 1 p ocG c
Fi_Fi > 5 iQmin — = | = == i2>: i2-
o2 pal P (£ 2) = P g2 > L
kde
_ pacG  paG

= — < = <1,
26B 0G
nebot podle lemmatu 17 plati -
< 22U DBl _ )5
6(G + || Bill) G

Fi+1—F*§<1—C%>(Fi—F*) Vi € N3,

takze posloupnost z;, ¢ € N3, konverguje k bodu z* R-linearné, coz dava

Z lzir: — 24| < 0.

1€ N3

(b) Jelikoz x;11 = x;, pokud i € Na, budeme bez ijmy na obecnosti pfedpoklddat, ze No = N (v opa¢ném
piipadé muzeme posloupnost Ny piecislovat). Déle budeme predpoklddat, ze 1 € N3 (dukaz pro 1 € N3
nen{ principidlné slozitéjsi, jen se prodlouzi). Necht ¢ € N3 a k > i je index takovy, ze j & N3 Vi < j < k.
Pak plati

;11 < 38y < Bllsyall < ... < (B isia (+)

Vi < j < k. V (a) jsme ukdzali, ze ||s;|| > collgill > coGlleill, kde co = (1/v/2)(cG)/(BG). Jelikoz
posloupnost F(z;), i € N, je nerostouci, pak pro libovolny index j > i plati
Flay) = F(z7) _ G el

1> =
T F(x) = F(z*) — G el

neboli ||e;|| < 1/G/G |lei||. Mitzeme tedy psat

G 2 G A
[sitall = llzive = zipa ]l < llesrall + leill <24/ éH@iH Swel| §||8i|| =7sqll,

coz po dosazeni do (x) ddva

k k _

A i c
Solsll < sl 3 a@y s < (14 1 ) Il
=i

j=i+1
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takze podle (a) plat{

Dl =2t =3 lsill < (1+ 1%) 2 lsill < co.
i=1

1EN>o 1E€EN3

Poznamka 103 Ve vété 53 jsme nepiedpokladali, ze 7 < co. Pokud 7 < oo, plati silnéjsi tvrzeni véty 52.

Véta 54 (superlinedrni konvergence). Nechf x; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné
omezenym krokem (T1)-(T3) takovd, Ze x; — x*. Necht funkce F' : R™ — R spliuje podminky (F3) a
(F4). Necht

11— 00
lim |(B; — Gi)si| —0 3)
i—00 [|s:]]

Pak posloupnost x;, 1 € N, konverguje Q-superlinedrné k bodu z* € R™.

Diikaz Necht 0 < G < A(G*) a G > X\(G*). Diikaz provedeme v nékolika krocich.
(a) Ukdzeme, Ze existuje index ko € N takovy, ze

lgill = %QH‘SZH
a
oG? 9
—Qilsi) 2 —=1si
Qulsr) 2 2= ]

Vi > ko. Oznatme v; = (B; — G;)s;/||si|. Pak plati

B;s; = Gis; + Vil|si,

takze

1Bisill < XGa)llsill + [10s]ll5:ll,

si Bisi > MG |sill* — 19l ]|
a jelikoz ||| — 0 (podle (8)) a A(G;) — A(G*) < G, A(G;) — A(G*) < G, existuje index k; € N takovy,
7e || Bisi|| < G||sil| a sT Bysi > G||s;||* Vi > ka. Z definice Q;(s;) pak plyne plyne
T L r 1 2
02 Qi(si) = g si + 55i Bisi 2 5Gllsill” — llgillllsill,
coz dava ||g;|| > (G/2)||s:|| Vi > ka. Pouzijeme-li (T1c) a pfihlédneme-li k pozndmce 100, muzeme psat

min(1, = )lsil* = ==sill*.

2G 4G
(b) Ukézeme, 7Ze existuje index k3 > ks tak, Ze i € N3 Vi > k3. Podle véty 3 plati

. — oG . G aG?
Qi) > g min ). |90 /) > B

1 1
F(x;+si) — Fla;) = s{ g + §sz‘TGi5i +o([s:l1?) = Qi(si) + 55?(@' — By)s; + o(||s]?),

takze
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oy Fwit+s) = F(z) o s/ (Gi = Bi)si +o(||sil]*)
pilsi) = Qi(si) = 2Qi(sq) '
Podle (a) vsak plati

st (Gi = Bi)si +o(llsil*) | _ 2G 19illllsil|* + olls:*)
2Qi(s:) T oG? il

nebot ||¢;]] — 0. Plati tedy p;(s;) — 1 a jelikoz p < 1, existuje index ks > ko takovy, ze p;(s;) > p Vi > k3.
(¢) Ukdzeme, zZe existuje index k > ks takovy, ze i € Ny Vi > k. Poznamenejme nejprve, ze mnozina
N1 C N je nekoneéna. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by index k > k3 takovy, ze i & Ny Vi > k.
Muselo by tedy platit ||s;|| > 0A; > dAx Vi > k, nebot z (b) plyne, ze i € N3 Vi > k > k3. To je viak
spor, nebot podle (a) plati ||s;|| < 2||¢:||/G, takze ||g;|| — 0 implikuje ||s;|| — 0. Omezme se nyni pouze
na indexy i > ks, i € N7, a oznaéme w; = w;(s;). Podle (a), (8) a (T1b) platf Jw|| 22 0 a |0 2 0, takze
stejnym zpusobem jako v dikazu véty 17 se d4 ukazat, ze existuje index ky > k3, kg € Ny, takovy, Ze

— 0,

Gllsill < llg:ll < Gllsill

Vi > ky, i € N1. Pouzijeme-li vétu 3, muzeme pro i > ky psat

gi+1 = g(wi + ;) = gi + Gisi + o(||sil]),
nebot podle (b) ¢ € N5 C N2 pokud i > k4 > k3. Oznacme

g Bise s + ol )

' l: gl
(pro i > ky4). Pak z nerovnosti G||s;|| < ||gil|, platici pro i > k4, ¢ € Ny, plyne, ze || A < [|9i] +
o(1))/G ﬁg Jelikoz zaroven ||w;|| Mo, existuje index k > k4, k € Ny takovy, ze | \i|| < (G/G)/(26) a
lwill < (G/G)/(26) Vi > k, i € N;. Pak pro ¢ > k dostaneme

1 1
Isivill < Slgitall < 5Ulgiv1 — gi — Bisil| + || Bisi + gill) <
G G
G 11 1
< GO+l < (55+ 35 ) il = 3l

Jelikoz podle (b) ¢ € N3 C Ny, pokud i > k, plati A; 1 > min(7||s;|, A:), coz davéa
[siall < llsill /6 < min(F|sql|, Ai) < A,

nebot 7§ > 1, takze i + 1 € N;. Pokracujeme-li takto déle, dostaneme i € Ny Vi > k.
(d) Superlinedrn{ konvergence. Plat{

lgitall < llgiv1 — gi — Bisi|| + || Bisi + g4l
lgill — llg:ll

coz spolu s || A;|| = 0 a ||w;|]| — 0 dava

< il + fleill,

i Mt =2l Gl
imoo lwi —a*| T Gimeo lgill
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5.2 Metody s optimdInim lokadln& omezenym krokem

Definice 29 Metody s optimdinim lokdlné omezenym krokem pouZivaji misto podminky (T1c) silnéjsi
podminku

Qi(s:) < 8°Qi(sy), (Tlc)
kde
sf =arg min Q;(s), T1d
gHSHSAiQ (s) (T1d)
pricem?z ||sf]| = A;, pokud toto minimum neni jediné. Navic pouZivaji hodnotu @ = 0 v podmince (T1a).

Véta 55 Smérovy vektor sf € R™ uréeny podle (T1d) vyhovuje podminkdm (T1) s =1=05, w0 =0 a
o=1/2.

Dikaz (a) Podminka (T1a) je pifmo souédsti podminky (T1d). Ptedpokladejme, ze si € R" je fesenim
ulohy (T1d), pficemz ||sf|| < A;. Pak nutné Q;(s) je ryze konvexn{ funkce a B;s¥+g; = 0, takze w;(sf) =0
a

~Qi(s7) =g/ Bi 'gi — fgl i B g = fgl i B lgi > *ng‘IIQ/IIBz'II-

(b) Necht ||sf]| = A;. Polozme
T
9i 9i

§=— Ji
9 B;g;”"

a predpoklddejme, 7e ||s|| < A; a g! B;g; > 0. Pak plat{

' 9 Bigi 2 (giTBigi)z "~ 2] Bz i = gl

Podle (T1d) musi byt Q;(s}) < Q:(s), takze nutné

1
—Qi(s7) = =Qi(s) = S llgill*/ 1 Bill

(c) Necht |sf|| = A; a bud ||s|| > A; nebo g7 B;g; < 0, kde s € R™ je vektor definovany v (b). Jestlize

sl > A; a g] Bigi > 0, pak ||g||*/g] Bigi > A; neboli
91 Bigi < |lgill*/ A

Stejnéd nerovnost plati pro g B;g; < 0. Polozme 5 = —(A;/||gi||)g; takze ||3]| < A;. Pak plat{

. 1 A7 1 1 1, .
—Qi(8) = Aillgill - AL HQQ Bigi > Aillgill = 5 Aillgill = 5Adllgll = S lIsi lllgsll,

nebot ||s¥|| = A;. Podle (T1d) musi byt Q;(s}) < Q;(3) takze nutné

~Qu(s?) = Qi) = Llaillsil

Poznamka 104 Podle definice 29 a véty 55 spliuje metoda s optimalnim lokdlné omezenym krokem
podminku (Tlc) s o = 6%/2.
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5.3 Vypocet optimalniho lokdIn& omezeného kroku

Véta 56 Vektor sf € R™ je fesenim dilohy (T1d) prdvé tehdy, jestlize ||st|| < A; a jestlize existuje cislo
Af > 0 takové, Ze matice B;+ A} 1 je pozitivné semidefinitni a plati (B;+X i I)sf+g; =0 a (||sf||—A;)A\f = 0.

Dukaz (a) Nejprve dokdzeme nutnost. Jestlize ||s7|| < A;, pak nutné B;sf +¢; = 0 a (||sf|| — A;) #0
a funkce Q;(s) je konvexni, takze matice B; je pozitivné semidefinitni. Jsou tedy splnény dokazované
podminky s Af = 0. Jestlize ||sf|| = A; musi byt splnény Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky
(Bi + AfI)sf +g: =0 a (||sf]] — Ai))AF =0, kde A\f > 0. Zbyva dokédzat pozitivni semidefinitnost matice
B; + Af 1. Pro libovolny vektor s € R™ takovy, ze ||s|| = A;, plati

Quls) = @uls1) = g (s —s7) + 557 Bis — 5 (57) Bus?
= (HT(Bi + X I)(sf —s) + %STBZ'S - %(s’f‘)TBis;‘
= %(sz_s) (Bs + N[ I)(s] —5) + = )\ ((s7)T sy —sT's)
1

= 5(5? — S)T(Bi + A T)(sf —s) > 0.

Jelikoz oba vektory s a s} lez{ na kouli o poloméru A;, muze se vektor v = (s — s¥)/||s — s||, s #
*

57, rovnat libovolnému vektoru na jednotkové kouli, s vyjimkou vektort kolmych k s}, a plati pro néj
vT(B; + AfI)v > 0. Necht v € R", ||v]| = 1 a vTs} = 0. Pak existuje posloupnost v; € R", ||v;| = 1,
vl'st #0, i € N takova, 7e v; — v, takze vT(B; + A\ 1)v = lim;_o v} (B; + A\ I)v; > 0. Plat{ tedy
v (B; + M T)v > 0 Vv € R™, takze matice B; + A1 je pozitivné semidefinitni.
(b) Nyni dokézeme posta(ntelnost Jestlize ||s}]| < A;, je funkce Q;(s) konvexni (matice B; + Af1 je pro
Af = 0 pozitivné semidefinitni), takze nutné podminky jsou zdroven postacujicimi podminkami. Jestlize
[Isfll = A;, pak dokazované podminky implikuji (tak jako v (a)), ze
1 1
Qi(s) = Qi(s]) = g (s—s7)+ 55" Bis = 5 (s7)" Bis;
1 1
= 5(8: — )T (B + A1) (s; —s) + 5)\:(( sy —sTs) >
1

%

5(8: - s)T(Bi +AI)(s; —s)>0

pro viechny vektory s € R™ takové, ze ||s|| < ||s;|| = A

Tvrzeni véty 56 tvorf zdklad algoritmu, zalozeného na hleddni ¢isla A; > 0 takového, ze matice B; +A; 1
je pozitivné semidefinitni a dA; < s;(A;) < dA;, kde (B; + A I)si(A;) + ¢g; = 0. Protoze se omezime na
jeden konkrétni iteraéni krok, budeme index ¢ vynechéavat.

Véta 57 Necht A\ >0, B+ M =0 a|s|| > A, kde (B + \l)s+g = 0. Pak je spliiena podminka (T1c).
Dikaz Ziejmé

1
Q(s) = gls+= 5 TBs = —sT(B+A)s+ gsTBs

1 1
=5 (5T (B+ s +AsTs) < —58 (sT(B+ A)s+ AA?)
a pro libovolny vektor z € R™ plati
1 1
Qs+2) = gl(s+2)+ 5(5 +2)'B(s+2) = —sT(B+ X)(s + 2) + 5(5 +2)TB(s + 2)

- f% (sT"(B+ADs+A(s+2) (s +2)) + %ZT(B + M)z
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Necht s* = s+ 2*. Pak (s + 2%)T(s + 2*) = (s*)Ts* < A% a (2*)T(B + A\I)z* > 0, takze podle piedchoz
rovnosti dostaneme

Qs = - (ST(B+AI)5+>\(8+Z*)T(S+Z*))+%(z*)T(B+M)Z*

Y

N =N =

(sT(B+\)s+ AA?),
coz po dosazeni do uvodni nerovnosti dava dokazované tvrzeni.

Cislo A > 0 vyhovujici predpokladiim véty 57 lze ziskat fesenfm nelinedrn{ rovnice ekvivalentni rovnici
[Is(A)]] = A. Pi{fmé pouziti rovnice ||s(A)|| = A neni vhodné, nebot funkee ||s(A)|| mé pdly v bodech, které
odpovidaji vlastnim ¢éislum matice B. Vhodnéjsi (z hlediska omezenosti a konvexity) je pro tento 1ucel
rovnice ¢(A) = 0, kde ¢p(A) = 1/A —1/||s(N\)||. Tato rovnice se fesi pomoci Newtonovy metody.

Lemma 18 Necht ¢p(A) =1/A —1/||s(A)||, kde A >0, B+ Al =0 a (B+ Al)s(\) + g = 0. Pak plat{

s(NT(B + AI)~Ls())
[s(MII?

(N = -

a@’(A) >0

Dikaz Derivovanim rovnosti (B + A)s(A\) + g = 0 dostaneme (B + AI)s' (M) + s(A) = 0, takze s'(\) =
—(B + M)~1s()), a podle definice funkce ¢(\) plati

Py 73()\)Ts’()\) B 75()\)T(B + A)"1s(\)
YN =TTEE T EOIE

Dalsfm derivovanim dostaneme (B + A )s”()\) + 2s'(\) = 0, takze s”(\) = —2(B + A)71s'()\) a

sT"N) + NS 36T IIsWIPIS I = (s()Ts'(A)?
|

P == EDIE TTOF EOIE

a podle Schwarzovy nerovnosti pak plati ¢”(\) > 0.

Dusledek 11 Necht jsou splnieny predpoklady lemmatu 18. Necht A;, 1 < i < n, jsou vlastni éisla matice B
(sefazend vzestupné) a v;, 1 <1i < n, jim odpovidajici ortonormdlni vlastni vektory. Necht g =Y 1_; viv;
(takze v; = vlg). Pak plati

1 1

N=3 T
V2i=1 o
n v
211 T

n H
(Voo k)

Diikaz JelikoZ matice B je symetrickd, existuje rozklad VBV = A, kde V = [v1,...,v,] (takze VIV =I)
a A = diag(A1,...,An). Podle lemmatu 18 tedy plati

1 1 1 1
A sV A gTV(A+ )2V

¢'(\) =~

3

gTV(A+ )3V Tg
-
(VoVA+ ANV

Vyuzijeme-li ortogonalitu matice V', dostaneme dokazované tvrzeni.

S0 = -
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Poznamka 105 Jelikoz pozadujeme, aby matice B + A*I byla positivné semidefinitni, musi platit A* >
—M1, kde \; je nejmensi vlastni ¢islo matice B. Abychom zjednodusili nékteré ivahy, budeme bez jmy
na obecnosti predpoklddat, ze nejmensi vlastni ¢islo A\; je jednoduché. Budeme rozlisovat dva pripady:
regularni ptripad, kdy A* > —M\, a singularni piipad, kdy A\* = —A;. Pokud v reguldrnim piipadé plati
A1 < A< A (takze ||s(V)|| > A a ¢(A) > 0) je krok Newtonovy metody

s(NT(B+ X)~1s(\) (1 1 )

Is(AI? A

A=A A s

dobfe definovan a plati A < AL < A* (plyne to z konvexity funkce ¢())). Pro \* < A (kdy [|s(A)|| < A a
d(A) < 0) plati Ay < A\* a je tfeba zajistit aby byla splnéna podminka —A; < A;. To lze provést pouzitim
mezi A < A\* < X aktualizovanych v kazdém kroku algoritmu (poznamka 108). Singuldrni piipad miize
nastat jediné tehdy, jestlize v; = v{'g = 0, nebot pro \* = —\; plati

vig=—vl(B+X\T)s(\*) = —v] (B —\1I)s(\) = 0.

Poznimka 106 Jestlize v; = v{ g # 0, lze se snadno presvédéit (ze vzorcii uvedenych v disledku 11), ze
plati

. 1 o, 1
lim o= Jim 60 =1
a
1

)\lim d(\) = —oo, )\lim '\ =

llgll

Z téchto vztahil je patrné, ze pro 1 = vi g # 0 jsou funkce ¢()\) a ¢’(\) omezené v okoli bodu A = —)\; a
plati A* > —)\q.

Poznamka 107 V singuldrnim piipadé nelze pouzit Newtonovu metodu, nebot ¢(A) < 0 VA > A;. 'V
tomto pifpadé lze vektor s(A*) vyjadrit ve tvaru s(A*) = s + awvp, kde s je libovolné fesen{ rovnice (B —
Ail)s = —g a « se vybird tak aby platilo ||s(A*)|| = ||s + awv1|| = A. Potom

(B+ X' Ds(\*)=(B—MIDs+a(B—MDv, =g.

Tento zpusob je podkladem pro alternativni krok v pifpadé, ze ¢(A) < 0, kdy krok Newtonovy metody
muze selhat. V tomto piipadé najdeme feSeni s rovnice (B + AI)s + g = 0 spolu s n&jakou aproximaci 01
vektoru v; a testujeme, zda vektor s + 2z = s + ad; takovy, ze ||s + z|| = A, vyhovuje podmince (T1c).
Kvantitativni vztahy udava nasledujici véta.

Véta 58 Necht A >0, B+ A =0 a|s+z||=A, kde (B+M)s+g=0a
2T (B4 Az < (1—-0°) (sT(B+M)s+ AA?) .
Pak vektor s + z vyhovuje podmince (T1c).

Dukaz Tak jako v dukazu véty 57 plati
Q(s+2) = %zT(B + M)z — % (s"(B+AM)s+ A(s+2)" (s +2))
a pouzijeme-li predpoklady véty, dostaneme
Q(s+2) < —%f (sT(B+ A)s + AA?) .

Spojenim této nerovnosti s posledni nerovnosti v dikazu véty 57, dostaneme dokazované tvrzeni.

106



Poznamka 108 Abychom zabranili selhani Newtonovy metody, je icelné pouzivat a aktualizovat dolni
odhad p pro ¢islo —A; a meze 0 < A < A* < A. V prvnim itera¢nim kroku Newtonovy metody muzeme

jako p zvolit maximalni diagondlni prvek matice —B. Pocatecni meze A < A* < A\ lze uréit z vlastnosti
cisla A*. Jestlize (B + A*I)s(A*) +g =0 a [|s(A*)|| = A, plati

s()T(B +AI)*s(\) = g,
coz s prihlédnutim k extremélnim vlastnostem vlastnich ¢isel matice (B + A*I) dava

lgll

AB)+ X < A S A(B) + A*.
Jelikoz —||B|| < A(B) < A(B) < ||B||, mtizeme polozit
lgll « < Nl X
A=2= — Bl <X <= +|B|l=X
A="1 — Bl =A< 7= + 1Bl

(misto —||B|| a || B|| 1ze pouzi i jiné odhady pro vlastni ¢isla, napifklad Gerschgorinovy kruhy). Dolni mez
A je tieba jesté upravit tak, aby platilo A > 0.

Pozndmka 109 V pocatecnich krocich Newtonovy metody se muze stét, ze matice B + AI neni positivné
definitni. Proto je ticelné pouzit misto Choleského rozkladu B + A\ = RT R Gilliv-Murrayiv rozklad
B+ M + E = RTR (definice 32). Z nulovosti matice E lze zjistit positivn{ definitnost matice B + A\ a
véta 67 dava odhad cisla, které je teba pric¢ist k A.

Dosavadni tivahy muzeme shrnout ve formé algoritmu.

Algoritmus 5 Data 0 < § <1< (obvykle § =0.9ad = 1.1), A > 0.
Krok 1 Uréime p jako maximalni diagondlni prvek matice —B. Polozime X = ||g||/A + || B,

A = max(0, p, [lgll/A = [|B]]) a A = A.

Krok 2 Jestlize A < A polozime A\ = V.
Krok 3 Uréime Gilliv-Murraytv rozklad B + M + E = RTR. Jeli E = 0 (takze B + Al >~ 0,

piejdeme na krok 4. V opaéném piipadé uréime vektor v € R™ takovy, ze ||v|| = 1 a
v (B + M )v < 0 (véta 67), polozime p = A —vT (B + Al)v, A = max(u, ) a prejdeme
na krok 2.

Krok 4 Uréime vektor s € R" fegenfm rovnice RT Rs+g = 0. Jestlize ||s|| > §A, polozime A = A
a piejdeme na krok 6. Jestlize A < ||s|| < A ukonéime vypocet. Jestlize ||s| < A
a A = 0 ukonéime vypocet. Jestlize ||s|| < JA a X # 0 polozime A\ = )\ a piejdeme na
krok 5.

Krok 5 Urcime vektor v € R™ tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaci vlastniho vektoru
matice B pifslugného vlastnimu éislu A\(B) a aby platilo ||v|| = 1 a vTs > 0 (tento vektor
Ize urcit z rozkladu RT R zptisobem, ktery pouzivaji programy knihovny LAPACK).
Uréfme éfslo a > 0 tak, aby platilo ||s + av| = A (pozndmka 111). Jestlize || Ro||? <
(1 — 8%)(||Rs||?> + AA2?), polozime s := s + av a ukonéime vypocet. V opacném pifpadé
polozime p = A — ||Rv|[?, A = max(u, A) a prejdeme na krok 6.

Krok 6 Uréime vektor v € R™ fegenim rovnice RTv = s a polozime

|Is]* <|8| A)
A=A+ LGl Bt
o2\ A

Pokud A\ < )\ polozime A = A. Pokud A > X polozime A = \. Pfejdeme na krok 2
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5.4 Vyuziti sméru nejvétsiho spadu (metody psi nohy)

Nevyhodou metod s optimalnim lokdlné omezenym krokem je nutnost feseni tlohy (T1d), coz vyzaduje
opakované Teseni soustavy (B; + Al)s;(A\) + g; = 0, kterd obsahuje n rovnic o n nezndmych. V pruméru
se tato soustava Fesi 2-3 krét v kazdém iteraénim kroku, ale v singuldrnim piipadé muze byt tento pocet
mnohem vyssi. Proto se tloha (T1d) éasto nahrazuje tilohou

§; = ar min i(s(a, 3)), T1d
g i Qi (a, B)) (T1d)

kde

s(e, B) = ag; + BB;  gi.

Uloha (T1d) mé dimenzi 2 a soustava rovnic s matici B; se fesf pouze jednou (k urceni vektoru B; 'g;).

Vektor s; ziskany FeSenfm tlohy (T1d) vyhovuje opét podminkdm (T1) s @ =0 a ¢ = 1/2 a jeho pouzitim

dostaneme metody, které konverguji téméf stejné dobfe jako metody s optimélnim lokalné omezenym

krokem. Ukazuje se ze efektivita metod zalozenych na promitani do podprostoru generovaného vektory g;

a B, 14, se piilis nezméni nahradime-li piesné feseni dlohy (rfld) specidlnim pfibliznym vybérem koeficientt

« a [, ktery se nazyvd metodou psi nohy (nézev této metody pochdzi od jejtho autora M.J.D.Powella).
Metoda psi nohy je zalozena na pouziti Cauchyova kroku s a Newtonova kroku sy, kde

g’y

_99 — _B .
gTng7 SN g

Sg =

Cauchytv krok je spadovym smérem pravé tehdy, plati-li g7 Bg > 0. Proto budeme rozlisovat dva piipady,
bud g” Bg > 0 nebo g Bg < 0. Jestlize g7 Bg < 0, mtizeme polozit s = —(A/||g||)g, nebof v tomto pFipadé
pro a > 0 plati

A al A
sT(g+aBs) = =7 (ng - —gTBg> <-4y,
gl gl gl
takze kvadratickd funkce Q(z + as) (funkce proménné a, jejiz derivace je s7 (g + aBs)) klesa pro o > 0.
Jestlize gT Bg > 0 a ||sc|| > A, mizeme polozit s = (A/|sc||)sc. Plati totiz g = —(sLBsc/sksc)sc, coz
dava - (o79)?
T scBsc r T T 99
s + aBsg) = — sasc +asaBse = —(1 —a)spBsg = —(1 —« ,
clg c) oTsg 0% cBsc ( )s¢Bsc ( )gTBg

takze kvadratickd funkce Q(z + as¢) klesd pro 0 < o < 1 a nabyvé minima pro o = 1.

Pokud g"Bg > 0 a ||s¢|| < A, mohou opét nastat dva ptipady, bud (sy — s¢)Tsc > 0 nebo (sy —
sc)Tsc < 0. Vysetifme nejprve piipad, kdy (sx —sc)Ts¢ > 0. V tomto pipadé, ktery nastane napifklad
tehdy, je-li matice B positivné definitni, lze volit smérovy vektor d jako prusecik hranice oblasti urcené
omezenim ||d|| < A a tsecky spojujici body s¢ a Tsy, kde 0 < 7 < 1 je vhodné zvoleny parametr.

Véta 59 Necht g"Bg >0 a (sy — sc)?sc > 0. Pak 0 < stsc/stsn <1 a pokud
sesofsbsn <7 <1, ()
je kvadratickd funkce Q(sc + a(Tsy — sc)) nerostouci pro a < 1 (pokud (s — sc)T'sc > 0, je tato funkce

klesajici pro a < 1). Dale plati |[Tsn|| > ||sc|| (rovnost nastane prdvé tehdy, plati-li T = shsc/shsy a
jsou-li vektory sc a sy kolinedrni).

Dikaz Prostym dosazenim dostaneme

ng T T T \2
5 (9" Bgg" B~ g —(9"9)?),

(snv — SC)TSC = (gTTg)
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takze nerovnost (sy — sc)?'sc > 0 je splnéna pravé tehdy, jestlize plati g? Bgg? B=g — (¢7g)? > 0 (je-li
matice B positivné definitnf plyne tato nerovnost ze Schwarzovy nerovnosti). Musf tedy platit g? B~1g > 0,
neboli
sose __ (979)?
sysc (9TB~1gT By)
coz spolu s nerovnost{ (sy — sc)Tsc > 0 déavd 0 < sLsc/sbsy < 1. Je-li splnéna nerovnost (*) mizeme
psat

>0,

T _ QTQ TBaa’ B~ Ya — (aTa)2) > 0
Vs = = (r9" Byyg 9-(9"9)?) >0,

(9T Byg)
T \2 T \2
rgTB g — 97 (gT 9) (gT 9)
g'Bg  g'Bg

(Tsy — s¢

(Tsy — SC)TB(TSN —s¢)

= T (TgTngTBflgi(ng)Z)+(177_)(9Tg)2 -
9" Bg 9'Bg ~ 7
piicemz posledn{ nerovnost je rovnost{ pravé tehdy, pokud (sy — sc¢)?sc = 0. Déle plati
(rsy —sc) (g+ Bsg) = (tsy —sc) (tg+ Bsc)+ (1 —7)(tsy —sc)'g
= (rsny —s0)'B(B g+ sc)+ (1 —7)(tsy —sc)lyg
B
= —(rsy —sc)TB(rsy —sc) — (1—7) gnggsC,
takze pro derivaci kvadratické funkce Q(s¢ + a(Tsy — s¢)) dostaneme
T T 9" By
(tsy —s¢)" (g4 B(sc + a(tsy —s¢)) = —(7sy — s¢)" B(tsy —s¢)(l—a) — (1 —7) i sc.

Pokud a < 1, je tato derivace nekladnd, takze funkce Q(s¢ + a(7sy — s¢)) je nerostouci (pokud (sy —
sc)Tsc > 0 je tato funkee klesajic pro o < 1). Vztah ||7sy| > ||sc| plyne z nerovnosti

||T$N||2 = (sc+71sy— SC)T(SC +7sy — s¢)
= |lscl’ +2(rsn — sc) sc + [Irsn — scll> > |Iscl®.

Rovnost nastane praveé tehdy, jestlize Tsy = s¢. Zvolime-li 7 = shsc/shsy (nejmensi moznd hodnota)
plati

|sc]? [sc]?
Tllsnll = llscll = —F—llsnll = lIscll > ————llsnll = lIscll = 0,
sksc Isnllllscll

pficem7 rovnost nastane pravé tehdy, jsou-li vektory s¢ a sy kolinedrni. Jelikoz s;sc > 0, plat{ v tomto
pripadé Tsy = s¢.

Poznamka 110 Piipad, kdy (sy — sc)T sc > 0 je nejdillezitéjsi, nastane napiiklad tehdy, je-li matice B
positivné definitni. V tomto piipadé lze postupovat tak, ze polozime s = (A/||sc||)d., pokud s¢ > A,
s = sy, pokud [|sy|| < A as = sc+ altsy — s¢), pokud [s¢|| < A < ||sn||, kde a se voli tak aby
platilo ||d|| = A. Pfitom bud 7 = 1 (klasickd metoda psi nohy) nebo 7 = max(s&sc/s&sn, A/|lsn||)
(modifikovand metoda psi nohy pochézejici od Dennise a Meie). Ve viech uvedenych piipadech je splnéna
podminka (T1c) se 0 = 1/2.

Poznémka 111 Necht s € R*, v € R" a ||s|| < A. Cislo a > 0, pro které plati ||s + av| = A, uréujeme
podle vzorce

o V(Ts)2 + (A2 —[[s])[[v]> — v"s _ A% —||s|?
o] V(0Ts)2 + (A2 — [|s][2)[lv]|2 + vTs
Prvni vztah volime pokud v*'s < 0 a druhy v opaéném piipadé. Oba vztahy se zjednodusi, pokud |v|| = 1.
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Nyni vysetifme piipad, kdy (sy —sc)?sc < 0. V tomto pifpadé nenf matice B positivné semidefinitn{

a nemd vyznam poklddat s = sy, nebot tento bod nen{ minimem kvadratické funkee Q(s).

Véta 60 Necht g Bg > 0 a (sy — sc¢)Tsc < 0. Pak kvadratickd funkce Q(sc + a(sc — sn)) klesd pro
a>0.

Diikaz Z nerovnosti (sy — s¢)?sc < 0 plyne g7 Bgg" B='g — (g7g)? < 0. Plati tedy

T \2 T _\2
T _ Tpo (9797  (9°9)
(sv —sc) B(sn —s¢) = ¢'B g_QgTBg By
1 _
= g, W' Beg" B9~ (g"9)°) <0,
(s —sc) (g4 Bsc) = —(sx—sc)" B(sy —sc) >0,

takze pro derivaci kvadratické funkce Q(sc + a(s¢ — s¢)) dostaneme
(sc —sn) (g+ B(sc +a(sc —sn)) = (1 +a)(sc —sy)  B(sc — sn) < 0.
Dosavadni dvahy muzeme shrnout ve formé algoritmu.

Algoritmus 6 Data A > 0.
Krok 1 Jestlize g7 Bg < 0 polozime s = —(A/||g||)g a ukonéime vypocet.

Krok 2 Vypoéteme Cauchytv krok sc = —(g7g/gT Bg)g. Jestlize ||sc|| > A, polozime s =
(A/]Isc|)sc a ukonéime vypocet.

Krok 3 Vypoéteme Newtoniv krok sy = —B~tg. Jestlize (sy — s¢)Tsc > 0 a [[sn|| < A,
polozime s = sy a ukonéime vypocet.

Krok 4 Jestlize (sy —sc)Tsc > 0a ||sy|| > A, uréfme éislo 7 tak aby platilo shsc/stsy <7 <
1, zvolime o > 0 tak aby platilo ||s¢ + a(tsy — s¢)|| = A (pozndmka 111), polozime
s =8¢+ a(rsy — s¢) a ukonéime vypocet.

Krok 5 Jestlize (sy — sc)Tsc < 0, zvolime a > 0 tak aby platilo ||s¢ + a(sc — sy)|| = A
(pozndmka 111), polozime s = s¢ + a(s¢c — sn) a ukonéime vypocet.

5.5 Neptesné metody s lokdIn& omezenym krokem

K uréeni lokdlné omezeného kroku muzeme velmi efektivné pouzit predpodminénou metodu sdruzenych
gradientu aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

Q(s) =g s+ %STBS.
Pripomenme, ze predpodminénd metoda sdruzenych gradientu pouziva rekurentni vztahy
s1=0, q1=g, p=-Cg
a (PCG)
@ =Bpi, ai=g/C g, /p] a,

Si+1 = S; + aypy, gi+1 = gi + ;g
Bi=g51C gt /9l C 1 gs, pit1=—Cgiy1 + Bips

pro 1 < i < n. Muzeme pouzivat vétu 28 a dusledek 2.
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Pozndmka 112 Urcujeme-li lokdlné omezeny krok pomoci metody sdruzenych gradienti, zastavujeme
itera¢n{ proces nejen tehdy, kdyz ||g;|| < wlg|l, ale také tehdy, kdyz ||s;|| < A a bud p! Bp; < 0 nebo
lsit1]l > A. Pokud p! Bp; <0, plat

1
Q(si + a;p;) = Q(si) + g pi + ia?piTBpi < Q(si) — aillgil* < Q(s:)

pro libovolnou hodnotu «; > 0 (nebot gfp; = —glg; podle pozndmky 54). Pokud |[[s;11] > A, plati
Q(si + a;p;) < Q(s;) pro libovolnou hodnotu «; > 0 takovou, zZe ||s; + a;p;|| < A (nebot Q(s;+1) < Q(s;)
podle dusledku 2). V obou piipadech uréime éislo ;; > 0 tak, aby platilo ||s; + a;p;|| = A (pozndmka 111)
a polozime s = s; + a;p;. Podle disledku 3 plati Q(s) < —(1/2)|g||?/(x(C)||B||) pro i > 2 a podle ¢asti
(c) dukazu vety 55 plati Q(s) < —(1/2)]g]/||s|| pro ¢ = 1.

Poznamka 113 Piedpodminéna metoda sdruzenych gradientu generuje cestu v oblasti uréené omezenim
Isllc < A, to znamend kiivku s(t) € R"™ takovou, ze

dl|s(®)llc

o >0,
dQ(s(t))
T < 0.

Proto je pfedpodminénd metoda sdruzenych gradientt vhodnd zejména pro metody s lokdlné omeze-
nym krokem pouzivajici omezeni ||s|c < A. Pokud C # I, mohou pro metody s lokdlné omezenym
krokem pouzivajici omezeni ||s| < A nastat jisté obtize, nebof posloupnost ||s;||, ¢ € N, neni v tomto
piripadé monotonné rostouci. Tyto obtize jsou v8ak vyvazeny velkou efektivitou predpodminéné metody
sdruzenych gradientu.

Uvedené uvahy tvoii zédklad jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 7 Data C > 0,0 <w < 1, A >0, m > n (obvykle m =n + 3).

T

Krok 1 Polozime s=0,r=—-¢g,v=C"'r,o=rTv,6=0,p=rak=1.

Krok 2 Polozime p = o, vypoéteme vektor ¢ = Bp a ¢islo 7 = pTq. Jestlize 7 < 0, uréime éislo
a > 0 tak, aby platilo ||s + ap|| = A, polozime s := s + ap a ukonéime vypocet.

Krok 3 Polozime a = p/7. Jestlize ||s + ap|| > A, uréime ¢éislo a > 0 tak, aby platilo ||s + apl|| =
A, polozime s := s + ap a ukonéime vypocet.

Krok 4 Polozime s :=s+ap, r:=r —aqv=C"1r aoc=rTv. Jestlize 0 < w?5 nebo k > m,
ukonéime vypocet.

Krok 5 Polozime 8 =0/p, p:=r+ Bp, k:=k+ 1 a prejdeme na krok 2.
(Obvykle volime m = n + 3).

Smérovy vektor s; ziskany metodou sdruzenych gradienti mtizeme kombinovat s vektorem sy tak jako
v metodédch psi nohy (kde kombinujeme vektor sc = so s vektorem sy). Ztrati se vSak vyluéné iteraéni
charakter nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (podiebujeme ziskat vektor sy piimym feSenim
soustavy linedrnich rovnic). Nicméné pouziti nékolika kroku metody sdruzenych gradientu muze urych-
lit konvergenci metody psi nohy. Naésledujici véta udava teoreticky podklad pro konstrukei vicekrokové
metody psi nohy.

Véta 61 Necht jsou splnény predpoklady véty 28 pro ¢ > 1, pficemz ||s;|| < A a Bs; +¢g # 0. Necht
sy € R™ je vektor takovy, Ze Bsy + g = 0. Pak pro 0 < a < 1 plati

dQ(s; + a(sn — 8;))
da

=(1—a)(sy—si)gi <.
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Dukaz Jelikoz

Qlsi+alsy —si)) =g" (si +alsy — ;) + %(Si +a(sy — i) B(si + a(sy — s1)),

plati

dQ(s; + a(sy — si))
da

(sv—si) g+ (s — 5:)" B(s; + asy — s4))
(sny —5i)TB(s; — sy + a(sy — i)
= (1-a)(sy— si)TB(si — SN)

(1—a)(sn — Si)T(BSi +9)

( )

SN — Si)ngu

Z véty 61 vyplyvd, ze pokud (sy — s;)Tg; < 0, je funkce Q(s; + asy — s;)) nerostouci pro 0 < o < 1
(pokud (sx —s;)Tg; < 0 je tato funkee klesajici pro 0 < a < 1). Jestlize naopak (sy — ;)T g; > 0 je funkce
Q(s; + a(s; — sn) klesajici pro a > 0. Uvedené tivahy tvoii zéklad nésledujictho algoritmu:

Algoritmus 8 Data 0 < A, m <n
Krok 1 Jako v algoritmu 7.
Krok 2 Jako v algoritmu 7.
Krok 3 Jako v algoritmu 7.

Krok 4 Polozime s :== s+ ap, r :=r —aq a o = |r|]°

p:=r1+ 0p, k:=k+ 1 a prejdeme na krok 2.

Jestlize k < m polozime 8 = o/p,

Krok 5 Resfme soustavu rovnic Bs* + g = 0. Pokud (s* — s)Tr > 0 a ||s*|| < A, polozime
s = s* a ukonéfme vypocet. Pokud (s* — s)Tr > 0 a [|s*|] > A, uréime &islo a > 0
tak, aby platilo ||s + a(s* — s)|| = A, polozime s := s + a(s* — s) a ukon¢ime vypocet.
Pokud (s* — s)Tr < 0, uréfme éfslo o > 0 tak, aby platilo ||s + a(s — s*)|| = A, polozime
s:= s+ a(s — s*) a ukonéime vypocet.

(Obvykle volime m < 3. Pro m = 1 dostaneme klasickou metodu psi nohy).

5.6 PouZiti symetrické Lanczosovy metody

Metodu sdruzenych gradienti popsanou v pfedchozim odstavci musime prerusit, pokud v i-tém itera¢nim
kroku plati bud g7 Bg; < 0 nebo s;11 > A. V tomto pifpadé uréime smérovy vektor d takovy, ze ||d|| = A
a ukonc¢ime vypocet. Abychom nalezli pfesnéjsi aproximaci optimélniho lokalné omezeného kroku je tieba
v iterac¢nim procesu pokracovat. K tomuto tcelu lze pouzit symetricky Lanczosuv proces.

Definice 30 Necht B € R™™ ™ je symetrickd matice a g € R™. Pak iteracni proces pouZivajici rekurentni
vztahy

@0=0, mqa=g
8 =qi Bgi, Vi+1Gi+1 = Bai — 6:i¢; — vigi—1 (SL)

pro 1 < i < mn, kde koeficienty ~v; > 0, 1 < i < n se voli tak, aby vektory q;, 1 < i < n meély jednotkovou
normu, nazveme symetrickym Lanczosovym procesem urcenym matici B a vektorem g.
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Pozndmka 114 Necht v; # 0, 1 < i <k, pro ngjaky index 1 < k < n. Pak podle (SL) plati g = Qr(y1€1)

a
BQi = QiTh + Vet1ar+1€64 (SL),

kde Qk - [917Q27-~-an—1an]7 61{ = [1507"'7070]a 6,11; = [O7Oa"'70a1] a

61a 725 RN 07 0

Y2, (52, ey O, 0

It= - —— —-— —— —
0, 0, RN} 6k71a Yk
0, 0, SRR V&> 6k

(matice T}, € RF** je tridiagonalni). Muzeme se o tom snadno piesvédéit rozndsobenim a pouzitim
rekurentnich vztahu (SL).

Véta 62 Uvazujme symetricky Lanczosiv proces urceny symetrickou matici B € R™"*"™ a vektorem g € R™.
Necht v; #0, 1 < i < k, pro néjaky index 1 < k < n. Pak vektory q;, 1 <1 < k, tvori ortonormdlni bdzi v
Krylovové podprostoru Ky, = span (g, By, ..., B¥"1g).

Diukaz (indukcf). Pro k =1 je tvrzeni ziejmé, nebot ¢; = g/ || g ||. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro
néjaky index 1 < k < n a Ze y,4+1 # 0. Podle indukéntho predpokladu plati QF Qx = I, takze QT BQy =
Tk + Ye+1QF grr1et . Matice QF BQy je symetrickd stejné jako matice T}, takze nutné Qf _,qr+1 =0 (v
opaéném pifpadé by matice QF qxr1e} nebyla symetricka). Déle podle (SL) plati ve+1qf qr+1 = qf Bax —
O = 0 — 0 = 0. Vektor gx41 je tedy ortogonalni k vektorum ¢;, 1 < i < k, a ma jednotkovou normu.
Podle (SL) lezi vektory ¢;, 1 <4 < k+1 v Krylovové podprostoru K1 a jelikoz jsou vzdjemné ortogonalni
a maji jednotkovou normu, tvori tam ortonormalni bazi.

Poznamka 115 Jelikoz QT Q) = I a QT qr11 = 0 (ditkaz véty 62), miizeme psét

Qf BQy, = Ty,
takze symetricky Lanczostuv proces lze pouzit k tridiagonalizaci matice B.

Poznamka 116 Symetricky Lanczosuv proces muzeme pouzit k FeSeni soustavy rovnic Bs + g = 0.
Pokladame s; = 0 a vektory s;4+1, 1 < i < k, hledame tak, aby platilo

1
Si11 = arg grel}cn (QSTBS + gTs) .

Jelikoz s € K; pravé tedy, jestlize s = Q;z, kde z € R', mizeme psat s;41 = Q;z;, kde

1

z; = arg min (—zTTiz + 'ylesz>
zeR \ 2

(plyne to ze vztahti ¢ = Qi(y1€1) a QTQ, = I). Pokud 741 = 0, je vektor spy1 € Ky fesenim soustavy

rovnic Bs + g = 0. Podle (SL) totiz plati BQyr = QrTr a jelikoz matice Ty je reguldrni, lze polozit

2L = —T,;l(vlel), coz davd Bspi1 = BQyzi = —QkaTgl('ylel) = —Qr(y1e1) = —g.

Véta 63 Vektory s;+1, 1 < i < k, definované v pozndmce 116 jsou shodné s vektory s;y1, 1 < i < k,
generovanymi metodou sdruzengch gradienti (algoritmus (PCG) s C = I). Navic plati § = 1/aq, e1 =1
a

Bi 1 VB

Oiy1 = — + ; T €ip1 = —€isgn(a;)
o Qg

gi
i =& 1
||9i||

pro 1 <1 < k.
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Dikaz 7 dukazu Véty 20 plyne, ze vektory s;11, 1 < i < k, uréené metodou CG, lezi v Krylovovych
podprostorech KC;, 1 < i < k, a realizujf tam minimum kvadratické funkce Q(s) = (1/2)s” Bs+ g%'s. To je
vsak prave definice vektort s;41, 1 <17 < k, v poznamce 116. Jelikoz vektory g;, 1 <1i < k, jsou vzajemné
ortogondlni a lezi v Krylovovych podprostorech KC;, 1 < i < k, musi byt kolinearni s vektory ¢;, 1 <7 < k,
neboli

G = Qi Dy,

kde Gy = [g1,-..,9x) a D, = diag (e1 || g1 ||,--- ek || gx ||) (Gisla &;, 1 < i < k, mohou nabyvat hodnot
+1). Polozme Py, = [p1,...,pk|. Pak z rekurentnich vztahu metody CG plyne

Gy = Py By,
kde
-1, f, ..., 0
B, — 0, 1, , 0
0, 0, , —1
je horni bidiagondlni matice. Z dukazu véty 20 plyne, Zze matice P,;F BP;, je diagondlni. Pouzijeme-li
rekurentni vztahy metody CG, dostaneme P BP, = diag(|| g1 ||* /a1, .., | g ||* /ar) = Dydiag(1/aq, ..., 1/ay)Dy,
takze
Ty = QfBQy=D,'GLiBGyD;"' =D, 'BPIBP,B,D;"' =
= D;'BlDydiag (1/a1,...,1/ay) DBy D; "
Ale
-1, mEe 0 -1, eieaV/Bi, .., 0
e L S e
o0 ... 1 0, 0, .., -1

Dosadime-li tento vztah do vyjadieni pro matici T, muzeme psét

1 —6162\/5_1
)

L = 0
I RV SR 0
T = ai ’ ai az’ T s
Br—1 1
O7 07 ey m —+ Oé_k
coz porovnanim se (SL) dava d; = 1/a; a
B; 1
K3
diy1. = — +
o Qg
o gigiV B
Yit1r = —————
Q

pro 1 <i < k. Jelikoz ;41 > 0, musi platit g;6;41 = —sgn(«;) pro 1 < i < k. Protoze podle (SL) plat{
Y191 = g = g1 a1 > 0, dostaneme £; = 1.
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Pozndmka 117 Symetricky Lanczosiuv proces muzeme pouzit k piibliznému urceni optimalniho lokalné
omezeného kroku. Pokladdme s; = 0 a vektory s;41, 1 < i < k, hleddme tak, aby platilo

: L 7 T T
min —s"Bs+g's|. Tle
SER,|IslI<A <2 g ) ( )

Jelikoz s € K; prave tedy, jestlize s = Q;z, kde z € R, miizeme psat s;1 = Q;z;, kde

Sij41 = arg

L r T s
zi =ar min 2Tz +v1€7 2 Tif
P eRls<a (2 e ) (T15)
(plyne to z dvah pouzitych v pozndmce 116 a z toho, Ze ortogonalita matice @; implikuje ||s|| = [|Qiz|| =

[11)-

Je-li vektor z; Fesenim tlohy (T1f), zajima nés, jak dobie aproximuje vektor s;1 feseni tlohy (T1d).
Podle véty 56 je vektor z; feSenfm tlohy (T1f) pravé tehdy, existuje-li éfslo \; > 0 takové Ze matice T; 4+ \; 1
je positivné semidefinitni, (T; + A1)z +y1e1 = 0, ||z;i]| < A a Ai(J]z]] — A) = 0. Protoze ||s;y1|| = ||zl
spliiuje dvojice s;11, A; vétsinu podminek uvedenych ve z vété 56. Kriteriem aproximace tedy muze byt
hodnota [|(B + A;)si+1 + g|| (norma rezidua).

Véta 64 Necht sii1 = Q;z;, kde vektor z; je vesenim dlohy (T1f). Pak plati
(B+ Xi)sis1 + 9 = Yit1€] Ziqit1,

takze ||(B + N\i)sit1 + gll = vivale] zil-

Diikaz Pouzijeme-li vztah (SL) a podminku (T3 + A\;I)z; + v1e1 = 0, dostaneme

(B+Xil)siz1+9i = (B+ XNl)Qizi +mQiex
= Qi((T; + MI)z +v1e1) + Yirrdit1€; 2

= '7i+1Qi+lezTZi-
Zbytek tvrzeni plyne z toho, Ze ||gi+1|| = 1.
Nyni si podrobnéji véimneme vlastnost{ tilohy (T1f).

Definice 31 rekneme, Ze matice T; (jejiz tvar je uveden v pozndmce 114) je ireducibilni, jestlize v; # 0
V1l<j<a.

Véta 65 Je-li matice T; ireducibilnd, nenastane v iloze (T1f) singuldrni pripad (matiETi + A1 je posi-
tivné definitng). Je-li matice T), ireducibilni, nenastane singuldrni pripad ani v iloze (Tlﬂ Nenastane-li
singuldrnt pripad v dloze (T1d) a plati-li ;41 = 0, je vektor s;41 = Q;z; Tedenim ilohy (T1d).

Diikaz (a) Je-li vektor z; fesenfm tlohy (T1f), je matice T} + \;I positivné semidefinitni. Je-li tato matice
singuldrn{, musf existovat nenulovy vektor v; takovy, ze (T; + A\;I)v; = 0. Pak ale

ZZT(TZ + AN = f’ylelTvi =0,

takze vektor v; ma nulovou provni slozku. Predpokladejme, ze matice T; je ireducibilni. Z rovnice T;v; =
Av; vidime, Ze je-li prvnf slozka vektoru v; nulovéd a 75 # 0, je i druhd slozka vektoru v; nulové (matice
T; je tridiagondlnf). Takto lze pokracovat déle a jsou-li viechna ¢&fsla v;, 1 < j < 4, nenulovda, musi platit
v; = 0, coz je ve sporu s predpokladem, ze v; # 0. Matice T; + A\;I tedy nemuze byt singularni a jelikoz je
positivné semidefinitni, musi byt positivné definitni. V tloze (T1f) tedy nenastane singuldrni piipad.

(b) Pro i = n je tiloha (T1d) ekvivalentni tloze (T1le) a tedy i tloze (T1f). Je-li matice T, ireducibilni,
nenastane singularni piipad v tloze (T1f) a tedy ani v dloze (T1d).
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(c) Plati-li ;41 = 0, mizeme podle (SL) psat BQ; = Q;T;. Jelikoz matice T; je symetrickd, muzeme
ji vyjadiit ve tvaru T; = V;A; VT kde A; je diagondlni matice obsahujicf vlastni &fsla matice T; a V; je
ortogonélni (a tedy reguldrn{) ¢tvercovd matice, jejimiz slouci jsou odpovidajici vlastni vektory. Plati tedy

BQ; = Q:VihVi" = BQ;Vi = Q.ViA;,

takze diagondlni prvky matice A jsou vlastnimi ¢isly matice B a sloupce matice @Q;V; jsou odpovidajicimi
vlastnimi vektory. Ukazeme, ze matice A; musi obsahovat nejmensi vlastni ¢islo A\; matice B. Kdyby tomu
tak nebylo, musel by byt piislusny vlastni vektor v; kolmy ke vSem sloupcum matice @Q;V; (vlastni vektory
odpovidajici riznym vlastnim éfsliim jsou ortogondlni), neboli V;'QTv; = 0. Protoze ¢tvercova matice
V; je reguldrni, muselo by platit Q7 v; = 0 a jelikoz vektor g je podle konstrukce rovnobézny s vektorem
q1, také gTv; = 0. To vsak neni mozné, nebot v tloze (T1d) nenastane singuldrni pifpad takze podle
poznamky 105 nemiize platit g"v; = 0. Jelikoz \; je vlastnim éislem matice T}, musi platit \; > —Ap,
takze matice B + \;I je positivné definitni. Spojime li tento fakt s tvrzenim véty 64, vidime, zZe jsou
splnény nutné a postacujici podminky pro to, aby vektor s;41 = Q;2; byl fesenim tlohy (T1d).

Pozndmka 118 Symetricky Lanczosuv proces muzeme piredpodminit. V tomto piipadé se pouzivaji
rekurentni vztahy
wo=0, mwi=g, q=C"u

0; = qiTBql', Yi+1Wiy1 = Bg; — djw; — ViWi—1, qi+1 = Cilwi-&-l (PSL)

pro 1 < i < n, kde koeficienty v; > 0, 1 < ¢ < n se voli tak, aby platilo w;fC’_lwi =1,1<1i<n. Pak
vektory gi, 1 < i < n jsou C-ortogonélni. Pro libovolny index 1 < k < n plati Q1 CQ, =1 a

BQr = CQiTr + Yit1We41€}, , (PSL)

kde T, = QT BQy je symetricka tridiagondln{ matice. Poznamenejme, Ze je-li vektor z; fesenfm problému
(T1f), kde matice T; byla ziskdna pfedpodminénym symetrickym Lanczosovym procesem, je tfeba v (Tle)
nahradit podminku ||s|| < A podminkou s7Cs < A2,

Nyni muzeme pftistoupit k popisu algoritmu pro vypocet lokalné omezeného kroku pomoci symetrického
Lanczosova procesu.

Poznamka 119 Shrneme zdkladni myslenky, které se pouzivaji v algoritmu zalozeném na pouziti symet-
rického Lanczosova procesu.

vvvvvv

zatindme metodou CG. Pfitom v kazdém itera¢nim kroku pocitame a ukladame ¢isla v;, §; a vektory
¢; (véta 63). Pokud nemtizeme metodu CG pouzit (pokud p! Bp; = 0, nebo pokud é&islo «; je piflis
velké), prejdeme na symetricky Lanczosuv proces a zacneme poklddat s;,11 = Q;z;, kde vektor z; je
fesenfm tilohy (T1f).

2. Na zacatku itera¢niho procesu pocitame vektory s; 1 metodou CG. Pokud v néjakém iteracnim kroku
plati pI' Bp; < 0, nebo ||s; + a;p;|| > A, zaéneme pokladat s;11 = Q;z;, kde vektor z; je feSenim

tlohy (T1f).

3. Vypocet ukonéime, plati-li ||g;11]| < w||g|| v piipadé, ze s;41 = s; + a;p;, nebo yip1lel 2| < wllg| v
piipadé, ze s;4+1 = @Q;2;. Piitom w je pfedepsand presnost.

Dosavadni tivahy muzeme shrnout ve formé algoritmu. V tomto algoritmu je L = 1, pouzivame-li
rekurentni vztahy metody sdruzenych gradientu, nebo L = 0, pouzivame-li rekurentni vztahy symetrické
Lanczosovy metody. Podobné je M = 1, pocitame-li vektor s;1 metodou sdruzenych gradienti, nebo
M = 0, pouzivame-li k urcen{ vektoru s;,; fesenf tilohy (TIf).
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Algoritmus 9 Data 0 <w < 1, A >0, £ > 0, m < n (obvykle m = min(n, 100)).

Krok 1 Polozime s1 =0, g1 = g, pr = =g, @1 = ¢/llgll, B = |lgll, o1 = 979, L=1, M =1 a
k=1.

Krok 2 Jestlize L = 0, pfejdeme na krok 5. V opac¢ném piipadé vypocteme vektor ur = Bpy a
¢islo 7, = ul pi. Jestlize |7x| < €0y, polozime L = 0 a piejdeme na krok 5.

Krok 3 Polozime oy = o /71 a vypocteme ¢islo 0 podle véty 63, tedy dp = 1/, pokud k =1,
nebo &y = 1/ag + Br—1/ak—1, pokud k > 1. Je-li ap < 0 nebo ||sp + agpk| > 0, polozime
M=0

Krok 4 Polozime gri1 = gr + i, Okt1 = gf19k+1> Bk = Okt1/0k, vypolteme &islo yji1
podle véty 63, tedy Yr+1 = v/ Bk /|ak| a prejdeme na krok 6.

Krok 5 Polozime M = 0, 0, = ¢} Bqx, a vypocteme &islo v41 a vektor vg41 = Vk+1qr+1 podle
definice 30, tedy vyi+1 = ||[vk+1l, kde vir1 = Bqr — dkqr, pokud k = 1, nebo vp41 =
Bqy — 6kqk — Ykqr—1, pokud k > 1.

Krok 6 Jestlize M =1 a k < m, polozime sp1+1 = s + aipr & pokud ||gir+1]| < w|lg||, ukonéime
vypocet. Jestlize M = 0 nebo k > m, polozime s;+1 = Q;z;, kde vektor z; je Fesenim
tilohy (T1f) a pokud vygi1lef 2| < wl|g|| nebo k > m, ukonéime vypocet.

Krok 7 Jestlize L = 0, polozime qx1+1 = vg41/Vk+1. Jestlize L = 1, polozime ;1 = —egsgn(ay),
Qi+1 = €k+19k+1/||gk+1| @ Pr+1 = —gr+1 + Brpr. Zvétsime k o jednotku a prejdeme na
krok 2.

V metodach pouzivajicich symetricky Lanczostuv proces neni tcelné pouzivat predpodminéni, nebot se
tim mén{ puvodn{ omezeni ||s;|| < A na [[s;]|c = /sI Cs; < A (vyjimku tvoif pripady, kdy je z néjakych
diavodi tfeba Fesit dlohu s omezenim ||s;||c < A). Pfedpodminova¢ C' se obvykle odvozuje od matice B,
takze muze byt Spatné podminény a navic se méni v kazdé iteraci.

5.7 Posunuté neptfesné metody s lokdIn& omezenym krokem

V tomto oddilu ukazeme jiny zpusob pouZiti symetrického Lanczosova procesu. Symetricky Lanczosuv
proces pouzijeme k urceni aproximace \ Lagrangeova multiplikdtoru A* vystupujiciho ve vété 56 a smérovy
vektor s = s(\) budeme hledat feSenim tlohy

s(A\) = arg ||§\|li<nﬂ Qa(s), Qa(s) = %ST(B + A)s+ g''s. (T1))

To znamena, ze budeme metodu sdruzenych gradientu aplikovat na soustavu rovnic s matici B + A\I. Aby
ziskany smérovy vektor spliioval podminku (T1b), potiebujeme aby A = 0, pokud tiloha (T1d) m4 feseni
takové, ze ||s}|| < A. To je zaruceno, pokud je splnéna nerovnost A < A*, kterou nyni dokdzeme. Budeme
pritom pouzivat oznaceni

Kr(\) =span{g, (B + X)g,...,(B+X)*"1g}

pro Kryloviiv podprostor dimenze k definovany matici B + A a vektorem ¢, a Z;, € R™** pro matici jejiz
sloupce tvoif ortonormdlnf bazi v K, = K (0) (pokud A = 0 budeme argument A\ vynechédvat).

Véta 66 Necht pro dany index 1 < k < n, je vektor si resenim ulohy

55 = arg Q). Qls) = 35" Bs 44" (+)

min
SERK,|Is[[<A

s odpovidajicim Lagrangeovym multiplikdtorem Ay. Jestlize 1 <i < j < n, pak A; < Xj. Specidlné A\, < \*
pro libovolny index 1 < k < n.
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Dikaz (a) Necht vektor si je feSenim nepodminéné ulohy
s, = arg min Q(s).
se

K

Jestlize 1 < i < j < n, pak podle véty 28 plati ||s;|| < ||s;]|. Specidlné ||si|| < [|sn|| = [|s*]|, kde ||s*|| je
nepodminénym minimem funkce Q(s) na R™.

(b) Indukei dokdzeme, Ze pro libovolné ¢islo A € R plati Kx(A) = K. Pro k = 1 je to zfejmé, nebot
Kr(X) = span{g} = K. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaky index 1 < k < n. Pak

(B4+ADFg= (B+X)(B+X)"'g=(B+\)v=Bv+\v,

kde v € Ki(\) = Ky. Jelikoz Av € Kj, a Bv € Kyy1, plati (B + X)*g € Kjy1, takze Kiy1(\) C Kryq.
Aplikujeme-li stejny postup na matice B+ A\ a B = (B + AI) — \I, dostaneme opa¢nou inkluzi.

(c) Necht By a Bs jsou dvé symetrické pozitivné definitn{ matice. Pak ze vztahu
11 _1 1 1 1 R S _1
By, —By=B3(By,*B1B,?> —-1)By, B, —B;{ =B,?*(BB;, Bf —I)B;?
_1 _1 1 1
a z toho, 7e matice B, > By B, * a B? By ' B? majf stejnd vlastni cisla, plyne
By —By>0 <= B;'-B;'>0,
Bi—By>~0 <= B;'-B'>0.
(d) Ukazeme, ze vektor si(A), ktery minimalizuje Q5 (s) na Ky lze vyjadiit ve tvaru
su(N) = ~Zi(Zi (B + M) Zi) "' Zi g,

kde Z;, € R™* je matice, jejiz sloupce tvoii ortonormélni bazi v K. Jestlize s € Kj, miizeme psat
s = Zi5, kde 5 € R*. Pak

1 1 -
Qr(s) = 5sT(B +A)s +gTs = §§TZ,§F(B + A Zi5 + g7 265 2 On(3)

a minimum 3;(\) funkce Qx(3) na Ry, lze vyjadiit ve tvaru 5,(\) = —(ZF (B + M) Zy)"*Z[l'g, coz po
dosazeni do s = Z 5, davéa hledany vysledek.

(e) Necht Z,E,FBZ;C + M1, Z,P;FBZIC + Ao[ jsou symetrické pozitivné definitni matice a necht
st = arg min Qu,(s), s10h2) = arg mip Qau),
kde Qx(s) je funkce definovand v (d). Ukdzeme, ze
A <A = ls(A2)ll = llse(A)]l-
Pouzijeme-li (d), dostaneme
IlseI* = 9" Zu(Zi (B + M) Z) 2 Zi g = 9" Zu(Z BZi + M) * Zi g.
Plati tedy
lseOQ)II* = lse AP = 9" Z [(ZE BZy + A1) ™% = (Zy BZe + MI) %] Zi g
Oznaéime-li By = (ZgBZk + Aof) a predpoklame-li, ze Ay < A1, muZeme psét

(ZEBZy, + M I1)? = (ZFBZy + \o1)? = (B + (M — Ao)1)? — B2 =2(\; — X2) By + (A1 — A2)?T = 0,
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coz spolu s prvni ekvivalenci v (c) ddva
(ZEBZy + A1) = (Z{ BZx + M) 7% = 0,

neboli [|sx(A2)||? = ||sk(A1)[|? > 0. Pouzijeme-li druhou ekvivalenci v (c), dostaneme stejnym postupem
Ao < A1 = lsk(A2)]1? > |Isk(M1)]]?. Protoze nezalezi na poradi, mizeme psat A\ < Az = |sx(A1)]|? >
Isk(A2)|1%, coz dava [|si(A2)[l > [ldk(Ar)]| = A2 < Ar.

(f) Nynf jiz muzeme pristoupit k dukazu samotné véty. Vektor s je FeSenim tlohy (*) praveé tehdy, jestlize
Iskll = [1Zk3k]| < A, kde ZE(B + M) Z1 5k = —Zgg, ZE(B + M) Z; =0, Ay > 0a A(A—sg]) =0
(véta 56). Toto feSeni je nepodminénym minimem (stejné feseni dostaneme i po odstranéni omezeni
s < A) pravé tehdy, jestlize Ay, = 0. Jestlize A\; = 0 (coz znamen4, zZe ||s;|| je nepodminénym minimem)
a1 < j, pak podle (a) plati ||s;|| < [|s;|| < A pro nepodminéné minimum ||s;||, takze A; = 0. Jestlize
Aj >0 a A = 0, nenf co dokazovat. Necht \; > 0 a \; > 0, coz znamend, ze ||s;|| = |[s;]] = A.
Piedpokléddejme nejprve, ze matice Z] (B + M\;I)Z; je singularnf a A\; < \;. Pak existuje vektor v € K;
takovy, ze vT (B + A\;I)v < 0 a protoze K; C K;, vztah ZJT(B + A;I)Z; > 0 nemuze platit. Tento spor
dokazuje, ze A\; > \;. Piedpoklddejme nyni, ze ZI (B + \;1)Z; = 0 a Z]T(B + X\ I)Z; > 0. Jelikoz podle
(b) plati K;(\;) = K;, je vektor s; FeSenim nepodminéné tlohy

si = arg min Qi (s).
Predpokladejme, ze A\; > A;, coz implikuje, ze Z] (B + \;I)Z; > 0. Nechf
(A = i (s).
85(Ai) = arg min Qy,(s)
Pak z (a) plyne, ze ||s;j(A\;)|| > ||sk|| = A. Protoze
s; = arg sHel}Cri Qx,(s)

a lls;j|| = A < ||dj(\i)], z (e) plyne, ze A; < A}, coz je spor. Musi tedy platit A; < A;. Piedpokladejme
nakonec, ze matice ZjT(B + X\;I1)Z; je singuldrni. V tomto piipadé plati ||d;(A; + €)|| < A pro libovolné
cislo e > 0. Jelikoz matice Z] (B + (A; + €)I)Z; je pozitivné definitni, je i matice Z] (B + (\; +€)1)Z;
pozitivné definitnf a z (a) plyne, ze ||s;(A; +¢)|| < [|s;(A; +¢)]] < A. Protoze ||s;|| = A, z (e) plyne, ze
Ai < Aj + € ajelikoz ¢islo € je libovolné, plati A; < A;.

Nyni se vratime k problému (T1)). Polozime-li A = A\ pro né&jaky index k < n, véta 66 zarucuje, ze
0 < A=) <\, = X Dusledkem této nerovnosti je, ze A = 0, pokud A* = 0. Je-li matice B pozitivné
definitnf a A > 0, plat{f A < [[(B+ )~ 1g| < ||B~1g|| podle véty 28, takze nepodminéné minimum funkce
Qx(s) je blize k hranici oblasti uréené omezenim ||s|| < A nez Newtoniv krok dy = B~'g a mizeme
ocekévat, ze s(A) je blize k optimélnimu lokdlné omezenému kroku nez sy. Navic, jelikoz A > 0, je
matice B + Al lépe podminénd a muzeme ocekdvat, ze posunutd nepfesnd metoda s lokélné omezenym
krokem bude konvergovat rychleji nez standardni metoda (s A = 0). Posunutd nepiesnd metoda s lokdlné
omezenym krokem se sklddé ze t¥{ zakladnich kroku.

Krok 1: PouzZijeme k < n kroku nepredpodminéného symetricého Lanczosova procesu a ziskdme
tak symetrickou tridiagonalni matici T' = T}, = ZkTBZk.
Krok 2: feSime ulohu

L p
. T
Z = arg min 2" Trz + 7167 2
2€RK ||s]| <A (2 !

metodou pro vypocet optimdlniho lokalné omezeného kroku (oddil 5.3). Ziskdme pfitom
Lagrangeuv multiplikator A.

Krok 3: Aplikujeme nepfesnou metodu s lokélné omezenym krokem na tlohu (T1)\) a ziskdme
tak vektor s, ktery je aproximac{ vektoru s(\).
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Nésledujici tabulka ukazuje srovnani efektivity nékolika metod pro vypocet lokdlné omezeného kroku
(A5 - metoda s optimdlnim lokélné omezenym krokem (algoritmus 5), A6 - metoda psi{ nohy (algorit-
mus 6), A7 - nepfesnd metoda s lokélné omezenym krokem (algoritmus 7), PA7 - pfedpodminénd nepfesnd
metoda s lokdlné omezenym krokem (algoritmus 7 s C' # I), A8 - vicekrokovd metoda psi nohy (algorit-
mus 8 s m = 5), A9 - metoda zaloZend na pouziti symetrické Lanczosovy metody (algoritmus 9), PSA7 -
predpodminénd posunutd nepiesnd metoda s lokdlné omezenym krokem popsana v tomto oddilu) pii fesen{
22 testovacich problému s 1000 a 5000 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich
hodnot NFV, gradienti NFG, vnitnich iteraci NCG a celkovy ¢as vypoctu). Vysledky uvedené v této
tabulce byly ziskdny diferenénf{ verz{ Newtonovy metody popsané v oddilu 7.3 (realizované jako metody s
lokélné omezenym krokem urcovanym pomoci uvedenych algoritmu).

N | Metoda | NIT NFV NFG NCG Cas
1000 | A5 1918 1955 8797 - 4.65
A6 2515 2716 11859 - 4.42
A8 2292 2456 10673 12203 4.61
AT 3329 3784 16456 53573 8.20
A9 3107 3444 15306 55632 8.53
PA7 2631 2823 13019 910 5.14
PSA7 1999 2046 9201 1161 4.25
5000 | A5 8391 8566 35824 - 12244
A6 9657 10133 42425 - 11577
A8 8938 9276 39032 47236 122.84
AT 16894 19163 83933 358111 364:42
A9 14679 16383 71483 366695 401.45
PA7 10600 11271 50365 3767 145.42
PSA7 8347 8454 35939 4329 108.87

5.8 Maticové rozklady pro symetrické indefinitni matice

Definice 32 Gilluv-Murrayiv rozklad matice B md tvar

R"R=B+E,
kde R je reguldrni horni trojuhelnikovd matice a E je pozitivné semidefinitni diagondlni matice (mize byt
E=0).

Gillav-Murrayuv rozklad se provadi tak, ze na za¢atku i-tého elimina¢niho kroku mame matici

Ri-1),6-1)0 Ria-1),i0  Bii-1),(0-0)
* Bl BV,

(i-1)
*s Bl (n—i)

kde horni index v zavorce znaci pocet jiz provedenych eliminacnich kroku a dolni indexy v zdvorkdch znaci
submatice s (¢ — 1) fadky nebo (n — 7) sloupci. Eliminaéni krok vypad4 takto:

*,

(i—1)
Yi = i%aanOBi}j )s

2
i—1), Vi
pgmaX<B§; >|,ﬁ2,52>,
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R = ps,

i—1
Ri (n—iy = B Y )/ Rii

i,(n—1

(2) _ pli-1) _pT _ _
B(nfi),(nfi) = B(nfi),(nfi) Ri,(nﬂ‘)Ru(n—l)’

kde 4 je malé ¢islo a 5 > /|| B||). Tento proces se od Choleského rozkladu lisi pouze tim ze muze platit

P # sz =Y. Blizsfm rozborem uvedenych vztahu se dd dokézat ze pro prvky matice F plati

Eii = pz2 — B(i_l) = pf + RZ,(n—Z)RZ(nfz) - Biiv

i

kde B;; je prvek puvodni matice.

Véta 67 Necht RT'R = B + E je Gilliiv-Murrayiv rozklad s § =0 a 3 > +/||B||. Necht

a necht v € R™ je vektor uréeny resenim rovnice Rv = ey, (ex ke k-ty sloupec jednotkové matice). Neni-li
matice B pozitivné semidefinitni, plati

k-1
By

vT By = 5
Pk

< 0.

Dikaz Z rovnice Rv = ey plyne, ze vy, = 1/pi. Plati tedy

vI'Bv = oT(B+ E)v—v'Ev <v'RTRv —v}Ey, =
2 E B(kfl)
= efen — By /p} = PE T = Zhk
Pk Pk

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, musf existovat index 1 < i < n tak, ze E;; # 0, neboli p? # BZ(Z -,
Mohou nastat dva pifpady. Bud p2 = [BY™"| # BU™Y takze B < 0 a tedy i B < 0, nebo

(23

p? =~2/3% Ve druhém pifpadé musi existovat index i < j < n tak, ze v; = |B£;_1)|, takze

|Bi(7%71)| Vi
. = B,

R’L“ = = =
B pi Yi/ B

coz dava

i—1
By ™Y = p} = Bi = Bi = Rin Rl _1y < Bii — 8 < ||B| = ||B] = 0.
Definice 33 Bunchiv-Parlettuv rozklad matice B md tvar

LDLT = PBPT,
kde
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1, 0, ..., 0 Dy, 0, ..., O
Loy, I, ..., 0 0, Dy, ..., O
L= . . . .|, D= . . . .
Ly, Lpo, ..., I 0, 0, ..., Dun
Tedy L je dolni trojuhelnikovd matice s jednotkovymi bloky na diagondle a D je blokové diagondlni matice

(bloky maji rozmeér 1 x 1 nebo 2 x 2).

Bunchuv-Parlettuv rozklad se provadi tak, ze na zacdtku i-tého elimina¢niho kroku mame matici

D11, Ly, ..., L1, Ly (m—it1)
%, Dog, ..., Lgg-1, Lo (m—it1)
*, k0 ey, Dicnga, Lo 1(m it1)
*, k.., * BG=1)

b

Eliminac¢ni krok ma tvar:
Bi —max\B(Z 1)|
k

Vi = maX\B(Z Y],

a; = Bi/vi-
Jestlize a; > (\/ﬁ + 1) /8 volime v i-tém kroku blok 1 x 1, jinak volime blok 2 x 2. Je tfeba provddét

permutace (pivotovy blok s indexy k a [ se prenese do levého hornfho rohu matice B#~1)).Pak se provede
transformace

, D... L 4
(i—1) ity i,(m—1)
BU-D | 7 9 |
kde
Dy = BU™Y,

Li (i) = D lB(Z 1)

i,(m—1)’

B(l 1)

m—i)"4,(m—i)"

(1) — pG-1) T
B B(m i),(m—1) LZ(

Véta 68 Necht LDLT = PBPT je Bunchiv-Parlettiv rozklad. Necht u; = 0, pokud A(Dy) > 0, a

necht u; je mormalizovany vlastni vektor prislusny A(Dy;), pokud A(Dy) < 0. Necht LTPv = u, kde

ul = [uy,...,um]. Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, plati

v By = Z MDy;) < 0.

A(Di;)<0

Dikaz Z rovnice LT Pv = u dostaneme

m
v"Bv=v"P"LDL"Pv=u"Du =Y u/Dyui= > D).
i=1 A(Di:)<0
Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, existuje alespon jeden blok Dy matice D, ktery neni pozitivné
semidefinitni, takze A(Dgx) < 0. Plati tedy

v"Bv=" Y ADi) < AMDyi) < 0.
A(Dll)<0
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5.9 Newtonova metoda
Newtonova metoda pouziva matice B; = G(z;),i € N, takze z (F3) plyne || B;|| = ||G(z;)|| < G,i € N.
Véta 69 Necht jsou splnény podminky (F1) a (F3). Pak Newtonova metoda realizovand jako metoda s

lokdlné omezengm krokem je globdlné konvergentni. Jsou-li navic splnény podminky (F4) a (F5) a plati-li
x; — x* awi(s;) — 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrnd.

Diikaz Globalni konvergence plyne bezprostiedné z véty 50 (plati |B;|| < G,i € N). Jestlize x; — x*,
plati B; = G(x;) — G(x*), neboli

I(G* = Bi)sill
el

coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje Q-superlinearni konvergenci (véta 54).

<|IG* = Bil| =0,

ey

e Nepfesnd Newtonova metoda (w;(s;) > 0). Jestlize plati (F3)-(F5) a w;(s;) — 0, je tato realizace
@-superlinedrné konvergentni (soustava B;s; +¢; = 0 se Tesi nepfesné metodou sdruzenych gradientt
= méné nez O(n3) operaci na iteraci, coz je vyhodné pro rozséhlé lohy).

e Newtonova metoda s optimalnim lokdlné omezenym krokem. Pro tuto realizaci plati obzvlasté silné
tvrzeni:

Véta 70 Necht jsou spinény predpoklady (F1)-(F3). Necht x;, i € N, je posloupnost uréend Newtonovou
metodou s optimdlnim lokdlné omezenym krokem sy = oo. Pak existuje hromadny bod x* € R™ posloup-
nosti x;, i € N, takovy, Ze g(a*) = 0 a G(x*) = 0. Necht navic bod x* € R™ wvyhovuje postacujicim
podminkdm pro extrém (g(z*) =0 a G(z*) = 0). Pak x* € R™ je jedingm hromadngm bodem posloupnosti
xi, 1 € N, a posloupnost x;, i € N, konverguje Q-superlinedrné k bodu x* € R™.

Dikaz (a) Nejprve dokazeme existenci hromadného bodu posloupnosti z;, ¢ € N, spliujictho nutné
podminky pro extrém. Mohou nastat dva pripady. Bud

liminfA; =0

11— 00

nebo
liminf A; > 0.

1— 00

V prvnim piipadé existuje podposloupnost z;, © € M C N, takova, ze

A;—0 a i1¢€N3 VieM (u)
(nebot 7 = 00). Ve druhém piipadé existuje podposloupnost z;, i € M C N, takovd, ze

Azzé a 1€ N3 V%EM, (V)
kde A > 0. Vzhledem k tomu, zZe plati (F2), lze v obou piipadech tuto podposloupnost vybrat tak,
7e x; M (existuje jediny hromadny bod posloupnosti z;, i € M). Z piedpokladu F € C? plyne, ze
gi M g =g(z*) a G, M= G(z*).
(b) Piedpoklddejme, ze plati (u) a g* # 0. Pak existuje index k1 € M takovy, ze ||g;|| > |lg*||/2, pokud

i€ M,i> k. Jelikoz A; 2 0, existuje index ky € M takovy, ze A; < llg*Il/(2G), pokud i € M, i > ko.
Necht k = max(k1, ko). Pak podle (Tlc) a (T1a) plati

N A T N A
i(si)| = al|gi A, = A; > =—|sil| VieM, 1>k,
Q165912 el min (80,120 ) = 12 0o > LWy vicar, s
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coz s pouzitim definice Q;(s;) a véty 3 davé

Flai+s:) = Fle) | _olllsill®) _
Qi(si) |Qi(si)]

coz je ve sporu s predpokladem, ze i & Nj.

(c) Predpoklddejme, ze plati (u) a G* % 0. Pak existuje index k € M takovy, ze A, < A*/2 < 0, pokud

i€ M,i>k (zde \; = AG;) a X" = A(G*) jsou nejmens{ vlastn{ ¢isla uvedenych matic). Necht v; je

vlastni vektor matice G; p¥islusny vlastnimu éfslu \; takovy, ze vlg; <0 a ||v;|| = A;. Pak podle (Tlc) a

(T1d) plati

|pi(si) =1 = ofllsill) —

1 2
Qs 2 1611 2 1wl = 80l + 1iT G 2 ~Taat> Ll viean iz
takze podobné jako v éasti (b) dostaneme
2
o\ ||S;
its) =11 = T At = o(1) =0

coz odporuje predpokladu, ze ¢ & N3.
(d) Predpokladejme, zZe plati (v). Pouzijeme-li (F1), dostaneme

F(e1) = FE > (F(x;) = Fxi1)) 2 Y (F(ai) = F(a; + 51)),

i=1 i€M
takze F(x;) — F(z; + si) Moa jelikoz M C N3, také Q;(s;) M 0. Necht

s* —arg” ”<A/2 Q*(s), (w)

kde 1
Q*(s) = sTg(z*) + §sTG(x*)s.

Jelikoz x; M x*, existuje index k € M takovy, ze ||z; — z*|| < A/2, pokud i € M, i > k. Plati tedy
27 + 5% —ai|| < llzi — 2™ + ||| < A, takze

Qilsi) < 0°Qi(s}) < 8%Qi(a* +s* —x;) Vie M, i>k.

Jelikoz x; M x*, g; M g aG; M G*, plati Q;(z* + s* — ;) M Q*(s*), coz spolu s Q;(s;) Moa predchozi
nerovnost{ ddvd Q*(s*) = 0 (pfipomernime, ze vSechny vyrazy v teto nerovnosti jsou nekladne). Vektor
s* =0 je tedy Fesenim tlohy (w), coz je mozné pouze tehdy, pokud g(z*) =0 a G(z*) = 0

(e) Podle (F'4) existuje konstanta G a ¢fslo ¢, tak, ze vI'G(z)v > G||v||?, kdykoliv € B(x*,¢) (miizeme
volit G = \*/2, kde \* > 0 je nejmens{ vlastni ¢islo matice G(z*)). Necht x;, i € M, je posloupnost
definovana v ¢asti (a). Jelikoz x; — x*, musi od urc¢itého indexu platit z; € B(z*,¢). Abychom formalné
zjednodusili nékteré uvahy, budeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze to plati jiz od prvniho indexu,
¢ili ze pro i € M je splnéna podminka (F4). Podle (F4) plati s7G;s; > G||s;||? Vi € M, coz dava

1 1
0> Qilsi) = 5 g: + 551 Gisi = —lsillllgsll + 3Gl
takze ||g;|| > (G/2)||s:|| ¥i € M, a po dosazeni do (T1c) dostaneme

UG2 2
Qo] 2 2
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Stejné jako v ¢asti (c) tedy plati

(s — 1) = s _ gy

takze existuje index ky € M takovy, Ze i € N3, pokud i € M, i > k;. Tim jsme eliminovali piipad (u).
Piedpoklddejme tedy, ze plati (v). Jelikoz ||g;|| > (G/2)||si]| a ||g:]| — 0O, plati ||s;|| — 0. Existuje tedy
index ko € M takovy, ze ||s;|| < min(e/2,0A), pokud i € M, i > ky. Proi € M, i > max(ky, k2), tedy plati
i € N1 N N3 a pouzijeme-li vétu 3 a (T1b) s @ = 0, muzeme psat g;y1 = g; + Gis; + o(1)||s;]| = o(1)]]s:]]-
Jelikoz o(1) — 0, existuje index k > max(kq, k2), takovy, ze

2

G
i < =||5:]|,
Joiall < S s

pokud i € M, i > k. Proi € M, i > k tedy plati

2 G
lsisall < Gllginll < Flsill < il

1 G 1
leill < é\lgmll < g lsill < Fllgill < flesll,
(pouzivame vztahy (e) a (f) z dukazu véty 13) takze z z; Mo plyne x;11 Moo+ a pridéame-li i + 1 do M,
plati opét (v). Takto lze postupovat indukei, ¢ili 1ze pFedpoklddat, Ze pro libovolny index i € N, i > k

plati i € M. Vektor * € R™ je tedy jedinym hromadnym bodem posloupnosti x;, i € N.
(f) Superlinedrni konvergence plyne ze vztahu

1
lez+1ll < Fllgirall = oW)llsill = o(W)llgill = o(1)lle:l,

ktery jsme ponékud podrobnéji pouzili v ¢asti (e).

Ptestoze Newtonova metoda, realizovand jako metoda s lokdlné omezenym krokem, méa vynikajici
konvergenc¢ni vlastnosti, nelze ji doporucit pro feseni tiloh s hustymi Hessovymi maticemi, kdy je zapotiebi
pfilis mnoho operaci pro vypocet druhych derivaci a pro opakované feseni soustavy linedrnich rovnic.
Newtonova metoda vsak vynika v pfipadé uloh s fidkymi Hessovymi maticemi jak bude ukazano v sedmé
kapitole.

6 Metody pro minimalizaci souctu ¢tvercl

6.1 Gaussova-Newtonova metoda

Piedpoklddejme, ze dcelova funkce F'(x) mé tvar

F() = 3T @) ) = 5 3 ),
k=1

kde f : R® — R, 1 < k < m, jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce. Pak plati

g(@) = T (@) f(2) = 3 fu(@)gn(a),
k=1
G(z) = I (@) I (1) + C@) = 3 gr(@)gl (@) + > ful@)GL ().
k=1
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Gaussova-Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody tim, Ze ve vyrazu pro G(z;) zanedbdme ¢len
C(z;), takze

m

Z i (i) g ().

k=1

=
I
<
!
=~
I

Poznamka 120 Existuj{ dva duvody pro pouziti takto definované matice B; (vystupujici v kvadratické
funkei Q;(s) zavedené v poznamce 94):

1) Ulohy s nulovym reziduem (F'(z*) = 0). Z z; — 2" plyne F(z;) — F(2*) = 0 a tedy fx(z;) — 0
V1 < k <m. Jestlize |Gk (z)| < G, pak i

m

1C ()| = ||ka:(33i )G (i) SEZ (x;)] =0

k=1

a tedy |G(x;) — Bi|| = [|C(x;)|| — 0 z ¢ehoz plyne Q-superlinedrni konvergence.

2) Linearizace. Plat{

F(z; +s) = %fT(Iz' +8)f(zi +s) ~ %(f(xi) + J(:)s)" (f(s) + J(23)s) =
= %fT(m)f(xi) + [T () (2i)s + %STJT(IZ-)J(:EZ-)S,
takze
F(zi+5) — F(x;) ~ g7 (z;)s + %STBZ'S,

coz je lokdln{ kvadratickd aproximace s maticf B; = JI J;.

Pro dalsi tivahy je tfeba ponékud upravit podminky kladené na funkci F': R"® — R. Podminka (F1) je
splnéna vzdy, nebot F(z) > 0 Vo € R". Podminku (F3) nahradime podminkou

IGk(@)l <G (F3)

Ve e R",V1<k<m.Z(F2)a (F_3) plyne omezenost gradientu i funkénich hodnot

lgx(z)l <7,
[ful@) < F
Vo € L(F(x1)), V1 <k <m, a tudiz i (F3).

Véta T1 Necht jsou splnény podminky (F2) a (F3). Pak Gaussova-Newtonova metoda realizovand jako
metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Jsou-li navic splnény podminky (F4) a (F5)
a plati-li x; — x*, F(z*) =0 a wi(s;) — 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrny.

Ditkaz 7Z (F2) a (F3) plyne ||Gx(2)| < G, |lgr(2)|| <7, |fe(z)] < f Vo € R*, V1 < k < m. Plati tedy
jednak

|G (x Z|gk ||2+Z\fk WGk ()| < mg® +mfG

(podminka (F3)) a jednak
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I1Ball = 1Y gr(xa)git () <D llgr(@a)|* < mg®,
k=1 k=1
takze podle véty 50 je Gaussova-Newtonova metoda globalné konvergentni. Jak jiz bylo ukdzéno z F(z;) —
F(z*) =0 plyne B; — G(z;) — G(z*), neboli
1(G" — Bi)si

s

coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje Q-superlinedrni konvergenci (véta 54).

<|&" = Bi| =0,

Poznamka 121 Smeérovy vektor odpovidajici Gaussové-Newtonové metodé muzeme urcit tfemi riznymi
zpusoby:

1) Resenim normalni soustavy rovnic. Rovnice B;s; + g; = 0 mé tvar
JE Jisi + JF fi = 0. (NE)

2) Resenim linearizované tlohy pro soucet ¢tvercu (preurcené soustavy rovnic). Linearizovand tloha mé
tvar

Pouzivé se QR-rozklad J; = Q; { R;)Z } , kde QT Q; = I, takze
R;
Q7 Jisi = [ 0 } si=Q fi

(R; je horni trojihelnikova matice). QR-rozklad je stabilni a je mozné urcit pseudohodnost matice J; a
nésledné snizit dimenzi soustavy. Pii realizaci s lokdlné omezenym krokem muzeme soustavu

(JIXT; +XDs+JFf; =0

nahradit linearizovanou ulohou
Ji fi ]

3) Resenim systémovych rovnic. Oznaéme r; = —(J;s; + fi). Smérovy vektor hleddme tak, aby platilo

JIr; = 0. To dohromady dava
I J T i
EXRIERI )

coz je soustava m + m rovnic se symetrickou indefinitni matici. Tento zpusob je vhodny pro fidké tlohy
nebo pro vazené ulohy. Jestlize

F(a) = 3 7 @)W f(2),

kde W je vdhova matice, pak normalni soustava ma tvar

JIW Jisi + JFW i =0

a oznaéime-li r; = —W(J;s; + fi), dostaneme
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w-t £ fi | _
]l
takze nekteré vahy mohou byt i nekonecéné (tilohy s omezenimi).

6.2 PouZiti kvazinewtonovskych aktualizaci

Gaussova-Newtonova metoda je velmi efektivni pro tlohy s nulovymi rezidui, muze vSak selhdvat v pripadé
dloh s velkymi rezidui. Proto se nabizi tato strategie:

1) Jestlize F; — F* = 0, volime Gaussovu-Newtonovu metodu.

2) Jestlize F; — F* > 0, volime néjakou superlinedrné konvergentni metodu (bud Newtonovu metodu
nebo metodu s proménnou metrikou).

Véta 72 Necht F; — F* =0 Q-superlinedrné. Pak

. F—-F
lim ——— =1.
Necht F; — F* > 0. Pak
. F—-F
lim ———= =0.
Dikaz Jestlize F; — F* = 0 Q-superlinearné, pak plati
F, - F; . Fi - F
Jim S =1l T = 1-0= 1
Jestlize F; — F* > 0, pak
. Fi—Fi .
fm = = i (= Fi) =0

Pozndmka 122 Velmi efektivni hybridni metodu dostaneme, zkombinujeme-li Gaussovu-Newtonovu metodu
s metodou BFGS: Necht By = J{ J;. Jestlize (F; — F;11)/F; > 9, polozime

By = J£_1J1'+1-
Jestlize (F; — Fyy1)/F; <49, polozime

T T
viy;  Bidi(Bid;)
Biy1 = B; - :
i T, dT Bid;

kde d; = zj41 —x; 2 y; = gig1 — gi = Jg_lfi+1 — JI'fi. Obvykle ¥ = 0.01 pro metody spadovych sméri
a ¥ = 0.0001 pro metody s lokdlné omezenym krokem. V piipadé fidkych souétu &tvercu je vyhodné
kombinovat Gaussovu-Newtonovu metodu s Newtonovou metodou (oddil 7.7).

Nyni se budeme zabyvat dalsimi kombinacemi Gaussovy-Newtonovy metody s metodami s proménnou
metrikou, které se ¢asto nazyvaji strukturovanymi metodami s proménnou metrikou. Budeme predpokladat,
7e B; = JI'J;+C;, kde C; je néjaka aproximace matice C(z;) a budeme hledat matici C;; tak, aby matice

By = JiTHJiH + Cj;y1 spliovala kvazinewtonovskou podminku B, 1d; = y;, kde opét d; = ;41 — x;
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aY = Gi+1 — Gi = J,;‘Z_—;_lfi+1 — JI' f;. Existuji dva zpiisoby, jak toho docilit. Prvn{ zpiisob je zaloZen na
pouziti tranformované kvazinewtonovské podminky

Cid=22y—JTJd=JTf, —JTf—JTJ,d,

kterd bezprostiedné plyne z podminky B, d = y. Dostaneme tak aktualizaci

22T cdca)t B (dTCd arcd 4
=0 T ared +dTCd<deZ_Bd> (WZ_B‘Q ‘ (©1)

Nevyhoda popsaného zptisobu spoéiva v tom, ze &islo d”z nemusi byt kladné, coz komplikuje pouziti
metody BFGS (s 8 =0). V této souvislosti se nejvice pouzivd metoda hodnosti 1, kdy
(z — Cd)(z — Cd)T

Cr=C+ dT(z — Cd)

(CR)

JET5). _
Druhy zpisob je zaloZen na aktualizaci matice B = J1Jy + C tak, aby matice By = JLJ, 4+ C4
spliiovala kvazinewtonovskou podminku Byd = y. V tomto piipadé muzeme pouzit aktualizaci (B), kde

matice B je nahrazena matici B. Protoze y — Bd = z — Cd, je vyhodné pouzit vzorec (B). Pak

(y — Bd)v" +v(y — Bd)"  (y— Bd)"dvo”

Cy=C+ dTv dTv dTv
B (z = Cd)vT +v(z — Cd)T (2 Cd)Tdﬁ
=C+ dTv dTv drv’ (C2)

kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a v = y + (y"d/d” Bd)'/? Bd pro aktualizaci
BFGS (metoda hodnosti 1 pouzivé opét aktualizaci (CR)).

Pozndmka 123 Vektory y a z mohou byt definovdny ruznym zpusobem, vzdy ale musi platit z = y —
J¥Jyd. Standardni volba

z=J{fy —JTf—JlJpd
odpovida kvazinewtonovské podmince (JEJJr +Cy)d = JI f+ — JTf. Velmi efektivni volba je zalozena
na explicitnim tvaru ¢lenu druhého radu. Predpokladejme, Ze aproximace B,j Hessovych matic Gy spliuji
kvazinewtonovské podminky B,‘C"s = g,‘: — gk, 1 <k < m. Pak muzeme psat

2= fBEs =Y Kl — o) = (T =) fr
k=1 k=1

Jak jiz bylo zminéno (pozndmka 73), je mozné metody s proménnou metrikou pro soucet ¢tvercu
realizovat v sou¢inovém tvaru. Nyni se budeme zabyvat strukturovanymi metodami s proménnou metrikou,
které vyuziji znalost Jacobiovy matice. Abychom mohli tyto metody vyjadiit v sou¢inovém tvaru, polozime
A=J+ L, Ay =J; + L amatici L budeme aktualizovat tak, aby platilo

Bid=AYAid=(Jy + L) (J + Ly)d=y.

Jelikoz v pifpadé souctu ctvercu lze efektivné pouzit pouze metodu BFGS (pozndmka 73), omezime se
pouze na podtiidu metod s proménnou metrikou, kterd obsahuje metodu BFGS a pro niz je odvozeni
souc¢inového tvaru mnohem jednodussi nez v obecném piipadé. K odvozeni sou¢inového tvaru pouzijeme
variacni princip. Abychom ho mohli pouzit, zapiSseme kvazinewtonovskou podminku ve tvaru

(Jy+ L) 2=y, (J+Ly)d =z, 2Tz =dy, (%)

kde z je volitelny vektor (parametr). Poznamenejme, Ze posledni rovnost, kterd je dusledkem prvnich dvou
rovnosti, je jedinym omezenim kladenym na volbu vektoru z.
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Véta 73 Necht T je SPD matice. Pak Frobeniova norma |T~Y/2(Ly — L)||r je minimdini na mnoziné
viech matic vyhovugicich rovnosti (Jy + L)z = y prdvé tehdy, plati-li
Tz(y — AT2)T

2Tz ’

kde {1 = J; + L. Kvazinewtonovskd podminka (*) je v tomto pripadé splnéna prdvé tehdy, jestlize Tz =
z2—Ad a 2Tz =yTd.

L+:L—

Diukaz (a) Nutnost prvni ¢dsti tvrzeni dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

1 2
L = 3 HT*UQ(LJr - L)HF +ul (J4 + L)z —y)

> B U =1 T (1~ 1) + w2 | (T2 ),
i=1

kde L, = [If,...I;}] a L = [l,...l;]. Postacitelnost je pak bezprostiednim diisledkem konvexity Frobe-
niovy normy. Derivovanim Langrangeovy funkce dostaneme
— =71 (l;r — lz) + u;z.
i
Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce ma tedy tvar T_l(l;r — 1) +u;z=0,1<i<m, neboli
A_;,_*A:LJ,_*L: *TZ’U,T.
Z rovnosti Azz =y dostaneme (A, — ATz = —2TTzu =y — ATz, takze
y— ATz
U=—"—F—,
2TTz

coz po dosazeni do predchozi rovnosti dava
AT N\T
AL —A=L, L= %
(b) Piedpokladejme, 7e je splnéna kvazinewtonovska podminka (*), takze (A, — A)d = z — Ad. Pak plati
Tz(y — AT2)Td
2TTz
Z tohoto vyjadieni je ziejmé, Ze vektor Tz je rovnobézny s vektorem z — Ad. Jelikoz matici T miizeme

vyndsobit libovolnym ¢islem aniz se zméni zlomek na levé strané, muzeme polozit Tz = z — Ad. Necht
naopak Tz = 2 — Ad a 27z = d"y. Pak plati

=z — Ad.

(z — Ad)(y — AT2)T

A, —A=L, - L= -
* * 2T (z — Ad)

d"(y — AT2)

= Ad+ (z — Ad) = z,
takze je splnéna i druhd podminka z (*).

Poznamka 124 Metodu BFGS dostaneme, zvolime-li vektor z tak, aby byl rovnobé&zny s vektorem Ad,
tedy z = Md a Tz = (X — 1)Ad. Z posledn{ podminky v (*) plyne, ze 272z = A\2dT AT Ad = d*y, coz po
dosazeni do vztahu uvedeného ve vété 74 dava

T

Ad dTATAd -
Li =L+ =777 | |/ g, v AAd) (LB)

Pokud J, = 0, takze A = A, piejde tento vyraz v (AB).
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Jistd nevyhoda aktualizace (LB) spo¢iva v tom, Ze FeSeni pfeurcené soustavy linedrnich rovnic (J+L)d+
f =~ 0 (linedrnfho problému nejmensich ¢tvercit) nenf feSenfm norméln{ soustavy rovnic (J+L)T (J+L)d =
—g = —J7 f, kterd se pouzivéa pro vypocet smérového vektoru. Nelze tedy pouzit efektivni metody zalozené
na QR rozkladu ani metodu LSQR (definice 40). Tuto nevyhodu lze odstranit, volime-li matici L tak, aby
platilo (J 4+ L)Tf = JTf, neboli LT f = 0. Je tedy vyhodné piidat omezeni LT f, = 0 k varia¢ni tloze
definujici metodu BFGS. D4 se ukazat, ze pokud L% f = 0, je minimalizace Frobeniovy normy || Ly — L||p
ekvivalentn{ minimalizaci Frobeniovy normy ||P(Ly —L)||r, kde P = I— f1 fT/fT f je matice ortogonaln{
projekce (pfipomenime si, ze P2 = P).

Véta 74 Frobeniova norma ||P(Ly — L)||r je minimdlni na mnoZiné vdech matic vyhovugicich kvazi-
newtonovské podmince (*) a omezeni L?_f_,_ = 0 prdvé tehdy, plati-li

T
Ad dT AT Ad I -
L, =PL+—— g—ATAd| . LB
N ararag \\| Tty Y (LB)
kde .
i iU fy)Td

A:P(J++L)7 y=y fo+
+

Diikaz (a) Nejprve ukdzeme, ze pokud (J + Ly)Td = z a LT f, = 0, je podminka (Jy + L)Tz =y

ekvivalentni podmince (J4 + L)' Pz = . Z (J4 + Ly)"d = z a LT f{ = 0 totiz plyne fLJ d = f{z,

takze

JLffLJed
T

= Jlz+LiPe—y=(Jr+Ly) 2~y

(Jy +L)"Pz—5 = Jlz— T
+J+

+LEPz—y+

Poznamenejme, 7e z rovnosti (Jy + Ly)Td =z a (Jy + Ly)T Pz = §j plyne vztah 2T Pz = d*g.
(b) Nutnost dokdzeme pomoc{ Lagrangeovy funkce

L

1 -
5 | P(Ly = Dl + " (4 + Ly) " Pz~ §)

3 E (1 —1)" P (I — 1) + w2 PLY| +uT (ST P2 — ),
=1

kde Ly = [If,...It] a L = [l1,...1,,]. Postacitelnost je pak bezprosttednim diisledkem konvexity Frobe-
niovy normy. Derivovanim Langrangeovy funkce dostaneme

OL
— =P -1 iPz.
o (4 )+ u; Pz

Podminka pro stacionaritu Langrangeovy funkce ma tedy tvar P(l;r — ;) +u;iPz=0,1<i<m,neboli
P(Ly — L) = —Pzu".

Z rovnosti (J4 4+ Ly)TPz = § dostaneme (L — L)' Pz = —2TPzu = §j — AT z, takze

__§-AT:
b TPz’
coz po dosazeni do piedchozi rovnosti dava
Pz(j— ATPz)T
P(L,—L)= Paly—A Pz (#)

2T Pz
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(nebof P2 = P implikuje PA = A). Pouzijeme-li druhou podminku z (*), dostaneme P(L, — L)d =
Pz — Ad, takze lze pséat
Pz(j— ATP2)Td
2TPz
Z posledniho vyjadient je ziejmé, ze vektor Pz je rovnobézny s vektorem Ad, neboli Pz = AAd. Pouzijeme-
li vztah 27 Pz = d7jj dokédzany v (a), mizeme psét

= Pz — Ad.

ey~ TG
NATATAd = 2TPs — dT§ = A=ty —09
dT AT Ad

coz po dosazeni do Pz = AAd a potom do (#) dokazuje tvrzeni véty.

Pozndmka 125 Strukturované metody s proménou metrikou pro minimalizaci soué¢tu ¢tvercu byly puvodné
navrzeny tak, ze se matice B; = JI'J; + C; pouzivaly a matice C; aktualizovaly v kazdém iteraénim kroku.
To je vsak nevyhodné, nebot v lohach s nulovym reziduem, potiebujeme, aby C; — 0 dostateéné rychle,
zatimco pii pouziti aktualizaci (C1) nebo (C2) je tato konvergence obvykle pifli§ pomald. Proto byly
vyvijeny ruzné skdlovaci strategie. Ukazalo se v8ak Ze je vyhodnéjsi pouzivat hybridni strategie tak jako v
poznédmce 122: Necht Cy = 0. Jestlize (F; — F;11)/F; > 9, polozime C;1 = 0. Jestlize (F; — F;41)/F; < 9,
aktualizujeme matici C; pomoci(C1) nebo (C2). V obou piipadech pokldddme

By = J£1Ji+1 + Cit1

(stejné tvahy se tykaji strukturovanych metod s proménnou metrikou pouzivajici matice A; = J; + L; a
aktualizace (LB) nebo (LB)).

Poznamka 126 Velmi zajimavou moznost automatického skdlovani matice C' nabizeji totdlné struktur-
ované metody s proménnou metrikou pochazejici od Huschense. V tomto pripadé se pouziva a aktualizuje
matice aproximujici vyraz

=X e

k=1
Pouzivame tedy model B = JTJ + ||f||T (takze C = ||f||T) a matici T, aktualizujeme tak aby matice
By = JTJ, +| || Ty spliovala kvazinewtonovskou podminku B, s = y. Toho lze docilit tak, ze aplikujeme
aktualizaci (B) na matici B = JLJ4 + | f||T. Nakonec polozime By = JLJy + | f4||T}. Uzitim vztahu
(B) dostaneme

7Tt L 1 ((y—Bdp" +o(y—Bd)" (y—Bd)"dvo"
171 dTv dTv  dTv
B (Z—Td)wT +v(z-Td)T (2-Td)TdvoT
=T+ dTv dfv  dTv’ (T2)

kde z = z/||f| = (y — JLJ1d)/|f|l a kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a
v =1y + (yTd/d" Bd)'/?Bd pro aktualizaci BFGS. Metoda hodnosti 1 pouzivé aktualizaci

(3—Ts)(z — Td)T

L =T+ =76 _Ta

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod pro minimalizaci souctu ¢tverct, které jsou real-
izovdny bud jako metody spadovych sméru (prvni ¢dst tabulky) nebo jako metody s lokdlné omezenym
krokem (druhd ¢ast tabulky). Bylo Feseno 82 testovacich problému vétsinou se 100 proménnymi (jsou uve-
deny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienta NFG, jakoz i pocet selhani a celkovy
¢as vypoctu).
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metody spadovych sméru NIT | NFV | NFG | Cas | selhani
metoda BFGS podle (HB) 9343 | 10853 | 10853 | 1.67 1
Gaussova-Newtonova metoda 8615 | 16302 | 24914 | 19.02 8
hybridni metoda (pozndmka 122) 3809 | 6080 | 9884 | 8.89 2
strukturovand metoda BFGS podle (C2) | 3158 | 5897 | 9054 | 7.34 2
strukturovand metoda BFGS podle (T2) | 3262 | 6085 | 9345 | 6.97 1
metody s lokdlné omezenym krokem NIT | NFV | NFG | Cas | selhani
metoda BFGS podle (BB) 10684 | 11860 | 10764 | 3.39 1
Gaussova-Newtonova metoda 4321 | 4694 | 4402 | 12.84 1
hybridni metoda (pozndmka 122) 3450 | 4013 | 3531 | 9.67 -
strukturovand metoda BFGS podle (C2) | 2766 | 3130 | 2847 | 7.61 -
strukturovand metoda BFGS podle (T2) | 2771 | 3239 | 2849 | 7.66 -

Poznamka 127 7 vysledki uvedenych v této tabulce 1ze ucinit nékolik zavéru.

e Metody s proménou metrikou maji mensi rezii, nebot neni tieba fesit soustavy linedrnich rovnic.
Vypocetni ¢as je tedy obvykle nizsi nez u specializovanych metod pro soucet ¢tvercu. Metody s
proménou metrikou neni vhodné realizovat jako metody s lokdlné omezenym krokem.

e Gaussovu-Newtonovu metodu neni vhodné realizovat jako metodu spadovych sméru, nebot se ¢asto
fesi soustavy rovnic se §patné podminénymi maticemi.

e Gaussovu-Newtonovu metodu je mozné znacné vylepsit kombinovanim s metodami s proménnou a
to bud pomoci jednoduché hybridni strategie (pozndmka 122) nebo pomoci strukturovanych aktual-
izaci (C2) a (T2). Tyto kombinované metody jsou velmi robustni (ve spojeni s metodami s lokdlné
omezenym krokem nikdy neselhaly). Potiebuji také nejméné iteraci a vyéisleni hodnot minimalizo-
vané funkce (souvisi to s dobrymi konvergenéimi vlastnostmi kombinovanych metod). Jejich vyssi
rezijni naroky mohou byt vykompenzovany rychlejsi konvergenci v pfipadech, kdy je vypocet hodnoty
(a gradientu) minimalizované funkce velmi naroény.
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7 Metody pro rozsahlé Yidké a separovatelné dlohy

Rozsdhlé ilohy nemuzeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych hustych matic. Nejcastéji
se pro tento ucel pouzivaji nékteré specidlni metody:

e Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti.

e Diferencni verze nepiresné Newtonovy metody.

Metody pro fidké tdlohy (N, VM).

Metody pro separovatelné tlohy (N, VM).

Ridké modifikace Gaussovy-Newtonovy metody pro soucet étverci.

s

7.1 Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti

Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti pouzivaji pouze omezeny pocet aktualizaci.

Definice 34 Nechfm™ > 0 am = min(m,i—1). Rekneme, Ze zdkladni optimalizaéni metoda je Ti-krokovou
metodou s proménnou metrikou s omezenou paméti, jestlize

_ %
S; = _Higi7

kde matice H! se ziskdvd z Fidké pozitivné definitni (obvykle jednotkové) matice H , = H pomoci m
aktualizact

o = (0 + UM,
i—m < j <i—1, kde matice U; = [dj, H}y;] a M jsou voleny tak, aby byly splnény kvazinewtonovské
podminky H}+1yj = pé»sj, i—m<j<i—1.

Poznamka 128 Skélovaci parametry se obvykle vybiraji tak, ze Vi =bi—1/ai—1 a 7§ =1lproi—m<
j<i-—1.

Tvrzeni 3 Necht z;, i € N, je posloupnost generovand m-krokovou metodou s proménnou metrikou s
omezenou paméti s presnym vibérem délky kroku (plati sIg;v1 = 0 Vi € N) aplikovand na ryze konvexni
kvadratickou funkci (Q). Pak:

(a) Smérové vektory s;, i € N, jsou rovnobéiné se smérovymi vektory generovanymi predpodminénou
metodou sdruzenijch gradienti. Plati

i—1 T
i yi_1Hg
= I ) (He - 2,
S ( 7]@) < gi yiT_ldi,l ) 1>

k=i—m

(predpokldddme 7e H!_,, = H Vi € N.
(b) Je splnéno m kvazinewtonovskych podminek. Pro i —m < j <1i—1 plati

_ i N\
Hiy; = < 11 711) —5dj.
k vj

=i—m J

Véta 75 (Kvadratické ukonéens). Necht jsou splnény predpoklady tvrzeni 3. Pak existuje inder k < n
tak, Ze gr+1 =0 a x4 = 2"
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Dikaz Podle tvrzeni 3 jsou smérové vektory generované m-krokovou metodou s proménnou metrikou s
omezenou paméti rovnobézné s vektory generovanymi metodou sdruzenych gradientu. Podle véty 20 tedy
existuje index k < n tak, Zze gry1 = 0 a 11 = x* (pii presném vybéru délky kroku nezdlez{ na normé
smérového vektoru).

Je zfejmé, ze u metod s omezenou paméti neni mozné uchovavat matice H}+1, i—m < j <i—1, nebot
ty jsou obecné husté. Proto je nutné pracovat s jejich vektorovymi reprezentacemi nebo s reprezentacemi
pouzivajimi matice mensich rozméru. Jelikoz obvykle m < 10, jsou takové reprezentace velmi vyhodné.

Nejprve se budeme zabyvat vektorovou reprezentaci metody BFGS. Tato reprezentace je zalozend na
pseudosoucinovém tvaru (poznamka 61), ktery mé pro metodu BFGS s n = 1 tvar

1
He=~VTHV + %ddT, V=1I-3yd

kdey=g, —g, d=x, —x aa=y" Hy, b=1y"d. Abychom se vyhnuli dvojimu indexovéni, budeme bez
Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze ¢ < m.

Véta 76 Necht H;11 je matice ziskand v i-tém kroku metody BFGS. Pak plati

i T i i i T i
Hiyy = (H ’kak> H,y (H Vk) Jrz% ( H Vka> did} < H Vk)
k=1 1=1

k=1 k=Il+1 k=l+1

Diikaz (Indukef) Pro i = 1 to bezprostiedné plyne z pseudosoucinového tvaru pro metodu BFGS. Indukéni
krok:

i—1 T i—1
Hipn = wVIHY+ 2 didl =V H ;
1 Vi V; V+bi i =7V kl;[l%Vk 1 kl;[le Vi+

i1 i-1 T i-1
Pl Pi
+§ o Vil ( H 7ka> dyd! ( | | Vk> Vi + o did?

=1 k=l+1 k=l+1
i T i i i T i
_ Pl T
k=1 k=1 =1 k=l+1 k=I+1

Tvrzeni véty 76 ukazuje, Ze matici H; muzeme urcit z matice Hy (kterd je fidkd) pomoci vektort d;,
y;, 1 < j < i—1. Matici H; nemusime konstruovat explicitné, sta¢i pocitat vektor s; = —H;g;, coz
se provad{ pomoci dvou rekurentnich vztahu (Strangova formule). Nejprve se pocitaji zpétnou rekurzi
vektory u; = —g; a

i—1

w=—|[Ve]g i-1>j>1
P

Protoze

1 dTujJrl
uj = Viuji1 = (I - ijdar> Uil = Uj1 =~
J J

muzeme psat

U; = —3gi
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—dr,,. .

Uj = Ujp1 — 05y (R1)

proi—12>j > 1. Potom poc¢itdme piimou rekurzi vektory vy = v1 Hiu; a

J
Vjy1 = (H '7ka>

k=1

T

. T
J
( H ’}/ka> dld,lrul+1u 1 S] < 71— 1
k=l+1

J

l

Hyup + E Z—l
=1

Protoze
i 1
virr =V v+ i = (I - ;d'ij> v+ pjojd; =505 + (pjoy —y; (705)/b5)d;
J J
muzeme psat

v = y1Hyug

T
vit1 =705 + (pjog — y; (vv5)/b5)d; (R2)
pro i —m < j <14 — 1. Nakonec polozime s; = v;.
Poznamka 129 V rekurentnich vztazich je tfeba uchovavat ¢isla o;, 1 < 7 < i — 1. Vektory u;, vy,
1 < j <i—1 mohou byt ulozeny v paméti pocitace na stejném misté jako vektor s; = —H;g;. Pro m = m,

coz je maximélni mozné hodnota, potfebujeme uchovéavat 2m + 3 vektoru (d;, y;, 1 < j <™, a 3 vektory
pro z&kladni optimaliza¢n{ metodu) a pouzijeme O(mn) numerickych operaci.

Strangova formule (R1) a (R2) je nejstarsi a nejjednodussi realizaci metody BFGS s omezenou paméti.
Pro nékteré aplikace jsou vyhodnéjsi maticové reprezentace, které nyni odvodime.

Lemma 19 Necht N = —M ™!, kde M je matice vystupujici ve vété 33 s v = 1. Pak plati

(n— 1)b2 nab
1— b’ 1-— b
No | "t (L=m)pb” na+(1—n)p (N).
nab ot npab
na+ (1 —n)pb’ na+ (1 —mn)pb

Dukaz Z vyjaddreni matice M (véta 33) plyne

1 oL
N = _Mfl — _ a ’ b
det M 7 L+ p)
b’ b b
Dosadime-li za —det M vztah u definovany v pozndmce 59 (s v = 1), dostaneme po upravé tvrzeni

lemmatu.
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Poznamka 130 Pro metodu DFP je n = 0, takze

_ T
N = dy, 0 (ND)
0, y" Hy
Pro metodu BFGS je n =1, takze
0 dTy
N=|" . NB
[ dty, pdTy+y"Hy (NE)

Lemma 20 Necht B a 3 — bT B~'b jsou ¢tvercové reguldrni matice. Pak plati

—1
(4, d] { et Z } 14,07 = AB"'AT 4 (a— AB'5)(8 — bTB~ %) (a — AB~'p)T.

Dikaz Vynasobenim se snadno presvédéime, ze plati
B, b 1" [ B 1+BWB-bB )" WIB!, —B~(B—bTB b))}
N B R R (80" B~"b)~

Zbytek tvrzeni snadno ovérime dosazenim tohoto vyjadfeni do vychoziho vzorce a nédslednym roznéso-
benim.

V dalsim textu budeme predpokladat, ze H; je symetrickd pozitivné definitni matice a ze pro libovolny
index 1 < k < m plati

Hyo1 = Hy, — [di, Hiye) N7t [dr, Heyil” (H)

kde Nj je matice specifikujici konkrétni metodu s proménnou metrikou. Budeme se snazit nalézt vyjadieni

—1 —
Hyi1 = Hy — [Dy, HiYi] N, [Dy, HiY3]", (H)

kde Dy = [d1,...,di], Y = [y1,-- -,y a kde N}, je symetrickd matice fddu 2k. Budeme piitom pouzivat
oznacen{ Ry, pro horn{ trojihelnikovou matici fadu k takovou, ze (Ry):; = d? yj, i < j, a (Rg)ij = 0,4 > j,
C}, pro diagonalni matici fadu k takovou, ze (Cy)i; = dfy; a P pro diagondlni matici fadu k takovou,
e (Pg)iy = pi- Abychom zjednodusili zdpis budeme v dukazech casto indexy k — 1 a k vynechdvat a
index k + 1 nahradime symbolem +. V této souvislosti budeme pouzivat oznaceni D = [di,...,dk_1],
Y =[y1,...,yx-1]a R=Ryp_1,C=Cl_1aP=P,_, takie D}, = [D,d], Y, = [Y,y] a

| R, DTy | R-C, DTy
-Rk|:07 dTy :|a Rk_ck|:0) 0 .

Poznamenejme, ze pomoci (H) a (H) muzeme indukéni krok, pouzivany v dukazech, zapsat ve tvaru

Hy = H-[d Hy-[D, HY]N " [D, HiY|"y|"

___ T
[d Hiy—[D, HY]N ' [D, HlY]Ty}

- -1| 0, DTy
= <d Hyy| — [D, HlY]N { 0. YTHy ])
T
) 1[0, DTy
N~ (d Hyy| - [D, HiY]|N { 0. YTHy ])
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; (%)
kde N = Nk—l aN= Nk.

Véta 77 Necht Hy je SPD matice a necht pro libovolng index 1 < k < m plati (H), kde matice Ny, je
uréend vztahem (ND) (metoda DFP). Pak lze psdt
P Cy, R —Cp ]

(Rk -0, VTH Y, [De, HaYil" (HD)

Hjy1 = Hy — [Dy, H1Y%]

Diikaz Pro k = 1 je (HD) ekvivalentni s (HD) (s (H) kde matice N je uréena pomoci (ND)). Déle budeme
postupovat matematickou indukef. Predpoklddejme, ze (HD) plat{ pro vSechny indexy mensi nez k. Pro
index k muzeme (HD) zapsat (po permutaci) ve tvaru

7Pk_10’ R_ C, O, DTy DT
g (R—C)T, YTHY, 0, YT Hy Y H,

Hy = Hy—[D, HyY, d, Hyy] | 0, ~dTy/p, 0 ar
yI'D, yTHyY, O, y"Hyy y"H

Pouzijeme-li lemma 20 a ozna¢ime-li

dostaneme

Hy = H, —|[D, H,Y|N '[D, HiY]" -

——1[0, DTy
<[da Hly] - [Dv HIY]N |: O, YTHly :|> :

—dTy/p, 0 o, 0 1[0 DTy -
0, yT Hyy y'D, y"H\Y 0, YTHyy

{ Ty/p, THy }1 : ([d7 Hy) - D, HY]N { 8 gii’{ly DT
)

coz je pravé vztah (x) s matici N uréenou pomoci (ND) (pozndmka 130)

Véta 78 Necht Hy je SPD matice a necht pro libovolng index 1 < k < m plati (H), kde matice Ny, je
uréend vztahem (NB) (metoda BFGS). Pak lze psdt

0, Ry,

-1
R{ P.Cr + Y H Y ] [Dr, HlYk]T (HB).

Hyi1 = Hy — [Dy, H1Y%] {

Diikaz Pro k = 1 je (HB) ekvivalentn{ s (HB) (s (H) kde matice N je uréena pomoci (NB)). Déle budeme
postupovat matematickou indukei. Predpoklddejme, ze (HB) plati pro vsechny indexy mensi nez k. Pro
index k& muzeme (HB) zapsat (po permutaci) ve tvaru
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0, R, 0, DTy DT

RT, PC+YTHY, 0, YTH YTH
H+ = Hl - [Da HlK da Hly] 0 0 ! 0 dTy Y dT !

y'D, y"HY, d"y, pd'y+y"Hyy yT Hy

Pouzijeme-li lemma 20 a ozna¢ime-li

~_[0 R
| RT, PC+YTHY |’
dostaneme
H, = H,—[D, ;,Y|N '[D, H,Y]" -

N\

—-1[0, DT
[d7 Hly] - [D,H1Y]N I 0, YT:quly :|> !

0, dTy To, 0 1[0 DTy -
d'y, pd"y+y"Hyy | y'D, y"H\Y 0, YTHyy

/N N

- T T
d, By - (D, iy N | O Py D

| 0, YTHy
——1[0, DTy
= H- <[d7H1y} - [Dv H1Y]N |: 0’ YTHly :|> :
0 dTy -1 1 0 DTy T
dTy7 pdTy+yTHy :| ([dv Hly] - [Dv HIY]N |: 0, YTHly :|> )

coz je praveé vztah () s matici N uréenou pomoci (NB) (pozndmka 130).

Véta 79 Necht Hy je SPD matice a necht pro libovolny index 1 < k < m plati

Hyyr = Hy, + (di — Hyyr) (df yx — yf Heyr) ™' (de — Hyyr)™ (HR)
(metoda hodnosti 1). Pak lze psdt

Hyy = Hy + (D, — HiY3) (R + RE — Cy, — VT H\Y3) " Y (D — H V3T (HR)

Diikaz Vztah (HR) je pro k = 1 ekvivalentni se vztahem (HR). Dale budeme postupovat matematickou
indukei. Predpoklddejme, ze (HR) plati pro véechny indexy mens{ nez k. Pro index k muzeme (HR) zapsat
ve tvaru

T _ _vT T, T —1 T T
Hy = H+[D—HY, d=Hy) | B 2 OOV MY Dy YHly] {D Yﬂl]

y"D —y"HY, d"y —yTHiy d" —y"H,
Pouzijeme-li lemma 20 a ozna¢ime-li

N=R+R'—-Cc-YTH)Y

dostaneme
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Hi+(D—-HY)N (D-HY)" +
(-8 N (D—mY)'y—(d-Hiy))-

=
I

-1

(dTy —yTHy —y" (D~ HY)N (D - HY)" y)
(0~ BN (D 1Y) y— (@)

H+ (d— Hy) (d"y —y"Hy) " (d— Hy)"

coz je pravé vztah (HR).

Poznamka 131 Podobng kompaktni schemata miizeme odvodit pro matici B = H~'. Lze k tomu pouzit
dualitu (poznamka 64). Jelikoz pritom dojde k vymeéné Dy, — Yy, Y — Dy, je tieba horni polovinu matice
DY), nahradit horni polovinou matice Y,I Dy, neboli transponovanou doln{ polovinou matice DI'Yy. Proto
misto horni trojuhelnikové matice Ry pouzijeme dolni trojuhelnikovou matici Ly takovou, ze (Ly);; = 0,
i <j,a(Lg)y =dly;, i > j. Pro metodu DFP dostaneme

0, LT

—1
T
Ly, Ck+D;zBle:| Vi, B1D#] (BD)

Biy1 = By — [Yi, B1Dy] [
Pro metodu BFGS dostaneme

—Cy, (Lp — Cp)T

-1
BkﬂzBl—[Yk,Ble]{Lk_ck DkTBle) ] [Yi, B1Dy]" (BB)

Pro metodu hodnosti 1 dostaneme

—1
Biy1 = By + (Y — BiDy) (Ly + LY — G, — DIBiDy) ™ (Y — BiDy)" (BR)

Nyni ukazeme, jak lze kompaktni schémata pouzit v souvislosti s metodami s proménnou metrikou s
omezenou paméti. Omezime se pfitom na metodu BFGS, kterd je z popsanych metod obecné nejefek-
tivngjsi. Matici (HB) lze po dosazeni Hy = I, kde vy = d} yr/yi yx, zapsat ve tvaru

(REIBT(OIC +wY IR, —(RyHT

R 0 [Di, e Y2]"
ko

Hy 1 = vl + [Dr, 7 Y]
Lze se o tom pfesvédéit explicitnim invertovanim tak, jako v dikazu lematu 20. Nyni pokldadame Dy =
[dk—m,--»di—1], Yo = Wk—ms,- - - Y—1]. Matice Cj, obsahuje diagondlu matice D} Y} a matice Ry, obsahuje
horni polovinu matice D} Yj.. Matice Dyy1, Y41 se ziskaji z matic Dy, Y jednoduse ubrdanim prvniho a
priddnim posledniho sloupce. Podobné jednoduse se ziskaji matice D, Yiy1, V1, Vi1 z matic D]Y,
Y,IY) a tudiz i matice Cyy1, Rgt1 z matic Ck, Ri. Tim mame k dispozici viechny matice potiebné k
vypoctu matice Hy1.

Matici (BB) muzeme po dosazeni By = (1/~;)I zapsat ve tvaru

ot 0
" 1
—L, (Lr — Cy), L

3 F-1 . T
J L [Y,w ipk} —C 7y (B (L = C))
Tk 0, (L. )"

1 T
|:Yk7 _Dk:|
Yk Yk

kde

— =T _ 1
LkLk = (Lk — Ck)TCk 1(Lk — Ck) + %Dng
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Lze se o tom piesvédcit explicitnim invertovanim a nasobenim. Je vidét, ze potfebujeme rozkladat pouze

Ny PRI, . 3T , 0 we swr  urlex ; (s
matici fddu k (k ziskdn{ matice LiL; ). Zatimco vzorec (HB) nepfindsi piilis mnoho vyhod ve srovnéni
se Strangovou formuli, je vzorec (BB) velmi uziteény, nebof ho lze pouzit tam, kde je nutné pracovat s
matici B.

7.2 Diferenéni verze neptesné Newtonovy metody

Diferené¢ni verze nepresné Newtonovy metody jsou v podstaté nepresné metody s lokalné omezenym krokem
(algoritmus 6), kde se nepouzivd matice B = G a ndsobeni{ ¢ = Bp = Gp se nahrazuje numerickym
derivovanim

9(z +bp) — g(x)

0
kde 0 je mald diference (0 = /e, kde e je strojové presnost). Jinak se algoritmus 6 neméni. Jestlize
vypocet gradientu vyzaduje O(n) operaci, je tento zpusob tispornéjsi nez ndsobeni matice vektorem (obecné
O(n?) operacf). Navic nenf tieba poéitat druhé derivace.

G(z)p =

7.3 Diferentni verze Newtonovy metody pro ¥idké ulohy

Diferen¢ni verze Newtonovy metody jsou zalozeny na aproximaci sloupcti Ge;, 1 < i < n, Hessovy matice
G pomoci diferenénich vzorcu

x+de;) — gz )
kde ¢ je mald diference (6 = \/eps). Je-li vSak Hessova matice G Fidkd, muze nastat piipad, kdy pomoci
jedné diference gradientt uréime vice sloupcu této matice. Jako ptiklad uvedeme pasovou matici:

G, Giz, O, 0, 0
Ga1, G2z, Ga3, 0, 0
G = 0, G32, G’337 G’g47 0 (G].)
0, 0, Gu3, Gus, Gus
0, 0, 0, Gs1, Gss

Necht
v = [1,0,0,1,0]"
V2 = [07170703 1]T
U3 = [0707 1aOvO]T
Pak plati
Gv, = [Gu, Goi, G347 Ga, G54]T
Gvy = [Gi2,Ga2,G32,Gus5,Gs5]"
Gvs = [0,Go3,G33,Gu3,0]"

takze vSechny prvky matice G muzeme urc¢it pomoci tii diferen¢nich vzorca

g(x +dv1) — g(x)

5 ~ le
slatin) =oe) g,
satin=o0) | g,
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Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé mizeme snadno zobecnit. Rozdélme sloupce
matice G do k disjunktnich skupin S; C {1,...,n}, 1 < i < k, tak, aby submatice G(S;), slozené ze
sloupctt matice G patiicich do skupin S;, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak
muzeme vSechny sloupce matice G uréit pomoci k diferenci

9(z + 6v;) — g(=)
0

kde v;, 1 < i < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvi, 1§Z§k‘

(’Ui)j 26?U121<:>j68i

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G(S;)). Takto lze postupovat pro libovolnou (i nesymetrickou)
matici G. Je-li matice G symetrickd, muzeme jeji symetrii vyuzit k dalsimu snizeni poctu potiebnych
diferenci. Uvazujme matici

Gi1, G2, Giz, G, Gis
Ga21, Gaa, 0, 0, 0
G=| Gs1, 0, Gs3, 0, 0 . (G2)
G417 07 O’ G44, O
G517 O’ O’ 07 G55

Pouzijeme-li predchozi postup, potiebujeme k urceni prvki matice G pét diferenci gradientu. Polozime-li
vsak

v = [1,0,0,0,0]"
V2 = [071717171]T
plati
Gvi = [G11,G21,G31,Ga1,G5)"
Gvy = [*,Ga2,G33,Gu4,Gs5]"

kde hvézdickou je oznacen prvek, ktery nas nezajimé. Urcili jsme tedy prvky G11, Go1, G31, Ga1, G551, Gao,
G33, G’447 G55 a protoZe matice G je symetrické i pI‘ka G12 = G21, G13 = G’317 G14 = G41, G15 = G51,
to v8e pomoci dvou diferenci gradient.

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé muzeme opét zobecnit. Sloupce matice G
rozdélime opét do k disjunktnich skupin S;, 1 < i < k. Pii urcovdni téchto skupin vSak nebudeme
pracovat s celou matici G, ale pouze s jejimi submaticemi, které dostaneme vyskrtnutim znamych radku
a sloupcu. Necht G; je submatice matice G, kterou dostaneme, vyskrtneme-li v matici G fadky a sloupce
s indexy j € S1 U...US;_1, a necht G;(S;) je submatice matice G;, kterd obsahuje sloupce této matice s
indexy j € S;, takze G7(S7) =G; N G(SJ

Rozdélime-li sloupce matice G do k disjunktnich skupin §;, i € [1,k], tak aby submatice G;(S;),
i € [1, k], mély v kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek, muzeme sloupce matice G uréit pomoci k
diferenci

g(x + ov;) —
)

kde v;, 1 <1 < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

IO Gy, 1<i<h,

(vi)j=elvy=1<=j€S;

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G;(S;) = G; N G(S;), ostatni prvky submatice G(S;) jsou
uréeny symetrii matice G).
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Zatim jsme se nezabyvali ur¢ovanim skupin S;, 1 < ¢ < k. Je tcelné volit tyto skupiny tak, aby
jejich pocet byl minimalni. To je v8ak slozity kombinatoricky problém, ktery je ekvivalentni s problémem
barveni jistého grafu. V praxi se obvykle pouzivaji jednoduché a dostatecné rychlé algoritmy, které najdou
dostatetné maly (i kdyz ne minimdln{) pocet skupin. Pfi urcovdn{ skupin S;; 1 < i < k, se pouzivd
sekvencni postup. Sloupce submatice G; se nejprve prerovnaji podle néjakého pravidla a potom se probiraji
postupné podle vzrustajicich indexta. Index j € {1,...,n}\(S1 U ... U S;—1) se pridd do skupiny S;
pouze tehdy, neporusi-li se pfitom pozadavek, aby submatice G;(S;) méla v kazdém rddku nanejvys jeden
nenulovy prvek.

Na pierovndni sloupct submatice G; obvykle dosti zdlezi. Nésledujici matice se lisi pouze potradim
fadku a sloupcu (nenulové prvky jsou zndzornény symbolem x).

*
* K X X *
* K X X X
*

Probirame-li sloupce prvni matice sekvenéné podle vzrustajicich indext, potfebujeme k urceni vsech
nenulovych prvkua celkem pét diferenci gradient. Probirame-li sloupce druhé matice sekvenéné podle
vzrustajicich indext, staci k uréeni vSech nenulovych prvka pouze dvé diference gradientu.

Zatim jsme se zabyvali pfimymi metodami pro vypocet prvku fidké Hessovy matice pomoci diferenci.
Nyni obratime pozornost na substituéni metody, které obvykle vyzaduji mensi pocet diferenci nez pirimé
metody. Uvazujme opét matici (G1) a polozme

U1 = [17071707 1]T7
va = 1[0,1,0,1,0]7.

Pak plati

[ G

Go1 + Ga3
~Gu = | Gs3
Gaz + Gys
Gss

G2

G2
~Guy= | G32+ Gy
Gaa
G4

g(z +dv1) — g(x)

g(z +dvy) — g(x)
)

7 téchto rovnic ur¢ime piimo hodnoty Gi1, Gs3, Gs5, Gia, Gao, Gu4, G54 a protoze matice G je
symetrickd i hodnoty Ga1, G45. Dosadime-li hodnoty Ga1, G45 zpét do uvedenych rovnic, uréime hodnoty
Gas, G43 a protoze matice G je symetrickd i hodnoty Gse, Gs4. Potfebujeme k tomu pouze dvé diference
gradientt (pfimd metoda pouziva tii diference gradienti).

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim piipadé muzeme snadno zobecnit. Necht Gy je horni
trojuhelnikovd matice, jejiz horni trojuhelnikova ¢dst mé stejnou strukturu (rozlozeni nenulovych prvki)
jako horni trojuhelnikova ¢ast matice G. Rozdélme sloupce matice Gy do k disjunktnich skupin §; C
{1,...,n}, 1 < i <k, tak, aby submatice Gy (S;) slozené ze sloupcti matice Gy patiicich do skupin S;,
mély v kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak mizeme vSechny sloupce matice G uré¢it pomoci
k diferenci

g(z + dvi) — g(x)
1)
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kde v;, 1 <1 < k jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

(vi)j=elv=1<=j€S;

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice Gy (S;), ostatn{ prvky submatice G(S;) jsou uréeny symetrif
matice G). Pfi urcovani prvku matice G je nutné postupovat podle vzrustajicich indexi:
Uréujeme-li prvky v j-tém Fddku matice Gy, je nutné od prvku oznaéeného krouzkem odecist prvky

s oae

Gy.

Smyslem téchto ivah bylo ukézat, Ze uréeni Hessovy matice pomoci diferenci gradientu muze byt
Casové nendrocné , je-li tato matice fidka. To stavi diferencni verze Newtonovy metody do zcela jiného
svétla, nebot pro fidké tlohy mohou konkurovat metodam s proménnou metrikou a metodam sdruzenych
gradientu nebo je i prekonat.

Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro fidké tlohy se obvykle realizuji jako metody s optimalnim
lokélné omezenym krokem (algoritmus 5) nebo jako nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (algo-
ritmus 6). Metody s optimdlnim lokélné omezenym krokem vyzaduji opakované FeSeni soustavy rovnic
(G+ M)s + g = 0 (pro ruzné hodnoty parametru A > 0). Pouziva se ptitom fidky Choleského rozklad

RTR = P(G + \I)P"

kde R je regularni horni trojihelnikova matice a P je permutacni matice, jejiz jedinym tcelem je pferovnat
radky a sloupce matice G + Al tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvku byl co nejmensi. Nalezeni
permutaéni matice P a nasledné urceni struktury horni trojihelnikové matice R se nazyva symbolickou
faktorizaci. Symbolickd faktorizace se provadi pouze jednou (na za¢dtku iterac¢niho procesu) a proto je
prvku. Tyto postupy maji kombinatoricky charakter a jejich popis se vymykd rozsahu tohoto textu (jsou
jim vénovany samostatné monografie). Vypocet prvku horn{ trojihelnikové matice R (numerickd faktor-
izace) se provad{ podle vzorcu uvedenych v oddilu 5.8.

Nepresné metody s lokdlné omezenym krokem pouzivaji metodu sdruzenych gradientt popsanou v
oddilu 3.6 (Algoritmus 3), kde se fidkda Hessova matice G pouzivd pouze k vypoctu sou¢inu ¢; = Gp;,
1 < i < n, a neni ji tudiz tfeba rozkladat. V souvislosti s diferen¢ni verzi Newtonovy metody pro
ridké tlohy se osvédcilo predpominovani pomoci netiplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu
spociva v provadéni Choleského rozkladu, pti némz se zanedbavaji vSechny nové vznikajici nenulové prvky
(nékdy se nové vznikajicimi nenulovymi prvky modifikuje diagonéla rozklddané matice). Ziskand horn{
trojuhelnikovd matice R ma stejnou strukturu jako horni trojihelnikova ¢ast matice B a aproximace
RRT ~ B je casto velmi dobrd, coz d4va velmi ti¢inné predpodminéni.

Nyni ukézeme, jak lze reprezentovat fidkou Hessovu matice G. Budeme pfitom pracovat s horni
trojtihelnikovou matici Gy, kterd vznikne z matice G vynulovanim v8ech poddiagondlnich prvki.

Definice 35 Ridkou reprezentaci Hessovy matice G nazveme trojici vektori num (Gy) € R™V, ind (Gy) €
R™ | ord (Gy) € R", kde my je pocet nenulovyich prvki matice Gyr. Vektor num (Gy) obsahuje nu-
merické hodnoty nenulovych pruki matice Gy usporddangch po tddcich. Vektor ind (Gy) obsahuje sloup-
cové indexy téchto menulovgch proki. Vektor ord (Gy) obsahuje ukazatele umisténi diagondlnich proku
matice Gy ve vektorech num (Gy) a ind (Gy). Posledni prvek vektoru ord (Gy) (i indezem n+ 1) md
hodnoty my 1.

Pro matici (G1) plat{

num(Gy) =[G, Gia, Gaa, Gaz, Gaz, Gaa, Gaa, Gus, Gss5]"
ind(Gy) = [1,2,2,3,3,4,4,5,5]7
ord(Gy) = [1,3,5,7,9,10]7

Pro matici (G2) plati
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num(Gy) = [Gi1,Grz2,Gis, Gia, Gis, Gaz, Ga3, Gag, Gss5) "
ind(Gy) [1,2,3,4,5,2,3,4,5T
ord(Gy) [1,6,7,8,9,10]"

7.4 Metody s promé&nnou metrikou pro ¥idké tdlohy

Metody s proménnou metrikou pro ridké tlohy pouzivaji aktualizace, které zachovavaji strukturu ridké
Hessovy matice. Toto zachovévani struktury je ndsilnym omezenim, které eliminuje nékteré jiné dulezité
vlastnosti metod s proménnou metrikou (napiiklad nalezeni minima kvadratické funkce po koneéném
poctu kroki), nicméné lze ziskat metody, které jsou @-superlinedrné konvergentni. Nastdvaji vsak potize
s globalni konvergenci, nebot ziskana aproximace Hessovy matice nemusi byt pozitivné definitni.

Od metod s proménnou metrikou pro fidké tlohy pozadujeme, aby aktualizace spliovaly kvazinew-
tonovskou podminku, neporusovaly symetrii a zachovavaly strukturu ridké Hessovy matice. Oznatme

Vo = {BeR"":Bd=y}
Vs = {BeR™":B" =B}
Vo = {BGRnanlj:()ﬁBU:O}

fedpokladdme, ze Gy # 0 V1 < ¢ < n). Ziegmé Vo C R™*™, Vg C R"*" Vs C R™ ™ jsou linearni
(pfedp ; J Q ; ; J

variety (Vs a Vg jsou podprostory) v R"*™. Jelikoz Frobeniova norma matice je euklidovskou normou v
R™"™, muzeme definovat operatory ortogonalni projekce Pg, Ps, Pg do Vg, Vs, Vg piedpisem

PoB = mi BT - B

Q arg min | IF
PsB = i Bt - B

s arg min [ F
PosB = arg min Bt-B

e g min [ IF

Podobné miizeme definovat operatory ortogonalni projekce Pos, Poa, Psa a Pgsa do Vo N Vs, Vo N Vg,
Vs NV a VoNVsNVg. Je ziejmé, ze nase pozadavky na Fidkou aktualizaci spliiuje matice BT = PggaB.

V dal$im textu ukazeme, ze i jednoduché aktualizace zalozené na sklddani projekci mohou vést k
superlinearné konvergentnim metodam.

Véta 80 Necht B € R™™"™ a necht Pg, Ps, Pa jsou operdtory ortogondlni projekce do Vg, Vs, Va. Pak
plati

B (y — Bd)d™
PoB = B+ dTd
1
PsB = 5(B+BT)
a
(PgB)ij = Bi;, Gij #0
(’PGB)Z‘j =0 s Gij =0
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Ditkaz Budeme postupovat podobné jako v dikazu véty 39. Vztah pro PgB odvodime pomoci La-
grangeovy funkce

1
L = ;|B"-B 1% +ul(w — (BY — B)d) =
1 n n n n
S ) STIRVHES oy PR ot
i=1 j=1 i=1 j=1
Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvki matice BT dostaneme
oL
ﬁ = (Bjj_ — B”) — uidj
ij

V1< i <n, V1l <j<n. Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce m4 tedy tvar BT = B +ud”, coz
po dosazeni do kvazinewtonovské podminky Btd =y davé ud’d = y — Bd, neboli
y— Bd
u =
drd
Dosadime-li tento vyraz do vzorce BT = B + ud’, dostaneme vztah pro PgB. Vztah pro PsB odvodime
minimalizaci funkce

n n—1 n

1 1 1

S BT = BlE= 3 (B B+ 53 > (B — Biy)* + (B — Bii)?)
i=1 i=1 j=i+1

Derivujeme-li tuto funkci podle prvkii matice Bt, a polozime-li derivace rovny nule dostaneme podminky

Bfi—Bij = 0,i=j

(Bi; = Bij) + (B, = Bji) = 0 ,i#]

ij
coz davd Bt = (B + BT)/2. Vztah pro PgB odvodime minimalizac{ funkce
1 + o1 + 2 1 2
B | BT = B [|p= B Z (B — Bij) T3 Z B
G”#O Gi]-:O

nebot podle predpokladu BZ-‘; = 0 pokud G;; = 0. Derivujeme-li tuto funkci podle prvku matice B* a
polozime-li derivace rovny nule dostaneme

Bf~Bij = 0,G;#0
Bf = 0,G;=0

coz jsme méli dokazat.

V dalsim textu zavedeme vektory d* € R™, 1 < i < n takové, ze

d; = dj , Gi; #0
o = 0 ,Gy;=0

a misto standardni kvazinewtonovské podminky BTd = y pouzijeme f{dkou kvazinewtonovskou podminku
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kde w =y — (PgB)d.

Véta 81 Necht B € R™"™ a necht Pgs, Poa, Psc jsou operdtory orthogondlni projekce do Vg N Vg,
Vo NVa, Vs N Vg. Pak plati

(y — Bd)d" +d(y — Bd)"  (y— Bd)"d dd”

B = B
Paos + dTd dTd  dTd
PQgB = 'Pg(B + UdT)

PsaB = PsPagB =PaPsB

kde vektor u € R™ je TeSenim soustavy rovnic Qu = w s diagondlni pozitivné semidefinitni matici

n .
Q=" Il d | eiel
i=1

Dikaz Vztah pro PgsB plyne bezprostfedné z véty 39 (metoda PSB). Staci dosadit W = I. Zfejmé plati
PocB = PocPgB. Vztah pro PogB = PocPaB odvodime pomoci Lagrangeovy funkce

n n n

L= 333 (B~ (PaB)y) + > - o0 - Pem)

i=1 j=1 i=1 j=1

obsahujici fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvka matice
BT dostaneme

oL

8'? = (B;; — (PGB)Z‘j) — uldZ
ij

j
V1l <i<mn, V1l <j<n. Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce ma tedy tvar BZ-J; — (PaB)ij =

uidz-, 1<i<n,1<j<n,cozjsme méli dokdzat. Dosadime-li toto vyjadieni do fidké kvazinewtonovské
podminky, dostaneme

n
Zuidédé-:wi, 1<i<n
j=1

neboli Qu = w, kde @ je diagondlni matice vystupujici v tvrzeni véty (pozitivni semidefinitnost je zfejma).
Vztahy pro Psg B plynou bezprostiedné z identit PsgB = Psg(PsB) a PsgB = Psa(PaB).
Véta 82 Necht B € R™"™ a necht Pgsa je operdtor ortogondlni projekce do Vg N Vs N Vq. Pak plati

PoscB = Pa(B + ud’ + du’)

kde vektor uw € R™ je Tesenim soustavy rovnic Qu = w se symetrickou pozitivné semidefinitni matict

Q="Pc(dd") +) |l d" | eie]
i=1

kterd md stejnou strukturu jako matice G.
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Diukaz Ziejmé plati PosaB = PgsaPaB. Jelikoz matice Bt — PgB je symetrickd, muzeme polozit
Bt —PgB = X + X7, kde X je zatim nezndmd ¢étvercové matice. Pouzijeme Lagrangeovu funkci

L= i SN (X + X507+ w | wi = > (X + Xi)d
i=1 j=1 i=1 j=1

obsahujici fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvku matice X
dostaneme

oL

8Xij
V1 <i<n, V1l <j<n. Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce mé tedy tvar B — (PgB);; =
dostaneme

= (Xij + in) — uldz — ujdf

coz jsme méli dokazat. Dosadime-li toto vyjadfeni do fidké kvazinewtonovské podminky,

n

we =3+ uy ) = d i+ Y dldyu,
j=1

=1

neboli Qu = w, kde @ je symetrickd matice vystupujici v tvrzeni véty. Matice ) mé zfejmé stejnou
strukturu jako matice G. Necht v € R™ je libovolny vektor. Pak plati

v Qu

S ddiv + N FoE = Y didguy + Y ded =
=1

i=1 j=1 Gi;#0 Gi;#0

1
= 5 Z (dﬂ}j + djvi)2 >0
Gi;£0

(%)

(matice G;; je symetrickd), takze matice @ je pozitivné semidefinitni. Zbyva dokédzat, ze rovnice Qu = w
m4 Feseni. Predpoklddejme nejprve, ze || d* ||# 0 V1 < i < n. UkdZeme, Ze v tomto piipadé je matice Q
pozitivné definitni. Pokud by matice @ nebyla pozitivné definitni, existoval by vektor v # 0 takovy, ze
vT'Qu = 0. Pak by podle vyjadien{ (x) musel existovat index 1 < i < n takovy, Ze v; # 0 a

div; +djv; =0 VG #0

Jelikoz predpokladdme, ze G;; # 0 musi nutné platit d;v; = 0, neboli d; = 0, coz po dosazeni do posledni
rovnosti dava djv; = 0 VG5 # 0, neboli d; = 0 VGy; # 0. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze

n

ld P=)(d)*= > di#0

j=1 Gi;#0

Predpoklddejme nyni, ze pro néjaky index 1 < i < n plati
a i-ty sloupec a plati

d' ||= 0. Pak matice Q ma nulovy i-ty fadek

w; = Y; — Z Bijdj = Z (élj — Bu)d; =0
Gij#0 G #0

(Matice G je definovand vztahem (a) v dukazu lemmatu 13). Muzeme tedy i-tou rovnici vypustit a polozit
u; = 0. Timto zpusobem muzeme eliminovat vSechny nadbyteéné rovnice. Zbyla soustava rovnic ma
pozitivné definitni matici.

Metoda s proménnou metrikou, kterd pouziva aktualizaci
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BT = PgscB (BT)

se nazyva Tointovou metodou. Jeji realizace je pomérné pracné, nebot je tieba fesit dodateénou soustavu
rovnic Qu = w (Tointuv systém). V hustém pifpadé je tato metoda ekvivalentni metodé PSB, kterd
neni piilis efektivni. Proto byly navrzeny dalsi aktualizace, které vsak v jistém smyslu narusuji splnéni
kvazinewtonovské podminky. V tomto textu se budeme zabyvat Marwilovou metodou s aktualizaci

B* = PsPoeB (BM)
Powellovou metodou s aktualizaci

BT = PgPgsB (BP)
a Steihaugovou metodou s aktualizaci

BT = PsaPqoB (BS)

Lemma 21 Necht Bt je matice uréend pomoci nékteré z aktualizaci (BT), (BM), (BP), (BS). Pak plati

B+€VsﬂVG

Dukaz Pro aktualizaci (BT) a (BS) je toto tvrzeni ziejmé. V piipadé aktualizace (BM) tvrzeni plyne z
toho, ze projekce Pg, uréend symetrii matice, neovlivni symetrickou fidkou strukturu. V ptipadé aktual-
izace (BP) tvrzeni plyne z toho, Ze projekce Pg, uréend symetrickou fidkou strukturou, neovlivni symetrii
matice.

Ve vzorcich (BT), (BM), (BP), (BS) vystupuji vzdy dva operdtory ortogonalni projekce P4, Pg do
linedrnich variet V4, Vg (v piipadé Tointovy aktualizace je druhy operdtor indentickym operdtorem),
pricemz plati V4 C Vg aVaNVp =Vo NVsN Vg

Lemma 22 Necht Bt = PgPaB, kde Pa, P jsou operdtory ortogondlni projekce do Va, Vg, kde V4 C
R™ ™, Vp C R™™ jsou linedrni variety takové, Ze V4 C Vg a VaNVp = VoNVsNVq. Pak pro libovolnou
matici G € Vg N Vs N Vg plati

_ly—Bd]|?

Diikaz Jelikoz G € Vi a Pg je operétor ortogonalni projekce, mizeme pouzit Pythagorovu vétu

| P5PaB = G 5=l PaB = G |} — | PaB — P5PaB |1<|| PaB - G %
Jelikoz P4 B € V4 C Vg, muzeme psat P4 Bd = y, takze plati
Iy = Bd =] (PaB = B)d||[<| PaB =B ||| d|<|| PaB = B |||l d ||
Jelikoz G € V4 a Pa je operator ortogondlni projekce, muzeme psét
| PaB G |3=| B=G % — || B—=PaB |7
spojenim vSech dokdzanych nerovnosti dostaneme tvrzeni lemmatu.

Nyni se budeme zabyvat konvergenci metod s proménnou metrikou pro ridké tlohy. Omezime se
pouze na metody s lokdlné omezenym krokem nebot fidké aktualizace nezarucuji pozitivni definitnost
aktualizovanych matic.
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Véta 83 Necht x; € R™, i € N, je posloupnost bodu generovand metodou s lokdlné omezengm krokem
(definice 28) s ¥ < 0o. Nechf B;y1 = PpPa(B;), @ € Na, a Biy1 = B;, i € Ny (PePa(B;) znaci nékterou
z Tidkyjch aktualizaci (BT), (BM), (BP), (BS) a mnoZiny N1, Na, N3 jsou definovdny v pozndmce 95).
Pak jestlize funkce F': R™ — R spliiuje podminky (F1), (F2), (F3) a (F5), plati

liminf || g; |=0
11— 00
Dikaz (a) nejprve ukdzeme, 7e matice B;, i« € N, jsou dostatetné omezené, neboli ze plati || B; ||< Cj,
i1 € N, kde C;, i € N, jsou ¢isla spliiujici rekurentni nerovnosti

Necht i € Ny a necht G; je matice definovand vztahem (a) v dikazu lemmatu 13. Pak plati

| Gi—Gilr | /0 (G(wi + Ad;) — G(2:))dA [P < \/7_1/0 | G(zi + Ad;) — G(z;) || dA <

1
_ 1
< Lvn | d; | AdA = §L\/ﬁ | di ||
0

(pouzivame predpoklad (F5) a skutecnost, ze Frobeniova norma neni vétsi nez y/n ndsobek spektrdlni
normy). Podobnym zpusobem dostaneme

~ 1—
| Gi — Gig1 ||F< 51’4\/E | d; |l
Pouzijeme-li nerovnost || Biy1 — G; |#<|| B; — G; ||r, kterd plyne z lemmatu 22, mizeme psét
I Biv1 = Gillr + || Gi = Giza |p<I| Bi = Gi |l + || Gi = Gira ||r<

| Bi = Gillp+ | Gi—Gi |lp + || Gi — Gis1 ||p<
| B — G; ||lr +Lv/n || d; ||

| Bix1 — Giy1 ||F

INIA A

Tato nerovnost je splnéna i pro i € Na, nebot pro i € Ny plati B,y = B;, Giy1 = G; ad; = 0, a
pouzijeme-li ji nékolikrat po sobé, dostaneme

| Bix1 = Giga lp<|| By = G |r +Lvn Y |1 d; ||

=1

Pouzijeme-li piedpoklad (F3) a polozime-li C; = 2G\/n+ || By |r a C = L/n, dostaneme nerovnosti
|| B; ||[< Cy, i € N, kde ¢isla C;, i € N, spliuji nerovnosti (C).
(b) Oznacime-li

M; = max || B; ||
1<5<i

muzeme psat M; < C;, i € N, a podle poznamky 102 dostaneme

=1
2=

a muzeme pouzit vétu 50.

Véta 84 Necht jsou splnény predpoklady véty 83 a necht x; — z* a || wi(s;) || — 0. Pak jestlize funkce
F : R™ — R splnuje podminky (F3), (F4), (F5), ©; — x* Q-superlinedrné.
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Dikaz Necht i € No. Pouzijeme-li lemma 22 a prvni dvé nerovnosti z dikazu véty 83, muzeme psat

| B = Gea I3 = (I Bias = Gillp + 1 Gon = Gilr) <
< |l Biva = GilE +if2n | di | +Lvn || Biy1 — Gi ||pll di ||<
< IBi—Gi | —Wu—d—Bﬂ;liW + GL%Aun (B+G)> | d |
a
1Bi-Gilp < (IBi=Gillr+11Gi—Gilr) <
< I Bi—Gil} +5En | di P +TvA | B~ Gi ] di 1<
< IBi—Gi |3+ (%anZJn (E+§)> ldi |

(existence konstanty A plyne z (T3), existence konstanty B plyne z véty 52 a existence konstanty G plyne
z (F3)). Spojenim obou nerovnosti dostaneme

| yi — Bad; ||?

AR <| Bi = Gi Il — | Biys — Giga |7 +M || di ||

kde M = %Zznz +2Ln(B + G). Tato nerovnost plati formalné i pro i & Ny (pro i € No, kdy d; = 0 a
y; = 0, muzeme vyraz na levé strané nahradit nulou). PouZijeme-li tuto nerovnost a vétu 52, dostaneme

— || i — Bid; |2 - _x
ZW < > (I1Bi=Gily = | Biyr =G [3) + MY _ |1 di ||<
i=1 v i=1 i=1
< I Bi—Gi |3+ | di < o0
i=1
(*)
Déle podle (F5) plati
| (G* = B;)d; || < | G*di —yi || | |l'yi — Bidi || <
| d; || Il d; | Il di ||
. ~ | yi — Bid; ||
< G =G|+ Gi — Gy ||+WS
T 1~ || yi — Bid; ||

(viz dukaz véty 83), takze
I (G" = Bi)d ||
Il ds ||

nebot x; — x* podle predpokladu, || d; ||[— 0 podle véty 52 a || y; — Bid; || / || di ||— 0 podle (x). Jelikoz
|l wi(s;) ||— 0O jsou splnény predpoklady véty 54 a z; — a* Q-superlinedrné.

— 0
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Metody s proménnou metrikou pro fidké ilohy muzeme také realizovat jako metody spadovych sméru,
kdy se soustava linedrnich rovnic Bs+ g = 0 fes{ nepfesné metodou sdruzenych gradientu (Algoritmus 3).
Pouziti metody sdruzenych gradienti je velmi vyhodné, nebot tato metoda, aplikovana na kvadratickou
funkei Q(s) s matici B dédvd spadové sméry bez ohledu na to, jak pfesné se Fesf soustava rovnic Bs+¢g = 0
(veta 30). I kdyz konvergenéni teorie, kterou jsme se dosud zabyvali, neni aplikovatelnd na metody s
proménnou metrikou realizované jako metody spddovych sméru (protoze matice B nemusi byt pozitivné
definitni, neni zaruceno, ze vyfesime soustavu Bs + g = 0 s pozadovanou pfesnosti), jsou tyto metody
obvykle uc¢innéjsi nez metody s proménnou metrikou realizované jako metody s lokdlné omezenym krokem.

Nasledujici tabulka ukazuje srovndni nékolika metod pro fidké dlohy (CG - metoda sdruzenych gra-
dientu, 5-BFGS - pétikrokovd metoda BFGS s omezenou pameéti, diferenéni verze nepiesné Newtonovy
metody, diferen¢ni verze fidké Newtonovy metody s itera¢nim CG nebo s presnym GM fesenim soustavy
linedrnich rovnic, fidkd VM metoda (Marwilova projekce) s itera¢nim CG nebo s presnym GM Fesenim sous-
tavy linedrnich rovnic, hustd BFGS metoda) pfi minimalizaci 22 testovacich funkei se 1000 proménnymi
(jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG, jakoz i celkovy cas
vypocétu).

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2066 - 3903 - 3903 | 7.19
5-BFGS 1965 - 2149 - 2149 | 7.63
Nepftesna Newtonova

(dif. verze) + CG 702 - 822 - 6188 7.25
Ridka Newtonova

(dif. verze) + CG 518 - 567 - 2461 7.69
Ridka Newtonova

(dif. verze) + GM 377 - 405 - 1722 7.03
Ridka VM + CG

(Marwilova projekce) | 1318 - 2009 - 2009 | 12.58
Ridka VM + GM

(Marwilova projekce) | 2440 - 4841 - 4841 | 36.41
Husta BFGS 1498 - 1656 - 1656 | 23.73

7.5 Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné tlohy

Rozsahlé tulohy jsou ¢asto formulovany tak, ze plati

F@) =Y file)

k=1

kde m = O(n) a kde kazd4 z funkei f : R® — R, 1 < k < m, z&vis{ na ny = O(1) proménnych. Pak
vypocet hodnoty a gradientu funkce F'(x) spotiebuje O(n) operaci a Hessova matice této funkce obsahuje
O(n) nenulovych prvki. Gradient a Hessovu matici funkce F : R™ — R muZzeme vyjadfit ve tvaru

kde gradienty gx(z) a Hessovy matice Gi(x) funkel f : R"® — R, 1 < k < m, obsahuj{ O(1) nenulovych
prvku, takze je lze uchovavat v dsporném tvaru. Oznaéme
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f(x) = [fl(x)a"'7fm(x)]T
J(x) = [91(2),. ., gm(x)]"

pak plati F(z) = fT(z)e, g(z) = JT(x)e, kde e = [1,...,1]T € R™ je vektor, ktery obsahuje samé
jednotky. Jacobiova matice J(z) je i{dka (jeji k-ty Fddek gi (z) obsahuje ny = O(1) nenulovych prvki,
1 < k < m). Hessova matice G(z) m4 stejnou strukturu jako matice JT (x)J(z). Struktura #{dké tlohy je
tedy plné urcena strukturou Jacobiovy matice.

Definice 36 Ridkou reprezentaci Jacobiovy matice J nazveme trojici vektori num (J) € R™, ind (J) €
R™ ord (J) € R™*L, kde
h=3m
k=1

je pocet nenulovijch prokd matice J. Vektor num (J) obsahuje numerické hodnoty nenulovijch proki matice
J uspordadangjch po Tddcich. Vektor ind (J) obsahuje indexy téchto nenulovijch prvki. Vektor ord (J)
obsahuje ukazatele umisténd pronich nenulovich prvki v fddcich matice J (ukazatele umisténd ve vektorech

num (J) aind (J)), takze

k—1
ord(J)kzl—i—an, 1<k<m+1
i=1

V dalsim vykladu budeme pouzivat redukované gradienty gi(z) € R™, které obsahuji pouze nenulové
prvky gradientu gx(z) € R™, 1 < k < m, a redukované Hessovy matice Gi(z) € R™*™  které obsahuji
pouze nenulové prvky Hessovych matic G(z) € R™*", 1 < k < m.

Definice 37 Necht Ny, 1 < k < m, jsou mnoZiny indexi proménnych vystupugjicich ve funkcich fi(z),
1 <k <m, aneht Z;, € R"™™ jsou matice, jejichi sloupce tvori ortonormdlni bdze v podprostorech
uréengch proménnymi z Ny (jsou to sloupce jednotkové matice s indexy z Ni). Pak vektory gp(z) =
Zlgr(z), 1 < k < m, nazveme redukovanygmi gradienty a matice G(z) = ZI Gr(x)Zy, 1 < k < m,
nazveme redukovanymi Hessovymi maticemi funkct fi(z), 1 <k < m.

Ztejmeé plati
num(J) =91 -+, )"
Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné tlohy jsou zaloZzeny na numerickém vypoctu
prvku redukovanych Hessovych matic. Pouzivaji se pfitom diferenc¢ni vzorce
gr(@ + 6¢;) — gu(x)
)

kde é;, 1 < j < ny, jsou sloupce jednotkové matice fadu ng. K urceni prvki redukovanych Hessovych
matic je tedy zapotiebi

Gk(ﬂﬁ)éj ~

Zni =mO(1) = O(n)
k=1
operaci.

Poznamka 132 Redukované gradienty gp(z) a redukované Hessovy matice G’k(m), jednozna¢né urcuji
gradient g a fidkou Hessovu matici G. Plat{

m

g(x) = Z Zygk(z), G(z)= Z ZyG(2) ZE .
k=1 k=1
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Zname-li fidkou reprezentaci Jacobiovy matice (definice 36) a numerické hodnoty redukovanych Hessovych
matic, muzeme snadno urcit fidkou reprezentaci Hessovy matice (definice 35). Redukované Hessovy matice
je mozné zpracovavat sekvenéné (nenf t¥eba je uklddat soucasné v paméti pocitace).

Diferen¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné tulohy se lisi od diferen¢nich verzi Newtonovy
metody pro i{dké tlohy pouze zpusobem ziskdni idké Hessovy matice G(z). VsSechny ostatni tvahy
zustavaji stejné. Lze opét pouzit realizaci ve formé metody s optimdalnim lokdlné omezenym krokem
(oddil 5.3) nebo realizaci ve formé nepiesné metody s lokélné omezenym krokem (oddil 5.5).

Numerickym porovnanim diferen¢nich verzi Newtonovy metody pro separovatelné tlohy s diferenénimi
verzemi Newtonovy metody pro fidké tlohy lze zjistit, ze oba dva typy metod vyzaduji ptiblizné stejny
pocet operaci na jednu iteraci. Metody pro ridké tlohy jsou algoritmicky ndroénéjsi (je tfeba hledat
rozklady sloupct Hessovy matice) ale vzhledem k tomu, Ze se tyto ndro¢né operace provadéji pouze jednou,
pred zahajenim itera¢niho procesu, je celkova doba feSeni o néco kratsi nez u metod pro separovatelné tlohy.
Oba dva typy metod vyzaduji pfiblizné stejny pocet iteraci.

7.6 Metody s proménnou metrikou pro separovatelné dlohy

Metody s proménnou metrikou pro separovatelné ulohy pouzivaji misto redukovanych Hessovych matic
Gk( ), 1 < k < m, jejich aproximace Bi,1<k< m, které se aktualizuji pomoci metod s proménnou
metrikou.

. N T
. 1 (- 1. 1~ - . & . o~
Bf =—|Br+ ﬁA—ykyZ — —Bydy, (Bkdk> ﬂk ( Uk — Bkdk> (A_kyk - Bkdk>
Tk Pk by, Ck Ck b b

kde g = g,j — g a kde di € R™ je vektor dimenze ny, ktery obsahuje prvky vektoru d s indexy z Ny (vse
pro 1 < k <'m). Pritom by, = g)gdk, Cr = d{Bkdk a Yk, Pk, Ok jsou volné parametry.
Uvedeme nejprve nékolik poznamek k metoddam s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy:

e Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy jsou u¢innéjsi nez metody s proménnou
metrikou pro i{dké ilohy, jak je zfejmé z numerického porovnani uvedeného v zavéru tohoto oddilu.

e Vzhledem k tomu, Ze redukované matice By, se aktualizuji pomoci vektoru ¥, dr., je ucelné aby
platilo By — Gy, takze se obycejné poklddd 4 = 1, pr, = 1, 1 < k < m (jiné volby téchto volnych
parametru oby¢ejné zhorsujf rychlost konvergence).

e D4 se dokazat, ze metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy jsou QQ-superlinedrné kon-
vergentni. Kupodivu obtiznéjsi je dokazat globalni konvergenci téchto metod, coz se zatim bez
zavedeni dodateénych predpokladu nepodafilo. Souvisi to se skute¢nosti, Ze neni obecné zarucena
platnost nerovnosti g){dk > 0, 1 < k < m, takze nékteré z matic B,j, 1 < k < m, nemusi byt
pozitivné definitni.

Popiseme nyni efektivni realizaci metod s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy. Tato realizace
je metodou spadovych sméru (definice 20) a aktualizace se provadi podle vzorcu

B: = Bk + igk@g — Alékdk (édek>T, ﬁgdk >0
b Ck

B;'_ = Bk , @Edk <0

kde 1 < k < m (metoda BFGS). Tyto vzorce zaru¢uji pozitivni definitnost matic E,j, 1<k <m. Jeli

matice By, pozitivné definitni a plati li g, Tdy < 0, je matice B;ﬁ" = By, pozitivné definitni. Je-li matice By,

pozitivné definitni a plati-li g, Tde > 0, je matice B pozitivné definitni podle véty 34.
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Zname-li aproximace Bk, 1 < k < m redukovanych Hessovych matic ék, 1 < k < m, mizeme podle
poznamky 132 zkonstruovat fidkou aproximaci Hessovy matice G. Metody s proménnou metrikou vsak
maji jednu nevyhodu, ktera spoc¢iva v tom, zZe je tfeba ukladat soucasné vsechny matice By, 1<k<m.
To vyzaduje rezervaci dalsich

"1
i = k}_jﬁﬁk(m@ +1)

mist v paméti pocitace (Eislo 7 je obvykle znaéné vétsi nez pocet nenulovych prvku fidké Hessovy matice

G).

Nésledujici tabulka ukazuje srovndni nékolika metod pro separovatelné tilohy (CG - metoda sdruzenych
gradientt, 5-BFGS - pétikrokova metoda BFGS s omezenou paméti, diferenéni verze nepiesné Newtonovy
metody, diferencni verze separovatelné Newtonovy metody s iteracnim CG nebo s pfesnym GM fesenim
soustavy linedrnich rovnic, separovatelhd BFGS metoda s itera¢nim CG nebo s pfesnym GM feSenim
soustavy linedrnich rovnic) pfi minimalizaci 10 testovacich funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové
pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienta NFG, jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2390 - 4501 - 4501 | 12.75
5-BFGS 2389 - 2586 - 2586 | 11.91
Neptesnd Newtonova

(dif. verze) + CG 644 - 813 - 6280 11.09
Separovatelnd Newtonova,

(dif. verze) + CG 556 - 607 - 2328 16.64
Separovatelnd Newtonova

(dif. verze) + GM 416 - 446 - 1635 14.28
Separovatelnd BFGS + CG 841 - 995 - 995 12.96
Separovatelnd BFGS + GM 753 - 882 - 882 10.54

7.7 Modifikace Gaussovy - Newtonovy metody pro Fidky soulet &tverci

Pfedpoklddejme, ze icelova funkce F'(x) ma tvar

k=1

kde m = O(n) a kde kazdd z funkei fr, : R* — R, 1 < k < m, zavisi na np = O(1) proménnych.
Dostavame tak specialni piipad separovatelné ilohy. Tuto separovatelnou iilohu bychom mohli fesit pomoci
diferenc¢nich verzi Newtonovy metody nebo pomoci metod s proménnou metrikou. Specidlni tvar ucelové
funkce v8ak dovoluje pouzit nékteré modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které mohou byt mnohem
Uc¢innéjsi.

Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu muzeme realizovat bud pomoci #idké reprezentace Hessovy mat-
ice (Fesenim normalni soustavy rovnic (NE)) nebo pomoci fidké reprezentace Jacobiovy matice (FeSenim
pieuréené soustavy rovnic (OE)). Prvnf zpiisob je zaloZen na pouzit{ matice B = JT.J, kterd m4 stejnou
strukturu jako matice G a kterd se snadno sestrojuje. Zname-li matici B, muzeme GN metodu reali-
zovat bud jako metodu s optimdlnim lokalné omezenym krokem nebo jako nepfesnou metodu s lokédlné
omezenym krokem (tak jako diferen¢ni verzi Newtonovy metody pro ridké tlohy).

Protoze GN metoda muze selhdvat v piipadé tloh s velkymi rezidui, je vyhodné kombinovat tuto
metodu s jinymi metodami (oddil 6.2). V praxi se pouzivaji t¥i hybridn{ metody pro ¥idky soucet ¢tvercti.

1) Kombinace GN metody s Marwilovou metodou. V prvnim iteraé¢nim kroku pokldddme B = J7.J. Po
skonc¢eni kazdého itera¢niho kroku pokladame
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B =JlJg. , F-F,>9F
B+ :PSPQSB 5 F—F+ SQF

(viz (BM) v oddilu 7.4), kde J; = J(x4). Globélni konvergence této metody plyne z véty 71 a véty 83.
Superlinedrni konvergence této metody plyne z véty 71 a véty 84.

2) Kombinace GN metody s diferenéni verzi Newtonovy metody. V prvnim iteraénim kroku pokladdme
B = J7J. Po skonéeni kazdého iteraéniho kroku pokliddme

Bi=J{Jy , F—-Fy>9F

By =J{Js+Y [GI , F—F,<9F
k=1

kde J4 = J(z4) a fi7 = fu(z4), GF = Gr(z1), 1 < k < m (G(x4) je diferen¢n{ aproximace Hessovy
matice funkce fi(zy)). Globdln{ a superlinedrni konvergence této metody plyne z véty 69 a véty 71.

3) Kombinace GN metody s metodou hodnosti 1. V prvnifm iteraénim kroku pokldddme B = JTJ a
By =1, 1 <k <m (B je aproximace Hessovy matice G a Ij se od jednotkové matice lis{ pouze tim, ze
(Ix)i = 0, pokud (Gg)i = 0). Po skonéeni kazdého itera¢niho kroku pokladdme

T

wrw
Bf =B ko |dEwy,| > 6
k k+ dgwk: ‘ kwk| A
Bf =Bp , |dfwi| <§

prol <k<m,a

By =JlJ. , F—-F{>9F

By =J{Js+Y fIBF . F—F <iF
k=1

Piitom wy = yr, — Brdy a yr = gr(z+) — gk (2), dp = x4 — 2, 1 < k < m. Ackoliv pro tuto metodu nejsou
dokazany konvergencni véty, jsou jeji numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevyhodou této metody
(podobné jako metod s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy) je nutnost uklddat soucasné vsechny
matice By, 1 <k <m (ve skutecnosti se pracuje se redukovanymi maticemi Bk, 1<k <m).

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani jednotlivych hybridnich metod pouzivajicich fidkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatnimi metodami pro ridké a separovatelné tlohy pii minimalizaci 22 testovacich
funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradientu
NFG jakoz i celkovy pocet selhdni a celkovy ¢as vypoctu
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Metoda NIT - NFV - NFG | selhdni cas
GN 1584 -1819 - 1603 - 31.47
GN + VM (f{dké) 1039 - 1136 - 1061 - 20.92
GN + VM (separovatelné) 980 - 1064 - 1002 - 28.24
GN + Newton 947 -1042 - 1247 - 25.92
Newton 1139 - 1269 - 3732 - 1:20.02
VM (Fidké) 3411 - 5131 - 5131 1 1:07.17
VM (separovatelné) 3014 - 3793 - 3793 1 1:23.43
CG 8024 - 15670 - 15670 3 2:23.68
5 - BFGS 7106 - 7762 - 7762 3 1:47.00
Nepiesnd Newtonova + CG | 1486 - 16608 - 16383 — 2:34.34

Selhdni znamend, ze nestacilo 1000 iteraci nebo 2000 vycisleni souctu ¢tvercu pro vyreSeni ulohy. Z této
tabulky je patrné, ze pro fidké nejmensi ¢tverce jsou modifikace GN metody mnohem efektivnéjsi nez
obecné metody pro ridké nebo separovatelné ulohy.

7.8 Iteralni feSeni rozsahlych linedrnich dloh nejmensich &tverci

Ridkou reprezentaci Hessovy matice nemtizeme pouzit, mé-li Jacobiova matice J alespoii jeden husty fadek
(ng ~ n pro néjaky index 1 < k < m). V tomto piipadé je matice G hustd (stejnou strukturu mé matice
JTJ) a je tudiz tieba pracovat s fidkou reprezentaci Jacobiovy matice. Pracujeme-li s matici .J, jsou
moznosti pouziti informaci druhého fadu znacné omezené a zde se jimi zabyvat nebudeme. Zaméiime se
pouze na tpravy metody sdruzenych gradientii pro FeSeni normalni soustavy rovnic JZJs + JT f = 0.
Nejjednodussi upravou metody CG pro feSeni normélni soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 38 Necht J € R™ "™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteraéni proces
pouzivagici rekurentni vztahy

s1=0, w=f g=JFf p=-¢

vi=Jpi  ai=[gil/lvil?
Si+1 = Si + 4Pi, Uil = Ui + Q40
giv1=J uip1,  Bi=|gir1 I/ 9 |?

Pit1 = —Gitr1 + Bibi

prol <i<n, kde u; € R™, v; € R™, 1 < i < n, nazveme metodou CGNE uréenou matici J € R™*™ q
vektorem f € R™.

Snadno se piesvédéime (polozime-li B = JTJ a ¢; = JTv;, 1 < i < n), ze metoda CGNE je ekvivalentn{
metodé CG popsané v oddilu 3.6. Vlastnosti metody CGNE se piili§ nelisi od vlastnosti metody CG.
Jestlize vsak m > n, vyzaduje metoda CGNE vétsi pocet operaci a ma vétsi pamétové naroky nez metoda
CG.

Mnohem lepsi stabilitu nez metoda CGNE maji metody zalozené na pouziti bidiagonalizacniho Lanc-
70SOVa, Procesu.

157



Definice 39 Necht J € R™ "™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteraéni proces
pouzivagici rekurentni vztahy

Sur=f, ma=J"u

Oip1uir1 = Jq; — yiu; (BL)

T
Vit1Gi+1 = J Uip1 — 0i41s

pro 1 < i < n, kde koeficienty v;, §;, 1 < i < n se voli tak, aby vektory u; € R™, ¢; € R", 1 <i<n
mély jednotkovou normu, nazveme bidiagonalizacnim Lanczosovym procesem urcenym matici J € R™*™
a vektorem f € R™.

Pozndmka 133 Necht v; # 0, §; # 0, 1 < i < k pro néjaky index 1 < k < n. Pak podle (BL) plat{
f="Ust1(d1e1) a

JQk = Uk41Bx
JTUk1 = QiBL + vey1qur1eriy (BL)
kde Qk = [q17QQa e aqk]a Uk+1 = [ulqua e auk7uk+l]7 6{ = [1707 e 7070]7 6{_,’_1 = [070a e 70a 1] a
1, 0, ..., 0
527 V2 ey 0
Bp=| —— —— ——
07 07 ceey Tk
07 07 ceey 57€+1

(matice By € RF*+D*k je bidiagonalni).

Véta 85 Uvazujme bidiagonalizacni Lanczosuv proces uréeny matici J € R™ ™ a vektorem f € R™.
Nechtv; #£0, 6; #0, 1 <i <k, pro néjaky index 1 < k <n. Pak vektory q;, 1 <i < k, tvori ortonormdlni
bdzi v Krylovové podprostoru K; = span (g, Bg,...,B* 1g), kde B = JTJ a g = JTf, a vektory u;,
1 <4 <k, jsou vzdjemné ortogondlni a maji jednotkovou normu.

Diikaz (indukci). Pro k = 1 je tvrzeni ziejmé, nebot g1 = J f/ || J*f [awuy = f/ || f ||. Predpokléddejme,
ze tvrzeni plati pro néjaky index 1 < k <n a ze yr11 # 0, dg41 # 0. Pouzijeme-li (BL), dostaneme

JTJQr = J"Us1Br = QB[ B + Vit 1q+1€ 11 Be = QiTi + Vi 10k11d04 164

kde
’Y%‘i‘é%, ’}/252, Ceey 0, 0
’}/2(52, ’Y%-F(Sg, ey 0, 0
T,=BB,=| -—-— B - ——
0, 0, ceey "}/]%71 + 5/%, YOk
0, O, ceey ’)/k(sk, ’Y]% + 5,%+1

Je symetrickd tridiagondlni matice iddu k. Plati tedy (SL), kde B = J*J, Ty = BBy a a; = v} + 62,4,
Gi = vidi, 1 < i < k a muzeme pouzit vétu podle které tvoii vektory ¢;, 1 < i < k + 1 bézi v Krylovové
podprostoru K; = span (g, Bg, ..., B*"'g), kde B = JTJ a g = JT f. Pouzijeme-li prvni ze vztahii (BL)
dostaneme
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UkTJrlJQk = U}cT+1Ulc+1Bk
a druhy ze vztahii (BL) dava

U1 JQr = BrQE Qk + Yrt1€rt1ah11Qr = By

takze Ug+1Uk+1 = I (vektory u;, 1 <1i <k + 1, jsou vzdjemné ortogonaln{ a maji jednotkovou normu).

Poznamka 134 7 dukazu véty 85 plyne, ze symetricky Lanzcosuv proces uréeny SPD matici B € R™*"™
a vektorem g € R" je ekvivalentni bidiagonaliza¢nimu Lanzcosovu procesu uréenému matici J € R™*" a
vektorem f € R™, pokud B = JTJ a g = JT f. Ekvivalence spo¢iva v tom, ze oba dva procesy generuji
stejné vektory ¢;, 1 <i <k, a plati a; =7 + 67,1, B; = 7i0;, 1 < i <k, kde k je index takovy, ze a; # 0,
Bi #0,7 #0,0; #0, 1 <i < k.

Poznamka 135 Bidiagonalizaéni Lanczostiv proces muizeme pouzit k fedenf soustavy rovnic J7 Js+JTg =
0. Pokladame s; = 0 a vektory s;4+1, 1 <7 < k, hledame tak, aby platilo

sir1 =argmin || Js+ f ||
SEK;
Jelikoz s € K; pravé tehdy, jestlize s = Q,z, kde z € R', mizeme psat s;11 = Q;2;, kde
z; = arg min || B;z + d1eq ||
zER?

(plyne to ze vztahu f = UZ‘+1(5161), JQIL = Ui+1Bi a UﬂlUi+1 = I) Pokud *yk+15k.+1 =0 je vektor
sk41 € Kg, feSenfm soustavy rovnic JTJs + JT f = 0 (plyne to z pozndmky 116 a poznamky 134).

Poznamka 136 Vektory s;11, 1 <14 <k, definované v poznamce 135 jsou shodné s vektory s;11, 1 <i <
k, generovanymi metodou CGNE urc¢enou matici J € R™*™ a vektorem f € R™ (plyne to z véty 63 a
poznamky 134).

Vyhodou bidiagonaliza¢niho Lanczosova procesu je skutecnost, ze vektory s;+1, 1 < i < k, mohou byt
uréeny pomoci stabilnich operaci (Givensovy elementérni rotace). To tvoii zdklad metody LSQR. Princip
metody LSQR spocivd v tom, Ze se rekurentné urcuji rozklady

R; h;

PB; = ‘|, Pi(de)=| "
{ 0 ] (rer) { Mit+1 }

kde

P1, 02, ) O n
R’L = Oa P25 ) 0 ; hz = "2
07 0, s 4
P i

Pfitom P; € R™ 1 < i < k, jsou ortogonalni matice (souciny Givensovych elementarnich rotaci) a
R, € R**") 1 <4 < k, jsou horni bidiagondlni matice. UkéaZeme nejprve dva kroky tohoto procesu. Na
zaCatku prvniho kroku mame matice
_| _ |
B1_|:62:|7 5161_|:0:|

kde p; = v1 a 7j; = 1. Polozime-li

Pl—— [ Pi 52}

VA Lo
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dostaneme

-2 2
-] 5]

VATRL 0

Pi(d1e1) =

1 [ P17 } A { m }
NG ET R T2

>
| — |
38
| IS

o4 gl i
V2 pr+02 L P12

Na zacatku druhého kroku méame matice

Pla 0 ﬁla 0 P1, 32 [_)17 0 ﬁl El
0 1 627 72 = 07 P2 ) 0 1 0 = T2
) 0, b 0, & ) 0 0

a muzeme polozit
LOHPMO} P L [% 53}
0, Py [ [0 1| 27 /Zi5| b

Pokracujeme-li takto déle, dostaneme rekurentni vztahy

|

51:’YL ﬁlz(sl

_ Pi i1
pi =P +02, /\i=p—:, T = le

Pic1 = ANiYit1 > OTit1 = TiYis1
M= Nill; Niy1 = —TiM;

pro 1 < i < k. Nyni odvodime rekurentni vztahy pro vektory s;y1, 1 <7 < k. Jelikoz

0 Nit1
a PZ.TPi = I, muzeme polozit s;11 = @Q;2;, kde
z; = argmin || R;z + h; ||
zER?
Jelikoz matice R; € R™? je reguldrni, musi platit R;z; + h; = 0. Vzhledem k jednoduché struktufe matic

R;, 1 < i < k, mizeme vektory z;, 1 < i < k, a tudiz i vektory s;41, 1 < i < k, urovat rekurentné.
Ukazeme nejprve dva kroky tohoto procesu. Na zacatku prvniho kroku plati

Ri=[p;l], h1=[m]

a vektor z; = [(11]T milzeme uréit ze vatahu

Rizi +hy = [p1][Cuia] + [m] =0
coz déava (11 = —n1/p1. Plati tedy

s2 = (111 = 81 + ﬂ]91
1
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kde

s1=0, p1=-q
Na zacatku druhého kroku plati

p1, o2 m
2 { 0, po ] 2 { 2 ]

a vektor zo = [(21, (22| miZeme urcit ze vztahu

P1, O2 (21 T
222 + N2 [07 p2:||:<22:|+|:772:|

coz dava (o2 = —m2/p2 a (o1 = —n1/p1 + C2202/p1. Plati tedy

02 2
53 = (2141 + C22q2 = (21q1 + (22 <(Z2 - p—Q1> =59+ Z—Pz
1 2

kde

02
P2=—q+ —p
p1

Postupujeme-li takto dale, dostaneme rekurentni vztahy

51 =0, b1 =—q

Siv1 = Sit —Di

Piy1 = —¢iy1+
prol <i<k.

Definice 40 Necht J € R™*"™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteraéni proces
pouZivajici rekurentni vztahy

s1=0, Gui=f ma=J"uw, p=aq

Oit1Uit1 = J @ — Vi

T
Vit1Gi+1 = J Uip1 — 0i41s

— Pi Oit1
pi =[P + 02, A= p—:, T = —sz

Pit1 = Ai%i+1l,  Oitl = TiYit1

ni = \ill;, Nig1 = —Til;

Siy1 = 8; + ﬁpi
Py

?
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Oit1
H‘ Di
K3
pro 1 <i <mn, kde koeficienty v;, 0;, 1 <i <n, se voli tak, aby vektory u; € R™, q; € R", 1 <i <n, mély
jednotkovou normu, nazveme metodu LSQR uréenou matici J € R™*™ a vektorem f € R™.

Di+1 = —¢i+1 +

Metodu LSQR muzeme pouzit k realizaci nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem tplné stejné
jako metodu CGNE (nebo CG), nebot podle pozndmky 136 generuji obé metody stejné vektory s;41,
1<i<k,kdek<naJ Js 1 +JTf=0. Ukdzeme jesté, jak je mozné odhadovat piesnost Fesend.

Véta 86 Necht siy1 € Ry, Vit1, 0iv1, pi > 0, n;, 1 < i < k, jsou veliciny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 <i < k plati

| JT(Isivr + f) = %+15i+1|z—i|

7

Diakaz Necht 7,41 # 0, §;41 # 0. Pak pouzitim (BL) a pozndmky 135 dostaneme

JV(Tsig1 + ) = JE(JQizi + f) = JTUiy1(Bizi + 61e1) =
= (QiB] +7is1qir16]11)(Bizi + 01€1) = Vip1gip16, 1 Bizi =
= 71'+16i+1Qi+1eZTZi

nebot BY(B;z; +d1e1) = 0 podle definice vektoru z;, eZTJrlel =0a eZTHBZ— =dir1el. Ale QT Q; = I a tudiz
QFsi11 = QT Q2 = 2;, takze el z; = eI QT s;11 = ¢l si+1, coz spolu s || giy1 ||= 1 davd

| JT(Isi1 + f) 1= vis16iv1lad sil
Ale

m m 0io; m
@ sis1=q; si+—aq; pi=q Qic12i1 — —q G+ ———q¢ pi-1 = ——
Pi Pi PiPi—1 Pi
nebot ¢7 Q;—1 =0, ¢F ¢ = 1 a vektor p;_; je linedrni kombinaci sloupci matice Q;_1, tudiz ¢l p;_1 = 0.
Jestlize ;41 =0, 6;41 = 0, plati || JT(Js;x1 + f) ||= 0 (pozndmka 135).

Vétu 86 miizeme vyuzit k zastaveni iteraéniho procesu (nenf tieba poéitat reziduum || JT (Js; 11+ f) ||)-
Nasledujici tabulka ukazuje srovnani nepfesné QN metody s lokdlné omezenym krokem realizované
pomoci tidké reprezentace Hessovy matice a pomoci metody CG se dvéma neptesnymi QN metodami
s lokdlné omezenym krokem realizovanymi pomoci fidké reprezentace Jacobiho matice a pomoci metod
CGNE nebo LSQR. Je opét pouzito 22 testovacich funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty
iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradientu NFG jakoz i celkovy pocet selhéni a celkovy ¢as vypoctu

metoda MT-NFV-NFG | selhéni | cas

GN + CG 1584-1819-1603 31.47
GN + CGNE | 1602-1835-1621 43.67
GN + LSQR | 1358-1584-1377 51.08

7 této tabulky je patrné, ze pokud nejsou fadky Jacobiovy matice pfili§ zaplnény, je vyhodnéjsi pracovat
s fidkou reprezentaci Hessovy matice (GN+CGQG), kterd pracuje s méné zaplnénou matici B. V opa¢ném
piipadé se rozhodujeme podle slozitosti optimalizaéniho kriteria. Metoda CGNE pouzivé jednodussi mati-
cové operace a metoda LSQR potifebuje méné iteraci a méné vycisleni optimaliza¢niho kriteria.

162



8 Metody pro feseni soustav nelinedrnich rovnic

8.1 Zakladni vlastnosti metod pro FeSeni soustav nelinedrnich rovnic

Necht f: R™ — R™ je spojité diferencovatelné zobrazeni. Nasim tikolem bude nalézt bod z* € R" takovy,
ze f(z*) = 0. K fesen{ této tlohy bylo vyvinuto mnoho metod zalozenych na ruznych piistupech. Zde
se omezime pouze na metody piibuzné optimalizaénim metodam, které jsou obvykle jednoduché a ticinné.
Pomineme napiiklad homotopické a simplicidlni metody a metody zalozené na feSeni soustav diferencialnich
rovnic. Vétsinou budeme ptredpoklddat, ze zobrazeni f : R™ — R™ je spojité diferencovatelné. V tomto
pifpadé budeme psat f € C! nebo f € C' : R* — R"™. Piibuznost metod pro Feseni soustav nelinearnich
rovnic s optimalizaé¢nimi metodami plyne z toho, ze:

e Optimalizaéni metody muzeme chdpat jako metody pro feseni soustavy rovnic g(z) = 0, kde g :
R™ — R" je gradient minimalizované funkce F' : R™ — R. V tomto piipadé jde o specidlni soustavu
rovnic, nebot Jacobiova matice zobrazeni g : R™ — R" je Hessovou matici funkce F : R — R a
je tedy symetrické (za standardnich podminek kladenych na funkci F). ReSenfm soustavy rovnic
g(x) = 0 vSak muzeme ziskat nejen lokdlni minimum, ale i sedlovy bod nebo dokonce maximum

funkce F'.

e Reseni soustavy rovnic muzeme pievést na minimalizaci funkce F : R" — R definované vztahem
F(z) = (1/2)||f(z)||* (soucet &tverctt). V tomto piipadé vSak mizZeme ziskat lokdln{ minimum
funkce F': R™ — R, které neni feSenim soustavy rovnic f(z) = 0.

Vztah mezi lokdlnimi extrémy funkce F(z) = (1/2)|f(x)||? a FeSenim soustavy rovnic f(x) = 0 udava
tato véta.

Véta 87 Necht f € C1 : R* — R™ anecht bod z* € R™ je lokdlnim minimem funkce F(z) = (1/2)| f(x) ||%,
pricem? Jacobiova matice J(x*) zobrazeni f € C' : R* — R"™ v bodé x* € R" je requldrni. Pak plati

f(z7) =0.
Dikaz Gradient funkce F': R — R v bodé z* € R" lze vyjadiit ve tvaru
g(a*) = J7 (a") f(z").
Jelikoz matice J(z*) je reguldrni, muzeme psat
fla®) = (I (2")) " g(a"),
takze f(x*) = 0 préveé tehdy, jestlize g(x*) = 0, coz je podminka pro lokdln{ extrém funkce F' : R™ — R.

Pii vySetfovani konvergence metod pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic budeme casto pouzivat

predpoklady (J3)-(J5):

Definice 41 Rekneme, Ze zobrazeni f € C' : R™ — R™ md omezené derivace, jestliZe existuje konstanta
J > 0 takovd, Ze plati

|J(z)d|| < T||d|| ¥a e R" Vde R" (J3)
Podminka (J3) je ekvivalentni podmince ||J(x)| < J Yz € R™.

Definice 42 Rekneme, Ze zobrazeni f € C' : R* — R™ je stejnomérné raguldrni, jestlize existuje kon-
stanta J > 0 takovd, Ze plati

|J(x)d|| > J||d|| Yz e R*™ VYde&R". (J4)
Podminka (J4) je ekvivalentni podmince ||J~(z)|| <1/J Vx € R™.
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Definice 43 Rekneme, Ze zobrazeni f € C' : R™ — R™ md lipschitzovské derivace, jestlize existuje
konstanta L > 0 takovd, Ze plati

|J(z +d) — J(z)| <I|d| VYzeR" Vde R" (F5)

Uvedené podminky maji podobny vyznam jako podminky (F3)-(F5) kladené na funkci F': R™ — R. Je-li
splnéna podminka (J3), muzeme podminku (J4) nahradit ekvivalentni podminkou

K(J(2) < J/J (J4)

Vo € R™, kde x(J(z)) je spektralni ¢islo podminénosti matice J(x).

Podobné jako jsme definovali zdkladn{ optimaliza¢ni metodu (oddil 1.4), muzeme definovat zdkladn{
metodu pro FeSeni soustav nelinearnich rovnic jako itera¢ni proces, jehoz vysledkem je posloupnost z; € R",
1 € N, takova, ze

Tit1 = Ti + Q;8i,
kde smeérovy vektor s; € R,, se uréuje na zdkladé hodnot x;, f;, J;, 1 < j < ¢, a délka kroku ao; > 0 se

uréuje na zdkladé chovani funkce F(x) = (1/2)||f(z)||?> v okoli bodu z; € R™.

Definice 44 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro Feient soustav nelinedrnich rovnic je globdiné konvergentni,
jestlize pro libovolny pocdtecni vektor x1 € R™ plati

Jim || ()] = 0.

Mezi nejjednodussi a nejznaméjsi metody pro feSeni soustav nelinearnich rovnic patii Newtonova
metoda. Tato metoda je definovana vztahy

si = —J @) f(z),

o; = 1.

Smeérovy vektor Newtonovy metody pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic je shodny se smérovym vektorem
Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci souctu étverctt F(z) = (1/2)|f(x)|?, nebot (je-li splnéna
podminka (J4)) plati

(I (i) T ()~ T (i) = T~ ().

Matice B; = JT(x;)J(z;) je v tomto pifpadé pozitivné definitni, takze Newtonovu metodu pro feseni
soustav nelinedrnich rovnic muzeme realizovat jako metodu spadovych sméru (na rozdil od Newtonovy
metody pro nepodminénou minimalizaci popsané v oddilu 5.9) .

V dalsim textu se budeme zabyvat metodami, které misto Jacobiovych matic J; = J(x;), i € N,
pouzivaji jejich aproximace A;, i € N, spliujici podminky

|Ass|| < As Vs e R", (A3)
|Ais|| > As Vs € R", (A4)
1A; — B < 7. (A5)
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Podminka (A3) je ekvivalentn{ podmince ||A|| < A. Podminka (A4) je ekvivalentn{ podmince |A7Y]| <
1/A. Poznamenejme, 7e z (J3) a (A4)-(A5) plyne (A3) s A = J + 9.

V diikazech globélni konvergence metod pro feSeni nelinedrnich rovnic se vyzaduje, aby éisla ¥ > 0 a
A > 0 spliiovala nerovnost 9 < vA, kde 0 < v < 1 je konstanta zavisld na zvolené metodé. Nejprve je
tfeba dokazat existenci takovychto Cisel.

Lemma 23 Necht jsou splnény predpoklady (J3)-(J4), necht 0 <~y <1 a

A< J(VP*R?+1—78),
kde k = J/J. Pak, vyhovuji-li matice A;, i € N, podmince (A5) s 9 < vA, vyhovuji i podmince (A4).
Diikaz Necht J a J jsou konstanty z (J3)-(J4), k = J/J a 0 < v < 1. Necht A; je matice vyhovujici
podmince (A5). Protoze A;s = J;s + (A; — J;)s, mizeme psét
[ Assl|® = 7T Tis + 25 (As = J) Tis + [[(As = Ji)s||? = L2s|* — 2075
Vs € R™, takze (A4) plati pro libovolné &islo A takové, ze A* < J? — 20.J, neboli

20T < J? — A2

Nerovnost ¥ < yA miizeme zapsat ve tvaru

20 < 2vJA.
Jelikoz prava ¢ést prvni nerovnosti klesd a pravé ¢dst druhé nerovnosti vzristd se vzrustajici hodnotou A4,
dostaneme nejvétsi hodnotu 9 pokud 2vJA = J? — A2, coz je kvadratickd rovnice, jejiz kladny kofen lze
vyjadrit ve tvaru
A= J(V72kE+1—9K).
Nejvétsi mozna hodnota ¥, kters splituje nerovnost J < vA a zarucuje platnost vztahu (A4) je tedy

¥ =~J(VY3Kk2 + 1 —9K).
Plati-li (A5) s 9 < vJ(\/72K2 + 1 — vk), plati nutné (Ad) s A = J(1/72K2 + 1 — yk).

Poznamka 137 Vzhledem k nerovnosti uvedené v lemmatu 23 mizeme predpoklddat, ze ¢islo A pouzité
v (A4) spliiuje nerovnost A < J < J.

8.2 Metody spadovych sméri

Pii vykladu metod spadovych sméru budeme pouzivat oznaceni h; = AT f; pro aproximaci gradientu g; =
JT f;. Poznamenejme, ze podminka (S1), pouzitd v definici 45, implikuje nerovnost hl's; = fI A;s; < 0.

Definice 45 Reknéme, Ze zdkladni metoda pro Teseni soustav nelinedrnich rovnic ;11 = ;+a;8;, 1 € N,
je metodou spadoviyjch sméri, jestlize:
(1) Smérové vektory s; € R™, i € N, se urcugi tak, Ze

[Aisi + fill < @il fill, (S1)

(2) Délky kroku o; > 0, i € N, se uréugi tak, Ze o, je proni élen posloupnosti !, j € N (kde a} =1 a
fag < ol < Bal Vj e N) takovy, ze bud

Fip1 — F; < poghl s, (S2a)
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nebo

Fi—i—l - Fi S —23(1 - w)aiFi, (%)

nebo

[fisall = il < =p(1 = @)eil| fill, (S2c)
kde0<f<B<1la0<p<Ll

Lemma 24 Necht funkce f : R" — R"™ vyhovuje predpokladim (J3)-(J5). Nechf matice A;, i € N,
spliiugi podminky (A8)-(A5) s 9 < YA, kde v < M1 —p),0 <A =(1-0)/1+w)<1lald<p<l
(korektnost téchto podminek zarucuje lemma 23). Pak lze v kazdém iteraénim kroku nalézt smérovy vektor
s; € R"™ vyhovugici podmince (S1) a délku kroku o; > 0 vyhovugict libovolné z podminek (S2). Navic existuje
konstanta 0 < aw < 1 — p takovd, Ze a; > a Vi € N.

Diikaz Existence smérového vektoru s; € R™ vyhovujictho podmince (S1) plyne bezprostiedné z (A4)
(jelikoz matice A; je podle (A4) reguldrni, muzeme vektor s; zvolit tak, ze ||A;s; + fi|| = 0). Z podminky
(S1) z (A5) a z definice vektort g; = JI f;, h; = AT f; 1ze jednoduse odvodit nerovnosti

(I =) Ifill < [Aisill < (L +@)| fill, (p)
(1=)|f]? < =h]si < A+ D) f]l, (a)
\hi si — g sil <O filllls:ll. (r)

Nerovnost (p) spolu s (A3)-(A4) davd

1—w 14w
=A< sl < /| s
= 1fill < llsill < a £l (s)

pFicemz piedpokladame, ze ¥ < vA pro néjaké, zatim neurcené éislo v < A.
Pouzitim (p) - (s) dostaneme

— —1+w Y
=g s 2 =hisi = | filllsill = =hi'si =0 —=|fill* = =hi'si = (1= @) £l

> —(1=9/Mhisi = 1 =)A= y/N)]|fil* >0, (t)

takze podle lemmatu 1 existuje pro libovolné ¢islo 0 < €7 < 1 délka kroku «; > 0 takové, ze

Fipi = F; < eraug) si < er0q(1 = y/A)h] i < —erai(1 = @) (1 = /A fil >
Polozme p = e1(1 —v/A), takze 0 < p < 1. Pak
Fi—i—l — Fi S /_)OéithSi S —22(1 —w)aiFi,

takze podminky (S2a) a (S2b) jsou konzistentni, pokud 0 < p < 1 acislo v je zvoleno tak, ze 0 > v <
A1 — p). Podminka (S2c) je také konzistentni, nebot z

20140 fiall = I lD < C(fiall + WL U firall = 1fill) = 2(Figa — Fi)
a z (S2b) plyne, ze

Fipin - F . F _
il = /il < =2 < —=2p(1 - w)ai—l\f'll = —p(1l =W)ail fill-
7

I1fill -
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Poznamenejme, ze kromé konzistence podminek (S2a)-(S2c) jsme téz dokdzali implikace (S2a) = (S2b)
= (S2c). Plati i opacné implikace. Z (S2b) a (b) dostaneme F; 11 — F; < —p(1 — ©)oy| fil|* < pAaih]'s;,
takze plat{ (S2a), kde hodnota p je nahraZzena hodnotou Ap. Z nerovnosti

Fir = Fi _ (il + IAD U firall = Lfl) o [ figall = (Ll

E; I1f:ll* - £l
plyne, ze je-li splnéna podminka (S2¢) pro n&jakou hodnotu parametru p, je splnéna podminka (S2b) pro
poloviéni hodnotu tohoto parametru. Nyni se omezime na podminku (S2a) (nebot jsme pravé dokazali,
7e podminky (S2a)-(S2c) jsou ekvivalentni v tom smyslu, ze platnost jedné z nich implikuje platnost
libovolné jiné pro né&jakou hodnotu parametru p). Pfi vybéru délky kroku plat{ bud o; = a} = 1 nebo
= af = ﬂaf717 kde0<B<pB<pB<1laF(x; —|—afflsi) — F(x;) > pafflhiTsi. Pokud «o; < 1, muzeme
pséat

(673 QG
F T+ —S; - F iz Z —hl Si.
( 3 )= F(zi) 2 p 3
Z druhé strany, pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté (pokldddme d; = p(a;/8)si, kde 0 < p < 1) a
predpoklady (J3)-(J5), mizeme psat

F($i+%5i)_F(xi) = %QT(xieri)Si
< % (97 si + g (s + di) — g(@)|l]1s:]])
<% (g?sz- o 10 +LF>||sz-||2) 7

kde F je libovolnd konstanta takova, ze F > || f1||, nebot

llg(x; 4 di) — g(zs)]] T (25 + di) f (s + di) — T* () f ()
f

< G+ de) (G i) = S N7 G i) = 7 ) ()|
< TN+ di) — Fla)] + Tl £l
1
_ 7] / (@i + 7di)dsdr || + Tl di 1]
0
<

(7 +TF) il < % (7 +IF) il
Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

oy — —
plilsi < glsi+ Z (T +LF)|sil

a pouzijeme-li (s) a (t), muzeme psét

. —)2
(7 + TF) LD I00P 2 b~ Tsi > (o — (L= PWITs: 2 (14@)(1 = p = VP

coz spolu s > B davd a; > a, kde

@

(1—p—7/NA°

o = =

w
Jelikoz 0 < B <1,0< (1 —=p—7/A) <1-p, 0<A<LJ < J (pozndmka 137) a 0 < @ < 1, plat

0<g<1—B,tak2eaiZgivpfipadé,ieai:agzl.
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Poznamka 138 Lemma 24 ukazuje, Ze nestaci dostatetné piesné fesit soustavu linedrnich rovnic A;s; +
fi = 0, tak jako v piipadé nepodminéné minimalizace, ale Ze je téZ tieba dostatecné presné aproximovat
Jacobiovu matici J; (nerovnost ¥ < yA). Je to zplisobeno tim, ze ve vztazich pro gradienty funkce
F : R™ — R vystupujf Jacobiovy matice J;, které jsou ruzné od matic A; (nepfesnd aproximace Jacobiovy

matice implikuje nepfesnost gradientu).

Véta 88 (globdini konvergence). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24. Necht x; € R", i € N je
posloupnost generovand metodou spadovych sméri (S1)-(S2). Potom x; — x* a f(z*) = 0.

Dikaz Dukaz provedeme prﬂ%), nebot podminky (S2a)-(S2c) jsou ekvivalentni (jak je ukdzano v
dikazu lemmatu 24). Podle (S2b) plati

Fip1 < (1=2p(1 —@)ay)F, < (1= 2p(1 —@)a)F; £ ¢F,

kde0 <g<1l,nebof 0 <1-w<laz0<a<1-pplyne ze 0 < 2pa < 2p(1 — p) < 1. Porovnidnim s
geometrickou fadou dostaneme

- 1
S h<lrce
i=1 1=q

coz implikuje F; — 0 a tedy i || fil| = vV2F; — 0. Z nerovnosti (s) svazujici normy ||s;|| a || f;|| dostaneme
p 3 i y i i ) Y |ISi i

S llsill < =2 3l < oo,

i=1 = =1
takze posloupnost z;, ¢ € N, spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Proto z; — x*, coz dohromady s
fi = 0 déva f(z*) = 0.

Poznamka 139 Z odhadu F;1; < ¢gF;, i € N, kde 0 < g < 1, plyne, ze z; — z* R-linedrné.

Nynf se budeme zabyvat superlinedrn{ konvergenci metod spaddovych sméri. Budeme pfitom pouzivat
podminku (S2¢) s 0 < p < 1. Kdybychom chtéli pouzit podminky (52a), (S2b), museli bychom volit p tak,
aby platilo 0 < p < 1/2 (pozndmka 140).

Véta 89 (superlinedrni konvergence). Necht x; € R™, i € N, je posloupnost ziskand metodou spddovijch
sméri takovd, Ze x; — x*. Necht jsou splnény predpoklady (J3)-(J5). Necht o = 1, kdykoliv tato hodnota
vyhovuje podmince (S2¢). Necht plati

. Aisi + fill
lim ————— =0 (@)
imoo || fil
a
lim W =0 (B).
i—00 S;

Pak existuje index k € N takovy, Ze a; = 1, Vi > k a posloupnost x;, © € N, konverguje superlinedrné k
bodu x* € R™.

Diikaz Dikaz povedeme ponékud obecnéji, nebot ziskané vysledky pouzijeme v dukazu véty 99. To
znamend, ze v ¢astech (a)-(b) budeme predpokladat pouze platnost podminky (S1), takze

1hnsupﬂfﬁfif;ﬁﬂ
i—o0 £l

Plati-li (o), muzeme ve vSech vzorcich polozit @ = 0.
(a) Ukdzeme, ze existuje index k; € N tak, ze

<w<1.

168



£ =@)/T < |lsill < 1l (1 + @)/ S

Vi > ky, pokud ||J*|| < J a [[(J*)7| < 1/J. Oznaéme w; = (A;s; + fi)/|Ifill a ¥; = (A; — J;)si/||s:]|. Pak
plati

Jisi = (Aisi + fi) — (Ai — Ji)si — fi = wil fill = Yillsil| — fis
takze 1= ]
“MNws
Joill = i 5
[[Jall + 1[0
a jelikoz [lw|| < @ a [[94]] — 0 (podle (S1) a (8)) a [[Ji| — [|J*|| < J, existuje index ko € N tak, ze
Is:ll > 1Ifil|(1 = @)/J Vi > ko. Podobné plati

si = Ji H(will fill = Vsllsill = £a),
takze .

;A flwill)
L— [0l
a jelikoz ||wi|| <@ a ||| — 0 (podle (S1) a (B)) a ||J; Y| — |[(J*) 7| < 1/J, existuje index ky > ko tak,

ze ||si|| < || fill (1 +©)/L Vi = k. .
(b) Ukazeme, ze existuje index k > k; tak, Ze hodnota ; = 1 vyhovuje podmince (S2b), pokud p < 1—w.
Pouzijeme-li vétu o stiedni hodnoté, dostaneme

lsill <

£l

f(@i+si) = fi+ Jisi +o(|[sill) = (Aisi + fi) — (Ai = Ji)si + o(||si])
neboli
I[f (@i + i)l
1fill
takze limsup,_, . || f(zi + s;)||/|1fil <@ (podle (S1) a (3)). Pokud p < 1—w , existuje index k > k; tak,
7e podminka (S2b) s o; = 1 je splnéna Vi > k (plati-li (a), mize byt ¢islo 0 < p < 1 libovolné, nebot

1/ (@i + si)ll /Il fill = 0)-

(c) Predpoklddejme nyni ze plati (). Pomoci vét o stiedni hodnoté dostaneme

< Hlwsll + 1901+ @)/ LA+ ol f2l)/ 11 £l

lzigs = _ T | fisall
i === = L Sl

takze podle («), (8) a (b) plati

lzips —a*||

J
lim = Jim —(flwill +[19:)I(1 + @) /L + o[l £:[1) /11 £:]]) = O

imoo ||z — a¥||

a x* — x @Q-superlinedrné.

Poznamka 140 Véta 89 zlistane v platnosti, i tehdy pouzivame-li k vybéru délky kroku podminky (S2a)-
(S2b). Abychom mohli pouzivat kroky jednotkové délky, coz se predpoklada v ditkazu superlinearni konver-
gence, musi v tomto piipadé platit p < 1/2, nebot z (S2b) plyne 2pa; < 1— F;11/F; < 1 (pfedpoklddame,
ze F; > 0Vi € N), takze o; = 1 Ize volit pouze tehdy, pokud 2p <1

Pozniamka 141 Polozime-li A = J, dostaneme Newtonovu metodu. V tomto piipadé podminky (J3)-(J4)
implikujf (A3)-(A4) a (A5) plati s ¥ = 0, takze lze polozit v = 0 ve vech vzorcich uvedenych v predchozim
textu. Tyto tvahy ukazuji, Ze Newtonova metoda realizovand jako metoda spadovych sméru je globédlné
konvergentni (plati-li (J3)-(J4)). Lemma 25 ukazuje, jak lze vlastnosti libovolné metody spaddovych smért
odvodit z vlastnosti Newtonovy metody.
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Lemma 25 Nechf funkce f : R" — R"™ vyhovuje predpokladim (J3)-(J5). Necht matice A;, i € N, spliuji
podminku (A5) s ¥ < (1/2)(1 —w)J. Pak plati

[ Tisi + fill < @[ fill,
kde @' = (Jw+9)/(J —9) < 1. Jingmi slovy, plati-li (S1) a (A5) s 9 < (1/2)(1 —w)J, miiZeme vektor
si povaZovat za smérovy vektor ziskany Newtonovou metodou, kde prislusnd soustava linedrnich rovnic je
fesena s presnosti W' = (Jw +9)/(J — 9) < 1.
Dikaz Pouzijeme-li (a) a (A5), dostaneme

A+ D)l = [Aisill = [|Tisill = 1(Ai = To)sill = (L= D)llsill,

neboli
1+@
si|| < = fill-
Jad <~ 15|
Muzeme tedy psat
_ = Jw+ 9 A _
[ isi + Fill < 1 Aisi + fill + (i = Asill <@ fill + Vllsill < =—— il = fill.

Piitom @’ = (Jw +9)/(J — V) < 1, pokud 9 < (1/2)(1 —©)J

Teoretické vysledky shrnuté v lemmatech 24 a 25 vyzaduji splnéni podminky (A5) (s vhodnou hodnotou
9 > 0, kterd miize vychazet velmi mald). Tato podminka mé velky teoreticky vyznam, ale v praxi ji neni
mozno ovérit (pouzivame-li matici A, nezndme obvykle matici J, nebot v opa¢ném piipadé by bylo vhodné
pouzit Newtonovu metodu, kterd je superlinedrné konvergentni). Proto je tfeba globalni konvergenci
zajistit jinym zptsobem (jde v podstaté o to aby byla splnéna nékterd z podminek (S2a)-(S2c)). V
pifpadé, ze neplati (S2) pro a; vétsi nez zadana dolni mez, provede se restart, coz znamend, ze se spocte
matice J a pouzije se krok Newtonovy metody. Tyto uvahy jsou shrnuty ve formé algoritmu.

Algoritmus2Data0§w<1,0<3<1,0<Q<B<1,€>0,0<31 < -
Krok 1 Zvolime poc¢dtecni odhad zy € R™, vypocteme f; = f(x1) a polozime i =1 a k = 1.
Krok 2 Pokud ||f;]| <2, ukonéime vypocet.

Krok 3 Pokud k = 1, vypocteme Jacobiovu matici J; = J(x;) a polozime A; = J; (restart).
Zvolime presnost 0 < w; < w < 1 a vypoctteme smérovy vektor s; € R™ vyhovujic
podmince (S1).

Krok 4a Polozime o} =1a j=1.
Krok 4b Polozime 2,1, = z; + als; a vypocteme f; = f(x;). Je-li splnéna nckterd (vybrand)
podminka z (S2), prejdeme na krok 5.

Krok 4c Pokud & = 1 a j > j,, ukonéime vypocet (piedéasné ukonéeni zpiisobené selhanim
Newtonovy metody). Pokud £k > 1 a j > 31‘, polozime k = 1 a pfejdeme na krok 3.
V ostatnich piipadech uréime délku kroku of ™' tak aby platilo Sa! < o ™! < Bal a
prejdene na krok 4b. B

Krok 5 Uréime novou matici A;4; (napifklad pomoci kvazinewtonovské aktualizace), polozime
i1: =141, k:=k+1 a pfejdeme na krok 2.
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8.3 Metody s lokadln& omezenym krokem

Pii vykladu metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

Li(s) = |Ais + fill = || fall

pro funkei, kterd lokdlné aproximuje rozdil || f(x; 4+ s)|| — ||f(z;)]| a oznaéeni

pi(s) = (If (zi + )|l = I fi(a)l])/ Li(s)

pro podil skute¢ného a predpovédéného poklesu normy funkce f : R — R".

Definice 46 Reknéme, Ze zdkladni metoda pro reseni soustav nelinedrnich rovnic x; 41 = x; +;S;, 1 € N

je metodou s lokdlné omezenym krokem, jestlize:
(1) Smérové vektory s; € R, i € N, se urcéuji tak, Ze
[sill < A,
l[sill < Ai = [|Aisi + fill < @il fill,

—Li(si) > allAssil,
kde 0 <w; <w<lal<o<l1
(2) Délky kroku o; > 0, i € N, se urcuji tak, Ze

pi(si)) <0=a; =0,

pi(si)) >0=qa; = 1.
(3) Meze 0 < A; <A, i € N, se urcuji tak, Ze

pi(si) < p = Bllsill < Aiy1 < Bl|sill,
pi(si) > p=0; <Ajp1 < A,
kde0 < B<B<1a0<p<1/2.

—
H’
=
124

o

Py
=
—_

=

—
=
—
o

S~—

V dalsim textu budeme pouzivat oznaceni N1, No a N3 pro mnoziny indexu takové, ze ||s;|| < A,

pi(si) > 0a pi(si) > p.

Lemma 26 Nechtf funkce f : R" — R"™ vyhovuje predpokladim (J3)-(J5). Necht matice A;, i € N, spliiuji
podminky (A5)-(A4) s ¥ <A, kde v = (1/2 — p)a (splnéni téchto podminek zarucuje lemma 23). Necht
x; € R, i € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné omezenym krokem (T1)-(T3). Pak evistuje

konstanta ¢ > 0 takovd, Ze

llsill = cllfill Vie N.

Dikaz (a) Necht i € Ny. Potom z (T1b) plyne

[ Aisill = I1£ill] < I Assi + fill <@ISill,
takze (1 — )|\ fill < ||Assil||- Z druhé strany podminka (A5) dava

[ Aisll < [[Jisill + 1(As = Ji)sill < (J +9)]lsil.

Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme
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1-w
o lIAl.

(b) Necht i ¢ Ny ai & N3. Z (Tlc) plyne, ze L;(s;) < 0, takze

sill =

Li(sollfill = (MAisi + fill = I£ID N fill = (I Assi + fill> = 11 £:]1%)
= 2 (fZTAiSz' + ;S?AZAiSi> = 2Qi(s:)- (*)

Jestlize || f(x; 4 s4)|| < [|f(2:)||, pak nerovnost p;(s;) < p spolu s (*) dava

F(,’L‘i + Si) — F(.Q?l)

5 (1 + 5P = 1 I?)

(Lf (@i + s)ll = L @) ) £ ()l
pLi(s) |l fill = 2pQi(s:).

Jestlize ||f(x; + s:)|| > || f(«:)||, plati tato nerovnost trividlné. Muzeme tedy psét

VAR

Z druhé strany, pouzijeme-li vétu o stiedni hodnoté (pokladdme d; = ps;, kde 0 < p < 1) a predpoklady
(J3)-(J5), muzeme psét

Fai+s:)— F(zi) < glsi+ g +di) — g(wi)]llsi]
< Tsi+ (T +IF)|s:?
= [l Aisi+ T (Ji — Ai)si + (jQ + LF)|si]?
< Qils) +0lsilll fil + (T + TF)lsi )%,

kde F je libovolna konstanta takova, ze F > || f1]|, nebot tak jako v ditkazu lemmatu 24 plati

-2 N -2 J—
lg(xi +di) — g(@)[| < (J7 + LE)|dil| < (J" + LF)]|si].
Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

20Qi(si) < Qils:) + I sillllfill + (7" + LF)sil|?,

neboli

—(1=2p)Qi(ss) < Dlssll I fill + (T° + TF)||s >

Podminky (T1c) a (A4) spolu s nerovnost{ () ddvaji

Dosadime-li tento vztah do pfedchozi nerovnosti, dostaneme

(1= 2p) A5l < ~(1 = 20)Qi(s:) < Tsilllfill + (7° + TF) sl

neboli
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1/2 — p)cA -9 1/2—plo —~v)A
ol » 2 peA S (W2 -po o4,
J + LF J + LF

(citatel je kladny, nebof v < (1/2 — p)a).
(c) Necht ¢ = 1. Jestlize || fi|| = 0, pak jisté ||s1]| > ¢||f1]] pro libovolnou konstantu ¢ > 0. Jestlize
I f1]] # 0, dostaneme

sl
sl > | f1l[-

£
(d) Necht @ ¢ Ny, i € N3 ai # 1. Necht k < ¢ je maximéln{ index, pro ktery soucasné neplati k & Ny,

k € N3 a k # 1. Pouzijeme-li (T3a)-(T3b) a (T1a), mizeme psat

Isill = Ai = Mgy = min(A, Bllskl)) > min (|[sill Bllskll) = Bllskll,

takze podle (T2a)-(T2b) a (a)-(c) plati

[sill = Bllskll = cllfell = cll fill,
kde

c:ﬁmin<1_w ((1/2 = p)a —7)A |sl||>
B J+9  P4+TFE Al

Véta 90 (globdini konvergence). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 26. Pak x; — z* a f(z*) = 0.

Diikaz (a) Nejprve ukdzeme, ze f; — 0. Predpoklddejme,ze toto tvrzeni neplati. Protoze posloupnost
IIf:ll, ¢ € N, je nerostouci podle (T2a)-(T2b), existuje ¢islo e > 0 takové, ze || fi|| > &, Vi € N a podle
lemmatu 26 plati

lsill > cs, VieN.

Predpokladejme nejprve, ze mnozina N3 je nekoneénd. Protoze N3 C No, muzeme psat

fill = [[fiall =Ml @)l = [1f (zi + s0)ll = —pLi(si)
> pol|Aisi|| = poAce, Vi € Nj.
Odtud plyne
Al = dim (Ll = il = D2 Al = [ Fial)
i=1
> > (il = I firal) = D poAce = oo,
i€N3 1€EN3

coz davé spor. Predpoklddejme nyni, Ze mnozina N3 je konetnd. Potom (T3a) implikuje A; — 0, coz
dohromady s (T1a) dava [[s;|| — 0. Ale to je ve sporu s nerovnosti [|s;|| > ce Vi € N.
(b) Pouzitim (T1c) dostaneme L;(s;) = ||4:s: + fill — || fill <0, takze

1fill = [|Assi + fill = [[Assill = [Ifill-
Tato nerovnost implikuje ||A4;s;]| < 2||fi||, takze

Allsill < | Assill < 2] fill-
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Nyn{ ukdzeme, ze > .-, ||si]| < co. Je-li mnozina N3 koneénd, existuje index | ¢ N3 takovy, ze i & N3
Vi > [. Plati tedy

leszll < leszll + HSzHZﬁ (=DA+ls]l/(1 = B) < o0

podle (T3a). Je-li mnozina N3 nekonecnd, muzeme tak jako v (a) psat

A0 = DA = Il = > Al = i)
i=1 1€EN3
> po Y Aisill = pgA D lsill-

i€N3 1€EN3

Oznacme N3 = {l1, 12,13, ...}. Pouzijeme-li lemma 26, dostaneme

2 2 2
< ENA < SN < Z sy
st 1l € Gl < A1 < Sl

a (T—3a) implikujo Hslj-l-k” < BHslj+k—1|| V2 < k < lj+1 — lj — 1. Plati thy

oo l1—1 ljp1—1;—1
> llsill = ZHSAHZ s+ > st xl
i=1 k=1
o oo 2 ]+1 l'—l
< (11—1)A+;||81j\| 1+—A Z
< =08+ 1+ 5] Tl
1€ N3
~ 2 1 7 Al
< (1 — DA 1+ ——
(h=1) +[+ﬁ1—6}2p<ﬁ1

Z nerovnosti Y oo, |lzip1 — 24|l < Yooy |Isill < oo plyne, ze posloupnost z;, i € N, spliuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku, takze x; — z*, coz spolu s f; — 0 dévéa f(z*) = 0.

Véta 91 (superlmeﬁm’ k()ﬂ)ergence). Nechtz; € R", 1 € N, je posloupnost generovand metodou s lokdlné
omezengm krokem (T1)—(T3) takovd, Ze x; — x*. Nechtf funkce f : R™ — R™ spliiuje podminky (J3)-(J5).
Necht

lim @; = 0 (a)
a
A — J s
lim % _0 (8)-

Pak posloupnost x;, i € N, konverguje Q-superlinedrné k bodu x* € R™.
Dikaz (a) Ukdzeme, ze existuje index ko € N takovy, ze

—Li(si) > aJ||si|
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1
I1fill = 5l||51||

Vi > ko, pokud J < 1/|[(J*)71||. Oznaéme 9; = (A; — J;)si/||si||. Pak plati

[Assill = [[Jisi + Dallsilll = [[Tisall = 19:]l]]s:]l
a jelikoz [|[9;|| = 0, J; — J* a J < 1/|[(J*)7'|, existuje index ko € N takovy, ze [|Ass;|| > J|| si || Vi > ko.
Pouzijeme-li (T1c), muzeme psat

—Li(si) = al|Assi|| = ] |si-
7 definice L;(s;) a z (T1c) plyne
0> Li(si) = |Aisi + fill = I fill,

neboli

WAssill = 1filll < [|Aisi + fill < I f:ll;
takze ||A;s;|| < 2| fill, coz spolu s nerovnosti || 4;s;]| > J||s:|| dava || fill > (L/2)||s:| Vi > k2.
(b) Ukdzeme, ze existuje index k3 > ko takovy, ze ¢ € N3 Vi > k3. Pouzijeme-li vétu o stfedni{ hodnoté
dostaneme
f@itsi) = f@i) + Jisi + oll[sill) = f(xi) + Aisi — (A = Ji) si + o[ si]])

takze

1 ol = 1f (i + )l o =Li(si) = [9allllsill + o(llsill)

(s:) = > >
pilsi) —Li(ss) - —Li(s;) -
oy Il ollsid)
oJ||sil

nebot ||9;]| — 0. Jelikoz p < 1, existuje index k3 > k2 takovy, ze p;(s;) > p Vi > ks.

(c) Ukézeme, ze existuje index k > ks takovy, ze i € Ny Vi > k. Poznamenejme nejprve, Ze mnozina
N; C N je nekoneéna. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ||s;|| > A; > Ay, Vi > ks, nebot z (b)
plyne i € N3 Vi > k3. To je v8ak spor, nebot podle (a) plati ||s;|| < 2| f:|l/J, takze ||f;|| — 0 implikuje
Is;|l = 0. Omezme se nyni pouze na indexy i > ks, ¢ € N1 a oznacme w; = (A;s; + fi)/l|s:]]. Podle («),
(8) a (T1b) plati ||w;]| — 0 a ||¥;]] — 0, takze stejnym zptisobem jako v ditkazu véty 89 (s @ = 0) se da
ukazat, ze existuje index ky > k3, ky € Ny takovy, ze

1fill /T < llsll < I1fill /L

Vi > ky, i € N1. Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, muzeme psat

fiv1 = f(@i+s:) = fi + Jisi + o((|si]),
nebot i € N3 C Ny. Oznacme
A= fiv1 — fi — Aisi
I il

Pak podle predchozich dvah plati ||A;]| < ||19_1||/7—|— o([[sill)/llsill — 0. Jelikoz zaroven |jw;|| — 0, existuje
index k > k4, k € Ny takovy, ze || \;|| < (J/J)/2 a |w;|| < (J/J)/2 Vi >k, i € N;. Pak muzeme psat
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IN

(I firr = fi = Aisill + | Aisi + fill) <

<[+~

1
lsieall < Slfinll <

<

I

1 1
(It + Bl sl < (5 + 5 ) sl = sl

Jelikoz i € N3 podle (b), platf A1 > Ay, coz dava ||sipi1|| < ||si]] < A; < Ay, takze i+ 1 € Np. Indukef
dostaneme ¢ € N1 Vi > k.
(d) Superlinedrn{ konvergence. Plat{

Il fisal < | fis1 — fi — Aisil| + [|Aisi + g4l
Il — I| fl]

coz spolu s || A;|| = 0 a ||w;|]| — 0 dava

< Jall + fleill,

. — * T .
i Bzt =2 Tl _
=5 fei—at = 2 1A

8.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda pouzivd matice A; = J(x;) Vi € N, takze ¢; = (4; — J;)si/||si]| = 0 Vi € N a z
(J3)-(J4) plyne platnost podminek (A3)-(A4).

Véta 92 Necht jsou splnény podminky (J3)-(J5). Pak Newtonova metoda realizovand bud jako metoda
spadovych sméru nebo jako metoda s lokdlné omezenym krokem je globdlné konvergentni. Plati-li x; — x*
a ||lwi|| — 0, je rychlost konvergence Q-superlinedrni.

Dukaz Globélni konvergence plyne bezprostiedné z véty 88 a véty 90. Superlinedarni konvergence plyne
bezprostredné z véty 89 a véty 91, nebot ¥; =0 Vi € N.

Poznamka 142 Newtonova metoda pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic muze byt realizovana jako
globalné konvergentni metoda spadovych sméru, coz neni mozné v pripadé Newtonovy metody pro mini-
malizaci bez omezujicich podminek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zaddny analyticky, mizeme pouzivat diferen¢ni verze Newtonovy metody.
V tom piipadé je vsak tfeba odhadnout nepiesnosti, které vznikaji pii diferen¢ni aproximaci Jacobiovych
matic.

Lemma 27 Necht je spinén predpoklad (J5) a necht plati

Ae, = flz+ 56(35') — f(x) (D)

pro1 < j<n, kdee;j, 1 <j<mn, jsou sloupce jednotkové matice radu n. Pak plati

14~ J@)] < STVas

Dikaz Pouzijeme-li vétu o stiedni hodnoté, dostaneme

1
flx +de;) = f(z) + J(x)de; +/0 (J(x + Toej) — J(x))de;dr,

takze
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(A= J(z)e;ll = — J(@)e;

H fx+ 56(15') — /(=)

/Ol(J(a: + 7de;) — J(x))de;dr

< =

< 5]
1 1—

< —Lé&%|e;l|? = =L6.

Necht s € R™ je libovolny vektor s jednotkovou normou. Pak plat{

[(A = J(z))s|| D (A= J(@))ejefs| <> lef s|[(A— T(@))eyl| < %RZ [
j=1 j=1 j=1

A

1— 1—
a jelikoz

14 = J(@)]| = max [[(A = J(z))s]]

dostaneme tvrzeni lemmatu.
Véta 93 Necht jsou splnény predpoklady (J3)-(J5). Je-li matice A uréena podle vzorce (D), kde

2vA
5<_;’ A:J 2,2 1—
<z 4 J(VPE* 41— k)

a kde vy, k jsou ¢isla pouZitd v lemmatu 23, pak plati |A — J(z)|| <9, kde 9 < yA. Je-li matice A uréena
podle vzorce (D), kde

s< U9 oo

_77 O_
T Lyn

pak || As + f|| < @ implikuje ||Js + f|| <@, kde 0 <@’ < 1.

Dukaz Z lemmatu 27 a z predpokladu véty 93 a z diukazu lemmatu 23 plyne, ze
1-— —_
|A=J(@) < Lvns <9 2 JM\2k) < vA.

Poznamka 143 Véta 93 ukazuje, Ze lze zvolit diferenci 6 > 0 tak, aby matice uréend podle vztahu (D)
spliiovala podminku pro globédlni konvergenci metody spadovych sméru i metody s lokdlné omezenym
krokem. Je vidét, ze diferenci ¢ je tieba zvolit tim mensi, ¢im mensi je ¢islo J v (J4) a éfm véts{ jsou éisla
Ja Lv (J3) a (J5). Pro metodu spadovych sméri (S1)-(S2) musi platit v < (1 — p)(1 —@)/(1 + ). Pro
metodu s lokdlné omezenym krokem (T1)-(T3) musi platit v < (1/2 — p)o.

8.5 Kvazinewtonovské metody

Definice 47 Rekneme, Ze zdkladni metoda pro teSeni systéma nelinedrnich rovnic je kvazinewtonovskou
metodou, jestliZe

Aisi+ fi =0 (QN1)

kde A;, i € N, jsou reguldrni matice konstruované podle rekurentniho vztahu

Aip1 = A + Uz‘UiT (QN2)
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kde u; € R™, v; € R™, a vyhovujici podmince

Aip1d; =y (QN3)
kde y; = fiy1 — fi, di = wip1 — 25,

Poznamka 144 V tomto oddilu se budeme zabyvat pouze piresnymi kvazinewtonovskymi metodami
(podminka (QN1)), takze (A;s; + fi)/llfill = 0 Vi € N. Neplati vsak (A; — J;)s;/||fil = 0 Vi € N
(matice A; se mohou od matic J; dosti lisit).

Véta 94 Necht Ay = A+wv? a Ad #vy. Pak Ayd =y prdvé tehdy, jestlize vid #0 au = (y— Ad)/vTd,
takze
(y — Ad)vT

Ar =4+ vTd

(A)
Jestlize Ad =y staci polozit u =v = 0, takie Ay = A.

Diikaz Z podminky A, d =y dostaneme A, d = Ad+uv’d = y. Jestlize Ad = y, staci polozit u = v = 0,
takze A, = A. Jestlize Ad # y, musf platit v/'d # 0 a u = (y — Ad)/vTd.

Poznamka 145 Polozime-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

y— Ad)dT —
Polozime-li v = ATy, dostaneme Broydenovu §patnou metodu
(y — Ad)y" A —
Ap =4+ T)d (AB)
Necht
el'd = max efd
1<i<n
Polozime-li v = e, dostaneme piimou metodu aktualizace sloupct
A, = A+ (y = Ad)ey; AD
+

eld
kterd aktualizuje vzdy pouze jeden sloupec matice A.

Véta 95 Necht A je reguldrni matice a necht plati (A). Pak matice Ay je reguldrni prdvé tehdy, jestlize
T g-1
vt A7y # 0.

Ditkaz Necht A, = A + uv?. Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce plati
A lypT AL
1+ 0T A=y

takze Ay je reguldrni pravé tehdy, jestlize 1 + vT A=ty # 0. Dosadime-li do této nerovnosti u = (y —
Ad)/vTd, dostaneme

A_T_l — A71

TA Yy —oTd  vTA Yy
1+oTAly=14+22 Y -
v “ + vTd vT'd

takze A, je reguldrni pravé tehdy, jestlize v7 A=y # 0.
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Poznamka 146 Véta 95 opodstatiiuje pouziti Broydenovy $patné metody. Jestlize y # 0 a matice A je
regularni, pak volba v = ATy davd vT A~y = yT AA "y = yTy = ||y||* # 0.

Véta 96 (Aktualizace matice S = A_l),_ Necht jsou splnény predpoklady véty 95. Necht S = A1 a necht
AL je matice uréend podle aktualizace (A), kde v A=1y #0. Necht Sy = A;l. Pak plati

(d — Sy)™s

S+:S+ ’l)TSy

(S)
Dukaz Podle Shermanova-Morrisonova vzorce (dukaz véty 95) plati

SuvT S (d — Sy)vTsS
=5 dvTd

S.;,_ = S -
kde § je zatim neznamé ¢&islo. Z rovnice S,y = d v8ak plyne
T

vt Sy
svTd

Siy=Sy+ (d—Sy)=d
takze nutné ¢ = v7 Sy /vTd.

Poznamka 147 Polozime-li v = d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu

(d— Sy)d*S —
S, =54 -—7>+FT""—— S
v =5+ g (5G)
Polozime-li v = (S~1)Ty, dostaneme Broydenovu §patnou metodu
(d— Sy)y" o
Sy =8+ SB
+ yTy ( )
Necht
T, = T
€LY = fg%xn €Y
Polozime-li STv = e}, dostaneme inverzni metodu aktualizace sloupct
d— =S —
S, =S+ (Tiy)ek (ST)
e,y

Poznamka 148 (Dualita). Vztah (S) dostaneme ze vztahu (A) zdménou d — y, y — d, A — S. Dobrd a
Spatna Broydenova metoda jsou vzdjemné dudlni. Podobné piimé a inverzni metoda aktualizace sloupcu
jsou vzajemné dudlni.

Poznamka 149 Prakticky pouzitelnd je pouze dobra Broydenova metoda a piima metoda aktualizace
sloupci. Metody k nim dudln{ (Spatnd Broydenova metoda a inverzn{ metoda aktualizace sloupct) jsou
méné efektivni.

Kvazinewtonovské metody spliuji kvazinewtonovskou podminku podobné jako metody s proménnou
metrikou (stac¢i porovnat (QN3) a (VM3)). Metody s proménnou metrikou s pfesnym vybérem délky kroku
nalezenou minimum kvadratické funkce (Q) po koneéném poctu kroku. Ukédzeme, 7Ze kvazinewtonovské
metody s jednotkovym vybérem délky kroku (a; = 1 Vi € N) naleznou FeSen{ soustavy linedrnich rovnic

Tz —2%) =0 (L)

s regularni matici J* také po koneéném poctu kroku. Pti dikazu tohoto tvrzeni budeme pouzivat vyjadieni
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Tiv1 = T; — Sifi (@)

di — Siyi)z]
Siv1 =5 + % (B)

Vi € N, kde S; jsou reguldrn{ matice f; # 0 a 2zl y; # 0 Vi € N (zde z; = ST v;).

Lemma 28 Uvazujme iteraéni proces (o), (0) aplikovany na soustavu linedrnich rovnic (L) s reguldrni
matici. Pak pro libovolny index i € N a pro libovolny exponent k > 0 je vektor (J*S;y1)¥ fix1 linedrni
kombinact vektori (I — J*S;)(J*S;) fi, 0 <j < k.

Diikaz (indukci). Predpokladejme, Ze pro néjaky exponent k > 0 je vektor (J*S;;1)* fiy1 linedrni kom-
binaci vektort (I — J*S;)(J*S;)? f;, 0 < j < k. Plat{ to zcela jisté pro k = 0, nebot z (L) a («) plyne

Yi = fiq1— fi=J"di =—=J"Sif; (7)

takze

(J*Siv1) fi1 = firr = fitwyi=fi = J*Sifi = (I = J*S;)(J*S)° f;
Pouzijeme-li (8) a (), dostaneme
J*Sip1 =S + (Jdi — J*Siyi)ﬁ =J"S; = (I = J"S;)J Sifz‘z%y_
i J i Ji
Jelikoz vektor (J*S; ;1) fir1 je linedrni kombinaci vektori (I —J*S;)(J*S;)7 f;, 0 < j < k a jelikoz matice
J*S; a (I —J*S;) komutuji, je vektor (J*S;11)**1fii1 = J*Siv1(J*Six1)" fir1 linedrni kombinaci vektort
(I = J*S)(J*Si) fi, 0 < j < k+1.

Lemma 29 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 28 a necht i € N je index takovy, Ze vektor fii1
neni ndsobkem vektoru f;. Pak vektory (J*Si_21+2)kfi_21+2, 0 <k <, jsou linedrné nezdvislé pro kazdé
¢islol € N takové, Ze 21 < i+ 1.

Diikaz (indukei). Piedpokladejme, ze vektory (J*S;_o12)* fi_ai4a, 0 < k <1, jsou linedrné nezavislé pro
néjaké ¢islo | € N takové, ze 21 < i — 1. Plati to zcela jisté pro [ = 1, nebot podle () dostaneme

(J*S)°f; = fi

(J*Si)lfi = —yi=fi— fin1
a tyto vektory jsou linedrné nezavislé, nebot vektor f;i1 neni nasobkem vektoru f;.
(a) Podle lemmatu 28 je vektor (J*S;_2112)% f; _o112 linedrni kombinaci vektori (I—J*S; _o111)(J*Si_2111)’
fi—or41, 0 < j < k. Jelikoz [ + 1 linedrné nezavislych vektort (J*S;_o112)* fi_2142, 0 < k < I, vyjadiujeme
pomoci [ + 1 vektort (I — J*S;_o111)(J*Si—2141)* fi—2111, 0 < k < I, musi byt tyto vektory také linedrné
nezavislé. Odtud bezprostiedné plyne, ze i vektory (J*Si_21+1)kfi_21+1, 0 < k <1, jsou linearné nezavislé.
(b) Pouzijeme-li (), dostaneme

Yieor = —J Si—arfi—ar #0

Uké4zeme, 7e vektor 1;_o; neni linedrni kombinaci vektort (J*S;_o141)* fi_2111, 0 < k < I. Pouzijeme-li
kvazinewtonovskou podminku

Si—or1Yi—o = di—or = (J*) Mg
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muzeme psat

(I = J*Si—2141)yi—21 =0 (6)
Predpokladejme, Ze vektor y;_o; je linedrni kombinaci vektort (J*S;_o111)%fi o141, 0 < k < I. Pak
odpovidajici linedrni kombinace vektort (I — J*S; o141)(J*Si_2141)* fi—2141, 0 < k < I, by musela byt
nulové (viz (), coz je spor s linedrni nezdvislosti téchto vektoru (viz (a)).
(c) Podle lemmatu 28 je vektor (J*S;_o141)* fi_2141, linedrni kombinaci vektorii (I — J*S;_o;)(J*S;_2)7
fizo1, 0 < j <k, a tedy i linedarni kombinaci vektorii (J*S;_ o) fi_21, 0 < j < k + 1. Navic vektor y;_o
lze vyjadrit ve tvaru y;—op = —J*S;—o1 fi—ar, (viz (y)). Jelikoz I + 2 linedrné nezdvislych vektoru y;_o; a
(J*Si_2141)* fi_ar11, 0 < k <1 (viz (b)) vyjadiujeme pomoci [ + 2 vektort (J*S; o) f; 21, 0 <k <141,
musi byt tyto vektory také linedrné nezavislé.

Véta 97 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 28. Pak existuje index 1 < ¢ < 2n — 1 takovy, Ze
fita =0, takZe bod x;19 € R™ je TeSenim soustavy linedrnich rovnic (L).

Dikaz Piedpokladejme, ze pro i = 2n — 1 neni vektor f;;1 ndsobkem vektoru f;. Pak podle lemmatu 29
jsou vektory (J*Sgn,glﬂ)kfgn,zlﬂ, 0 < k < I, linedrné nezavislé pro kazdé ¢islo [ € N takové, ze I < n.
Pro | = n je téchto vektoru n+1, coz je ve sporu s tim, Ze maji dimenzi n. Existuje tedy index 1 < i <2n—1
takovy, ze vektor f;y; je ndsobkem vektoru f;, neboli

fir1 = Nilfix1 — fi) = Ny
Podle (8) a () pak plati

Jire = fir1 Y yiv1 = fixr — I Sipa firr = Ny — J"Sipayi) = Ni(ys — J7di) = Ni(ys —yi) =0
takze bod z,412 € R™ je feSenim soustavy linedrnich rovnic (L).

Nevyhodou kvazinewtonovskych metod je to, Ze neni zarucena jejich globalni konvergence (matice A;,
i € N, mohou byt obecné $patnymi aproximacemi Jacobiovych matic J;, i € N). Proto je tfeba tyto
metody kombinovat s diferenéni verzi Newtonovy metody. Kvazinewtonovské metody spadovych sméru se
obvykle realizuji tak, ze se pokladd A; = J; a kdykoliv nelze splnit podminku (S2a) (nebo (S2b), nebo
(S2c)), iteraéni proces se pierusi a polozi se A;,1 = J;y1. Kvazinewtonovské metody s lokdlné omezenym
krokem se obvykle realizuji tak, Ze se poklada A; = J; a v pifpadé (T3a), se polozi A;y1 = J;41 zatimco
v piipadé (T3b) se matice A;,1 aktualizuje podle (A). Tyto tpravy maji své opodstatnéni, nebot plati
toto tvrzeni.

Tvrzeni 4 Necht z* € R" je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(z*) je reguldrni. Pak evistuji ¢isla >0
ad > 0 takovd, Ze pokud ||[x1—z*|| <6 a[|A1—Ji|| <9I, posloupnost x;, i € N, uréend dobrou Broydenovou
metodou (AG) s jednotkovym vybérem délky kroku (o; = 1 Vi € N) konverguje Q-superlinedrné k bodu
z* e R".

Tvrzeni 4 je specidlnim piipadem véty 99.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnéni diferen¢ni verze Newtonovy metody s dobrou Broydenovou metodou
pii minimalizaci 28 testovacich problému s 2-16 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT,
funkénich hodnot NFV a Jacobiovych matic NFJ, jakoz i celkovy cas vypoctu). Obé metody byly reali-
zovany jako metody s lokdlné omezenym krokem.

Metoda NIT-NFV-NFJ | cas
Newtonova 504-5890-504 | 6.37
(diferenéni verze)

Broydenova 723-1844-93 2.75
(dobrd)
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9 Metody pro rozsahlé ¥idké systémy nelinedrnich rovnic

Rozsdhlé tidké systémy nelinedrnich rovnic nemuzeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych
hustych matic. Nejcastéji se pro tento tucel pouzivaji nékteré specidlni metody

o Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti

e Diferenc¢ni verze nepiresné Newtonovy metody

Diferené¢ni verze Newtonovy metody pro fidké tlohy

o Kvazinewtonovské metody pro #idké tlohy

Metody pouzivajici nékteré specidlni aktualizace

9.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti

Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti jsou zalozeny na pouziti omezeného poc¢tu kroku Broydenovy
dobré metody nebo piimé metody aktualizace sloupcu. Necht M ={i € N: i = (j—1)m+1, j € N}, kde
m je pocet kroku kvazinewtonovské metody s omezenou paméti. Pak pokladame S; = (Jl_l) prole M a

(di — Siyi)vl'S;

_ T
vl Siy; = (I wiw)s;

Sit1=25; + f
prol <i < l+m (viz (S)), kde v; = d; (Broydenova dobrd metoda) nebo v; = ej (pifma metoda aktualizace
sloupcu) a
w, — %~ Sivi
’ vl Sy,
vektory v; € R™, w; € R™, 1 <1i <1+ m, se uchovavaji v paméti pocitace. ‘

Znédme-li vektory v; € R", w; € R", | < j <[+ m, ur¢ime nejprve vektor p?“ = —S;fi+1 (matice
S je obvykle reprezentovana trojihelnikovym rozkladem (S;)~! = L;U;, ktery je tiplnym nebo netiplnym
trojuhelnikovym rozkladem matice J;). Pak poc¢itdme vektory

pith = (0w

pro ! < j <i— 1. Nakonec ur¢ime vektory v; a

di — (P + s1)

w; = g
o (07 + s4)
kde s; = —S; f; je smérovy vektor z predchoziho itera¢niho kroku (obvykle s; = d;/a;) a polozime
siv1 = —Siy1fivr = —(I + w] )p™!

Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti muzeme také realizovat pomoci kompaktnich schémat.
Pfi odvozovani kompaktnich schémat budeme pouzivat oznaceni Dy = [d1,...,dk], Y& = [y1,..., ¥k,
Vi = [v1,...,vg]. Déle oznaéime Ry horni trojihelnikovou matici fddu k takovou, ze (Ri)ij = ’Udej,
i < ja(Rg)i =0,i> 7. Abychom zjednodusili zapis budeme v dikazech index k vynechdavat a
index k + 1 nahradime symbolem +. V této souvislosti budeme pouzivat oznaceni D = [dy,...,dk_1],

Y = [y1,---,yk—1], V = [vl,...,vk_ﬂ aR= Rk—h takze Dk = [D,d], Yk = [Y,y], Vk = [‘/,U] a

R, VTd
Fi = [ 0, v7d ]
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Véta 98 Necht Ay je requldrni matice a necht plati (A) s vgdk % 0 pro libovolny index 1 < k < m. Pak
lze psadt

App1 = A1+ (Y — Ai D) RV (AA)

Diikaz Pro k = 1 je (AA) ekvivalentni s (A). Déle budeme postupovat matematickou indukef. Predpokléddejme,
ze (AA) plat{ pro vSechny indexy mens{ nez k. Pro index k mizeme (AA) zapsat ve tvaru

T -1 T
A+A1+[YA1D,yA1d]{R’ Vd] H }

0, v7d T

Jelikoz plati

[ R, VTd }1 _ { R, _RVd ]

T i
0, wv'd 0, T3
(coz lze snadno ovéfit vyndsobenim), muzeme psat

dvT vl (y — Ad)w™
—1y,T

coz je prave vztah (A).
Poznémka 150 Pifmou inverzi vztahu (AA) (pouzitim Woodburyho véty), dostaneme

Al = AT = AT (Y5 — AuDy)(Ry + VP AT (Y — AiDy)) VAT

neboli

Spr1 =51+ (D — S1Y3)(Cr — Ly, + VI S1Y2) "1VI S, (SS)

kde Ly je dolni trojihelnikovd matice takovd, ze (Lg)i; = 0, i < j, a (Lg)ij = vldj, i > j, a Cy je
diagondln{ matice fadu k takovd, ze (Cy)i; = vid;, i =7, a (Ck)ij =0, i # j.
Kompaktni schémata pouzivame nejcastéji ve spojeni s iteraénim feSenim soustavy rovnic A;s;+ f; = 0,

1 € N. Pokladdame A; = J; prol € N a

Aiy1 = A+ (Ve — ADp) RV

prol < i <1+ m (viz (AA), kde Dy, = [di,....di], Y& = [yi,---,9i), Vi = [v,.-.,v] a Ry, je horni
trojithelnikovd matice fadu k = i — [ + 1 takovd, ze (Ry)i; = vi; 1disj—1, i < j, a (Rp)ij = 0, i > j.
Poznamenejme, ze matice Vj, se obvykle neuklddd (pro Broydenovu dobrou metodu plati Vi, = Dy a pro
piimou metodu aktualizace sloupcu sta¢i uklddat indexy prvkua s maximélni absolutni hodnotou sloupcu
matice Dy). Misto matice Yj, ukldddme matici Uy = Yy, — A; Dy a soucin A,;11p pocitdme podle vzorce
Ai1p = Aip + Uk R, 'V p.

9.2 Diferen¢ni verze nepresné Newtonovy metody

Diferené¢ni verze neptresné Newtonovy metody se vyznacuji tim, Ze se systémy linedrnich rovnic fesi nepresné
iteracnimi metodami. Nepouzivd se pfitom matice A = J a nésobeni ¢ = Ap = Jp se nahrazuje numer-
ickym derivovanim

J(x+dp) — f(x)
5

kde 0 je mald diference (6 = \/epr/|lpll, kde epr je strojova presnost). Jestlize vypocet vektoru f(z)
vyzaduje O(n) operaci, je tento zptisob tispornéjsf nez nasoben{ matice vektorem (obecné O(n?) operac).

J(2)p ~
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Navic neni tieba pocitat zadné derivace. Iteraéni metody pro feSeni systému linedrnich rovnic vSak nesmi
pouzivat transponovou matici AT = JT, coz ponékud omezuje jejich vybér (iteracni metody pro fesenf
systému linedrnich rovnic jsou popsény v oddilu 9.7).

9.3 Diferen&ni verze Newtonovy metody pro Fidké tlohy

Diferen¢n{ verze Newtonovy metody pro t{dké tdlohy lze rozdélit do dvou skupin (sloupcové a Féadkové
metody) podle toho jakym zpusobem je organizovan pfiblizny vypocet derivaci. Sloupcové metody jsou
zalozeny na aproximaci sloupcii Je;, 1 < j < n, Jacobiovy matice J pomoci diferencnich vzorcii

[z +dej) — f(x)

)
kde 4 je mald diference (¢ = y/2pr). Je-li matice J fidkd muze nastat piipad, kdy pomoci jedné diference
vektort funkénich hodnot uréime vice sloupcu této matice (podobné jako v oddilu 7.3). Rozdélme sloupce
matice J do k disjunktnich skupin S; C {1,...,n}, 1 <i <k, tak, aby submatice J(S;), sloZené ze sloupcti
matice J patiicich do skupin §;, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak muzeme
vSechny sloupce matice J uré¢it pomoci k diferenci

[z +6vi) = f(z)
1)

kde v;, 1 < i < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

J(z)ej =~

~Ju, 1<i<k

(’U,’)j :6?U121<:>j68i

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice J(S;)). Ziskani rozkladu {1,...,n} = S;U...USy, takového,
aby pocet skupin k£ byl minimalni je slozity kombinatoricky problém, jehoz feSeni se vymyka rozsahu tohoto
textu.

R4dkové metody uréuji jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorci

(@) = 0D = I

Pro kazdy fadek 1 <1i < n, se pocitaji jen ty diference, které odpovidaji nenulovym prvkam (J(z));; # 0.
Numerickym porovnanim sloupcovych a fadkovych metod lze zjistit, ze oba dva typy metod vyzaduji
priblizné stejny pocet operaci ne jednu iteraci. Sloupcové metody jsou algoritmicky néroénéjsi (je tfeba
hledat rozklady sloupcu Jacobiovy matice) ale vzhledem k tomu, Ze se tyto ndrocné operace provadéji
pouze jednou, pred zahijenim itera¢niho procesu, je celkovd doba feSeni o néco kratsi nez u radkovych
metod.

Pouzit{ diferenc¢nich verzi Newtonovy metody je podlozeno teorii uvedenou v oddilu 8.3 (lemma 27).

9.4 Kvazinewtonovské metody pro Fidké dlohy

Kvazinewtonovské metody pro 7idké tlohy pouzivaji aktualizace, které zachovavaji strukturu #idké Jaco-
biovy matice. Oznacme

Vo = {A€R™:Ad=y)
Vo = {AERnanw:()éAw:O}

Podobné jako v oddilu 7.4 mizeme definovat operatory ortogondlni projekce Pg, P do linearnich variet
Vo, Vg predpisem
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Pod = min A+ — Allr

PcA = min ||[AL—A
G A A+ — Allr
Podobné muzeme definovat operator ortogonalni projekce Pgoae do Vg N Vga. Podle véty 81 plati

PocA = Pa(A+ udT)

kde vektor u € R™ je feSenim soustavy rovnic Qu = y — Ad s diagonélni pozitivné semidefinitni matici

n
Q=Y Il Pese]
i=1

kde d’, 1 < i < n, jsou vektory takové, ze d;- =d;, Ji; #0 a dz- =0, J;; = 0. Ozna¢ime-li Ay = P4,
mizeme vzorec PogA = Pg(A + ud”) zapsat formélné ve tvaru

Ty — Ad)e;(d* —
A+_A+Z e " (&S)

kde ¢leny s d° = 0 odpadnou. Metoda, kterd pouzivé aktualizaci (AS) se nazyva Schubertovou metodou a
jelikoz je zobecnénim Broydenovy dobré metody, ma podobné vlastnosti jako Broydenova dobra metoda.
Neni zarucena globélni konvergence Schubertovy metody, takze je Casto nutné itera¢ni proces prerusSovat
a poklddat A, = J,. Je vSak mozné dokézat, ze Schubertova metoda konverguje lokalné @Q-superlinearné.

Lemma 30 Nechf Ay je matice urcend podle (AS). Pak pro libovolnou matici Je Vo N Vg plati

ly — Ad|?

Diikaz Jelikoz J € Vo NVa, Poe je operator ortogondlni projekce do Vg N Vg a AL = PogA, mizeme
pouzit Pythagorovu vétu

1A+ = JNI% = A= JI% - A+ — A%
Jelikoz Vg NVa C Vg, plati Ard =y, takze

ly — Adl| = |(Ay — A)dl| < [[Ay — Alllld]| < [A+ — Allld]]

coz po dosazeni dava tvrzeni lemmatu.

Lemma 31 Necht Ay je matice uréend podle (AS) a necht plati (J5). Pak

[A+ = Jollr < [|A = JllF + Lv/n|d|

Dukaz Oznacme

1
J:/ J(x + Ad)dA
0

stejnym zpusobem jako v ¢&sti (a) dikazu véty 83 (pouzitim véty o stfedni hodnoté) se ukéze, ze plati
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IN

~ 1—
1=l < STVl

By 1_
|J = J4llF §L\/ﬁ||d||

IN

Pouzijeme-li lemma 30, dostaneme

1Ay = Jlp + 1 = Tlle < 4= Tl + 11 = Tyllr <
lA = Jlle+ 1T = Tl + 1 = Tl

Ay = Jollr <
<

coz po dosazeni dava tvrzeni lemmatu

Véta 99 Necht plati (J5) a necht x* € R" je bod takovy, Ze f(x*) = 0 a matice J(z*) je requldrni. Pak
existugi ¢isla 6 > 0, A > 0 takovd, Ze pokud ||x1 — z*|| <9, ||A1 — J1]| < X a pokud plati

[Aid; + fill < @]l fill
Tig1r = x+d;
Aiy1 = Pocdi

Vi € N, kde 0 <w < 1 (nepresnd Schubertova metoda), posloupnost x;, i € N, konverguje k bodu z* € R™.
Jestlize navic ||lw;|| = ||Aid; + fill/| fill — O pak x; — x* Q-superlinedrné.

Dukaz Vysledky dosazené v ¢dstech (a) - (b) dukazu véty 89 muzeme pieformulovat (pomoci okoli) tak,

ze existujf ¢isla § > 0, ¥ > 0 takova, ze pokud ||z — z*|| < 6, ||[(A — J(z))d|| < I||d|| a ||Ad + f|| <@ fl],
kde 0 < w < 1, plati

1-@ 1+w
< ) < —=
I/l <lldll < 7 [nal
kde [ < Ja [|(J)7] <1/La

1f(z+d) <[/l

(kde w < r < 1). Zduraznéme, ze ¢islo 0 < @ < 1 muze byt libovolné zatimco &isla § > 0 a ¥ > 0 mohou
vychdzet mald. _
(a) Zvolme ¢isla 0 > 0 a ¢ > 0 tak, aby platilo

5<1+£1+w)<5

J1—r
a
- J14+w-
= <
6+Lll—r6*ﬁ/\/ﬁ

Necht ||z1 — 2*|| < 0 a [|[(A; — J(z1)|| < 9. Dokézeme indukei, Ze pro libovolny index i € N plati
lz; —a*|| <6 a ||A; — J(x;)|| <. Proi =1 je toto tvrzeni ziejmé. Predpoklddejme platnost tohoto
tvrzeni pro 1 < i < k. Pak plati
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AN

k
. N 14+w
ke =2l < o =+ D ldil| < [la1 — 2 H‘i‘—ZHsz <
1+w i Jl—i—w
Hxl—wIIJr—HflIIZT 1<||561—93||+ llzy =2t <

- J1+w
1+ — <4
5( +11—r>—

IN

IN

a pouzijeme-li lemma 30, dostaneme

l(Aks1 — Jry1)drs1]]
ldk+1ll

A

< N Akgr = Tkl < N Aktr = Jkgallr <

J1+w
I14; hw+Lw§jwn<MF+hm———w<ﬂ

i=1

IN

(b) Podle (a) plati || fis1| < 7| fill <78l f1]| Vi € N, kde @ < r < 1, takze > oo, || fill < 00, >soy [|di]] < o0
atedy il fill = 0, ||di]| — 0 a z; — x*.
(¢) Podle lemmatu 30 plati

y — Ad||? - .

Wogie < 1A= T~ 14y - T =
= (1A= Tl =14y = TIr) (1A= Tle + 45 = Tr) <
< M(JA=Jle - 1Ay - Jlr)

Existence konstanty M plyne z toho, Ze

1A= Jllr + A% = Jllp |A = Jllr + 1At = Jollr + Lv/nlld]| <
2|4 = J||r 4+ 2Lv/n|ld|| <

2[A—Jlp+2Lvn (a7 — 27| + [lz — ™)

IAINCIA

takze podle (a) plati

JA—=Jr+ Ay — J|lr < 209 +4Lyns 2 M
Dale lze psat

|Ay — Jillp < Ay = J|lp + 1T+ — J||F
takze

1A= Jllp = A4 = JTlr 1A= Jlle + 1T = Jlr = 1A = Jellp + 1+ = Jl|r <

1A= Jllr = [ A = T4 llF + Ly/nlld]

coz dava
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 — A;d; — . _ >
Z by AIE < 57 (Jay = e = tim i — Tonalle) + TVEY i) <
=1

Al
— —Jl+w
< M”Al J1||F+ML31 H.I'l—l' ||<OO
Plat{ tedy nutné |ly; — A:d;||/||d;|| — 0, coz spolu s ||w;|| = ||Aid; + fill/llfill — O (stejné jako v dukazu

véty 84) implikuje, ze x; — z* Q-superlindrné.

9.5 Metody zaloZené na aktualizaci nesymetrického trojihelnikového rozkladu

Soustavu linedarnich rovnic As+ f = 0 muzeme Fesit bud piimo nebo iteracné. Piimé feSeni je zalozeno na
pouziti nesymetrického trojuhelnikového rozkladu

PA=LU

kde P je permuta¢ni matice, kterd si vybird tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvka byl co
nejmensi, L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagondle a U je horni trojihelnikova
matice. Nalezeni permuta¢ni matice P a ndasledné urceni struktury trojihelnikovych matic, L a U se
nazyvé symbolickou faktorizaci. Na rozdil od Fidkého Choleského rozkladu (oddil 7.3) nestaci provadét
symbolickou faktorizaci pouze na zacatku itera¢niho procesu, nebot permutace fadku (vybér pivotu) muze
ovlivnit stabilitu elimina¢niho procesu. Da se tedy konstatovat, ze nesymetricky trojihelnikovy rozklad
je casové dosti naro¢ny, takze je vyhodné omezit jeho provadéni. Tato myslenka je zakladem metod
zalozenych na aktualizaci nesymetrického trojuhelnikového rozkladu. Na rozdil od Schubertovy metody,
kde se matice AT vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovskd podminka A,d = y, d = x, — x,
y = f+ — f, se poklddd PA; = LU, a matice U; se vybird tak, aby byla splnéna kvazinewtonovské
podminka

Usd=v2 L 'Py

Jelikoz musi byt zaroven zachovana struktura horni trojihelnikové matice, mizeme pouzit postup popsany
v oddilu 9.4. Vysledkem je aktualizace

" ei(v — Ud)e;d’ —
U+:U+Ze(v.—).e (AD)

kde d*, 1 < i < n, jsou vektory takové, ze dj = dj, Uij # 0 a dj = 0, U;; = 0 (cleny s d* = 0 odpadnou).
Metoda, kters pouziva aktualizaci (AD) se nazyva Dennisovou-Marwilovou metodou. Obvykle se realizuje
tak, ze se provede nesymetricky trojihelnikovy rozklad PJ = LU pak se v m po sobé nésledujicich
itera¢nich krocich pouzije aktualizace (AD). Po m aktualizacich (AD) nebo po vynuceném pieruseni
itera¢niho procesu se opét provede nesymetricky trojihelnikovy rozklad PJ = LU.

Jesté jednodussi metodou je metoda skdlovani fddka. V tomto piipadé se poklddd PA, = Dy LU a
diagonalni matice D se vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka

D, LUd = Py

Zapiseme-li tuto podminku ve tvaru

n
> Dieie] LUd =Py
=1

a prihlédneme-li k tomu, Ze matice D4 je diagondlni, muzeme psat
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el Dyeiel LUd = el Py
1 <i < n, neboli
e/ Py
el LUd

Také metodu skalovani fadku je tfeba po m iteracnich krocich pferusovat s tim, ze se provede nesymetricky
trojuhelnikovy rozklad PJ = LU.

(AR)

T
e; Dye; =

9.6 Nedokonalé diferenéni verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferen¢ni verze Newtonovy metody jsou zalozeny na myslence, ze se piiblizny vypocet derivaci
provadi pouze v nékterych iteracnich krocich. Nejjednodussi je Shamanského metoda, kdy se polozi A = J
a pak se v m po sobé jdoucich itera¢nich krocich pouzivé tatdz matice (A4 = A). Dumyslnéjsi metody jsou
zalozeny na podobném principu jako sloupcové diferenéni verze Newtonovy metody. Opét se urci rozklad
{1,...,n} = S 1 U...USy sloupct matice J do k disjunktnich skupin S;, 1 < i < k, tak, aby submatice
J(S;), slozené ze sloupcu matice J patficich do skupin §;, mély v kazdém raddku nanejvys jeden nenulovy
prvek (oddil 9.3). Pak se v kazdém iteracnim kroku uréuji sloupce matice J patiici pouze do jedné skupiny
a ostatni sloupce se neméni. Konkrétnéji, necht | = modyi (modyi je zbytek po déleni ¢isla i ¢islem k). V
i-tém itera¢nim kroku se pouzije vektor v; takovy, ze

(Ui)j = 6?’[),' =1 7 €S

a pomoci diference

f(z+dv;) — f(x)
)
se urci sloupce matice J patfici do skupiny S;. Sloupce patiici do ostatnich skupin se ponechaji beze
Zmeny.
Tuto metodu, kterd se nazyvéa Liovou metodou, 1ze kombinovat se Schubertovou metodou tak, ze se v
kazdém itera¢nim kroku po urceni sloupcti matice J, patiicich do skupiny S;, provede navic aktualizace

(AS).

Q"-»J’Ui

9.7 lteradni feSeni systémi linedrnich rovnic s nesymetrickou matici
Pro feseni systému linedrnich rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matici A existuje celd fada itera¢nich
metod. Muzeme je zhruba rozdélit na dvé skupiny

e metody s kratkymi rekurentnimi vztahy
e metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy

Vyhodou metod s kratkymi rekurentnimi vztahy (jsou to dvojclenné nebo trojélenné rekurence) je nizky
pocet numerickych operaci a uklddanych hodnot (je jich O(n)). Nevyhodou téchto metod je moZnost
selhéni (déleni nulou) béhem itera¢niho procesu. Metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy maji opacné
vlastnosti. V n-tém iteraénim kroku se pracuje s n vektory dimenze n, coz vyzaduje O(n?) numerickych
operac{ a uklddanych hodnot (teoreticky je zapotiebi k ziskén{ feSeni n iteracnich krokt). Zato nedochdzi
k selhdni béhem itera¢niho procesu (kazdy jeho krok je korektné definovén).

V tomto textu, ktery si necini naroky na uplnost, se budeme zabyvat pouze zhlazenou metodou CGS
pouzivajici kratké rekurentni vztahy a metodou GMRES pouzivajici dlouhé rekurentni vztahy.
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Definice 48 Necht A € R™ "™ je reguldrni matice a f € R", f € R™. Pak iteraéni proces pouzivajici
rekurentni vztahy

s1=0, fi=f, fH=Ff pm=—f, p=-h

g =Api, Gi=ATp;, ai=frfi/pra
Si+1 = Si + aip;
fiv1 = fi + iqi, fz‘+1 = fi+ G, Bi= ﬂﬂlfiﬂ/ﬂrfi

Pit1 = —fir1 + Bibi,  Pi1 = —fis1 + Bibi
pro 1 < i < n, nazveme metodu bikonjugovanych gradienti (BCG) urcenou matici A € R"™" a vektory
fER™ feR".

Véta 100 Uvazujme metodu bikonjugovanych gradienti uréenou reguldrni matici A € R"™ ™ a vektory
fER", feR" Necht flfi #0 a plqi # 0 V1 <i < n. Pak plati for1 = 0 a vektor s, je Fesenim
soustavy rovnic As+ f = 0.

Dikaz Piedpokladejme, ze fini #0aplq #0V1 <i<n. Dokdzeme indukci, ze plat{

(@) prfi=plfi=0 Vi<j<i<n+l1
(3) JZTfi:ffﬁZO Vi<j<i<n+1
(7) Prai=p =0 Vi<j<i<n

Z (08) plyne, ze vektory f;, 1 < i < n (a také fiol1<ic< n), jsou linedrné nezdvislé. Jestlize totiz
Mfi+...+ A fn =0, pak pro 1 < ¢ < n plati

fr Z)\jfj =\ Sl fi=0

Jj=1

a jelikoz fT f; # 0, musi byt \; = 0. Podobné z () plyne, ze vektory p;, 1 <i < n (a také p;, 1 < i <n),
jsou linearné nezdvislé. Jelikoz fn11 = Aspy1+ f (plyne to z rekurentnich vztahti metody BCG), vektory
fi, 1 < i < n, jsou linedrné nezavislé a

=0 Vi<j<n

mus{ platit fr,11 = Aspe1+ f=0.
Pro i =1 (a) — () plati, nebot neni co dokazovat.
(a) Necht ¢ < n. Podle indukénich piedpokladu («) a () plati

P} fivr = D) fi + @ip] ¢ =0
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p] fir1 =p] fi+aip] G =0
V1< j<i.Z(a)a (y) pak plyne
T -7 -7 T < fLfi r
D firr =i fi + ip; @i = —fi fi+ Bicapi1 fi + g4 0

7 7

o .
;i fisr =0 fi+aiv] @ = = [ fi+ Bicapi_ 1 fi + plT(;p;rqi =0
i i

Je tedy p fir1 =0, pl fir1 =0VI <j <.
(b) Necht ¢ < n. Z rekurentnich vztahu metody BCG plyne

fi=-p1
fi=—pj+Bj—1pj—1  V1<j<i

fi=-m

fi=—pi+B-pj-1 VI<j<i
takze podle (a) plati

FLfir1 =01 fis1 =0
fF fivr = =p] firr + Bj—1Pj—1fin =0 VI<j<i
L fir1=—p{ fis1 =0

ijfz‘H = —PJTJEi+1 +Bj—ipj-1fiy1 =0 V1<j<i
(¢) Necht ¢ < n. Z rekurentnich vztahta metody BCG a z (a) plyne

Pigiv1 = B, Apiv1 = —pj Afiy1 + Bib; Api =
s \T
= - (fj+1 - fj) fisr/aj + Bipr g =0
Pravr = pl ATpip1 = —pl AT fipr + Bipl ATp; =

= —(fir1 = £)" firr/aj + Bip) G =0

V1 < j < i. Pouzijeme-li navic (b), dostaneme

1 /s T Pi i 7 fiifin
=T ~T i 41 7T i+1Ji+1 7
Di i1 = __(f'l_f') Jiv1 +Bib; ¢ = —= 1 fir1 + = ——Dp; . =0
i di+ o i+ 7 i+ iP5 i szfz i+1Ji+1 szfz i Y1

. 1 T Z . plq » fEifier oo
Plgi = —— (fix1 = fi)" fira + Bipl @i = — S fl 1 fir1 + WL TG =

Qg ITfi ITfi b

takze pj giy1 =0 apgiy1 =0V <j<1.
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Poznamka 151 Iteracni proces metody BCG muze skoncit difve nez po n krocich. Bud fr = 0 pro néjaky
index k < n (takze dostaneme feseni soustavy rovnic As + f = 0 po méné nez n krocich) nebo fj # 0 a
fkT fr = 0 (principidlni selhdni spoleéné véem metoddm odvozenym z nesymetrického Lanczosova procesu)
nebo fr # 0 a prgr = 0 (selhdn{ vlastnf metodé BCG). V béznych pifpadech k selhan{ nedochdz{ (je
vyjime¢né), mohou vSak nastdvat potize se stabilitou, pokud fx # 0 a fkak ~ 0 nebo fi, # 0 a pi qr ~ 0.

Lemma 32 Necht jsou splnény predpoklady véty 100. Pak vektory f;, 1 < j <i < n, (a také vektory p;,
1 <j <i<mn)tvori bdzi v Krylovové podprostoru

K:i - Span{f’ Af7 L 7Ai_1f}
a vektory fj, 1<j<i<n (ataké vektory p;, 1 < j <1i <n) tvori bdzi v Krylovové podprostoru

Ki = span{f, (A")f,...,(AT)"" ']}

Dikaz (indukci) pro ¢ = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro néjaky index i < n.
Jelikoz f; € K; a p; € K;, dostaneme f;11 = fi + a;Ap; € Kiy1 a pip1 = —fir1 + Bips € Kiq1, a jelikoz
vektory f;, 1 <j<i+1 (ataké vektory pj, 1<j<i+ 1) jsou linedrné nezévislé (dukaz véty 100) tvor{
tam béazi. Jelikoz fz € K; a p; € K;, dostaneme fz+1 = f1—|—ozzA p; € ICH_l apir1 = —fz+1 +Bip; € ICZ_H,
jelikoz vektory fj, 1 <j <i+1 (ataké vektory p;, 1 < j < i+1) jsou linedrné nezdvislé (dukaz véty 100),
tvori tam bézi.

Poznamka 152 Necht jsou splnény predpoklady véty 100. Pak plati

fi=eiAf . fi=eAD)f
pi=—Ui(A)f , pi=—i(AT)f

V1l <i<n+1, kde ¢; a ¢; jsou maticové polynomy stupné nejvyse ¢ — 1. Tyto polynomy lze pocitat
pomoci rekurentnich vztahtt 1 = 1,91 =1 a

Yi4+1 = %‘—az‘sz‘
Yiv1 = @ir1+ B

1 <i < n. Plyne to bezprostiedné z rekurentnich vztahu metody BCG.
Koeficienty o; a §;, 1 < i < n, lze vyjadiit pomoci polynomu p; a ¥;, 1 < i < n, tak, ze

ff _ ' fafi _ FTeln(A)f

Q; = 2 = —= P = = = =
pi AP JTAQI(A)f fi i Frei(Af
nebot matice A a polynom 1;(A) komutuji). Jelikoz koeficienty a; a 8;, 1 <14 < n lze pouzit také k urcen{
polynomu gpl( ) a ?(A), 1 <i < n, mizeme definovat novy iteraéni proces 5, € R", 1 <i < n + 1 tak,
aby platilo f; = A3; + f = p?(A)f, 1 <i<n+1.

Lemma 33 Necht maticové polynomy p; a ¥; spliiuji rekurentni vztahy

SOIZIa 1/}1:-[
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Vir1 = @i — A
Yir1 = @ip1 + B

pro 1 < i < n. Pak maticové polynomy o3 a ? spliuji rekurentni vztahy

@?ZI, ¢%:L 9011/)121

Yir1¥s = @b — AY]
O = ©f — Ak + piv1ti)
Pir1¥ir1 = Piy1 + Bipir1ti
P = e + Bilpit + Bivy)

prol <1< n.
Dikaz Vyndsobime-li rekurentni vztah pro ¢;11 polynomem 1;, dostaneme

ir1¥i = @ity — a; A7

Umocnime-li vztah pro ¢; 1, dostaneme

Oy = 9 —20Api; + ol AT = 0F — 0 A(2pith; — 0 AYY)) =
= 7 — i Alpithi + pir1ts)

Vynasobime-li rekurentni vztah pro ;4 polynomem ¢; 1, dostaneme

Pit1tir1 = Oy + Biir1¥s

Umocnime-li vztah pro ;1, dostaneme

Vi = Ph + 28t + BiY7 = 0+ Bipinii + Bilpint + Bil) =
= @it1¥it1 + Bileiv1v + Biy)

Polozime-li nyni f; = @7 f, pi = ¥ f, vi = AVZf = Api, wi = oithif, ¢ = pip1if = i — oy,
dostaneme rekurentni vztahy, které jsou zakladem metody CGS.

Definice 49 Necht A € R™ "™ je reguldrni matice a f € R", f € R™. Pak iteraéni proces pouzivajici
rekurentni vztahy

§IZOa ?1:.](‘7 p1:f7 U1:f

v = Api, i = fUf
i = u; — Q;v;
Sip1 =35 —aq(u; + qi)

fis1 =[fi —Alui+q), Bi= fT7i+1/fT7i
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Uiyr = fiy1 + Bids
Piy1 = Uiyt + Bi(qi + Bips)

pro 1 < 1@ < n, nazveme umocnénou metodou sdruZenych gradientu (CGS) uréenou matici A € R™™*™ a
vektory f € R™, f € R™.

Poznamka 153 Jsou-li splnény predpoklady véty 100 plati

IF:ll = Ne? (A FI < N Dllles (A £l = Nl (ANl

1 <i < n+1, takze metoda CGS najde fesen{ soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvyse n krocich (|| fn41]] =0
podle véty 100).

Vyhodou metody CGS je to, Ze nepouzivé transponovanou matici, coz je nutné pro konstrukei diferen¢nich
verz{ nepiimé Newtonovy metody, kdy se ndsobeni J(x)v nahrazuje diferenc{ (f(z+dv)—f(z))/é. Nevyhodou
metody CGS (stejné jako metody BCG) je to, ze neni zalozena na zZadném minimalizaénim principu. Normy
rezidui nemaji monotonni priubéh a mohou dosti silné oscilovat. Proto se pouzivaji dalsi ipravy metody
CGS zalozené na zhlazeni norem rezidui.

Lemma 34 Necht f;, i € N, je posloupnost rezidui urcend metodou CGS. Necht fi = f, a
_T —
CFiai =T

Ao = -
i = Fisall

firn = fi tNilfi = fiv1)
1 <i<n. Pak plati
A; = arg i [ fiv1 +A(fi = fiza)ll

1 <i <, takze || fiz1]] < || fill (normy rezidui monotonné klesaji) a || fiza|| < || fisall (Fesend je nalezeno
po nejvyse n krocich,).

Dukaz Ziejmé pro 1 < i < n plati
— -7 — —
[ fisall? = 1 Figall? + 20 Figr (fi = Fir) + X2 = Figa P
tato kvadratickd funkce nabyvd minima pro \; = —ETH(fi — fis)/ I fi = Fisall®

Rekurentni vztahy pro f; (lemma 34) spolu s odpovidajicimi rekurentnimi vztahy pro s; jsou zékladem
jednoduse zhlazené metody CGS.

Definice 50 Necht A € R™*" je reguldrni matice a f € R™, fe R™. Pak iteracni proces

31207 g1:07 flzfa 71:f7 p1:f7 U1:f

w=Ap o= FT
qi = U; — Q;0;
Sit1 =8 — ai(u; + qi)
Fin =T —ailui+ @), Bi= " fir/fT T,
Uir1 = fip1 + Bidi
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Pit1 = Wip1 + Bi(qi + Bipi)
T —

?H—l(fi: fi+1)
I fi = FialI?

Sit1 = Sit1 + Ai(8i — Sit1)

i =

fi+1 = fi+1 + )\z(fz - f¢+1)
pro 1 <14 < n, nazveme jednoduse zhlazenou metodou CGS (SSCGS) uréenou matici A € R™*™ a vektory

feR" feR".

Ackoliv normy rezidui jednoduse zhlazené metody CGS maji monotonni prubéh, pro konstrukei metod
s lokélné omezenym krokem je vhodnéjsi dvojnasobné zhlazend metoda CGS.

Definice 51 Necht A € R™ ™ je requldrni matice a f € R", f € R™. Pak iteraéni proces

51:07 51207 f1:f7 71:f’ p1:f7 ulzf

vi=Api, =TT/ v
Qi = Ui — 040
Siv1 =8 — a;(ui + q;)
Ffirr=Fi— Al +a),  Bi=f"Fi/f"Fi
wiv1 = fipr + Bidi
Pit1 = ui+1 + Bi(qi + Bipi)
i, )" = arg [/\7;?]1}21%2 ||7i+1 + A(fi — ?i+1) + g |

Si+1 = i1 + Ni(8i — Sit1) + pipi

fit1 = ?i+l + Ni(fi — 71'4-1) + 1V
pro 1 < i < n, nazveme dvojndsobné zhlazenou metodou CGS (DSCGS) uréenou matici A € R™ " a
vektory f € R™, f € R".

Poznamka 154 Vektor [\, i;]7 realizujfcf minimum normy || f;+1|| mizeme uréit podle vzorce

[ A } - VIV VI T
i
kde Vi = [fi— fi1,vi] € R™*2 (odvozen{ tohoto vzorce je analogické odvozenf vzorce pro \; v lemmatu 34).
Dosadime-li toto vyjadieni do vztahu pro f;;1, dostaneme f; 11 = Pifiﬂ, kde P, =1 — Vi(ViTVi)_l\/;T je
matice ortogonalni projekce do podprostoru generovaného vektory f; — f; 11 8.

Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, ze se pouziva predpodminéni. Vzhledem k tomu,
Ze pii nepresném feSeni soustavy rovnic As + f = 0 nds zajima reziduum As + f, pouziva se pravé
predpodminéni, coz znamend, ze se fesi soustava rovnic AC~15 4+ f = 0 s piedpodmiiiovaci matici C~!
a pak se pokladd s = C~15. Jelikoz tipravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky stejné uvedeme
pouze predpodminénou verzi metody DSCGS, kterd pouziva rekurentni vztahy

s1=0, s51=0, fi=f fi=f p=f w=f
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vi=AC "p;, i = [T/
qi = Ui — QU5
Sit1 =5 +C 7 ui + q;)
7i+1 = 71 + aiAC’_l(uZ- +q), Bi = J;T7¢+1/fT7i
Uiy = fiy1 + Bids
pit1 = Ui+1 + Bi(qi + Bipi)
P\i,Ni]T = *(ViTVi)ilviTﬁH
Si41 = Si1 + Ai(8; — Sig1) + 1C i
fir1 = Fiva + Ni(fi = Figq) + v
pro 1 <i<n, (zde V; = [f; — fipq1,vi] € R™¥?).
Piedpodmiiiovaci matice se obvykle voli tak, aby platilo C ~ A. Pak matice AC™! ~ I je lépe
podminéna. Velmi u¢inné je predpodminovani pomoci neuplného trojihelnikového rozkladu.
P(A+E)=LU

kde L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagondle, U je horni trojihelnikovd matice,
P je permuta¢ni matice a F je matice zahrnujici vliv potlacovani nové vznikajicich nenulovych prvku.
Permutacéni matice se voli tak, aby matice PA méla nenulové prvky (pivoty) na hlavni diagondle.

Nyni se budeme zabyvat metodou GMRES, ktera patii mezi metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy.
Princip metody GMRES spocivd v tom, Ze se generuji ortogondlnimi vektory ¢;, 1 < ¢ < n, tak, Ze g;
1 < j <4, tvoif bazi v Krylovové podprostoru ;. Vektor s;1 € R™ se voli tak, aby platilo

i = in || A M
Sit1 arg;gl,gll s+ fll (M)

Metoda GMRES je tedy zalozena na minimalizaénim principu, coz znamend, ze normy rezidui monotonné
klesaji.

Ortonormaélni vektory g;, 1 < ¢ < n se generuji pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.
Klasicky Gramuv-Schmidttiv ortogonalizaéni proces pouziva rekurentni vztahy

Bign = f

41 = Agi

_ T,1
Qi = G5 441
J+L g

j } 1<j<i
TGiy1 = Qi1 — Qjidy

i1
Bi+1Gi+1 = qi11

1 <1 <n—1, kde koeficienty §;, 1 < i < n se vybiraji tak, aby vektory ¢;, 1 < i < n, mély jednotkovou
normu. Stabilnéjsi je modifikovany Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Brqn = f

41 = Agi
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T.J
0 =G G4 .
J.J_f_l 7Jj2+7 o }1§]§2
Qi1 = Q1 — O5idy
i+1
Bit1Giv1 = q;L
1 <4 < n—1. Gramuv-Schmidtuv ortogonalizacni proces generujici ortonormalni béze Krylovovych
podprostoru K;, 1 < i < n, se také nazyva Arnoldiovym procesem uréenym matici A € R™*"™ a vektorem

feRr™
Oznacéime-li Q; = [q1,¢2,---,qi] a
11 12 e (65T
B oy ... Qg
H, = 0 B3 ... az;
0 0 ... By

(H; € R+ je horni Hessenbergova matice), miizeme Arnolditiv proces zapsat v maticovém tvaru

AQ; = Qi1 H;
Polozime-li s;11 = Q;z;, kde z; € R™, plati

[Asit1+ fll = [[AQizi + fl| = [|Qix1 Hizi + Qiva(Brer)| = [[Hizi + Brea|

takZe minimaliza¢ni podminku muzeme zapsat ve tvaru
i = arg wuin |[Hiz + e ()
z L

Véta 101 Necht K; # Kj11, 1 < j <14, K; = Kix1 a necht plati (M). Pak As;t1 + f = 0.

Diikaz Uvazujme ArnoldiGv proces uréeny reguldrni matici A € R™*" a vektorem f. Jestlize K; # K11,
1<j<ialk; =K1, pak vektory ¢;, 1 < j <1, jsou linedrné nezavislé a (3,11 = 0. Plati tedy

AQi = Q:H;
kde H; € R je horni Hessenbergova matice, kterd vznikne z matice H; € RUG*D vyskrtnutim
posledniho fadku. Jelikoz matice AQ; ma linedrné nezdvislé sloupce a A je regularni), je matice H,
reguldrni a existuje feSeni soustavy rovnic H,;z; + f1e1 = 0. Polozime-li 5,41 = @Q;z; plati

X1

[Asisr + fIl = [ Hizi + Brea] =0

Disledek Metoda GMRES nalezne FeSeni soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvyse n krocich. Jestlize totiz
K;j # Kjt1, 1 < j < n, pak nutné K, = K41 = R". Metoda GMRES nemuze selhat, nebot 3;41 = 0
implikuje As;4+1 + f =0.

Abychom mohli uréit vektor z; vyhovujici podmince (M), je tieba provést ortogonalni rozklad

Pi(H;zi + fier) = [ R;)l ] 2z + [ ﬁhil ]
it

kde P, = P;P;_1...P; je soucin Givensovych matic elementarnich rotaci a

P11 P12 .- Pl Z;
R, = 0 p22 ... p2 |, hi=

Je to postup, ktery byl jiz pouzit v metodé LSQR (oddil 7.8), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze vysledné rekurentni vztahy metody GMRES.
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Definice 52 Necht A € R™*" je requldrni matice a f € R™. Pak iteracni proces

b =f, =55
a
1
4iv1 = Ag;
_ T 1 2 1 —
@15 = 41 4441, qiv1 = 941 — @1iq1
T, J+1 _ j .
Qi = G5 5415 Qir1 = Qi1 — Q5igj o

Pi—1i = Aj_105 15 + Tj 10 1<j<i
Qji = —Aj_ 10515 + Tj—10y;

il
Bit1Gi+1 = i1,

pii = /@i + B7p

)\i _ i7 T = ﬂerl
Pii Pii
i = Nl Niy1 = —Til;

1 <i < n, nazveme metodou GMRES uréenou matici A € R™*" a vektorem f € R™.

Pouzivdme-li metodu GMRES, muzeme minimaliza¢ni podminku pfepsat ve tvaru

[%}”{ﬁhﬂm

Plati tedy R;z;+h; = 0 (matice R; je horn{ trojiihelnikovd) a poloZime-li s; 11 = Q;2;, plati || As;1+f || =
M1l Cisla [7;], 1 < i < n+ 1, jsou tedy normy reziduf f; = As; + f, 1 <i < n+ 1. Jakmile metoda
GMRES ziska dostatecné, malé rezidium |(7;,,| < @||f||) muzeme proces ukoncit a polozit s;11 = Q;;,
kde R;z; + h; = 0.

Metodu GMRES miuzZeme ruznym zpusobem modifikovat. Generujeme-li ortonormélni bézi v po-
sunutych Krylovovych podprostorech

2z; = arg min
‘ ngR”

AK; = span{Af,... A'f}

odpadne pouziti ortogonalniho rozkladu. Vektory ¢;, 1 < j < i se opét uréuji pomoci Gramova-Schmidtova
ortogonaliza¢niho procesu, takze plati

AQi—l = QiHifl

kde H;_1 € R**(=1) je horni Hessenbergova matice. Zvolime-li vektor ¢; tak, Ze f1q1 = Af, mizeme psat

[Af, AQi—ﬂ = Qi[ﬂlel, Hi—l] = Qi R;

kde
Bi o aip ... o1
0 fBo o ... i1
R, = 0 0 fBs ... «agi—a
0 0 0 o B;

(R; € R™ je horni trojiihelnfkovd matice). Polozime-li
sit1 = [f, Qi-1]2i
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plati s;11 € K;, nebot vektory f a gj, 1 <j <¢—1, jsou linedrné nezavislé. Déle plati

|Asit1 + fll = [[Af, AQi—1]zi + fl = [|QiRizi + f]|
takze minimaliza¢ni podminku muzeme zapsat ve tvaru
z; = arg min [|[Q; R;z + f|
zER?
Normaln{ soustava rovnic pro tento problém nejmensich ¢tvercii ma tvar RI' QT Q;R;z; + RI QY f = 0,
takze
Riz + Qle =0
coz po dosazeni do vzorce pro reziduum dava

firn=Asip+ =T -QQ))f = fi—aq f
Jelikoz z ortogonality plyne ¢! Q;_1 = 0, mizeme psat ¢l fi = ¢F (I — Qi—1QF ) f = ¢F' f, coz dava

fiv1=fi—ad] fi
Tento vzorec zlepSuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosazené vysledky, muzeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.

Definice 53 Necht A € R"*"™ je reguldrni matice a f € R™. Pak iteracéni proces

fi=F, Briqr = Af

a
Yi = q;'Tfi
Jiv1 = fi —vidi
i1 = Agi
T,.J
i =q; q .
BN SET L
Qi1 = G411 — Ajidy

Bi1Gi+1 = q. 11
1 <1 <n—1, nazveme modifikovanou metodou GMRES uréenou matici A € R™*™ a vektorem f € R™.
Jakmile modifikovand metoda GMRES ziskd dostatecné malé rezidium (|| fix1|| < @||f||), mizeme proces
ukonéit a poloZit s;v1 = [f, Qi—1)zi, kde

Bi o ... i "
0 B2 ... Qo _ Y2

Poznamka 155 Zakladni i modifikovanou metodu GMRES lze snadno pfedpodminovat (pouzivé se pravé
predpodminéni). V tomto pifpadé se misto matice A pouzivd matice AC~! a vektor s;;1 € R" se uréuje
podle vzorce

Sit1 = *CilQiRi_lhi

(zdkladni metoda) nebo

siv1 = —Cf, Qi1 R7QT f

(modifikovand metoda). Pfedpodminovaci matice C~! se opét voli tak, aby platilo C' ~ A.
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9.8 Metody s lokadln& omezenym krokem

Poznamka 156 Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES miuzeme pouzit ke konstrukei nepfesnych
metod s lokédlné omezenym krokem. V tomto piipadé se generuje posloupnost vektora ;41 € R™, 1 <1i < n,
které aproximuji feSeni soustavy rovnic As + f = 0, a pak se pokladd s = s;41, pokud ||s;+1|| < A a
1ot < BIfI, 0 < @ < 1, nebo s = s + aqlsisr — s1) a sl = A, pokud s5]] < A, If;]] > @ilf]l
1<j<i,alsit1]|| > A. Tato volba zfejmé spliiuje podminky (T1a), (T1b) metody s lokdlné omezenym
krokem (definice 46). Navic je tfeba zformulovat predpoklady, aby byla splnéna i podminka (T1c), neboli

11l = lAs + fI| = 2| As]))

kde o je ngjaka konstanta. V dalsim textu budeme predpoklddat, ze matice A spliiuje podminku || — A <
7 < 1, coz lze docilit vhodnym piedpodminénim (misto matice A se pouzivd matice AC~! takova, ze
I —ACTY| <v<1).

Lemma 35 Necht ||[I — A|| <7 < 1 a necht s,41 € R™, i = 1,...,n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS. Pak

1A% = Nlrisall* = n? (1112
kden=(1-7)/(1+7).

Dukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze

e
IfTAfl > ;IIfIIHAfII = nl[fIIIIAF]

1+
Podle predpokladu plati

FPAfL = 1T f = T A=A 2T = 1T = A)f]
LI = 1 = A[ILFI? = (1= D)1

v

[ASIE< I+ = Al < @+ D) S]]

coz dohromady dava dokazovanou nerovnost.
(b) Protoze posloupnost norem rezidui metody GMRES i dvojndsobné zhlazené metody CGS je nerostouct,
stac¢i dokazat, ze

[ Y = 8

Uvazejme nejprve metodu GMRES. Jelikoz s; = 0 a K; = span{f}, plati
= 1 A
Ira| = min |A(uf) + £
7 podminky optimality

A . .
p1 = argmin [|A(uf) + f|I* = argmin(u®|| Af|? + 2ufTAf + || fI*)
HER HER

dostaneme 1 = —fTAf/||Af||? takze pro normu residua ro plati
o UTAD? e JUTAP? e GTAR?
72| A7 IAS]l A 1% = 11l ||Af||2||f||2”f”

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzen{ lemmatu pro metodu GMRES. Uvazujme nyni dvojndsobné
zhlazenou metodu CGS. Pak plati

C min Fe M7 . o "
72| [A’ﬂggmﬂrﬁ (f = 72) + porl| < min|f + poy|| = min ||f + pAf|

(po dosazeni A\ = 1) coz dava stejny vysledek jako v pripadé metody GMRES.
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Lemma 36 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 35 a necht s € R™ je vektor uréeny metodou GMRES
nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS tak jako v pozndmce 156. Pak plati

IfIl = 1As + fl| > 20| As]|
kde 20 = n*/8.
Dikaz (a) Necht ||s;+1]] < A a ||ri+1]| <@/ f]|. Pak podle lemmatu 35 plati

20£0 AL = Nrisall) > 1% = lrasal® > n?[L£1

coz dohromady z odhadem A|s|| < [|As|| < 2|/ f|| dava

1 1
171 = lreall 2 52171 2 2]
(b) Necht ||s;i+1]] > A ai > 1. Pak plati s = 7;8;41 + (1 — 73)s; s 0 < 7; < 1, takze
[As + fll = [ITi(Asis1 + ) + (L= 7:)(Asi + )| < 7illragall + (1= 7)|7i]l

a lemma 35 spolu s odhadem A||s|| < ||As|| < 2| f|| dava

1
I = olAs]

DN | =

£ = [[As + £l = 7 (1A = lraseall) + 0 =7 (LI = Nrall) >
(c) Necht ||s;i+1]] > A a i = 1. Pak plati s = 7182, kde 0 < 73 < 1. Muzeme tedy psat
11> = As + fIIP = IFI? = 72l Asal® — 271 /T Asy — || £
—7'12||A82||2 — 2TlfTA32 Z T1 (—||A82||2 — 2fTA82)
= 7 (IFI” = | As2 + f11?)

(nebof 72 < 7 pro 0 < 71 < 1), nebo

2 AN = 1[As + £11) I£1Z = 11As + I = 71 (LFI1* = llr2]l)

T LA = D2l

2
>

takze 1 L
A1 = 1As + £l = 5 (Ul = lirl) = Zﬁﬂ2||f||

jako v pfipadé (a). Plat{ tedy
21 = [lr2 = fII = [|Asz]|

coz po dosazeni do pfedchozi nerovnosti dava
L L,
171 = 145 + 71l > gl Asall = o) As

Véta 102 Necht ||[I — A;|| <7 <1,i€ N anechts; € R, i € N, jsou smérové vektory uréené metodou
GMRES nebo dvojndsobné zhlazenou metodou CGS tak jako v poznamce 156. Pak jsou splnény podminky
(T1a)-(T1c) a smérové vektory s; € R™, i € N, miuZeme pouZit ke konstrukci nepresné metody s lokdlné
omezenym krokem. Je-li tato metoda aplikovdna na funkci f : R™ — R™ vyhovugict predpokladum (J3)-(J5)
a spliiugi-li matice A;, i € N podminky (A5)-(A4), plati x; — x* a f(x*) = 0.

Dukaz Tvrzeni véty je bezprostfednim dusledkem lemmatu 36 a véty 90.

Metodu GMRES nebo dvojnédsobné zhlazenou metodu CGS muzeme také pouzit ke konstrukei metod,
které se nazyvaji metodami psi nohy. V tomto piipadé se generuji vektory s;41 € R", 1 < i < m, kde
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m < n (obvykle 1 < m < 3). Jestlize pro néjaky index 1 < i < m plati ||s;+1]] < A a || fixa| < @ f]],
0 <@ < 1, pokldddme s = s,41. Jestlize pro n¢jaky index 1 < ¢ < m plati ||s;]| < A, ||f;]| > @[]
1<j<i alsit1] = A, pokldddme s = s; + a;(s;41 — $;) tak, ze ||s|| = A. Nenastane-li ani jeden z téchto
piipadi uréime pomoci nékteré piimé eliminacni metody FeSeni s* € R™ soustavy rovnic As+ f =0 a
pokldddme s = $p41 + @ma1(8* — S$ma1). Jednoduse se dé ukézat (podobné jako v diukazu lemmatu 36
nebo v ditkazu lemmatu ?7?), ze pokud plati A > ~||f|| nebo [fTAf| > €||f|l||Af]l, je splnéna podminka

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika realizaci diferen¢ni verze Newtonovy metody pro ridké
ulohy (DSCGS znaci dvojnasobné zhlazenou metodu CGS, GMRES(30) nebo GMRES(10) zna¢i metodu
GMRES restartovanou vzdy po 30 nebo 10 krocich Arnoldiova procesu, S zna¢i metodu spadovych smeér,
T znac¢i metodu s lokdlné omezenym krokem a LU znadi predpodminovan{ pomoci neidplného LU rozkladu)
pro Feseni 18 rozséhlych fidkych systému nelinedrnich rovnic se 100 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty
iteraci NIT a funkénich hodnot NFV, jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT-NFV | cas
Newtonova + DSCGS (S) 330-2010 | 8.07
Newtonova + DSCGS (S + LU) 235-1184 | 3.79
(30) (S)
(

Newtonova + GMRES(30) (S 346-2081 | 14.78
Newtonova + GMRES(10) (S + LU) 235-1184 | 3.85
Newtonova piimé (S + kompletni LU) | 238-1200 | 5.21

Newtonova + DSCGS (T) 431-1851 | 8.96
Newtonova + DSCGS (T + LU) 234-1050 | 3.79
Newtonova + GMRES(30) (T) 337-1570 | 13.07

Newtonova + GMRES(10) (T + LU) 236-1061 | 3.95
Newtonova pfima (T + kompletni LU) | 221- 975 | 5.00

V dalsi tabulce je uvedeno srovndni nékolika metod (diferenéni verze Newtonovy metody pro {dké dlohy,
Schubertova kvazinewtonovskda metoda, pétikrokova Broydenova metoda s omezenou paméti, diferenéni
verze nepresné Newtonovy metody, Liova metoda se Schubertovou aktualizaci) realizovanych s lokalné
omezenym krokem s metodou DSCGS bez predpodminéni pro feSeni 18 rozsahlych fidkych systému ne-
linedrnich rovnic se 100 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot NFV,
jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT-NFV | cas

Newtonova 389-1784 | 7.58
Schubertova 739-1288 | 10.98
5 - Broydenova 647-1322 | 12.03
Nepiesnd Newtonova (diferencnf verze) | 517-6668 | 15.65
Liova s aktualizaci 681-1592 | 11.09

10 Optimalizace dynamickych systémii

Uvazujeme tlohu s ucelovou funkef

F(z) = t lfA(y(x,t),t) dt + fry(z,t1)) )
kde
dy(d:i, ) _ fs(@,y(z,t),t),  ylz,to) = fr(x). D)
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Piitom z € R", y : R™ X [tg,t1] — R"S, FF : R* — R, fa : R™ X [to,t1] — R, fr : R"S — R,
fs: R™ x R"S X [to,t1] — R™S, fr: R™ — R™s. Odstranén{ integrélu:

F(x) = Fa(z,t1) + fr(y(z, t1)) ©)
kde
dy(dxt’ t) = fS(-fE,y,t), y($,t0) = f](x)
CWAT(?@ = fa(y,t), Fa(z,tp) =0 D)

Celkem se fesi ng + 1 diferencidlnich rovnic v pfimém sméru. Staci spocitat hodnoty na konci intervalu.
Uloha (O) 4 (D) se fes{ pomoci gradientnich optimaliza¢nich metod (CG, VM, N) proto je tieba pocitat
derivace ucelové funkce. Predpoklady:

(A1) Existuje spojité feseni systému (D) na intervalu [tg,t1] kdykoliv x € X C R™.
(A2) Funkce fa, fr, fs, f1r jsou dvakrat spojité diferencovatelné na X C R™.

Pritom X C R"™ je oblast obsahujici vSechny body z; € R™ ¢ € N, ziskané béhem itera¢niho procesu.

10.1 P¥imy vypolet gradientu

Ozna¢me u(z,t) = dy(z,t)/dz, takze u : R™ x [tg,t1] — R™S*". Derivovanim (O) a (D) dostaneme

Ofr(y(x,t1))

gT(x) = gg(x,tl) + Tu(m,tl) (o)
kde
d ) 5 ;
T
dgAétx,t) _ aan(jt)“(x’ B, gT(ote) =0 -

Piitom ¢ (z) = dF (z)/dz, g% (x,t) = dFa(x,t)/dz. Celkem se fesl (ng + 1)(n + 1) diferencidlnich rovnic
v piimém sméru.
10.2  Zpétny vypocet gradienti

Necht p(t) je libovolnd funkce takova, ze p : [to,t1] — R™ a necht y(x,t) je FeSeni systému (D), takze
fs(z,y,t) — dy(x,t)/dt = 0 pro t € [to,t1]. Pouzijeme-li (O), muzeme psét

“ dy(x,t
@) = [ a0 + 500 = L2y art oy o)
to
a pouzitim pravidla integrovani per partes dostaneme
t1 doT (t
F@) = [ a0+ 0 O+ DDy o)
to

+p" (to)y(z, to) — p* (t1)y(x, t1) + fry(z,t1)) .

Nyni muzeme F(z) derivovat podle z, takze
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oy = [*{[2a o stet) 0] dite

dy dy dt dx
_"_pT(t)afS(;;yat)} dt
+pT(t0)df(fiix) + |:8fT(ya(57t1)) _pT(tl):| dy(;;tl) )

Zvolime-li funkci p(t) tak, aby vypadly vSechny ¢leny s dy(x,t)/dt, ¢ili tak, ze
_dp(z,t) _ Ofs(x,y,1) dfa(y,t)

0
i Ay )'p(a, ) + (Ty)T, p(z,t1) = (W)T
pak plati
gT(x) _ /t 1pT(x7t)%x’y’t) dt+pT(‘T’t0)dfCIl—§3x) .
Dohromady to lze zapsat takto
ole) = 3ate.t0)+ (Lot o) (03)
kde
d Ofs(x o 9
_ p(d:i,t) _ fs(a?;y,t))Tp(xth(an(yyvt))T’ p(x’tl)_(fT(ya(yx,tl)))T
a
dg o -
_ QACEZE,L‘) —( fs(;;;y,t))trp(t), Galz,t1) =0 ©3)

Celkem se fesi ng + 1 diferencialnich rovnic v pfimém sméru a 2ng + n diferencidlnich rovnic ve zpétném
smeru.

10.3 P¥imy vypolet Hessovy matice

Oznacme v(z,t) = du(z,t)/de = d®y(x,t)/dz?, takze v : R X [to,t1] — R">*™*". Derivovénim (O1) a
(D1) dostaneme

% fr(y(z,t1)) Ofr(y(z,t1)) a3

G($) = GA(l',tl) + uT(Z‘,tl) ayz u(x,tl) + ay U(.’E,tl) (03)
kde
d’l}(l‘,t) _ 8f5(x,y,t)

dt B dy v(@;)

0 fs(z,y,t O fs(z,y,t
+ [P0 g ) 4 TG )

82f5'(x7yat) 82f5'($7yat)
+ Ox0y w(@,?) + Ox2 ’

d2

o, to) = T
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2
dG,il(tx,t) _ uT(x,t)%y(zy’t)u(x,t) 4 %ﬁ’t)v(x,ﬂ, Calata) = 0 3

Pritom G(z) = d*F(x)/dx? a G a(x) = d® fa(x,t)/dx?. Celkem se fesi (ng + 1)(n? +n + 1) diferencidlnich

rovnic v pfimém sméru.

10.4 P¥ima aproximace Hessovy matice (soulet &tvercti)

Falw1) = 3 ((est) — 2O) WOyl 1) — =(2)

D —wyiwte - =), YD
a podobné
fr(y(z, 1)) = %(y(x,tl) = 2(t1)) T Waly(z, t1) — 2(t1))
78fT(ya(yx,t1)) =Wi(y(x, t1) — 2(t1)), Oyt t)) fT(ayy(f’h)) =W
Piitom z : [to,t1] — R™, W : [to,t1] — R"5*™s (SPD) (obecné Wy # W(t1)). Jestlize F(z) — 0, pak

nutné y(x,t) — 2() takze Ofa(y(x,t),t)/0y — 0 a dfr(y(x,t1))/0y — 0. Muzeme tedy zanedbat tyto
¢leny v (03) a (D3). Dostaneme tak

G(x) =~ B(x) = Ba(z,t1) +u”l (z,t1) Wiu(z, t;) o)
kde
dBAT(tx’ﬂ = uT(a:,t)W(t)u(x,t), Bua(z,to) =0 o3)

Celkem se fesf (ng + 1)(n + 1) + n? diferencidlnich rovnic v pffmém sméru.
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11 Zaklady nehladké analyzy

11.1  Konvexni mnoZiny

Definice 54 Reknéme, Ze mnozina C' € R™ je konvexnd, jestlize z x € C, y € C plyne
A+ (1= Ny eC, (18)
pokud 0 < X < 1.

Poznamka 157 Vztah (18) muzeme zapsat ve tvaru

y+ Az —vy) eC.

Definice 55 Nechi m > 1, z; e R", \; >0, 1 <i<m, A1 +...+ A\, = 1. Pak bod

m
T = g Ai,
i=1

nazveme konvexni kombinaci bodu x; € R™, 1 <i < m.
Véta 103 Mnozina C C R™ je konvexni prdavé tehdy, obsahuje-li vSechny konvexni kombinace svyjch bodii.

Dikaz Obsahuje-li mnozina C' vSechny konvexni kombinace svych bodi, obsahuje téz konvexni kombinace
tvaru (18), takze je konvexni. Opac¢nou implikaci dokédzeme indukci. Predpoklddejme, ze C' obsahuje
vSechny konvexni kombinace svych m bodu, kde m > 1 (pro m =1 je to zfejmé, nebot z; € C' a A\; = 1).
Pakproz; € C, A; >0, 1 <i<m+1, A\ +... 4+ Apr1 = 1 mlzeme psit

m—+1 m

Z N = Z i + )\m+1xm+1 = (1 — )\m+1).’17:n+1 + )\m+1xm+1 S C,

i=1 =1
kde

/ . Ai A . /
Lip41 = Z Zm,i)\xl = Z)\le eC,
i=1 j=17" i=1

nebot x; € C, A, >0, 1<i<m, \{+...+ A, =1 O

Veéta 104 Priunik konvexnich mnozin je konvexni mnoZinou.

Dikaz Necht C' = ﬂC’i, kde C; C R™ jsou konvexni mnoziny. Necht x € C, y € C. Pak plati x € C; a
y € C; Vi a tedy Az jk (1 —XNy € C; Vi pokud 0 < A < 1. Odtud plyne, ze Ax + (1 — Ny € C. O
Véta 105 Linedrni kombinace konvexnich mnozin je konvexni mnozinou.

Dukaz Necht C' = ). \;C;, kde C; C R™ jsou konvexni mnoziny. Necht z € C, y € C. Pak pro0 <A <1
plati

A+ (1= Ny =AY Az + (1= Ny =Y N+ (1= Ng) 2 iz,

?

Jelikoz x; € Cy, y; € Cy, plati z; = Az; + (1 — N)y; € C; takze Az + (1 — Ny € C. O
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Definice 56 Konvexnim obalem mnoZiny C C R"™ nazveme prunik
conv C' = ﬂ Cy
[e3

vsech konvexnich mnozin C, € R™ obsahujicich C.
Poznamka 158 Ziejmeé plati C' C conv C.

Véta 106 Konvexni obal mnoziny C C R™ je mnoZina vSech konvexnich kombinaci bodu z C, tedy vSech
bodu tvaru

y=>_ X\, (19)
i=1
kdem>1,x;,€¢C, X\ >0,1<i<m, \1+...+ A\, =1.

Diukaz Necht C je mnozina viech konvexnich kombinaci bodi z C. Jelikoz C je konvexni, plati conv C' ¢ C.
Necht y € C, takze y = \yx1 + ... + Az, kde z; € C, N\; > 0,1 <i<m, A\ +...+ Ay, = 1. Jelikoz
x; € Cy, 1 < i < m, pro kazdou konvexni mnozinu C, C R™ obsahujici C, plati

yeconvC':ﬂCa,

coz dava C C conv C O

Véta 107 (Caratheodory) Necht y € conv C, kde C C R™. Pak existuje nejvyse n + 1 bodu z; € C,
1 <i<n+1, takovych, Ze y je jejich konvexni kombinact.

Dukaz Dokézeme, ze pokud plati (19) s m > n + 1, lze vzdy sniZit pocet bodu v konvexni kombinaci.
Jelikoz m je prirozené ¢islo (konecné), dostaneme po koneéném poctu takovych snizeni konvexni kombinaci
s nejvyse n + 1 body. Necht tedy

m
y=> N,
i=1

kdem>n+1, 2, € C, \; >0, 1<i<m, A1 +...+ A\, = 1. Oznacme

N y N €T; .
p— N — < < .
Y [1], z; [1}, 1<i<m

Pak § € R™"! je linedrni kombinaci vektori #; € R"", 1 < i < m (s kladnymi koeficienty). Jelikoz
m > n+ 1, jsou vektory #; € R**1 1 < i < m, linedrné zavislé. Existuji tedy koeficienty a;, 1 <i < m, z
nichz alespon jeden je nenulovy tak, ze

Zaiii =0. (20)
i=1

Protoze posledni slozky vektoru Z; jsou jednotkové, musi platit

m
E a; = 07
i=1

takze alespon jeden z téchto koeficientt je zdporny. Spojime-li (19) a (20) dostaneme

m m m

b= i Aidii = Z)‘iji +A y aili = Z()\i + Aay)d; 2 Z)\;i“i
i=1 i=1 i=1

=1 i=1
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pro libovolné ¢islo A > 0. Necht

Pak plati A} > 0, 1 < i <m, \; =0, \] +... + A}, = 1, takze bod y je konvexni kombinaci bodi
Tisey Tj—1,Tj41,- - - Tm, kKterych je m — 1. ]

Véta 108 Je-li mnozina C kompaktni, je i mnozina conv C kompaktni.

Dukaz Necht {z;} C conv C je posloupnost takovd, ze z; — = € R™. Mame dokdzat, ze € conv C.
Jelikoz z; € conv C, existuji podle Véty 107 vektory y* € C aéisla \F > 0,1 <k <n+1, Al +.. .—|—)\?+1 =1
takové, ze z; = Myl + ... + )\?Hy;”rl. Protoze mnozina C' je kompaktni a ¢islo n 4+ 1 je konecné, lze
vybrat podposloupnost {#;} C {z;} takovou, ze odpovidajici podposloupnosti {75} C {y¥}, {AF} c {\F},
1 <k < n+1, jsou konvergentni, ¢ili ¥ — g € C, \F - X >0, 1 <k<n+1, X' +.. .+ =1
Jelikoz vybrand posloupnost méa stejnou limitu jako puvodni konvergentni posloupnost, lze psét

n+1
z = lim z; = lim Z; = lim E )\fgf
1— 00 11— 00 11— 00

k=1
n+1 B n+1 B
-y ('lim Af) (,hm yk) = 3" N € conv C.
PariiUnts i—00 Pt

Definice 57 Nechi C C R"™. Pak funkci

d = inf ||y —
c(z) = inf Jly - 2|
nazveme vzddlenosti bodu x od mnoziny C (nebo vzddlenostni funkci mnoziny C).
Poznamka 159 Je-li mnozina C' C R™ uzaviend, plati
d = mi — x|
c(w) = min ||y — |
Plyne to z toho, ze pro libovolny bod z € C plati do(x) = denp(z), kde B = B(x, ||z — z||), a konvexni

mnozina C'N B je kompaktni, takze na ni nabyva vzdalenostni funkce svého minima. V dalsim vykladu
se omezime na uzaviené mnoziny i kdyz vétsina tvrzeni mé obecnéjsi charakter.

Veéta 109 Necht mnozina C C R™ je uzaviend. Pak vzddlenostni funkce dco je lipschitzovskd v R™ s
koeficientem L = 1. Je-li C' konvexni, je dc konvexni v R™ a ke kaZdému bodu © € R™ existuje prdvé jeden
bod y € C takovy, Ze

ly — [l = do().
Dikaz Necht ;1 € R", x5 € R™. Podle Poznamky 159 existuje bod y € C takovy, ze

ly — 21l = dc(21)-
Plati tedy

do(x) <|ly —w2fl < ly — 21l + lz1 = 22| = do(z1) + |22 — ],

neboli
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dc(x2) — do(w1) < [|v2 — 2.

Protoze nezalezi na poradi bodu x1, xo, plati

ldc(z2) — de(21)] < [lw2 — a1,

takze funkce d¢ je lipschitzovskd v R™ s koeficientem L = 1 (Definice 68). Nechtf nyni C' je konvexni,
r1 € R", o € R™. Podle Poznamky 159 existuji body y; € C, yo € C tak, ze

lyr — 21l = deo(x),
ly2 — 22l = dco(z2).

Polozme y = A1y1 + Aoy, kde A1 >0, Ao >0 a A + Ao = 1. Ziejmé y € C, takze plati

de(Mixy + Aox2) < ly — Aixy — Aoz < Aiflyn — 21| + Ae2lye — 22|
Aldc(.’ﬂl) +)\2dc(l‘2)

a d¢ je konvexni v R™ (Definice 65). Predpoklddejme nyni, ze C je konvexni a y; € C, y2 € C jsou dva
ruzné body takové, ze |ly1 — z|| = de (), ||y2 — 2| = de(x). Pak

ly2 = y1l® = vz = 2) = (1 = 2)1* = lgo — 2l* + . — 2)* = 2(y2 — )" (1 —2) > 0

takze

(y2 — )" (11 — x) < d&(). (21)
Polozme nynf y = 3(y2 + y1). Jelikoz C je konvexni, plati y € C. Déle podle (21) plat
1
ly — | = 1 (g2 = 21 + llyr = z[* + 2(y2 — 2)" (11 — 7)) < d&(=),
coz je spor, nebot y € C, takze podle Pozndmky 159 d¢(x) < ||y — «||. O

Definice 58 Necht C' C R" je uzaviend konvexni mnoZina, v € R™ ay € C je bod takovy, Ze ||y — x| =
do(x). Pak tekneme, Ze y je projekced bodu x do mnoziny C a piseme y = Po(x).

Lemma 37 . Nechtf C C R™ je uzaviend konverni mnoZina, © € R" ay = Po(x). Pak plati
(z—y)z—y) <0 Vzel
Dikaz Jelikoz y € C, z € C a C je konvexni, plati y + A(z —y) = Az+ (1= A)y € C V0 < A < 1. Oznaéme

) = lly + Mz —y) —al® = lly — z]* = 2Mz — 9)T(z — y) + N[ — y|I*.

Pak ziejmé ¢(0) = do(z) a ¢’'(0) = —2(z — y)* (2 — y). Pokud by platilo (z — y)*(z — y) > 0, neboli
¢'(0) < 0, existovala by hodnota 0 < A\ < 1 takovd, Ze p()\) < (0), neboli ||y + A(z —y) — z||* < dc(x),
coz nenf mozné, nebot y + A\(z —y) e C VO < A < 1. O

Véta 110 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnozina. Pak

[Pc(@2) — Po(z1)| < [lve — 21|l Vo, @2 € R™
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Dikaz Necht y; = Po(x1) a y2 = Po(x2). Podle Lemmatu 37 plati

(z1 —y1)(z1—y1) < 0 V2 €C,
(x2 —y2)(z2 —y2) < 0 VzpeCl.

Dosadime-li z; = y2, 22 = Y1 a seCteme-li obé nerovnosti, dostaneme

(y2 — 1) — (w2 —21)) (g2 —11) <0,

neboli

ly2 — y1l* < (@2 — 21) " (y2 — 31) < |22 — 21|l |ly2 — w1 s

coz dava [|ys — y1|| < ||z2 — x1]| .

Definice 59 Nechf a € R" a o € R pak mnoZinu

H(a,0) ={y € R":a"y < a}
nazveme poloprostorem uréenym normdlovym vektorem a a éislem .

Véta 111 Poloprostor H(a,«) je uzavienou konverni mnoZinou.

Diikaz (a) Necht {y;} C H(a,«) je posloupnost takovd, ze y; — y. Jelikoz a’y; < a Vi € N a neostré
nerovnost je invariantni viéi limitnimu prechodu, plati e’y < «, takze y € H(a,a). Poloprostor H(a, c)
je tedy uzavieny.
(b) Necht y; € H(a,a), y2» € H(a,a), takze a’y; < a, a’ys < a, a necht y = A\y; + (1 — N)ye, kde
0 < X < 1. Pak plati

aTy=aTOyr + (1= Nya) =XaTy1 + (1 = NaTy < da+ (1= Na = a,
takze y € H(a, a). Poloprostor H(a,«) je tedy konvexni. O

Véta 112 Necht C je uzaviend konvexni mnozina a necht x ¢ C. Pak existuje poloprostor H(a,a) takovy,
2e C C H(a,a) a x ¢ H(a,a)

Dukaz Mame dokazat, ze existuje vektor a € R™ a Cislo « € R tak, ze

ale>a>aly VyedC.
Podle Véty 107 existuje pravé jeden vektor § € C' takovy, ze ||§ — z|| = do(z). Polozme a = z — 7 a
a = a’7. Pak plati

dr=@-y)r=@-9"@-D+ -9 T=lz-91*+a"7>q,

nebot x # C, takze ||z — 7|| # 0. Nerovnost a > a”y Vy € C dokézeme sporem. Piedpoklddejme, ze
existuje bod y € C takovy, ze a = a’y < a’'y, a oznacme y(\) =7 + \b, kde b = y — 7. Ziejmé y(\) € C,
pokud 0 < A <1 (Pozndmka 157). Déle plati

ly(\) — 2l = 1Ab = al® = [|all* — 22a™ b+ X?||b]|?

a
dlly(\) — z||?
ly(A) — =] — 94T = _2(aTy _ aTy) < 0.
A A=0
Tedy ||ly(0) — z||> = ||la]|? a existuje &fslo 0 < X < 1 takové, ze [|[y(A) — z||? < |la]|? = dZ(x) YO < A < A,
coz je ve sporu s definici de (). O
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Dausledek 12 Necht Cy, Cs jsou uzaviené konvexni mnoZiny takové, ze C1 N Cy = (. Pak existuje polo-
prostor H(a,a) takovy, ze C1 C H(a,a) a Co N H(a,a) =0

Dukaz Jelikoz mnoziny C7, Cs jsou uzaviené, existuji body z; € C1, x2 € Cy takové, ze
A .
d(Cq,Cs) = f — = - = —
(C1,C2) e o, ly2 — w1l = pedmin ly2 — y1ll = [|z2 — 21|

(argumentace je stejnd jako v pozndmce 159, dvojice 1 € Ci, 2 € Cy nemusi byt uréena jednoznacneé).
Protoze x4 ¢ C1 plyne z véty 112 (a jejiho dukazu), ze C; C H(a1,a1) a x2 & H(a1,a1), kde a1 = z2 — 11
a a; = alz;. Podobné Cy C H(ag,az) a x1 ¢ H(as,az), kde ay = x1 — 22 a ag = al x5. Zbyvé dokdzat,
ze H(a1,a1) N H(az,a2) =0 (pak lze volit a = a1, @ = ay). To vSak plyne z nekompatibility nerovnosti

a1TZJ = (172 — X (l”z - Il)Tl‘l =0,

ajy = (v1 — x2)

jejichz sec¢tenim dostaneme

0< (w2 —a1) (21— 22) = —|jza —21|* < 0

(nebot xo # 7). O
Véta 113 Uzavrend konvexni mnozina C C R™ je prunikem vSech poloprostori obsahujicich C.

Duikaz Necht C je prinikem viech poloprostorii obsahujicich uzavienou konvexni mnozinu C. Jelikoz
kazdy poloprostor je podle véty 111 uzavieny a konvexni, je mnoZina C uzaviend a konvexnf a plati.
C c C. Staéf tedy dokézat, ze C' C C. Predpokladejme naopak, ze existuje bod z € C takovy, ze z & C.
Pak podle véty 22 existuje poloprostor H takovy, ze C C H a x ¢ H. Jelikoz C C H, plati C ¢ C C H,
coz je spor, nebot x € Cax ¢ H. O

Definice 60 Nechi C C R™. Pak funkci

Sc(z) =supylz
yeC

nazveme opérnou funkci mnoziny C.

Pozndmka 160 Nechf mnozina C C R" je kompaktni. Pak plat{

6 —
c(z) = max yla.

V dalsim vykladu se omezime na kompaktni mnoziny i kdyz vétsina tvrzeni ma obecnéjsi charakter.

Véta 114 Necht mnozina C C R™ je kompakini. Pak opérnd funkce d¢ je pozitivné homogenni, subaditivni
a lipschitzovskd v R, .

Dikaz Podle Pozndmky 160 pro z € R™ a A > 0 plati

sc(\x) = Tx) =\ Te=Xs
c(Az) maxy (Az) maxy” v c(@),
takze funkce d¢ je pozitivné homogenni. Podobné pro z; € R™ a zo € R™ plati
) = T < T Tao =6 )
c(x1 + z2) r;leaécy (1 4+ 22) < réleaé(y x1 + Zrleaé(y T c(z1) + 6o (x2),

takze funkce d¢ je subaditivni. Ze subaditivity plyne nerovnost
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do(x2) < dc(xr1) + 0c (22 — 1)
a jelikoz C' je kompaktni existuje konstanta L takovd, ze ||y|| < L Yy € C. Muzeme tedy psat

dc(x2) —0c(z1) < I;leaé(yT($2 —x1) < L|jzg — 1]
Protoze nezélezi na potradi bodu x1, x2, plati

|6c(z2) — dc(z1)| < Lljwa — 21,

takze funkce d¢ je lipschitzovskd v R™ (Definice 68). O

Véta 115 Necht mnozina C C R™ je kompaktni. Pak

5C(m) = (SconvC(ﬁr) Vr € R".

Dikaz Protoze C' C convC), plati podle Pozndmky 160 dc(2) < dconvc(z) Vo € R™. Necht x € R™. Podle
Véty 107 lze kazdy vektor y € conv C' vyjadrit jako konvexni kombinaci nejvyse n + 1 vektoru y; € C,
1 <i<n+1. Muzeme tedy psat

n+1 n+1
deonve(x) = yEIBDEKCyTx = max {Zl Nylz gy € Co N >0, Zl = 1}
i= i=
< Ty =6c(x). ]
< maxy e c(z)

Véta 116 Necht mnoziny C; C R™, Co C R"™ jsou konvexni a kompaktni. Pak Cy C Cy plati prdvé tehdy,
jestlize

dcy () < by (z) Vo e R™

Dukaz Jestlize Cy C Oy, pak podle Pozndmky 160 plati d¢, (x) < d¢,(z) Vx € R™. Predpoklddejme, ze
do, (z) < d¢,(x) Vo € R™ a existuje bod § € C takovy, ze § ¢ Cy. Pak podle Véty 112 existuje vektor
a € R™ a ¢islo a € R tak, ze

alg>a>ad'y VyeC,.
Plati tedy

501 (a’) > aTy > 502 (a)7

coz je ve sporu s predpokladem. O

Disledek 13 Necht mnozina C C R™ je konvexni a kompakini. Pak y € C prdvé tehdy, jestliZe

yle < do(z) Vx e R™
Véta 117 Necht mnoziny Chy C R™, Co C R™ jsou kompaktni. Pak

6C1+C2 (.73) = 501 (.13) + 602 (x)
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Dukaz Plati

oo 1o, () = max yx—max Y1 +¥y2) T = max y; m—i—maxy
vt 2( ) y€C1+C> eC ( ) y1€C1 y2€C> 2
y2 2

6cy (%) + 6c, ().

O
Opérna funkce mnoziny C' C R™ mé bezprostiedni vztah k poloprostorim obsahujicim tuto mnozinu.

Véta 118 Mnozina C C R™ leZi v poloprostoru H(a,a) prdvé tehdy jestlize a > ¢ (a)

Diitkaz Tvrzeni plyne z definice 60 a z toho, ze C' C H (a, a) pravé tehdy, jestlize dc(a) = sup,cc aTy <a.
O

Definice 61 Rekneme, Ze mnozina K C R™ je kuzelem, jestlize zx € K a X > 0 plyne \z € K.
Veéta 119 Prunik kuZeli je kuZelem.

Dikaz Necht K = N K;, kde K; C R™ jsou kuzely. Necht x € K a A > 0. Pak plati z € K; a tedy
Az € K; Vi. Odtud plzyne7 ze A\x € K. O

Véta 120 Linedarni kombinace kuZeli je kuZelem.

Duikaz Necht K =) . A K;, kde K; C R™ jsou kuzely. Necht € K a A > 0. Pak plati

Ar =AY N 23 Az

Jelikoz z; € K; a A > 0, plati z; = A\z; € K, takze Az € K. O

Véta 121 Necht C C R™. Oznacéme

UXe={zeR": 2=\, yeC, r>0}
A>0

Pak plati
U ac = ﬂKa,
A>0

kde N, Ko je prinik vsech kuzeli K, C R™ obsahujicich mnoZinu C.

Ditkaz Necht K = (J,, AC. Jelikoz K je kuzel obsahujici mnozinu C, platf 1, Ko C K. Nechf naopak

Yy € K, takze y=Az,kde A >0ax e C. Jelikozz € C C K, a A >0, plati y € K, pro libovolny kuzel
K, atedy y € N, Ka, coz dava K C (), Ka- O

Véta 122 Mnozina K C R™ je konvexnim kuzelem prdvé tehdy, obsahuje-li vsechny kladné linedrni kom-
binace svijch bodi.

Dikaz Obsahuje-li mnozina K vSechny kladné linedrni kombinace svych bodt, obsahuje téz konvexni
kombinace tvaru (18) a kladné ndsobky svych bodu, takze je konvexnim kuzelem. Necht z; € K, \; > 0,
1 <i<m. Polozme A = A\ + ...+ \p,. Jestlize A = 0, plati \jz1 + ... Az, = 0 € K. Jestlize A > 0,
polozime

L2 Z/\/J?“

>/|>’

%S
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kde Aj + ...+ A/, = 1. Jelikoz mnozina K je konvexni, plati 2’ € K, takze

m
r = Z)\,mi =)z’ € K.

i=1

Definice 62 Necht C € R™. MnoZinu

C*={zeR":yTz <0 WeC}

nazveme poldrnim kuzelem mnozZiny C.
Veéta 123 Necht C € R™. Pak mnoZina C* je uzavienym konvexrnim kuZelem.

Diikaz (a) Necht {z;} C C* je posloupnost takovd, ze x; — z. Jelikoz yTz; <0 Vi € N Vy € C a neostré
nerovnost je invariantni vuéi limitnimu piechodu, plati

yle = lim yTz; <0 VyeC,

11— 00

takze x € C*.
(b) Necht o1 € C*, x5 € C*. Pak plati yTz; <0, yT2o <0Vy € C. Necht 0 < A< lax = Ax1+(1—N\)zo.
Pak

yle = yT()\zl +(1=Nap) = Myl ay + (1-— )\)yTxg <0 VyecdC,

takze x € C*.
(¢) Necht z € C* a A > 0. Pak plati

yT(\x) = Tz <0 VyedC,
takze Ax € C*. O

Definice 63 Necht C' C R" je uzavrend konvexni mnoZina a x € C. Teénym kuZelem mnoZiny C v bodé
T nazveme mnozinu

Te(z) = {y € R": existuji posloupnosti y; —y, ¢; | 0 takové, ze =+ t;y; € C}

Véta 124 Necht C C R™ je uzaviend konvexni mnoZina a x € C. Pak Tc(x) je uzaviengm konveznim
kuZelem.

Ditkaz (a) Necht y* € To(z), y* — y a e > 0. Pak existuje index k € N takovy, ze [[y* — y|| < /2
Vk > k. Jelikoz y* € To(x), existuji posloupnosti

yi =" 1510
takové, ze x + tFyt € C Vi, k € N. Pro kazdé k € N tedy existuje index iy € N takovy, Ze

lyk — ¥ <e/2 a th <1/k, Vi>ip.

Zkonstruujeme-li posloupnost indext {iz} C N rekurentnim ptedpisem i; = i1 a ix1 = max(ix + 1,i541),
plati

lyf, — ¥l <e/2 a 8, <1/k

pro libovolny index k € N a
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lyf —yll < llyf =+ 1" =yl <e

pro k > k. Plati tedy yfk — 1, tfk l0az+ tfkyfk € C, coz implikuje y € To(x), takze mnozina Te(x) je
uzaviena.
(b) Necht y! € Te(z) a y? € Te(x). Podle Definice 63 existuji posloupnosti

yi =yl 0110, gl -yt 710
takové, ze x + tlyl € C, x +t2y? € C. Jelikoz C je konvexni, podle pozndmky 157 plati = + t;y} € C,
r+t;y? € C, kde t; = min(t},t7). Necht 0 < A < 1. Oznac¢me y = Ay + (1 — N)y? a y; = Ay} + (1 — Vg2,
i € N. Pak
yi =My + (1= Nyi = Myt + (1= Ny =y,
ti i 0a

oyt = Me+yh)+ (1 =N (z+y?) eC,
takze y € Te(x) a mnozina T (z) je konvexni.
(c¢) Necht y € Te(x) a A > 0. Podle Definice 63 existuji posloupnosti y; — y, t; | 0 takové, ze z +t;y; € C.
Pak ale \y; — Ay, t;/A | 0 a
x4 (t; /NNy =2+ ty; € C,

takze \y € Tc(x) a mnozina Te(x) je kuzelem. O
Véta 125 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnoZina a x € C. Pak

To(z) = [ MC - 2)

A>0

Dukaz (a) Necht z€ C, A >0ay= Az —=z). Necht y; =y Vi€ N at; |0, pficemz At; = ¢} < 1. Pak

rHtyi=r+ty=c+M(z—z)=z+ti(z—x)cC
podle Pozndmky 157, takze y € Tc(z). Plati tedy Uyso AMC — ) C Te(x) a jelikoz To(z) je uzaviend

mnozina, téz

U MC —2) c To(x)

A>0

(b) Necht naopak y € To(x). Pak existuji posloupnosti y; — vy, t; | 0 takové, ze = + t;y; € C. Oznacme
zi =x+tyy; € C. Paky; = (z;— ) /t;, takze y; € Uy AM(C —x). Jelikoz y; — y, plati y € U, 50 A(C — ),
takze B B

To(x) € |J MC - ).
A>0
O

Definice 64 Necht C' C R™ je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Normdlovym kuZelem mnoZiny C v
bodé x nazveme mnozinu

No(z) = To(2),

kde TE(x) je poldrni kuZel teéného kuzelu T (z).

215



Poznamka 161 Podle Véty 123 je mnozina N¢(z) uzavienym konvexnim kuzelem.

Véta 126 Necht C C R" je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Pak

No(z)={2€R": (y—2)'2<0 VyeC}.

Dukaz Plati

Ne(z) = {z€R":(y—2)"2<0 VY(y—=z)€Te(z)}
= {zeR":(y-2)"2<0 V(y-=2)e|JMC-a)}
A>0
= {zeR":(y—2)"2<0 VY(y—ux)c U)\(C—x)}
A>0

= {zeR":(y—2)"2<0 VyeC}.

Prvni rovnost plyne z definic 62 a 64, druhd z Véty 125, tieti z invariance neostré nerovnosti vici limitnimu
prechodu a posledni z invariance neostré nerovnosti vuci ndsobeni skaldrem . O

11.2 Konvexni funkce

Definice 65 Rekneme, ze funkce f : R" — R je konvexni v okoli bodu x € R™, jestlize existuje ¢islo € > 0
tak, Ze f je definovand v B(z,e) ={y: |ly — z|| < e} a plati

JQzr + (1= Nxz) < Af(xr) + (1= A) f(x2), (22)

pokud v, € B(z,¢), xo € B(x,¢) a 0 < X\ < 1. Rekneme, Ze funkce f : R® — R je konverni na konverni
mnoziné C C R"™, plati-li (22) pokud x1 € C, 20 € C a 0 < A < 1.

Poznamka 162 Nerovnost (22) muzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru
f(@a 4+ Moy — 32)) < flx2) + A(f (21) — flx2)).

Poznamka 163 Indukei snadno dokézeme, ze z x; € C, A\; >0 a Z?il Ai = 1 plyne

pokud f je konvexni na C' (princip dikazu je shodny s postupem uvedenym v dukazu véty 103).

Véta 127 Necht funkce f : R® — R je konvexni v okoli bodu x € R"™. Pak f je lipschitzovskd v okoli
bodu x.

Dikaz Jelikoz f je konvexni v okoli bodu z, existuje ¢islo € > 0 takové, ze f je definovana a konvexni v
B(z,ev/n + 1) a tudiz i v nadkrychli

H(z,e)={yeR":x;—e <y, <az;+e,1<i<n} CB(z,evn+1).
Necht 4, 1 < k < 2", jsou vrcholy této nadkrychle. Ozna¢me

_ (k)
M= nax_ f™).
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Jelikoz kazdy bod H(zx,e) lze vyjadiit jako konvexni kombinaci vrcholi y™*), 1 < k < 27, plati to i o
bodech okoli B(z,e) C H(x,e). Necht tedy y € B(x,¢). Pak plat{

2m 2m
y=> ™, > =1,
k=1 k=1

kde A\, >0, 1 < k <27, takze

2™ om on
fly) =1 (Z )‘ky(k)> <3 NS <MY N =M.
k=1 k=1 k=1

Funkce f je tedy omezend shora na B(z,e). Zvolme nyni y € B(z,e) ay = 2z —y. Pak ||y — z| =
|z —y|| < e takze y' € B(z,€). Z konvexity plyne

o) = £ (151) < 50+ 56/

takze

fly) = 2f(x) = f(y) =2 2f(z) - M

a funkce f je omezend zdola na B(z,¢). Polozme § =¢/2 am = 2f(x)— M. Necht z € B(x,0), 2’ € B(x,?)
a z # z'. Polozme

!
Z —z
Z//:Z/—l—(si

T € B(x,e).

Piimym vypoctem dostaneme

!l HZ/_ZH " d
= z z
o+ 2 — 2| o+ 2 — 2|

a z konvexity plyne

/ HZ/*Z” i 0
f(Z) = f(z) < mf@)*mf(z)*f(z)
12" — =l

" 1 ’
= m(f(z )= f(2) < 51127 = 2ll(M = m).

Jelikoz nezélezi na poradi bodu z a 2/, dostaneme

M—m

1 = 1) € =

takze f je lipschitzovskd s konstantou L = (M — m)/d na B(z, ). O

12" = I,

Lemma 38 Necht funkce ¢ : R — R je konvexni na intervalu [a,b] a necht a < t1 < to < t3 <b. Pak
plati

pt2) —o(tr) _ plts) —o(tr) _ @(ts) — (ta)
to — 11 - t3 — 11 - t3 —to
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Dukaz Plati

o — 11

to =t t3 —t
2 1+t3—t1(3 1)7
kde
o< 27l g
Tty —1t1

Z konvexity funkce f (Pozndmka 162) pak dostaneme

plta) < plt) + 7 (plta) = (1),

coz dokazuje levou nerovnost. Prava nerovnost se dokazuje analogicky pomoci vztahu
ty — t3
i —t3

to =t3 + (t1 —t3).

7 konvexity funkce f pak plyne

plta) < plta) + =2 (p(0) = olta).

O

Definice 66 Rekneme, Ze funkce f : R® — R md v bodé x € R™ smérovou derivaci ve sméru h € R™,
ezristuje-li konecnd limita

Fo) -t T = @),

t10 t (23)

Véta 128 Necht funkce f : R — R je konveaxni v okoli bodu x € R"™ (takZe je lipschitzovskd s néjakou
konstantou L v okoli tohoto bodu). Pak:

(a) Smérovd derivace f'(x,h) existuje pro kaZdé h € R™. Navic existuje cislo € > 0 takové, Ze

0<t||h||<e t

(b) Funkce f'(x,-): R™ — R je pozitivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s konstantou L.
(¢) Funkce f'(-,-) : R™ x R™ — R je shora polospojitd, neboli
thUp f/(xiv hl) < fl(xv h)a

kdykoliv x; — x a h; — h.

Dukaz (a) Necht funkce f je konvexni v B(z,¢). Podle Lemmatu 38 je funkce

[z +th) — f(z)

p(t) = "
neklesajici (levd nerovnost) a zdola omezend pro 0 < t||h|| < € (spojenim obou nerovnosti dostaneme
(f(x +th) — f(x))/t > (f(z) — f(z — t'h))/t’ pro libovolné 0 < t'h < e, piiCemz vyraz na levé strané
posledn{ nerovnosti je kone¢ny, nebot funkce f je spojitd). Existuje tedy limita (23). Zbytek tvrzeni (a)
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plyne z toho, ze ¢(t) je neklesajici pro 0 < t||h| < e.
(b) Necht A > 0. Pak plat{

f%mﬂw:%gﬂx+ﬂ?—f@):Aggﬂw+%?—f@):Af@ﬁ%

takze f’(x,-) je pozitivné homogenni. Déle plati

f’(l‘,h1+h2) — lgfgf(x+t(h1th2))_f($)

f(3(z+2thy) + 2 (x + 2ths)) — f(z)

= lim
£10

~+

< @2 —f@) o flat2ths) - f(2)
tl0 A £10 %

= fl(z,hy) + f'(x, ho),

takze f’(x,-) je subaditivni. Déle plat{

f(x +thy) — f(z 4 thy) < Lt||hy — hy||
pro t > 0. Muzeme tedy psat

o L@ th2) = @) et th) — [ (@)
t10 t t10 t

+ Llha — ha]l,
takze

f/(.lf,hQ) - f/(ﬂf, hl) < L”h2 - th

Protoze nezalezi na poradi vektora hy a hs, plati

| (2, he) — f'(z,h1)| < Lha — b,

coz dokazuje lipschitzovskost f(z, ).
(c) Necht x; — = a h; — h. Polozme t; = /||z; — z|| + 1/i a piedpoklddejme bez ijmy na obecnosti, ze
v8echny body x + t;h, x + t;h; a x; + t;h; lezi v B(x, ). Pak podle (a) plati

f@i +tihy) — fli) _ flz+th) — f(z) +f(xi+tihi)_f(z+tih)_|_f(1:>_f(1'i).

/ ',h' < =
ACHOE t; t; t; t;

Ale

1 )= St Ml b M) o

f () ~ f@)| _ Llai —a]
t; - t;

< Ly/ ||z — ] — 0.

Muzeme tedy psat

lim sup f/(xia h;) < limsup flx +t:h) — f(=z)

i—00 i—00 ti tl0 t
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Pozniamka 164 Podle Definice 66 plati f'(x,0) = 0, takze podle Véty 128 (b) dostaneme

[f'(, h)| = |f' (2, h) = f'(2,0)] < L]|A]|.

Definice 67 Necht funkce f: R" — R je konvezni v okoli bodu x € R"™. Pak mnoZinu

Of(x)={g € R": f'(xz,h) > g"h Vh € R"}

nazveme subdiferencidlem funkce f v bodé x. Elementy g € 0f(z) budeme nazyvat subgradienty funkce f
v bodé x.

Véta 129 Necht funkce f : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™ (takZe je v tomto okoli lipschitzovskd
s néjakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferencial Of (x) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze ||g|| < L Vg € 0f(x).

(b) Pro libovolny vektor h € R™ plati

f/(z,h) =max{g"h:g€df(z)}.
(c) Jestlize x; — x, g; € Of(x;) a g; — g, pak g € df(x) (polospojitost shora).

(d) Ezistuje ¢islo € > 0 takové, Ze pro libovolny vektor g € Of(x) plati

fx+h)—f(x)>g"h Vhe B(0,¢).
Diikaz (a) Podle Véty 128 (b) je funkce f'(z, -) positivné homogenn{ a subaditivni. Podle Hahn-Banachovy
véty (Véta ?77?) existuje vektor g € R™ takovy, ze

g"h < f'(x,h) VheR",

takze subdiferencial df(x) je nepréazdny. Necht g1 € df(x), g2 € If(xz) a My >0, Ao >0, Ay + Ao = 1.
Pak pro libovolny vektor h € R™ plati

(g1 + A2g2)"h = Mgl b+ Aogy h < A f'(a, h) + Ao f (2, h) = f' (),
takze subdiferencidl f(x) je konvexni. Necht g € 9f(x). Podle Definice 67 a Poznamky 164 plati

lg* = g"g < f'(x,9) < Lgll;
¢ili ||lg|| < L, takze subdiferencidl 0 f(z) je omezeny. Necht ¢; € df(x) a g; — g. Pak plati

%

g"h= lim gf'h < f'(x,h),

takze g € 0f(x) a subdiferencidl df(z) je uzavieny.
(b) Podle Definice 67 plat{

f'(z,h) > max{g"h:g € df(z)}.
Predpoklddejme, ze pro néjaky vektor h € R™ plati

f/(x,h) >max{g"h:g€df(z)}. (24)
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Uvazujme linearn{ funkci [(\h) 2 f'(x,h) definovanou na jednorozmérném podprostoru {\h : A € R} C
R™. Jelikoz je f’(z,-) pozitivné homogenni a subaditivni, existuje podle Hahn-Banachovy véty vektor
g € R" takovy, ze f'(x,h) > G h Vh € R™ a g' (Ah) = I(AR) = Af'(z,h). Tedy g € Of(x) apro A =1

dostaneme f’(z,h) = g h, coz je ve sporu s predpokladem (24).
(¢) Necht z; — z a g; — g, kde g; € 0f(x;). Pak pro libovolny vektor h € R™ plat{

g"h = lim g/'h < limsup f'(z;, h).
Podle Véty 128 (c) je funkce f’(-,.) shora polospojitd, takze g"h < f'(z,h).
(d) Necht funkce f je konvexni v B(x,¢) a g € 0f(x). Podle Definice 67 a Véty 128 (a) plati
flx+th) — f(z)
t

pro0 <t <1ahe B(0,¢). Zvolime-li ¢t = 1, dostaneme dokazovanou nerovnost. O

g"h < f'(z,h) <

Poznamka 165 Porovname-li Vétu 129 (b) s Pozndmkou 160, vidime, ze smérova derivace je opérnou
funkei subdiferencialu, neboli

f'(x, h) = dap(x) (h).

Véta 130 Necht funkce f : R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™ a diferencovatelnd v bodé x € R™.
Pak plati

Of () = {Vf(z)}.

Dikaz Je-li f diferencovatelnd v bodé x € R™, plati

f'(@,h) = (Vf(2))"h.
Necht g € 0f(z). Pak podle Definice 67 plati
(Vf()"h>g"h VheR™

Pro zadny vektor h € R™ nemiize nastat pifpad, ze (V f(z))Th > g*h, nebot by muselo platit (V f(z))? (—h) <
g7 (—h), coz je nemozné. Tedy (Vf(z))Th = gTh Vh € R™, neboli g = V f(x). O

Véta 131 Necht funkce f : R — R je konvexni v okoli bodu x € R™. Pak f md v bodé x lokdIni minimum
prdvé tehdy, jestlize

0€df(x).

Dikaz Podle Véty 128 (a) m4 funkce f : R — R v bodé x € R" lokdlni minimum pravé tehdy, jestlize
f'(x,h) > 0, Vh € R". Podle Definice 67 tedy plati 0 € 9f(x). Jestlize 0 € df(x), existuje podle
Veéty 129 (d) cislo € > 0 takové, ze f(z + h) — f(x) > 0 Vh € B(x,¢), takze f mé v bodé x lokalni
minimum. O

Nékteré dalsi vlastnosti subdiferencialu konvexnich funkci budou v obecnéjsi podobé uvedeny v néasledu-
jicim oddilu. Ukazeme jesté, jak lze vlastnosti konvexnich funkei pouzit k vysetfovani konvexnich mnozin.
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Véta 132 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnozina a x € C. Pak plat{
To(x) ={y € R" : de(z,y) = 0}
(di(z,y) je smérovd derivace funkce dc(x) ve sméruy € R™).

Dikaz (a) Oznatme K = {y € R" : d(z,y) = 0}. Predpokldadejme nejprve, ze y € Tc(x). Pak existuji
posloupnosti y; — y, t; | 0 takové, ze x + t;y; € C. Jelikoz di(z,y) > 0 (plyne to z toho, ze do(xz) =0 a
dc(z) > 0 Vz € R"), staci dokazat, ze di(z,y) < 0. Plati

d'(2,y) = lim de(z +ty) —do(z) — lim min,cco ||z + ty — || < lim min,eco ||z + ty; — 2| + tlly — vil|

t10 t t10 t t10 t
Vi e N. Ale

t t
i ty; — 2| =min || 1 - — —(z+tiy;) — 2| =
min [|z + ty; — | gggl( ti>x+ g, (@4 tys) — 2] =0,

pokud ¢ < t;, nebot v tomto piipadé plati 0 < ¢/t; < 1, takze

3

4 4
<1 >x+t(x+tiyi) eC.

Muzeme tedy psat

Uy —vi

im Ly | Vi

a jelikoz y; — y, dostaneme di,(z,y) <0, ¢ili y € K. Odtud plyne T (z) C K.
(b) Necht y € K a t; | 0. Z definice mnoziny K plyne, ze

d t;
dy(x,y) = lim de(@ + tiy) =0.

1— 00 ti

Necht body z; € C, v € N, jsou zvoleny tak, ze

t;
|z + tiy — 2| < do(x+tiy) + n

(coz je mozné vzhledem k definici vzdélenosti do(z + t;y)). Polozme y; = (2; — x)/t;, i € N. Pak plati

$+tz‘yi:$+ziix =z €C
i
a
Zi— @ 1 do(z+tyy) 1
ly = will = lly = =l = Sl + tay = =l < ==——+ -,
1 1 i
takze
: y o1
lim ||y — yi|| = de(z,y) + lim = = 0.
100 i—00 1
Tim jsme dokézali, ze y € Te(z). Odtud plyne, ze K C Te(z). O

Véta 133 Necht C C R"™ je uzaviend konvexni mnoZina a x € C. Pak plati

Ne(z) = | Adde(z)
A>0
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Dikaz (a) Predpokladejme, ze z € ddc(x). Pak podle Definice 67 plati

dp(z,y) > 2Ty vy e R™
Jestlize y € T (z), plati podle véty 132 di-(x,y) = 0, takze

2Ty<0 Vye To(x),

coz podle definic 62 a 64 davad z € N¢(x). Jelikoz No(x) je uzavieny konvexni kuzel, plati

U /\adc(l‘) - Nc(l‘)

A>0
(b) Necht z € Neo(z). Pak podle definic 62, 64 a véty 132 plati

2y <0 =dp(x,y) = Ny)de(e,y) Yy € Te(w),
kde A(y) = 1 Vy € To(x). Zbyva dokédzat podobnou nerovnost i pro y ¢ To(z) (kde obecné A(y) # 1).
Necht y & Te(x). Jelikoz di(z,y) > 0 pro y € Te(x) (dp(z,y) > 0 a di(x,y) # 0 pro y & Tc(x) podle
véty 132), plati

B
A = > 0.
W)= iy =

Pouzitim Schwarzovy nerovnosti dostaneme

Ly < zlllyll = A)de (@, y).
Dokézali jsme tedy, ze pro libovolny vektor y € R™ existuje A(y) > 0 tak, ze 2Ty < A(y)dj(x,y). Odtud
plyne, ze z € Uy5o Addc(z), takze

Ne(z) ¢ | Mde()
A>0

11.3 Lipschitzovské funkce

Definice 68 Rekneme, Ze funkce f : R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R" (s konstantou L),
jestlize existuje € > 0 tak, Ze plati

|f(@2) = f(z1)| < L|jz2 — 21 (25)

pokud x1 € B(x,€) a 3 € B(x,g). Rekneme, Ze funkce f : R* — R je lokdiné lipschitzovskd v oblasti €,
je-li lipschitzovskd v okoli kazdého bodu x € €.

Definice 69 Zobecnénou (Clarkovu) smérovou derivaci funkce f : R™ — R v bodé x € R"™ ve sméru
h € R™ definujeme predpisem

fo(l'7h) = lim sup M

y—x t
tl0

(26)

Poznamka 166 Je-li f°(x, h) zobecnénou smérovou derivaci funkce f ve smyslu Definice 69, existuji
posloupnosti ; — x a t; | 0 tak, ze

Oa,h) = tim L@ = @)

1—00 ti
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Véta 134 Necht f: R™ — R je lipschitzovskd s konstantou L v okoli bodu x € R™. Pak:

(a) Funkce f°(x,-) : R® — R je positivné homogenni, subaditivni a lipschitzovskd s konstantou L.

(b) Funkce f°(-,+) : R* x R™ — R je shora polospojitd, neboli

limsup fo(x% h'l) < fo(x7 h‘)7

kdykoliv x; — x a h; — h.
(¢c) Plati fO(x,—h) = (—f)°(z,h) Yh € R".

Dukaz (a) Necht A > 0. Pak plati

f(y+1tAh) — f(y) fy+tAh) — f(y)

fo(g;, /\h) = lim sup . = Alimsup " = /\fo(y7 h),
b e
takze fO(x,-) je positivné homogenni. Déle plat{
Polosh+hy) = limsup J YT T h2) = J(9)
’ y—w t
t]0
t(h ho)) — th thy) —
— lmsup (f(y+ (h1 + i)) flytith)  fly+ ;) f(y))

t10

< Tmsup F +thy) — f(y') 4 Jimsup fy+thi) — f(y)

o o t y—o t
t10 tl0

= [z, he) + Oz, h),

kde v/ = y +thy — =z, takze f°(z,h) je subaditivni. Jelikoz f je lipschitzovskd s konstantou L v okolf
bodu z, plati v tomto okoli

fly +tho) < f(y +thy) + Lt||ha — hy |
(viz (25)), takze

fly+thy) — f(y)

f%z,hy) = limsup "
o
thy) —
< limsupf(y+ ;) f(y)—i-Lth—th
y—x

tl0

= %z, h) + Llhy — b,

neboli

fo(xahQ) - fo('r7 hl) < L”h2 - th

Protoze nezalezi na poradi vektora hy a hs, plati

£ (@, ha) = fO(z, h1)| < Li|ha — hal|.

224



Funkce f°(z,-) je tedy lipschitzovskd s konstantou L.
(b) Necht z; — x a h; — h. Z definice horni limity (limes superior) existuji posloupnosti y; — z at; | 0
takové, ze

flyi +tihi) — fys) | 1

fo(xivhi) < ‘ + ;
_ f i +ti?> — f(wi) n Iy +tihi)tf fyi +tih) N %

7Z lipschitzovské spojitosti funkce f plyne

H f(yi +tihs) — f(yi +tih)
t;

H < Ll —

pro dostate¢né velké indexy i, takze

1
lim sup fo(mi,hi) < f%x,h) + lim (L||hi —h||+ ;) = fo(gmh).

(¢) Ziejme
fo(xv —h) = lirg}OSPp w
= limsup (—f)(2+ti;) — (=) _ o n)
tl0
(zde z = y — th). .

Poznamka 167 Podle Definice 69 plati f9(x,0) = 0, takze podle Véty 134 (a) dostaneme

£, h) = |f(w, h) — fO(x,0)] < L|A].

Definice 70 Necht funkce f: R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R"™. Pak mnoZinu

of(x) ={g€ R": f(x,h) > ¢"h VheR"}

nazveme subdiferencidlem funkce f v bodé x. Elementy g € 0f(x) budeme nazyvat subgradienty funkce f
v bodé x.

Véta 135 Nechl funkce f: R™ — R je lipschitzovskd s konstantou L v okoli bodu x € R"™. Pak:
(a) Subdiferencidl Of(x) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze ||g|| < L Vg € 0f(z).

(b) Pro libovolny vektor h € R™ plati

fO(z,h) =max {g"h:g€df(z)}.
(c) Jestlize x; — x, g; € Of(x;) a g; — g, pak g € df(x) (polospojitost shora).
(d) Plati O(—f)(z) = —0f(x).
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Diikaz (a) Podle Véty 134 (a) je funkce f°(z, -) positivné homogenn{ a subaditivni. Podle Hahn-Banachovy
véty (Véta ?77?) existuje vektor g € R™ takovy, ze
g"h < f°(x,h) Vhe R,
takze subdiferencial df(x) je neprédzdny. Necht g1 € df(x), g2 € If(x) a My >0, Ao > 0, Ay + Ao = 1.
Pak pro libovolny vektor h € R™ plati
(Arg1 + A2g2)"h = Mgl h+ Aags h < M fO(x, h) + Ao fO(x,h) = fO(x,h),
takze subdiferencidl 0f(x) je konvexni. Necht g € 9f(x). Pak podle Definice 70 a Pozndmky 167 plati

lgl* = g"g < f(z.9) < L|gl,

¢ili ||lg|| < L, takze subdiferencidl 0 f(z) je omezeny. Necht ¢; € df(x) a g; — g. Pak plati
g"h = lim g7'h < fO(z,h),

takze g € 0f(x) a subdiferencidl df(z) je uzavieny.
(b) Podle definice plati

Oz, h) > max{gTh tg€0f(x)}.

Predpoklddejme, ze pro néjaky vektor h € R™ plati

f°(z,h) > max {gTﬁ ig € 8f(x)} . (27)

Uvazujme linearni funkei [(AR) = Af°(x, h) definovanou na jednorozmérném podprostoru {\h : A € R} C
R"™. Jelikoz je f°(x,-) positivné homogenni a subaditivni, existuje podle Hahn-Banachovy véty vektor
g € R" takovy, ze fO(x,h) > g h Vh € R* a gl (Ah) = [(Ah) = Af%(x,h). Tedy g € Of(x) apro A =1
dostaneme f’(z,h) = g* h, coz je ve sporu s predpokladem (27).
(¢) Necht z; — z a g; — g, kde g; € 0f(x;). Pak pro libovolny vektor h € R™ plat{

gTh = lim g7'h <limsup f°(z;, h).
Podle Véty 134 (b) je funkce f°(-,-) shora polospojit4, takze g7 h < fO(z, h).
(d) Vztah g € 9(—f)(z) plati podle Definice 70 pravé tehdy, jestlize (—f)°(x,h) > gTh Vh € R", coz je
podle Véty 134 (c) ekvivalentni f°(x, —h) > g'h Yh € R™, coz podle Definice 70 znamend —g € 9f(z).
Tedy O(—f)(z) = ~0f (x). 0

Poznidmka 168 Porovname-li Vétu 135 (b) s Pozndmkou 160 vidime, ze zobecnénd smérova derivace je
opérnou funkei subdiferencialu, neboli

fo(fﬂv h) = 5af(z)(h)-

Véta 136 Necht funkce f : R™ — R je spojité diferencovatelnd v bodé x € R™. Pak f je lipschitzovskd v
okoli bodu = a plat?

Of(x) ={Vf(z)}. (28)

226



Diukaz Je-li f spojité diferencovatelna v bodé x, pak gradient V f(z) existuje a je omezeny v okoli bodu z.
Existuji tedy ¢isla e > 0 a L > 0 tak, ze |V f(y)|| < L Vy € B(z,e). Necht 21 € B(x,¢) a z2 € B(x,¢).
Pak podle véty o stiedni hodnoté plati

flw2) = flz1) = (Vf(y)" (22 — 21),
kde y € (z1,22) C B(z,e). Muzeme tedy psdt

[f(z2) = fz)| < IV 22 — 21| < Lljwg — 2],

takze funkce f je lipschitzovska v B(x,e). Ze spojité diferencovatelnosti funkce f v bodé = plyne, Ze
f'(y,h) = (Vf(y))Th pokud y € B(z,¢). Piedpokladejme, ze x; € B(x,¢) a x; — x. Pak pro h € R" plat{

fz,h) = (Vi) h= mliiglx(vf(zi))Th
f(zi +th) — f(z;)

= lim f'(x;,h) = lim

T;—T z—fo"” t
i +th) — fla
— sy B oy

t10

(existuje-li limita, rovna se hornf limité). Plati tedy f°(z,h) = (Vf(z))Th Vh € R™, takze Vf(z) € Of ().
Piedpokladejme, ze g € df(x) a g # Vf(x). Pak pro néjaky vektor h € R™ musi platit fO(z,h) =
(Vf(@)Th > gTh. Z definice 0f(x) vSak nutné plyne fO(z,—h) = —(Vf(x))Th > —gTh, neboli (po
vynasobenf &islem —1) (Vf(z))Th < gTh, coz je ve sporu s nerovnosti (Vf(z))Th > gTh. O

Pozndmka 169 Je-li funkce f : R™ — R lipschitzovskd v okoli bodu x € R™ a diferencovatelnd v tomto
bodé, plati

Vi(z) e df(x)

(nebot fO(z,h) > f'(x,h) = (Vf(x))Th YVh € R™). Rovnost (28) lze dokdzat pouze v pifpadé spojité
diferencovatelnosti.

Véta 137 Necht funkce f: R™ — R je konvexni v okoli bodu x € R™. Pak plat{
(a) f°(z,h) = f'(x,h) Vh € R™.
(b) 0f(x) ={g€ R": f'(xz,h) > g"h Yh € R"}.

Dikaz Vztah (b) plyne bezprosttedné z (a) a z Definice 70. Abychom dokéazali (a), stac¢i dokdzat, ze
f%x,h) < f'(x,h), nebot obricenou nerovnost dostaneme ihned z Definice 69 (pouzijeme-li specidln{
volbu y = ). Necht x; — x a t; | 0 tak, ze

£z, h) = Jim LR = f@)

i—00 t;

(Poznamka 166). Polozme #; = max (ti, ||z —:c||)7 takze ||z; — 2| < £, t; < & af; — 0. Podle
Vety 127 je funkce f lipschitzovskd (s néjakou konstantou L) v okoli bodu z (bez tjmy na obecnosti
budeme piedpokladat, Ze body x;, z; + t;h a x + t;h lezi v tomto okoli). PouZijeme-li Lemma 38 (levou
nerovnost) dostaneme
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flatth) = f@) _ [t Th) = (@)
’ PNICE: t§> 1) | f kU)o ) _ S S
o Lt 1) | 2]
_ et = f@)

I

7

pro dostatec¢né velké indexy i. Provedeme-li limitni pfechod na obou stranach této nerovnosti, dostaneme

oz, h) < f'(x,h) + lim 2LE; = f'(z,h)

t; —0
O

Poznamka 170 Véta 137 iiké, ze v pripadé konvexnich funkci je zobecnéna smérové derivace totozna s
oby¢ejnou smérovou derivaci a subdiferencial podle Definice 70 splyva se subdiferencidlem podle Definice 67.

Rovnost fO(z,h) = f'(x, h) nenf obecné splnéna, ani kdyz f’(z,h) existuje (piikladem jsou nehladké

vvvvv

plati.

Definice 71 Rekneme, Ze funkce f : R* — R je requldrni v bodé¢ x € R™, existuje-li smérovd derivace
f'(x,h) Vh € R™ a plati-li f°(z,h) = f'(z,h) Vh € R".

Véta 138 Funkce spojité diferencovatelné v okoli bodu x a funkce konverni v okoli bodu x jsou reguldrni
v bodé x. Ddle jsou v bodé x reguldrni (a) nezdporné linedrni kombinace regquldrnich funkci a (b) bodovd
maxima reguldrnich funkci.

Diikaz Spojité diferencovatelnd funkce je regularni podle Véty 136 (nebof fO(z,h) = maxgepf(z) g’ h =
(Vf(@)Th = f'(z,h) Vh € R"). Konvexni funkece je reguldrni podle Véty 137.

(a) Staci dokézat, ze funkce A1 f1 a f1 + fo jsou reguldrni, jsou-li funkce f1, fo reguldrni a plati-li A; > 0.
Necht h € R™. Jsou-li funkce f1, f2 reguldrni a plati-li A\; > 0, pak pouzitim Véty 128 (b) a Véty 134 (a)
dostaneme

(A f1)°(z, h) = f(z, Mh) = fi(z, Ah) = (ALf) (2, h).

Z Definice 66 plyne, ze (fi + fo)" existuje a plati (fi + fa)' = f{ + f3. Podle Definice 69 plati (fi + f2)° >
(f1 + f2)'. Z druhé strany

(fi+ f2)(y+th) — (f1 + f2)(y)

(fr+ )2, h) = hrilf;lp p
— limsup LT F Ll +tth) — [ily) = foy)
< limsup fl(y+th2 — h1y) + lim sup fz(y—i—tf;) — f2(y)

t10 t10
= f?(.’];,h) + fg(l‘,h),

takze
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(At f) =f+f=R+1>H+1)

coz dohromady s piedchozi nerovnosti dava (f1 + f2)° = (f1 + f2)'.

(b) Staci dokdzat, ze funkce f = max(f1, f2) je reguldrni, jsou-li funkce f1, fo reguldrni. Jestlize fi(x) >
fa(z), pak f = fi, f' = fi a f* = f) = fi = [’ (stejné se postupuje pokud fa(x) > fi(z)). Necht tedy
f(z) = fi(z) = f2(z) a h € R™. Pak

f(z+th) — f(z)

fi(x,h) = bim ;
i U ), ol 1) — [ ()
T tlo t
o g A ) Bl )= )
t10 t 10 t

= max(fl(z,h), f3(x, h)),

takze f'(x,h) existuje a plati f/(x, h) = max(f](z,h), f3(x, h)). Podle Definice 69 plati f(x,h) > f'(x,h).
Z druhé strany

fly+th) — f(y)

fo(z,h) = limﬂs’up "
t]0
— limsup max(fi(y +th), fo(y + th)) — max(f1(y), f2(y))
n st !
tl0
< limsup max <fl(y JF“;) - fl(y), fa(y th;;) — f2(y)>

t10

max(f7 (z, h), £3 (x, h)).

IN

Plati tedy
f'(w,h) = max(fi(z, h), f3(x,h)) = max(f7(z, h), £ (x, h)) > f*(z, h),
coz dohromady s predchoz{ nerovnosti dava fO(x,h) = f'(x, h). O
Véta 139 Necht funkce f1 : R® — R, fo: R™ — R jsou lipschitzovské v okol{ bodu x € R™ a A\y € R. Pak
(a) O(ALf1)(x) = MOfi(z),
(b) O(f1 + f2)(x) € Of1(x) + Of2().

Jsou-li funkce f1, fo requldrni v bodé x nebo je-li alespori jedna z nich spojité diferencovatelnd v bodé x,
nastdvd v (b) rovnost.

Ditkaz (a) Jestlize A\; > 0, pak (A1 f1)%(z,h) = A f)(x,h), takze podle Definice 70 plati d(\1 f1)(z) =
A10f1(x). V opaéném piipadé s pouzitim Véty 135 (d) a predchoziho vysledku dostaneme

I fi)(x) =0 (=|Mlf) (2) = =0 (|M]f1) (2) = = [Mi]0f1(z) = MO fa(z).

(b) Ziejmé (f1+ f2)°(z, h) < f2(x, h)+ f3(x, h) Vh € R™ (dikkaz Véty 138 (a)). Pouzijeme-li Poznamku 168
a Vétu 117, dostaneme

00(f1+£2)(x)(h) < 0ap,(2)(h) + Safy(x)(R) = Sof,(2) 10 f2(2) (R) (29)
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Vh € R™, takze podle Véty 116 plati 9(f1 + f2)(z) C df1(x) + Of2(z). Jsou-li funkece fi, fo reguldrni, pak
podle Véty 138 (a) plati (f1 4+ f2)° = (f1 + f2)' = fI + f5 = [T + [9, takze v (29) a tedy i v (b) nastane
rovnost. Je-li funkce fi spojité diferencovatelnd v bodé x, pak podle Definice 69 a véty o stfedni hodnoté
(z € [y,y + th]) plati

i+ )0 h) = Timsup LERIW ) = (it f2)()

. t
t10

- }ILI}(Vfl(z))Th + limsup foly + H;) — fa(y)
t10 f?ol

= f?(l', h) + fg($7h)7
nebot (Vf1(2))Th — (Vfi(x)Th = f{(z,h) = f2(x,h). O

Poznamka 171 Indukci se snadno dokdze, Ze

9 (Z Aifi) (x) C > Ndfi(w),
i=1 i=1

pricemz rovnost nastane, jsou-li vSechny funkce f; requldrni a koeficienty \; nezdporné nebo jsou-li vSechny
funkce f; azZ na jednu spojité diferencovatelné.

Véta 140 Necht funkce f : R™ — R je lokdlné lipschitzovskd v okoli bodu x € R™, ktery je jejim lokdlnim
extrémem (minimem nebo maximem). Pak plati

0 € df(x).

Dikaz Necht z € R" je lokdlnim minimem funkce f : R — R. Pak nutné

0 < limsup f(x+th) — f(z)
t10 t

< fO(x, h)
pro libovolny vektor h € R™, takze podle Definice 70 plati 0 € df(x). Je-li bod z lokdlnim maximem

funkee f, je nutné lokdlnim minimem funkce — f, takze 0 € 9(— f)(x) a podle Véty 135 (d) plati 0 € 9f(x).
O

Pro dalsi analyzu nehladkych funkei je dulezitd véta o stfedni hodnoté. Abychom zjednodusili symbo-
liku, budeme pro libovolny vektor v € R™ pouzivat oznaceni

@OF() v ={g"v: g€ 0(2)}.

Véta 141 Necht funkce f : R® — R je lokalné lipschitzovskd na otevrrené mnoziné Q0 obsahujici isecku
[,y]. Pak existuje bod z € (x,y) takovy, Ze

fly) = f(2) € (0f(2)" (y — @).

Ditkaz Uvazujme funkei o(A\) = f(x + A(y — x)). Podle piedpokladu je tato funkce lokélné lipschitzovska
na mnoziné obsahujic{ interval [0, 1]. Uk4zeme nejprve, ze

dp(N) € (Of(x+ Ay — )" (y — ). (30)
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Podle Véty 135 (a) jsou mnoziny na obou strandch této inkluze intervaly. Podle Véty 116 staci dokdzat,
ze

Soo(0\) (B) < 8o f (4 Ay—a))T (y—=) (B) (31)
pro 8 =1a 3 = —1. Podle Definice 69 a Véty 135 (b) plati

p(N +t03) — p(X)

FO = e T
— oy LEF OO =) = flo+ Ny =)
1+ 18y — ) — £(¥)

< lim sup
y/ =zt A (y—=x) t
t10

= fUz+Ay—=),By—=x)
= max{ﬁgT(y—ﬂU)Igeaf(x"‘)‘(y_x))}

pro 8 =1a 3 = —1, coz podle Pozndmky 160 a Pozndmky 168 davé (31) a tedy i (30). Polozme nyn{
Y(A) = e(A) = @(0) + A(p(0) — (1)) = flz + Ay — x)) — f(z) + M[f(z) — f(y))-
Tato funkce je spojita na intervalu [0, 1] a plati ¢/(0) = ¥(1) = 0. Musi tedy nabyvat minima nebo maxima

v né&jakém bodé A\* € (0,1), coz podle Véty 140 davd 0 € Oy (A*). Pouzijeme-li Vétu 139 a vztah (30),

dostaneme

0 € IP(X*) C dp(X*) + (p(0) — p(1)) C (Of (x + A" (y — 2)" (y — 2) + (f(2) — F(v)),
protoze A(\) = {1}, coz pri¢tenim f(y)— f(z) k obéma strandm inkluze dava f(y)— f(x) € (0f(2))T (y—x)
proz=x + A\ (y —z) € (x,y). O

Je-li funkce f : R™ — R lokdlné lipschitzovska v oblasti €2, je podle Rademacherovy véty (Véta ?77?)
diferencovatelna skoro vSude v € neboli mnozina

Qp ={x € Q:Vf(r) neexistuje}
mé Lebesgueovu miru nula. V tomto piipadé muzeme subdiferencial definovat téz jinym zpusobem.
Véta 142 Necht funkce f: R™ — R je lipschitzovskd v okoli bodu x € R™. Pak plati

Of(z) = conv dp f(x),
kde

Opf(x) = {.lim Vi(x): x> oz & Qf}.

11— 00

Dukaz (a) Dokdzeme nejprve, Ze pro libovolné h € R™ plati

£, h) < timsup V7 f(y)h. (32)

y—a

ygQy

Zvolme h € R", € > 0 libovolné a ozna¢me « pravou stranu v (32). Z definice hornf limity (limes superior)
plyne existence ¢isla § > 0 takového, ze V7 f(y)h < a + ¢ pokud y € B(z,0) a y ¢ Q. Bez djmy na

231



obecnosti muzeme piedpoklddat, ze f je lipschitzovskd v B(x,d), takze podle Rademacherovy véty ma
B(xz,0) N Q¢ Lebesgueovu miru nula. Oznacme

Ly={y+th:0<t<d/(2]h|)},

takze L, C B(x,0), pokud y € B(x,0/2). Z teorie Lebesgueovy miry plyne, ze pro skoro vSechny body
y € B(z,6/2) ma mnozina L, N Q; Lebesgueovu miru nula. Pro skoro viechny body y € B(z,6/2) a pro
vechna t € (0,6/(2||h]|)) tedy existuje integral

f(y-l—th)—f(y):/o VT f(y 4+ 9h)hdd.

Jelikoz VT f(y +9h)h < a + ¢ kdykoliv V f(y + ¥h) existuje, miizeme tento integral majorizovat, takze

fly+th) — f(y) <tla+e). (33)

Tato nerovnost plati pro skoro vSechny body y € B(z,d/2) a pro viechna t € (0,3/(2||h])). Jelikoz funkce
f je spojitd, musi (33) platit pro vSechny body y € B(x,0/2) a pro v8echna ¢ € (0,0/(2]|k])), coz podle
Definice 69 ddva

fo(z,h) < a+e.

Jelikoz £ > 0 je libovolné, dostdvdme (32).

(b) Protoze 2y ma Lebesgueovu miru nula, existuje alespon jedna posloupnost y; — z, y; € Qy. Podle
Pozndmky 169 plati Vf(y;) € 0f(y;), takze podle Véty 135 (a) je posloupnost {Vf(y;)} omezend a
existuje tedy konvergentni podposloupnost {V f(y})} C {Vf(y:;)}. Mnozina 0pf(x) je tedy neprazdnd a
podle Véty 135 (c) plati

Jim V() € 0f (2)

takze Opf(x) C Of(z). Jelikoz Of(x) je konvexni, plati také conv dpf(x) C Jf(x). Jelikoz Of(x) je
kompaktni, jsou i mnoziny dp f () a conv 0p f(x) kompaktni. Pouzijeme-1i Pozndmku 168 a nerovnost (32),
dostaneme

Sosw)(h) = fO(z,h) <limsup VT f(y)h= sup ¢"h
ggmf g€dB f(x)
< sup gTh = 5conv OB f(x) (h)

gE€conv Ip f(x)

pro libovolny vektor h € R™, takze podle Véty 116 plati df(z) C conv dp f(x). O

11.4 Lipschitzovska zobrazeni

Piistup pouzity ve Vété 142 muzeme vyuzit k definici zobecnéného Jakobianu lokalné lipschitzovského
zobrazeni f : R™ — R™. Stejné jako v piipadé lokalné lipschitzovské funkce zavedeme mnozinu

Qp ={z € Q: Jf(x) neexistuje},

kde
Of1(x) O0f1(z)
oxy Tt Oxy
Jf(x) = ,
3 fm () Ofm (=)
oxy " Oxy,

ktera mé opét Lebesgueovu miru nula.
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Definice 72 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak mnoZinu

Of (x) = conv Op f(x),
kde

I f(z) = {_lim Tf(xi) wi — 2,2 & Qf}7
nazveme zobecnénym Jakobidnem zobrazeni f.

Poznamka 172 Poznamenejme, ze se dopoustime jisté neduslednosti, nebot pro m = 1 se Definice 72
odlisuje od Definice 70 (nyn{ jde o fadkovy vektor). Tato konvence se vSak bézné pouzivd v literature,
takze se ji také pridrzime.

Poznamka 173 Je-li zobrazeni f : R™ — R™ diferencovatelné v bodé = € R™, pak piimo z Definice 72
plyne, ze

Jf(x) € df(x)

(staci zvolit posloupnost z; = — € Q).
Véta 143 Necht zobrazeni [ : R™ — R™ je lipschitzovské s konstantou L v okoli bodu x € R™. Pak

(a) Plati 0f(z) C [0f1(x),...,0fm(x)]T, kde Of;(x), 1 <i < m, jsou subdiferencidly funkci f; : R* — R
(i-tych slozek zobrazeni f) v bodé x € R™.

(b) Zobecnény Jakobidn Of(z) je neprdzdnd konvexni kompaktni mnoZina takovd, Ze ||J|| < L VJ €

Of(x).
(c) Jestlize x; — x, J; € 0f (x;) a J; — J, pak J € 0f(x) (polospojitost shora).

Dikaz (a) plyne bezprostfedné z Véty 142.

(b) Kompaktnost plyne bezprostiedné z (a) a z Véty 135 (a). Konvexita plyne pifmo z Definice 72.
Neprazdnost plyne z existence alespon jedné posloupnosti z; — x, z; € Qy, pro kterou {J f(x;) } konverguje
(argumentace je stejnd jako v dukazu Véty 142). Nerovnost ||J|| < L plyne z Definice 72 a z toho, ze
|7 f(z;)]] < L pokud J f(z;) existuje.

(c) Predpoklddejme, ze x; — x, J; € df(x;) a J; — J. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpoklddat,
7e x; € B(x,1/(2i)) (v opacném piipadé lze vybrat vhodnou podposloupnost). Jestlize J & Of(x), musi
existovat ¢islo € > 0 takové, ze pro dostatecné velké indexy plati

Ji € 0f (x) + B(0,¢).
Protoze mnozina 0 f(x)+ B(0, €) je konvexni, nemuze platit dp f(z;) C 0f(x)+ B(0,¢) (v opatném piipadé

by muselo platit J; € conv dpf(z;) C 0f(z) + B(0,¢)). Existuje tedy matice J; € dpf(z;) takova, ze
J; & 0f(x) + B(0,e). Podle Definice 72 musi existovat bod y; € B(z;,1/(2i)) C B(z,1/i) takovy, ze

T f(yi) — Jill < g/2, takze

J f(yi) & 0f(x) + B(0,2/2). (34)

Podle (a) jsou matice J; a tedy i J f(v;) stejnomérné omezené v okolf bodu x. Mizeme tedy predpokladat,
ze existuje limita

Jim T f(yi) =7

(v opa¢ném piipadé lze vybrat vhodnou podposloupnost). Ziejmé y; — = (nebot y; € B(z,1/i)), yi € Qy
(nebot J f(y;) existuje) a J f(y;) — J. Podle Definice 72 tedy plati J € 90f(x), coz je ve sporu s (34). O
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Lemma 39 Necht zobrazend f : R™ — R™ je lokdIné lipschitzovské v okoli bodu x € R™ a funkce g : R™ —
R je spojité diferencovatelnd v okoli bodu f(x). Pak funkce ¢ = go f : R™ — R je lipschitzovskd v okoli
bodu x € R" a plati

Op(z) = (0f(2))" Vg(f(x)).

Dukaz Lipschitzovskost funkece go f je zfejma (staci pouzit Vétu 136 a Definici 68). Necht J € dp f(x). Pak
existuje posloupnost ; — z, z; & Q takova, ze J f(x;) — J a tudiz V(z;) = (T f(2:))Va(f(z:)) —
JTVg(f(z)). Plati tedy JTVg(f(x)) € Opp(z), coz dava

(Of(2)"Vy(f(2)) C Opp().

Necht naopak w € dpp(x). Pak existuje posloupnost z; — z, z; & Q, D Qf takovd, ze Vo(z;) =

(T f(x:)TVg(f(x:)) — w. Jelikoz Jacobiovy matice J f(x;) jsou podle Véty 143 (b) omezené v okol

bodu z, existuje podposloupnost {z}} C {z;} takova, ze J f(«}) — J € dp f(x), cozspolus (J f(z})TVg(f(z})) —
w dava

Opp(x) C (Opf(2))" Va(f(2)).
Spojenfm obou inkluz{ dostaneme dpp(z) = (Opf(x))TVg(f(z)), coz po piechodu ke konvexnim obaliim
davé p(x) = (0 () TVg(f(2)). 0

Abychom mohli zformulovat vétu o stfedni hodnoté, zavedeme oznaceni

of ([x,y]) = conv U of(2). (35)

z€[z,y]
Lemma 40 Mnozina 0f ([x,y]) je konvexni a kompaktni.

Dukaz Konvexita plyne bezprostiedné z (35). Abychom dokézali kompaktnost, stac¢i podle Véty 108
dokdzat kompaktnost mnoziny U,¢(, , 0f(2). Necht {Ji} C U.¢,,)0f(2) je posloupnost takovd, ze
Ji — J. Ziejmé J; € 0f(z;), kde z; € [z,y]. Jelikoz mnozina [z, y] je kompaktni, existuje podposloupnost
{#} C {2} takovd, ze z| — z € [z,y], a odpovidajici podposloupnost {J/} C {J;} takovd, ze J, € Of (=) .
Jelikoz vybrand posloupnost m4 stejnou limitu jako ptvodni konvergentni posloupnost, 1ze psit J, — J, a
podle Véty 143 (c) dostaneme J € 0f(z) C U, ¢y, O (2)- O

Véta 144 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lokdlné lipschitzovské na oteviené mmnozZiné Q0 obsahujici
dsecku [z,y]. Pak plati

fy) = f(x) € 0f ([z,y]) (y — 2). (36)

Ditkaz Podle Lemmatu 39 pro libovolny bod z € (z,%) a pro libovolny vektor v € R™ plati d(vT f)(z) =
vT0f(2). Mizeme tedy pouzit Vétu 141, podle které pro libovolny vektor v € R™ existuje bod z € (x,y)
takovy, ze

v (f(y) = f(2) € 0" )(2)(y —2) = v" 0f (2)(y — ). (37)

Vztah (36) dokézeme sporem. Predpokladejme, ze f(y) — f(z) € Of ([z,y]) (y — x). Jelikoz mnozina na
pravé strané je podle Lemmatu 40 konvexni a kompaktni, musi podle Véty 112 existovat vektor v € R™ a
¢islo a € R tak, ze
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VI(fly) = f@) >a>  max oTJ(y-a),

> ax
Jeaf([z,y])

coz je ve sporu s (37), nebot podle (37) existuje prvek J € 9f(z) C of ([z,y]) takovy, ze vT (f(y) — f(z)) =
vl J(y — ). O

Véta 145 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R"™ a funkce g : R™ — R je
lipschitzovskd v okoli bodu f(x). Pak funkce ¢ = go f : R" — R je lipschitzovskd v okol{ bodu x € R™ a
plati

dp(x) C conv (3 (x))T0g(f(x)) £ conv {JTv: J € df(x),v € dg(f(z))}, (38)
pricemz rovnost nastdvd zejména v téchto pripadech

(a) Funkce g je spojité diferencovatelnd v bodé f(x). V tomto pripadé plati

dp(x) = (f ()" Vy(f (). (39)

(b) Funkce g je requldrni v bodé f(x) a zobrazeni f je spojité diferencovatelné v bodé x. V tomto pripadé
je funkce ¢ reqularni v bodé x a plati

dp(x) = (T f()) dg(f()). (40)

(c) Funkce g je requldrni v bodé¢ f(x), funkce fi = el f, 1 < i < m, jsou reguldrni v bodé x a pro libovolny
prvek v € g(f(x)) plati v; >0, 1 < i < m. V tomto pripadé je funkce ¢ requldrni v bodé x.

Dikaz Lipschitzovskost funkce g o f je zfejméa (staci dvakrat pouzit Definici 68). Ozna¢me S mnozinu na
pravé strané (38). Abychom dokézali inkluzi dp(x) C S, pouzijeme Vétu 116 a Pozndmku 168. Jelikoz
podle Véty 115 pro libovolny vektor h € R™ plati

6s(h) = max {v" Jh:J € 0f(x),v € dg(f(x))},

staci podle Véty 116 a Pozndmky 168 ukédzat, ze pro libovolny vektor h € R™ existuje matice J € df(z) a
vektor v € Og(f(x)) tak, ze

S0p(x)(h) = @*(z, h) < v Jh. (41)
Podle Poznamky 166 muzeme vybrat posloupnosti x; — x a t; | 0 tak, ze

A h) = lim (i +tih) — p(zi)

1—00 tl

Je-li bod z; € R"™ dostatecné blizko k bodu z a je-li ¢islo ¢t; > 0 dostateéné malé, jsou i body f(z;)
a f(z; + t;h) dostateéné blizké k bodu f(x). Jsou tedy splnény piedpoklady Véty 141 (aplikované na
funkei g) a existuje tedy bod u; € [f(z;), f(x; + t;h)] a subgradient v; € dg(u;) tak, ze

Qi +tih) — (i) = g(f (i + t:h)) — g(f (@:)) = o] (f (@i +t:ih) — f(=:)).
Podle Véty 144 plati
flxi +tih) — f(z4)
(2
coz podle vztahu (35) a podle Véty 107 znamend, Ze
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m—+1
o(w; +t;h) — o(;) _ UzT f(xi +tih) — f(z:) _ viT Z )\’]L'CJ’L'kh7
ti ti k=1

kde JF € Of (yF), yF € [ws, 2 + t;h]), \F >0, k € [Lm + 1], M} 4+ ... + X" = 1. Z tohoto ditvodu musf
alespon pro jeden index k € [1,m + 1] platit

oz +tih) — o(x;)
t;

<ol JFh. (42)

Jelikoz z; — x at; | 0, plati u; — f(z) ay¥ — x. Z kompaktnosti subdiferencidlu a zobecnéného Jakobidnu
plyne existence podposloupnosti {x;} C {x;} a {t;} C {t;} takovych, ze odpovidajici podposloupnosti
{vl} € {v;} a {J!} C {JF} konverguji k v a J. Podle Véty 135 (c) a Véty 143 (c) plati v € dg(f(x)) a
J € 0f(x), takze z (42) plyne (41). Nyni vySetiime specidlni piipady:

(a) Tento pifpad je tvrzenim Lemmatu 39.

(b) Je-li zobrazen{ f spojité diferencovatelné, mizeme mnozinu S zapsat ve tvaru S = (7 f(x))Tdg(f(z))
(protoze mnozina df(x) = {J f(x)} je jednoprvkova nemusime pouzivat jeji konvexni obal). Pouzijeme-li
Definici 60, Pozndmku 168 a regularitu funkce g (Definice 71), muZzeme psét

T T ¢/
max v Jf(x)h= max v x,h
v€dg(f(x)) f@) v€dg(f(2)) fla,h)

§(F(@). £'(2,1) = ¢ (f(@), f' ()
jp ST 01) = 0) _ (o4 80) = (1)

t10 t tl0 t

ds(h)

" T(t)> ,

kde pro dostateéné mald t plati

lg(f (@) +tf"(x, k) — g(f(z + )| _ Lllf(2) +tf(x,h) = f(x + th)]|
t = t
flx+th) — f(z)
t

ITOI =

L‘ F(a,h) - ,

nebot funkce g je lipschitzovskd v néjakém okoli bodu f(z) (konstantu jsme oznacili L). Ze spojité
diferencovatelnosti zobrazeni f plyne, ze (f(xz + th) — f(z))/t — f'(z,h), takze T(t) — 0 pokud ¢ | 0.
Ukézali jsme tedy, ze

, _ o 9@+ th)) — g(f(x))
#'(w, h) = lim ;

existuje a plati dg(h) = ¢'(z,h) < ¢%(z,h), coz podle Véty 116 davd S C dyp(z), takze z (38) plyne
dp(x) = S. Z nerovnosti ©°(z,h) < 6s(h) = ¢'(x,h) < ¢°(x, h) pak plyne regularita funkce ¢ v bodé .
(¢) Oznacme

S" = conv {i wv; tu; € Ofi(x),v € ag(f(:v))} .
i=1

Podle (38) plati dp(z) C S a podle Véty 143 (a) plati S C 57, takze dp(x) C S’. Jsou-li funkece g a f;,
1 < i < m, regularni a plati-li v; > 0, 1 < i < m, muzeme psat

dsi(h) = max{ZviuiTh:u,-Eﬁfi(x),veag(f(x))}

=1
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< ma v; max u; Ty . v € 9¢g(
>~ X Z luieaff((w) g }

= max{zm:vifio(x,h) v e dg(f
i=1

i=1
= go(f(x)7f/('rah)) = ( l‘,h

Konec dikazu je jiz stejny jako konec ditkazu tvrzeni (b). Dostaneme &g/ (h) = ¢'(x,h) < ¢°(x,h),
coz podle Véty 116 dévd S’ C d¢(x), takze z Op(x) C S C S’ plyne dp(z) = S = S’. Z nerovnosti
W (x,h) < ds(h) < bs:(h) = ¢'(x,h) < @°(x,h) pak plyne regularita funkce ¢ v bodé z. O

Dusledek 14 Jsou-li splnény predpoklady Véty 145, plati

dp(z) C conv {Zuv s € 0fi(x), v € Dg(f(x)), } (43)

i=1
pricemZ rovnost nastivd zejména v téchto pripadech:
(a) Funkce g je spojité diferencovatelnd v bodé f(x) am = 1.
(b) Funkce g je requldrni v bodé f(x) a funkce f;, 1 <i < m, jsou spojité diferencovatelné v bodé x.
(¢) Funkce g je reguldrni v bodé f(x) a funkce f;, 1 < i < m, jsou reguldrni v bodé x a pro libovolny
prvek v € Og(f(x)) plati v; >0, 1 <i<m.
Dukaz Staci pouzit Vétu 145 a nékteré ivahy (napiiklad S C S’) z jejiho dukazu. O

Dausledek 15 Necht funkce f1 : R® — R, fo : R® — R jsou lipschitzovské v okoli bodu x € R"™. Pak
funkce p = f1fo je lipschitzovskd v okoli bodu x a oznacime-li

[ o1
=[n] o=t

Op(x) = (0f ()" Pf(x) C 0fi(z) fa(x) + fi(2)0f2(x)

pricemZ rovnost nastdvd, jsou-li funkce f1, fo reguldrni a platé-li fi(x) > 0, fo(x) > 0. V tomto pripadé
je funkce ¢ = f1fa requldrni.

plati

Diikaz Definujme funkci g : R? — R piedpisem g(uy,us) = ujus. Tato funkce je spojité diferencovatelna
a tedy (podle Véty 136) lipschitzovské v okolf libovolného bodu u € R?, pticemz plati

Podle Véty 145 je funkce g o f = f1 fo lipschitzovska v okoli bodu z a plati

A(fife) = {JTVy(f(x)): J € 0f(x)} = (0f(2))" PF.

Vztah O(f1f2) C Of1(x) fa(x)+ f1(z)0f2(x) a podminky pro rovnost dostaneme bezprostiedné z Disledku 14
(c). O
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Disledek 16 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Pak funkce ¢ =
(1/2)fT f je lipschitzovskd v okoli bodu = a plati

Dilw) = 500" £)(a) = (D) () = (I F(a) : T € D(F(@)}. (44

Dikaz Definujme funkci g : R™ — R pfedpisem

I R
g(u)ziu u:§z_:lul

Tato funkce je spojité diferencovatelnd a tedy (podle Véty 136) lipschitzovskd v okoli libovolného bodu
u € R™, piicemz plat{ Vg(u) = u. Podle Véty 145 (a) je funkce ¢ = go f = (1/2)fT f lipschitzovskd v
okoli bodu z a plati dp(x) = (0f(2))TVg(f(z)) = (0f (z))T f(z). O

Véta 146 Necht funkce f; : R"® — R, 1 < i <m, jsou lipschitzovské v okoli bodu © € R"™. Pak funkce

p(r) = R fi(z)

je lipschitzovskd v okoli bodu x a plati

Op(x) C conv {0f;(x) i€ I(x)}, (45)

kde I(z) = {i € {1,...,m} : fi(x) = o(x)}. Jsou-li funkce f;, 1 < i < m, requldrni v bodé x, je funkce ¢
requldrni v bodé x a v (45) plati rovnost.

Diikaz Definujme funkci g : R™ — R predpisem g(u) = max(uy, ..., Uy, ). Tato funkce je konvexni v R™,
nebot
— = ) _ ) < ) _ .
g Au+ (1= XA)v) 121242%)5”()\% +(1=Ny) < )xlrgnizgin(ul) +(1-X 1222%(01)

= Ag(w) + (1= Ng(v)

prou € R™ v € R™ a1l < XA < 1, takze je lokdlné lipschitzovskd podle Véty 127. Necht I(u) =
{i e{l,...,m} :u; = g(u)}. Pak plati

12 .
u,d) = lim
g'(u, d) t10 t t10 1<i<m

lim max (u—i——g(u)) = max (d;),
t10 1el(u) t i€l(u)

S ) e (o))

takze ¢°(u,d) = ¢'(u, d) = max;c(4)(d;) a podle Definice 70 plat{

0g(u) = {v € R": max (d;) >v'd Vd ¢ R”} .
i€l (u)

Necht e; je i-ty sloupec jednotkové matice a § > 0. Jestlize v; # 0 pro i ¢ I(u), dostaneme volbou
d; = vie; nerovnost v1'd = v? > 0 = max{d;,i € I(u)}, takie v ¢ Og(u). Jestlize v; < 0 pro i € I(u),
dostaneme volbou d; = —de; nerovnost vI'd = —dv; > —§ = max {d;,i € I(u)), takze v & dg(u). Jestlize
v; 2 0Vi € I(u) acr vi > 1, dostaneme volbou d = 3, ;) de; nerovnost vld = 0D ier(w Vi >
6 = max{d;,i € I(u)}, takze v & Og(u). Jestlize v; = 0 Vi € I(u) a 3 ,cp(,) vi < 1, dostaneme volbou
d = =3 icr(u) 0€i nerovnost vld = -6 Yicr(wy Vi > —0 =max{d;,i € I(u)}, takze v ¢ Og(u). Musf tedy
platit
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dg(u) =< veR":v; >0, Z v; =1, Z v; =0

iel(u) i1 (u)
Podle Dusledku 14 pak plati

df(x) C conv {Z viu; s u; € Ofi(x),v € Og(f(x))}

i=1

= conv Z v;0fi(x) :v; >0, Z v; =1

i€ (u) i€1(u)

= conv {0fi(x),i € I(u)}.

Funkce g je konvexni, takze je podle Véty 138 regularni. Jsou-li funkce f;, 1 < i < m, reguldrni, je podle
Veéty 138 i funkee ¢ reguldrni a jelikoz v; > 0, 1 < i < m, plati v (45) rovnost. O

11.5 Polohladka zobrazeni

Definice 73 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R™. Jestlize pro kazdé
h € R™ existuje limita

im Jh (46)
JEDf(x+th)
tl0

(nezdvisld na volbé J € 9f(x + th)), Tekneme, Ze zobrazeni f je slabé polohladké v bodé x. Jestlize pro
kazZdé h € R" existuje limita

lim  JK (47)
Jedf(z+th’)
h! —h,t]0

(nezavisld na volbé J € Of (x + th')), Fekneme, Ze zobrazend f je polohladké v bodé .

Poznamka 174 Jelikoz Of(z) je mnozinové zobrazeni, mohlo by se zdit, Ze existence limity (47) je
vyjimecénd. V dalsim textu vSak ukdzeme (Poznamka 178), ze polohladkost je vlastnost pfevazné vétsiny
zajimavych lokalné lipschitzovskych zobrazeni.

Poznamka 175 Z Definice 73 plyne, ze kazdé polohladké zobrazeni je slabé polohladké. Slaba polohlad-
kost se vsak nezachovava pii sklddéni funkei a také Véta 152 vyzaduje platnost vztahu (47).

Véta 147 Necht zobrazeni f : R — R™ je slabé polohladké v bodé x € R™. Pak pro libovolny vektor
h € R™ existuje smérovd derivace f'(x,h) a plati

f/(z,h) =lim fl+th) = f() = lim
t10 t ;Ilec)af(a:+th)

Jh.

Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™. Pak pro libovolny vektor h € R" existuje
smérovd derivace f'(x,h) a plati

flz+th') — f(x)

f'(z,h) = lim = lim JH.
! —h t JEDf(z+th')
t10 h!—h,t10
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Dikaz (a) Zvolme libovolné vektor h € R™ a posloupnost t; | 0. Jelikoz zobrazeni f je lipschitzovské
v okoli bodu x, muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, Ze je lipschitzovské v kazdém z intervalu
[z, x + t;h]. Pouzijeme-li Vétu 144, dostaneme

flx+th) — f(z)
t;

€ 0f ([x,x + t;h]) h = | conv U Of(xz +th) | h = conv U Of(x+th)h | CR™
t€[0,1] t€[0,1]

Podle Véty 107 existuje nejvyse m + 1 prvkt JF € 0f(z + tFh), tF € [0,4;], 1 <k <m + 1, tak, ze

m—+1

fl@+t;h) — f(z) & Tk
=" Mgk,
ti k=1

kde 0 < AF < 1a A +...+ 2, =1 Jelikoz interval [0,1] je kompaktn{, mizeme pfedpoklddat, ze
A AF 1 <k <m+1 (v opaéném pifpadé vybereme vhodnou podposloupnost). Pak podle (46) plati

m—+1 m+1
oy J I (57 ) = 5 (1 ) (1 )

k=1

m—+1
= § AE lim Jh= lim Jh,
Pt JEDf (x+th) JEDf(z+th)

tL0 tl0

takze limita na levé strané nezdvis{ na vybéru posloupnosti ¢; | 0 a rovna se smérové derivaci f'(z, h).
(b) Necht vektor h € R™ je libovolny. Jelikoz zobrazen{ f je lipschitzovské v okolf bodu z € R™ (s néjakou
konstantou L) plat{

o G ) — f )]

< lim L|i — k| = 0.
h!—h,t]0 t h!—h

Kazdé polohladké zobrazeni je slabé polohladké. Muzeme tedy psat

flz+th) — f(z) [z +th) — f(x)

lim = lim
h!—h,t|0 t t]0 t
th') — th
+ lim flwth) = o + th) = f'(z, h).
h/—h,t]0 t
Zbytek tvrzeni plyne z (a). O

Poznamka 176 Zobrazeni f'(z,.) : R" — R™ (smérova derivace) vystupujici ve vété 147 je pozitivné
homogeni a lipschitzovské. Neni vSak subaditivni jako v piipadé konvexnich funkei.

Poznamka 177 Podle véty 147 pro polohladké zobrazeni plati
flo+th') = f(z) +tf'
kde f' — f'(x,h), pokud b’ — hat|0

V dalsim vykladu budeme ¢asto pouzivat pojem funkce, tedy zobrazeni f : R®™ — R, neboli f: R" —
R™, kde m = 1. V tomto piipadé je tfeba mit na paméti konvenci zminénou v Poznamce 172.

Véta 148 Jsou-li funkce f; : R* — R, 1 < i < m, polohladké v bodé x € R™, je i zobrazeni f =
[f1s- -, fm]T polohladké v bodé x.

240



Diukaz Necht h € R™. Limita (47) existuje pravé tehdy, existuji-li pro 1 < ¢ < m limity

lim eZTJh’.
JEIf(xz+th’)
h! —h,t]0

(e; je i-ty sloupec jednotkové matice fadu m). Tyto limity vSak existuji, nebof pro 1 < i < m plati
JTe; € 0f;(x +th') a funkce f;, 1 <i < m, jsou polohladké. O

Veéta 149 Je-li funkce f: R™ — R spojité diferencovatelnd v okoli bodu x € R™, je polohladkd v bodé x.

Dikaz Pro spojité diferencovatelné funkce plati

lim  ¢Th = lim (Vf(z+th) W = (Vf)" h
PRI nat

Véta 150 Je-li funkce f : R™ — R konvexni v okoli bodu x € R"™, je polohladkd v bodé x.

Dukaz Necht funkce f je konvexni v B(x,¢), z +th’ € B(x,e) a g € 0f(x +th'). Pak podle Véty 129 (d)
plati

fl@) = flz+th') > g"(x — (z + th)),

neboli

flz+th') — f(x)
t

<gTH.
Z druhé strany podle Definice 67 plati
gTh/ < f,({L‘ +thl7hl).
Pouzijeme-li tyto nerovnosti spolu s Vétou 147, Definici 66 a Vétou 128 (c), dostaneme
th’) —

h! —h t T geoaf(z+th!

< liminf ¢7h < limsup ¢gTH
)

tl0 h!—h,t]0 ‘Z/ef,{ia:réh/)
< limsup f'(z+th',h') < f'(z, h),
h!—h,t]0
coz dokazuje existenci pozadované limity. O

Véta 151 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™ a funkce g : R™ — R je polohladkd
v bodé f(x). Pak sloZené zobrazeni ¢ = go f je polohladké v bodé x.

Dikaz Necht vektor h € R™ je libovolny. Necht xp = = + tphy, kde hy — h a tx | 0. Podle Véty 145
plat{ dp(xy) C Sk, kde symbol Sy C R™ oznacuje kompaktni mnozinu na pravé strané vyrazu (38) (s zy
misto x). Necht

wp = 0Ty =arsmin w'h, v €0g(f(n)), i € 0f(m)
w,': = (J,;")Tv,;|r = argur)ne%g wT'h, v,‘: € 9g(f(zk)), J,j' € 0f(xg).

Pak pro libovolny vektor wy € dp(xg) C Sy plati
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(we)"h < wih < (w;)"h. (48)

Jelikoz vsechny velic¢iny v téchto vzorcich jsou podle Véty 135 (a) omezené, muzeme predpoklddat (po
pifpadném prechodu k podposloupnostem), ze

J, = J €0f(x), v, — v €09g(f(x)),
JE—Jt eaf(x), v — vt € dg(f(z))

(pouzivame Vétu 135 (c)). JelikoZ zobrazeni f je polohladké, plati J=h = Jth = f'(x,h), takZe s
pouzitim (48) dostaneme

()T f'(x,h) < likrriioréf wih < limsupwi h < (vH)T f'(x, h).

k—oo

Jelikoz funkce g je polohladka a podle Pozndmky 177 plati f(zi) = f(z + txhi) = f(x) + tif},, kde
fi. — f'(x,h), pokud hy — h at; | 0, muzeme pouzit Definici 73, podle které
(’U_)Tf/(mv h‘) = klim (’Uk_)Tf/(x7 h) = khm (UI—CF)Tf,(mv h) = (v+)Tfl(x7 h)v
—00 —00
coz dokazuje existenci limity posloupnosti w{ h nezavislé na volbé vektoru wy € dp(xy). O

Daisledek 17 Necht zobrazeni f : R — R™ je polohladké v bodé © € R™ a funkce g : R™ — R je bud
spojité diferencovatelnd nebo konvexni v okoli bodu f(x). Pak funkce ¢ = go f je polohladkd v bodé x.

Dikaz Tvrzeni plyne bezprostiedné z Véty 149, Véty 150 a Véty 151. O

Dusledek 18 Necht funkce f; : R™ — R, 1 < i < m jsou polohladké v bodé x € R™ a \; € R, 1 <i < m.
Pak funkce o1 =Y i~ Nifi (linedrni kombinace) a g2 = []i-, fi (soucin) jsou polohladké v bodé x.

Ditkaz Podle Véty 148 je zobrazeni f = [fi,..., fm|’ polohladké v bodé z. Funkce gi(u) = > i~ Nu; a
g2(u) = [T~ u; jsou spojité diferencovatelné, takze podle Dusledku 17 jsou funkce 1 = g10f a w2 = goo f
polohladké v bodé x. O

Dusledek 19 Necht funkce f; : R — R, 1 < i < m jsou polohladké v bodé © € R™. Pak funkce
o = |[f1, - fm)¥ll, kde || - || je libovolnd norma v R™, je polohladkd v bodé x. Specidlné funkce
o1 = maxi<i<m (| fi]) (mazimum absolutnich hodnot) a po = > |fi| (soucet absolutnich hodnot) jsou
polohladké v bodé x. Ddle funkce p3 = maxi<i<m/(fi) (bodové mazimum) je polohladkd v bodé wx.

Diikaz Podle Véty 148 je zobrazeni f = [fi, ..., fm|T polohladké v bodé z. Funkce g(u) = ||u|| je konvexni,
nebot z vlastnost{ vektorové normy plyne, ze pro 0 < A < 1 plati
g+ (1= XNv) = [[Au+ (1= Xof < Alluf + (1 = Nlv].

Funkce ¢ = g o f je tedy podle Dusledku 17 polohladkd. Také funkce g(u) = maxi<i<m(u;) je konvexni
(dukaz Véty 146), takze funkce p3 = g o f je podle Dusledku 17 polohladka. O

Dausledek 20 (Obrdceni Véty 148). Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™ pricems
f=1f1, -, fm]T. Pak funkce f; : R* — R, 1 <i < m, jsou polohladké v bodé .

Ditkaz Ziejmé f; = g; o f, 1 < i < m, kde funkce g; : R™ — R, definované predpisem g;(u) = el u = u;,

jsou spojité diferencovatelné. Polohladkost funkci f; : R — R, 1 <1i < m, tedy plyne z Dusledku 17. O

Daisledek 21 Linedrni kombinace polohladkijch zobrazent je polohladké zobrazeni. Skaldrni soucin polohladkych
zobrazent je polohladkd funkce.
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Dikaz Podle Dusledku 20 jsou slozky polohladkych zobrazeni polohladkymi funkcemi. Podle Dusledku 18
je linedrni kombinace polohladkych funkci polohladkou funkci, takze podle Véty 148 je linedrni kombinace
polohladkych zobrazeni polohladkym zobrazenim. Polohladkost skalarniho souc¢inu plyne z Dusledku 20,
Dusledku 18 a Véty 148. O

Poznamka 178 Z predchoziho textu vyplyva, Ze vychazime-li ze spojité diferencovatelnych a konvexnich
zobrazeni, dostdvdme béznymi operacemi (soucet, soucin, maximum, sklddani funkci) pouze polohladks
zobrazeni. Proto mé teorie polohladkych zobrazeni velké uplatnéni v praktickych aplikacich. Navic je
polohladkost zdkladnim pfedpokladem pro konstrukci numerickych metod pro feSeni nehladkych rovnic.

V nésledujicich dvahdch budeme pouzivat symbol o(||k||) pokud h — 0. Tento symbol znamend, Ze pro
libovolnou posloupnost h; — 0, h; # 0 plati o(||h;|)/||hi|| — O.

Véta 152 Necht zobrazeni f : R® — R™ je lipschitzovské v okoli bodu x € R"™. Pak f je polohladké v
bodé x prdvé tehdy, existuje-li smérova derivace f'(x,h) a plati-li
Jh — f'(z,h) = o(||h]]) (49)
pokud h — 0 a J € Of (x + h).
Diukaz (a) Necht zobrazeni f: R™ — R™ je polohladké. Mame dokézat, ze
lim Jihi — f'(z, hy)
i—oo |17 |

pro libovolné posloupnosti {h;} C R"™ a {J;} C R™*" takové, ze h; — 0 a J; € Of(x+h;). Predpoklddejme
naopak, ze existuji posloupnosti {h;} C R™ a {J;} C R™*" takové, ze h, — 0 a J; € 9f(x + h;), a ¢islo
€ > 0 takové, ze ze

=0. (50)

[[Jihi — f' (@, hi)|
(17l
kde b} = h;/||hi|| a t; = ||hi| (takze J; € Of (x + t;h})). Pak podle Véty 147 (b) plati

= ||Jih; — f'(z,h})|| > e Vi€ N,

lim Jih = f'(x, h)

coz je v8ak ve sporu s predchozi nerovnosti, nebot funkce f’(z,.) je podle Poznamky 177 spojit4.

(b) Predpokladejme nyni, ze zobrazeni f : R™ — R™ neni polohladké. Pak musi existovat vektor h € R"
(bez Wjmy na obecnosti budeme piedpoklddat, ze ||| = 1), posloupnosti h; — h, t; | 0, J; € Of (x + t;h})
a ¢islo € > 0 tak, ze

|l = f' (e )] > 25 Vie N (51)

(v opatném pifpadé by existovala limita (47) rovnajici se f’(z,h), takze zobrazeni f by bylo podle
Definice 73 polohladké). Jelikoz smérova derivace je podle Pozndmky 176 lipschitzovskd, plati pro dostatecné
velké indexy || f'(x, hl) — f'(z, h)|| < e, coz spolu s (51) dava

ik = f (e, k)| = Tk = (@, h) = (f (2, 1) = f' (. D))
> ik = f( W= 1 (2, ) = f/ (@, )| = e,
Polozme h; = t;h}. Jelikoz ||h|| — 1 at; | 0, plati ||h;|| — 0. Z pfedchozi nerovnosti vSak plyne

[Jihi — f" (@, hi)l| [ Sl — f" (@, hi) |

lim inf = lim inf ; = liminf || J;h; — f'(z,h])|| > € >0,
i—00 17 100 1751 100
takze neplati (50) a tudiz ani (49). O
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Poznamka 179 Vzhledem k platnosti Véty 152 se polohladké zobrazeni casto definuje jako lokalné lips-
chitzovské zobrazeni, které vyhovuje podmince (49).

Definice 74 Rekneme, Ze zobrazeni f : R — R™ je diferencovatelné v Bouligandové smyslu (B-diferenco-
vatelné) v bodé x € R™, jestlize existuje positioné homogenni zobrazeni f'(x,.) : R* — R™ (smérovd
derivace) takové, Ze

fl@+h) = f(x) = f'(x,h) = o(|[hl]), (52)

pokud h — 0 (to znamend, Ze zobrazeni f'(x,.) md stejné aprozimacni vlastnosti jako Frechetova derivace).

Véta 153 Polohladké zobrazeni je B-diferencovatelné .
Dikaz Necht zobrazeni f : R — R™ je polohladké v bodé x € R™. Mame dokézat, ze

i flx+hy) = flz) = f'(z, )

=0.
i—00 17l

pro libovolnou posloupnost {h;} C R™ takovou, ze h; — 0. Pfedpoklddejme naopak, ze existuje posloup-
nost {h;} C R" takovd, ze h; — 0, a ¢&islo € > 0 takové, ze
|f(x+hi) — fl2) = f'(z, he)| | flz+t:hi) — flz)

= — fl(x,B)| > 3
i 7 iz, h)| >e Vi (53)

kde h; = h;/||h;|| a t; = ||hi]|. Jelikoz vektory R} jsou omezené (nebot ||h}]| = 1), muzeme tuto podposloup-
nost bez Ujmy na obecnosti vybrat tak, ze h; — h. Pak podle Véty 147 (b) plati

flx+th}) — f(z)

lim t :fl(l'vh)a
coz je vSak ve sporu s (53), nebot funkce f’(x,-) je podle Poznamky 177 spojitd. O

Disledek 22 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké v bodé x € R™. Pak plati
fl@+h)—f(@) = Jh=o(|hl), (54)
pokud h — 0 a J € Of(x + h).

Dukaz Tvrzeni plyne bezprostiedné z Véty 152 a Véty 153. O

12 Metody pro FeSeni soustav nehladkych rovnic

12.1 Newtonova metoda
Nyni se budeme zabyvat feSenim soustavy rovnic

flx) =0, (55)
kde f: R — R"™ je polohladké zobrazeni. Nejprve se budeme vénovat nepiesné Newtonové metodé, kterd
je iteracn{ a generuje posloupnost {zj} pfedpisem

Tpt1 = Tp + di, (56)
kde vektor dj se vybira tak, aby platilo

oy, = WAk + @l (57)

g [fn)l  ~
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a matice Ay se vybird tak, aby platilo

A = |4 — J|| < A (58)
pro néjaky prvek Jy € dp f(zy). Pfitom w > 0, A > 0 a normy v (57) a (58) jsou euklidovské.

Definice 75 Rekneme, Ze lokdlné lipschitzovské zobrazeni f : R® — R™ je silné BD-reguldrni v bodé
x € R™, jestlize viechny matice J € Op f(x) jsou reguldrni (mnoZina O f(x) je uvedena v Definici 72).

Poznamka 180 V iteracnim procesu (56)-(58) predpokldaddme, ze Ay aproximuje prvek z dp f(xy), nebot
regularitu vSech prvki z dp f(x) C 0f(xk) lze zajistit snadnéji nez regularitu vech prvka z 0f(xy).

Véta 154 Necht lokdlné lipschitzovské zobrazeni f : R™ — R™ je silné BD-reguldrni v bodé x € R™. Pak
ezistuje ¢islo § > 0 a konstanta ¢ > 0 tak, Ze vsechny matice J € O f(y) jsou requldrni a plati || J || < ¢
pokud y € B(x,0).

Dukaz Nejprve dokdzeme existenci ¢isla § > 0 a konstanty ¢ > 0 tak, ze vsechny Jacobiho matice J f(z)
jsou reguldrni a plati

(TFE)7H <e (59)

pokud z € B(xz,0)\Q; (mnozina Qf je uvedena v Definici 72). Predpoklddejme, ze (59) neplati. Pak
musi existovat posloupnost z; — z, x; € B(z,0)\Qy takovd, ze bud vsechny Jacobiho matice J f(x;)
jsou singuldrni nebo ||(J f(z;)) || — oo. Jelikoz zobrazen{ f je lipschitzovské v okolf bodu z, jsou podle
Véty 143 (b) Jacobiovy matice J f(x;) omezené v okoli bodu z. Existuje tedy podposloupnost {x}} C {z;}
takova, ze J f(x}) — J. Ze spojité zavislosti vlastnich ¢isel na koeficientech matice plyne, ze J musi byt
singuldrni. Podle Definice 72 plati J € 0p f(z), coz je v rozporu s Definici 75. Necht nyni y € B(x,d) NQ;
a J € 0pf(y). Pak existuje ¢islo 0 < ¢’ < § tak, ze B(y,d') C B(x, ) a (59) plati pokud z € B(y, " )\Qy.
Jelikoz podle Definice 72 plati

J = lim Jf(y;)

pro né&jakou posloupnost y; — y, y; € B(y, ')\, dostaneme z (59) a ze spojité zavislosti vlastnich ¢isel
na koeficientech matice nerovnost ||J 71| < c. O

Véta 155 Necht zobrazeni f : R™ — R™ je polohladké a silné BD-reguldrni v bodé x* € R™ takovém, Ze
f(z*) = 0. Pak existuji ¢islae >0, w >0 a A > 0 tak, Ze pokud x1 € B(x*,¢€), je iteracni proces (56)-
(58) dobre definovin (matice Ay, jsou reguldrni) a posloupnost {xy} konverguje k bodu x* Q-linedrné.
Jestlize navic plati wiy, — 0 a A — 0, pak posloupnost {x} konverguje k bodu x* Q-superlinedrné a také
posloupnost { f(xg)} konverguje k nule Q-superlinedrné.

Dikaz Necht ¢ a 0 jsou &isla, jejichz existence plyne z Véty 154. Polozme A = 1/(5¢) a zvolme ¢ < ¢ tak,
aby zobrazeni f bylo lipschitzovské (s néjakou konstantou L) v B(x*, ) a aby platilo

[f(2) = f(a") = J(z 2| < %IIJ7 —z*| VI edpf(), (60)

pokud = € B(z*,¢e) (to je mozné vzhledem k (54)). Daéle polozme w = A/(2L). Predpoklddejme, Ze
z), € B(z*,€) (plati to pro k = 1). Pak podle Véty 154 plati ||J, || < c. Ziejmé

A+ TN A = T A = T

Jelikoz rozdil norem neni vétsi nez norma rozdilu, muzeme psat

1A= 1 A = TellllAR < 19

neboli
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—1
L/ < ° 2
‘]k H”Ak*‘]k” 1—cA 4
coz podle (56)-(58) a (60) (s vyuzitim vztahu f(z*) = 0) dava

14 <
1

[2pr — 2| = |ow +di — 2*|| = [lon + Ay (Ardi + f(zr) — fax)) — 2|
1AL (Ardy + f (k) = (f(zr) = Ti(zr — 27)) + (A — Ji) (@), — 7))

< AL ) = F) = Tl — )]
+114g = il — o+l f ) = F))
< Jellf) - fa) — o — 7))
+ Agllzy — 27| + wpLljzk — 7))
< 2o iavat In) jon— o) = Hjae — 27 (61)
= 17\2 2 ¥ T2k '

Odtud plyne, Ze zx4+1 € B(z*,¢), takze muzeme pokracovat stejnym zpusobem dédle. Dokdzali jsme tak
indukei, ze ve vSech itera¢nich krocich plati xp41 € B(z*,¢) a ||zpt1 — ™| < (1/2)||xx — ™| ¢ili, ze
posloupnost {z} konverguje k bodu z* Q-linedrné. Necht nyn{ wp — 0 a Ay, — 0. Pak podle (54) a (61)
plati

ZC(IIf(xk) = (@) = Ji(zy = 27)||

+ Az — 2|+ we Ll — 2]

IA

[ 241 — 27|

. §c<o<||zrx*u>+o<nxkfw*||>+o<||xkfx*||>>

= o([lzx —2™)) (62)

a posloupnost {z} konverguje k bodu x* Q-superlinedrné. Jelikoz f(z*) = 0, muzeme podle (62) psét

i Il _ o Do =l )
k—o0 ka — QS*H k—o0 ka — :c*||

S pouzitim (56)-(58) a (61) dostaneme

lzx — 2% < [lopr — 2kl + lzrer — 27|
< AT N Ardr + fi)ll + 1A T @)l + |z — 2]
5 1 #
< Dt Wl @l + gl - o]l
neboli
5
lzr = 27 < Se(1 + w)ll.f (x)l;
takze podle (63) plati
)
o Wl 5 Il
k—oo | f(zi)ll T 2 koo ||z — ¥
a {f(x)} konverguje k nule Q-superlinedrné. O
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Veéta 155 ikd, ze nepfesnd Newtonova metoda (56)-(58) je lokélné konvergentni, ¢ili ze konverguje,
pokud pocatecni bod x; € R™ je dostateéné blizko k feseni z* € R". K zaruceni globalni konvergence
(konvergence z libovolného pocateéniho bodu) je t¥eba vztah (56) nahradit vybérem délky kroku. V
nasledujicim algoritmu se pro vybér délky kroku pouziva funkce

olw) = 37 (@) (@)

a matice Ay se vybiraji tak, ze Ay = Ji (takze A = 0).

Algoritmus 4.1
Data 0,0 €(0,1),we (0,1 —0),e>0.
Krok 1  (Inicializace). Zvolime pocateéni bod x; € R™ a polozime k = 1.

Krok 2 (Smérovy vektor). Jestlize p(x) < e, ukonéime vypocet. V opaéném piipadé zvolime
Ji € Op f(xk) a uréime smérovy vektor dy tak, aby platilo

[ Tedi + f ()|

= ————— < w. (64)
I f (zx)ll
Krok 3  (Délka kroku). Nechf t, = o', kde i, je nejmensi nezdporné celé é&islo i vyhovujic
podmince
p(x + 0'dy) — p(ar) < —200"p(a). (65)

Krok 4 (Aktualizace). Polozime xgy1 := x + trpdy a k := k + 1. Pfejdeme na Krok 2.

Véta 156 Necht mnozina X = {x € R" : p(z) < ¢(x1)} je kompaktni, necht zobrazeni f : R™ — R je
polohladké a silné BD-requldrni na X C R™ a funkce o(x) je spojité diferencovatelnd na X C R™. Pak:

(a) Kazdy hromadny bod posloupnosti {xy}, generovany Algoritmem 4.1, je TeSenim rovnice (55).
(b) Jestlize 0 < 1/2 a wy — 0, pak x, — x* superlinedrné.
Diikaz (a) Jelikoz f je silné BD-reguldrni na X C R"™ a mnozina X je kompaktni, existuje konstanta

¢ > 0 tak, ze v kazdém iteraénim kroku plati ||J, || < e. Krok 2 algoritmu je tedy dobfe definovin a
podle (64) plat{

ldill = 17 (Jrde + F(ar)) = T el < @+ )T D < el +w)y/2¢(). (66)

Ukéazeme, ze i Krok 3 algoritmu je dobfe definovan. Predpoklddejme naopak, ze pro libovolny exponent 4
plati

o(xy + 0'dr) — p(ar) > —200" (1),

neboli v limité

¢ (wk, di) > —20¢(zy).
Jelikoz ¢ je spojité diferencovatelnd, podle Dusledku 16 a podle (64) plati
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O (e dr) = (Volar) di = 7 (k) Jndi

= [T(@r) far) + [ (an) Tedie = f7 (2p) f (1)
1 ()11 f (en) + Tudill = 11f (2x)|1?
(w =Dl f ()] = —2(1 — w)p(ws). (67)
Jelikoz plati ¢(xx) # 0 (v opacném pifpadé by doslo k ukonéen{ vypoctu v Kroku 2 algoritmu) dostaneme
porovnanim obou nerovnosti ¢ > 1 — w, coz je ve sporu s predpokladem o < 1 — w. Uvazujme nyni

posloupnost {z} generovanou Algoritmem 4.1. Jelikoz x € X a X C R™ je kompaktni, musi existovat
alesponi jeden hromadny bod z* € X posloupnosti {z;}. Existuje tedy podmnozina K mnoziny vsech

IAIA

indexu takovd, ze K 2. VysSetiime nyni dva ptipady.
(1) Piedpoklddejme nejprve, ze t, > 7 > 0 Vk € K. Pak podle (65) plati

e = o) Jim o) = Yo(eon) o)
> ZQotkgo rE) > 270 Z
kEK

takze nutné ¢(xy) £ 0, coz spolu s zj, = 2* déva p(z*) = 0 (nebot funkce ¢ je spojitd).

(2) Pfedpoklddejme nyni, ze ¢y Ko pro néjakou podmnozinu K; C K. Odtud plyne, zZe ik 5 0o, takze
pro dostatecné velké indexy k € K plati i, > 0 a jelikoz (65) neplati pro ¢ = i, — 1, mizeme s pouzitim
véty o stfedni hodnoté psét

T @($k+%dk) — p(xr)
(Veo(xy))™ d = > —200p(xk),
e
kde z}, € (zk,xr + (tr/0)di). Jelikoz posloupnost {||dx|}x, je podle (66) omezend, ma tato posloupnost

alespon jeden hromadny bod d*. Existuje tedy podmnozina Ky C K; takova, ze dy LE d*, coz spolu s

K K § K e
TE = o aty — 0 (takze o}, =3 z*) v limité ddva

(Ve(z)" d* = =200(x").
Z druhé strany podle (67) plati (Vip(zg))Tdr < —2(1 — w)p(zk), coz v limité dava

(Ve(x*)" d* < =2(1 — w)p(x").

Jelikoz podle predpokladu plati o < 1 — w, dostaneme porovnéanim obou nerovnosti ¢(z*) = 0.

Dokazali jsme tedy, ze pokud z* je hromadnym bodem posloupnosti generované algoritmem, plati
p(x*) =0atedyi f(z*) =0.
(b) Necht K je indexovd mnozina pouzitd v ¢asti (a) dikazu. Nasim cilem je ukézat, ze pro dostatecné
velké indexy k € K plati 1 = z + di, a pak pouzit indukéni postup z dukazu Véty 155. Jelikoz
Tk X T*, wk ) (a Ax = 0), jsou pro dostatecné velké indexy k € K splnény piedpoklady pouzité v
dikazu Veéty 155 (v € B(x*,¢) a w, < 1/(10cL)), takze pro bod x, + dj, plati (61) (s xx + di misto zp41)
a

|zk +dp — 2]

lim =0,
P E |
o W)l

Koo IIf (2R
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Jelikoz o < 1/2, existuje index k € K takovy, ze || f(zx + di)|| < (1 — 20)||f(xx)|, pokud k € K a k > k.
Pro tyto indexy plati

plon+di) = o) (e + d)ll = 1@l (1 @+ dll + 1 @o))
() RESIE
It di)| = WGl
= ED] =

takze podminka (65) je splnéna s i, = 0. Plati tedy 41 = 2% +dj a vzhledem k (61) muzeme mnozinu K
formélné doplnit o index k + 1. Pokrac¢ujeme-li takto pro dalsi hodnoty indexu, vidime (tak jako v dikazu
Véty 155), ze x; — x* superlinedrné. O

Poznamka 181 Pozadavek spojité diferencovatelnosti funkce ¢ = (1/2)f7 f se zd4 byt na prvn{ pohled
nerealisticky, nebotf zobrazeni f neni spojité diferencovatelné. Ve skutecnosti je vSak tento pozadavek
splnén v mnoha vyznamnych aplikacich.

Poznamka 182 V Algoritmu 4.1 se pouzivd matice Jy, € 0p f(zk). Jelikoz zobrazeni f je podle Rademacherovy
véty diferencovatelné skoro vsude, plati obvykle xy & Qy, takze Ji, = Jf(xg). Pokud z € Qf, byvd

Opf(xx) C OB f1(xr)s .-, O falzn)]” 2 Oy f(x1),

pricemz urceni Oy f(z)) byva obvykle snadnéjsi nez urceni Jpf(xy). Proto se naskytd otdzka, zda by
nebylo mozné volit J € O f(xr). Odpovéd na tuto otdzku je kladnd. Necht J € 0y f(x). Protoze funkce
f1, -+, fn jsou podle Dusledku 20 polohladké, podle Dusledku 22 plati

fi(z+h) = fi(z) —ef JTh=o(|[Al])

fu(z+h) = fi(z) — eg Jh = o(|[h]))

a n je kone¢né, zustava klicovy vztah (54) v platnosti i pro J € 9, f(z) a v dikazech Véty 155 a Véty 156
se v podstaté nic nezméni.

12.2  Aplikace nehladkych rovnic

Definice 76 Necht zobrazeni p : R™ — R™ je spojité diferencovatelné. Pak wlohou nelinedrni komplemen-
tarity (NCP) rozumime nalezent bodu z* € R". takového, Ze p(z*) € R a (z*)Tp(z*) = 0, tedy

;o pi(x") >0, aipi(z*) =0 (68)
pro libovolny index 1 < ¢ < n.

Ulohu nelinedrn{ komplementarity lze snadno pievést na feseni ekvivalentni soustavy polohladkych
rovnic f(z) =0, kde

fl@y=1| ............ (69)
(T, pu(T))

a1 : R" — R je polohladkd funkce, pro kterou plati ¢(uy,us) = 0 prévé tehdy, kdyz uy > 0, us > 0 a
urug = 0. Tuto vlastnost ma napiiklad Pangova funkce

¥(u) = min(uq, us),
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kterd je polohladkd podle Disledku 19 (nebot min(ui,us) = —max(—ui, —u2)). Nevyhodou Pangovy
funkece je to, Ze nenf zarucena spojitd diferencovatelnost zobrazeni ¢ = (1/2)fT f, které se pouziva pii
vybéru délky kroku. Vyhodnéjsi vlastnosti ma Fischerova-Burmeisterova funkce

P(u) = \Jui +ui — (ur + ug), (70)

Lemma 41 Funkce : R?> — R definovand vztahem (70) je spojité diferencovatelnd v R*\{0} a polohladkd
v bodé 0, pricemz Op(0) = S(—e, 1) a OY(0) = B(—e, 1), kde e = [1,1]T (S(u,e) je kruznice a B(u,e) =
conv S(u,€) kruh se stiedem u a polomérem €). Rovnost ¥(u1,us) = 0 nastdvd prdavé tehdy, kdyz u; > 0,
ug > 0 a uiug = 0. Druhd mocnina funkce 1 je spojité diferencovatelnd v R?.

Ditkaz Spojitd diferencovatelnost funkce v v R%\{0} je zfejma: Pro u € R?\{0} plati

U1 _1

Vip(u) = | VUi . (71)

= a2 > 4
Polohladkost funkce ¢ v bodé 0 plyne z Véty 150, nebot funkce v je konvexni (je souctem euklidovské
normy +/u? + uZ a linedrnf funkce —(u; + uz)). Uvazujme posloupnost {u;}, kde u; = [t; cos ¢;, t; sin ;]
at; | 0. Pak plati V(u;) = [cos p; —1,sin ¢; —1]T a posloupnost {V(u;)} m4 limitu [cos ¢ —1,sin o — 1]
praveé tehdy, kdyz ¢; — . Odtud plyne, ze

oy (0) = U [cosp — 1,sing — 1]T = S(—e, 1)
p€[0,27]

OY(0) = conv dp1(0) = conv S(—e, 1) = B(—e, 1).

Y(u) = \/lua? +u3 + [ua] = uz > fug| + Jua| —uz >0

(stejny vysledek dostaneme pro ug < 0). Pokud uy > 0, uz > 0, plati

P(u) = \Ju? +ud — (u1 + ug) < /u? + 2uiug +ul — (ug + u2) = 0.

Pokud u; =0 a us > 0, plati

Pokud u; < 0, plati

Y(u) = [ug| —uz =0
(stejny vysledek dostaneme pro u; > 0 a us = 0). Rovnost 1(0) = 0 je zfejméd. Druhou mocninu funkce
1) muzeme vyjadiit ve tvaru

P2 (u) = uf +ud + (ug +u2)? — 2(uy + ug)y/ud + ud.

Tato funkce je spojité diferencovatelna v R?\{0} a je spojité diferencovatelnd v bodé 0 pravé tehdy, je-li
funkee 1 (u) = (u1 + uz)\/u? + u3 spojité diferencovatelnd v bodé 0. Ale

P —9(0) Vuituy
lim —————= = lim (uj + usg) =0
lul=0  [jul l[ull—0 VUi + uj

takze v je diferencovatelnd v bodé 0 a plati V¢/(0) = 0. Spojitost parcidlni derivace 9v/Ju; v bodé 0
plyne z nerovnosti
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Uy
- ‘ﬁwwwm/uma
Uy T U3
u
\/%|u1+w|+\/u%+u§§|u1+uQ|+\/u%+u§
Uy T U3

a z toho, Ze prava strana této nerovnosti konverguje k nule pokud u — 0 (stejny vysledek dostaneme pro
parcialni derivaci 0v¢/0us). O

IN

Véta 157 Necht zobrazeni p : R™ — R™ je spojité diferencovatelné v bodé x € R™. Necht f : R™ — R"™ je
zobrazeni definované predpisem (69), kde ¢ : R> — R je funkce definovand predpisem (70). Pak:

(a) Zobrazeni | je polohladké v bodé x.
(b) Plati dpf(x) C [0pf1(x),...,0pfn(x)]", kde

Op fi(x) = Vfi(x) = (xi(x) - 1) e+ (L’@ - 1) Vpi(), (72)

¥ +p; ;i

pokud x? + pZ(z) #0 a

Opfi(x) = U [(cosp —1)e; + (sinp — 1)Vp;(z)], (73)
p€e(0,27]

pokud x? + pZ(z) = 0.

(c) Funkce p = (1/2)f1 f je spojité diferencovatelnd v bodé x.

Dikaz (a) Polohladkost zobrazeni f plyne z Véty 148 a Véty 151, nebot f;(x) = ¢ (i, pi(x)), funkee ¥ je
polohladka podle Lemmatu 41 a zobrazeni p je spojité diferencovatelné.

(b) Podle Lemmatu 41 je funkce 1 (z;, p;) spojité diferencovatelnd, pokud x2? + p? # 0. Vztah (72) plyne
z (71) s pouzitim pravidla pro derivovan{ slozené funkce. V pifpadé, Ze z7 + p? = 0, mtzeme pouzit stejny
limitni proces jako v Lemmatu 41, takze

Opfi(x) = [ei;, Vpi(2)]0p¢(0) = [ei, Vpi()]S(—e, 1),

coz dava (73).
(c) Plati

pla) = 5 fT @) () = 5 S P i)
i=1

Zobrazeni p je spojité diferencovatelné. Podle Lemmatu 41 je druhd mocnina funkce 1 spojité diferenco-
vatelnd, takze i funkce ¢ je spojité diferencovatelna. O

Véta 157 naznacuje jednu z moznosti jak fesit tlohy nelinedrni komplementarity. Uloha nelinedrni
komplementarity se prevede na ekvivalentni soustavu nehladkych rovnic (69), které se fesi pomoci Algo-
ritmu 4.1. Podle Pozndmky 182 Ize volit Jy € 9y f (), kde mnozinu 9y f(xx) = [0 f1(zk), - - -, 0 fn(xi)]T
Ize uréit podle (72)-(73). Funkce ¢ = (1/2)f f pouzivana pii vybéru délky kroku je v tomto piipadé
spojité diferencovatelna.

Ukéazeme jesté jednu aplikaci nehladkych rovnic. Uvazujme dlohu nelinedrniho programovani: Najit
minimum spojité diferencovatelné funkce f : R — R na mnoziné urcené omezenimi ¢;(z) <0, 1 <1i < m,
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kde ¢ : R — R™, je spojité diferencovatelné zobrazeni. Jsou-li splnény podminky regularity, musi feSeni
této tlohy vyhovovat podminkdm

Vf(z)+ Z \iVei(z) =0, (74)

—Ci(l') > 0) )\i > 0) }

)\ici(x) =0, 1<i1<m (75)

(Véta ?77). Podminky (75) jsou v podstaté podminkami nelinedrni komplementarity (68). Muzeme tedy
sestavit soustavu n + m nehladkych rovnic

V(@) + 25 AiVei(z)
F(x, )\) é T;Z)()‘la 701(‘%)) =0, (76)

Y (Ams —cm(T))

kde v je Fischerova-Burmeisterova funkce (70). Funkce F : R"™™ — R"™™ je polohladkd a funkce
¢ = (1/2)FTF je spojité diferencovatelnd, takze soustavu rovnic (76) lze fesit pomoci Algoritmu 4.1.

13 Metody pro nehladkou optimalizaci

13.1 Svazkové metody

Budeme predpokladat, ze funkce f : R™ — R je lokalné lipschitzovska a ze umime v kazdém bodé x € R™
spocitat néjaky subgradient g € df(x). Jelikoz lokélneé lipschitzovskd funkce je podle Rademacherovy véty
diferencovatelnd skoro vsude, plati obvykle g = V f(z). Zvlastnosti dloh nehladké optimalizace je, ze se
gradient V f(x) muze ménit skokem a ze nemusi byt maly v okoli extrému funkce f. Z tohoto divodu
nestaci chovan{ funkce f vystihnout hodnoty fi = f(zx), gr € 0f(xk), v jediném bodé zy, ale je zapotiebi
cely svazek hodnot

fi=fyj), g5 €9f(y;), (77)

ziskanych v pokusnych bodech y;, j € Jp C {1,...,k}, ktery slouzi ke konstrukci po ¢astech linearni
funkce

fi(x) = max(f; + g9) (x —y;)) = jm&}:(ff + 97 (x— ) = max(f (zx) + 97 (x — i) — ab),
kde
o= fitg (@ -y, (78)
of = flaw) = f) (79)

pro j € Ji. Tato po ¢astech linearni funkce je v konvexnim piipadé majorizovana funkei f.

Véta 158 Necht funkce f : R™ — R je konvexni. Pak pro libovolny index k plati aé‘f >0Vje Tk a
f(@) > fi(@) Va € R,

Diikaz Jelikoz g; € df(y;), plati podle Vety 129 (d) f(z) > f; + g (x — y;) Vj € Tk, takze podle (78)
dostaneme f(xy) > fJ’-", coz podle (79) déva oz? > 0. Navic

f(@) = max(f; + 95 (x —y;)) = [L(x).
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O

V piipadé, ze funkce f neni konvexni, Véta 158 neplati. Abychom v tomto pfipadé zarucili vhodnost po
¢astech linedrnfho modelu f¥(x), je tfeba ¢isla a?, j € Jx, definovat jinym zpusobem. Jednou z moznosti
je pro j € Jj, polozit

of = max (| f(zr) = fFlllee =)

kde v > 0 a v > 1. Jelikoz by vSak bylo nutné uklddat body y;, 7 € Ji, vyuziva se toho, Ze pro j € Ji
plati

k—1

A
ok = yill < Ny — 5l + > g — @l = s (80)
i=j
a Cisla af se urcuji podle vzorce
of =max (|f(z) = fF1,9(s5)) . G €T (81)

Funkce ff neni sama o sobé vhodna k uréeni nové aproximace minima, nebof jeji minimum nemusi
existovat (fF je po ¢édstech linearnf) a pokud existuje, mize byt pifli§ daleko od minima funkce f. Proto
se k funkci fF piidavé tlumici kvadraticky ¢len. Dostdvdme tak po ¢dstech kvadratickou funkei

h@) = G- o) Gile - ) + fE )

— 5= o) Gl — ) + max(F(an) + 97 (@ — ) — ),
kde Gy je néjakd symetricka positivné definitni matice. Tato po ¢astech kvadratickd funkce mize byt
interpretovdna ruznym zpusobem bud k urcéeni smérového vektoru v metodéch spadovych sméra nebo k
urceni oblasti vérohodnosti v metodach s lokalné omezenym krokem. Podrobnou diskusi o téchto metodach
je mozné nalézt v pracich [?], [?], [?]. V tomto textu se omezime na metody spadovych smeéru.

Protoze je z praktickych duvodi mozné pracovat pouze s omezenymi svazky, kdy |Jx| < m (| Jk|
je mohutnost mnoziny J), uréuje se mnozina J; obvykle tak, ze Jp = {1,...,k}, pokud k& < m, a
Te+1 = Te U{k + 1}\{k + 1 — m}, pokud & > m. Poznamenejme, Ze to neni jediny a dokonce ani
nejvhodnéjsi zpusob jak urcovat svazky, je to vSak zpusob jednoduchy, ktery vyhovuje viem teoretickym
pozadavkum, takze se ho v tomto textu piidrzime. Podrobnéjsi diskusi o konstrukci svazku lze nalézt v
préci [?].

Jestlize Jp, # {1,...,k}, je tieba pouzivat agregované hodnoty, které v sobé kumuluji informace z
predchozich itera¢nich kroku. Agregace bude podrobné popséna pozdéji (definiéni vztahy (88), (94), (95)
a transformaéni vztahy (99)). Zde pouze uvedeme, ze v bodé x;, mame k disposici hodnoty f*¥ € R,
gk € R™, s* € R reprezentujici jistou linedrn{ funkei, kterd se ptidava k linedrnim funkefm obsazenym ve
svazku a ze v prubéhu k-tého itera¢niho kroku se fesenim ulohy kvadratického programovéni urc¢uji nové
hodnoty f(’f € R, §¥ € R", 3% € R, které se pak transformuji do bodu ;.

Pouzijeme-li agregované hodnoty, ma po ¢astech kvadraticka funkce tvar

F5(0) = (e = 0) Gl — 1) + max(Fh(a), S (wn) + (o — 20) gk — ab),
kde

ag = max (|f(zx) = f5],7(s5)") - (82)

Minimum této funkce lze vyjadiit ve tvaru xyy1 = xp + di, kde smérovy vektor dj je feSenim tlohy
kvadratického programovani: Minimalizovat funkci
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1
5dTde +v (83)

na mnoziné urcené omezenimi

—a? +dg; < v, je T, (84)
—af +d'gk v, (85)

IA

(minimalizuje se pfes viechny dvojice (d,v) € R"*! vyhovujici nerovnostem (84), (85)).

Véta 159 Resend dlohy (83)-(85) lze vyjddrit ve tvaru

dy = —G;'gh, (86)
Vr = _dgdek - 5[2, (87)
kde
gy o= ) Mg+ Mgk, (88)
€Tk
ay = ) Mok ok (89)
JE€ETk

a kde Lagrangeovy multiplikdtory )\? , 7€ Tk, \E, jsou Fesenim dudini tilohy kvadratického programovdni:
Minimalizovat funkci

T

1 _

3 Z Nigi + gk | Gt Z Xigj + Xagk | + Z /\ja;? + Aok (90)
JE€ETk JETk JETk

na mnoziné uréené omezenimi

)\j Z 07 ] € jka )‘a Z 07 } (91)
djes Nt Aa=1
Minimdlni hodnota funkce (90), odpovidajici resend ulohy (90)-(91), je
1. ek 1, 1
wi = 5(5a)" Gy g4 + a5 = —vr = 5(92)" Gy a- (92)

Dikaz Jelikoz matice Gy, je positivné definitni, je funkce (83) konvexni. Omezeni (84)-(85) jsou linedrni
a tudiz také konvexni, takze par (dy,vr) € R"! je podle Véty ??7 feSenfm tlohy (83)-(85) pravé tehdy,
existuji-li Lagrangeovy multiplikdtory )\f >0, 7 € Tk, \E >0, takové, ze

Grdy k| 9j k|l ogb ]
[ ) }Jrng{_l +AL ] T =0, (93)
J k

pricemz

)\;?>0 = —af—kdfgj:vk,
MN>0 = —af 4 dlgh =
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(podminky komplementarity). Z posledni rovnice soustavy (93) dostaneme

PRV PUESE

JETk

Plati tedy (86) (88) a (91). Pouzijeme-li oznaceni (88)-(89) a podminky komplementarity, mizeme psét

—ag + di gy = vx,
coz spolu s (86) dava (87). Zbyvéa dokézat, ze Lagrangeovy multiplikdtory /\;? >0,7€ T, NE>0
jsou feSenim dudlni tlohy kvadratického programovani (90)-(91). Tato tloha je opét konvexni, takze
cisla )\;? > 0,5 € T, A\F >0, jsou podle Véty ?7 jejim fesenim pravé tehdy, existuji-li Langrangeovy
multiplikdtory vg (odpovidajici rovnosti v (91)) a u? >0, € T, p¥ > 0 (odpovidajici nerovnostem
v (91)) tak, ze

—(gj)Tdk—l—a?—i—vk—,u;? = 01 J Ejkv
—(ga)"di + ol o —pl = 0,

pricemz )\?u? =0, j € Tk, Neuk = 0 (pro zjednoduseni jsme pouzili oznaceni (86) a (88)). Posledn{

rovnosti vSak nejsou nic jiného nez nerovnosti (84), (85), nebot ,ué? > 0,7 € Jp, ¥ >0, a podminky
)\f,ué? =0, j € Tk, Nipk = 0 jsou ekvivalentni podminkdm komplementarity pro tilohu (83)-(85). O

Poznamka 183 Poznamenejme, ze omezeni (85) neni tieba pouzivat pokud Ji = {1,...,k}, nebot je v
tomto pifpadé linedrni kombinaci omezeni (84). Pak ale Ak =0 v (88)-(89).

Poznimka 184 Kromé agregovanych gradientt (88) se pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru /\9? >0,
j € T, A\E > 0 definuji agregované hodnoty

fa = DN (94)
JETk

sEo= ) aksh o aksh (95)
JETk

Mame-li k dispozici smérovy vektor dj, je tfeba urcit novou aproximaci minima funkce f. Abychom
zarudili globalni konvergenci svazkové metody, nelze jednoduse polozit 1 = xx + di, ale je tfeba pouzit

VVVVVV

Tpe1 = xp+thdy,
Ypr1 = i+ thdy,

kde 0 < th < ¢k < 1 jsou délky kroku. Délky kroku se vybiraj{ takovym zptisobem (Algoritmus 5.2),
aby nastala prédvé jedna z moznosti popsanych v Definici 77 a Definici 78. V obou definicich pouzivame
oznaceni

Br+1 = max (|f(33k) = fry1 — (Ik - yk+1)T9k+1|,7|$k - yk+1|u) (96)
a konstanty 0 < o, <or <op<1,0<0ca<op—op,0<7<laDbD>0.

Definice 77 (Spddovy krok) Spddovym krokem nazveme krok, ve kterém plati th, = th >0,

flapg) < flan) — opthwy (97)

a bud’tf > 7 nebo Brir1 > oawy.
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Definice 78 (Nulovy krok) Nulovym krokem nazveme krok, ve kterém plati t’f{ > t’i =0,
dj gk41 = Bry1 — CRWE (98)
a |Yk+1 — 2r+1l| < D, kde zi41 je libovolng bod, pro ktery plati f(zr4+1) < f(xk).

Mame-li uréen novy bod xy41 je tfeba do néj transformovat vsechny svazkové i agregované hodnoty.
To se provadi pomoci vzorcu

it = fF+ @ —21)g, JE€ TR

S = fF (g — )T gk

FE = e + @rg1 — Y1) g

gyt =gk (99)
sl = sf + lxgs1 — zkl],s Jj € Jg

8?2“ =55 + llzpsr — |

st = lors1 — Yl

Zbyva uvést podminky, které by mély spliovat matice Gy. Abychom zarucili globalni konvergenci
svazkové metody, pouzijeme tento pfedpoklad.

Predpoklad 13.1 Matice Gy, jsou stejnomérné pozitivné definitni a stejnomérné omezené (jejich vlastni
éisla lezi v kompaktnim intervalu neobsahujicim nulu). Je-li k-tg krok nulovy, plat{ hTG];ilh < hTGglh
Vh € R".

Nyni muzeme popsat zakladni algoritmus svazkovych metod.

Algoritmus 5.1
Data e>0,vy>0,v>1,m>1.

Krok 1  (Inicializace). Uréime pocdteéni bod z; € R™ a poc¢dtecni symetrickou pozitivné definitn{
matici G;. Polozime y; = x1 a vypocteme hodnoty fi = f(y1), g1 € 0f(y1). Polozime
si=s, =0, fl=fo=f,01=g.=01, h={1}ak=1

Krok 2  (Smérovy vektor).  Najdeme feseni ulohy kvadratického programovéani (83)-(85)
(omezeni (85) pouzivdme pouze tehdy, jestlize Ji # {1,...,k}.) Dostaneme tak La-
grangeovy multiplikétory )\?, j € Jr a AF (\F £ 0 pouze tehdy, jestlize Ji # {1,...,k}),
agregované hodnoty §*, a¥, Yf, k. smérovy vektor d, a cisla vy, wy, (Véta 159). Jestlize
wy, < €, ukonéime vypocet.

Krok 3  (Délka kroku). Pomoci Algoritmu 5.2 uréime délky kroku t]]i, t’j% tak, abychom dostali bud
spéddovy krok (Definice 77) nebo nulovy krok (Definice 78). Polozime x4 = x + trdg,
Ye+1 = Tk + trdy a vypotteme hodnoty fri1 = f(yk+1), ge+1 € Of (Yr+1).

Krok 4  (Aktualizace). Vypo¢teme transformované hodnoty podle (99) a uréime matici Gy tak,
aby vyhovovala Predpokladu 13.1. Jestlize |Jx| < m, polozime Jp41 = Jp U {k + 1}.
Jestlize |Jx| = m, polozime Jxy1 = Jp U{k + 1}\{k+1 —m}. Polozime k :=k+1 a
prejdeme na Krok 2.

Poznamka 185 Mnozinu Jj+1 muzeme urcovat i jinym zpusobem nez je uvedeno v Kroku 4 algoritmu.
V podstaté jde o to, aby obsahovala dostateény pocet indext a aby platilo k + 1 € Jg41.

Vybeér délky kroku (Krok 3 algoritmu) je pomérné komplikovand procedura, kterou uvedeme ve formeé
samostatného algoritmu. Abychom zjednodusili oznaceni vynechdme index k a index k 4+ 1 nahradime
symbolem +.
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Algoritmus 5.2

Data O<opr<or<op<l,0<og<orp—or,7y>0,v>1,0<Kk<1/2,0<7<1/2
D > 0.

Vstup x€ R deR" f=f(z), w>0.
Krok 1  (Inicializace). Polozime t! =1, ¢4, =0, ¢, =1ai=1.

Krok 2 (Nové hodnoty). Vypoéteme hodnoty f¢ = f(z +t'd), g* € Of(z +t'd) a

Bt =max (|f — f +t'd"g', (¢ ]d])") -

Jestlize f* < f — opt'w, polozime tY = t'. V opa¢ném piipadé polozime ¢}, = t'.

Krok 3  (Spadovy k_rok). Jestlize f@ < f — optiw a bud ¢ > 7 nebo B > oaw, polozime
tr =t =t' ta =tYy, BT = " a ukonéime vypocet.

Krok 4 (Nulovy krok). Jestlize dgt > ' —opw a (t' — t4)||d|| < D, polozime tp = t', t;, = 0,
ta =tYy, BT = " a ukontime vypocet.

Krok 5  (Aktualizace). Zvolime ¢ € [ty + k(ti, — t4),t}; — k(L — t%)], polozime i := i+ 1 a
prejdeme na Krok 2.

Véta 160 Necht funkce f : R* — R je lokdiIné lipschitzovskd a necht pro libovolnou posloupnost t* | 0
plati

limsup d” g > liminf fle+t'd) - f(a:)

gledf(z+tid) 100 t

i— 00

(100)
Pak Algoritmus 5.2 najde po koneéném poctu kroki délky krokutr, tr, ta takové, Ze pro body v+ = x+trd,
yt =2 +tgpd, 2T = x + tad nastane prdvé jeden z téchto pripadi:

(a) Spadovy krok: Platitg =ty >0,

f@®) < fx) —ortrw
a bud'ty, > 7 nebo Bt > ow.

(b) Nulovy krok: Platitp > t;, =0,

d"g(y") > BT — oruw,
|yt = 2% <D a f(zF) < f(z).

V obou pripadech se pouzivd oznacent

BT =max (|f(z) = fy") = (@ —y") gt 7l —yT])")

Ditkaz K ukonceni algoritmu dojde bud v Kroku 3, pak zfejmé plati (a), nebo v Kroku 4, pak plati (b).
Zbyvé tedy dokézat, ze k ukonceni algoritmu dojde po koneéném poctu kroku. Abychom to dok&zali,
budeme naopak ptredpokladat, Ze k ukonéeni algoritmu nedojde po koneéném poétu kroki. Necht {t'},
{t'}, {ti;}, {g'}, {B} jsou posloupnosti hodnot generovanych algoritmem (takze bud ¢* = t% nebo t* = t};).
Jelikoz tf4 < tfjl < ﬁfl < tf] a tiUJrl - tf:rl <(1-k) (t@ - tf4) pro vSechny indexy 1, existuje nutné hodnota
t* > 0 takovd, ze t'y T t*, ty; | t* at; — t*. Navic pro dostatecné velké indexy plati (t* —t4)||d|| < D.
Ozna¢me S = {t > 0: f(z+td) < f —optw}. Protoze {t}y} C S, ty 1 t* a funkce f je spojitd, musf platit
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flx+t*d) < f — opt*w, (101)
takze t* € S. Necht I = {i : t' ¢ S}. Ukdzeme nejprve, ze mnozina I je nekoneénd. Pokud by existoval
index i € I takovy, ze t' € S Vi > i, muselo by platit ti, = ¢}, | t* Vi > i, neboli t* = t}, & S, coz je ve
sporu s t* € S. Mnozina I je tedy nekoneénd a plati f(z +t'd) > f — opt'w Vi € I, coz spolu s (101) dava

flz+td) — f(z +t*d)
tt— tx
Pouzijeme-li pFedpoklad (100), dostaneme

> —orw Viel

t'd+ (£ —t*)d) — t*d ,

) I
1—00 1—00

—orw < liminf
I

Vysetiime nyni dva piipady.

(a) Necht t* > 0. Podle (101) pro dostateéné velké indexy plati f(x + t'd) < f — opt'w, nebot o, < or,
t' — t* a funkce f je spojitd. Protoze nedojde k ukonéeni algoritmu, musi pro dostateéné velké indexy
platit 3* < o w (Krok 3 algoritmu) a 8° — d¥'g* > ogrw (Krok 4 algoritmu), coz dohromady dava

dlg' < B —opw < —(0r — o)W < —oTW

(nebot w > 0) a coz je pro i € I (I je nekoneénd) ve sporu s (102).

(b) Necht t* = 0. Pak t* — 0 implikuje 3° — 0 (nebot funkce f je spojitd a subgradienty g’ jsou podle
Veéty 135 (a) omezené v okoli bodu z). Protoze nedojde k ukonceni vypoctu, musi pro velké indexy platit
B¢ —d¥g* > orw (Krok 4 algoritmu), takze

hmsupdTg < —opw < —orW,
i*)OO

coz je opét ve sporu s (102). O

Poznamka 186 Podle Véty 147 splituje podminku (100) kazd4 slabé polohladké funkce, nebot vyraz na
pravé strané (100) je v tomto piipadé smérovou derivaci (kterd existuje) a vyraz na levé strané je roven
limité (46).

Nyni dokézeme globalni konvergenci Algoritmu 5.1. Vzhledem k tomu, ze budeme vysetiovat vlastnosti
nekonecné posloupnosti bodu generovanych timto algoritmem, budeme predpoklddat, ze e = 0 (Krok 2).
Déle budeme pouzivat nasledujici predpoklad.

Predpoklad 13.2 Funkce f : R™ — R je lokdlné lipschitzovskd na mnoziné X + B(0, D), kde mnoZina
X ={z € R": f(z) < f(z1)} je kompakini, a je splnéna podminka (100) (napiiklad, kdyz f je slabé
polohladka).

Poznamka 187 Protoze ve spadovych krocich hodnota funkce f neroste, plati z; € X a protoze X je
kompaktni, je posloupnost {x;} omezend. Jelikoz podle Véty 160 plati ||y — zx|| < D, kde 2z, € X,
muzeme psit yr € X + B(0, D). Mnozina X 4+ B(0, D) je kompaktni, takze posloupnost {yx} je omezen4.
Z lokaln{ lipschitzovskosti funkce f na X + B(0, D) plyne omezenost posloupnosti {gi}. Podle (103) je i
posloupnost {G*} omezena. Z (86) a Pfedpokladu 13.1 pak plyne omezenost posloupnosti {dy}.

Lemma 42 FEuxistuji ¢isla :\iC >0,1<:<k, S\If A= takovd, Ze hodnoty fk, gk, 3% ziskané v
Kroku 2 Algoritmu 5.1 vyhovuji vztahim

(Fk.g858) = ZA’“ ¥, girst) (103)
(zdvorky v (103) znact, Ze tato rovnost plati pro viechny prvky dané trojice).
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Dikaz Dukaz provedeme indukei. Predpokliddejme, Zze hodnoty f gk, 5% vyhovuji vztahtim (103) (plati to
ziejmé pokud Ji, = {1,...,k}, kdy \¥ = 0, takze vztahy (88), (94), (95) 1mp11ku31 (103) s \F = \¥). Necht
ML >0 0 € T, jsou Lagrangeovy multiplikdtory urcené feSenim ulohy (83)-(85) (nebo tlohy (90)-
(91)), kde index k je nahrazen indexem k + 1, a necht AP = 0,7 ¢ Jj, 1. Polozme A\t = \e+1 4 \k+1 3k
i <ka Tl =Tl Pakpodle (91) plati \F*! >0, 1<i<k+1,a

k+1 k+1 k

Yk+1 _ k+1 k+1 Nk _ k+1 k+1 _
D D D S Rt
=1 =1 =1 iejk+1

Déle s pouzitim (99), (88), (94), (95) dostaneme

e ~ k k k
( 5+17g§+17 k+1) = Z Ai—"_l(fi +1nga 7,+1) )\];+1 (f5+1ag§+138§+1)
1€Tk41
= Z >‘§+1(fik+laglv f+1)
1€Tk41
+Ant! (ff + (pgr — 2x) 98, G, 80+ kg — ka)
k+1
= D NS iy s
=1
k

A Z (FF + @rrr — 2) 90, 9is 7 + lorss — 2

k+1
— (St ) et

i=1 i=1
k41

= DN g st
i=1

O

Lemma 43 Jestlize posloupnost {xy} generovand Algoritmem 5.1 md hromadny bod z* € R™ a existuje
podposloupnost {xy}x C {xk} takovd, Ze xy K2 a W K 0, pak bod x* je staciondrnim bodem funkce f
(plati 0 € Of (x*)).

Diikaz Podle Lemmatu 42 plati (103). Podle Véty 107 existuje nanejvys n + 2 dvojic (¢*7, s*%), g*" €
af(ykﬂ% (yk,z’gk,z7 Skﬂ) € {(yi7gi7 Si) 1= 17 ERRE) k} taka ze plati

n+2
(G888 = Akt (gh1 sk (104)
i=1
kde \P* > 0,1 < i < n+2, A1 4. +2"t2 = 1. Podle Pozndmky 187 jsou vektory Ykt gkt
1 < i < n+2, omezené, takze existuje podmnozina K C K takova, ze y*? K yr, gt K gf, Ak X AL,
1 <i<n+2. Podle Véty 135 (c) plati gf € df(y;), 1 <i < n+2. Z (104) pak plyne (g*, a) (gx,8%),
kde

n+2
(d2.55) Z X (g7, s7) (105)
aA >0,1<i<n+2 A\j+...+ X, =1 Navic (80) implikuje s*¢ > ||z, — y/*

ki K« ki

Yyt =yl as K s dava
3 1
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s; = [la" =y (106)

. . K . . . o e s~ ,
pro 1 < i < n+2 Jelikoz wy, — 0, matice Gj jsou stejnomérné pozitivné definitni a &% > 0, musi

podle (92) platit §* % 0, & £ 0. Podle (81), (82) a (89) dostaneme

ag = Aymax (|f(zn) = fF1A(s5)”) + A max (1 (zx) — fal,9(s5)")

JETk

> max [ Y Mf(ar) — S+ M F Qo) = FELy | D Absh 4 Absk
JETk JjE€ETK

> max (|f(e) = fE1) 7 (35)). (107)

1=
L
e
o
1=

nebof funkce max(-,-) a |- |[“, v > 1, jsou konvexni. Plati tedy g~
a (106) dava

0, coz s pouzitim (105)

n+2

(0,00 = Ar(g5, )

i=1
ay; =2,1<i<n+2 Tedy gf € 0f(y;) =0f(z*) a0=A{gi + ...+ X1 005,0 € Of(z¥). O
Poznamka 188 Pokud vypocet skonci predéasné, ¢ili pokud v nékterém iteracnim kroku plati wy, = 0, md
bod x;, stejné viastnosti jako bod x* v Lemmatu 43. Plati §¥ =0 a 3% =0, coz jako v dikazu Lemmatu 43

ddvd 0 € Of (z).

Lemma 44 Necht pocet spadovych kroki v Algoritmu 5.1 je koneény a necht I-ty iteracni krok je poslednim
spddovym krokem. Pak bod x141 je staciondrnim bodem funkce f (plati 0 € Of(x141)).

Dukaz Nejprve poznamenejme, ze pro k > [ plati xp41 = z, takze z (99) a (82) plyne

l6#1 = ma (| () — £, 9(s5)7) = mae (| @) — FE1. (55"

coz spolu s (107) davd af+1 < a¥. Necht 0 < A < 1. Oznaéme

Get1(N) = Agrr1 + (L= Mgt = Agr1 + (1= N3k = G (N),
1N = Aaft 4 (1= Nt < a4 (1 Nak 2 a0,

Vzhledem k tomu, ze w1 je podle Véty 159 minimem funkce (90) (s indexem k + 1 misto k), musi pro
k > 1 platit

1 _ 1_ 1 -
w1 < 50T NG ) + art () € S VGE 300 + @) 2w V),
nebot pro k > 1 je hTG;ilh < hTG,ZIh Vh € R™ (Piedpoklad 13.1). Déle poznamenejme, ze pro k > [
z (86) a (98) plyne

k+1

T -1k
api1 T 95+1Gr Ja < ORWE.

nebot v nulovych krocich podle (96) plati a’;ﬁ = fk41. Postupnymi upravami dostaneme
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1. 1 -
we(A) = 3 (NG Gk + @V
1, 1- - “1a - 1 -
= )G g+ a5+ M (9 Gy an — () G gg + o)t — ag)

T _
X% (gre1 = 35) Gy gk — Gg)
T _
wy + Aopwy — Awg + A2 (gr1 — 35)7 G gk — GF)
< wg + Mogpwg — wg) + )\2]\47

IN

kde existence konstanty M plyne z omezenosti hodnot g1, §* (Poznamka 187) a ze stejnomérné pozitivni
definitnosti matic Gy (Pfedpoklad 13.1). Vyraz na pravé strané nerovnosti nabyvd minima pro A =
(1 — or)wi/(2M) a jeho minimaln{ hodnota se rovnd wy, — (1 — og)?w? /(4M). Plat{ tedy

(1 — JR)Qw,%

4M '
Nyni jiz snadno dokonéime dukaz lemmatu. Ukazeme, ze pro k > [ plati wy — 0. Kdyby tomu tak nebylo,
musela by existovat konstanta § > 0 takovd, ze wg > 0 Vk > I (nebot posloupnost kladnych ¢isel {wy} je
podle (108) nerostouci pro k > 1). Pak bychom z (108) dostali wy41 < wy — (1 — og)26%/(4M) Yk > 1,
takze pro dostateéné velké indexy by platilo wy, < d, coz je spor. Jelikoz zp = x;11 Vk > [, plati xx — z141,
coz spolu s wy, — 0 ddva 0 € 0f(z;41) podle Lemmatu 43. O

Wg+1 S Wi — (108)

Véta 161 Necht funkce f : R™ — R spliuje Predpoklad 13.2. Pak kazdy hromadny bod posloupnosti {xy}
generované Algoritmem 5.1 je staciondrnim bodem funkce f.

Dikaz Je-li pocet spadovych kroku v Algoritmu 5.1 koneény, existuje podle Lemmatu 44 pravé jeden

hromadny bod posloupnosti {zy}, ktery je staciondrnim bodem funkce f. Predpokladejme, ze xy, K o
(mnozina K a bod z* existuji, protoze posloupnost {zj} je omezend). Utvoime nekoneénou mnozinu

K= {k =k(): k(i) >die K,x;=...= T(i) #+ $k(i)+1},
takze krok s indexem k € K je spadovy a xj K x*. Jelikoz posloupnost {f(zx)} je nerostouci a zdola

omezend (protoze f je lokdlné lipschitzovskd na kompaktni mnozing), musi mit limitu a tudiz f(x) —

flxgsr) K 0. Jelikoz pro k € K plati (97), miizeme psat

0 < opthwy < flag) — f(@ri1),

takze thwy, = 0. Podle Vety 160 plati K = K1 UKo, kde Ky = {k € K : t8 > 7} a Ky = {k €

K : Br+1 > oawg}. Je-li mnozina K nekonecénd, pak z tfwk K 0 plyne wy K 0 a podle Lemmatu 43
je bod z* stacionarnim bodem funkce f. Je-li mnozina K; koneénd, musi byt mnozina Ky nekonec¢na.
Piedpoklddejme, ze existuje ¢islo § takové, ze mnozina K3 = {k € Ks,wy > d} je nekonetnd. Pak z

t’iwk ) plyne - tlz %0, 7 Piedpokladu 13.1 a z omezenosti smérovych vektoru (Pozndmka 187) plyne
existence Cisla M > 0 takového, Ze

|2gs1 — x| = thlldill < 5 M,
takze tlz Ky 0 implikuje ||[2g+1 — Tk Ky 0. Protoze ve spadovych krocich plati yx4+1 = xk41, dostaneme
lyk+1 — k]l %8 0. To po dosazeni do (96) a vyuziti spojitosti funkce f davd Br1 £50. Jelikoz K3 C Ko,

plati 0 < gawy < PBrr1, takze wy K 0, coz je ve sporu s definici mnoziny Ks. Plati tedy wy 0a podle
Lemmatu 43 je bod x* staciondrnim bodem funkce f. O
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Algoritmus 5.1 reprezentuje jednu tiidu globalné konvergentnich svazkovych metod pro minimalizaci
nehladkych funkci. Jednotlivé metody se lisi vybérem matice G. Nejjednodussi svazkova metoda pouziva
matici

Gk = ukI

kde ug > 0 jsou vdhové koeficienty. Tyto vahové koeficienty se adaptivné nastavuji podle jistych (viceméné
heuristickych) pravidel tak, aby tmin < tg < Umax a aby v nulovych krocich platilo ug41 > ug (tim je splnén
Piedpoklad 13.1). Matice Gy muze byt také uréena pomoci kvazinewtonovskych aktualizaci ([?]). V tom
piipadé musi byt v nulovych krocich pouzita aktualizace hodnosti jedna, kterd vyhovuje Predpokladu 13.1.
Vyhodou kvazinewtonovskych svazkovych metod je to, ze matice G obsahuje pomérné kvalitn{ informaci
o minimalizované nehladké funkei, takze je mozné pouzivat malé svazky (napiiklad s m = 1 nebo m = 2)
coz vede ke zna¢né dispofe ¢asu pii feSeni ilohy kvadratického programovéni (83)-(85).
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