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3.3 Přerušované metody sdružených gradient̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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9.8 Metody s lokálně omezeným krokem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

10 Optimalizace dynamických systémů 202
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1 Úvod

V tomto textu jsou studovány základńı metody pro nepodmı́něnou minimalizaci včetně jejich konver-
genčńıch vlastnost́ı. Po stručném úvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody spádových
směr̊u a jejich nejtypičtěǰśı realizace (metody sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou).
Kapitola 3 je věnována metodám s lokálně omezeným krokem vhodným zejména ke globálně konvergentńı
realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u. V kapi-
tole 4 jsou popsány speciálńı metody pro rozsáhlé a strukturované optimalizačńı úlohy. Kapitola 5 je
věnována metodám pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. V kapitole 6 jsou popsány speciálńı metody pro
rozsáhlé a strukturované soustavy nelineárńıch rovnic Věty a lemata jsou v této práci téměř vždy doka-
zovány. Tvrzeńı z př́ıbuzných obor̊u, která lze nalézt v běžných učebńıch textech, jsou uváděny bez d̊ukazu.
Mnoho chyběj́ıćıch d̊ukaz̊u lze nalézt v knize: L.Lukšan, Metody s proměnnou metrikou, Academia, Praha
1991.

1.1 Základńı pojmy

Budeme použ́ıvat označeńı x ∈ Rn pro vektor dimenze n, F (x) pro funkci F : Rn → R a

g(x) = [∂F/∂x1, . . . , ∂F/∂xn]T ,

G(x) =

⎡
⎢⎣ ∂2F/∂x2

1, . . . , ∂2F/∂x1∂xn

...
...

...
∂2F/∂xn∂x1, . . . , ∂2F/∂x2

n

⎤
⎥⎦ .

Zde F (x) je účelová funkce, g(x) je jej́ı gradient a G(x) je jej́ı Hessova matice (matice druhých parciálńıch
derivaćı). Symboly λ(G(x)) a λ(G(x)) budeme označovat nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x).
Většinou budeme předpokládat, že funkce F : Rn → R je dvakrát spojitě diferencovatelná. V tomto př́ıpadě
budeme psát F ∈ C2 nebo F ∈ C2 : Rn → R. Spojitost druhých parciálńıch derivaćı implikuje symetrii
matice G(x). Při vyšetřováńı konvergence optimalizačńıch metod budeme často použ́ıvat předpoklady
(F1)-(F5):

Definice 1 Řekneme, že funkce F : Rn → R je zdola omezená, jestlǐze existuje konstanta F taková, že
plat́ı

F (x) ≥ F ∀x ∈ Rn. (F1)

Definice 2 Řekneme, že funkce F : Rn → R má kompaktńı hladiny, jestlǐze množina

L(F ) = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F} (F2)

je kompaktńı ∀F ∈ R (prázdná množina se předpokládá kompaktńı).

Definice 3 Řekneme, že funkce F ∈ C2 : Rn → R má omezené druhé derivace, jestlǐze existuje konstanta
G > 0 taková, že plat́ı

|dTG(x)d| ≤ G‖d‖2 ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (F3)

Podmı́nka (F3) je ekvivalentńı podmı́nce ‖G(x)‖ ≤ G ∀x ∈ Rn.

Poznámka 1 Mı́sto omezenosti druhých derivaćı stač́ı obvykle předpokládat lipschitzovskost prvńıch
derivaćı:

‖g(x+ d) − g(x)‖ ≤ G‖d‖ ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn.

Jelikož v praktických př́ıpadech neńı lipschitzovskost prvńıch derivaćı o mnoho slabš́ım předpokladem než
existence a omezenost druhých derivaćı, budeme pro zjednodušeńı d̊ukaz̊u použ́ıvat podmı́nku (F3).
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Definice 4 Řekneme, že funkce F ∈ C2 : Rn → R je stejnoměrně konvexńı, jestlǐze existuje konstanta
G > 0 taková, že plat́ı

dTG(x)d ≥ G‖d‖2 ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (F4)

Definice 5 Řekneme, že funkce F ∈ C2 : Rn → R má lipschitzovské druhé derivace, jestlǐze existuje
konstanta L > 0 taková, že plat́ı

‖G(x+ d) −G(x)‖ ≤ L‖d‖ ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (F5)

Podmı́nky (F4) a (F5) jsou často zbytečně silné. Studujeme-li asymptotické chováńı iteračńıho procesu
v okoĺı minima x∗ ∈ Rn, stač́ı předpokládat pozitivńı definitnost a lokálńı lipschitzovskost matice G(x)
v bodě x∗ ∈ Rn. Při definováńı lokálńıch vlastnost́ı funkce F : Rn → R budeme použ́ıvat označeńı
B(x∗, ε) = {x ∈ Rn :‖ x− x∗ ‖< ε} pro ε–kouli, která je okoĺım bodu x∗.

Definice 6 Řekneme, že funkce F ∈ C2 : Rn → R je ryze konvexńı v bodě x∗ ∈ Rn, je-li matice G(x∗)
pozitivně definitńı. Pak pro libovolnou konstantu 0 < G < λ(G(x∗)) existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

dTG(x)d ≥ G‖d‖2 ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (F4)

Definice 7 Řekneme, že funkce F ∈ C2 : Rn → R má v bodě x∗ ∈ Rn lokálně lipschitzovské druhé
derivace, jestlǐze existuje konstanta L a č́ıslo ε > 0 takové, že plat́ı

‖G(x) −G(x∗)‖ ≤ L‖x− x∗‖ ∀x ∈ B(x∗, ε) ∀d ∈ Rn. (F5)

Poznámka 2 Jestliže xi → x∗, existuje k danému č́ıslu ε > 0 index k ∈ N takový, že xi ∈ B(x∗, ε) pokud
i ≥ k. Pak (F4) implikuje (F4) a (F5) implikuje (F5) ∀i ≥ k

V konvergenčńıch d̊ukazech budeme často použ́ıvat věty o středńı hodnotě známé z úvodńıch kurz̊u matem-
atické analýzy:

Tvrzeńı 1 Necht’ F ∈ C2 : Rn → R, x ∈ Rn a d ∈ Rn. Pak plat́ı

F (x+ d) = F (x) + dT g(x) +
1
2
dTG(x̃)d,

kde x̃ = x+ λ̃d a 0 ≤ λ̃ ≤ 1.

Použijeme-li tvrzeńı 1 a (F3), dostaneme

F (x+ d) − F (x) ≤ dT g(x) +
1
2
G‖d‖2. (1)

Použijeme-li tvrzeńı 1 a (F4), dostaneme

F (x+ d) − F (x) ≥ dT g(x) +
1
2
G‖d‖2. (2)

Tvrzeńı 2 Necht’ F ∈ C2 : Rn → R, x ∈ Rn a d ∈ Rn. Pak plat́ı

g(x+ d) = g(x) +
∫ 1

0

G(x+ λd)ddλ.
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Použijeme-li tvrzeńı 2 a (F3), dostaneme

‖g(x+ d) − g(x)‖ ≤ G‖d‖, (3)

dT (g(x+ d) − g(x)) ≤ G‖d‖2. (4)

Použijeme-li tvrzeńı 2 a (F4), dostaneme

‖g(x+ d) − g(x)‖ ≥ G‖d‖, (5)

dT (g(x+ d) − g(x)) ≥ G‖d‖2. (6)

Důkaz posledńıch dvou nerovnost́ı:

dT (g(x+ d) − g(x)) =
∫ 1

0

dTG(x+ λd)ddλ ≥
∫ 1

0

G‖d‖2dλ = G‖d‖2,

G‖d‖2 ≤ dT (g(x+ d) − g(x)) ≤ ‖d‖‖g(x+ d) − g(x)‖.

1.2 Podḿınky optimality

Definice 8 Řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R, jestlǐze existuje č́ıslo
ε > 0 takové, že

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ B(x∗, ε).

Jestlǐze nav́ıc F (x∗) < F (x) pokud x∗ �= x, řekneme, že bod x∗ ∈ Rn je ostrým lokálńım minimem funkce
F : Rn → R.

Věta 1 Necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F : Rn → R a necht’ F ∈ C1 (spojitě diferencov-
atelná) na B(x∗, ε). Pak plat́ı

g(x∗) = 0.

Jestlǐze nav́ıc F ∈ C2 (dvakrát spojitě diferencovatelná) na B(x∗, ε), pak plat́ı

G(x∗) 	 0

(matice G(x∗) je positivně semidefinitńı).

Důkaz Necht’ F ∈ C1 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že g∗ = g(x∗) �= 0. Jelikož F ∈ C1 na B(x∗, ε),
existuje č́ıslo α > 0, takové, že x∗ − αg∗ ∈ B(x∗, ε) a (g∗)T g(x∗ − αg∗) ≥ (g∗)T g∗/2, pokud 0 ≤ α ≤ α
(plyne to ze spojitosti gradientu g(x∗ − αg∗)). Necht’ 0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı
F (x∗ − αg∗) = F (x∗) − α(g∗)T g(x∗ − α̃g∗), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ − αg∗) = F (x∗) − α(g∗)T g(x∗ − α̃g∗) ≤ F (x∗) − α(g∗)T g∗/2 < F (x∗),

což je ve sporu s definićı 8. Necht’ nav́ıc F ∈ C2 na B(x∗, ε). Předpokládejme, že matice G(x∗) neńı
positivně semidefinitńı, takže λ∗ < 0, kde λ∗ je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗). Necht’ v∗ je vlastńı
vektor matice G(x∗) př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ∗. Jelikož F ∈ C2 na B(x∗, ε), existuje č́ıslo α > 0,
takové, že x∗ + αv∗ ∈ B(x∗, ε) a (v∗)TG(x∗ + αv∗)v∗ ≤ λ∗(v∗)T v∗/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze
spojitosti Hessovy matice G(x∗ + αv∗)). Necht’ 0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı
F (x∗ + αv∗) = F (x∗) + α2(v∗)TG(x∗ + α̃v∗)v∗/2 (nebot’ g(x∗) = 0), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ + αv∗) = F (x∗) +
α2

2
(v∗)TG(x∗ + α̃v∗)v∗ ≤ F (x∗) +

α2

4
λ∗(v∗)T v∗ < F (x∗),

což je ve sporu s definićı 8.
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Věta 2 Necht’ F ∈ C2 : Rn → R na B(x∗, ε) a necht’ plat́ı

g(x∗) = 0

a

G(x∗) 
 0

(matice G(x∗) je pozitivně definitńı). Pak bod x∗ ∈ Rn je ostrým lokálńım minimem funkce F : Rn → R.

Důkaz Jelikož matice G(x∗) je positivně definitńı, plat́ı λ∗ > 0, kde λ∗ je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice
G(x∗). Necht’ v ∈ Rn. Jelikož F ∈ C2 na B(x∗, ε), existuje č́ıslo α > 0 takové, že x∗ + αv ∈ B(x∗, ε) a
vTG(x∗ + αv)v ≥ λ∗vT v/2, pokud 0 ≤ α ≤ α (plyne to ze spojitosti Hessovy matice G(x∗ + αv)). Necht’
0 < α ≤ α. Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı F (x∗ + αv) = F (x∗) + (α2/2)vTG(x∗ + α̃v)v (nebot’
g(x∗) = 0), kde 0 ≤ α̃ ≤ α ≤ α, takže

F (x∗ + αv) = F (x∗) +
α2

2
vTG(x∗ + α̃v)v ≥ F (x∗) +

α2

4
λ∗vT v > F (x∗),

1.3 Základńı pojmy z teorie konvergence

Nyńı se budeme zabývat vlastnostmi konvergentńıch posloupnost́ı.

Definice 9 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u. Jestlǐze pro libovolné ε > 0 existuje index k ∈ N
tak, že xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k, řekneme, že posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N konverguje k bodu x∗ ∈ Rn a ṕı̌seme
xi → x∗. Použiváme značeńı Fi = F (xi), gi = g(xi), Gi = G(xi).

Poznámka 3 Při studiu asymptotického chováńı konvergentńıch posloupnost́ı budeme často použ́ıvat
symboly o(ξi) a O(ξi), kde ξi, i ∈ N , je nějaká omezená posloupnost kladných č́ısel. Necht’ ui, vi, i ∈ N jsou
dvě posloupnosti (č́ısel, vektor̊u nebo matic) a k ≥ 0. Jestliže ‖ui‖/‖vi‖k → 0, budeme psát ui = o(‖vi‖k).
Jestliže existuje konstanta C > 0 taková, že ‖ui‖ ≤ C‖vi‖k ∀i ∈ N , budeme psát ui = O(‖vi‖k). Mı́sto
o(‖vi‖0) a O(‖vi‖0) budeme psát o(1) a O(1). Pokud současně plat́ı ui = O(‖vi‖) a vi = O(‖ui‖), čili
pokud existuj́ı konstanty 0 < c ≤ c <∞ takové, že

c‖vi‖ ≤ ‖ui‖ ≤ c‖vi‖ ∀i ∈ N,

budeme psát ui ∼ vi nebo ‖ui‖ ∼ ‖vi‖. Pro práci se symboly o(ξi) a O(ξi) plat́ı jednoduchá pravidla.
Nejčastěji použijeme toho, že pro libovolný exponent r ∈ R plat́ı (1 + o(ξi))r = 1 + o(ξi) a (1 +O(ξi))r =
1 + O(ξi), pokud o(ξi) → 0 a O(ξi) → 0 (k d̊ukazu těchto vztah̊u lze použ́ıt binomickou větu nebo
rozvoj v mocninnou řadu). Poznamenejme ještě, že jednotlivé veličiny o(ξi) a O(ξi) nemuśıme rozlǐsovat,
takže lze např́ıklad psát uivi = o(ξi)o(ξi) = o(ξi)2 = o(ξ2i ), pokud ui = o(ξi) a vi = o(ξi), nebo uivi =
(1 +O(ξi))(1 +O(ξi)) = (1 +O(ξi))2 = (1 +O(ξi)), pokud ui = (1 +O(ξi)) a vi = (1 +O(ξi)).

Věta 3 Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R. Označme ei = xi − x∗, i ∈ N . Pak plat́ı

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1
2
dT

i Gidi + o(‖di‖2),

g(xi + di) − g(xi) = Gidi + o(‖di‖)
a

F (xi) − F (x∗) =
1
2
eT

i G
∗ei + o(‖ei‖2),

g(xi) = G∗ei + o(‖ei‖)
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a

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1
2
dT

i G
∗di + o(‖di‖2),

g(xi + di) − g(xi) = G∗di + o(‖di‖).

Důkaz Použijeme-li tvrzeńı 1 o středńı hodnotě, dostaneme

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1
2
dT

i G(xi + λ̃di)di

= dT
i gi +

1
2
dT

i Gidi +
1
2
dT

i (G(xi + λ̃di) −Gi)di,

kde 0 ≤ λ̃ ≤ 1 a

|dT
i (G(xi + λ̃di) −Gi)di| ≤ ‖G(xi + λ̃di) −Gi‖‖di‖2.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne ‖G(xi + λ̃di) − G(xi)‖ ≤ ‖G(xi + λ̃di) − G∗‖ + ‖G(xi) − G∗‖ → 0,
nebot’ xi → x∗ a di → 0 (takže xi + λ̃di → x∗). Použijeme-li tvrzeńı 2 o středńı hodnotě, dostaneme

g(xi + di) − g(xi) =
∫ 1

0

G(xi + λdi)didλ

= Gidi +
∫ 1

0

(G(xi + λdi) −Gi)didλ,

kde

∥∥∥∥
∫ 1

0

(G(xi + λdi) −Gi)didλ

∥∥∥∥ ≤
∫ 1

0

‖G(xi + λdi) −Gi‖‖di‖dλ
≤ max

0≤λ≤1
‖G(xi + λdi) −Gi‖‖di‖.

Ze spojitosti druhých derivaćı plyne opět max0≤λ≤1 ‖G(xi + λdi) −G(xi)‖ → 0. T́ım jsme dokázali prvńı
dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuj́ı úplně stejně. Provede se záměna xi mı́sto xi + di, x∗ mı́sto xi,
ei = xi − x∗ mı́sto di = xi + di − xi a přihlédne se k tomu, že g(x∗) = 0. Posledńı dva vztahy plynou z
toho, že Gidi = G∗di + (Gi −G∗)di, kde ‖(Gi −G∗)‖ → 0 pokud xi → x∗.

Je-li nav́ıc splněna podmı́nka (F5), dostaneme silněǰśı odhady.

Věta 4 Necht’ xi ∈ Rn, di ∈ Rn, i ∈ N , jsou dvě posloupnosti takové, že xi → x∗ a di → 0, kde x∗ ∈ Rn

je stacionárńı bod funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nce (F5). Označme ei = xi − x∗, i ∈ N .
Pak plat́ı

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1
2
dT

i Gidi +O(‖di‖3),

g(xi + di) − g(xi) = Gidi +O(‖di‖2)

a

F (xi) − F (x∗) =
1
2
eT

i G
∗ei +O(‖ei‖3),
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g(xi) = G∗ei +O(‖ei‖2)

a

F (xi + di) − F (xi) = dT
i gi +

1
2
dT

i G
∗di + ‖di‖2O(‖ei‖),

g(xi + di) − g(xi) = G∗di + ‖di‖O(‖ei‖).

Důkaz Důkaz této věty je prakticky stejný jako d̊ukaz věty 3. Vztahy typu ‖G(xi + λdi)−G(xi)‖ → 0 se
nahrad́ı odhady typu ‖G(xi + λdi) −G(xi)‖ ≤ L‖λdi‖.
Definice 10 Jestlǐze existuj́ı index k ∈ N a č́ısla Mk > 0 a 0 < q < 1, tak že

‖xi − x∗‖ ≤Mkq
i−k‖xk − x∗‖

∀i ≥ k, řekneme, že posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně.

Věta 5 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) R-lineárně právě tehdy jestlǐze

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i = q̂ < 1.

Důkaz Z definice 10 plyne

‖xi − x∗‖ ≤Mkq
i−k‖xk − x∗‖

∀i ≥ k, kde q < 1, takže

q̂ = lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ lim

i→∞
(Mk‖xk − x∗‖) 1

i lim
i→∞

(qi−k)
1
i = lim

i→∞
q1−

k
i = q < 1.

Z druhé strany necht’ q̂ < 1. Pak pro libovolné č́ıslo q̂ < q < 1 existuje index k ∈ N tak, že plat́ı

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ q

∀i ≥ k, neboli
‖xi − x∗‖ ≤ qi

∀i ≥ k. Zvolme

Mk =
qk

‖xk − x∗‖ .

Pak plat́ı

‖xi − x∗‖ ≤Mkq
i−k‖xk − x∗‖.

Poznámka 4 Č́ıslo q̂ použité ve větě 5 nezáviśı na posunu index̊u. Pro libovolné č́ıslo k ∈ N plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i = lim sup

i→∞
‖xi+k − x∗‖ 1

i .

Definice 11 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ R-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i = 0.
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Definice 12 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) Q-lineárně, jestlǐze existuje
index k ∈ N a konstanta 0 < q < 1 tak, že

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ q ∀i ≥ k.

Definice 13 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně, jestlǐze

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0.

Věta 6 Necht’ xi → x∗ Q-lineárně (Q-superlineárně). Pak xi → x∗ R-lineárně (R-superlineárně).

Důkaz R-lineárńı konvergence plyne z Q-lineárńı konvergence bezprostředně (stač́ı volit Mk = 1). Necht’
0 < ε < 1 je libovolné (malé) č́ıslo. Z Q-superlineárńı konvergence plyne existence indexu k ∈ N takového,
že

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ ε ∀i ≥ k,

takže

‖xi − x∗‖ ≤ εi−k‖xk − x∗‖ ∀i ≥ k,

neboli

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ lim

i→∞
(‖xk − x∗‖) 1

i lim
i→∞

(ε1−
k
i ) = ε.

Protože č́ıslo ε je libovolné, muśı platit

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i = 0.

Poznámka 5 Q-lineárńı (Q-superlineárńı) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti ‖xi − x∗‖,
i ∈ N (poč́ınaje vhodným indexem k ∈ N).

Definice 14 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze
existuje č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
i→∞

‖xi+m − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0.

Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně, jestlǐze existuje
č́ıslo m ∈ N takové, že

lim
k→∞

‖x(k+1)m+1 − x∗‖
‖xkm+1 − x∗‖ = 0.

Poznámka 6 m-krokováQ-superlineárńı konvergence implikuje cyklickoum-krokověQ-superlineárňı kon-
vergenci.

Věta 7 Necht’ xi → x∗ cyklicky m-krokově Q-superlineárně a necht’ existuje konstanta C > 0 taková, že
‖ei+1‖ ≤ C‖ei‖ ∀i ∈ N . Pak xi → x∗ R-superlineárně.
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Důkaz Označme i = km+ l, kde 1 ≤ l ≤ m. Abychom dokázali, že limi→∞ ‖ei‖1/i = 0, stač́ı dokázat, že
pro libovolné celé č́ıslo 1 ≤ l ≤ m plat́ı limk→∞ ‖ekm+l‖1/(km+l) = 0. Označme C = ‖e1‖max1≤l≤m Cl−1.
Pak

‖ekm+l‖ = ‖e1‖
⎛
⎝ k∏

j=1

‖ejm+1‖
‖e(j−1)m+1‖

⎞
⎠ ‖ekm+l‖

‖ekm+1‖ ≤ C

⎛
⎝1
k

k∑
j=1

‖ejm+1‖
‖e(j−1)m+1‖

⎞
⎠k

= C(o(1))k

(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem a vztah limk→∞ 1
k

∑k
j=1 o(1) = 0).

Můžeme tedy psát

lim
k→∞

‖ekm+l‖ 1
km+l = lim

k→∞
C

1
km+l (o(1))

k
km+l = lim

k→∞
(o(1))

1
m+l/k = 0.

Poznámka 7 Předpoklady věty 7 jsou splněny pro cyklicky přerušovanou metodu sdružených gradient̊u
s asymptoticky přesným výběrem délky kroku (věta 25).

Definice 15 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) kvadraticky, jestlǐze existuje
index k ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

‖xi+1 − x∗‖ ≤Mk‖xi − x∗‖2 ∀i ≥ k.

Definice 16 Posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ (alespoň) m-krokově kvadraticky, jestlǐze
existuje index k ∈ N , č́ıslo m ∈ N a konstanta 0 < Mk <∞ tak, že

‖xi+m − x∗‖ ≤Mk‖xi − x∗‖2 ∀i ≥ k.

1.4 Základńı optimalizačńı metody

Základńı optimalizačńı metoda je iteračńı proces, jehož výsledkem je posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N , taková,
že

xi+1 = xi + αisi,

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj , Fj , gj , Gj , 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0
se určuje na základě chováńı funkce F : Rn → R v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 17 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je globálně konvergentńı, jestlǐze pro libovolný
počátečńı vektor x1 ∈ Rn plat́ı

lim inf
i→∞

‖g(xi)‖ = 0.

Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı optimalizačńı metody patř́ı metoda největš́ıho spádu a Newtonova
metoda. Metoda největš́ıho spádu je definována vztahy

si = −g(xi),

αi = arg min
α≥0

F (xi + αsi).

Výhody:
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• Metoda největš́ıho spádu je globálně konvergentńı.

• Metoda největš́ıho spádu použ́ıvá pouze vektory dimenze n. Vyžaduje tedy

O(n) - pamět’ových mı́st,

O(n) - operaćı na iteraci.

Nevýhody:

• Metoda největš́ıho spádu vyžaduje přesný výběr délky kroku.

• Metoda největš́ıho spádu je pouze R-lineárně konvergentńı s asymptotickou rychlost́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G(x∗)) − 1

κ(G(x∗)) + 1
.

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realistický (neńı nadhodnocený). Např́ıklad jestliže κ(G(x∗)) =
103, potřebujeme ke sńıžeńı chyby ‖x− x∗‖ o 4 řády zhruba 4600 iteraćı a jestilže κ(G(x∗)) = 106,
potřebujeme ke sńıžeńı chyby ‖x− x∗‖ o 8 řád̊u zhruba 9200000 iteraćı!

Newtonova metoda je definována vztahy

si = −G−1(xi)g(xi),

αi = 1.

Výhody:

• Newtonova metoda je Q – kvadraticky konvergentńı. Pokud tato metoda konverguje, stač́ı k nalezeńı
lokálńıho minima pouze několik iteraćı.

• Newtonova metoda použ́ıvá jednoduchý výběr délky kroku.

Nevýhody:

• Newtonova metoda neńı globálně konvergentńı. Pokud x1 je daleko od x∗, nemuśı tato metoda
konvergovat.

• Newtonova metoda použ́ıvá matici řádu n a je třeba řešit soustavu lineárńıch rovnic. Vyžaduje tedy

O(n2) - pamět’ových mı́st,

O(n3) - operaćı na iteraci.

• Je třeba poč́ıtat druhé derivace.

Aby se odstranily nevýhody těchto jednoduchých metod, byly vyvinuty d̊umyslněǰśı a tud́ıž i složitěǰśı
metody. Můžeme je zhruba rozdělit na metody spádových směr̊u a metody s lokálně omezeným krokem.
Metody spádových směr̊u byly vyvinuty z metody největš́ıho spádu. Předně byl odstraněn požadavek
přesného výběru délky kroku, který byl nahražen slabš́ımi (Wolfeho) podmı́nkami. Dále byla použit́ım
principu sdružených směr̊u podstatně urychlena konvergence. Výsledkem tohoto vývoje jsou metody
sdružených gradient̊u a metody s proměnnou metrikou.

Metody s lokálně omezeným krokem byly vyvinuty z Newtonovy metody tak, aby byla zaručena jejich
globálńı konvergence i v př́ıpadě, že Hessova matice neńı pozitivně definitńı. Dále byl sńıžen počet op-
eraćı, t́ım že neńı třeba hledat optimálńı lokálně omezený krok, stač́ı pouze nepřesné iteračńı přibĺıžeńı.
Výsledkem jsou modifikace nepřesné Newtonovy metody s lokálně omezeným krokem a hybridńı metody
pro minimalizaci součtu čtverc̊u.
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2 Metody spádových směr̊u

2.1 Základńı vlastnosti metod spádových směr̊u

V tomto odd́ılu budeme předpokládat, že si �= 0 a gi �= 0 ∀i ∈ N a označ́ıme

cos θi = − sT
i gi

‖si‖‖gi‖
směrové kośıny úhl̊u, které sv́ıraj́ı směrové vektory si, i ∈ N , se záporně vzatými gradienty. Kĺıčový
význam pro konstrukci metod spádových směr̊u má pojem spádových směrových vektor̊u.

Definice 18 Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi > 0 ∀i ∈ N. (S1a)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou stejnoměrně spádové, jestlǐze existuje konstanta
0 < ε0 ≤ 1 taková, že plat́ı

cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N. (S1b)

Řekneme, že směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , jsou dostatečně spádové, jestlǐze plat́ı

cos θi ≥ 1/Ci ∀i ∈ N (S1c)

a č́ısla Ci, i ∈ N , vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C‖di‖,
kde di = xi+1 − xi = αisi a kde C1 > 1 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty.

Poznámka 8 Definice dostatečné spádovosti směrových vektor̊u se může zdát dosti umělá. Nicméně je
tato definice často velmi užitečná pro d̊ukazy globálńı konvergence (věta 83). Použit́ı podmı́nky dostatečné
spádovosti se často nazývá principem omezeného znehodnoceńı. Poznamenejme, že z rekurentńıch nerovnost́ı
použitých v (S1c) plyne

Ci ≤ C1 +
i−1∑
j=1

C‖dj‖ ≤ C1 +
i∑

j=1

C‖dj‖.

Jsou-li směrové vektory stejnoměrně spádové, jsou též dostatečně spádové (stač́ı položit C1 = 1/ε0 a
C = 0). Za určitých předpoklad̊u plat́ı i obrácená implikace (věta 14).

Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se často určuj́ı řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi, i ∈ N .

Věta 8 Necht’ Bisi = −gi ∀i ∈ N , kde Bi, i ∈ N , je posloupnost symetrických pozitivně definitńıch matic.
Pak plat́ı

cos2 θi ≥ 1
κi

∀i ∈ N,

kde κi je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice Bi.

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

−gi = Bisi

a
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−si = B−1
i gi,

takže

−sT
i gi = sT

i Bisi ≥ λi‖si‖2

a

−sT
i gi = gT

i B
−1
i gi ≥ 1

λi

‖gi‖2,

kde λi a λi je nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice Bi. Vynásob́ıme-li obě tyto nerovnosti, dostaneme

(−sT
i gi)2 ≥ λi

λi

‖si‖2‖gi‖2 =
1
κi

‖si‖2‖gi‖2,

takže cos2 θi ≥ 1/κi.

Poznámka 9 Podle věty 29 plat́ı stejný odhad i tehdy, určuje-li se směrový vektor si metodou sdružených
gradient̊u aplikovanou na soustavu lineárńıch rovnic Bisi = −gi. Přitom soustavu lineárńıch rovnic neńı
nutné řešit přesně, odhad plat́ı v každém iteračńım kroku metody sdružených gradient̊u.

Daľśı významnou součást́ı metod spádových směr̊u je výběr délky kroku, na který je třeba klást řadu
omezeńı.

Definice 19 Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje bud’ silnou Wolfeho podmı́nku nebo slabou
Wolfeho podmı́nku nebo Goldsteinovu podmı́nku nebo Armijovu podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla 0 < ε1 <
ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) taková, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi (S2)

a bud’

|sT
i gi+1| ≤ ε2|sT

i gi| (S3a)

nebo

sT
i gi+1 ≥ ε2s

T
i gi (S3b)

nebo

Fi+1 − Fi ≥ ε2αis
T
i gi (S3c)

nebo αi > 0 je prvńı člen vyhovuj́ıćı podmı́nce (S2) v posloupnosti αj
i , j ∈ N , takové, že α‖gi‖/‖si‖ ≤

α1
i ≤ α‖gi‖/‖si‖, a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N, (S3d)

kde 0 < α ≤ α a 0 < β ≤ β < 1 jsou konstanty nezávislé na indexu i ∈ N .

Poznámka 10 Při vyšetřováńı globálńı konvergence vystač́ıme s nerovnostmi 0 < ε1 < ε2 < 1. Pro
zaručeńı superlineárńı konvergence (věta 17) je třeba, aby platilo 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě
podmı́nky (S2c) nav́ıc 1/2 < ε2 < 1).

Podmı́nky (S1)-(S3) tvoř́ı základ definice metod spádových směr̊u.
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Definice 20 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou spádových
směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S1a) a délky kroku αi > 0, i ∈ N ,
splňuj́ı podmı́nku (S2) a některou z podmı́nek (S3a)-(S3d). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda
xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou stejnoměrně spádových směr̊u, je-li metodou spádových směr̊u a
plat́ı-li (S1b). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou dostatečně
spádových směr̊u, je-li metodou spádových směr̊u a plat́ı-li (S1c).

Poznámka 11 Při realizaci metod sdružených gradient̊u odvozených z metody největš́ıho spádu se použ́ıvá
podmı́nka (S3a) s 0 < ε1 < ε2 < 1/2. Při realizaci metod s proměnnou metrikou odvozených z Newtonovy
metody (kde αi → 1 pro i → ∞) se použ́ıvá podmı́nka (S3b) s 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1. Při realizaci
metod založených na numerickém výpočtu gradient̊u se použ́ıvá podmı́nka (S3c) s 0 < ε1 < 1/2 < ε2 < 1
(obvykle ε2 = 1− ε1). Při realizaci metod pro nehladké úlohy se použ́ıvá podmı́nka (S3d) s 0 < ε1 < 1/2.

Poznámka 12 Metoda největš́ıho spádu je metodou stejnoměně spádových směr̊u, nebot’ si = −gi, takže
sT

i gi = −‖gi‖2 = −‖si‖‖gi‖ a (S1b) plat́ı pro ε0 = 1.

Lemma 1 (Konzistence) Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3) a směrový
vektor si ∈ Rn splňuje podmı́nku (S1a). Pak jak silná Wolfeho podmı́nka tak slabá Wolfeho podmı́nka tak
Goldsteinova podmı́nka tak Armijova podmı́nka je konzistentńı v tom myslu, že existuje délka kroku αi > 0,
která této podmı́nce vyhovuje.

Důkaz Necht’ 0 < ε1 < ε2 < 1. Označme

Mi = {α ≥ 0 : F (xi + βsi) − Fi ≤ ε1βs
T
i gi ∀0 ≤ β ≤ α}.

Necht’ α̃i = supMi. Jelikož sT
i gi < 0, plat́ı α̃i > 0. Podle (F1) plat́ı F (xi + α̃isi) ≥ F , což podle definice

množiny Mi dává α̃i ≤ (F − Fi)/ε1sT
i gi <∞. Ukážeme nejprve, že

F (xi + α̃isi) − Fi = ε1α̃is
T
i gi

a
sT

i g(xi + α̃isi) ≥ ε1s
T
i gi,

takže délka kroku αi = α̃i splňuje podmı́nky (S2), (S3b), (S3c) (nebot’ 0 < ε1 < ε2 < 1) a tedy jak
slabá Wolfeho podmı́nka tak Goldsteinova podmı́nka jsou konzistentńı. Rovnost plyne ze spojitosti funkce
F : R → Rn, nerovnost dokážeme sporem. Předpokládejme, že sT

i g(xi + α̃isi) = εsT
i gi pro nějaké č́ıslo

ε > ε1. Potom podle (F3) plat́ı

F (xi + αsi) − Fi ≤ F (xi + α̃isi) − Fi + sT
i g(xi + α̃isi)(α− α̃i) +

1
2
G‖si‖2(α− α̃i)2

= ε1α̃is
T
i gi + ε(α− α̃i)sT

i gi +
1
2
G‖si‖2(α− α̃i)2

= ε1αs
T
i gi − (ε1 − ε)(α− α̃i)sT

i gi +
1
2
G‖si‖2(α− α̃i)2

a pro α = α̃i + (ε1 − ε)sT
i gi/G‖si‖2 > α̃i dostaneme

F (xi + αsi) − Fi ≤ ε1αs
T
i gi − 1

2
(ε− ε1)2(sT

i gi)2

G‖si‖2
< ε1αs

T
i gi,

což je spor nebot’ α̃i = supMi. Pokud sT
i g(xi + α̃isi) < 0, splňuje délka kroku αi = α̃i podmı́nky (S2)

a (S3a). V opačném př́ıpadě z nerovnosti sT
i gi < 0 a ze spojitosti derivaćı funkce F : R → Rn plyne

existence č́ısla 0 < αi < α̃i takového, že sT
i g(xi + αisi) = 0. Zřejmě αi ∈ Mi, takže plat́ı (S2) a (S3a).
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Silná Wolfeho podmı́nka je tedy konzistentńı. Jelikož α̃i > 0, α‖gi‖/‖si‖ < ∞ a 0 < β < β < 1, existuje
č́ıslo j ∈ N takové, že pro αi = αj

i plat́ı

0 < βj−1α‖gi‖/‖si‖ ≤ αi ≤ β
j−1

α‖gi‖/‖si‖ ≤ α̃i,

což dokazuje konzistenci Armijovy podmı́nky.

2.2 Globálńı konvergence

Nyńı budeme studovat globálńı konvergenci metod spádových směr̊u. Nejprve dokážeme pomocnou větu,
která zd̊uvodňuje použit́ı podmı́nek (S3a)-(S3d).

Lemma 2 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3) a délka kroku se vyb́ırá tak, aby
byla splněna podmı́nka (S2) a některá z podmı́nek (S3a)-(S3d). Pak existuje konstanta ε3 > 0 taková, že
pro libovolný index i ∈ N plat́ı

αi ≥ − ε3s
T
i gi

G‖si‖2
=
ε3 cos θi‖gi‖

G‖si‖
(a)

a

Fi+1 − Fi ≤ −ε1ε3(s
T
i gi)2

G‖si‖2
= −ε1ε3

G
cos2 θi‖gi‖2. (b)

Důkaz Nerovnost (b) plyne bezprostředně z nerovnosti (a), nebot’ podle (S2) plat́ı

Fi+1 − Fi ≤ ε1αis
T
i gi ≤ −ε1ε3(s

T
i gi)2

G‖si‖2
= −ε1ε3 cos2 θi

G
‖gi‖2.

Zbývá tedy dokázat nerovnost (a). Zřejmě (S3a) implikuje (S3b). Plat́ı-li (S3b), můžeme s použit́ım
odhadu (4) psát

ε2s
T
i gi ≤ sT

i g(xi + αisi) ≤ sT
i gi + αiG‖si‖2,

neboli

αi ≥ (ε2 − 1)sT
i gi

G‖si‖2
=

(1 − ε2) cos θi‖gi‖
G‖si‖

,

takže plat́ı (a) s ε3 = (1 − ε2) > 0. Plat́ı-li (S3c), můžeme s použit́ım odhadu (1) psát

ε2αis
T
i gi ≤ Fi+1 − Fi ≤ αis

T
i gi +

1
2
α2

iG‖si‖2,

neboli

αi ≥ 2(ε2 − 1)sT
i gi

G‖si‖2
=

2(1 − ε2) cos θi‖gi‖
G‖si‖

,

takže plat́ı (a) s ε3 = 2(1 − ε2) > 0. Plat́ı-li (S3d), pak bud’ αi = α1
i , takže plat́ı (a) s ε3 = αG > 0, nebo

αi = αj
i ≥ βαj−1

i , kde

F (xi + αj−1
i si) − F (xi) ≥ ε1α

j−1
i sT

i gi.

Použijeme-li odhad (1), dostaneme

F (xi + αj−1
i si) − F (xi) ≤ αj−1

i sT
i gi +

1
2
(αj−1

i )2G‖si‖2,
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což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

sT
i gi +

1
2
αj−1

i G‖si‖2 ≥ ε1s
T
i gi

a jelikož αi = αj
i ≥ βαj−1

i , můžeme psát

αi ≥ β
2(ε1 − 1)sT

i gi

G‖si‖2
≥ β

2(1 − ε1) cos θi‖gi‖
G‖si‖

,

takže plat́ı (a) s ε3 = 2β(1 − ε1) > 0.

Poznámka 13 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 2, plat́ı

∞∑
i=1

(sT
i gi)2

‖si‖2
<∞.

To plyne bezprostředně z (b), nebot’

F1 − F ≥
∞∑

i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∞∑

i=1

ε1ε3(sT
i gi)2

G‖si‖2

a výraz na levé straně je konečný (podrobněǰśı argumentaci lze nalézt v d̊ukazu věty 9).

Věta 9 (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak metoda
spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi = ∞

je globálně konvergentńı.

Důkaz Použijeme-li (b), můžeme psát

Fi+1 = F1 +
i∑

j=1

(Fj+1 − Fj) ≤ F1 − ε1ε3

G

i∑
j=1

cos2 θj‖gj‖2.

Podle (b) je posloupnost Fi, i ∈ N klesaj́ıćı a podle (F1) je zdola omezená. Existuje tedy limita

F ≤ lim
i→∞

Fi ≤ F1 − (ε1ε3/G)
∞∑

i=1

cos2 θi‖gi‖2,

takže

∞∑
i=1

cos2 θi‖gi‖2 ≤ (F1 − F )G
ε1ε3

<∞.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ‖gi‖ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ‖gi‖ ≥ ε
∀i ∈ N . Plat́ı tedy

ε2
∞∑

i=1

cos2 θi ≤
∞∑

i=1

cos2 θi‖gi‖2 <∞,

což je ve sporu s předpokladem věty.
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Poznámka 14 Podmı́nka použitá ve větě 9 je splněna např́ıklad tehdy, jestliže existuje konstanta c taková,
že

k∑
i=1

cos2 θi ≥ c k ∀k ∈ N.

Tuto nerovnost lze dokázat pro některé typy metod s proměnnou metrikou.

Poznámka 15 Pro metodu stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı (S1b), takže

ε20

∞∑
i=1

‖gi‖2 ≤
∞∑

i=1

cos2 θi‖gi‖2 <∞,

což dává ‖gi‖ → 0 pro i→ ∞.

Důsledek 1 Metoda nejvěťśıho spádu je globálně konvergentńı, přičemž ‖gi‖ → 0 pro i→ ∞.

Poznámka 16 Podle věty 8 a věty 9 je metoda spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı směrové vektory si ∈ Rn,
i ∈ N , určené řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi globálně konvergentńı, plat́ı-li

∞∑
i=1

1
κi

= ∞,

kde κi jsou spektrálńı č́ısla podmı́něnosti matic Bi. Jestliže existuje č́ıslo ε0 > 0 takové že κi ≤ 1/ε20
∀i ∈ N , je tato metoda metodou stejnoměně spádových směr̊u a plat́ı ‖gi‖ → 0 pro i→ ∞.

Poznámka 17 Větu 9 lze použ́ıt ke globalizaci metod spádových směr̊u pomoćı restartováńı. Restar-
továńım rozumı́me přerušeńı a nové nastartováńı iteračńıho procesu. Při novém nastartováńı iteračńıho
procesu obvykle plat́ı si = −gi, takže je splněna podmı́nka (S1b). Restartováńı se provád́ı bud’ tehdy,
je-li porušena podmı́nka (S1b), pak dostaneme stejnoměrnou metodu spádových směr̊u, nebo cyklicky v
kroćıch s indexy i = mk + 1, kde m ≥ n a k ∈ N . Při cyklickém restartováńı plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi ≥
∞∑

k=1

cos2 θmk+1 ≥
∞∑

k=1

ε20 = ∞,

takže jsou splňeny předpoklady věty 9 a metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı.

Poznámka 18 Metoda spádových směr̊u je globálně konvergentńı např́ıklad tehdy, existuje-li konstanta
κ > 0 taková, že

1
cos θ2i+1

≤ 1
cos2 θi

+ κ ∀i ∈ N.

Pak plat́ı 1/ cos2 θi ≤ 1/ cos2 θ1 + iκ ≤ i(1/ cos2 θ1 + κ), což dává

∞∑
i=1

cos2 θi ≥ cos2 θ1
1 + κ cos2 θ1

∞∑
i=1

1
i
>∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı. Podobně metoda spádových směr̊u použ́ıvaj́ıćı směrové vektory
si ∈ Rn, i ∈ N , určené řešeńım soustav lineárńıch rovnic Bisi = −gi je globálně konvergentńı např́ıklad
tehdy, existuje-li konstanta κ > 0 taková, že

κi+1 ≤ κi + κ.
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Ukážeme, že metoda dostatečně spádových směr̊u je globálně konvergentńı

Věta 10 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak metoda dostatečně spádových
směr̊u je globálně konvergentńı.

Důkaz Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ‖gi‖ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že
‖gi‖ ≥ ε ∀i ∈ N . Použijeme-li (F1), (S2), definici č́ısla cos θi a definici dostatečné spádovosti (nerovnost z
posnámky 8), dostaneme (podobně jako v d̊ukazu věty 9)

F1 − F ≥
∞∑

i=1

(Fi − Fi+1) ≥ −ε1
∞∑

i=1

dT
i gi = ε1

∞∑
i=1

cos θi‖di‖‖gi‖

≥ εε1

∞∑
i=1

cos θi‖di‖ ≥ εε1

C

∞∑
i=1

C‖di‖
C1 +

∑i
j=1 C‖dj‖

.

Nyńı můžeme využ́ıt známou implikaci

∞∑
i=1

zi <∞ ⇒
∞∏

i=1

(1 − zi) > 0,

která plat́ı pokud 0 < zi < 1 ∀i ∈ N . Tato implikace ve spojeńı s předchoźı nerovnost́ı dává

∞∏
i=1

(
1 − C‖di‖

C1 +
∑i

j=1 C‖dj‖

)
> 0.

Existuje tedy č́ıslo 0 < ω < 1 takové že

ω ≤
k∏

i=1

(
1 − C‖di‖

C1 +
∑i

j=1 C‖dj‖

)
=

C1

C1 +
∑k

j=1 C‖dj‖
∀k ∈ N , neboli

Ck ≤ C1 +
k∑

j=1

C‖dj‖ ≤ C1

ω
,

což spolu s předpoklady věty dává cos θk ≥ 1/Ck ≥ ω/C1 ∀k ∈ N . To je však spor, nebot’ stejnoměrná
metoda spádových směr̊u je podle poznámky 15 globálně konvergentńı.

Ukážeme ještě jeden zp̊usob, jak lze konstruovat globálně konvergentńı metody pomoćı korekćı směrových
vektor̊u, což je obvykle šetrněǰśı než zp̊usob uvedený v poznámce 17.

Věta 11 Uvažujme metodu spádových směr̊u, která použ́ıvá směrové vektory

si = −Higi − σ‖Higi‖ gi, i ∈ N,

kde Hi, i ∈ N , jsou positivně semidefinitńı matice takové, že Higi �= 0, a σ > 0 je č́ıslo, které nezáviśı
na indexu i ∈ N . Splňuje-li funkce F ∈ C2 : Rn → R podmı́nky (F1) a (F3), je tato metoda globálně
konvergentńı.

Důkaz Necht’ si = −Higi − σ‖Higi‖ gi, kde Higi �= 0 a gT
i Higi ≥ 0. Pak plat́ı

sT
i si = ‖Higi‖2 + 2σgT

i Higi‖Higi‖ + σ2‖Higi‖2‖gi‖2

≤ ‖Higi‖2 + 2σ‖Higi‖2‖gi‖ + σ2‖Higi‖2‖gi‖2

= (1 + 2σ‖gi‖ + σ2‖gi‖2)‖Higi‖2 = (1 + σ‖gi‖)2‖Higi‖2
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a

−sT
i gi = gT

i Higi + σ‖Higi‖‖gi‖2 ≥ σ‖Higi‖‖gi‖2.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ‖gi‖ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ‖gi‖ ≥ ε
∀i ∈ N . Plat́ı tedy

−sT
i gi

‖si‖‖gi‖ ≥ σ‖Higi‖‖gi‖2

(1 + σ‖gi‖)‖Higi‖‖gi‖ =
σ‖gi‖

1 + σ‖gi‖ ≥ σε

1 + σε

Δ= ε0,

nebot’ funkce x/(1 + x) je rostoućı. Směrové vektory si, i ∈ N , jsou tedy stejnoměrně spádové, což podle
poznámky 15 implikuje ‖gi‖ → 0. To je však ve sporu s předpokladem, že ‖gi‖ ≥ ε ∀i ∈ N .

Poznámka 19 Metody s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ı směrové vektory si = −Higi, i ∈ N . Věta 47
tvrd́ı, že metody s proměnnou metrikou jsou globálné konvergentńı, splňuje-li funkce F ∈ C2 : Rn → R
podmı́nky (F1), (F3) a (F4). Bez požadavku stejnoměrné konvexity (F4) tato věta neplat́ı. Věta 11 dává
návod, jak lze metody s proměnnou metrikou korigovat tak, aby byly globálně konvergentńı i tehdy, jsou-li
splněny pouze podmı́nky (F1) a (F3). Poznamenejme, že č́ıslo σ > 0 je obvykle velmi malé, např́ıklad
σ = 10−12.

Zat́ım jsme se zabývali pouze metodami, kde posloupnost Fi, i ∈ N , byla nerostoućı. Někdy je výhodné
(zejména v souvislosti s Newtonovou metodou) použ́ıvat nemonotonńı metody spádových směr̊u.

Definice 21 Řekneme, že délka kroku αi > 0, i ∈ N , splňuje bud’ silnou nebo slabou nemonotonńı Wolfeho
podmı́nku, jestlǐze existuj́ı č́ısla 0 < ε1 < ε2 < 1 (nezávislá na indexu i ∈ N) tak, že

Fi+1 ≤ F i + ε1αis
T
i gi (S2)

a plat́ı bud’ (S3a) nebo (S3b), přičemž n1 = 1, F 1 = F1 a

ni+1 = λini + 1 (S4a)

F i+1 =
λiniF i + Fi+1

ni+1
(S4b)

pro i ∈ N a 0 ≤ λi ≤ 1.

Poznámka 20 Pokud λi = 0 ∀i ∈ N , plat́ı ni = 1 a F i = Fi pro i ∈ N . Pokud λi = 1 ∀i ∈ N , plat́ı
ni = i a

F i =
1
i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N . V obecném př́ıpadě plat́ı 1 ≤ ni ≤ i a

Fi+1 ≤ F i+1 ≤ F i ≤ 1
i

i∑
j=1

Fj

pro i ∈ N , nebot’ z (S2) a (S4) plyne

Fi+1 =
λini + 1
ni+1

Fi+1 ≤ λiniF i + Fi+1

ni+1
≤ λini + 1

ni+1
F i = F i

a funkce

Fi(λ) =
λniF i + Fi+1

λni + 1

je pro Fi+1 ≤ F i neklesaj́ıćı.
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Definice 22 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi+αisi, i ∈ N , je nemonotonńı metodou
spádových směr̊u, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S1a) a délky kroku αi > 0,
i ∈ N , splňuj́ı podmı́nku (S2) (s F i podle (S4)) a některou z podmı́nek (S3a) nebo (S3b).

Věta 12 (Globálńı konvergence) Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak
nemonotonńı metoda spádových směr̊u, pro kterou plat́ı

∞∑
i=1

cos2 θi

i
= ∞

je globálně konvergentńı.

Důkaz Předně poznamenejme, že z (S3a) nebo (S3b) plyne nerovnost (a) uvedená v lemmatu 2. Použijeme-
li tuto nerovnost spolu s (S2), dostaneme

Fi+1 ≤ F i + ε1αis
T
i gi ≤ F i − ε1ε3 cos2 θi

G
‖gi‖2,

což spolu s (S4) dává

F i+1 =
λiniF i + Fi+1

ni+1
≤ λini + 1

ni+1
F i − ε1ε3 cos2 θi

ni+1G
‖gi‖2 = F i − ε1ε3 cos2 θi

ni+1G
‖gi‖2.

Jelikož podle (F1) a poznámky 20 plat́ı F i ≥ Fi ≥ F , můžeme tak jako v d̊ukazu věty 9 psát

F1 − F ≥ ε1ε3

G

∞∑
i=1

cos2 θi

ni+1
‖gi‖2,

neboli
1
2

∞∑
i=1

cos2 θi

i
‖gi‖2 ≤

∞∑
i=1

cos2 θi

ni+1
‖gi‖2 ≤ (F1 − F )G

ε1ε3
<∞,

nebot’ podle poznámky 20 plat́ı ni+1 ≤ i + 1 ≤ 2i. Z posledńı nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeńı
postupem uvedeným v d̊ukazu věty 9.

Poznámka 21 Podmı́nka použitá ve větě 12 je mnohem silněǰśı než podmı́nka vystupuj́ıćı ve větě 9. Je
však splněna pro nemonotonńı metody stejnoměrně spádových směr̊u, kdy cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N . Jestliže
kromě cos θi ≥ ε0 plat́ı 0 ≤ λi < 1 ∀i ∈ N , dá se dokázat, že limi→∞ ‖gi‖ = 0.

Je-li metoda spádových směru globálně konvergentńı (ve smyslu definice 17), nemuśı ještě platit xi →
x∗. Splňuje-li funkce F : Rn → R podmı́nku (F2) nemůže posloupnost xi ∈ Rn, i ∈ N divergovat,
může však mı́t v́ıce hromadných bod̊u. Ukážeme nyńı, že vyhovuje-li nějaký hromadný bod x∗ ∈ Rn

posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , postačuj́ıćım podmı́nkám pro lokálńı minimum (tvrzeńı 2), pak za jistých
předpoklad̊u plat́ı xi → x∗.

Věta 13 Necht’ funkce F ∈ C2 : Rn → R splňuje podmı́nky (F1)-(F3) a necht’ x∗ ∈ Rn je hromadným
bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , generované metodou spádových směr̊u takovou, že αi ≤ α‖gi‖/‖si‖
∀i ∈ N . Pak, vyhovuje-li bod x∗ ∈ Rn předpoklad̊um věty 2, plat́ı xi → x∗.

Důkaz Protože bod x∗ ∈ Rn vyhovuje předpoklad̊um tvrzeńı 2, plat́ı g(x∗) = 0 a λ(G(x∗)) > 0, kde
λ(G(x∗)) je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗). Necht’ G < λ(G(x∗)). Ze spojitosti Hessovy matice G(x)
plyne existence č́ısla ε takového, že

dTG(x)d ≥ G‖d‖2 ∀d ∈ Rn,
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pokud x ∈ B(x∗, ε). Jelikož je nav́ıc splněna podmı́nka (F3), dostaneme s použit́ım odhad̊u (1)-(3) a
(2)-(5) nerovnosti

F − F ∗ ≤ 1
2
G‖x− x∗‖2, (7)

F − F ∗ ≥ 1
2
G‖x− x∗‖2, (8)

‖g‖ ≤ G‖x− x∗‖, (9)

‖g‖ ≥ G‖x− x∗‖, (10)

pokud x ∈ B(x∗, ε). Protože Fi → F ∗, existuje index l ∈ N takový, že

Fi − F ∗ <
Gε2

2(1 + αG)2
∀i ≥ l.

Protože bod x∗ ∈ Rn je hromadným bodem posloupnosti xi ∈ Rn, i ∈ N , existuje index k ≥ l takový, že
xk ∈ B(x∗, ε). Použijeme-li podmı́nku αk ≤ α‖gk‖/‖sk‖ a (9), dostaneme

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖xk − x∗‖ + α‖gk‖ ≤ (1 + αG)‖xk − x∗‖ (11)

a podle (8) plat́ı

G

2
‖xk − x∗‖2 ≤ Fk − F ∗ <

Gε2

2(1 + αG)2
,

neboli

‖xk − x∗‖ < ε

1 + αG
,

což po dosazeńı do (11) dává xk+1 ∈ B(x∗, ε). Postupujeme-li takto dále, dostaneme xi ∈ B(x∗, ε) ∀i ≥ k
a tud́ıž i

G

2
‖xi − x∗‖2 ≤ Fi − F ∗ <

Gε2

2(1 + αG)2

∀i ≥ k, což spolu s Fi → F ∗ dává xi → x∗.

Poznámka 22 Podmı́nka αi ≤ α‖gi‖/‖si‖ neńı př́ılǐs omezuj́ıćı. Tuto podmı́nku splňuje Armij̊uv výběr
délky kroku a také pravidla (S3a), (S3b), (S3c) lze upravit tak aby platila (stač́ı položit αi = α‖gi‖/‖si‖,
kdykoliv požadovaná hodnota vycháźı větš́ı).

V daľśı části tohoto odd́ılu budeme předpokládat, že xi → x∗ a že bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (věta 2). Abychom nemuseli stále ověřovat zda pro daný index i ∈ N již plat́ı
xi ∈ B(x∗, ε), nahrad́ıme předpoklady věty 2 silněǰśı podmı́nkou (F4). T́ım se formálně zjednoduš́ı a
zpřehledńı většina d̊ukaz̊u aniž by došlo k újmě na obecnosti. Nejprve ukážeme, že metoda dostatečně
spádových směr̊u je za těchto předpoklad̊u metodou stejmoměrně spádových směr̊u.

Věta 14 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou dostatečně spádových směr̊u. Necht’
xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a
(F4). Pak směrové vektory jsou stejnoměrně spádové (existuje č́ıslo ε0 > 0 takové že plat́ı (S1b)).
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Důkaz Použijeme-li (S2), definici č́ısla cos θi a definici dostatečné spádovosti (nerovnost z posnámky 8),
můžeme (podobně jako v d̊ukazu věty 10) psát

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≥ ε1 cos θi‖di‖ ≥ ε1

C

C‖di‖
C1 +

∑i
j=1 C‖dj‖

∀i ∈ N.

Z druhé strany (7) a (10) implikuje

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≤ 1
G

√
G

2
(Fi − F ∗) − (Fi+1 − F ∗)√

Fi − F ∗ ≤
√

2G
G

(√
Fi − F ∗ −

√
Fi+1 − F ∗

)
(nebot’ pro libovolná č́ısla a ≥ b > 0 plat́ı (a− b)/

√
a = (

√
a−√

b)(
√
a+

√
b)/

√
a ≤ 2(

√
a−√

b)), což po
dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

ε1

C

∞∑
i=1

C‖di‖
C1 +

∑i
j=1 C‖dj‖

≤
∞∑

i=1

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≤
√

2G
G

√
F1 − F ∗.

Postupujeme-li stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 10, dokážeme že existuje č́ıslo ε0 = ω/C1 > 0 takové,
že cos θi ≥ ε0 ∀i ∈ N .

Jsou li splněny předpoklady věty 14, je metoda stejmoměrně spádových směr̊u (a tud́ıž i metoda
dostatečně spádových směr̊u) lineárně konvergentńı. Vyplývá to z následuj́ıćı věty, která je poněkud
obecněǰśı, nebot’ použ́ıvá slabš́ı podmı́nku uvedenou v poznámce 14.

Věta 15 (Lineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou spádových
směr̊u takovou, že

i∑
j=1

cos2θj ≥ c i ∀i ∈ N.

Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám
(F3) a (F4). Pak plat́ı

‖xi+1 − x∗‖
‖x1 − x∗‖ ≤

√
G

G
qi,

kde q =
√

1 − cε1ε3G/G.

Důkaz Podle (2) plat́ı F ∗ − F ≥ gT (x∗ − x), což po úpravě dává F − F ∗ ≤ gT (x− x∗) ≤ ‖g‖‖x− x∗‖ a
použijeme-li (10), dostaneme

‖g‖2 ≥ G(F − F ∗). (12)

Plat́ı tedy

Fi+1 − F ∗ ≤ Fi − F ∗ − cos2 θiε1ε3

G
‖gi‖2 ≤

(
1 − cos2 θiε1ε3G

G

)
(Fi − F ∗) = (1 − cos2 θi

c
)(Fi − F ∗)

∀i ∈ N , kde c = G/(ε1ε3G) a ε3 > 0 je č́ıslo z lemmatu 2. Použijeme-li tuto nerovnost několikrát po sobě,
dostaneme

Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤
i∏

j=1

(1 − cos2 θj

c
) ≤

⎡
⎣1 − 1

i

i∑
j=1

cos2 θj

c

⎤
⎦i

≤
(
1 − c

c

)i
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(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem), což s použit́ım (7) a (8) dává

‖xi+1 − x∗‖
‖x1 − x∗‖ ≤

√
G

G

√
Fi+1 − F ∗

F1 − F ∗ ≤
√
G

G
qi,

kde q =
√

1 − c/c =
√

1 − cε1ε3G/G.

Poznámka 23 Z monotonie posloupnosti Fi, i ∈ N , a z nerovnost́ı (7), (8) plyne, že ‖ei+1‖ = O(‖ei‖).
Z ‖ei+1‖ = O(‖ei‖) plyne ‖di‖ = ‖ei+1 − ei‖ ≤ ‖ei‖ + ‖ei+1‖ = O(‖ei‖).
Poznámka 24 Podle věty 15 a poznámky 23 plat́ı

∞∑
i=1

‖ei‖ =
∞∑

i=1

‖xi − x∗‖ ≤
√
G

G
‖x1 − x∗‖

∞∑
i=1

qi−1 =

√
G

G
‖x1 − x∗‖ 1

1 − q
<∞

a také

∞∑
i=1

‖xi+1 − xi‖ ≤
∞∑

i=1

(‖ei+1‖ + ‖ei‖) ≤ ∞.

2.3 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı se budeme zabývat asymptotickým chováńım metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 3.

Definice 23 Řekneme, že výběr délky kroku je asymptoticky přesný, jestlǐze

lim
i→∞

sT
i gi+1

sT
i gi

= 0.

Lemma 3 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Pak plat́ı

αi = − sT
i gi

sT
i G

∗si
(1 + o(1))

a

Fi+1 − Fi = −1
2

(sT
i gi)2

sT
i G

∗si
(1 + o(1)).

Důkaz Podle věty 3 plat́ı
gi = G∗ei + o(‖ei‖),

což s použit́ım (F3) a (F4) dává gi ∼ ei, takže podle poznámky 23 plat́ı ‖di‖ = O(‖ei‖) = O(‖gi‖). Dále
z (S1b) plyne dT

i gi ∼ ‖di‖‖gi‖. Použijeme-li tyto vztahy a větu 3, můžeme psát

sT
i gi+1

sT
i gi

=
dT

i gi+1

dT
i gi

= 1 +
dT

i G
∗di + o(‖di‖2)
dT

i gi
= 1 + αi

sT
i G

∗si

sT
i gi

+ o(1),

(nebot’ ‖di‖2/dT
i gi ∼ ‖di‖2/‖di‖‖gi‖ ∼ 1), takže

αi = − sT
i gi

sT
i G

∗si
(1 + o(1)).
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Podle věty 3 plat́ı

Fi+1 − Fi = αis
T
i gi +

1
2
α2

i s
T
i G

∗si + o(‖di‖2).

Dosad́ıme-li do tohoto vyjádřeńı vztah pro asympticky přesný výběr délky kroku, dostaneme

Fi+1 − Fi = − (sT
i gi)2

sT
i G

∗si
(1 + o(1)) +

1
2

(sT
i gi)2

sT
i G

∗si
(1 + o(1)) + o(‖di‖2) = −1

2
(sT

i gi)2

sT
i G

∗si
(1 + o(1)),

nebot’ z (F3) a (F4) plyne dT
i G

∗di ∼ ‖di‖2 a tud́ıž

(sT
i gi)2

sT
i G

∗si
=

(dT
i gi)2

dT
i G

∗di
∼ ‖di‖2‖gi‖2

‖di‖2
∼ ‖di‖2

(připomeňme že (1 + o(1))2 = 1 + o(1)).

Lemma 4 Necht’ B je symetrická pozitivně definitńı (SPD) matice. Jestlǐze vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn

vyhovuj́ı podmı́nce

(uT v)2

uTuvT v
≤ ε2,

kde 0 ≤ ε ≤ 1, pak plat́ı

(uTBv)2

uTBuvTBv
≤
(
κ(B) − 1 + (κ(B) + 1)ε
κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε

)2

.

Jestlǐze vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce

(uT v)2

uTuvT v
≥ 1 − ε2,

kde 0 ≤ ε ≤ 1, pak plat́ı

(uT v)2

uTBuvTB−1v
≥ 4κ(B)(1 − ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε)2
.

Zde κ(B) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice B.

Důkaz (a) Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (uT v)2/(uTuvT v) ≤ ε2. Bez újmy na
obecnosti budeme předpokládat, že ‖u‖ = 1, ‖v‖ = 1 a budeme použ́ıvat označeńı V = [u, v]. Necht’
vektor w je lineárńı kombinaćı vektor̊u u a v, přičemž ‖w‖ = 1 a uTw = 0. Pak existuj́ı č́ısla α a β taková,
že

v = αu+ βw

a přihlédneme-li k tomu, že ‖u‖ = 1 a ‖w‖ = 1, plat́ı uT v = α a vT v = α2 + β2. Z nerovnosti
(uT v)2/(uTuvT v) ≤ ε2 a z ‖v‖ = 1 pak plyne

α2 ≤ ε2

a

α2 + β2 = 1.

Položme W = [u,w]. Pak zřejmě plat́ı V = WM , kde

M =
[

1, α
0, β

]
.
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Jelikož V TBV = MTWTBWM , můžeme psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ).

Jelikož vektor w byl zvolen tak, aby platilo WTW = I, dostaneme

xTWTBWx

xTx
=
xTWTBWx

xTWTWx
=
yTBy

yT y
,

kde y = Wx, takže nutně λ(WTBW ) = λ(B), λ(WTBW ) = λ(B) a

κ(WTBW ) =
λ(WTBW )
λ(WTBW )

=
λ(B)
λ(B)

= κ(B).

Jelikož α2 ≤ ε2 a α2 + β2 = 1, plat́ı

MTM =
[

1, α
α, 1

]
,

takže λ(MTM) = 1 − |α|, λ(MTM) = 1 + |α| a

κ(MTM) =
λ(MTM)
λ(MTM)

=
1 + |α|
1 − |α| ≤

1 + ε

1 − ε
.

Můžeme tedy psát

κ(V TBV ) ≤ κ(MTM)κ(WTBW ) ≤ κ(B)
1 + ε

1 − ε
.

Necht’ λ a λ jsou vlastńı č́ısla matice V TBV seřazená podle velikosti. Pak plat́ı

det(V TBV ) = λλ = λ2κ(V TBV ).

Z nerovnosti
(√

uTBu−
√
vTBv

)2

≥ 0 plyne, že

√
uTBuvTBv ≤ 1

2
(uTBu+ vTBv) =

1
2
Tr(V TBV ) =

1
2
(λ+ λ) =

1
2
λ(1 + κ(V TBV )).

Můžeme tedy psát

(uTBv)2

uTBuvTBv
= 1 − det(V TBV )

uTBuvTBv
≤ 1 − 4κ(V TBV )

(1 + κ(V TBV ))2
=

=
(
κ(V TBV ) − 1
κ(V TBV ) + 1

)2

≤
(
κ(B) 1+ε

1−ε − 1

κ(B) 1+ε
1−ε + 1

)2

=

=
(
κ(B) − 1 + (κ(B) + 1)ε
κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε

)2

(funkce (x− 1)/(x+ 1) je pro kladná x rostoućı).

(b) Necht’ vektory u ∈ Rn a v ∈ Rn vyhovuj́ı podmı́nce (uT v)2/(uTuvT v) ≥ 1 − ε2. Položme w = BHv,
kde

H = B−1 − u(uTBu)−1uT .

Pak plat́ı
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uTw = uTB(B−1 − u(uTBu)−1uT )v = uT v − uTBu(uTBu)−1uT v = 0,

takže vektory u a w jsou ortogonálńı. Zvolme v Rn ortonormálńı bázi vi, 1 ≤ i ≤ n, tak, aby platilo
v1 = u/‖u‖ a v2 = w/‖w‖. Pak plat́ı

v =
n∑

i=1

(vT vi)vi

a

vT v =
n∑

i=1

(vT vi)2 ≥ (vT v1)2 + (vT v2)2 =
(vTu)2

uTu
+

(vTw)2

wTw
,

takže

(vTw)2

wTwvT v
= 1 − (vTu)2

uTuvT v
≤ ε2

a použijeme-li (a), dostaneme

(wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v
≤
(
κ(B) − 1 + (κ(B) + 1)ε
κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε

)2

(protože κ(B−1) = κ(B)). Z druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalitě
uTw = 0) plat́ı

wTB−1w = wTB−1BHv = wTB−1v − wTu(uTBu)−1uT v

= wTB−1v = vTHBB−1v = vTHv

a

vTHv = vTB−1v − (uT v)2(uTBu)−1,

takže

(uT v)2

uTBuvTB−1v
= 1 − vTHv

vTB−1v
= 1 − (wTB−1v)2

wTB−1wvTB−1v
≥

≥ 1 −
(
κ(B) − 1 + (κ(B) + 1)ε
κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε

)2

=
4κ(B)(1 − ε2)

(κ(B) + 1 + (κ(B) − 1)ε)2
.

Věta 16 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou stejnoměrně spádových směr̊u s
asymptoticky přesným výběrem délky kroku taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce
F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Pak plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G∗) − 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1 − ε20

κ(G∗) + 1 + (κ(G∗) − 1)
√

1 − ε20
.

Důkaz Podle věty 3 plat́ı

Fi − F ∗ =
1
2
eT

i G
∗ei + o(‖ei‖2),

gi = G∗ei + o(‖ei‖),
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takže s použit́ım (F3) a (F4) a toho, že ‖gi‖ ∼ ‖ei‖, dostaneme

ei = (G∗)−1gi(1 + o(1))

a

Fi − F ∗ =
1
2
gT

i (G∗)−1gi(1 + o(1)).

Použijeme-li lemma 3 můžeme psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1 +
Fi+1 − Fi

Fi − F ∗ = 1 − (sT
i gi)2

sT
i G

∗sigT
i (G∗)−1gi

(1 + o(1)).

Podle (S1b) plat́ı (sT
i gi)2 ≥ ε20‖si‖2‖gi‖2 takže s použit́ım lemmatu 4 dostaneme

(sT
i gi)2

sT
i G

∗sigT
i (G∗)−1gi

≥ 4κ(G∗)ε20
(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗) − 1)

√
1 − ε20)2

,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤
(

(κ(G∗) − 1 + (κ(G∗) + 1)
√

1 − ε20

(κ(G∗) + 1 + (κ(G∗) − 1)
√

1 − ε20

)2

(1 + o(1))

= q̂2(1 + o(1)).

K libovolnému č́ıslu q, q̂ < q < 1, tedy existuje index k ∈ N tak, že

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤ q2

∀i ≥ k. Můžeme tedy postupovat stejně jako v d̊ukazu věty 14, takže

Fi − F ∗

Fk − F ∗ ≤ q2(i−k)

a

‖xi − x∗‖
‖xk − x∗‖ ≤

√
G

G
qi−k

a podle věty 5 plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ q.

Jelikož to plat́ı pro libovolné č́ıslo q, q̂ < q < 1, dokázali jsme tvrzeńı věty.

Poznámka 25 Pro metodu největš́ıho spádu je ε0 = 1, takže

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G∗) − 1

κ(G∗) + 1
.
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Poznámka 26 Použ́ıváme-li směrové vektory si = −Higi, plat́ı

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ lim sup

i→∞
κ(Ri) − 1
κ(Ri) + 1

,

kde Ri = (G∗)1/2Hi(G∗)1/2, nebot’ matice Ri maj́ı stejná vlastńı č́ısla jako matice H
−1/2
i G∗H−1/2

i a
polož́ıme-li zi = H

−1/2
i gi, můžeme stejně jako v d̊ukazu věty 16 psát

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1 − (sT
i gi)2

sT
i G

∗sigT
i (G∗)−1gi

(1 + o(1))

= 1 − (zT
i zi)2

zT
i H

−1/2
i G∗H−1/2

i zizT
i (H−1/2

i G∗H−1/2
i )−1zi

(1 + o(1))

a použit́ım lemmatu 4 dostaneme

Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ ≤
(
κ(Ri) − 1
κ(Ri) + 1

)2

(1 + o(1)).

Poznámka 27 Asymptoticky přesný výběr délky kroku dostaneme, vyb́ıráme-li délku kroku pomoćı
kvadratické nebo kubické interpolace (věta 19).

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u. Budeme přitom vyžadovat,
aby konstanty ε1 a ε2 v podmı́nkách (S2) a (S3) vyhovovaly nerovnostem uvedeným v poznámce 10, tedy
aby platilo 0 < ε1 < 1/2 a v př́ıpadě podmı́nky (S2c) též 1/2 < ε2 < 1.

Věta 17 (Superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou
spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R,
která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Necht’

lim
i→∞

‖Bisi + gi‖
‖gi‖ = 0 (13)

a

lim
i→∞

‖(Bi −Gi)si‖
‖si‖ = 0 (14)

a necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2) a (S3). Pak existuje index k ∈ N takový,
že αi = 1 ∀i ≥ k, a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Necht’ 0 < G < λ(G∗) a G > λ(G∗).
(a) Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N takový, že

G‖si‖ ≤ ‖gi‖ ≤ G‖si‖
∀i ≥ k1. Označme ωi = (Bisi + gi)/‖gi‖ a ϑi = (Bi −Gi)si/‖si‖. Pak plat́ı

Gisi = (Bisi + gi) − (Bi −Gi)si − gi = ωi‖gi‖ − ϑi‖si‖ − gi,

takže

(λ(Gi) + ‖ϑi‖)‖si‖ ≥ (1 − ‖ωi‖)‖gi‖,

(λ(Gi) − ‖ϑi‖)‖si‖ ≤ (1 + ‖ωi‖)‖gi‖
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a jelikož ‖ϑi‖ → 0 a ‖ωi‖ → 0 (podle (13) a (14)) a λ(Gi) → λ(G∗) < G, λ(Gi) → λ(G∗) > G, existuje
index k1 ∈ N takový, že

λ(Gi) + ‖ϑi‖
1 − ‖ωi‖ ≤ G,

λ(Gi) − ‖ϑi‖
1 + ‖ωi‖ ≥ G,

∀i ≥ k1, což implikuje dokazovanou nerovnost.
(b) Ukážeme, že existuje index k2 ≥ k1 takový, že −sT

i gi ≥ (G/G)‖si‖‖gi‖ ∀i ≥ k2. Z definice ωi a ϑi a z
(a) plyne

−sT
i gi = sT

i (Gisi + (Bi −Gi)si − (Bisi + gi)) ≥ (λ(Gi) − ‖ϑi‖)‖si‖2 − ‖ωi‖‖si‖‖gi‖
≥ (λ(Gi)/G− ‖ϑi‖/G− ‖ωi‖)‖si‖‖gi‖

a jelikož ‖ωi‖ → 0 a ‖ϑi‖ → 0 (podle (13) a (14)) a λ(Gi) → λ(G∗) > G, existuje index k2 ≥ k1 takový,
že −sT

i gi ≥ (G/G)‖si‖‖gi‖ ∀i ≥ k2.
(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k2 takový, že hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nkám (S2) a (S3).
Označme

ηi =
sT

i gi + sT
i Gisi

sT
i gi

.

Použijeme-li (b), dostaneme

|ηi| =
|sT

i gi + sT
i Gisi|

|sT
i gi| ≤ G‖si‖‖gi +Gisi‖

G‖si‖‖gi‖ ≤ G

G

(‖gi +Bisi‖
‖gi‖ +

‖(Bi −Gi)si‖
‖gi‖

)
pro i ≥ k2, takže podle (13), (14) a (a) plat́ı |ηi| → 0. Nyńı použijeme větu 3, podle které

F (xi + si) − F (xi) = sT
i gi +

1
2
sT

i Gisi + o(‖si‖2),

sT
i g(xi + si) = sT

i gi + sT
i Gisi + o(‖si‖2).

Můžeme tedy psát

lim
i→∞

F (xi + si) − F (xi)
sT

i gi
=

1
2

+ lim
i→∞

(
1
2
ηi + o(1)) =

1
2
,

lim
i→∞

sT
i g(xi + si)
sT

i gi
= lim

i→∞
(ηi + o(1)) = 0,

nebot’ sT
i gi ∼ ‖si‖2 podle (a) a (b). Protože 0 < ε1 < 1/2 a ε1 < ε2 < 1 (v př́ıpadě podmı́nky (S2c) též

1/2 < ε2 < 1), existuje index k ≥ k2 takový, že (S2) a (S3a), (S3b), (S3c) (s αi = 1) plat́ı ∀i ≥ k.
(d) Superlineárńı konvergence. Použijeme větu 3, podle které

g(xi + si) = gi +Gisi + o(‖si‖).
Použijeme-li předchoźı výsledky, dostaneme xi+1 = xi + si ∀i ≥ k a ‖si‖ ∼ ‖gi‖ → 0
Můžeme tedy psát
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‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ G

G

‖gi+1‖
‖gi‖ ≤

≤ G

G

(‖g(xi + si) − gi −Bisi‖
‖gi‖ +

‖Bisi + gi‖
‖gi‖

)
≤

≤ G

G

(‖(Bi −Gi)si‖
‖gi‖ +

‖Bisi + gi‖
‖gi‖ + o(‖si‖)/‖gi‖

)
,

takže podle (13), (14) a (a) plat́ı

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ = 0.

Poznámka 28 Plat́ı také v jistém smyslu obrácená věta: Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná
metodou spádových směr̊u taková, že xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F ∈ C2 : Rn →
R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4), přičemž existuje index k ∈ N takový, že αi = 1 ∀i ≥ k, a
posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn. Pak (13) ⇒ (14) a (14) ⇒ (13). Jinými
slovy, plat́ı-li některá z podmı́nek (13) nebo (14), plat́ı i ta druhá. Důkaz tohoto tvrzeńı se provád́ı tak,
že se nejprve pomoćı vztahu ‖gi+1‖/‖gi‖ → 0 a věty 3 dokáže platnost tvrzeńı (a) z d̊ukazu věty 17. Pak
se podobnou argumentaćı jako v části (d) d̊ukazu věty 17 ukáže, že (13) ⇒ (14) a (14) ⇒ (13).

2.4 Výběr délky kroku

Nyńı se budeme zabývat implementaćı metod spádových směr̊u. Poṕı̌seme nejprve algoritmus pro výběr
délky kroku.

Algoritmus 1 (S3b) Data 0 < β1 < β2 < 1 < γ1 < γ2.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı délku kroku α > 0. Polož́ıme α = 0.

Krok 2 Polož́ıme α = α a α = α. Jsou-li splněny podmı́nky (S2) a (S3b), ukonč́ıme výpočet s
αi = α. Neńı-li splněna podmı́nka (S2), přejdeme na krok 4.

Krok 3 Urč́ıme hodnotu α pomoćı extrapolace tak, aby γ1α ≤ α ≤ γ2α a přejdeme na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme hodnotu α pomoćı interpolace tak, aby β1(α− α) ≤ (α− α) ≤ β2(α− α).

Krok 5 Jsou-li splněny podmı́nky (S2) a (S3b), ukonč́ıme výpočet s αi = α. Neńı-li splněna
podmı́nka (S2) polož́ıme α = α a přejdeme na krok 4. V opačném př́ıpadě polož́ıme
α = α a přejdeme na krok 4.

Poznámka 29 Algoritmus 1 je vnitřńım cyklem iteračńıch metod spádových směr̊u, takže veličiny gen-
erované t́ımto algoritmem by měly mı́t dva indexy (vněǰśı a vnitřńı). Abychom zjednodušili symboliku,
budeme vněǰśı index vynechávat. Počátečńı délku kroku budeme značit α0 a daľśı hodnoty αj ≤ αj ≤ αj ,
j ∈ N . Použijeme též označeńı ϕ(α) = F (x+ αs) a ϕ′(α) = sT g(x+ αs).

Věta 18 Jsou-li splněny podmı́nky (F1) a (F3) najde algoritmus 1 délku kroku vyhovuj́ıćı podmı́nkám (S2)
a (S3b) po konečném počtu krok̊u.

Důkaz (a) V prvńı fázi algoritmu plat́ı ϕ(αj) − ϕ(0) ≤ ε1αjϕ
′(0), takže z (F1) (podobně jako v d̊ukazu

lemmatu 1) plyne αj ≤ (F − ϕ(0))/(ε1ϕ′(0)). Jelikož pro j ≥ 2 plat́ı αj ≥ γj−2
1 α0 a γ1 > 1, dostaneme

po konečném počtu extrapolaćı č́ıslo které je větš́ı než uvedená mez. Prvńı fáze algoritmu tedy obsahuje
konečný počet krok̊u.
(b) Ve druhé fázi algoritmu plat́ı ϕ(αj) − ϕ(0) ≤ ε1αjϕ

′(0) a ϕ′(αj) < ε2ϕ
′(0). Označme

Mj = {α ≥ αj : ϕ(β) − ϕ(0) ≤ ε1βϕ
′(0) ∀ 0 ≤ β ≤ α}.
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Necht’ α̃j = supMj . Pak podobně jako v d̊ukazu lemmatu 1 plat́ı ϕ(α̃j) − ϕ(0) = ε1α̃jϕ
′(0) a ϕ′(α̃j) ≥

ε1ϕ
′(0). Použijeme-li tyto nerovnosti a (F1), dostaneme

ε1ϕ
′(0) ≤ ϕ′(α̃j) ≤ ϕ′(αj) + (α̃j − αj)G‖s‖2 < ε2ϕ

′(0) + (α̃j − αj)G‖s‖2,

neboli
α̃j − αj >

ε1 − ε2

G‖s‖2
ϕ′(0).

Jelikož ϕ(αj) − ϕ(0) > ε1αjϕ
′(0), muśı platit αj > α̃j , neboli

αj − αj >
ε1 − ε2

G‖s‖2
ϕ′(0).

Ve druhé fázi algoritmu, upravujeme interval tak, že αj+1 − αj+1 ≤ max(1 − β1, β2)(αj − αj). Jelikož
max(1 − β1, β2) < 1, dostaneme po konečném počtu krok̊u interval menš́ı než (ε1 − ε2)/(G‖s‖2)ϕ′(0).
Druhá fáze algoritmu tedy obsahuje konečný počet krok̊u.

Je-li splněna podmı́nka (S1) (stejnoměrná spádovost) a vyhovuje-li funkce F podmı́nkám (F3) a (F4),
můžeme předchoźı tvrzeńı podstatně ześılit (budeme to potřebovat pro d̊ukaz asymptotické přesnosti
výběru délky kroku).

Lemma 5 Uvažujme algoritmus 1 s počátečńı délkou kroku δ1‖g‖/‖s‖ ≤ α0 ≤ δ2‖g‖/‖s‖, kde konstanty
δ1 a δ2 nezáviśı na vněǰśım indexu. Necht’ je splněna podmı́nka (S1) a necht’ funkce F vyhovuje podmı́nkám
(F3) a (F4). Pak existuj́ı konstanty c1 a c2 nezávislé na vněǰśım indexu takové, že

c1‖g‖/‖s‖ ≤ αj − αj ≤ αj ≤ c2‖g‖/‖s‖

∀j ∈ N . V tomto př́ıpadě lze nalézt č́ıslo k ∈ N nezávislé na vněǰśım indexu takové, že počet krok̊u
algoritmu 1 nepřekroč́ı k.

Důkaz V prvńım kroku algoritmu plat́ı αj = 0 a αj = α0, takže lze položit c1 = δ1 a c2 = δ2. V daľśıch
fáźıch algoritmu použijeme nerovnosti uvedené v d̊ukazu věty 18.
(a) V prvńı fázi algoritmu využijeme toho, že vzhledem k (F4) můžeme F nahradit F ∗, což s použit́ım
(12) (d̊ukaz věty 15) a nerovnosti (S1) (zapsané ve tvaru −ϕ(0) ≥ ε1‖s‖‖g‖) dává

αj − αj ≤ αj ≤ γ2αj ≤ γ2
F ∗ − F

ε1ϕ′(0)
≤ γ2

ε1G

‖g‖
‖s‖ .

S druhé strany v́ıme že αj ≥ γj−2
1 α0 a αj − αj ≥ (γ1 − 1)αj . Plat́ı tedy

αj ≥ αj − αj ≥ (γ1 − 1)γj−2
1 α0 ≥ (γ1 − 1)δ1‖g‖/‖s‖.

(b) Ve druhé fázi algoritmu se již αj nezvětšuje, takže můžeme psát

ε2 − ε1

G

‖g‖
‖s‖ ≤ ε1 − ε2

G‖s‖2
ϕ′(0) ≤ αj − αj ≤ αj ≤ γ2

ε1G

‖g‖
‖s‖ .

(c) Jelikož α0 ∼ ‖g‖/‖s‖ a stejnou vlastnost maj́ı všechny meze uvedené v (a) a (b), lze počet krok̊u
algoritmu 1 omezit č́ıslem, které nezáviśı na vněǰśım indexu.

Poznámka 30 Hodnotu α použitou v algoritmu 1 můžeme určit pomoćı kvadratické nebo kubické ex-
trapolace či interpolace. Označme

A =
ϕ(α) − ϕ(α)
(α− α)ϕ′(α)

,
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B =
ϕ′(α)
ϕ′(α)

.

Kvadratická interpolace (dvě hodnoty):

α− α =
α− α

2(1 −A)
. (15)

Kvadratická interpolace (dvě derivace):

α− α =
α− α

1 −B
. (16)

Kubická interpolace:

α− α =
α− α

D +
√
D2 − 3C

, (17)

kde
C = (B − 1) − 2(A− 1),

D = (B − 1) − 3(A− 1).

Věta 19 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 5. Pak je-li délka kroku v algoritmu 1 spočtena podle
(15) nebo (16) nebo (17), je výběr délky kroku asymptoticky přesný.

Důkaz V d̊ukazu budeme použ́ıvat symboly o(ξi), O(ξi), relaci ui ∼ vi a pravidla uvedená v poznámce 3.
Jelikož z (F3) a (F4) plyne sT

i G
∗si ∼ ‖si‖2 a z (S1) plyne sT

i gi ∼ ‖si‖‖gi‖, plat́ı α∗
i ∼ ‖gi‖/‖si‖, kde

α∗
i = − sT

i gi

sT
i G

∗si
.

Podle lemmatu 5 plat́ı αi ∼ ‖gi‖/‖si‖ a αi − αi ∼ ‖gi‖/‖si‖, takže α∗
i − αi = O(‖gi‖/‖si‖) a (α∗

i −
αi)/(αi − αi) = O(1). Označme di = αisi, di = αisi a ei+1 = xi + di − x∗, ei+1 = xi + di − x∗. Pak
z αi < αi = O(‖gi‖/‖si‖) a z ‖gi‖ ∼ ‖ei‖ ((F3), (F4) a věta 3) dostaneme di = O(‖gi‖) = O(‖ei‖),
di = O(‖gi‖) = O(‖ei‖) a ei+1 = O(‖ei‖), ei+1 = O(‖ei‖). Použijeme-li větu 3 dostaneme úpravou výraz̊u
A, B uvedených v poznámce 30

A =
F (xi + αisi) − F (xi + αisi)

(αi − αi)sT
i g(xi + αisi)

=
(αi − αi)s

T
i gi + 1

2 (α2
i − α2

i )s
T
i G

∗si + o(‖ei‖2)
(αi − αi)(sT

i gi + αis
T
i G

∗si + ‖si‖o(‖ei‖)

=
sT

i gi + 1
2 (αi + αi)s

T
i G

∗si + ‖si‖o(‖ei‖)
sT

i gi + αis
T
i G

∗si + ‖si‖o(‖ei‖) =
1 − (αi + αi)/(2α

∗
i ) + o(1)

1 − αi/α
∗
i + o(1)

,

B =
sT

i g(xi + αisi)
sT

i g(xi + αisi)
=
sT

i gi + αis
T
i G

∗si + ‖si‖o(‖ei‖)
sT

i gi + αis
T
i G

∗si + ‖si‖o(‖ei‖) =
1 − αi/α

∗
i + o(1)

1 − αi/α
∗
i + o(1)

,

takže

1 −A = 1 − 1 − (αi + αi)/(2α
∗
i )

1 − αi/α
∗
i

+ o(1) =
1
2
αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),

1 −B = 1 − 1 − αi/α
∗
i

1 − αi/α
∗
i

+ o(1) =
αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1),

(předpokládáme, že α∗
i �= αi, nebot’ pro αi neplat́ı (S3a), zat́ımco sT

i g(xi+α∗
i )/s

T
i gi → 0). Nyńı se omeźıme

na vzorec (17) (d̊ukaz pro (15) a (16) je mnohem jednodušš́ı a přenecháme ho čtenáři). Použijeme-li právě
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źıskané vztahy, dostaneme

C = 2(1 −A) − (1 −B) =
αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) = o(1)

D = 3(1 −A) − (1 −B) =
3
2
αi − αi

α∗
i − αi

− αi − αi

α∗
i − αi

+ o(1) =
1
2
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),

nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Plat́ı tedy

D +
√
D2 − 3C =

1
2
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +

√
1
4

(
αi − αi

α∗
i − αi

)2

(1 + o(1))2 + o(1)

=
1
2
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)) +
1
2
αi − αi

α∗
i − αi

√
(1 + o(1))2 +

(
α∗

i − αi

αi − αi

)2

o(1)

=
αi − αi

α∗
i − αi

(1 + o(1)),

nebot’ (α∗
i − αi)/(αi − αi) = O(1). Dosad́ıme-li tento výraz do (17), dostaneme

αi = αi +
αi − αi

D +
√
D2 − 3C

= αi +
α∗

i − αi

αi − αi

αi − αi

1 + o(1)
= αi + (α∗

i − αi)(1 + o(1)) = α∗
i (1 + o(1)),

nebot’ αi/α
∗
i = O(1).

Poznámka 31 Je-li kromě podmı́nek (F3) a (F4) splněna i podmı́nka (F5), můžeme mı́sto věty 3 použ́ıt
větu 4 a tud́ıž mı́sto o(1) psát O(‖ei‖). Dostaneme tak kvalitněǰśı odhady

sT
i gi+1

sT
i gi

= O(‖ei‖)

a

αi = − sT
i gi

sT
i G

∗si
(1 +O(‖ei‖)).

Poznámka 32 Počátečńı výběr délky kroku. Pokud si ∼ gi, což je př́ıpad většiny efektivńıch metod
(Newtonova metoda, metody s proměnnou metrikou, přerušované metody sdružených gradient̊u), je výhodné
volit α0 ∼ 1. Pro superlineárně konvergentńı metody voĺıme α0 = 1. U metod sdružených gradi-
ent̊u voĺıme α0 = min(1, 2(Fi − Fi−1)/sT

i gi, 2(F − Fi)/sT
i gi) (v prvńım iteračńım kroku pokládáme

α0 = min(1, 2(F − Fi)/sT
i gi).

Poznámka 33 Shrnut́ı. Pro metody spádových směr̊u plat́ı tyto implikace:

• (F1) - (F3) ⇒ globálńı konvergence, pokud

∞∑
i=1

cos2 θi = ∞.

• (F3) - (F4) ⇒ lineárńı konvergence, pokud

i∑
j=1

cos2 θj ≥ c i ∀i ∈ N.
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• (F3) - (F4) ⇒ asymptotický odhad

lim sup
i→∞

‖xi − x∗‖ 1
i ≤ κ(G∗) − 1 + (κ(G∗) + 1)

√
1 − ε20

κ(G∗) + 1 + (κ(G∗) − 1)
√

1 − ε20
,

jsou-li směrové vektory stejnoměrně spádové a použ́ıváme-li asymptoticky přesný výběr délky kroku.

• (F3) - (F4) ⇒ superlineárńı konvergence, pokud

‖Bisi + gi‖
‖gi‖ → 0 a

‖(G∗ −Bi)si‖
‖gi‖ → 0.
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3 Metody sdružených gradient̊u

3.1 Základńı vlastnosti metod sdružených gradient̊u

Definice 24 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je metodou sdružených gradient̊u jestlǐze

s1 = −g1
a

si+1 = −gi+1 + βisi, (CG)

pro i ∈ N , kde

βi = βHS
i =

yT
i gi+1

yT
i si

(CGa)

(Hestenes, Stiefel), nebo

βi = βPR
i =

yT
i gi+1

gT
i gi

(CGb)

(Polak, Ribiere), nebo

βi = βFR
i =

gT
i+1gi+1

gT
i gi

(CGc)

(Fletcher, Reeves), nebo

βi = βDY
i =

gT
i+1gi+1

yT
i si

(CGd)

(Dai, Yuan). Přitom yi = gi+1 − gi.

Poznámka 34 Metoda (CGa) je nejméně závislá na nepřesném výběru délky kroku a spolu s metodou
(CGb) dává nejlepš́ı praktické výsledky. Metoda (CGc) je nejjednodušš́ı a je globálně konvergentńı
bez přerušováńı iteračńıho procesu. Metoda (CGd) je také globálně konvergentńı (dokonce za slabš́ıch
předpoklad̊u než metoda (CGc)).

Poznámka 35 Důvod proč se použ́ıvaj́ı vzorce (CGa)–(CGd) plyne z věty 20 a poznámky 36. Odtud
také plyne, že lze použ́ıvat i vzorce

βi =
gT

i+1yi

|gT
i si|

a

βi =
gT

i+1gi+1

|gT
i si| .

Prvńı z těchto metod má podobné vlastnosti jako metody (CGa)–(CGb) a je velmi efektivńı pro praktické
použit́ı. Druhá generuje směrové vektory, které jsou vždy spádové, nelze však dokázat, že je globálně
konvergentńı.

Významnou vlastnost́ı metod sdružených gradient̊u je nalezeńı minima kvadratické funkce po konečném
počtu krok̊u, v př́ıpadě, že výběr délky kroku je přesný.
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Věta 20 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ Q : Rn → R je ryze konvexńı kvadratická funkce, Q(x) = 1
2 (x −

x∗)TG(x − x∗). Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou sdružených gradient̊u s přesným
výběrem délky kroku (plat́ı sT

i gi+1 = 0 ∀i ∈ N). Pak existuje index m ≤ n tak, že gm+1 = 0 a xm+1 = x∗.

Důkaz (Pro CGa). Předpokládejme, že gi �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že si �= 0 a αi �= 0
∀1 ≤ i ≤ n a že plat́ı

sT
j gi = 0, (α)

gT
j gi = 0, (β)

sT
j Gsi = 0, (γ)

sT
j yi = yT

j si = 0, (δ)

∀1 ≤ j < i ≤ n + 1. Rovnosti (δ) a (γ) jsou ekvivalentńı, nebot’ pro kvadratickou funkci Q(x) plat́ı
yi = gi+1 − gi = G(xi+1 − xi) = Gdi = αisi a αi �= 0 podle indukčńıho předpokladu. Z (β) plyne,
že nenulové gradienty gi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vzájemně ortogonálńı, tud́ıž lineárně nezávislé, takže nutně
gn+1 = 0. Zřejmě sT

1 g1 = −gT
1 g1 < 0 takže s1 �= 0 a α1 �= 0 a dále neńı co dokazovat. Indukčńı krok:

(a) Necht’ i ≤ n. Podle indukčńıch předpoklad̊u (α) a (δ) plat́ı:

sT
j gi+1 = sT

j gi + sT
j yi = 0

∀1 ≤ j < i. Z přesného výběru délky kroku plyne sT
i gi+1 = 0. Je tedy sT

j gi+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.
(b) Necht’ i ≤ n. Z (CGa) plyne

g1 = −s1,
gj = −sj + βj−1sj−1 ∀1 < j ≤ i,

takže podle (a) plat́ı

gT
1 gi+1 = −sT

1 gi+1 = 0,
gT

j gi+1 = −sT
j gi+1 + βj−1s

T
j−1gi+1 = 0 ∀1 < j ≤ i.

(c) Necht’ i < n. Z (CGa) a (a) dostaneme

sT
i+1gi+1 = −gT

i+1gi+1 +
yT

i gi+1

yT
i si

sT
i gi+1 = −gT

i+1gi+1 < 0,

takže si+1 �= 0 a αi+1 �= 0. Z (CGa) a (b) dostaneme

yT
j si+1 = −yT

j gi+1 + βiy
T
j si = −yT

j gi+1 = −(gj+1 − gj)T gi+1 = 0

∀1 ≤ j < i nebot’ podle předpokladu (δ) plat́ı yT
j si = 0 ∀1 ≤ j < i. Dále podle (CGa) plat́ı

yT
i si+1 = −yT

i gi+1 +
yT

i gi+1

yT
i si

yT
i si = 0,

takže sT
j Gsi+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.

36



Poznámka 36 Důkaz byl proveden pro (CGa). Věta 20 plat́ı i pro ostatńı metody sdružených gradient̊u
nebot’ podle (β) plat́ı

yT
i gi+1 = gT

i+1gi+1 − gT
i gi+1 = gT

i+1gi+1

a z (α) plyne

yT
i si = gT

i+1si − gT
i si = −gT

i si = gT
i gi − βi−1g

T
i si−1 = gT

i gi.

Poznámka 37 Necht’ H je symetrická pozitivně definitńı matice. Položme x̃ = H−1/2x a F̃ (x̃) = F (x),
takže g̃(x̃) = H1/2g(x) a G̃(x̃) = H1/2G(x)H1/2. Aplikujeme-li metodu sdružených gradient̊u na funkci
F̃ (x̃) a vrát́ıme-li se k p̊uvodńım proměnným, dostaneme

s1 = −Hg1
a

si+1 = −Hgi+1 + βisi, (PCG)

pro i ∈ N , kde

βi =
yT

i Hgi+1

yT
i si

, (PCGa)

nebo

βi =
yT

i Hgi+1

gT
i Hgi

, (PCGb)

nebo

βi =
gT

i+1Hgi+1

gT
i Hgi

, (PCGc)

nebo

βi =
gT

i+1Hgi+1

yT
i si

. (PCGd)

Metoda, která použ́ıvá tyto vzorce se nazývá předpodmı́něnou metodou sdružených gradient̊u. Pro tuto
metodu plat́ı všechny věty, které jsme zat́ım dokázali (splňuje-li funkce F (x) podmı́nky (F1) - (F3),
př́ıpadně (F4) - (F5), splňuje tyto podmı́nky i funkce F̃ (x̃)). Je však třeba psát g̃ = H1/2g mı́sto g a
s̃ = H−1/2s mı́sto s, takže vzorce (α), (γ), (δ) z̊ustanou beze změny, ale mı́sto (β) plat́ı

gT
j Hgi = 0, (β′)

∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1.
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3.2 Globálńı konvergence

Jak již bylo poznaménáno (poznámka 34, jsou metody (CGc) a (CGd) za jistých předpoklad̊u globálně kon-
vergentńı. Nejprve dokážeme globálńı konvergenci metody (CGd). Větu zformulujeme tak, aby zahrnovala
poněkud širš́ı tř́ıdu metod sdružených gradient̊u.

Věta 21 (Globálńı konvergence metody (CGd)). Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak metoda sdružených gradient̊u (CG) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım slabou Wolfeho podmı́nku (S2)
a (S3b) je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi

gT
i+1gi+1

yT
i si

,

kde −(1 − ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1 ∀i ∈ N .

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že

|βi| ≤
gT

i+1si+1

gT
i si

(∗)

∀i ∈ N . Použijeme-li (CG) a vztah yi = gi+1 − gi, můžeme psát

gT
i+1si+1 = −gT

i+1gi+1 + βig
T
i+1si

=
−gT

i+1gi+1(gi+1 − gi)T si + λig
T
i+1gi+1g

T
i+1si

yT
i si

= −(1 − λi)
gT

i+1gi+1g
T
i+1si

yT
i si

+
gT

i+1gi+1g
T
i si

yT
i si

,

což s použit́ım (S3b) dává

gT
i+1si+1

gT
i si

= |λi|
gT

i+1gi+1

yT
i si

+ (1 − |λi|)
gT

i+1gi+1

yT
i si

− (1 − λi)
gT

i+1gi+1

yT
i si

gT
i+1si

gT
i si

≥ |βi| +
(

1 − |λi| − (1 − λi)ε2
gT

i si

gT
i si

)
gT

i+1gi+1

yT
i si

≥ |βi|,

nebot’ yT
i si > 0 a pro −(1 − ε2)/(1 + ε2) ≤ λi ≤ 1 plat́ı (1 − |λi| − (1 − λi)ε2) ≥ 0. Z (∗) plyne indukćı,

že směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové (pokud gradienty gi, i ∈ N , jsou nenulové). Plat́ı totiž
gT
1 s1 = −gT

1 g1 < 0 a předpokládáme-li, že gT
i si < 0, dává (∗) gT

i+1si+1 ≤ |βi|gT
i si < 0, pokud βi �= 0.

Jestliže βi = 0, dostaneme podle (CG) gT
i+1si+1 = −gT

i+1gi+1 < 0.
(b) Zaṕı̌seme-li (CG) ve tvaru si+1+gi+1 = βisi, dostaneme umocněńım, převedeńım dvou člen̊u na pravou
stranu a použit́ım nerovnosti (∗) vztah

‖si+1‖2 = β2
i ‖si‖2 − 2gT

i+1si+1 − ‖gi+1‖2 ≤
(
gT

i+1si+1

gT
i si

)2

‖si‖2 − 2gT
i+1si+1 − ‖gi+1‖2,

neboli

‖si+1‖2

(gT
i+1si+1)2

=
‖si‖2

(gT
i si)2

− 2
gT

i+1si+1
− ‖gi+1‖2

(gT
i+1si+1)2

=
‖si‖2

(gT
i si)2

−
(

1
‖gi+1‖ +

‖gi+1‖
gT

i+1si+1

)2

+
1

‖gi+1‖2

≤ ‖si‖2

(gT
i si)2

+
1

‖gi+1‖2
.
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Protože ‖s1‖2/(gT
1 s1)

2 = 1/‖g1‖2, dává předchoźı nerovnost

‖si‖2

(gT
i si)2

≤
i∑

j=1

1
‖gj‖2

∀i ∈ N.

Předpokládejme, že neplat́ı lim infi→∞ ‖gi‖ = 0. Pak nutně existuje konstanta ε > 0 taková, že ‖gi‖ ≥ ε
∀i ∈ N , takže

‖si‖2

(gT
i si)2

≤ i

ε2
∀i ∈ N,

neboli

∞∑
i=1

(gT
i si)2

‖si‖2
≥

∞∑
i=1

ε2

i
= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı. To je však ve sporu s nerovnost́ı uvedenou v poznámce 13.
Nyńı se budeme zabývat d̊ukazem globálńı konvergence metody (CGc). Opět budeme vyšetřovat

poněkud širš́ı tř́ıdu metod sdružených gradient̊u.

Věta 22 (Globálńı konvergence metody (CGc)). Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3).
Pak metoda sdružených gradient̊u (CG) s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku (S2) a
(S3a), kde 0 < ε1 < ε2 < 1/2, je globálně konvergentńı, pokud

βi = λi
‖gi+1‖2

‖gi‖2
,

kde |λi| ≤ 1 ∀i ∈ N .

Důkaz (a) (Al-Baali) Dokážeme indukćı nerovnost

−1 − ε2
1 − ε2

≤ gT
i si

‖gi‖2
≤ −1 +

ε2
1 − ε2

< 0.

Pro i = 1 nerovnost plat́ı, nebot’ s1 = −g1 a tedy gT
1 s1/‖g1‖2 = −1. Předpokládejme, že nerovnost plat́ı

pro nějaký index i ∈ N . Zaṕı̌seme-li (CG) ve tvaru si+1 + gi+1 = βisi, můžeme psát

gT
i+1si+1

‖gi+1‖2
+ 1 = βi

gT
i+1si

‖gi+1‖2
= λi

gT
i+1si

‖gi‖2
.

Podle (S3a) plat́ı |gT
i+1si| ≤ −ε2gT

i si a z indukčńıho předpokladu (levá část nerovnosti) plyne −gT
i si/‖gi‖2 ≤

1 + ε2/(1 − ε2). Použijeme-li tyto vztahy spolu s předchoźı rovnost́ı, dostaneme∣∣∣∣gT
i+1si+1

‖gi+1‖2
+ 1

∣∣∣∣ ≤ −ε2|λi| g
T
i si

‖gi‖2
≤ −ε2 g

T
i si

‖gi‖2
≤ ε2

(
1 +

ε2
1 − ε2

)
=

ε2
1 − ε2

(prvńı nerovnost plyne z (S3a), druhá z toho, že |λi| ≤ 1 a třet́ı z indukčńıho předpokladu). T́ım je indukčńı
krok dokončen (stač́ı odstranit absolutńı hodnotu). Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı −1 + ε2/(1− ε2) < 0,
pokud 0 < ε2 < 1/2, takže směrové vektory si, i ∈ N , jsou spádové.
(b) Podle lemmatu 2 (vztah (b)) plat́ı

Fi − Fi+1 ≥ ε1ε3

G

(sT
i gi)2

‖si‖2
=
ε1ε3

G

(sT
i gi)2

‖gi‖4

‖gi‖4

‖si‖2

a použit́ım pravé části Al-Baaliho nerovnosti dostaneme
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− sT
i gi

‖gi‖2
≥ 1 − ε2

1 − ε2
=

1 − 2ε2
1 − ε2

> 0,

.
nebot’ 0 < ε2 < 1/2. Plat́ı tedy

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑

i=1

(Fi − Fi+1) ≥ ε1ε3(1 − 2ε2)2

G(1 − ε2)2

∞∑
i=1

‖gi‖4

‖si‖2
,

takže

∞∑
i=1

‖gi‖4

‖si‖2
<∞.

(c) Z (S3a) plyne (S3b). Použijeme-li (S3b) a levou část Al-Baaliho nerovnosti, dostaneme

|sT
i gi+1| ≤ −ε2sT

i gi ≤ ε2

(
1 +

ε2
1 − ε2

)
‖gi‖2 =

ε2
1 − ε2

‖gi‖2.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s (CG), můžeme psát

‖si+1‖2 ≤ ‖gi+1‖2 + 2|βi||sT
i gi+1| + β2

i ‖si‖2

≤ ‖gi+1‖2 +
2ε2

1 − ε2
|βi|‖gi‖2 + β2

i ‖si‖2

= ‖gi+1‖2 +
2ε2

1 − ε2
|λi|‖gi+1‖2 + λ2

i

‖gi+1‖4

‖gi‖4
‖si‖2

≤ ‖gi+1‖2 +
2ε2

1 − ε2
‖gi+1‖2 +

‖gi+1‖4

‖gi‖4
‖si‖2

=
1 + ε2
1 − ε2

‖gi+1‖2 +
‖gi+1‖4

‖gi‖4
‖si‖2,

nebot’ |λi| ≤ 1. Předpokládejme, že neplat́ı

lim inf
i→∞

‖gi‖ = 0.

Pak existuje konstanta ε > 0 taková, že ‖gi‖ ≥ ε ∀i ∈ N , takže z předchoźı nerovnosti plyne

‖si+1‖2

‖gi+1‖4
≤ 1 + ε2

1 − ε2

1
ε2

+
‖si‖2

‖gi‖4
≤ 1 + ε2

1 − ε2

i+ 1
ε2

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že ε2‖s1‖2/‖g1‖4 ≤ (1 + ε2)/(1 − ε2)). Můžeme tedy psát

∞∑
i=1

‖gi‖4

‖si‖2
≥ 1 − ε2

1 + ε2
ε2

∞∑
i=1

1
i

= ∞,

což je spor, nebot’ podle (b) je tento součet konečný.

Poznámka 38 Věta 22 vyžaduje silněǰśı předpoklady než věta 21. Je třeba, aby byla splněna silná
Wolfeho podmı́nka a aby nav́ıc platilo ε2 < 1/2. Samotnou Al-Baaliho nerovnost však můžeme použ́ıt i
za poněkud slabš́ıch předpoklad̊u. Stač́ı aby platilo |λi| ≤ ε2/ε2, kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2. V tomto př́ıpadě
můžeme psát

−1 − ε2
1 − ε2

≤ gT
i si

‖gi‖2
≤ −1 +

ε2
1 − ε2

< 0.

Pokud ε2 ≈ 1/10 (což je doporučená hodnota) a ε2 ≈ 1/2, plat́ı tato nerovnost i pro |λi| ≈ 5.
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Poznámka 39 Jak již bylo zmı́něno v poznámce 34, dávaj́ı metody (CGa) a (CGb) lepš́ı praktické
výsledky než metody (CGc) a (CGd). Vlastnosti metod (CGa) a (CGb) lze ještě zlepšit t́ım, že pokládáme
β = 0 (restart) pokud neplat́ı

0 < βi ≤ ε2
ε2

‖gi+1‖2

‖gi‖2
,

kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2. Pak je podle poznámky 38 splněna Al-Baaliho nerovnost a výsledná metoda je
metodou spádových směr̊u.

3.3 Přerušované metody sdružených gradient̊u

Poznámka 40 Metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku najde minimum kvadratické
funkce po nejvýše n kroćıch (věta 20). Neplat́ı to však jestliže:

• Výběr délky kroku neńı přesný.

• Funkce neńı kvadratická.

• Hessova matice je špatně podmı́něná a projevuj́ı se zaokrouhlovaćı chyby.

Pak je třeba pokračovat ve výpočtu. Aby byly i nadále splněny předpoklady věty 20, je třeba iteračńı
proces přerušit (sn+1 = −gn+1). V daľśıch úvahách se budeme zabývat cyklicky přerušovanými metodami
sdružených gradient̊u.

Definice 25 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je cyklicky přerušovanou metodou sdružených
gradient̊u, jestlǐze si = −gi pro i ∈ M a jestlǐze plat́ı některý ze vzorc̊u (GCa)–(GCd) pro i �∈ M , kde
M = {l ∈ N : l = nk + 1, k ∈ N}.

Poznámka 41 Definice 25 je jistou idealizaćı. Ve skutečnosti může doj́ıt k přerušeńı iteračńıho procesu
dř́ıve než po n kroćıch. V tomto př́ıpadě lze množinu M posunout. Pro naše úvahy je podstatné, že k
přerušeńı dojde nejpozději po n kroćıch.

Nejprve ukážeme, že cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u, kde parametr βi se vyb́ırá
tak, aby byla splněna nerovnost z poznámky 39, je metodou stejnoměrně spádových směr̊u a plat́ı si ∼ gi.

Věta 23 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených gradi-
ent̊u s výběrem délky kroku splňuj́ıćım silnou Wolfeho podmı́nku (S2) a (S3a), přičemž plat́ı

0 < βi ≤ ε2
ε2

‖gi+1‖2

‖gi‖2
, (∗)

kde 0 < ε2 < ε2 < 1/2. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem funkce F : Rn → R vyhovuj́ıćı
podmı́nkám (F3) a (F4). Pak jsou směrové vektory si, i ∈ N , stejnoměrně spádové a plat́ı si ∼ gi.

Důkaz Připomeňme, že je-li splněna podmı́nka (∗), můžeme použ́ıt Al-Baaliho nerovnost ve tvaru uve-
deném v poznámce 38.
(a) Zřejmě ‖ei‖ = O(‖ei−1‖) (poznámka 23) a ‖gi−1‖ ∼ ‖ei−1‖ (věta 3), takže ‖gi‖ = O(‖gi−1‖). Existuje
tedy konstanta c <∞ tak, že

‖gi‖
‖gi−1‖ ≤ c

ε2
ε2

∀i �∈M.

Necht’ i �∈M . Pak podle (∗) plat́ı

‖si‖ ≤ ‖gi‖ + |βi−1|‖si−1‖ ≤ ‖gi‖ +
ε2
ε2

‖gi‖2

‖gi−1‖2
‖si−1‖,
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takže ‖si‖
‖gi‖ ≤ 1 +

ε2
ε2

‖gi‖
‖gi−1‖

‖si−1‖
‖gi−1‖ ≤ 1 + c

‖si−1‖
‖gi−1‖ .

Necht’ k = sup{j ∈ M, j ≤ i}. Protože sk = −gk, plat́ı ‖sk‖/‖gk‖ = 1, takže rekurentńım použit́ım
posledńı nerovnosti dostaneme

‖si‖
‖gi‖ ≤

i−k∑
j=0

cj ≤
n∑

j=0

cj
Δ= c.

(b) Použijeme-li Al-Baaliho nerovnost (levou část) dostaneme

− sT
i gi

‖gi‖2
≥ 1 − ε2

1 − ε2
=

1 − 2ε2
1 − ε2

,

což spolu s (a) dává

− sT
i gi

‖si‖‖gi‖ = − sT
i gi

‖gi‖2

‖gi‖
‖si‖ ≥ −1

c

sT
i gi

‖gi‖2
≥ 1
c

1 − 2ε2
1 − ε2

,

takže −sT
i gi ≥ ε0‖si‖‖gi‖ kde ε0 = (1 − 2ε2)/(c(1 − ε2)) > 0.

(c) Použit́ım Al-Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme

‖si‖‖gi‖ ≥ −sT
i gi ≥ 1 − 2ε2

1 − ε2
‖gi‖2,

což dává ‖si‖ ≥ c‖gi‖, kde c = (1 − 2ε2)/(1 − ε2) > 0. Jelikož z (a) plyne ‖si‖ ≤ c‖gi‖, plat́ı si ∼ gi.

3.4 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı budeme vyšetřovat cyklicky přerušované metody sdružených gradient̊u s asymptoticky přesným
výběrem délky kroku. Budeme předpokládat, že ei �= 0 a gi �= 0 ∀i ∈ N , nebot’ v opačném př́ıpadě
iteračńı proces konč́ı v minimu. Dále budeme předpokládat, že

‖ei‖ ∼ ‖el‖ ∀l = nk + 1 ∈M, ∀l ≤ i < l + n.

Pokud pro nějaký index l ≤ i < l + n neplat́ı ‖ei‖ ∼ ‖el‖, pak nutně ‖ei‖ = o(‖el‖) (jelikož podle
poznámky 23 je ‖ei‖ = O(‖el‖)), takže rychlost konvergence je vyšš́ı než lineárńı (tato úvaha je precizována
ve větě 25).

Věta 24 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná cyklicky přerušovanou metodou sdružených gradi-
ent̊u s asymptoticky přesným výběrem délky kroku. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım bodem
funkce F ∈ C2 : Rn → R vyhovuj́ıćı podmı́nkám (F3) a (F4). Necht’ ‖ei‖ ∼ ‖el‖ ∀l ∈ M , ∀l ≤ i < l + n.
Pak pro i ∈ N plat́ı

βi = O(1), (ρ̃)

si ∼ gi, αi ∼ 1, (σ̃)

−sT
i gi = gT

i gi(1 + o(1)). (τ̃)

Důkaz (Pro CGa). Poznamenejme, že předpokláme, že ei �= 0 a gi �= 0 pro l ≤ i < l + n. Důkaz věty
provedeme indukćı. Dokážeme nav́ıc, že pro l ≤ j < i < l + n plat́ı

sT
j gi = o(‖el‖2), (α̃)

gT
j gi = o(‖el‖2), (β̃)
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sT
j G

∗si = o(‖el‖2), (γ̃)

sT
j yi = yT

j si = o(‖el‖2), (δ̃)

Na začátku cyklu plat́ı sl = −gl ∼ gl a −sT
l gl = gT

l gl = gT
l gl(1 + o(1)). Z asymptotické přesnosti výběru

délky kroku plyne, že αl ∼ ‖gl‖/‖sl‖ (lemma 3), což spolu s sl ∼ gl dává αl ∼ 1. Dále neńı co dokazovat
(plat́ı βl−1 = 0 = O(1) a vztah pro βl je dokázán v (c)). Necht’ l ≤ i < l + n− 1.
(a) Podle indukčńıch předpoklad̊u (α̃) a (δ̃) plat́ı

sT
j gi+1 = sT

j gi + sT
j yi = o(‖el‖2)

pro l ≤ j < i. Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (τ̃) plyne, že

sT
i gi+1 = sT

i gio(1) = o(‖gi‖2) = o(‖ei‖2) = o(‖el‖2).

Plat́ı tedy sT
j gi+1 = o(‖el‖2) pro l ≤ j ≤ i.

(b) Zřejmě

gl = −sl,

gj = −sj + βj−1sj−1 ∀l < j ≤ i,

takže podle (a) a (ρ̃) plat́ı

gT
l gi+1 = −sT

l gi+1 = o(‖el‖2),
gT

j gi+1 = −sT
j gi+1 + βj−1s

T
j−1gi+1 = o(‖el‖2) ∀l < j ≤ i.

(c) Protože gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme podle (b) psát

yT
i gi+1 = gT

i+1gi+1 − gT
i gi+1 = gT

i+1gi+1 + o(‖el‖2) = gT
i+1gi+1 + o(‖gi+1‖2) = gT

i+1gi+1(1 + o(1)).

Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (τ̃) plyne, že yT
i si = −gT

i si(1 + o(1)) = gT
i gi(1 + o(1)).

Po dosazeńı dostaneme

βi =
yT

i gi+1

yT
i si

=
gT

i+1gi+1

gT
i gi

(1 + o(1))
(1 + o(1))

=
gT

i+1gi+1

gT
i gi

(1 + o(1)) = O(1),

nebot’ z gi+1 ∼ ei+1 ∼ el a gi ∼ ei ∼ el plyne gi+1 ∼ gi.
(d) Podle (ρ̃) a (σ̃) plat́ı

‖si+1‖ ≤ ‖gi+1‖ + ‖βisi‖ = ‖gi+1‖ +O(1)‖si‖ = ‖gi+1‖ +O(‖gi‖) = O(‖gi+1‖)

a z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (ρ̃) a (τ̃) plyne, že

sT
i+1si+1 = (−gi+1 + βisi)T (−gi+1 + βisi) ≥ gT

i+1gi+1 − 2βig
T
i+1si = gT

i+1gi+1 − gT
i sio(1)

= gT
i+1gi+1 + gT

i gi(1 + o(1))o(1) = gT
i+1gi+1(1 + o(1))

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi). Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme si+1 ∼ gi+1. Z asymptotické přesnosti
výběru délky kroku plyne, že αi+1 ∼ ‖gi+1‖/‖si+1‖ (lemma 3), což spolu s si+1 ∼ gi+1 dává αi+1 ∼ 1.
(e) Z asymptotické přesnosti výběru délky kroku a z (ρ̃) a (τ̃) plyne, že

−gT
i+1si+1 = gT

i+1gi+1 − βig
T
i+1si = gT

i+1gi+1 + gT
i sio(1) = gT

i+1gi+1 + o(‖gi‖2) = gT
i+1gi+1(1 + o(1))

(použ́ıváme relaci gi+1 ∼ gi).
(f) Použijeme-li (ρ̃), (δ̃) a (b), dostaneme

yT
j si+1 = βiy

T
j si − yT

j gi+1 = o(‖el‖2) + (gj − gj+1)T gi+1 = o(‖el‖2)
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pro 1 ≤ j < i a podle (CGa) plat́ı

yT
i si+1 = −yT

i gi+1 +
yT

i gi+1

yT
i si

yT
i si = 0,

což dohromady dává yT
j si+1 = o(‖el‖2) pro 1 ≤ j ≤ i. Použijeme-li větu 3, můžeme pro 1 ≤ j ≤ i psát

yj = gj+1 − gj = G∗dj + o(‖dj‖) = αjG
∗sj + o(‖el‖),

takže

sT
j G

∗si+1 =
1
αj
yT

j si+1 +
‖si+1‖
αj

o(‖el‖) = o(‖el‖2),

nebot’ podle (σ̃) plat́ı αj ∼ 1 a podle (d) je si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el. Použijeme-li znovu větu 3, dostaneme

yi+1 = gi+2 − gi+1 = G∗di+1 + o(‖di+1‖) = αi+1G
∗si+1 + o(‖el‖),

takže
sT

j yi+1 = αi+1s
T
j G

∗si+1 + ‖sj‖o(‖el‖) = o(‖el‖2),

nebot’ podle (σ̃) plat́ı sj ∼ gj ∼ el a podle (d) je αi+1 ∼ 1.

Poznámka 42 Je-li kromě podmı́nek (F3) a (F4) splněna i podmı́nka (F5), můžeme mı́sto věty 3 použ́ıt
větu 4 a tud́ıž mı́sto o(1) a o(‖el‖2) psát O(‖el‖) a O(‖el‖3).

Poznámka 43 Podle věty 24 (vztah (ρ̃)) existuje pro cyklicky přerušovanou metodu sdružených gradient̊u
s asymptoticky přesným výběrem délky kroku index l ∈ M takový, že nerovnost uvedená v poznámce 39
je splněna pro i ≥ l. Pak již nedocháźı k přerušováńı iteračńıho procesu vlivem porušeńı této nerovnosti a
plat́ı beze zbytku definice 25. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme od této chv́ıle předpokládat,
že l = 1 (v opačném př́ıpadě lze posunout indexy aniž by se změnilo asymptotické chováńı uvažované
posloupnosti).

Definice 26 Při vyšetřováńı asymptotického chováńı metod sdružených gradient̊u budeme porovnávat dva
iteračńı procesy, p̊uvodńı iteračńı proces

xi+1 = xi + αisi, i ∈ N,

použitý pro minimalizaci funkce F (x), a referenčńı iteračńı proces

x̄i+1 = x̄i + ᾱis̄i, i ∈ N,

použitý pro minimalizaci kvadratické funkce

Q(x) = F (x∗) +
1
2
(x− x∗)TG∗(x− x∗),

která má v bodě x∗ stejnou hodnotu, gradient a Hessovu matici jako funkce F . Veličiny spjaté s p̊uvodńım
procesem budeme označovat prostými symboly xi, gi, αi, si, ei = xi − x∗, di = xi+1 − xi = αisi, yi =
gi+1 − gi a veličiny spjaté s referenčńım procesem budeme označovat symboly s pruhem x̄i, ḡi, ᾱi, s̄i,
ēi = x̄i − x∗, d̄i = x̄i+1 − x̄i = αis̄i, ȳi = ḡi+1 − gi. Oba procesy budeme cyklicky startovat v bodech
xl ∈ Rn, l = nk + 1 ∈M , k ∈ N tak, že x̄l = xl, ēl = el.

Lemma 6 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 24. Necht’ x̄i ∈ Rn, i ∈ N , je referenčńı posloupnost z
definice 26 źıskaná metodou sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku aplikovanou na kvadrat-
ickou funkci Q(x) a odstartovanou v bodě xl. Pak ei − ēi = o(‖el‖) pro l ≤ i ≤ l + n.
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Důkaz Poznamenejme, že z ei − ēi = o(‖el‖) a ei ∼ el plyne ēi = ei + o(‖el‖)) ∼ el = ēl, takže referenčńı
posloupnost x̄i ∈ Rn, i ∈ N , vyhovuje předpoklad̊um věty 24. Pro l ≤ i < l + n tedy plat́ı β̄i = O(1),
ᾱi ∼ 1 a s̄i ∼ ḡi ∼ ēi ∼ ēl = el. Důkaz věty provedeme indukćı. Dokážeme nav́ıc, že pro i ∈ N plat́ı

ᾱi = αi(1 + o(1)), β̄i = βi(1 + o(1)),

ēi = ei(1 + o(1)), ḡi = gi(1 + o(1))

a
s̄i = si(1 + o(1)).

Na začátku cyklu plat́ı ēl = el = el(1+o(1)) a použijeme-li větu 3, dostaneme ḡl = gl+o(‖el‖) = gl(1+o(1)),
což spolu s sl = −gl dává s̄l = sl(1 + o(1)). Použijeme-li lemma 3, můžeme psát

ᾱl = − s̄T
l ḡl

s̄T
i G

∗s̄i
= − sT

l gl(1 + o(1))2

sT
l G

∗sl(1 + o(1))2
= αl(1 + o(1)),

nebot’ ᾱl = −s̄T
l ḡl/s̄

T
l G

∗s̄l realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z asymp-
totické přesnosti výběru délky kroku plyne −sT

l gl/s
T
l G

∗sl = αl(1 + o(1)). Dále neńı co dokazovat (plat́ı
β̄l−1 = 0 a vztah pro β̄l je dokázán v (b)). Necht’ l ≤ i < l + n− 1.
(a) Jelikož podle věty 24 plat́ı αi ∼ 1, si ∼ gi ∼ ei ∼ el a si+1 ∼ gi+1 ∼ ei+1 ∼ el, můžeme psát

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = ei+1 + o(‖el‖) = ei+1(1 + o(1))

a použijeme-li větu 3, dostaneme

gi+1 = gi +G∗di + o(‖di‖) = gi + αiG
∗si + αisio(1) = gi + αiG

∗si + o(‖el‖),
Plat́ı tedy

ḡi+1 = ḡi + ᾱiG
∗s̄i = gi(1 + o(1)) + αiG

∗si(1 + o(1))2 = gi + αiG
∗si + o(‖el‖) = gi+1(1 + o(1)).

(b) Podle (a) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ȳi = ḡi+1 − ḡi = gi+1(1 + o(1)) − gi(1 + o(1)) = yi + o(‖el‖) = yi(1 + o(1)),

nebot’ z (F3) a (F4) plyne

yi =
∫ 1

0

G(xi + tdi)didt ∼ di = αisi ∼ el.

Můžeme tedy psát

β̄i =
ȳT

i ḡi+1

s̄T
i ȳi

=
yT

i gi+1(1 + o(1))2

sT
i yi(1 + o(1))2

=
yT

i gi+1

sT
i yi

(1 + o(1)) = βi(1 + o(1)).

(c) Podle (b) a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

s̄i+1 = −ḡi+1 + β̄is̄i = −gi+1(1 + o(1)) + βisi(1 + o(1))2

= −gi+1 + βisi + o(‖el‖) = si+1(1 + o(1)).

(d) Podle lemmatu 3 a indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ᾱi+1 = − s̄T
i+1ḡi+1

s̄T
i+1G

∗s̄i+1
= − sT

i+1gi+1(1 + o(1))2

sT
i+1G

∗si+1(1 + o(1))2
= − sT

i+1gi+1

sT
i+1G

∗si+1
(1 + o(1)) = αi+1(1 + o(1)),

nebot’ ᾱi+1 = −s̄T
i+1ḡi+1/s̄

T
i+1G

∗s̄i+1 realizuje pro kvadratickou funkci Q(x) přesný výběr délky kroku a z
asymptotické přesnosti výběru délky kroku plyne −sT

i+1gi+1/s
T
i+1G

∗si+1 = αi+1(1 + o(1)).
(e) Necht’ l ≤ i < l + n. Pak podle indukčńıch předpoklad̊u plat́ı

ēi+1 = ēi + ᾱis̄i = ei(1 + o(1)) + αisi(1 + o(1))2 = ei + αisi + o(‖el‖) = ei+1 + o(‖el‖),
nebot’ ‖ei‖ ∼ ‖el‖, αi ∼ 1 a si ∼ gi ∼ ei ∼ el. Všimněme si, že k d̊ukazu vztahu el+n − ēl+n = o(‖el‖)
nepotřebujeme, aby platilo ‖el+n‖ ∼ ‖el‖.

45



Poznámka 44 Tvrzeńı lemmatu 6 plat́ı, pokud ‖ei‖ ∼ ‖el‖ pro l ≤ i < l + n. Jestliže ‖ei‖ ∼ ‖el‖ pouze
pro l ≤ i < l + m, kde m < n, můžeme psát ei − ēi = o(‖el‖) pro l ≤ i ≤ l + m (plyne to z induktivńı
povahy d̊ukazu).

Věta 25 (n-kroková superlineárńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 24. Pak plat́ı

lim
l
M→∞

‖xl+n − x∗‖
‖xl − x∗‖ = 0.

Důkaz Ve větě 25 mlčky předpokládáme, že k přerušováńı iteračńıho procesu docháźı vždy po n kroćıch
(poznámka 43). Podle věty 20 v́ıme, že metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku
najde minimum kvadratické funkce Q(x) po m ≤ n kroćıch. Mohou nastat dva př́ıpady.
(a) Jestliže ‖ei‖ = o(‖el‖) pro nějaký index l < i < l + m, pak z el+m = O(‖ei‖) (poznámka 23), plyne
el+m = o(‖el‖).
(b) Protože referenčńı metoda sdružených gradient̊u najde minimum kvadratické funkceQ(x) pom kroćıch,
plat́ı ‖ēl+m‖ = 0. Použijeme-li tvrzeńı lemmatu 6 (které podle poznámky 44 plat́ı pro l ≤ i < l + m),
dostaneme

‖el+m‖ ≤ ‖ēl+m‖ + ‖el+m − ēl+m‖ = o(‖el‖).
Jelikož el+n = O(‖el+m‖) (poznámka 23), v obou př́ıpadech plat́ı ‖el+n‖ = o(‖el‖), což dává tvrzeńı věty.

Poznámka 45 Podle věty 7 a poznámky 7 je cyklicky přerušovaná metoda sdružených gradient̊u s asymp-
toticky přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı.

Nyńı se budeme věnovat odhadu asymptotické rychlosti konvergence metody sdružených gradient̊u ve
vnitřńıch kroćıch každého cyklu.

Lemma 7 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 20. Necht’ gi �= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ max
1≤k≤n

(
P i(λk)

)2
,

kde P i(λ) je libovolný polynom stupně i takový, že P i(0) = 1, a λk, 1 ≤ k ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice
G.

Důkaz (a) Dokážeme indukćı, že pro 1 ≤ j ≤ i plat́ı gj ∈ Kj a sj ∈ Kj , kde

Kj = span{g1, Gg1, . . . , Gj−1g1}
je Krylov̊uv podprostor stupně j generovaný matićıG a vektorem g1. Pro j = 1 je to zřejmé. Předpokládejme,
že to plat́ı pro j = i− 1. Protože z xi = xi−1 + αi−1si−1 plyne gi = gi−1 + αi−1Gsi−1 (vlastnost kvadrat-
ické funkce (Q)) a protože plat́ı gi−1 ∈ Ki−1 a Gsi−1 ∈ span(Gg1, G2g1, . . . , G

i−1g1) ⊂ Ki (indukčńı
předpoklad), dostaneme gi ∈ Ki. Dále protože si = −gi +βi−1si−1 (CG) a protože plat́ı si−1 ∈ Ki−1 ⊂ Ki

(indukčńı předpoklad) a gi ∈ Ki (dokázaná inkluze), dostaneme si ∈ Ki

(b) Podle (a) plat́ı

xi+1 − x∗ = x1 − x∗ +
i∑

j=1

αjsj = x1 − x∗ + P ∗
i−1(G)g1 =

= x1 − x∗ + P ∗
i−1(G)G(x1 − x∗) = (I +GP ∗

i−1(G))(x1 − x∗),

kde P ∗
i−1(G) je určitý polynom stupně i − 1 v G. Označme P

∗
i = I + GP ∗

i−1 (takže P
∗
i je stupně i a

P
∗
i (0) = 1). Jelikož z d̊ukazu věty 20 plyne, že sT

j gi+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i, je
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xi+1 = x∗ + P
∗
i (G)(x1 − x∗) = arg min

x=x∗+P i(G)(x1−x∗)
Q(x),

takže

Q(xi+1) −Q(x∗) =
1
2
(xi+1 − x∗)TG(xi+1 − x∗) =

1
2
(x1 − x∗)TP

∗
i (G)GP

∗
i (G)(x1 − x∗) ≤

≤ 1
2
(x1 − x∗)TP i(G)GP i(G)(x1 − x∗)

pro libovolný polynom P i stupně i takový, že P i(0) = 0. Necht’ λk a vk 1 ≤ k ≤ n jsou vlastńı č́ısla
(nezáporná) a vlastńı vektory (ortonormálńı) matice G a necht’

x1 − x∗ =
n∑

k=1

γkvk.

Pak

Q(x1) −Q(x∗) =
1
2
(x1 − x∗)TG(x1 − x∗) =

1
2

(
n∑

k=1

γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

γkvk

)
=

1
2

n∑
k=1

γ2
kλk

a

Q(xi+1) −Q(x∗) ≤ 1
2
(x1 − x∗)TP i(G)GP i(G)(x1 − x∗) =

=
1
2

(
n∑

k=1

P i(λk)γkvk

)T

G

(
n∑

k=1

P i(λk)γkvk

)
=

=
1
2

n∑
k=1

P
2

i (λk)γ2
kλk ≤ 1

2
max

1≤k≤n
P

2

i (λk)
n∑

k=1

γ2
kλk.

Po vyděleńı dostaneme

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ max
1≤k≤n

P
2

i (λk).

Věta 26 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 20. Necht’ gi �= 0 pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ 4

(√
κ(G) − 1√
κ(G) + 1

)2i

.

Důkaz Podle lemmatu 7 plat́ı

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤ max
1≤k≤n

(P i(λk))2

pro libovolný polynom P i(λ) stupně nanejvýš i takový, že P i(0) = 1. Zvoĺıme polynom P i(λ) tak, aby
minimalizoval hodnotu

max
λ1≤λ≤λn

|P i(λ)|.
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Tuto vlastnost má Čebyšev̊uv polynom transformovaný na interval λ1 ≤ λ ≤ λn a normovaný tak, aby
nabýval hodnotu 1 pro λ = 0, tedy polynom

P i(λ) =
Ti

(
λn+λ1−2λ

λn−λ1

)
Ti

(
λn+λ1
λn−λ1

) ,

kde Ti(ξ) = cos(i arccos ξ) pro |ξ| ≤ 1 a Ti(ξ) = ((ξ +
√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i)/2 pro |ξ| ≥ 1. Jelikož

|Ti(ξ)| ≤ 1 pro |ξ| ≤ 1, plat́ı

max
λ1≤λ≤λn

|P i(λ)| ≤ 1/Ti

(
λn + λ1

λn − λ1

)
.

Zbývá tedy vyč́ıslit hodnotu na pravé straně posledńı nerovnosti. Označme ξ = (λn + λ1)/(λn − λ1).
Zřejmě |ξ| ≥ 1, takže

Ti(ξ) =
1
2
((ξ +

√
ξ2 − 1)i + (ξ −

√
ξ2 − 1)i) ≥ 1

2
(ξ +

√
ξ2 − 1)i =

=
1
2

1
2i

(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2i,

nebot’
(
√
ξ + 1 +

√
ξ − 1)2 = 2(ξ +

√
ξ2 − 1).

Dosad́ıme-li hodnotu ξ, dostaneme

Ti

(
λn + λ1

λn − λ1

)
≥ 1

2

(√
λn

λn − λ1
+
√

λ1

λn − λ1

)2i

=
1
2

(
(
√
λn +

√
λ1)2

λn − λ1

)i

=

=
1
2

(√
λn +

√
λ1√

λn −√
λ1

)i

.

Plat́ı tedy

Q(xi+1) −Q(x∗)
Q(x1) −Q(x∗)

≤
(

max
1≤k≤n

|P i(λk)|
)2

≤
⎛
⎝ 1

Ti

(
λn+λ1
λn−λ1

)
⎞
⎠2

≤

≤ 4
(√

λn −√
λ1√

λn +
√
λ1

)2i

= 4

(√
κ(G) − 1√
κ(G) + 1

)2i

.

Poznámka 46 Použijeme-li odhad z věty 26 spolu s (c) a (d) z d̊ukazu věty 13, dostaneme

‖xi+1 − x∗‖
‖x1 − x∗‖ ≤ 2

√
κ(G)

(√
κ(G) − 1√
κ(G) + 1

)i

pro 1 ≤ i ≤ n.

Poznámka 47 Větu 26 lze snadno zobecnit tak, aby platila pro předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u. Podle poznámky 37 stač́ı použ́ıt κ(H1/2GH1/2) mı́sto κ(G). Pokud H ≈ G−1, může být
κ(H1/2GH1/2) mnohem menš́ı než κ(G), a konvergence se velmi urychĺı.

Věta 27 (Asymptotický odhad) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 24. Pak pro l ∈ M a l ≤ i < l + n
plat́ı

‖xi − x∗‖
‖xl − x∗‖ ≤ 2

√
κ(G∗)

(√
κ(G∗) − 1√
κ(G∗) + 1

)i−l

+ o(1),
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takže posloupnost xi, l ≤ i < l+n, konverguje k bodu x∗ ∈ Rn (alespoň) lineárně s asymptotickou rychlost́ı

q =

√
κ(G∗) − 1√
κ(G∗) + 1

.

Důkaz Zvolme l ∈ M tak, aby pro i ≥ l docházelo k přerušováńı iteračńıho procesu vždy po n kroćıch.
Necht’ M = 2

√
κ(G∗) a q je kvocient uvedený ve větě 27. Pak podle poznámky 46 pro l ≤ i ≤ l + n plat́ı

‖x̄i − x∗‖ ≤Mqi−l‖x̄l − x∗‖ = Mqi−l‖xl − x∗‖.

Použijeme-li lemma 6, můžeme pro l ≤ i ≤ l + n psát

‖xi − x̄i‖ = o(‖xl − x∗‖) = ‖xl − x∗‖o(1).

Plat́ı tedy
‖xi − x∗‖
‖xl − x∗‖ ≤ ‖x̄i − x∗‖

‖xl − x∗‖ +
‖xi − x̄i‖
‖xl − x∗‖ ≤Mqi−l + o(1).

Poznámka 48 Věta 27 se týká pouze vnitřńıch iteraćı každého cyklu. Celkově je cyklicky přerušovaná
metoda sdružených gradient̊u s přesným výběrem délky kroku R-superlineárně konvergentńı (poznámka
45).

Poznámka 49 Odhad (
√
κ − 1)/(

√
κ + 1) je mnohem př́ıznivěǰśı než odhad (κ − 1)/(κ + 1) platný pro

metodu největš́ıho spádu jak ukazuje tato tabulka, ve které je uveden počet iteraćı potřebný k dosažeńı
požadované přesnosti ε.

Problém SD CG
κ = 102, ε = 10−4 460 46
κ = 104, ε = 10−6 69077 690
κ = 106, ε = 10−8 9210340 9210

3.5 Implementace metod sdružených gradient̊u

Poznámka 50 Uvedeme několik poznámek k implementaci metod sdružených gradient̊u.

• Z tabulky uvedené za algoritmem 2 je zřejmé, že je účelné použ́ıvat metody (CGa) a (CGb), které
jsou mnohem efektivněǰśı než metody (CGc) a (CGd). Pro rozsáhlé úlohy (n > 500) je výhodné tyto
metody cyklicky přerušovat vždy po n iteračńıch kroćıch.

• Použ́ıváme-li metody (CGa) a (CGb), je výhodné zaručit platnost nerovnosti (*) z věty 23. V tomto
př́ıpadě se iteračńı proces přeruš́ı, pokud neplat́ı 0 < βi < η1‖gi+1‖2/‖gi‖2, kde η1 ≤ 1/(2ε2).

• Použ́ıváme-li metody (CGc) a (CGd), je třeba testovat sdruženost směr̊u. V tomto př́ıpadě se iteračńı
proces přeruš́ı, pokud

sT
i+1yi ≥ η2‖si+1‖‖yi‖,

kde η2 ≈ 0.04 − 0.05. Také je možné testovat ortogonalitu gradient̊u. V tomto př́ıpadě se iteračńı
proces se přeruš́ı, pokud

gT
i+1gi ≥ η3‖gi+1‖‖gi‖.

kde η3 ≈ 0.4 − 0.5.
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• Je výhodné volit počátečńı délku kroku podle vzorce

α = min
(

1,
2(Fi − Fi−1)

sT
i gi

,
2(F − Fi)
sT

i gi

)
,

kde F je dolńı odhad pro minimálńı hodnotu funkce F .

• Mı́sto slabé Wolfeho podmı́nky (S3b) je třeba použ́ıt silnou Wolfeho podmı́nku (S3a), kde ε2 = 10−1.
Algoritmus 1 je třeba pozměnit tak, že v něm ponecháme podmı́nku (S3b) ale k podmı́nce (S2)
přidáme podmı́nku

sT
i gi+1 ≤ ε2|sT

i gi|,
která je část́ı podmı́nky (S3a).

• často je výhodné metodu sdružených gradient̊u škálovat (nejjednodušš́ı předpodmı́něńı). Mı́sto

−si+1 = gi+1 − βisi

se použije vzorec
−si+1 = γi+1(gi+1 − βisi),

kde

γi+1 =
yT

i di

yT
i yi

a (yi = gi+1 − gi, di = xi+1 − xi = αisi). V tomto př́ıpadě však muśıme vzorce pro parametr βi

upravit tak, že

βi =
yT

i gi+1

yT
i si

, (CGa)

βi =
1
γi

yT
i gi+1

gT
i gi

, (CGb)

βi =
1
γi

gT
i+1gi+1

gT
i gi

, (CGc)

βi =
gT

i+1gi+1

yT
i si

. (CGd)

Parametr γi+1, je nutné udržovat v určitých meźıch (0.005 ≤ γi+1 ≤ 200).

Algoritmus metody sdružených gradient̊u lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 2 (CG) Data ε1 = 10−4, ε2 = 10−1, η1 = 1.2, η2 = 0.05, η3 = 0.46, ε > 0.
Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme F1 = F (x1), g1 = g(x1) a polož́ıme i = 1.

Krok 2 Pokud ‖gi‖ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě urč́ıme koeficient βi−1 po-
dle některé z metod (CGa)–(CGd) a rozhodneme o přerušeńı iteračńıho procesu podle
některé ze strategíı uvedených v poznámce 50. Urč́ıme škálovaćı koeficient γi (obvykle
γi = 1) a urč́ıme směrový vektor si.

Krok 3 Urč́ıme délku kroku αi použit́ım algoritmu 1 upraveného podle poznámky 50. Polož́ıme
xi+1 = xi + αisi, vypočteme Fi+1 = F (xi+1), gi+1 = g(xi+1), zvětš́ıme i o 1 a přejdeme
na krok 2.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı jednotlivých metod sdružených gradient̊u při minimalizaci 22 testo-
vaćıch funkćı se 1000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT a funkčńıch hodnot NFV, jakož
i celkový čas výpočtu). Označeńı η1 nebo η2 znač́ı, že byla použita podmı́nka s η1 nebo η2, uvedená v
poznámce 50.
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Metoda NIT-NFV selháńı čas
CGa 20389 - 42871 - 22.65
CGa + η1 19342 - 38730 - 30.99
CGb 20759 - 41836 - 22.20
CGb + η1 19012 - 38125 - 21.93
CGc 38917 - 77918 2 22.34
CGc + η2 24762 - 49842 - 22.55
CGd 38487 - 77044 2 36.28
CGd + η2 24887 - 50122 - 22.26

3.6 Předpodḿıněná metoda sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Podle vět 20 a 26 je metoda sdružených gradient̊u zvláště vhodná k hledáńı minima ryze konvexńı kvadrat-
ické funkce nebo, což je totéž, pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se symetrickou positivně definitńı matićı.
Nyńı budeme uvažovat kvadratickou funkci

Q(s) = gT s+
1
2
sTBs,

která se použ́ıvá k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u (i v metodách s lokálně
omezeným krokem popsaných v daľśı kapitole). V poznámce 37 jsme ukázali, že metodu sdružených
gradient̊u lze předpodmı́nit tak, že se mı́sto kvadratické funkce Q(s) minimalizuje kvadratická funkce

Q̃(s̃) = g̃T s̃+
1
2
s̃T B̃s̃,

kde s̃ = C1/2s, g̃ = C−1/2g a B̃ = C−1/2BC−1/2 (v poznámce 37 bylo použito označeńı H = C−1). Matice
C se vyb́ırá tak, aby soustava lineárńıch rovnic B̃s̃ = −g̃, definuj́ıćı minimum kvadratické funkce Q̃(s̃),
byla co nejlépe podmı́něná. Pokud C ≈ B, plat́ı B̃ ≈ I a κ(B̃) ≈ 1, což podle věty 26 zaručuje rychlou
konvergenci metody.

Algoritmus metody sdružených gradient̊u pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s positivně definitńı
matićı B a s předpodmiňovačem C použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a (PCG)

qi = Bpi, αi = gT
i C

−1gi, /p
T
i qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gT
i+1C

−1gi+1/g
T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n.

Poznámka 51 Abychom nemuseli vyšetřovat zvlášt’ př́ıpady, kdy i = 1 a i > 1, budeme formálně
předpokládat, že β0 = 0 a p0 = 0.

Poznámka 52 Podle (PCG) plat́ı gi = Bsi + g.

Poznámka 53 Hodnota αi = gT
i C

−1gi/p
T
i qi realizuje přesný výběr délky kroku, nebot’ podle (PCG) plat́ı

pT
i gi+1 = pT

i gi + αip
T
i qi = −gT

i C
−1gi + (gT

i C
−1gi/p

T
i qi)p

T
i qi = 0.
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Poznámka 54 Některé vlastnosti nepředpodmı́něné metody sdružených gradient̊u (algoritmus (PCG) s
C = I) jsou ukázány ve větě 20. Připomeňme zde nejd̊uležitěǰśı vztahy

pT
j gi = 0, (α)

gT
j gi = 0, (β)

pT
j Bpi = 0, (γ)

které plat́ı pro 1 ≤ j < i ≤ m + 1, kde m je index takový, že ‖gm‖ > 0. Vztahy pro předpodmı́něnou
metodu sdružených gradient̊u dostaneme formálně tak, že mı́sto s, g, p, q a B dosazujeme s̃ = C1/2s,
g̃ = C−1/2g, p̃ = C1/2p, q̃ = C−1/2q a B̃ = C−1/2BC−1/2. Vztahy (α) a (γ) z̊ustanou beze změny, ale
vztah (β) je třeba nahradit vztahem

gT
j C

−1gi = 0, (β′)

Tento postup budeme použ́ıvat i nadále. Nejprve zformulujeme a dokážeme tvrzeńı pro C = I a pak jako
d̊usledek uvedeme tvrzeńı pro C �= I.

Věta 28 Aplikujeme-li algoritmus (PCG) s C = I na kvadratickou funkci Q(s) a plat́ı-li gT
j gj > 0 a

pT
j Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, pak

Q(si+1) < Q(si), (ρ)

‖si+1‖ > ‖si‖, (σ)

gT si+1

‖g‖‖si+1‖ >
gT si

‖g‖‖si‖ . (τ)

Důkaz (a) Použijeme-li vztahy (α)–(γ) a (PCG) s C = I, dostaneme

Q(si+1) = gT (si + αipi) +
1
2
(si + αipi)TB(si + αipi)

= Q(si) + αi(g +Bsi)T pi +
1
2
α2

i p
T
i Bpi

= Q(si) + αig
T
i pi +

1
2
α2

i p
T
i Bpi

= Q(si) − (gT
i gi)2

pT
i Bpi

+
1
2

(gT
i gi)2

pT
i Bpi

= Q(si) − 1
2

(gT
i gi)2

pT
i Bpi

< Q(si).

(b) Jelikož si =
∑i−1

j=1 αjpj , plat́ı

sT
i+1si+1 = (si + αipi)T (si + αipi) = sT

i si + α2
i p

T
i pi + 2αis

T
i pi

= sT
i si + α2

i p
T
i pi + 2αi

i−1∑
j=1

αjp
T
j pi

= sT
i si + α2

i p
T
i pi + 2αig

T
i gi

i−1∑
j=1

αj

pT
j pj

gT
j gj

> sT
i si,

nebot’

pT
j pi = pT

j (−gi + βi−1pi−1) = βi−1p
T
j pi−1 =

=

⎛
⎝i−1∏

k=j

βk

⎞
⎠ pT

j pj =
gT

i gi

gT
j gj

pT
j pj .
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(c) Použijeme-li (PCG) s C = I, můžeme pro 1 ≤ j ≤ i psát

pj

‖gj‖2
= − gj

‖gj‖2
+

pj−1

‖gj−1‖2
= −

j∑
k=1

gk

‖gk‖2
,

takže

−si+1 = −
i∑

j=1

αjpj =
i∑

j=1

αj‖gj‖2

(
j∑

k=1

gk

‖gk‖2

)

= α1‖g1‖2

(
g1

‖g1‖2

)
+ α2‖g2‖2

(
g1

‖g1‖2
+

g2
‖g2‖2

)
+ . . .+ αi‖gi‖i

(
g1

‖g1‖2
+

g2
‖g2‖2

+ . . .+
gi

‖gi‖2

)

=
i∑

j=1

⎛
⎝ i∑

k=j

αk‖gk‖2

⎞
⎠ gj

‖gj‖2
.

Použijeme-li (β), dostaneme

−gT si+1 =
i∑

k=1

αk‖gk‖2 > 0

a

sT
i+1si+1 =

i∑
j=1

⎛
⎝ i∑

k=j

αk‖gk‖2

⎞
⎠2

1
‖gj‖2

,

takže
sT

i+1si+1

(gT si+1)2
=

i∑
j=1

(∑i
k=j αk‖gk‖2∑i
k=1 αk‖gk‖2

)2
1

‖gj‖2
.

Nyńı použijeme toho, že racionálńı funkce ϕ(t) = (a + t)/(b + t) je pro a < b rostoućı (můžeme se o tom
přesvědčit derivováńım). Plat́ı tedy ∑i

k=j αk‖gk‖2∑i
k=1 αk‖gk‖2

>

∑i−1
k=j αk‖gk‖2∑i−1
k=1 αk‖gk‖2

,

což po dosazeńı dává

sT
i+1si+1

(gT si+1)2
=

i−1∑
j=1

(∑i
k=j αk‖gk‖2∑i
k=1 αk‖gk‖2

)2
1

‖gj‖2
+

(
αi‖gi‖2∑i

k=1 αk‖gk‖2

)2
1

‖gi‖2

>

i−1∑
j=1

(∑i−1
k=j αk‖gk‖2∑i−1
k=1 αk‖gk‖2

)2
1

‖gj‖2
=

sT
i si

(gT si)2
.

Bezprostředńım použit́ım této nerovnosti dostaneme (τ).

Důsledek 2 Aplikujeme-li algoritmus (PCG) s positivně definitńı matićı C na kvadratickou funkci Q(s)
a plat́ı-li gT

j C
−1gj > 0 a pT

j Bpj > 0 pro 1 ≤ j ≤ i, pak

Q(si+1) < Q(si),

‖si+1‖C > ‖si‖C , (σ′)

gT si+1

‖g‖D‖si+1‖C
>

gT si

‖g‖D‖si‖C
, (τ ′)

kde ‖s‖2
C = sTCs a ‖g‖2

D = gTC−1g (norma ‖.‖D je duálńı k normě ‖.‖C).
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Důkaz Stač́ı použ́ıt substituce uvedené v poznámce 54.

Věta 29 Jsou-li splněny předpoklady věty 28, plat́ı

−Q(si+1) ≥ ‖g‖2

2‖B‖ .

Je-li nav́ıc matice B positivně definitńı, plat́ı

− gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ 1√
κ(B)

.

Důkaz (a) Protože

s2 = s1 + α1p1 =
gT
1 g1

pT
1 Bp1

p1 = − gT g

gTBg
g,

plat́ı

−Q(s2) =
(gT g)2

gTBg
− 1

2
(gT g)2gTBg

(gTBg)2
=

1
2

(gT g)2

gTBg
≥ ‖g‖2

2‖B‖ ,

takže podle (ρ) dostaneme −Q(si+1) ≥ −Q(s2) ≥ (1/2)‖g‖2/‖B‖.
(b) Jelikož B je positivně definitńı, plat́ı pT

j Bpj > 0, kdykoliv ‖gj‖ > 0, nebot’ (α) implikuje nerovnost
‖pj‖ > ‖gj‖. Podle věty 20 existuje index m ≤ n takový, že ‖gj‖ > 0 pro 1 ≤ j ≤ m a gm+1 = 0. Podle
(τ) můžeme pro i ≤ m psát

gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≤ gT sm+1

‖g‖‖sm+1‖ .

Jelikož gm+1 = g +Bsm+1 = 0, je vektor sm+1 řešeńım soustavy g +Bs = 0, což podle věty 8 dává

− gT sm+1

‖g‖‖sm+1‖ ≥ 1√
κ(B)

.

Po dosazeńı do předchoźı nerovnosti dostaneme dokazované tvrzeńı.

Důsledek 3 Jsou-li splněny předpoklady d̊usledku 2, plat́ı

−Q(si+1) ≥ ‖g‖2

2κ(C)‖B‖ .

Je-li nav́ıc matice B positivně definitńı, plat́ı

− gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ 1
κ(C)

√
κ(B)

.

Důkaz (a) Podobně jako v d̊ukazu věty 29 dostaneme

−Q(s2) = −Q(s̃2) =
1
2

(g̃T g̃)2

g̃T B̃g̃
≥ ‖g̃‖2

2‖B̃‖ ≥ gTC−1g

2‖C−1‖‖B‖ ≥ ‖g‖2

2κ(C)‖B‖ ,

což spolu s (ρ) dává dokazovanou nerovnost.
(b) Jelikož

1
κ(C)

‖g‖2‖si+1‖2 ≤ gTC−1gsT
i+1Csi+1 ≤ κ(C)‖g‖2‖si+1‖2
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pro 1 ≤ i ≤ m, můžeme podle (τ ′) psát

(gT si+1)2

‖g‖2‖si+1‖2
≥ 1
κ(C)

(gT si+1)2

gTC−1gsT
i+1Csi+1

≥ 1
κ(C)

(gT sm+1)2

gTC−1gsT
m+1Csm+1

≥ 1
κ2(C)

(gT sm+1)2

‖g‖2‖sm+1‖2

a jelikož vektor sm+1 je řešeńım soustavy g + Bs = 0, můžeme použ́ıt stejnou nerovnost jako v d̊ukazu
věty 29.

Poznámka 55 Předpokládáme-li, že matice C je vybrána tak, že κ(B̃) ≤ κ(B), můžeme druhou nerovnost
v d̊usledku 3 nahradit nerovnost́ı

− gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ 1√
κ(B)κ(C)

,

nebot’ podle věty 29 plat́ı

(gT si+1)2

‖g‖2‖si+1‖2
≥ 1
κ(C)

(gT si+1)2

gTC−1gsT
i+1Csi+1

=
1

κ(C)
(g̃T s̃i+1)2

g̃T g̃s̃T
i+1s̃i+1

≥ 1
κ(C)κ(B̃)

Neńı-li matice B positivně definitńı, mohou nastat problémy. Jednak může být pT
i Bpi ≈ 0, což vede

k selháńı algoritmu (αi ≈ ∞ a ‖si+1‖ ≈ ∞), nebo plat́ı pT
i Bpi < 0, což může vést k porušeńı podmı́nky

spádovosti gT si+1 < 0. Proto je třeba výpočet ukončit pokud neplat́ı pT
i Bpi ≥ c pT

i pi, kde c je zvolená
dolńı mez. Jelikož tato podmı́nka nemuśı být splněna pro všechny indexy 1 ≤ i ≤ m, nemůžeme použ́ıt
druhou nerovnost v d̊usledku 3. Plat́ı však tato věta

Věta 30 Aplikujeme-li algoritmus (PCG) s positivně definitńı matićı C na kvadratickou funkci Q(s) a
plat́ı-li pT

j Bpj ≥ c pT
j pj pro 1 ≤ j ≤ i, pak

− gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ c

nκ(C)‖B‖ .

Důkaz Použijeme-li vztahy (α)–(γ) a (PCG), dostaneme

gT
j C

−1gj = gT
j (−pj + βj−1pj−1) = −gT

j pj = −
(
g +

j−1∑
k=1

αkBpk

)T

pj = −gT pj

pro 1 ≤ j ≤ i, takže

−gT si+1 = −
i∑

j=1

αjg
T pj =

i∑
j=1

αjg
T
j C

−1gj ≥ α1g
T
1 C

−1g1

=
(gT

1 C
−1g1)2

pT
1 Bp1

=
pT
1 Cp1

pT
1 p1

pT
1 p1

pT
1 Bp1

gTC−1g ≥ ‖g‖2

κ(C)‖B‖ .

Dále plat́ı

si+1 =
i∑

j=1

αjpj = −
i∑

j=1

gT pj

pT
j Bpj

pj = −
i∑

j=1

pjp
T
j

pT
j Bpj

g,

takže

‖si+1‖ ≤
i∑

j=1

‖pjp
T
j ‖

pT
j Bpj

‖g‖ =
i∑

j=1

pT
j pj

pT
j Bpj

‖g‖ ≤ n

c
‖g‖.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

− gT si+1

‖si+1‖‖g‖ ≥ ‖g‖2

κ(C)‖B‖
c

n‖g‖2
=

c

nκ(C)‖B‖ .
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Poznámka 56 Je-li matice B positivně definitńı, můžeme položit c/‖B‖ = 1/κ(B), takže dostaneme

− gT si+1

‖g‖‖si+1‖ ≥ 1
nκ(B)κ(C)

.

Tento odhad je horš́ı než odhad uvedený v d̊usledku 3.

Algoritmus metody sdružených gradient̊u pro výpočet směrových vektor̊u v metodách spádových směr̊u
lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 3 (PCG) Data C 
 0, c > 0, 0 < ω < 1, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s = 0, r = −g, v = C−1r, σ = rT v, σ = σ, p = r a k = 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ = σ, vypočteme vektor q = Bp a č́ıslo τ = pT q. Jestliže τ < c, ukonč́ıme
výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α = ρ/τ . Polož́ıme s := s + αp, r := r − αq, v = C−1r a σ = rT v. Jestliže
σ ≤ ω2σ nebo k ≥ m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β = σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Výpočet skonč́ı bud’ v kroku 2 (matice B neńı pozitivně definitńı) nebo v kroku 3 (je nalezeno řešeńı s
požadovanou přesnost́ı nebo byl překročen povolený počet iteraćı.
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4 Metody s proměnnou metrikou

4.1 Základńı vlastnosti metod s proměnnou metrikou

Definice 27 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je metodou s proměnnou metrikou, jestlǐze

si = −Higi ∀i ∈ N, (VM1)

kde Hi, i ∈ N , jsou symetrické pozitivně definitńı (SPD) matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Hi+1 = γi(Hi + UiMiU
T
i ), (VM2)

kde Ui ∈ Rn×2, Mi ∈ R2×2 (symetrická) a γi > 0, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Hi+1yi = ρidi, (VM3)

kde yi = gi+1 − gi, di = xi+1 − xi = αisi a ρi > 0.

Poznámka 57 Matice Hi+1 se źıskává z matice Hi aktualizaćı jej́ıž hodnost je nanejvýš 2. Nejefek-
tivněǰśı metody s proměnnou metrikou patř́ı do Broydenovy tř́ıdy, která je charakterizovaná výběrem Ui =
[di,Hiyi]. Podmı́nka (VM3) se nazývá (zobecněnou) kvazinewtonovskou podmı́nkou. Předpokládáme, že
di �= 0 a yi �= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě nemá podmı́nka (VM3) smysl.

Věta 31 (Kvadratické ukončeńı) Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s proměnnou
metrikou z Broydenovy tř́ıdy s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sT

i gi+1 = 0 ∀i ∈ N) aplikovaná na
ryze konvexńı kvadratickou funkci (Q). Pak existuje index k ≤ n tak, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗.

Důkaz Předpokládejme, že gi �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že si �= 0 a αi �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n a že plat́ı

Hiyj = λj
idj ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (α)

sT
j gi = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1, (β)

sT
j Gsi = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n. (γ)

Z (VM1) a (γ) plyne, že si, 1 ≤ i ≤ n, jsou nenulové a vzájemně sdružené (G-ortogonálńı), tud́ıž lineárně
nezávislé, takže podle (β) nutně gn+1 = 0. Pro i = 1 plat́ı sT

1 g1 = −sT
1 H1s1 < 0 (H1 je SPD) takže s1 �= 0

a α1 �= 0 a dále neńı co dokazovat. Indukčńı krok:

(a) Necht’ i ≤ n. Z (γ) a (Q) plyne dT
i yj = dT

i Gdj = αiαjs
T
i Gsj = 0 a (α) nav́ıc dává yT

i Hiyj = λj
iy

T
i dj =

λj
id

T
i Gdj = 0, takže UT

i yj = 0 ∀1 ≤ j < i. Podle (VM2) a (α) tedy plat́ı

Hi+1yj = γi(Hiyj + UT
i MiU

T
i yj) = γiHiyj = γiλ

j
idj

Δ= λj
i+1dj

∀1 ≤ j < i. Použijeme-li (VM3) dostaneme Hi+1yi = ρidi
Δ= λi

i+1di, takže Hi+1yj = λj
i+1di ∀1 ≤ j ≤ i.

(b) Necht’ i ≤ n. Z (β), (γ) a (Q) plyne sT
j gi+1 = sT

j gi + sT
j yi = sT

j gi + αis
T
j Gsi = 0 ∀1 ≤ j < i. Z

přesného výběru délky kroku dostaneme sT
i gi+1 = 0, takže celkem sT

j gi+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.

(c) Podle (VM1) je gT
i+1si+1 = −gT

i+1Hi+1gi+1 < 0 takže si+1 �= 0 a αi+1 �= 0. Použijeme-li (VM1), (Q),
(a), (b) dostaneme

sT
j Gsi+1 = − 1

αj
yT

j Hi+1gi+1 = −λ
j
i+1

αj
dT

j gi+1 = −λj
i+1s

T
j gi+1 = 0

∀1 ≤ j ≤ i.
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Věta 32 (Aproximace Hessovy matice). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 31 s γi = 1 a ρi = 1 ∀i ∈ N .
Pak plat́ı Hn+1 = G−1.

Důkaz Z d̊ukazu věty 31 plyne, že

Hn+1yj = dj ∀1 ≤ j ≤ n

a že vektory dj a yj = Gdj , 1 ≤ j ≤ n, jsou lineárně nezávislé. Z tohoto d̊uvodu muśı platit Hn+1 = G−1.
Nyńı se budeme zabývat vyšetřováńım aktualizace (VM2). Pro zjednodušeńı budeme index i vynechávat

a index i+1 nahrad́ıme symbolem +. Nejprve uvedeme několik pomocných tvrzeńı týkaj́ıćıch se aktualizaćı.

Lemma 8 Necht’ U ∈ Rn×m, V ∈ Rn×m jsou matice s lineárně nezávislými sloupci (takže m ≤ n). Pak:

(a) Matice UV T má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice V TU .

(b) Matice I + UV T má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I + V TU .

(c) Plat́ı det(I + UV T ) = det(I + V TU).

(d) Je-li matice I + UV T regulárńı, plat́ı (I + UV T )−1 = I − U(I + V TU)−1V T .

Důkaz (a) Necht’ UV Tx = λx, x �= 0 a λ �= 0. Pak nutně V Tx �= 0 a můžeme psát V TUV Tx = λV Tx,
neboli V TUy = λy, kde y = V Tx �= 0. Necht’ naopak V TUy = λy, y �= 0 a λ �= 0. Pak nutně Uy �= 0 a
můžeme psát UV TUy = λUy, neboli UV Tx = λx, kde x = Uy �= 0.
(b) Zřejmě (I + UV T )x = λx právě tehdy, jestliže UV Tx = (λ − 1)x, a (I + V TU)y = λy právě tehdy,
jestliže V TUy = (λ− 1)y. Tvrzeńı (b) tedy plyne z (a).
(c) Determinant matice je roven součinu jej́ıch vlastńıch č́ısel. Tvrzeńı (c) tedy plyne z (b).
(d) Plat́ı

(I + UV T )(I − U(I + V TU)−1V T ) = I + UV T − U(I + V TU)(I + V TU)−1V T = I.

Důsledek 4 (Woodbury) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 8 a necht’ H ∈ Rn×n je regulárńı
matice. Pak

det(H + UV T ) = detH det(I + V TH−1U)

a

(H + UV T )−1 = H−1 −H−1U(I + V TH−1U)−1V TH−1.

Důkaz Plat́ı H + UV T = H(I + H−1UV T ), takže můžeme použ́ıt (c) a (d) z lemmatu 8 (matice U se
nahrad́ı matićı H−1U).

Důsledek 5 Necht’ U ∈ Rn×m je matice s lineárně nezávislými sloupci (takže m ≤ n) a M ∈ Rm×m je
symetrická regulárńı matice. Pak:

(a) Matice UMUT má stejná nenulová vlastńı č́ısla jako matice MUTU (nebo jako matice UTUM).

(b) Matice I + UMUT má stejná nejednotková vlastńı č́ısla jako matice I +MUTU (nebo jako matice
I + UTUM).

(c) Plat́ı det(I + UMUT ) = det(I +MUTU) = det(I + UTUM) = detM det(M−1 + UTU).

(d) Je-li matice I + UMUT regulárńı, plat́ı (I + UMUT )−1 = I − U(M−1 + UTU)−1UT .
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Důkaz Stač́ı v lemmatu 8 použ́ıt UM mı́sto V (nebo UM mı́sto U a U mı́sto V ).

Důsledek 6 Necht’ jsou splněny předpoklady d̊usledku 5 a necht’H ∈ Rn×n je symetrická positivně definitńı
matice. Pak

det(H + UMUT ) = detH detM det(M−1 + UTH−1U)

a

(H + UMUT )−1 = H−1 −H−1U(M−1 + UTH−1U)−1UTH−1.

Důkaz Plat́ı H+UMUT = H1/2(I+H−1/2UMUTH−1/2)H1/2, takže můžeme použ́ıt (c) a (d) z d̊usledku
5 (matice U se nahrad́ı matićı H−1/2U).

Nyńı se vrát́ıme k vyšetřováńı aktualizace (VM2). Budeme předpokládat, že vektory d a Hy jsou
lineárně nezávislé. Jsou-li tyto vektory lineárně závislé, má matice UMUT hodnost 1 a všechny aktualizace
z Broydenovy tř́ıdy jsou ekvivalentńı (dávaj́ı stejnou matici H+). V tomto př́ıpadě je výhodné použ́ıvat
metodu hodnosti 1. Kvazinewtonovskou podmı́nku H+y = ρd můžeme v tomto př́ıpadě splnit prostým
vynásobeńım matice H č́ıslem γ = ρ yT d/yTHy.

Věta 33 Necht’ H+ = γ(H + UMUT ), kde H je SPD matice a U = [d,Hy]. Pak H+y = ρd plat́ı právě
tehdy, jestlǐze

M =

[
1
b

(
η a

b + ρ
γ

)
, −η

b

−η
b ,

η−1
a

]
,

kde η je volný parametr a kde

a = yTHy, b = yT d, c = dTH−1d.

Důkaz Podle (VM2) a (VM3) muśı platit

1
γ
H+y = Hy + [d,Hy]

[
m1 m2

m2 m3

] [
b
a

]
= Hy + (m1b+m2a)d+ (m2b+m3a)Hy =

ρ

γ
d,

takže nutně

m1b+m2a = ρ/γ,

m2b+m3a = −1.

Jeden parametr je nadbytečný. Zvoĺıme m2 = −η/b a zbylé prvky m1,m3 urč́ıme řešeńım soustavy. T́ım
dostaneme matici M uvedenou ve větě 33.

Poznámka 58 Z pozitivńı definitnosti matice H a z nenulovosti vektor̊u d a y plyne, že a > 0 a c > 0.
Vyb́ıráme-li délku kroku podle (S3b), plat́ı

b = yT d = α(g+ − g)T s ≥ α(ε2 − 1)gT s > 0.

Z pozitivńı definitnosti matice H a ze Schwarzovy nerovnosti plyne, že ac − b2 ≥ 0. Jsou-li vektory d a
Hy lineárně nezávislé, plat́ı ac− b2 > 0.
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Poznámka 59 Při vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou budeme často použ́ıvat označeńı

δ =
ρ

γ

1
ab

(η(ac− b2) + b2),

μ =
1
ab

(
η
a

b
+ (1 − η)

ρ

γ

)
.

Př́ımým výpočtem se snadno přesvědč́ıme, že μ = −detM , kde M je matice vystupuj́ıćı ve větě 33. Podle
poznámky 62 plat́ı det((1/γ)H+) = δ detH.

Poznámka 60 Vztah H+ = γ(H + UMUT ) můžeme roznásobit. Pak plat́ı

1
γ
H+ = H +

ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T +

η

a

(a
b
d−Hy )(

a

b
d−Hy

)T

(H)

(Broydenova tř́ıda). Nejznáměǰśı členy Broydenovy tř́ıdy dostaneme, polož́ıme-li η = 0 (metoda DFP):

1
γ
H+ = H +

ρ

γb
ddT − 1

a
Hy(Hy)T (HD)

nebo η = 1 (metoda BFGS):

1
γ
H+ = H + (

a

b
+
ρ

γ
)
1
b
ddT − 1

b
(HydT + d(Hy)T ) (HB)

nebo η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda hodnosti 1):

1
γ
H+ = H +

1
(ρ/γ)b− a

(
ρ

γ
d−Hy

)(
ρ

γ
d−Hy

)T

(HR)

nebo η = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b) (Hoshinova metoda):

1
γ
H+ = H +

2a
b2
ddT − 1

(ρ/γ)b+ a

(
ρ

γ
d+Hy

)(
ρ

γ
d+Hy

)T

. (HH)

Z těchto čtyř konkrétńıch metod jsou bez daľśıch úprav prakticky použitelné pouze metoda BFGS a
Hoshinova metoda. Metoda DFP vyžaduje přesný výběr délky kroku nebo d̊usledné škálováńı, jinak
konverguje velmi pomalu Metoda hodnosti 1 obecně nesplňuje podminku pro pozitivńı definitnost matice
H+ (zd̊uvodněńı je uvedeno v poznámce 63), takže může doj́ıt ke ztrátě globálńı konvergence vlivem
porušeńı podmı́nky spádovosti (S1a).

Poznámka 61 Uvedeme několik daľśıch tvar̊u aktualizace (H), které se použ́ıvaj́ı při implementaci nebo
při teoretickém vyšetřováńı metod s proměnnou metrikou. Předně jsou to dvoučlenné symetrické vztahy

1
γ
H+ = H +

μa

1 − η
ddT − 1 − η

a

(
ηa

(1 − η)b
d+Hy

)(
ηa

(1 − η)b
d+Hy

)T

,

1
γ
H+ = H +

1
(ρ/γ)b+ ηa

(
(ρ/γ)b+ ηa

b
d− ηHy

)(
(ρ/γ)b+ ηa

b
d− ηHy

)T

− μb

(ρ/γ)b+ ηa
Hy(Hy)T ,

1
γ
H+ = H +

1
(ρ/γ)b− ηa

(
ρ

γ
d−Hy

)(
ρ

γ
d−Hy

)T

− μb

(ρ/γ)b− ηa

(a
b
d−Hy

)(a
b
d−Hy

)T

.

Prvńı je zobecněńım vztahu pro metodu DFP, druhý se použ́ıvá při implementaci metody BFGS, pro
kterou dosazeńım η = 1 dostaneme
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1
γ
H+ = H +

1
(ρ/γ)b+ a

(
(
a

b
+
ρ

γ
)d−Hy

)(
(
a

b
+
ρ

γ
)d−Hy

)T

− 1
(ρ/γ)b+ a

Hy(Hy)T ,

a třet́ı je zobecněńım metody hodnosti 1. Pro konstrukci metod s omezenou pamět́ı je užitečný pseu-
dosoučinový tvar

1
γ
H+ =

(
I −

(√
η

b
d+

1 −√
η

a
Hy

)
yT

)
H

(
I − y

(√
η

b
d+

1 −√
η

a
Hy

)T
)

+
ρ

γb
ddT ,

který lze použ́ıt pouze tehdy, pokud η ≥ 0. O správnosti všech těchto vztah̊u se můžeme přesvědčit jejich
roznásobeńım a porovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch si člen̊u.

Lemma 9 Necht’ H je SPD matice, a > 0, b > 0, c > 0 a necht’ H+ je matice źıskaná pomoćı aktualizace
(H), kde γ > 0 a ρ > 0. Pak matice (1/γ)H− 1

2H+H
− 1

2 má n− 2 jednotkových vlastńıch č́ısel a zbylá dvě
vlastńı č́ısla jsou řešeńım kvadratické rovnice.

λ2 − σλ+ δ = 0,

kde

σ =
1
b2

(η(ac− b2) + b2) +
ρ

γ

c

b
=
ρ

γ

c

b
+
(

1 − η

η∗

)
,

δ =
ρ

γ

1
ab

(η(ac− b2) + b2) =
ρ

γ

b

a

(
1 − η

η∗

)
a kde

η∗ = − b2

ac− b2
< 0

je kritická hodnota parametru η (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit 1/η∗ = 0 a η∗ = −∞).

Důkaz Podle (VM2) plat́ı

1
γ
H− 1

2H+H
− 1

2 = I +H− 1
2UMUTH− 1

2 .

Tato matice má n − 2 jednotkových vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch n − 2 vlastńım vektor̊um kolmým k
H− 1

2U . Zbylá dvě vlastńı č́ısla jsou podle d̊usledku 5 vlastńımi č́ısly matice I +MUTH−1U , takže pro ně
muśı platit det((1−λ)I+MUTH−1U) = 0. Použijeme-li pro M vztah uvedený ve větě 33 a pro UTH−1U
vztah

UTH−1U =
[
c b
b a

]
,

můžeme psát

det((1 − λ)I +MUTH−1U) = det
([

1 − λ, 0
0, 1 − λ

]
+M

[
c, b
b, a

])

= det

[
η ac−b2

b2 + ρc
γb + 1 − λ, ρ

γ

−η ac−b2

ab − b
a , −λ

]
= 0,

což po úpravě dává λ2 − σλ+ δ = 0 s koeficienty uvedenými v lemmatu 9.
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Poznámka 62 Poznamenejme, že δ se jako součin vlastńıch č́ısel matice I + MUTH−1U rovná (podle
d̊usledku 5) determinantu matice 1

γH
− 1

2H+H
− 1

2 = I + H− 1
2UMUTH− 1

2 . Plat́ı tedy det((1/γ)H+) =
δ detH, což lze zapsat ve tvaru.

det
(

1
γ
H+

)
=
ρ

γ

b

a

(
1 − η

η∗

)
detH

(pokud ac− b2 = 0, můžeme položit 1/η∗ = 0).

Věta 34 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 9. Pak H+ je SPD právě tehdy, je-li splněna nerovnost
η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗ (pokud ac− b2 = 0, m̊užeme položit η∗ = −∞).

Důkaz Je třeba naj́ıt podmı́nku pro to, aby rovnice λ2 − σλ + δ s koeficienty uvedenými v lemmatu 9
měla kladné kořeny. Označme λ1 a λ2 tyto kořeny. Pak λ1 + λ2 = σ a λ1λ2 = δ takže λ1 > 0 a λ2 > 0
právě tehdy. když σ > 0 a δ > 0. Z definice č́ısel σ a δ plyne, že

σ =
γ

ρ

a

b
δ +

ρ

γ

c

b
.

Jelikož předpokládáme, že a > 0, b > 0, c > 0, γ > 0, ρ > 0, plat́ı σ > 0 kdykoliv δ > 0. Z δ > 0
dostaneme podmı́nku η(ac− b2) + b2 > 0, neboli η > η∗.

Poznámka 63 Z věty 34 plyne, že matice H+ je SPD, pokud η ≥ 0 (nebot’ η∗ < 0). To znamená, že
metoda DFP, metoda BFGS i Hoshinova metoda generuj́ı pozitivně definitńı matice. Metoda hodnosti 1
tuto vlastnost nemá, nebot’ př́ımým dosazeńım hodnoty η = (ρ/γ)/(ρ/γ−a/b) do výrazu pro δ zjist́ıme, že
plat́ı δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a), takže δ > 0 pouze tehdy, jestiže bud’ 0 < ρ/γ < b/c, takže η∗ < η < 0,
nebo a/b < ρ/γ, takže 1 < η (ze Schwarzovy nerovnosti plyne, že b/c ≤ a/b).

V některých aplikaćıch, např́ıklad při minimalizaci s nelineárńımi omezeńımi je velmi d̊uležitý inverzńı
tvar rekurentńıho vztahu (H).

Věta 35 (Aktualizace matice B = H−1). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 9. Necht’ B = H−1 a
B+ = H−1

+ . Pak plat́ı

γB+ = B +
γ

ρ

1
b
yyT − 1

c
Bd(Bd)T +

β

c

(c
b
y −Bd

)(c
b
y −Bd

)T

, (B)

kde

βη(ac− b2) + (β + η)b2 = b2.

Důkaz Inverźı vztahu 1
γH+ = H + UMUT podle d̊usledku 6 dostaneme

γB+ = B −BU(M−1 + UTBU)−1UTB
Δ= B +BUKUTB,

kde K ∈ R2×2. Jelikož podle (VM3) plat́ı H+y = ρd, muśı platit B+d = (1/ρ)y neboli

γB+d = Bd+ [Bd, y]
[
k1 k2

k2 k3

] [
c
b

]
= Bd+ (k1c+ k2b)Bd+ (k2c+ k3b)y =

γ

ρ
y,

takže nutně
k1c+ k2b = −1,

k2c+ k3b = γ/ρ.

Zvoĺıme k2 = −β/b a zbylé prvky k1, k3 urč́ıme řešeńım soustavy. T́ım dostaneme
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K =

[
β−1

c , −β
b

−β
b

1
b

(
β c

b + γ
ρ

) ]
,

což po dasazeńı do γB+ = B +BUKUTB dává (B). Vztah svazuj́ıćı β s η lze źıskat např́ıklad z rovnosti

K = −(M−1 + UTBU)−1.

Jednodušš́ı zp̊usob je uveden v poznámce 66.

Poznámka 64 (Dualita) Vztah (B) dostaneme ze vztahu (H) záměnou γ → 1/γ, ρ→ 1/ρ, a→ c, c→ a,
d→ y, y → d, H → B, η → β. Metody DFP a BFGS jsou navzájem duálńı. Metodu DFP dostaneme pro
β = 1:

γB+ = B +
(
c

b
+
γ

ρ

)
1
b
yyT − 1

b

(
BdyT + y(Bd)T

)
. (BD)

Metodu BFGS dostaneme pro β = 0:

γB+ = B +
γ

ρ

1
b
yyT − 1

c
Bd(Bd)T . (BB)

Metoda hodnosti 1 je samoduálńı, dostaneme ji pro β = (γ/ρ)/(γ/ρ− c/b):

γB+ = B +
1

(γ/ρ)b− c

(
γ

ρ
y −Bd

)(
γ

ρ
y −Bd

)T

. (BR)

Hoshinova metoda je také samoduálńı, dostaneme ji pro β = (γ/ρ)/(γ/ρ+ c/b):

γB+ = B +
2c
b2
yyT − 1

(γ/ρ)b+ c

(
γ

ρ
y +Bd

)(
γ

ρ
y +Bd

)T

. (BH)

Poznámka 65 Z duality plyne, že matice B+ je pozitivně definitńı právě tehdy, jestliže β > β∗, kde
β∗ = η∗ = −b2/(ac− b2) < 0.

Poznámka 66 Z duality lze snadno určit vztah mezi β a η. Plat́ı totiž

det(γB+) =
γ

ρ

b

c

(
1 − β

β∗

)
detB,

což spolu s výrazem pro detH+ (poznámka 62) a identitou detB+ detH+ = 1 dává

b2

ac

(
1 − β

β∗

)(
1 − η

η∗

)
= 1.

Po roznásobeńı dostaneme rovnost uvedenou ve větě 35.

Poznámka 67 Z úvahy použité v poznámce 66 plyne, že při přechodu od vztahu (H) ke vztahu (B)
provád́ıme záměnu δ → 1/δ. Z d̊ukazu věty 35 v́ıme, že −K−1 = M−1 + UTBU , což podle d̊usledku 6
dává det(K−1) = δ detM (nebot’ K ∈ R2×2, takže det(−K−1) = detK−1). Odtud plyne, že při přechodu
od vztahu (H) ke vztahu (B) provád́ıme záměnu μ→ μ/δ. Z duality plyne, že

1
δ

=
γ

ρ

1
bc

(η(ac− b2) + b2),

μ

δ
=

1
bc

(
η
c

b
+ (1 − η)

ρ

γ

)
.
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4.2 Součinový tvar metod s proměnnou metrikou

Nyńı budeme vyšetřovat součinový tvar metod s proměnnou metrikou. Budeme předpokládat že H = SST

a H+ = S+S
T
+, kde matice S ∈ Rn×m a S+ ∈ Rn×m maj́ı plnou hodnost. Matice S+ se určuje pomoćı

aktualizace

1√
γ
S+ = S + pq̃T , (S)

kde p ∈ Rn a q̃ ∈ Rm. Součinový tvar metod s proměnnou metrikou se použ́ıvá zejména v př́ıpadě, že
m �= n.

Poznámka 68 Existuj́ı dvě možnosti, bud’

1√
γ
S+ = S(I + p̃q̃T ), (Sa)

kde p̃ ∈ Rm, nebo

1√
γ
S+ = (I + pqT )S, (Sb)

kde q ∈ Rn. Prvńı možnost je výhodná tam, kde je třeba zachovat L(S), např́ıklad při minimalizaci s
lineárńımi omezeńımi, kde podprostor L(S) je dán aktivńımi omezeńımi. V tomto př́ıpadě muśı existovat
vektory d̃ ∈ Rm a p̃ ∈ Rm takové, že

d = Sd̃, p = Sp̃.

Druhá možnost se použ́ıvá tam, kde je třeba měnit L(S), např́ıklad u metod s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı. V tomto př́ıpadě muśı existovat vektory y ∈ Rn a q ∈ Rn takové, že

ỹ = ST y, q̃ = ST q.

Č́ısla a, b, c lze určit podle vzorc̊u

a = ỹT ỹ, b = ỹT d̃, c = d̃T d̃.

Nejprve ukážeme, jak muśı vypadat aktualizace (S), aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka.

Lemma 10 Uvažujme aktualizaci (S), s vektorem q̃ zvoleným tak, že

D2 Δ= (q̃T ỹ)2 + (
ρ

γ
b− a)q̃T q̃ > 0,

kde ỹ = ST y (pokud ρ/γ ≥ a/b, m̊uže být vektor q̃ libovolný). Pak kvazinewtonovská podmı́nka S+S
T
+y = ρd

je splněna právě tehdy, plat́ı-li

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

q̃T (ỹ + τ q̃)
=

(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)
D

.

Čı́slo τ = pT y se vypočte z rovnosti q̃T ỹ + τ q̃T q̃ = D. Pokud ρ/γ = a/b, lze volit τ = 0.

Důkaz Použit́ım vztahu (S) dostaneme

1
γ
S+S

T
+ = (S + pq̃T )(ST + q̃pT ) = SST + pq̃TST + Sq̃pT + pq̃T q̃pT ,

takže kvazinewtonovskou podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru
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Sỹ + pq̃T ỹ + Sq̃pT y + pq̃T q̃pT y =
ρ

γ
d,

kde ỹ = ST y. Označ́ıme-li τ = pT y, můžeme tuto rovnost zapsat ve tvaru

S(ỹ + τ q̃) + pq̃T (ỹ + τ q̃) =
ρ

γ
d,

odkud dostaneme vztah pro p. Dosad́ıme-li tento vztah do rovnosti τ = pT y, můžeme psát

τ2q̃T q̃ + 2τ q̃T ỹ =
ρ

γ
b− a.

Z druhé strany umocněńım výrazu D = q̃T ỹ + τ q̃T q̃, dostaneme

τ2(q̃T q̃)2 + 2τ q̃T ỹq̃T q̃ + (q̃T ỹ)2 = D2,

což porovnáńım dává

D2 = (q̃T ỹ)2 + (
ρ

γ
b− a)q̃T q̃.

Toto č́ıslo muśı být kladné, což poněkud omezuje volbu vektoru q̃.

Nyńı se budeme zabývat součinovým tvarem metod z Broydenovy tř́ıdy. Poznamenejme, že Broydenovu
tř́ıdu lze vyjádřit v součinovém tvaru pouze tehdy, když d ∈ L(S) (takže d = Sd̃), což plat́ı např́ıklad
tehdy, je-li matice SST regulárńı (pak d̃ = ST (SST )−1d). V opačném př́ıadě můžeme sice všechny vztahy
formálně použ́ıt, ale výsledná metoda nebude patřit do Broydenovy tř́ıdy.

Lemma 11 Necht’ Ũ = [d̃, ỹ], kde d = Sd̃ a ỹ = ST y (takže SŨ = U). Uvažujme aktualizaci (S) kde
q̃ = Ũ q̂ a kde vektor q̂ ∈ R2×2 je zvolen tak, že D2 = (q̃T ỹ)2 + ((ρ/γ)b − a)q̃T q̃ > 0. Pak pro matici
H+ = S+S

T
+ plat́ı H+ = γ(H + UMUT ), kde δ = det((1/γ)H+)/detH ≥ 0 a μ = −detM ≥ 0.

Důkaz Jestliže q̃ = Ũ q̂ a D2 > 0, pak podle lemmatu 10 plat́ı

p =
(ρ/γ)d− S(ỹ + τ q̃)

D
=

(ρ/γ)d− SST y + τUq̂

D

Δ= Up̂,

kde p̂ ∈ R2×2 Dosad́ıme-li obě tato vyjádřeńı do vztahu pro (1/γ)S+S
T
+ uvedeného v d̊ukazu lemmatu 10,

můžeme psát

1
γ
S+S

T
+ = SST + Up̂q̂TUT + Uq̂p̂TUT + Up̂q̃T q̃p̂TUT = SST + UMUT ,

kde

M = p̂q̂T + q̂p̂T + p̂q̃T q̃p̂T = [p̂, q̂]
[
q̃T q̃ , 1
1 , 0

] [
p̂T

q̂T

]
.

Použijeme-li větu o násobeńı determinant̊u, dostaneme

detM = −(det[p̂, q̂])2 ≤ 0.

Dále plat́ı SST + UMUT = S(I + ŨMŨT )ST a použijeme-li (Sb), můžeme psát SST + UMUT = S(I +
p̃q̃T )(I + q̃p̃T )S, takže podle lemmatu 8 plat́ı

δ = det(I + ŨMŨT ) = det(I + p̃q̃T ) det(I + q̃p̃T ) = (1 + q̃T p̃)2 ≥ 0.

65



Poznámka 69 Podle lemmatu 11 existuje součinový tvar pouze pro ty metody z Broydenovy tř́ıdy, pro
které δ ≥ 0 a μ ≥ 0. Ve větě 37 ukážeme, že tyto nutné podmı́nky jsou v jistém smyslu i podmı́nkami
postačuj́ıćımi.

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektor q̃ = Ũ q̂, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy. Jak
vyplývá z d̊ukazu lemmatu 10, je vektor p určen vektorem q̃ (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Nav́ıc výsledná
aktualizace nezáviśı na normě vektoru q̃, nebot’ z (S) plyne, že vynásob́ıme-li vektor q̃ nějakým č́ıslem,
stač́ı t́ımto č́ıslem vydělit vektor p. Proto budeme hledat vektor q̃ ve tvaru q̃ = ỹ + ϑd̃.

Věta 36 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 11 a necht’ q̃ = ỹ + ϑd̃. Pak aktualizace (S) je ekviva-
lentńı aktualizaci (H), pokud

ρ

γ

(b+ ϑc)2

D2
=

1
ab

(η(ac− b2) + b2), (∗)

kde

D2 =
ρ

γ
b(a+ 2ϑb+ ϑ2c) − ϑ2(ac− b2).

Jestlǐze η = 0, pak buď ϑ = 0 nebo

1
ϑ

= −1
2

(
γ

ρ
+
c

b

)
.

V ostatńıch př́ıpadech plat́ı

1
ϑ

= χ±
√(

χ+
γ

ρ

)(
χ+

c

b

)
, χ =

(1 − η)b
ηa

,

což lze zapsat ve tvaru

1
ϑ

=
b

η

(
1 − η

a
± γ

ρ

√
δμ

)
.

Důkaz V d̊ukazu lemmatu 11 jsme ukázali, že δ = (1 + q̃T p̃)2. Výraz vystupuj́ıćı na pravé straně této
rovnosti je podle lemmatu 10 roven č́ıslu

1 + q̃T p̃ = 1 + qT p =
ρ

γ

qT d

D
=
ρ

γ

b+ ϑc

D
.

Dosad́ıme-li za δ výraz z lemmatu 9, dostaneme (∗). Jelikož q̃T ỹ = a+ϑb a q̃T q̃ = a+2ϑb+ϑ2c, dostaneme
po úpravě výraz pro D2 uvedený v tvrzeńı věty 36. Dosad́ıme-li tento vztah do (∗), dostaneme po úpravě

ϑ2

(
ρ

γ
c+ b

)
+ 2ϑ

ρ

γ
b =

η

b
D2.

Jestliže η = 0, pak bud’ ϑ = 0 nebo 1/ϑ = −(γ/ρ+ c/b)/2. V opačném př́ıpadě dosazeńım za D2 a daľśımi
úpravami dostaneme

(1 − η)b
ηa

[
ϑ2

(
ρc

γb
+ 1

)
+ 2ϑ

ρ

γ

]
+ ϑ2 c

b
− ρ

γ
= 0,

neboli

1
ϑ2

− 2
ϑ
χ−

(
γc

ρb
+ χ

(
γ

ρ
+
c

b

))
= 0.
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Tato kvadratická rovnice má řeseńı

1
ϑ

= χ±
√
χ2 + χ

(
γ

ρ
+
c

b

)
+
γc

ρb
= χ±

√(
χ+

γ

ρ

)(
χ+

c

b

)
.

Posledńı dokazovaný vztah plyne z toho, že

χ+
c

b
=

(1 − η)b2 + ηac

ηab
=
η(ac− b2) + b2

ηab
=
γδ

ρη

a

χ+
γ

ρ
=

(1 − η)b/a+ ηγ/ρ

η
=
γb

ρa

(1 − η)ρ/γ + ηa/b

η
=
γb2

ρη
μ.

Poznámka 70 Věta 36 udává zp̊usob, jak lze k dané metodě s proměnnou metrikou (charakterizované
parametrem η) nalézt součinový tvar (S). K dané hodnotě η najdeme podle věty 36 hodnotu ϑ určuj́ıćı
vektor q̂ a č́ıslo D2 (existuj́ı obvykle dvě řešeńı). Pak podle lemmatu 10 urč́ıme vektor p (existuj́ı opět dvě
řešeńı).

(a) Pro metodu DFP plat́ı η = 0, takže lze volit ϑ = 0.

(b) Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, takže χ = 0, což dává ϑ = ±√ρb/γc.

(c) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b), takže μ = 0 a χ = γ/ρ, což dává ϑ = ρ/γ.
Metodu hodnosti 1 můžeme vyjádřit v součinovém tvaru pouze tehdy, když bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c, nebo
a/b ≤ ρ/γ (poznámka 63).

Použit́ı věty 36 neńı př́ılǐs vhodné pro explicitńı vyjádřeńı součinového tvaru. Jinou možnost udává
následuj́ıćı věta, kde symboly

√
δ a

√
μ označuj́ı libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
δ)2 = δ

a (
√
μ)2 = μ.

Věta 37 Uvažujme aktualizaci (H), kde H = SST , a > 0, b > 0, c > 0, ac − b2 > 0, δ ≥ 0, μ ≥ 0 a
δ + μ > 0. Necht’ d = Sd̃ a ỹ = ST y. Pak plat́ı H+ = ST

+S+, přičemž

1√
γ
S+ = S + Up̂q̂T ŨT , (S1)

kde

p̂q̂T =
1
λ

[ ρ
γ + a

√
μ

−1 − b
√
μ

][ √
δ − b

√
μ

−γ
ρ

√
δ + c

√
μ

]T

a

λ =
(
ρ

γ
c− b

)
+
(
b− γ

ρ
a

)√
δ +

(
ac− b2

)√
μ.

Důkaz (a) Z d̊ukazu lemmatu 11 v́ıme, že

(p̂1q̂2 − q̂1p̂2)2 = (det[p̂, q̂])2 = −detM = μ.

Použijeme-li tento výsledek můžeme psát
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p̂q̂T − q̂p̂T =
[

0 , p̂1q̂2 − q̂1p̂2

q̂1p̂2 − p̂1q̂2 , 0

]
=
[

0, +
√
μ

−√
μ, 0

]
.

(b) Předpokládejme nejprve, že δ > 0. Použijeme-li vztah (S1), dostaneme

1
γ
S+S

T
+ = S(I + Ũ p̂q̂T ŨT )(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ST .

Z d̊ukazu lemmatu 11 v́ıme, že

det(I + Ũ p̂q̂T ŨT ) =
√
δ,

takže podle lemmatu 8 plat́ı

(I + Ũ p̂q̂T ŨT )−1 = I − 1√
δ
Ũ p̂q̂T ŨT

a podmı́nku S+S
T
+y = ρd můžeme zapsat ve tvaru

(I + Ũ q̂p̂T ŨT )ỹ =
ρ

γ

(
I − 1√

δ
Ũ p̂q̂T ŨT

)
d̃.

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva matićı ŨT a přihlédneme-li k tomu, že

ŨT Ũ =
[
d̃T d̃ d̃T ỹ

ỹT d̃ ỹT ỹ

]
=
[
c, b
b, a

]
,

dostaneme [
b
a

]
+
[
c, b
b, a

]
q̂p̂T

[
b
a

]
=
ρ

γ

([
c
b

]
− 1√

δ

[
c, b
b, a

]
p̂q̂T

[
c
b

])
,

což po úpravě dává

q̂p̂T

[
b
a

]
+ p̂q̂T 1√

δ

ρ

γ

[
c
b

]
=

1
ac− b2

[
a, −b
−b, c

](
ρ

γ

[
c
b

]
−
[
b
a

])
=
[ ρ

γ

−1

]
.

Použijeme-li nyńı (a), dostaneme

p̂q̂T

([
b
a

]
+

1√
δ

ρ

γ

[
c
b

])
=
[ ρ

γ + a
√
μ

−1 − b
√
μ

]
.

Z tohoto vyjádřeńı je patrné, že vektor p̂ ∈ R2 je skalárńım násobkem vektoru na pravé straně posledńı
rovnosti. Jelikož skalárńı násobek můžeme zvolit libovolně, polož́ıme

p̂ =
[ ρ

γ + a
√
μ

−1 − b
√
μ

]
.

Pak pro vektor q̂ ∈ R2 dostaneme rovnici

q̂1

(
b+

1√
δ

ρ

γ
c

)
+ q̂2

(
a+

1√
δ

ρ

γ
b

)
= 1

a z (a) plyne

q̂1 (1 + b
√
μ) + q̂2

(
ρ

γ
+ a

√
μ

)
=

√
μ.

Řešeńım těchto dvou rovnic je vektor
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q̂ =
1
λ

[ √
δ − b

√
μ

−γ
ρ

√
δ + c

√
μ

]
,

kde

λ =
(
ρ

γ
c− b

)
+
(
b− γ

ρ
a

)√
δ + (ac− b2)

√
μ.

Jelikož ac−b2 > 0, je alespoň jeden z výraz̊u (ρ/γ)c−b a b− (γ/ρ)a nenulový a protože δ > 0, lze vhodnou
volbou znaménka

√
δ doćılit toho, že λ �= 0.

(c) Necht’ nyńı δ = 0. Jelikož podle předpokladu plat́ı ac − b2 > 0 a μ > 0, můžeme vhodnou volbou
znaménka

√
μ doćılit toho, že λ �= 0. Jelikož podle poznámky 59 je δ lineárńı funkćı parametru η (se

směrnićı ac− b2 > 0), plat́ı δ(η+ ε) > 0 pro libovolné č́ıslo ε > 0. Pro δ(η+ ε) > 0 můžeme použ́ıt postup
uvedený v (b) a protože všechny veličiny v rozkladu (S1) záviśı spojitě na ε, lze použ́ıt limitńı přechod a
tvrzeńı plat́ı i pro δ = δ(η) = 0.

Poznámka 71 Ve větě 37 jsme použili předpoklad δ + μ > 0, nebot’ v opačném ř́ıpadě je matice p̂q̂T

vystupuj́ıćı v (S1) nulová. I v tomto př́ıpadě je však možné vyjádřit aktualizaci (H) v součinovém tvaru.
Hodnota μ = 0 odpov́ıdá metodě hodnosti 1, pro kterou podle d̊usledku 7 plat́ı vyjádřeńı (SR) a pokud
ac− b2 > 0 nemůže být jmenovatel v (SR) nulový.

Obě předchoźı věty obsahuj́ı poměrně komplikované výrazy. Tyto výrazy se velmi zjednoduš́ı pro
základńı metody (HD), (HB), (HR).

Důsledek 7 Pro metodu DFP plat́ı η = 0, čili δ = ρb/(γa) a μ = ρ/(γab), takže

1√
γ
S+ = S − 1

a

(
SST y ±

√
ρa

γb
d

)
ỹT . (SD)

Pro metodu BFGS plat́ı η = 1, čili δ = ρc/(γb) a μ = 1/b2, takže

1√
γ
S+ = S − 1

b
d

(
ỹ ±

√
ρb

γc
d̃

)T

. (SB)

Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b), čili δ = ((ρ/γ)c− b)/(b− (γ/ρ)a) a μ = 0, takže

1√
γ
S+ = S +

√
δ − 1(

ρ
γ

)2

c− 2 ρ
γ b+ a

(
ρ

γ
d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

. (SR)

V těchto vzorćıch je d = Sd̃ (pokud d ∈ L(S)) a SST y = Sỹ (pokud ỹ = ST y).

Důkaz K odvozeńı těchto vztah̊u můžeme použ́ıt bud’ větu 36 nebo větu 37. Použit́ı věty 36 je vhodné pro
metodu DFP, nebot’ pro ϑ = 0 se potřebné výrazy velmi zjednoduš́ı. Pro metodu BFGS muśıme použ́ıt trik
spoč́ıvaj́ıćı v tom, že kvazinewtonovská podmı́nka je v tomto př́ıpadě splněna, pokud τ = −1. Použit́ım
této hodnoty lze obej́ıt výpočet č́ısla D2 a jeho odmocniny. Zde použijeme větu 37. Př́ımé dosazeńı do
(S1) neńı triviálńı a vyžaduje speciálńı volbu znaménka

√
μ, jinak nedostaneme jednoduchá vyjádřeńı.

(a) Pro metodu DFP lze dosazeńım zjistit, že δ = ρb/(γa) a μ = ρ/(γab). Znaménko
√
μ budeme volit

tak, aby platilo
√
δ = b

√
μ. Pak

λ =
(
ρ

γ
c− b

)
+
γa

ρb

(
ρ

γ
c− b

)√
δ =

(
ρ

γ
c− b

)
(
√
δ + 1)/

√
δ,
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p̂ =

[
a
b ( ρb

γa +
√
δ)

−1 −√
δ

]
=
[

a
b

√
δ(
√
δ + 1)

−(
√
δ + 1)

]
, q̂ =

1
a

[
0
γa
ρb ( ρ

γ c− b)
√
δ

]
=

1
a

[
0
( ρ

γ c− b)/
√
δ

]
,

takže po vykráceńı

1
λ
p̂q̂T =

1
a

[
a
b

√
δ

−1

] [
0
1

]
= −1

a

[
±
√

ρa
γb

1

] [
0
1

]
.

(b) Pro metodu BFGS lze dosazeńım zjistit, že δ = ρc/(γb) a μ = 1/b2. Znaménko
√
μ budeme volit tak,

aby platilo
√
μ = −1/b. Pak

λ =
(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ − 1

b
(ac− b2) =

c

b

(
ρ

γ
b− a

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ

=
(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

(
ρc

γb
+
√
δ

)
=
(
ρ

γ
b− a

)
γ

ρ

√
δ(
√
δ + 1),

p̂ =
1
b

[ ρ
γ b− a

0

]
, q̂ =

[ √
δ + 1

−γ
ρ (
√
δ + ρc

γb )

]
=

[ √
δ + 1

−γ
ρ

√
δ(
√
δ + 1)

]
,

takže po vykráceńı

1
λ
p̂q̂T =

1
b

[
1
0

] [ ρ
γ

1√
δ

−1

]
= −1

b

[
1
0

][ ±
√

ρb
γc

1

]
.

(c) Pro metodu hodnosti 1 lze dosazeńım zjistit, že

δ =
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

a μ = 0, takže

λ =
(
ρ

γ
c− b

)
+
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ =

γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)(
ρ

γ

ρ
γ c− b
ρ
γ b− a

+
√
δ

)
=
γ

ρ

(
ρ

γ
b− a

)√
δ(
√
δ + 1),

p̂ =
[ ρ

γ

−1

]
, q̂ =

√
δ

[
1
−γ

ρ

]
=
ρ

γ

√
δ

[ γ
ρ

−1

]
,

takže po vykráceńı

1
λ
p̂q̂T =

[ ρ
γ

−1

] [ ρ
γ

−1

]T

(
ρ
γ b− a

)
(
√
δ + 1)

=

[ ρ
γ

−1

] [ ρ
γ

−1

]T

(
√
δ − 1)(

ρ
γ b− a

)(
ρ
γ

ρ
γ c−b
ρ
γ b−a

− 1
) =

[ ρ
γ

−1

] [ ρ
γ

−1

]T

(
√
δ − 1)(

ρ
γ

)2

c− 2 ρ
γ b+ a

.

70



Poznámka 72 Vzorec (SR) lze upravit tak, aby se v něm neodeč́ıtala bĺızká č́ısla. Dosad́ıme-li do (SR)
výraz pro δ a rozš́ı̌ŕıme-li zlomek č́ıslem

√
δ + 1, vykrát́ı se nový čitatel s p̊uvodńım jmenovatelem a po

úpravách dostaneme

1√
γ
S+ = S +

1
ρ
γ b− a±

√
ρ
γ ( ρ

γ b− a)( ρ
γ c− b)

(
ρ

γ
d− SST y

)(
ρ

γ
d̃− ỹ

)T

.

Poznámka 73 V součinovém tvaru lze vyjádřit také vztah (B). Z praktických d̊uvod̊u se inverzńı součinový
vztah použ́ıvá pouze v př́ıpadě, že matice B je regulárńı (potřebujeme řešit soustavu Bs + g = 0).
Předpokládejme, že B = ATA a B+ = AT

+A+, kde matice A ∈ Rm×n a A+ ∈ Rm×n maj́ı plnou hodnost,
což nastává např́ıklad v př́ıpadě, že F (x) = (1/2)fT (x)f(x) (minimalizace součtu čtverc̊u) a matice A
aproximuje Jacobiovu matici zobrazeńı f : Rn → Rm.

Věta 38 Uvažujme aktualizaci (B), kde B = ATA, a > 0, b > 0, c > 0, δ > 0 a μ > 0. Necht’ d̃ = Ad a
ỹ = A(ATA)−1y (takže y = AT ỹ). Pak plat́ı B+ = AT

+A+, přičemž

√
γA+ = A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T , (A1)

kde p̂ a q̂ jsou vektory vystupuj́ıćı ve větě 37.

Důkaz Podle (Sa) plat́ı

1
γ
S+S

T
+ = (I + pqT )SST (I + qpT ),

což s použit́ım lemmatu 8 dává

γAT
+A+ = (I + qpT )−1ATA(I + pqT )−1 =

(
I − 1√

δ
qpT

)
ATA

(
I − 1√

δ
pqT

)
.

Plat́ı tedy

√
γA+ = A

(
I − 1√

δ
pqT

)
= A− 1√

δ
Ũ p̂q̂T (BU)T ,

nebot’

Ap = AUp̂ = A
[
d, (ATA)−1y

]
p̂ =

[
d̃, ỹ

]
p̂ = Ũ p̂

a

q = AT q̃ = AT Ũ q̂ = AT
[
d̃, ỹ

]
q̂ =

[
ATAd, y

]
q̂ = BUq̂.

Poznámka 74 Pro metodu DFP plat́ı

√
γA+ = A− 1

b

(
d̃±

√
γb

ρa
ỹ

)
yT . (AD)

Pro metodu BFGS plat́ı

√
γA+ = A− 1

c
d̃

(
ATAd±

√
γc

ρb
y

)T

. (AB)

Pro metodu hodnosti 1 plat́ı
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√
γA+ = A+

1/
√
δ − 1(

γ
ρ

)2

a− 2γ
ρ b+ c

(
γ

ρ
ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

. (AR)

kde 1/δ = (γ/ρ)((γ/ρ)a− b)/((γ/ρ)b− c). Vzorec (AR) lze upravit na tvar

√
γA+ = A+

1
γ
ρ b− c±

√
γ
ρ (γ

ρ b− c)(γ
ρa− b)

(
γ

ρ
ỹ − d̃

)(
γ

ρ
y −ATAd

)T

.

Ve všech těchto vzorćıch je y = AT ỹ (pokud y ∈ L(AT )) a ATAd = AT d̃ (pokud d̃ = Ad). Poznamenejme,
že pro minimalizaci součtu čtverc̊u má praktický význam pouze metoda BFGS, která použ́ıvá vektor
d̃ = Ad. Ostatńı metody potřebuj́ı nav́ıc vektor ỹ = A(ATA)−1y, takže je nutné invertovat matici ATA.

Poznámka 75 V předchoźım výkladu jsme narazili na jistá omezeńı, která muśı splňovat některé významné
metody z Broydenovy tř́ıdy. Proto se definuj́ı r̊uzné části této tř́ıdy.

(a) Definitńı metody, kdy η ≥ η∗ a β ≥ β∗.

(b) Rozložitelné metody, kdy δ ≥ 0 (takže η ≥ η∗ a β ≥ β∗) a μ ≥ 0. Dosazeńım za μ se snadno
přesvědč́ıme, že pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je každá definitńı metoda rozložitelná. Označme ηHR

hodnotu odpov́ıdaj́ıćı metodě hodnosti 1. Pokud 0 < ρ/γ ≤ b/c, jsou rozložitelné ty metody pro něž
η ≥ ηHR, kde η∗ < ηHR < 0. Pokud a/b < ρ/γ, jsou rozložitelné ty metody pro něž η∗ ≤ η ≤ ηHR,
kde ηHR > 1.

(c) Perfektńı metody, kdy η ≥ 0 a β∗ ≤ β ≤ 1.

(d) Omezené metody, kdy 0 ≤ η ≤ 1 a 0 ≤ β ≤ 1. Tyto metody jsou též rozložitelné a perfektńı.

Metody DFP, BFGS a Hoshinova metoda jsou omezené. Metoda hodnosti 1 je definitńı pouze tehdy,
jestliže bud’ 0 < ρ/γ ≤ b/c nebo a/b ≤ ρ/γ. V tomto př́ıpadě je tato metoda rozložitelná a jestliže
a/b ≤ ρ/γ i perfektńı. Metoda hodnosti 1 neńı nikdy omezená.

4.3 Variačńı odvozeńı metod s proměnnou metrikou

Velmi zaj́ımavý zp̊usob jak lze źıskat metody s proměnnou metrikou spoč́ıvá v použit́ı minimalizačńıho
principu.

Věta 39 Necht’ W je SPD matice. Pak Frobeniova norma ‖W−1/2((1/γ)H+ −H)W−1/2‖F je minimálńı
na množině všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku(

1
γ
H+ −H

)
y =

ρ

γ
d−Hy

Δ= w

právě tehdy, plat́ı-li

1
γ
H+ =

(
H +

WywT + w(Wy)T

yTWy
− wT y

yTWy

Wy(Wy)T

yTWy

)
. (H)

Důkaz Jelikož matice (1/γ)H+ −H je symetrická, můžeme položit (1/γ)H+ −H = X + XT , kde X je
zat́ım neznámá čtvercová matice . Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1
4
‖W−1/2(X +XT )W−1/2‖2

F + uT (w − (X +XT )y) =

=
1
4

n∑
i=1

n∑
j=1

(eT
i W

−1/2(X +XT )W−1/2ej)2 +
n∑

i=1

ui

⎛
⎝wi −

n∑
j=1

eT
i (X +XT )ejyj

⎞
⎠ ,
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kde u ∈ Rn je vektor Lagrangeových multiplikátor̊u (ei, ej jsou sloupce jednotkové matice řádu n). De-
rivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂Xkl
=

1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

(eT
i W

−1/2(X +XT )W−1/2ej)(eT
i W

−1/2(eke
T
l + ele

T
k )W−1/2ej) −

−
n∑

i=1

ui

n∑
j=1

eT
i (eke

T
l + ele

T
k )ejyj =

=
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

eT
kW

−1/2eie
T
i W

−1/2(X +XT )W−1/2eje
T
j W

−1/2el +

+
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

eT
l W

−1/2eie
T
i W

−1/2(X +XT )W−1/2eje
T
j W

−1/2ek +

+
n∑

i=1

n∑
j=1

ui(eT
i eke

T
l ej + eT

i ele
T
k ej)yj =

= eT
kW

−1(X +XT )W−1el − (ukyl + ulyk).

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar

1
γ
H+ −H = W (uyT + yuT )W.

Dosad́ıme-li tento vektor do vztahu ((1/γ)H+ −H)y = w, dostaneme po úpravě

(yTWy ·W +Wy(Wy)T )u = w.

Podle d̊usledku 6, můžeme vypoč́ıtat inverzi

(yTWy ·W +Wy(Wy)T )−1 =
1

yTWy

(
W−1 − yyT

2yTWy

)
(z pozitivńı definitnosti matice W plyne yTWy > 0 pro y �= 0). Plat́ı tedy

u =
1

yTWy

(
W−1 − yyT

2yTWy

)
w,

což po dosazeńı do vztahu pro (1/γ)H+−H dává tvrzeńı věty. Postačitelnost plyne z konvexity Frobeniovy
normy.

Je zřejmé, že metoda źıskaná aktualizaćı (H) patř́ı do Broydenovy tř́ıdy právě tehdy, je-li vektor Wy
lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy. Protože aktualizace (H) nezáviśı na normě vektoru Wy, budeme
předpokládat, že Wy = d+ ϑHy.

Věta 40 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 39 a necht’ Wy = d+ ϑHy. Pak aktualizace (H) je ekviva-
lentńı aktualizaci (H), pokud

η =
b(b− ϑ2(ρ/γ)a)

(b+ ϑa)2
. (∗)

Pokud η = 1, pak buď ϑ = 0, nebo 1/ϑ = −(ρ/γ + a/b)/2. Pokud η �= 1 a μ ≥ 0, plat́ı

1
ϑ

=
a

1 − η

(η
b
±√

μ
)
.
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Důkaz Jestliže Wy = d+ϑHy, plat́ı yTw = (ρ/γ)b−a a yTWy = b−ϑa. Dosad́ıme-li tyto vztahy do (H)
a porovnáme-li záporně vzaté koeficienty u smı́̌sených člen̊u (v aktualizaci (H) je tento koeficient roven
η/b), dostaneme

b− ϑ2(ρ/γ)a
(b+ ϑa)2

=
η

b
,

odkud plyne (∗). Jestliže η = 1, dostaneme z (∗) b2 − ϑ2(ρ/γ)ab = b2 + 2ϑab+ ϑ2a2,
neboli

ϑ2

(
ρ

γ
b+ a

)
+ 2ϑb = 0,

takže buď ϑ = 0, nebo 1/ϑ = −(ρ/γ + a/b)/2. V opačném př́ıpadě dostaneme η(b2 + 2ϑab + ϑ2a2) =
b2 − ϑ2(ρ/γ)ab, což po úpravě dává

η − 1
ϑ2

+
2
ϑ
η
a

b
+ η

(a
b

)2

+
ρ

γ

a

b
= 0.

Tato kvadratická rovnice má řeseńı

1
ϑ

=
ηa

(1 − η)b
±

√[
η
(

a
b − ρ

γ

)
+ ρ

γ

]
a
b

1 − η
=

a

1 − η

(η
b
±√

μ
)
.

Poznámka 76 Analogický postup lze použ́ıt pro aktualizaci matice B. Necht’ V je SPD matice. Pak
Frobeniova norma ‖V −1/2(γB+−B)V −1/2‖F je minimálńı na množině všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou
podmı́nku

(γB+ −B) d =
γ

ρ
y −By

Δ= v

právě tehdy, plat́ı-li

γB+ =
(
B +

V dvT + v(V d)T

dTV d
− vT d

dTV d

V d(V d)T

dTV d

)
. (B)

Zvoĺıme-li matici V tak že V d = y + ϑBd, je aktualizace (B) ekvivalentńı aktualizaci (B), pokud

β =
b(b− ϑ2(γ/ρ)c)

(b+ ϑc)2
.

Pokud β = 1, pak buď ϑ = 0, nebo 1/ϑ = −(γ/ρ+ c/b)/2. Pokud β �= 1 a μ ≥ 0, plat́ı

1
ϑ

=
c

1 − β

(
β

b
±√

μ

)
.

Poznámka 77 Zvoĺıme-li V = I, dostaneme metodu, která nepatř́ı do Broydenovy tř́ıdy a která se nazývá
Powellovou symetrizaćı Broydenovy metody (PSB).

B+ =
1
γ

(
B +

dvT + vdT

dT d
− vT d

dT d

ddT

dT d

)
.

Metoda PSB nezaručuje pozitivńı definitnost matice B+, takže nemuśı globálně konvergovat. Přesto je
této, obecně velmi neefektivńı, metodě věnována velká publicita, která souviśı s jej́ı př́ıbuznost́ı s některými
metodami pro ř́ıdké úlohy (Věta 82).
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Minimalizačńı postup lze použ́ıt i k odvozeńı součinového tvaru metod s proměnnou metrikou. V
tomto př́ıpadě dostaneme vyjádřeńı, které je obecněǰśı než (S1) a které obsahuje i aktualizace hodnosti 2.
Abychom mohli použ́ıt variačńı princip, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

1√
γ
ST

+y = z,
1√
γ
S+z =

ρ

γ
d, zT z =

ρ

γ
b, (∗)

kde z je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch dvou
rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z.

Věta 41 Necht’ T je SPD matice. Pak Frobeniova norma ‖T−1/2(S+/
√
γ−S)‖F je minimálńı na množině

všech matic splňuj́ıćıch kvazinewtonovskou podmı́nku (*) právě tehdy, plat́ı-li

1√
γ
S+ = S − Ty

yTTy
yTS +

(
ρ

γ
d− Sz +

yTSz

yTTy
Ty

)
zT

zT z
. (S2)

Důkaz Označme X = S+/
√
γ. Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1
2

∥∥∥T−1/2 (X − S)
∥∥∥2

F
+ uT

(
XT y − z

)
+ vT

(
Xz − ρ

γ
d

)

=
m∑

i=1

[
1
2

(xi − si)
T
T−1 (xi − si) + uiy

Txi + ziv
Txi

]
− uT z − ρ

γ
vT d,

kde S = [s1, . . . sm] a X = [x1, . . . xm]. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂xi
= T−1 (xi − si) + uiy + ziv.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(xi − si) + uiy + ziv = 0, 1 ≤ i ≤ m,
neboli

X − S = −TyuT − TvzT .

Použit́ım prvńı podmı́nky z (*) dostaneme

XT y = ST y − yTTyu− vTTyz = z ⇒ u =
1

yTTy

(
ST y − (1 + vTTy)z

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

X − S = − Ty

yTTy
yTS + wzT ,

kde w ∈ Rn je zat́ım neznámý vektor (jednoznačně určený vektorem v). Užit́ım druhé podmı́nky z (*)
dostaneme

Xz = Sz − yTSz

yTTy
Ty + zT zw =

ρ

γ
d ⇒ w =

1
zT z

(
ρ

γ
d− Sz +

yTSz

yTTy
Ty

)
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti (s využit́ım vztahu X = S+/
√
γ) dává (S2). Postačitelnost plyne z

konvexity Frobeniovy normy.

Nyńı ukážeme, jak lze volit vektory Ty a z, abychom dostali jednotlivé metody z Broydenovy tř́ıdy.
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Věta 42 Uvažujme aktualizaci (H), kde H = SST , a > 0, b > 0, c > 0 a η ≥ 0 (takže δ > 0). Necht’ S+

je matice určená podle (S2), kde

Ty =
√
η

b
d+

1 −√
η

a
Hy, z =

ρ

γ

b√
δ
STBTy

a kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ (δ je č́ıslo

definované v poznámce 59). Pak plat́ı H+ = S+S
T
+.

Důkaz (a) Položme z = ϑbSTBTy, kde hodnota ϑ se vyb́ırá tak, aby platilo zT z = (ρ/γ)b (vztah (*)).
Jelikož zT z = ϑ2b2yTTBTy, je tato hodnota dána výrazem

ϑ2 =
ρ

γ

1
b yTTBTy

.

Speciálńı volbu z = ϑbSTBTy použ́ıváme proto, že se t́ım značně zjednoduš́ı aktualizace (S2), nebot’ v
tomto př́ıpadě plat́ı

yTSz

yTTy
Ty − Sz =

ϑb yTTy

yTTy
Ty − ϑb Ty = 0.

(b) Jelikoz vynásobeńı matice T kladným č́ıslem nezměńı tvar aktualizace (S2), budeme předpokládat, že
yTTy = 1. Polož́ıme-li

Ty =
α1

b
d+

α2

a
Hy,

pak z yTTy = 1 plyne α1 + α2 = 1. Dále plat́ı

yTTBTy =
α2

1

b2
c+ 2

α1α2

ab
b+

α2
2

a2
a =

α2
1(ac− b2) + b2

ab2

(použ́ıváme vztah α1 + α2 = 1). Dosad́ıme-li tento výsledek do výrazu odvozeného v (a), dostaneme

ϑ2 =
ρ

γ

1
b yTTBTy

=
ρ

γ

ab

α2
1(ac− b2) + b2

(c) Nyńı využijeme toho, že vektory z a Ty uvedené v (a) a (b) umožňuj́ı zapsat aktualizaci (S2) ve velmi
jednoduchém tvaru

1√
γ
S+ = S − TyyTS + ϑdyTTBS.

Polož́ıme-li H = SST a H+ = S+S
T
+, dostaneme z předchoźıho vztahu (po vynásobeńı)

1
γ
H+ = H − (TyyTH +HyyTT ) + ϑ(dyTT + TydT ) + aTyyTT − ϑ(dyTT + TydT ) + ϑ2yTTBTyddT

= H − (TyyTH +HyyTT ) + aTyyTT + ϑ2yTTBTyddT .

Jelikož vektor Ty je lineárńı kombinaćı vektor̊u d a Hy, můžeme tuto aktualizaci vyjádřit ve tvaru
(1/γ)H+ = H + UMUT , kde použité matice maj́ı stejný význam jako ve větě 33. K určeńı parametru η
stač́ı porovnat koeficienty u HyyTH v obou vyjádřeńıch. Podle věty 33 se tento koeficient rovná (η− 1)/a
a dosazeńım vektoru Ty = (α1/b)d+ (α2/a)Hy do předchoźıho vztahu dostaneme hodnotu α2

2/a− 2α2/a.
Muśı tedy platit

α2
2

a
− 2

α2

a
=
η − 1
a

,

neboli α2
1 = (1−α2)2 = α2

2 − 2α2 + 1 = η. Dosad́ıme-li α2
1 = η do výrazu odvozeného v (b) a použijeme-li

č́ıslo δ definované v poznámce 59, dostaneme

ϑ2 =
ρ

γ

ab

η(ac− b2) + b2
=
(
ρ

γ

)2 1
δ
.

76



Důsledek 8 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 42 a necht’

1√
γ
S+ = S −

(√
η

b
d+

1 −√
η

a
Hy

)
yTS +

ρ

γ

1√
δ
d

(√
η

b
dTB +

1 −√
η

a
yT

)
S

= S −
((√

η

b
− ϑ

1 −√
η

a

)
d− 1 −√

η

a
Hy

)
yTS + ϑ

√
η

b
ddTBS, (S2)

kde
√
η a

√
δ jsou libovolné hodnoty (kladné i záporné) takové, že (

√
η)2 = η a (

√
δ)2 = δ a kde ϑ =

(ρ/γ)/
√
δ. Pak plat́ı H+ = S+S

T
+.

Důkaz Dokazovaný vztah dostaneme prostým dosazeńım vektoru Ty a č́ısla ϑ uvedených ve větě 42 do
vzorce (1/

√
γ)S+ = S − TyyTS + ϑdyTTBS použitého v d̊ukazu této věty.

Poznámka 78 Věta 42 použ́ıvá jiné předpoklady než věta 37, nerovnost μ ≥ 0 je nahražena nerovnost́ı
η ≥ 0. Vztah (S2) lze tedy použ́ıt pro každou perfektńı metodu z Broydenovy tř́ıdy. Na druhé straně
matice (1/

√
γ)S+−S v (S2) má obecně hodnost 2, takže (S2) vyžaduje v́ıce numerických operaćı než (S1).

Je zaj́ımavé, že pro η = 0 (DFP) nebo η = 1 (BFGS) dávaj́ı oba vztahy stejný výsledek, dosazeńı do (S2)
je však nesrovnatelně jednodušš́ı. Je také zaj́ımavé porovnat (S2) s pseudosoučinovým tvarem uvedeným
v poznámce 61.

4.4 Výběr parametr̊u (škálováńı a korekce)

Zat́ım jsme se zabývali r̊uznými vyjádřeńımi a základńımi vlastnostmi metod s proměnnou metrikou.
Nyńı je třeba ukázat, jak se voĺı pod́ıl ρ/γ a parametr η. Vhodná volba pod́ılu ρ/γ může mı́t vliv na
asymptotickou rychlost konvergence diskutovanou v poznámce 26.

Věta 43 Necht’ G̃ je matice taková, že G̃d = y, tedy např́ıklad

G̃ =
∫ 1

0

G(x+ λd)dλ.

Označme R = G̃1/2HG̃1/2 a R′
+ = G̃1/2H+G̃

1/2. Pak jestlǐze 0 ≤ η ≤ 1 a b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, plat́ı
κ(R′

+) ≤ κ(R).

Důkaz Označme z = G̃1/2d, takže y = G̃1/2z. Použijeme-li (H), můžeme psát

1
γ
R′

+ = R+
ρ

γb
zzT − 1

a
Rz(Rz)T +

η

a

(a
b
z −Rz )(

a

b
z −Rz

)T

,

kde a = zTRz a b = zT z. Transformaćı kvazinewtonovské podmı́nky dostaneme R+z = ρz, takže matice
R+ má vlastńı č́ıslo ρ př́ıslušné vlastńımu vektoru z. Vlastńı vektory v ∈ Rn př́ıslušné ostatńım vlastńım
č́ısl̊um λ �= ρ můžeme volit tak, aby vT z = 0 a vT v = 1. Potom

1
γ
vTR′

+v = vTRv +
η − 1
a

vTRz ≤ vTRv

(nebot’ η − 1 ≤ 0) a λ = vTR′
+v ≤ γvTRv ≤ γ‖R‖. Můžeme tedy psát ‖R′

+‖ ≤ max(ρ, γ‖R‖). Protože
a = zTRz a b = zT z, plat́ı a/b = zTRz/zT z ≤ ‖R‖, takže pro ρ/γ ≤ a/b dostaneme ρ ≤ γ‖R‖. Plat́ı tedy
‖R′

+‖ ≤ γ‖R‖. Nyńı můžeme použ́ıt dualitu (poznámka 64) a provést stejnou úvahu pro matici (R′
+)−1

(v tomto př́ıpadě se použ́ıvá nerovnost γ/ρ ≥ c/b). Dostaneme tak ‖(R′
+)−1‖ ≤ (1/γ)‖R−1‖. Spojeńım

obou nerovnost́ı dostaneme dokazované tvrzeńı
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Poznámka 79 Podle věty 43 je vhodné volit pod́ıl ρ/γ tak, aby platilo b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b. V tomto př́ıpadě
plat́ı μ ≥ 0 pro libovolnou hodnotu parametru η (poznámka 75). Metoda hodnosti 1 však vyžaduje, aby
0 < ρ/γ < b/c nebo a/b < ρ/γ (poznámka 63), nebot’ jinak neńı matice H+ pozitivně definitńı. Interval
0 < ρ/γ < b/c je nevhodný, nebot’ v tomto př́ıpadě ηHR < 0. Zbývá tedy interval a/b < ρ/γ. Pak ηHR > 1
a metoda hodnosti 1 patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou. Bližš́ı podrobnosti týkaj́ıćı se
volby pod́ılu ρ/γ jsou uvedeny v poznámce 80.

K volbě parametru η lze použ́ıt r̊uzné minimalizačńı principy. Nejv́ıce se ujal princip spoč́ıvaj́ıćı v
minimalizaci č́ısla podmı́něnosti matice (1/γ)H− 1

2H+H
− 1

2 .

Lemma 12 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 9 a necht’ vektory d a Hy jsou lineárně nezávislé
(takže ac− b2 > 0). Pak pro η > η∗ plat́ı:

(a) Kořeny λ(η) ≤ λ(η) kvadratické rovnice λ2 + σλ+ δ = 0 jsou rostoućımi funkcemi parametru η.

(b) Podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η) je splněna právě tehdy, když μ ≥ 0.

(c) Pod́ıl λ(η)/λ(η) nabývá svého minima právě tehdy, když

η = ηHM =
bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2
> η∗. (HM)

Důkaz (a) Podle lemmatu 9 jsou č́ısla λ(η) a λ(η) vlastńımi č́ısly matice (1/γ)H− 1
2H+H

− 1
2

Δ= T + ηuuT

(použili jsme vztah (H)). Necht’ η1 > η2. Je-li v1 ∈ Rn, ‖v1‖ = 1, vlastńım vektorem matice T + η1uu
T

př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η1), plat́ı λ(η1) = vT
1 (T + η1uu

T )v1 < vT
1 (T + η2uu

T )v1 ≤ λ(η2). Je-
li v2 ∈ Rn, ‖v2‖ = 1, vlastńım vektorem matice T + η2uu

T př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ(η2), plat́ı
λ(η2) = vT

2 (T + η2uu
T )v2 > vT

2 (T + η1uu
T )v2 ≥ λ(η1).

(b) Podle (VM2) plat́ı (1/γ)H− 1
2H+H

− 1
2 = I +H− 1

2UMUTH− 1
2 , takže podmı́nka 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η)

je splněna právě tehdy, lež́ı-li nula mezi nejmenš́ım a největš́ım vlastńım č́ıslem matice H− 1
2UMUTH− 1

2 ,
což nastává právě tehdy, plat́ı-li detM = −μ ≤ 0.
(c) Poznamenejme, že diskriminant kvadratické rovnice λ2 +σλ+δ = 0 je kladný, nebot’ tak jako v d̊ukazu
věty 34 plat́ı

σ2 − 4δ =
(
γa

ρb
δ +

ρc

γb

)2

− 4δ =
(
γa

ρb
δ − ρc

γb

)2

+ 4
ac− b2

b2
δ > 0

(předpokládáme, že δ > 0 a ac− b2 > 0). Vyjádř́ıme-li kořeny rovnice λ2 + σλ+ δ = 0 v explicitńım tvaru
a použijeme-li substituci

ω =
σ

2
√
δ
,

dostaneme po rozš́ı̌reńı zlomku

λ

λ
=
(
ω +

√
ω2 − 1

)2

.

Derivujeme-li tento pod́ıl podle parametru η, dostaneme(
λ

λ

)′
=

2ω′
√
ω2 − 1

(
ω +

√
ω2 − 1

)2

(jmenovatel je stejně jako diskriminant rovnice λ2 + σλ + δ = 0 kladný). Tento výraz je nulový právě
tehdy, jestliže
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ω′ =
2σ′δ − σδ′

4δ
√
δ

= 0,

neboli 2σ′δ − σδ′ = 0 (nebot’ δ > 0). Použijeme-li výrazy uvedené v lemmatu 9, dostaneme

2σ′δ − σδ′ =
ρ

γ

ac− b2

ab3
(
η(ac− b2) + b2

)− (
ρ

γ

)2
ac− b2

ab3
bc

=
ρ

γ

(ac− b2)2

ab3

(
η − bc(ρ/γ − b/c)

ac− b2

)
,

odkud plyne dokazované tvrzeńı.

Věta 44 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 12. Označme κ(η) č́ıslo podmı́něnosti matice (1/γ)H− 1
2H+H

− 1
2 .

Pak:

(a) Pokud 0 < ρ/γ < b/c, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = max(ηHR, ηHM ).

(b) Pokud b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = ηHM .

(a) Pokud a/b < ρ/γ, je κ(η) minimálńı právě tehdy, jestlǐze η = min(ηHR, ηHM ).

Důkaz Zřejmě

κ(η) =
max(1, λ(η))
min(1, λ(η))

. (∗)

Jestliže μ ≥ 0, podle (b) lemmatu 12 plat́ı 0 < λ(η) ≤ 1 ≤ λ(η), takže podle (c) lemmatu 12 je κ(η)
minimálńı, pokud η = ηHM . Jestliže μ < 0, lze podle (a) lemmatu 12 oba kořeny rovnice λ2 + σλ+ δ = 0
současně zvětšit nebo zmenšit změnou parametru η. Pod́ıl (∗) je pak minimálńı, pokud λ(η) = 1 nebo
λ(η) = 1, neboli μ = 0, což odpov́ıdá metodě hodnosti 1. Zbytek tvrzeńı pak plyne z poznámky 63 a
poznámky 75.

Poznámka 80 Větu 44 lze použ́ıt k volbě parametru η. Jestliže b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b, je vhodné použ́ıt
hodnotu η = ηHM . Mnohem praktičtěǰśı aplikaćı věty 44 je však určeńı vhodného pod́ılu ρ/γ pro danou
hodnotu parametru η. V tomto ř́ıpadě z η = ηHM plyne

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
b

c

(
1 − η

η∗

)
(stejně jako v části (c) d̊ukazu lemmatu 12 se lze přesvědčit, že tato hodnota minimalizuje pod́ıl λ/λ pro
zadanou hodnotu parametru η).

(a) Pro metodu DFP je η = 0, takže je vhodné volit ρ/γ = b/c.

(b) Pro metodu BFGS je η = 1, takže je vhodné volit ρ/γ = a/b.

(c) Pro Hoshinovu metodu je η = (ρ/γ)/(ρ/γ + a/b), takže je vhodné volit

ρ/γ =
η(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

ρ/γ + b/c

ρ/γ + a/b
,

neboli ρ/γ =
√
a/c
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(d) Pro metodu hodnosti 1 plat́ı η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b). Této hodnotě odpov́ıdá podle věty 44 pod́ıl

ρ

γ
=
η(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

ρ/γ − b/c

ρ/γ − a/b
,

neboli

ρ/γ =
a

b

(
1 ±

√
ac− b2

ac

)
.

Menš́ı z těchto hodnot je nevhodná, větš́ı dává metodu, která patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou
metrikou ale neńı omezená (plat́ı η > 1).

(e) Zvoĺıme-li η = 2 dostaneme metodu která patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou ale
neńı omezená. Hodnotě η = 2 odpov́ıdá podle věty 44 pod́ıl

ρ

γ
=

2(ac− b2) + b2

bc
=
a

b

(
1 +

ac− b2

ac

)
>
a

b

(předpokládáme že ac− b2 > 0).

Pokud η > 1, plat́ı podle věty 44 ρ/γ > a/b. Použit́ı této hodnoty však neńı vhodné, nebot’ v tomto
př́ıpadě nejsou splněny předpoklady věty 43. Lepš́ı praktické výsledky dává hodnota ρ/γ = a/b (nejbližš́ı
možná hodnota z intervalu b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). Poznamenejme, že pro metodu s η > 1 a s optimálńı volbou
pod́ılu ρ/γ plat́ı μ ≥ 0 právě tehdy, když η2 − 2η + η∗ ≤ 0 (přesvědč́ıme se o tom dosazeńım optimálńı
hodnoty pod́ılu ρ/γ do výrazu pro μ).

Poznámka 81 Větu 44 můžeme použ́ıt k źıskáńı některých daľśıch metod s proměnnou metrikou. Dosad́ıme-
li optimálńı hodnotu pod́ılu ρ/γ do vztahu určuj́ıćıho parametr η, dostaneme výraz, který již neobsahuje
pod́ıl ρ/γ a definuje (pro neoptimálńı hodnotu pod́ılu ρ/γ) novou metodu z Broydenovy tř́ıdy.

(a) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ =
√
a/c do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ+a/b) (Hoshinova metoda), dostaneme

metodu OS (Oren, Spedicato)

η =
b

b+
√
ac
.

Tato metoda patř́ı mezi omezené metody s proměnnou metrikou.

(b) Dosad́ıme-li hodnotu ρ/γ = (a/b)(1 +
√

1 − b2/(ac) do vztahu η = (ρ/γ)/(ρ/γ − a/b) (metoda
hodnosti 1), dostaneme

η = 1 +
1√

1 − b2/(ac)
.

Tato metoda patř́ı mezi perfektńı metody s proměnnou metrikou ale neńı omezená (plat́ı η > 1).

Zat́ım jsme popsali, jak lze volit parametr η a pod́ıl ρ/γ. Nyńı ukážeme jak se určuj́ı parametry
ρ a γ. Parametr ρ slouž́ı jako korekce kvadratického modelu minimalizované funkce, který odpov́ıdá
kvazinewtonovské podmı́nce B+d = y. V této podmı́nce vystupuj́ı pouze gradienty g+ a g. Korekce
kvadratického modelu je založena na dodatečném použit́ı funkčńıch hodnot F+ a F .

Poznámka 82 Použijeme-li větu o středńı hodnotě (tvrzeńı 1) v př́ımém nebo zpětném směru (s aproxi-
maćı B+ mı́sto G(x̃)), dostaneme

F+ = F + dT g +
1
2
dTB+d

nebo
F = F+ − dT g +

1
2
dTB+d.
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Použijeme-li modifikovanou kvazinewtonovskou podmı́nku dTB+d = (1/ρ)dT y, můžeme z předchoźıch
rovnic určit hodnotu parametru ρ. Plat́ı

ρ =
dT y

2(F+ − F − dT g)

nebo

ρ =
dT y

2(F − F+ + dT g+)
.

Tyto hodnoty použ́ıváme pouze tehdy, jestliže ρ ≤ ρ ≤ ρ (obvykle ρ = 0.01 a ρ = 100). V opačném
př́ıpadě pokládáme ρ = 1. Hodnota založená na zpětném použit́ı věty o středńı hodnotě (druhý vzorec)
dává lepš́ı praktické výsledky.

Poznámka 83 Existuj́ı daľśı zp̊usoby, jak lze určit vhodnou hodnotu parametru ρ. Označme ϕ(α) =
F (x+ αs). Pak plat́ı

dTB+d =
1
ρ
dT y =

α

ρ
(ϕ′(α) − ϕ′(0))

a použijeme-li aproximaci ϕ′′(α) = sTB+s = dTB+d/α
2, můžeme psát

ρ =
ϕ′(α) − ϕ′(0)
αϕ′′(α)

.

Zvoĺıme-li vhodný tvar funkce ϕ(α) a spočteme-li ϕ′(α), ϕ′′(α), můžeme podle předchoźıho vzorce určit
odpov́ıdaj́ıćı hodnotu parametru ρ. Velmi se osvědčilo použit́ı homogenńıho modelu

ϕ(α) = aαr + bα+ c,

kde a, b, c jsou neznáme koeficienty a r je neznámý exponent.

Věta 45 Uvažujme homogenńı model ϕ(α) = aαr + bα+ c. Pak plat́ı

ρ =
A− 1
B −A

,

kde

A =
ϕ(α) − ϕ(0)
αϕ′(0)

=
F+ − F

dT g
,

B =
ϕ′(α)
ϕ(0)

=
dT g+
dT g

.

Důkaz Plat́ı

ϕ′(α) = arαr−1 + b,

ϕ′′(α) = ar(r − 1)αr−2,

takže

B − 1 =
ϕ′(α)
ϕ(0)

− 1 =
arαr−1 + b

b
− 1 =

arαr−1

b
,

A− 1 =
ϕ(α) − ϕ(0)
αϕ′(0)

− 1 =
aαr − bα

αb
− 1 =

aαr−1

b
,
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odkud plyne

r =
B − 1
A− 1

.

Dále plat́ı

αϕ′′(α)
ϕ′(0)

=
ar(r − 1)αr−1

b
= (B − 1)(r − 1)

= (B − 1)
(
B − 1
A− 1

− 1
)

= (B − 1)
B −A

A− 1
,

což po dosazeńı do výrazu pro ρ (poznámka 83) dává

ρ =
ϕ′(α) − ϕ′(0)

ϕ′(0)
ϕ′(0)
αϕ′′(α)

= (B − 1)
A− 1

(B − 1)(B −A)
=

A− 1
B −A

.

Je zaj́ımavé, že výsledný vztah neobsahuje neznámý exponent r.

Parametr γ slouž́ı ke škálováńı matice H, nebot’ aktualizace (H) s γ �= 1 je ekvivalentńı aktualizaci (H)
s γ = 1 aplikované na matici γH. Důvod pro škálováńı poskytuje věta 43 a následuj́ıćı věta.

Věta 46 Necht’ F̃ (x̃) = F (T−1x), kde T je regulárńı čtvercová matice. Necht’ x̃i ∈ Rn, i ∈ N , je posloup-
nost generovaná metodou s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s počátečńı matićı H̃1 aplikovanou
na funkci F̃ (x̃) a xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná toutéž metodou s proměnnou metrikou ap-
likovanou na funkci F (x). Pak pokud použ́ıváme stejný výběr délky kroku a pokud H1 = TH̃1T

T , plat́ı
xi = T x̃i (metoda s proměnnou metrikou je invariantńı vzhledem k lineárńı transformaci proměnných).

Důkaz Snadno se dokáže (derivováńım složené funkce F̃ (x̃) = F (T−1x)), že plat́ı g̃(x̃) = TT g(x) a
G̃(x̃) = TTG(x)T . Ukážeme, že Hi = TH̃iT

T , ∀i ∈ N (podle předpokladu to plat́ı pro i = 1). Pak

xi+1 = xi − αiHigi = T (x̃i − αiH̃iT
T gi) = T (x̃i − αiH̃ig̃i) = T x̃i+1.

Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že H = TH̃TT (plat́ı to v prvńı iteraci). Protože d = T d̃ a
y = (TT )−1ỹ, můžeme psát U = [d,Hy] = [T d̃, T H̃TT (TT )−1ỹ] = T [d̃, H̃ỹ] = T Ũ , takže

1
γ
H+ = H + UMUT = TH̃TT + T ŨMŨTTT =

1
γ
TH̃+T

T .

Poznámka 84 Zvoĺıme-li T = G−1/2, plat́ı G̃ = TTGT = I. Odtud plyne, že pro libovolně špatně
podmı́něnou úlohu, můžeme lineárńı transformaćı proměnných doćılit toho, že nová úloha je dobře podmı́ně-
ná a zvoĺıme-li vhodně počátečńı matici H1, konverguje metoda s proměnnou metrikou velmi rychle. Proto
je účelné matici H1 a (jelikož násobeńı skalárem nedokáže dobře vystihnout transformaci TH̃1T

T ) také
matice Hi v daľśıch iteračńıch kroćıch vhodně škálovat. Vzhledem k tomu, že aproximujeme podmı́nku
G̃−1y = ρd, je výhodné volit γ tak aby γHy ≈ ρd, což po vynásobeńı zleva vektorem yT dává ρ/γ = a/b a
po vynásobeńı zleva vektorem H−1dT dává ρ/γ = b/c. Vhodný je také geometrický střed ρ/γ =

√
a/c.

Poznámka 85 Z předchoźıho výkladu by se mohlo zdát, že je výhodné škálovat matici H v každém ite-
račńım kroku. To však odporuje předpoklad̊um zaručuj́ıćım superlineárńı rychlost konvergence (poznámka 91).
Proto se použ́ıvaj́ı r̊uzné strategie škálováńı, kdy se hodnota γ �= 1 použ́ıvá pouze v některých iteračńıch
kroćıch.

(NS) Žádné škálováńı. V každém iteračńım kroku pokládáme γ = 1.

(PS) Počátečńı škálováńı. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) urč́ıme γ tak aby pod́ıl ρ/γ
splňoval vhodné podmı́nky (např́ıklad b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b). V ostatńıch iteračńıch kroćıch pokládáme
γ = 1.
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(IS) Intervalové škálováńı. V prvńım iteračńım kroku (nebo po restartu) postupujeme stejně jako v
př́ıpadě (PS). V ostatńıch iteračńıch kroćıch testujeme zda źıskaná hodnota γ lež́ı v intervalu 0 <
γ ≤ γ ≤ γ (kde např́ıklad γ = 0.7 a γ = 6). Nelež́ı-li hodnota γ v tomto intervalu pokládáme γ = 1.

(CS) Ř́ızené škálováńı. Postupujeme v zásadě stejně jako v př́ıpadě (IS). Hodnotu γ = 1 však použ́ıváme
mnohem častěji. Necht’ α1 je počátečńı odhad délky kroku (obvykle α1 = 1), necht’ F1 = F (x+α1s),
g1 = g(x + α1s), λ1 = sT g1/s

T g, a necht’ λ > 0 je vhodná konstanta (např́ıklad λ = 0.2). Pak
hodnotu γ = 1 použijeme nav́ıc v následuj́ıćıch př́ıpadech (γ je p̊uvodńı hodnota určená podle (IS)):

(a) Jestliže |λ1| ≤ λ a F1 ≤ F .
(b) Jestliže γ > 1 a bud’ F1 > F nebo λ1 < 0.
(c) Jestliže γ < 1 a F1 ≤ F a λ1 > 0.

(AS) Permanentńı škálováńı. V každém iteračńım kroku postupujeme tak jako v prvńım iteračńım kroku
strategie (PS).

4.5 Globálńı konvergence

Nyńı se budeme zabývat globálńı konvergenćı metod s proměnnou metrikou. Důkaz globálńı konvergence
vyžaduje silněǰśı předpoklady než tomu bylo v př́ıpadě metod sdružených gradient̊u. Potřebujeme aby
minimalizovaná funkce byla stejnoměrně konvexńı (podmı́nka (F4)) a nav́ıc se globálńı konvergence dá
dokázat pouze pro perfektńı metody z Broydenovy tř́ıdy takové, že (1−λ)β∗

i ≤ βi ≤ 1−λ, kde 0 < λ < 1.

Lemma 13 Uvažujme metodou s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy takovou, že γ ≤ γi ≤ γ, ρ ≤
ρi ≤ ρ a (1− λ)β∗

i ≤ βi ≤ 1− λ, kde 0 < λ < 1. Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1), (F3) a
(F4). Pak:

(a) Existuje konstanta C taková, že Tr Bi+1 ≤ C
i
.

(b) Existuje konstanta K taková, že

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ki,
i∑

j=1

cj
bj

≥ iK.

Důkaz (a) Vztah (B) můžeme po roznásobeńı zapsat takto

Bi+1 =
1
γi

(
Bi +

γi

ρi

yiy
T
i

yT
i di

+ βi
dT

i Bidi

yT
i di

yiy
T
i

yT
i di

− βi

yT
i di

(Bidiy
T
i + yi(Bidi)T )) +

βi − 1
dT

i Bidi
Bidi(Bidi)T

)
.

Využijeme-li toho, že stopa je lineárńı maticovou funkćı a toho, že pro libovolné dva vektory u ∈ Rn,
v ∈ Rn plat́ı Tr(uvT ) = vTu, dostaneme

Tr Bi+1 =
1
γi

(
Tr Bi +

γi

ρi

yT
i yi

yT
i di

+ βi
yT

i yi

yT
i di

dT
i Bidi

yT
i di

− 2βi
yT

i Bidi

yT
i di

− (1 − βi)
(Bidi)TBidi

dT
i Bidi

)

≤ 1
γ

(
Tr Bi +

yT
i yi

yT
i di

dT
i di

yT
i di

‖Bi‖ + 2
‖yi‖‖di‖
yT

i di
‖Bi‖

)
+

1
ρ

yT
i yi

yT
i di

(nebot’ βi ≤ 1). Protože yi = G̃idi (věta 43), kde matice G̃i vyhovuje nerovnostem v podmı́nkách (F3)–
(F4), můžeme psát
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yT
i yi

yT
i di

=
dT

i G̃
2
i di

dT
i G̃idi

≤ G,

dT
i di

yT
i di

=
dT

i di

dT
i G̃idi

≤ 1
G
,

‖yi‖‖di‖
yT

i di
=

√
yT

i yi

yT
i di

dT
i di

yT
i di

≤
√
G

G
.

Dosad́ıme-li tyto nerovnosti spolu s nerovnost́ı ‖Bi‖ ≤ Tr Bi do vztahu pro Tr Bi+1, dostaneme

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi+1 + 1 ≤ 1
γ

⎛
⎝1 +

G

G
+ 2

√
G

G

⎞
⎠Tr Bi +

G

ρ
+ 1

≤ C(Tr Bi + 1) ≤ Ci(Tr B1 + 1) ≤ C
i
,

kde C = max
((

1 +G/G+ 2
√
G/G

)
/γ, G/ρ+ 1

)
a C = C(Tr B1 + 1).

(b) Použijeme-li vztah pro det Bi+1 (poznámka 66), můžeme psát

det Bi+1

det Bi
=
(

1
γi

)n
γi

ρi

bi
ci

(
1 − βi

β∗
i

)
≥
(

1
γ

)n γ

ρ

bi
ci
λ = K

bi
ci
,

kde K = (1/γ)n(γ/ρ)λ. Plat́ı tedy

det Bi+1

det B1
≥ K

i
i∏

j=1

bj
cj

a protože det Hi+1 = 1/det Bi+1, můžeme psát

det Hi+1 ≤ det H1

K
i

i∏
j=1

cj
bj

≤ 1
Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

kde K = K/(detH1 + 1). Podle (a) plat́ı

det Bi+1 ≤
(
Tr Bi+1

n

)n

≤ (Tr Bi+1)n ≤ C
in Δ= Ci

(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem), takže

1
Ci

≤ det Hi+1 ≤ 1
Ki

i∏
j=1

cj
bj
,

neboli

i∏
j=1

cj
bj

≥
(
K

C

)i
Δ= Ki.

Použijeme-li nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem, dostaneme

i∑
j=1

cj
bj

≥ i

⎛
⎝ i∏

j=1

cj
bj

⎞
⎠1/i

≥ iK.
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Věta 47 (Globálńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 13, přičemž γi ≥ 1 ∀i ∈ N .
Pak

lim inf
i→∞

‖gi‖ = 0.

Důkaz Použijeme opět základńı vztah pro Tr Bi+1 uvedený na začátku d̊ukazu lemmatu 13. Protože
yi = G̃idi a Bidi = −αigi, můžeme psát

|yT
i Bidi|
yT

i di
=

|yT
i Bidi|
dT

i Bidi

ci
bi

≤ ‖G̃di‖‖αigi‖
−αidT

i gi

ci
bi

≤ G

cos θi

ci
bi
,

(Bidi)TBidi

dT
i Bidi

=
(Bidi)TBidi

dT
i Bidi

yT
i di

dT
i Bidi

ci
bi

≥ α2
i ‖gi‖2G‖di‖2

α2
i (d

T
i gi)2

ci
bi

=
G

cos2 θi

ci
bi
,

což spolu s 1 ≤ γi ≤ γ a βi ≤ 1 − λ < 1 dává

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
1
ρi

yT
i yi

yT
i di

+ βi
yT

i yi

yT
i di

dT
i Bidi

yT
i di

− 2βi
yT

i Bidi

yT
i di

− (1 − βi)
1
γ

(Bidi)TBidi

dT
i Bidi

≤ Tr Bi +
G

ρ
+
(
G+ 2

G

cos θi
− λG

γ cos2 θi

)
ci
bi

= Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi
,

kde ξi = G+2G/ cos θi−λG/(γ cos2 θi). Přepokládejme nyńı, že lim infi→∞ ‖gi‖ > 0. Pak podle věty 9 plat́ı∑∞
i=1 cos θi <∞, takže cos θi → 0 a tedy ξi → −∞. Existuje tedy index k ∈ N takový, že ξi < −2G/(ρK)

∀i ≥ k. Abychom d̊ukaz formálně zjednodušili, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že k = 1
(v opačném př́ıpadě můžeme indexy posunout). Pak podle předchoźı nerovnosti a podle (b) lemmatu 13
plat́ı

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
G

ρ
+ ξi

ci
bi

≤ Tr B1 + i
G

ρ
− 2

G

ρK

i∑
j=1

cj
bj

≤ Tr B1 − i
G

ρ
.

Zvoĺıme-li index i tak aby platilo i > Tr B1ρ/G, dostaneme Tr Bi+1 < 0, což je spor, nebot’ stopa SPD
matice je kladná.

Poznámka 86 Věta 47 je nejobecněǰśım doposud známým tvrzeńım o globálńı konvergenci metod s
proměnnou metrikou. Tato věta vyžaduje aby byla splněna podmı́nka (F4) (exitence konstanty G > 0),
takže ji lze použ́ıt pouze pro konvexńı funkce. Podmı́nku γi ≥ 1, i ∈ N , která je pro d̊ukaz věty 47 d̊uležitá,
můžeme poněkud oslabit. Stač́ı, když existuje konstanta γ taková, že

∏l
j=k γj ≥ γ ∀k < l. To bývá v

praxi většinou splněno, nebot’ hodnoty γi < 1 a γi > 1 maj́ı tendenci se vzájemně kompenzovat.

Poznámka 87 Věta 47 teoreticky zd̊uvodňuje špatné konvergenčńı vlastnosti metody DFP (s nepřes-
ným výběrem délky kroku). Metoda DFP odpov́ıdá volbě βi = 1 ∀i ∈ N , takže neńı splněn předpoklad
βi ≤ 1 − λ < 1 ∀i ∈ N . Ze vztahu pro Tr Bi+1 vymiźı posledńı člen a nelze použ́ıt princip d̊ukazu.

4.6 Asymptotická rychlost konvergence

Nyńı se budeme zabývat rychlost́ı konvergence metod s proměnnou metrikou. K tomuto účelu neńı vhodné
použ́ıvat matice Hi a Bi, nebot’ nastávaj́ı pot́ıže s komutativitou. Lze však použ́ıt matice Ri zavedené ve
větě 43 nebo transformaci proměnných studovanou ve větě 46. Protože metody s proměnnou metrikou jsou
invariantńı v̊uči této transformaci, zachovává se při ńı R-lineárńı i Q-superlineárńı rychlost konvergence.
Matici T budeme volit tak, že T = (G∗)−1/2, takže po transformaci plat́ı G∗ = I.
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Věta 48 (Lineárńı konvergence) Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 13, přičemž γi ≥ 1 ∀i ∈ N .
Necht’ xi → x∗ a G∗ = I. Pak plat́ı

∞∑
i=1

‖ei‖ = 0.

Důkaz Jelikož xi → x∗, plat́ı G̃i → G∗ = I, takže pro libovolné č́ıslo 0 < ε < 1 existuje index k ∈ N
takový, že ‖G̃i − I‖ ≤ ε ∀i ≥ k. Pak pro i ≥ k můžeme psát

yT
i yi

yT
i di

dT
i Bidi

yT
i di

− 2
yT

i Bidi

yT
i di

=

(
dT

i (I + (G̃i − I))2di

dT
i (I + (G̃i − I))di

− 2

)
dT

i Bidi

yT
i di

− 2
dT

i (G̃i − I)Bidi

yT
i di

≤ (‖G̃i − I‖ − 1)
dT

i Bidi

yT
i di

+ 2‖G̃i − I‖‖di‖‖Bidi‖
dT

i Bidi

ci
bi

≤ 2ε
cos θi

ci
bi

(prvńı člen je záporný, nebot’ ‖G̃i − I‖ ≤ ε < 1). Zvolme č́ıslo 0 < ε < 1 tak, aby platilo ε ≤ λG/(4γ) a
předpokládejme bez újmy na obecnosti, že k = 1 (v opačném př́ıpadě můžeme provést přeč́ıslováńı index̊u).
Pak po dosazeńı do vztahu pro Tr Bi+1 uvedeného v d̊ukazu věty 47 dostaneme

Tr Bi+1 ≤ Tr Bi +
1
ρi

yT
i yi

yT
i di

+ βi
yT

i yi

yT
i di

dT
i Bidi

yT
i di

− 2βi
yT

i Bidi

yT
i di

− (1 − βi)
1
γ

(Bidi)TBidi

dT
i Bidi

≤ Tr Bi +
G

ρ
+
(

2ε cos θi − λG

γ

)
1

cos2 θi

ci
bi

≤ Tr Bi +
G

ρ
− λG

2γ
1

cos2 θi

ci
bi

≤ Tr(B1) + i
G

ρ
− λG

2γ

i∑
j=1

1
cos2 θ2j

cj
bj
,

takže

i∑
j=1

1
cos2 θ2j

cj
bj

≤ 2γ
λG

(
Tr(B1) + i

G

ρ

)
≤ Li,

kde L = 2γ(G/ρ+Tr B1+1)/(λG). Použijeme-li nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem,
dostaneme

i∏
j=1

1
cos2 θ2j

cj
bj

≤
⎛
⎝1
i

i∑
j=1

1
cos2 θ2j

cj
bj

⎞
⎠i

= Li

a podle (b) lemmatu 13 plat́ı

i∏
j=1

cos2 θ2j ≥ 1
Li

i∏
j=1

cj
bj

≥ Ki

Li

Δ= ci.

Použijeme-li ještě jednou nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem, můžeme psát

i∑
j=1

cos2 θ2j ≥ i

⎛
⎝ i∏

j=1

cos2 θ2j

⎞
⎠1/i

= ic,

takže dokazované tvrzeńı plyne z věty 15 a poznámky 24.

V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat princip omezeného znehodnoceńı zformulovaný v následuj́ıćım
lemmatu.
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Lemma 14 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost, která konverguje R-lineárně k bodu x∗ ∈ Rn a necht’
κi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost kladných č́ısel taková, že κi+1 = κi(1 + O(‖ei‖)), kde ei = xi − x∗

(čili existuje č́ıslo C > 0 takové, že κi+1 ≤ κi(1 + C‖ei‖). Pak existuje konstanta C > 0 taková, že
κi ≤ κ1 exp(C) ∀i ∈ N .

Důkaz Podle předpokladu plat́ı

κi+1 ≤ κ1

i∏
j=1

(1 + C‖ej‖) ≤ κ1

⎛
⎝1
i

i∑
j=1

(1 + C‖ej‖)
⎞
⎠i

= κ1

⎛
⎝1 +

C

i

i∑
j=1

‖ej‖
⎞
⎠i

(použ́ıváme nerovnost mezi geometrickým a aritmetickým pr̊uměrem). Jelikož z R-lineárńı konvergence
plyne existence konstanty C takové, že

i∑
j=1

‖ej‖ ≤
∞∑

j=1

‖ej‖ =
C

C

(poznámka 24), můžeme psát

κi+1 ≤ κ1

(
1 +

C

i

)i

.

∀i ∈ N . V základńım kurzu analýzy se dokazuje, že posloupnost tvořená pravými stranami těchto
nerovnost́ı je rostoućı a má limitu exp(C) (limita se snadno urč́ı pomoćı l’Hospitalova pravidla). Plat́ı
tedy κi ≤ κ1 exp(C) ∀i ∈ N .

Poznámka 88 Podle lemmatu 14 je posloupnost κi ∈ Rn, i ∈ N , shora omezená, pokud xi → x∗ R-
lineárně a κi+1 = κi(1+O(‖ei‖)) ∀i ∈ N . Plat́ı to i tehdy pokud κi+1 = κi(1+O(‖ei‖))+O(‖ei‖) ∀i ∈ N ,
nebot’ v tomto př́ıpadě κi+1 + 1 = (κi + 1)(1 +O(‖ei‖)) a podle lemmatu 14 existuje konstanta C taková,
že κi < κi + 1 ≤ (κ1 + 1) exp(C) ∀i ∈ N .

Nyńı dokážeme větu o superlineárńı konvergenci metod s proměnnou metrikou. Jelikož superlineárńı
konvergence vyžaduje aby v jistém smyslu platiloBi → G∗ (věta 17), budeme požadovat splněńı předpoklad̊u
věty 32 (ρi = 1, γi = 1, ∀i ∈ N). Dále budeme použ́ıvat označeńı

Ri = G̃
1/2
i HiG̃

1/2
i , R′

i+1 = G̃
1/2
i Hi+1G̃

1/2
i ,

kde G̃i je matice definovaná ve větě 43 (takže G̃idi = yi). Poznamenejme, že Ri+1 = G̃
1/2
i+1Hi+1G̃

1/2
i+1 �=

R′
i+1.

Poznámka 89 Ke kvantitativńımu vyšetřováńı maticových rekurentńıch vztah̊u lze z výhodou použ́ıt
Frobeniovu normu ‖A‖F =

√
Tr(ATA). Z této definice plyne, že ‖A‖ ≤ ‖A‖F ≤ √

n‖A‖. Využijeme
toho, že pro libovolné matice A, B plat́ı ‖A‖2

F = Tr(ATA), ‖B‖2
F = Tr(BTB), takže ‖A + B‖2 =

Tr((A+B)T (A+B)) = ‖A‖2
F + ‖B‖2

F + 2Tr(ATB). Dále plat́ı

‖uvT ‖2
F = Tr(vuTuvT ) = uTuTr(vvT ) = uTuvT v.

Je-li matice A symetrická, je ‖A‖2
F součtem druhých mocnin jej́ıch vlastńıch č́ısel. Z toho plyne, že

symetrické matice, které maj́ı stejná vlastńı č́ısla, maj́ı stejnou Frobeniovu normu.

Lemma 15 Uvažujme aktualizaci

R′
+ = R+

zzT

zT z
− Rz(Rz)T

zTRz
+

η

zTRz

(
zTRz

zT z
z −Rz

)(
zTRz

zT z
z −Rz

)T

.
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Pak plat́ı

‖R′
+ − I‖2

F = ‖R− I‖2
F − (1 − η)

((
1 − zTR2z

zTRz

)2

+ 2

(
zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2
))

− η

((
1 − zTRz

zT z

)2

+ 2η

(
zTR2z

zT z
−
(
zTRz

zT z

)2
))

− η(1 − η)

((
zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2
)
.

Důkaz Aplikujeme-li pravidla uvedená v poznámce 89 na vztah

R′
+ − I = R− I +

zzT

zT z
+ η

zTRz

zT z

zzT

zT z
− η

zzTR

zT z
− η

RzzT

zT z
+ (η − 1)

RzzTR

zTRz
,

źıskaný úpravou aktualizace z lemmatu 15, dostaneme

‖R′
+ − I‖2

F = ‖R− I‖2
F + 1 + η2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2η2 z
TR2z

zT z
+ (η − 1)2

(
zTR2z

zTRz

)2

+ 2
zTRz

zT z
+ 2η

(
zTRz

zT z

)2

− 4η
zTR2z

zT z
+ 2(η − 1)

zTR3z

zTRz

− 2 − 2η
zTRz

zT z
+ 4η

zTRz

zT z
− 2(η − 1)

zTR2z

zTRz
+ 2η

zTRz

zT z

− 4η
zTRz

zT z
+ 2(η − 1)

zTRz

zT z
− 4η2

(
zTRz

zT z

)2

+ 2η(η − 1)
(
zTRz

zT z

)2

+ 2η2

(
zTRz

zT z

)2

− 4η(η − 1)
zTR2z

zT z

= ‖R− I‖2
F − 1 + 2η

zTRz

zT z
− 2η2 z

TR2z

zT z
− 2(η − 1)

zTR2z

zTRz

+ 2(η − 1)
zTR3z

zTRz
+ η2

(
zTRz

zT z

)2

+ (η − 1)2
(
zTR2z

zTRz

)2

.

Stejný výsledek dostaneme roznásobeńım vztahu uvedeného v lemmatu 15.

Důsledek 9 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 15 s 0 ≤ η ≤ 1, plat́ı ‖R′
+ − I‖F ≤ ‖R− I‖F .

Důkaz Použijeme-li Schwarzovu nerovnost, dostaneme

zTR3z

zTRz
−
(
zTR2z

zTRz

)2

=
zTR3zzTRz − (zTR2z)2

(zTRz)2
≥ 0,

zTR2z

zT z
−

(
zTRz

zT z

)2

=
zTRzzT z − (zTRz)2

(zT z)2
≥ 0,

(
zTR2z

zTRz

)2

−
(
zTRz

zT z

)2

=
(zTR2zzT z)2 − (zTRz)4

(zTRzzT z)2

=
zTR2zzT z + (zTRz)2

zTRzzT z

zTR2zzT z − (zTRz)2

zTRzzT z
≥ 0.

Všechny závorky ve vztahu pro ‖R′
+ − I‖2

F v lemmatu 15 jsou tedy nezáporné a jelikož 0 ≤ η ≤ 1, plat́ı
‖R′

+ − I‖2
F ≤ ‖R− I‖2

F .
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Lemma 16 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s proměnnou metrikou z
Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a 0 ≤ ηi ≤ 1 taková, že xi → x∗, kde x∗ je stacionárńım bodem funkce
F : Rn → R splňuj́ıćı podmı́nky (F3)–(F5). Pak plat́ı

‖Ri+1 − I‖F = ‖Ri − I‖F (1 +O(‖ei‖) +O(‖ei‖).

Důkaz Označme
R̃i = H

1/2
i G̃iH

1/2
i R̃′

i+1 = H
1/2
i+1G̃iH

1/2
i+1.

Matice R̃i má stejná vlastńı č́ısla jako matice Ri, nebot’ z G̃1/2
i HiG̃

1/2
i x = λx, x �= 0, plyne H1/2

i G̃iH
1/2y =

λy, y = H
1/2
i G̃

1/2
i x �= 0. Plat́ı tedy ‖R̃i‖F = ‖Ri‖F a ‖R̃i−I‖F = ‖Ri−I‖F . Totéž plat́ı pro matice R̃′

i+1

a R′
i+1. Matici R′

i+1 źıskáme z matice Ri pomoćı aktualizace uvedené v lemmatu 15 (viz d̊ukaz věty 43).
Použijeme-li d̊usledek 9 dostaneme

‖Ri+1 − I‖F = ‖R̃i+1 − I‖F ≤ ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F + ‖R̃′

i+1 − I‖F

= ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F + ‖R′

i+1 − I‖F ≤ ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F + ‖Ri − I‖F .

Stač́ı tedy dokázat, že ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F = (‖Ri − I‖F + 1)O(‖ei‖). Použijeme-li definičńı vztah pro matici

G̃i uvedený ve větě 43 a nerovnost (F5), můžeme psát

‖G̃i+1 − G̃i‖ = ‖
∫ 1

0

G(xi+1 + λdi+1)dλ−
∫ 1

0

G(xi + λdi)dλ‖

≤
∫ 1

0

‖G(xi+1 + λdi+1) −G(xi + λdi)‖dλ

≤ L

∫ 1

0

‖ei+1 + λdi+1 − ei − λdi‖dλ

≤ L

(
‖ei+1‖ + ‖ei‖ +

1
2
‖di+1‖ +

1
2
‖di‖

)
= O(‖ei‖),

nebot’ podle poznámky 23 plat́ı ‖ei+1‖ = O(‖ei‖) a ‖di‖ = O(‖ei‖). Plat́ı tedy

‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖ ≤ ‖H1/2

i+1(G̃i+1 − G̃i)H
1/2
i+1‖ ≤ ‖Hi+1‖‖G̃i+1 − G̃i‖

= ‖G̃−1/2
i G̃

1/2
i Hi+1G̃

1/2
i G̃

−1/2
i ‖‖G̃i+1 − G̃i‖ ≤ ‖G̃−1

i ‖‖R′
i+1‖‖G̃i+1 − G̃i‖

≤ 1
G
‖R′

i+1‖‖G̃i+1 − G̃i‖ = ‖R′
i+1‖O(‖ei‖).

Ale
‖R′

i+1‖ = ‖I +R′
i+1 − I‖ ≤ 1 + ‖R′

i+1 − I‖ ≤ 1 + ‖R′
i+1 − I‖F ≤ 1 + ‖Ri − I‖F ,

takže
‖R̃i+1 − R̃′

i+1‖F ≤ √
n‖R̃i+1 − R̃′

i+1‖ = ‖R′
i+1‖O(‖ei‖) = (‖Ri − I‖F + 1)O(‖ei‖).

Důsledek 10 Jsou-li splněny předpoklady lemmatu 16, existuj́ı konstanty R a H takové, že ‖Ri‖ ≤ R a
‖Hi‖ ≤ H ∀i ∈ N .

Důkaz Jelikož ‖Ri‖F ≤ √
n + ‖Ri − I‖F a posloupnost ‖Ri − I‖F , i ∈ N , je podle lemmatu 16 a

poznámky 88 omezená, je i posloupnost ‖Ri‖ ≤ ‖Ri‖F , i ∈ N , omezená. Jelikož

‖Hi‖ = ‖G̃−1/2
i G̃

1/2
i HiG̃

1/2
i G̃

−1/2
i ‖ ≤ ‖G̃−1

i ‖‖Ri‖ ≤ 1
G
‖Ri‖,

je i posloupnost ‖Hi‖, i ∈ N , omezená.
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Poznámka 90 Aktualizaci pro R−1 dostaneme z aktualizace pro R záměnou R → R−1 a η → β. Jelikož
z 0 ≤ η ≤ 1 plyne 0 ≤ β ≤ 1 (poznámka 75), můžeme použ́ıt stejné úvahy jako v d̊ukazu lemmatu 15 a
lemmatu 16. Existuj́ı tedy konstanty R a H takové, že ‖R−1

i ‖ ≤ 1/R a ‖H−1
i ‖ ≤ 1/H ∀i ∈ N .

Věta 49 (Superlineárńı konvergence) Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou
s proměnnou metrikou z Broydenovy tř́ıdy s ρi = 1, γi = 1 a 0 ≤ ηi ≤ 1, přičemž αi = 1, kdykoliv
tato hodnota vyhovuje podmı́nkám (S2) a (S3). Necht’ xi → x∗, kde x∗ je stacionárńım bodem funkce
F : Rn → R splňuj́ıćı podmı́nky (F3)–(F5). Pak xi → x∗ superlineárně.

Důkaz Z d̊ukazu lemmatu 16 (prvńı nerovnost) v́ıme, že

‖Ri − I‖F − ‖R′
i+1 − I‖F ≤ ‖Ri − I‖F − ‖Ri+1 − I‖F + ‖R̃i+1 − R̃′

i+1‖F ,

kde ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F = (‖Ri − I‖F + 1)O(‖ei‖). Jelikož podle d̊usledku 10 je posloupnost ‖Ri − I‖F ,

i ∈ N , shora omezená, existuje konstanta C taková, že ‖R̃i+1 − R̃′
i+1‖F ≤ C‖ei‖. Použijeme-li větu 48,

dostaneme ∞∑
i=1

(‖Ri − I‖F − ‖R′
i+1 − I‖F

) ≤ ‖R1 − I‖F + C

∞∑
i=1

‖ei‖ <∞,

takže plat́ı
lim

i→∞
(‖Ri − I‖F − ‖R′

i+1 − I‖F

)
= 0.

a jelikož normy ‖Ri − I‖F a ‖R′
i+1 − I‖F ≤ ‖Ri − I‖F jsou omezené, také

lim
i→∞

(‖Ri − I‖2
F − ‖R′

i+1 − I‖2
F

)
= 0.

Nyńı použijeme vztah uvedený v lemmatu 15. Protože posledńı tři členy na pravé straně tohoto vztahu
maj́ı stejné znaménko, muśı konvergovat k nule, nebot’ jsme právě dokázali, že jejich součet konverguje k
nule. Necht’ N = N1 ∪N2, N1 ∩N2 = ∅ je rozklad množiny N takový, že

lim sup
i
N1→∞

ηi < 1, lim inf
i
N2→∞

ηi > 0

(např́ıklad N1 = {i ∈ N : 0 ≤ ηi ≤ 1/2}, N2 = {i ∈ N : 1/2 < ηi ≤ 1}). Z konvergence zmı́něných tř́ı
člen̊u plyne, že

lim
i
N1→∞

zT
i R

3
i zi

zT
i Rizi

= lim
i
N1→∞

zT
i R

2
i zi

zT
i Rizi

= 1,

lim
i
N2→∞

zT
i R

2
i zi

zT
i zi

= lim
i
N2→∞

zT
i Rizi

zT
i zi

= 1,

neboli

lim
i
N1→∞

‖R1/2
i (Ri − I)zi‖2

‖R1/2
i zi‖2

= lim
i
N1→∞

zT
i (R3

i − 2R2
i +Ri)zi

zT
i Rizi

= 0,

lim
i
N2→∞

‖(Ri − I)zi‖2

‖zi‖2
= lim

i
N2→∞

zT
i (R2

i − 2Ri + I)zi

zT
i zi

= 0.

Jelikož podle d̊usledku 10 a poznámky 90 plat́ı ‖Ri‖ ≤ R a ‖R−1
i ‖ ≤ 1/R ∀i ∈ N , můžeme obě tyto limity

nahradit jedinou limitou

lim
i→∞

‖(Ri − I)zi‖
‖zi‖ = lim

i→∞
‖(G̃1/2

i HiG̃
1/2
i − G̃

−1/2
i G̃

1/2
i )zi‖

‖G̃−1/2
i G̃

1/2
i zi‖

= lim
i→∞

‖(G̃1/2
i (Hi − G̃−1

i )yi‖
‖G̃−1/2

i yi‖
= 0.
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Protože xi → x∗ implikuje G̃i → G∗, dostaneme použit́ım předpoklad̊u (F3) a (F4) vztah

lim
i→∞

‖(Hi − (G∗)−1)yi‖
‖yi‖ = 0,

který je, vzhledem k tomu, že Hi ≤ H a H−1
i ≤ 1/H ∀i ∈ N (d̊usledek 10 a a poznámka 90), ekvivalentńı

vztahu

lim
i→∞

‖(Bi −G∗)di‖
‖di‖ = 0.

Závěr d̊ukazu plyne z věty 17.

Poznámka 91 Věta 49 předpokládá, že plat́ı 0 ≤ ηi ≤ 1 (neboli 0 ≤ βi ≤ 1) ∀i ∈ N . Tento předpoklad
nelze př́ılǐs zeslabit. Dá se pouze dokázat, že věta z̊ustane v platnosti, pokud βi ≤ 1 ∀i ∈ N a

∞∑
i=1

βi<0

βi

β∗
i

<∞.

Také je nutné, aby platilo ρi = γi = 1, v opačném př́ıpadě nelze použ́ıt princip d̊ukazu. Podrobněǰśım
rozborem lze ukázat, že pro γi �= 1 věta 49 neplat́ı a to zejména proto, že volba αi = 1 nemá při použit́ı
škálováńı žádné výsadńı postaveńı.

4.7 Implementace metod s proměnnou metrikou

Poznámka 92 Uvedeme několik poznámek k implementaci metod s proměnnou metrikou.

• Výběr délky kroku: Metody s proměnnou metrikou nejsou citlivé na výběr délky kroku. Je možné
použ́ıt algoritmus 1 beze změny. Voĺı se počátečńı odhad α = 1 nebo (zejména v počátečńıch
iteraćıch)

α = min
(

1,
4(F − Fi)
sT

i gi

)
.

• Korekce (parametr ρ): Vypláćı se, zejména ve spojeńı se škálováńım, použ́ıvat parametr ρ určený
zpětným použit́ım věty o středńı hodnotě (poznámka 82) nebo použit́ım homogenńıho modelu (poznámka 83)
a upravený tak, aby platilo ρ ≤ ρ ≤ ρ.

• Škálováńı (parametr γ): Vhodné škálováńı značně zvyšuje účinnost omezených metod s proměn-
nou metrikou (kdy 0 ≤ η ≤ 1), pokud voĺıme parametr γ tak, aby platilo b/c ≤ ρ/γ ≤ a/b.
Škálováńı v každé iteraci však neńı účelné, je třeba použ́ıvat nějakou strategii, která omezuje použit́ı
hodnoty γ �= 1 v těch iteraćıch, kde je to nevhodné. Nejv́ıce se osvědčilo ř́ızené škálováńı popsané v
poznámce 85.

• Výběr konkretni metody (parametr η): Praktické zkušenosti ukázuj́ı, že z jednoduchých metod je
nejúčinněǰśı metoda BFGS a že metoda DFP je velmi špatná. Ačkoliv metodu BFGS lze překonat
některými složitěǰśımi metodami, korekce a škálováńı rozd́ıly mezi nimi st́ıraj́ı (s celkovým zlepšeńım
účinnosti), takže lze doporučit korigovanou a škálovanou metodu BFGS.

Algoritmus metody s proměnnou metrikou lze popsat zhruba takto:

Algoritmus 4 (VM) Data ε1 = 10−4, ε2 = 0.9, ε > 0, ρ = 0.01, ρ = 100, γ = 0.7, γ = 6.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn vypočteme F1 = F (x1), g1 = g(x1), zvoĺıme počátečńı
SPD matici H1 (obvykle H1 = I) a polož́ıme i = 1.
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Krok 2 Pokud ‖gi‖ ≤ ε ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě polož́ıme si = −Higi a urč́ıme
délku kroku αi použit́ım algoritmu 1. Polož́ıme xi+1 = xi + αisi a vypočteme Fi+1 =
F (xi+1), gi+1 = g(xi+1).

Krok 3 Polož́ıme di = xi+1 − xi a yi = gi+1 − gi. Urč́ıme parametr ρi zpětným použit́ım věty
o středńı hodnotě (poznámka 82) nebo použit́ım homogenńıho modelu (poznámka 83).
Jestliže ρi < ρ nebo ρi > ρ polož́ıme ρi = 1. Použijeme ř́ızené škálováńı (poznámka 85)
s hodnotou γi takovou, že bi/ai ≤ γi/ρi ≤ ci/bi a mezemi γ ≤ γ ≤ γ (pro metodu BFGS
voĺıme γi/ρi = bi/ai). Zvoĺıme parametr ηi > 0 a urč́ıme matici Hi+1 podle (H) (pro
metodu BFGS voĺıme ηi = 1). Zvětš́ıme i o 1 a přejdeme na krok 2.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod s proměnnou metrikou a jejich porovnáńı s metodou
sdružených gradient̊u pomoćı souboru 92 testovaćıch problémů s 50 a 200 proměnnými (jsou uvedeny
celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a selháńı F, jakož i celkový čas výpočtu). V tabulce je
kromě metody DFP (HD), metody BFGS (HB) a Hoshinovy metody (HH) uvedena metoda, která použ́ıvá
hodnotu

ηi =
max(0,

√
c/a− b2/(ac))

max(ε, 1 − b2/(ac)
, (HP)

kde č́ıslo ε = 10−60 slouž́ı k zaručeńı nenulovosti jmenovatele, který by mohl být nulový vlivem zaokrouhlo-
vaćıch chyb. Hodnotu (HP) uvád́ıme, abychom demonstrovali, že efektivita metody BFGS může být
překonána vhodnou volbou parametru ηi. Označeńı typu škálováńı v prvńım sloupci tabulky má stejný
význam jako v poznámce 85. Pro NS a PS se použ́ıvá hodnota ρi = 1. Pro CS se použ́ıvá parametr ρi

určený zpětným použit́ım věty o středńı hodnotě (poznámka 82). Prvńı sada sloupc̊u odpov́ıdá dimenzi
n = 50 a druhá dimenzi n = 200.

Metoda NIT NFV F Čas NIT NFV F Čas
HD + NS 78846 83583 35 12.31 119772 131865 33 3:13.60
HD + PS 91398 93393 41 14.00 144317 148434 42 4:28.87
HD + CS 11682 15135 1 2.49 33103 44893 4 55.87
HB + NS 13199 21222 1 3.71 31532 56521 1 1:17.95
HB + PS 15009 16536 1 3.03 34376 38172 3 53.86
HB + CS 7982 9487 - 2.21 19091 22751 - 32.89
HH + NS 15509 21355 1 3.77 33869 49213 1 1:13.47
HH + PS 18623 19739 1 3.05 40325 42884 3 1:01.07
HH + CS 8449 9853 - 2.17 20864 24543 - 34.64
HP + NS 11244 17171 1 3.06 28521 44458 1 1:07.85
HP + PS 11903 13725 1 2.19 27039 29645 2 42.12
HP + CS 8183 9260 - 1.73 18430 20422 - 30.98

CG 57787 121776 6 12.84 136781 288655 10 3:18.42

Poznámka 93 Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Metoda DFP je velmi neefektivńı.

• Ř́ızené škálováńı velmi zvyšuje efektivitu metod s proměnnou metrikou.

• Efektivita metody BFGS může být překonána vhodnou volbou parametru ηi.

• Metody s proměnou metrikou jsou pro standardńı (husté) úlohy menš́ıch rozměr̊u (řekněme do 250
proměnných) mnohem efektivněǰśı než metoda CG. To samozřejmě neplat́ı pro rozsáhlé úlohy, pro
které je bud’ nemožné nebo nevhodné pracovat s plnými maticemi.
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5 Metody s lokálně omezeným krokem

5.1 Základńı vlastnosti metod s lokálně omezeným krokem

Poznámka 94 Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Qi(s) = gT
i s+

1
2
sTBis

pro kvadratickou funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl F (xi + s) − F (xi) a označeńı

ωi(s) = (Bis+ gi)/‖gi‖
pro přesnost určeńı směrového vektoru (předpokládáme, že ‖gi‖ �= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě je bod xi

stacionárńım bodem funkce F ). Dále budeme použ́ıvat označeńı

ρi(s) =
F (xi + s) − F (xi)

Qi(s)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu funkce F : Rn → R.

Definice 28 Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda xi+1 = xi + αisi, i ∈ N , je metodou s lokálně
omezeným krokem, jestlǐze směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

‖si‖ ≤ δΔi, (T1a)

‖si‖ < δΔi ⇒ ‖ωi(si)‖ ≤ ωi ≤ ω, (T1b)

−Qi(si) ≥ σ‖gi‖min(Δi, ‖gi‖/‖Bi‖), (T1c)

kde 0 < δ < 1 < δ, 0 < σ < 1 a 0 ≤ ω < 1, kde délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se vyb́ıraj́ı tak, že

ρi(si) ≤ ρ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > ρ⇒ αi = 1, (T2b)

kde ρ ≥ 0, a kde č́ısla 0 < Δi ≤ Δ, i ∈ N , se voĺı tak, že

ρi(si) < ρ⇒ β‖si‖ ≤ Δi+1 ≤ β‖si‖, (T3a)

ρi(si) ≥ ρ⇒ Δi ≤ Δi+1 ≤ Δi, (T3b)

kde Δi = min(Δi, γ‖si‖), Δi = min(γΔi,Δ), 0 < β ≤ β < 1 < γ < ∞, 1 < γ ≤ ∞ a 0 ≤ ρ < ρ < 1,
přičemž βδ < 1 a γδ > 1.

Poznámka 95 Označ́ıme N1 ⊂ N množinu index̊u takových, že ‖si‖ < δΔi, N2 ⊂ N množinu index̊u
takových, že ρi(si) > ρ ≥ 0, a N3 ⊂ N množinu index̊u takových, že ρi(si) ≥ ρ > ρ (takže N3 ⊂ N2).

Poznámka 96 Jestliže ω = 0 nebo ω > 0, dostaneme přesné nebo nepřesné metody s lokálně omezeným
krokem. Obvykle voĺıme ρ = 0. Pokud ρ > 0, dostaneme silněǰśı tvrzeńı o globálńı konvergenci (věta 51).
Č́ıslo Δ > 0 slouž́ı k omezeńı délky kroku, abychom se nedostali mimo definičńı obor funkce F : Rn → R.
Č́ıslo γ má pouze teoretický význam (věta 52), většinou pokládáme γ = ∞. Vždy plat́ı Δi ≤ Δi. Pokud
γ < ∞, může být Δi < Δi. V tomto př́ıpadě ‖si‖ → 0 implikuje Δi → 0, což je někdy nevýhodné
(věta 70). Poznamenejme, že z nerovnosti γδ > 1 plyne Δi = Δi, pokud i �∈ N1.
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Poznámka 97 Č́ıslo σ neńı vněǰśım parametrem. Jeho existence muśı být zaručena, ale jeho velikost
záviśı na zvolené metodě (obvykle σ = 1/2). Č́ısla δ < 1 < δ maj́ı význam při přibližném výpočtu
optimálńıho lokálně omezeného kroku. V ostatńıch př́ıpadech lze položit δ = 1 = δ.

Poznámka 98 V podmı́nce (T1c) se někdy použ́ıvá ‖si‖ mı́sto Δi, což je možné, nebot’ podle (T1a) plat́ı
Δi ≥ ‖si‖/δ. Nav́ıc Δi se v podmı́nce (T1c) uplatňuje pouze tehdy, když ‖si‖ ≥ δΔi (viz d̊ukaz věty ??).

Poznámka 99 Normy v (T1) a (T3) mohou být i jiné než euklidovské. V tomto př́ıpadě se využ́ıvá
ekvivalence norem. Pro libovolnou vektorovou normu ‖s‖∗ plat́ı ν‖s‖ ≤ ‖s‖∗ ≤ ν‖s‖ a pod́ıl ν/ν pak
vystupuje v odpov́ıdaj́ıćıch vzorćıch.

Lemma 17 Aplikujeme-li metodu s lokálně omezeným krokem (T1)-(T3) na funkci F : Rn → R, která
splňuje podmı́nku (F3), existuje konstanta c > 0 taková, že

‖si‖ ≥ cmi/Mi, (∗)
kde

mi = min
1≤j≤i

‖gj‖,

Mi = max
1≤j≤i

‖Bj‖.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Pak podle (T1b) plat́ı

|‖Bisi‖ − ‖gi‖| ≤ ‖Bisi + gi‖ = ‖ωi(si)‖‖gi‖ ≤ ω‖gi‖,
takže bud’ ‖Bisi‖ ≥ ‖gi‖ nebo ‖Bisi‖ < ‖gi‖ a ‖Bisi‖ ≥ (1−ω)‖gi‖. Spojeńım těchto nerovnost́ı dostaneme
‖Bi‖‖si‖ ≥ ‖Bisi‖ ≥ (1 − ω)‖gi‖, což dává ‖si‖ ≥ (1 − ω)mi/Mi.
(b) Necht’ i �∈ N1 a i �∈ N3. Pak podle definice množiny N3 a funkce Qi(s) plat́ı

F (xi + si) − F (xi) ≥ ρQi(si) = ρ

(
gT

i si +
1
2
sT

i Bisi

)
≥ ρ

(
gT

i si − 1
2
‖Bi‖‖si‖2

)
.

Z druhé strany podle (UB1) dostaneme

F (xi + si) − F (xi) ≤ gT
i si +

1
2
G‖si‖2,

což dohromady dává

1
2
(G+ ρ‖Bi‖)‖si‖2 ≥ (ρ− 1)gT

i si.

Z (T1c) dostaneme

−σ‖gi‖min(Δi, ‖gi‖/‖Bi‖) ≥ Qi(si) ≥ gT
i si − 1

2
‖Bi‖‖si‖2,

což spolu s předchoźı nerovnost́ı dává

1
2
(G+ ρ‖Bi‖)‖si‖2 ≥ (ρ− 1)gT

i si ≥ 1
2
(ρ− 1)‖Bi‖‖si‖2 −

− σ(ρ− 1)‖gi‖min(Δi, ‖gi‖/‖Bi‖),

neboli
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1
2
(G+ ‖Bi‖)‖si‖2 ≥ σ(1 − ρ)‖gi‖min(Δi, ‖gi‖/‖Bi‖),

takže bud’ ‖si‖ ≥ δΔi ≥ δ‖gi‖/‖Bi‖ ≥ δmi/Mi, nebo

1
2
(G+ ‖B1‖) Mi

‖B1‖‖si‖2 ≥ 1
2
(G+ ‖Bi‖)‖si‖2 ≥ σ(1 − ρ)‖gi‖Δi ≥ σ(1 − ρ)

δ
‖gi‖‖si‖,

což dává ‖si‖ ≥ (
2δσ(1 − ρ)‖B1‖/

(
δ(G+ ‖B1‖)

))
mi/Mi.

(c) Necht’ i = 1. Pokud ‖g1‖ = 0, plat́ı zřejmě ‖s1‖ ≥ ‖g1‖/‖B1‖ ≥ m1/M1. Pokud ‖g1‖ �= 0 můžeme psát

‖s1‖ =
‖s1‖‖B1‖

‖g1‖
‖g1‖
‖B1‖ ,

takže ‖s1‖ ≥ (‖s1‖‖B1‖/‖g1‖)m1/M1

(d) Necht’ i �∈ N1, i ∈ N3 a i �= 1. Necht’ k < i je největš́ı index pro který neplat́ı současně k �∈ N1, k ∈ N3

a k �= 1. Pak podle (T3) a (T1a) plat́ı

‖si‖ ≥ δΔi ≥ δΔi−1 ≥ . . . ≥ δΔk+1 ≥ βδ‖sk‖,
takže podle (a)-(c) plat́ı

‖si‖ ≥ βδ‖sk‖ ≥ cmk/Mk ≥ cmi/Mi,

kde

c = βδmin
(

(1 − ω), δ,
2σ(1 − ρ)‖B1‖
δ(G+ ‖B1‖)

,
‖s1‖‖B1‖

‖g1‖
)
.

Poznámka 100 V d̊ukazu lemmatu 17 jsme použ́ıvali odhad ‖Bisi‖ ≤ ‖Bi‖‖si‖ obsahuj́ıćı normu matice
Bi. Mı́sto toho jsme mohli předpokládat existenci č́ısla Bi takového, že ‖Bisi‖ ≤ Bi‖si‖ (neńı třeba aby
platilo ‖Bis‖ ≤ Bi‖s‖ pro s �= si). To znamená, že podmı́nku (T1c) můžeme zapsat ve tvaru

−Qi(si) ≥ σ‖gi‖min(Δi, ‖gi‖/Bi),

kde ‖Bisi‖ ≤ Bi‖si‖. Tuto variantu použijeme v d̊ukazu superlineárńı konvergence metod s lokálně
omezeným krokem.

Věta 50 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)-
(T3) taková, že

∞∑
i=1

1
Mi

= ∞,

kde Mi, i ∈ N , jsou č́ısla definovaná v lemmatu 17. Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a
(F3). Pak plat́ı

lim inf
i→∞

‖gi‖ = 0.

Důkaz (a) Předpokládejme, že existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ‖gi‖ ≥ ε ∀i ∈ N . Pak podle (T1a) a
lemmatu 17 plat́ı

Δi ≥ 1
δ
‖si‖ ≥ c

δ

ε

Mi
(∗)

∀i ∈ N . Protože N3 ⊂ N2, můžeme psát
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Fi − Fi+1 = F (xi) − F (xi + si) ≥ −ρQi(si) ≥ ρσεmin
(

Δi,
ε

Mi

)
≥ ρσε2c

δ

1
Mi

∀i ∈ N3, takže

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑

i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N3

(Fi − Fi+1) ≥ ρσε2c

δ

∑
i∈N3

1
Mi

.

Plat́ı tedy

∑
i∈N3

1
Mi

<∞.

(b) Necht’ i ∈ N , necht’ r je přirozené č́ıslo takové, že (βδ)r−1γ < 1 (takové č́ıslo existuje nebot’ (βδ < 1 a
γ < ∞) a necht’ p(i) je počet index̊u z množiny [1, i] = {1, . . . , i}, které jsou prvky množiny N3 (čili p(i)
je mohutnost množiny [1, i] ∩N3). Necht’ i ∈ N4, kde

N4 = {i ∈ N : rp(i) < i}.
Pak podle (T1a) a (T3) plat́ı

Δi ≤ γp(i−1)(βδ)i−1−p(i−1)Δ1 ≤ γ(i−1)/r(βδ)(r−1)(i−1)/rΔ1 ≤
(
γ(βδ)(r−1)

)(i−1)/r

Δ1.

Protože podle předpokladu je γ(βδ)r−1 < 1, můžeme psát

∑
i∈N4

Δi ≤
∑
i∈N4

(
γ(βδ)(r−1)

)(i−1)/r

Δ1 ≤
∞∑

i=1

(
γ(βδ)(r−1)

)(i−1)/r

Δ1 =
Δ1

1 − (
γ(βδ)(r−1)

)1/r
<∞.

Použijeme-li nyńı (T1a) a (∗), dostaneme

∑
i∈N4

1
Mi

≤ 1
cε

∑
i∈N4

‖si‖ ≤ δ

cε

∑
i∈N4

Δi <∞.

(c) Nyńı stač́ı dokázat, že

∑
i∈N5

1
Mi

<∞,

kde N5 = N \N4, takže N5 = {i ∈ N : rp(i) ≥ i}. Označme

N3 = {i1, i2, i3 . . .}, N5 = {k1, k2, k3 . . .}
(předpokládáme uspořádáńı prvk̊u podle velikosti) a sestrojme množinu

N6 = {l1, l2, l3 . . .} = {i1, . . . , i1︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i2, . . . , i2︸ ︷︷ ︸
r−krát

, i3, . . . , i3︸ ︷︷ ︸
r−krát

, . . .}.

Z konstrukce množiny N5 plyne, že

rp(kj) ≥ kj ≥ j ∀j ∈ N,

takže podle definice množiny N6 dostaneme

lj ≤ lrp(kj) ≤ ip(kj) ≤ kj ∀j ∈ N,
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nebot’ ip(kj) je posledńı prvek množiny [1, kj ] ∩ N3. Plat́ı tedy Mlj ≤ Mkj
∀j ∈ N , takže podle (a)

dostaneme

∑
i∈N5

1
Mi

=
∞∑

j=1

1
Mkj

≤
∞∑

j=1

1
Mlj

=
∑
i∈N6

1
Mi

= r
∑
i∈N3

1
Mi

<∞.

Poznámka 101 Předpoklady věty 50 jsou splněny např́ıklad tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené, kdy plat́ı

‖Bi‖ ≤ B ∀i ∈ N.

Důkaz tohoto d́ılč́ıho tvrzeńı je velmi jednoduchý. Stač́ı část (a) d̊ukazu věty 50 pozměnit tak, že

F1 − F ≥ lim
i→∞

(F1 − Fi+1) =
∞∑

i=1

(Fi − Fi+1) ≥
∑
i∈N3

(Fi − Fi+1) ≥ ρσε2c

δ

∑
i∈N3

1
B
.

Je-li množina N3 nekonečná, dojdeme ihned ke sporu. Je-li množina N3 konečná, muśı podle (T3a) platit
Δi → 0, což spolu s (T1a) dává ‖si‖ → 0, což je ve sporu s (∗), nebot’ mi ≥ ε a Mi ≤ B.

Poznámka 102 Předpoklady věty 50 jsou splněny také tehdy, jsou-li matice Bi, i ∈ N , dostatečně
omezené, kdy plat́ı

‖Bi‖ ≤ Ci ∀i ∈ N

a č́ısla Ci vyhovuj́ı rekurentńım nerovnostem

Ci+1 ≤ Ci + C‖si‖,
kde C1 > 0 a C ≥ 0 jsou vhodné konstanty. V tomto př́ıpadě plat́ı

∞∑
i=1

1
Mi

≥ 1
C1

+
∞∑

i=1

1
C1 + CδΔi

≥ 1
C1

+
1

C1 + CδΔ

∞∑
i=1

1
i

= ∞,

nebot’ harmonická řada je divergentńı.

V poznámce 15 jsme ukázali, že pro metody stejnoměrně spádových směr̊u plat́ı ‖gi‖ → 0. Nyńı
dokážeme, že totéž plat́ı pro metody s lokálně omezeným krokem, jsou-li matice Bi, i ∈ N , stejnoměrně
omezené a plat́ı-li ρ > 0.

Věta 51 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)-
(T3) takovou, že ‖Bi‖ ≤ B ∀i ∈ N a ρ > 0. Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1) a (F3). Pak
plat́ı

lim
i→∞

‖gi‖ = 0.

Důkaz V poznámce 101 jsme ukázali, že plat́ı

lim inf
i→∞

‖gi‖ = 0.

Předpokládejme, že
lim sup

i→∞
‖gi‖ > ε > 0.

Jelikož ke každému indexu k �∈ N2 existuje index i ∈ N2 takový, že xk = xi, muśı být podle tohoto
předpokladu množina N2 nekonečná a muśı obsahovat nekonečnou podmnožinu N2 ⊂ N2 takovou, že

97



‖gi‖ ≥ ε ∀i ∈ N2. Předpokládejme pro jednoduchost, že N2 = N (v opačném př́ıpadě můžeme posloupnost
N2 přeč́ıslovat) a označme

N2 = {k1, k2, k3, . . .}.
Jelikož posloupnost F (xkj

), j ∈ N , je nerostoućı (pravidlo (T2)) a zdola omezená (pomı́nka (F1)), má
tato posloupnost limitu a existuje tedy index m ∈ N takový, že

F (xkj
) − F (xkj+1) < ρ

σε2

4δ
2 min

(
1
B
,

1
G

)
, ∀j ≥ m.

Necht’ lj je nevětš́ı index takový, že kj ≤ lj < kj+1 a ‖gl‖ ≥ ε/(2δ) ∀kj ≤ l ≤ lj . Pak podle (T1) a (T2)
plat́ı

F (xl) − F (xl+1) > ρσ‖gl‖min
(

Δl,
‖gl‖
‖Bl‖

)
≥ ρ

σε

2δ
2 min

(
‖sl‖, ε

2B

)
, ∀kj ≤ l ≤ lj ,

takže

ρ
σε2

4δ
2 min

(
1
B
,

1
G

)
> F (xkj

) − F (xkj+1) ≥ F (xkj
) − F (xlj+1)

=
lj∑

l=kj

(F (xl) − F (xl+1)) > ρ
σε

2δ
2

lj∑
l=kj

min
(
‖sl‖, ε

2B

)
.

Porovnáme-li obě strany této nerovnosti, vid́ıme, že př́ıpad, kdy ‖sl‖ ≥ ε/(2B) nemůže pro kj ≤ l ≤ lj
nastat (v opačném př́ıpadě by pravá strana nebyla menśı než levá). Můžeme tedy psát

lj∑
l=kj

‖sl‖ < ε

2
min

(
1
B
,

1
G

)
≤ ε

2G
.

Použijeme-li tuto nerovnost spolu s nerovnost́ı (e) z d̊ukazu věty 13, dostaneme

‖g(xkj
) − g(xlj+1)‖ ≤ G‖xkj

− xlj+1‖ ≤ G

lj∑
l=kj

‖sl‖ < ε

2
.

Jelikož posloupnost N2 je nekonečná a plat́ı lim infi→∞ ‖gi‖ = 0, muśı existovat index j ≥ m takový, že
lj + 1 < kj+1. Pak podle toho co jsme dokázali plat́ı

‖g(xkj
)‖ ≤ ‖g(xlj+1)‖ + ‖g(xkj

) − g(xlj+1)‖ < ε

2
+
ε

2
= ε,

což je ve sporu s předpokladem, že ‖gkj
‖ ≥ ε ∀kj ∈ N2.

Věta 52 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)-(T3)
s γ < ∞, kde matice Bi, i ∈ N , jsou dostatečně omezené. Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım
bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Pak matice Bi, i ∈ N , jsou
stejnoměrně omezené a plat́ı

∞∑
i=1

‖si‖ <∞.

Důkaz Necht’ k ∈ N3 a l ∈ N3 jsou dva indexy takové že j �∈ N3 ∀k < j < l. Pak podle (T1a) a (T3) plat́ı

‖sj‖ ≤ δΔj ≤ βδ‖sj−1‖ ≤ . . . ≤ (βδ)j−k−1‖sk+1‖ ≤ 1
β

(βδ)j−kΔk+1 ≤ γγ

β
(βδ)j−k‖sk‖
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∀k < j < l, neboli

l−1∑
j=k

‖sj‖ ≤ γγ

β
‖sk‖

l−1∑
j=k

(βδ)j−k ≤ γγ

β(1 − βδ)
‖sk‖ = D‖sk‖,

kde D = γγ/(β(1 − βδ)) > 1, takže pro libovolný index i ∈ N plat́ı

C1 +
i∑

j=1

C‖sj‖ ≤ D(C1 +
i∑

j∈N3

C‖sj‖)

(předpokládáme bez újmy na obecnosti, že 1 ∈ N3). Nyńı můžeme postupovat podobně jako v d̊ukazu
věty 14. Použijeme-li (T1), dostaneme

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≥ −ρQi(si)
‖gi‖ ≥ ρσmin

(
Δi,

‖gi‖
Ci

)
≥ ρσ

δ
min

(
‖si‖, ‖gi‖

Ci

)
≥ ρσ

δ

‖gi‖‖si‖
‖gi‖ + Ci‖si‖

∀i ∈ N3, nebot’ pro libovolná kladná č́ısla a, b plat́ı min(a, b) ≥ ab/(a+ b). Dále podle (F4) plat́ı

0 ≥ Fi+1 − Fi ≥ sT
i gi +

1
2
G‖si‖2 ≥ −‖si‖‖gi‖ +

1
2
G‖si‖2,

neboli

‖si‖ ≤ 2
G
‖gi‖

∀i ∈ N3 (bez újmy na obecnosti budeme předpokladat, že G ≤ C1, takže G ≤ Ci ∀i ∈ N3). Vrát́ıme-li se
k p̊uvodńı nerovnosti, můžeme psát

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≥ ρσ

δ

‖gi‖‖si‖
‖gi‖ + 2

GCi‖gi‖
≥ ρσG

3δ
‖si‖
Ci

≥ ρσG

3δC
C‖si‖

C1 +
∑i

j=1 C‖sj‖
≥ ρσG

3δCD
C‖si‖

C1 +
∑i

j∈N3
C‖sj‖

∀i ∈ N3, takže jako v d̊ukazu věty 14 plat́ı

ρσG

3δCD

∑
i∈N3

C‖si‖
C1 +

∑i
j∈N3

C‖sj‖
≤

∑
i∈N3

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≤
∞∑

i=1

Fi − Fi+1

‖gi‖ ≤
√

2G
G

√
F1 − F ∗.

Existuje tedy č́ıslo ω, takové, že

Ck ≤ C1 +
k−1∑
j=1

C‖sj‖ ≤ D(C1 +
k−1∑

j∈N3

C‖sj‖) ≤ DC1/ω

∀k ∈ N (viz d̊ukaz věty 10), takže ‖Bk‖ ≤ Ck ≤ B ∀k ∈ N , kde B = DC1/ω. Z toho že C1+
∑k−1

j=1 C‖sj‖ ≤
B ∀k ∈ N plyne nerovnost

∞∑
i=1

‖si‖ <∞.

Věta 53 (lineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem (T1)-(T3) takovou, že ‖Bi‖ ≤ B ∀i ∈ N . Necht’ xi → x∗, kde x∗ ∈ Rn je stacionárńım
bodem funkce F ∈ C2 : Rn → R, která vyhovuje podmı́nkám (F3) a (F4). Pak plat́ı

∞∑
i=1

‖xi+1 − xi‖ <∞.
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Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že posloupnost xi, i ∈ N3, je lineárně konvergentńı. Důkaz tohoto d́ılč́ıho
tvrzeńı je velmi podobný d̊ukazu věty 15. Necht’ i ∈ N3. Podle lemmatu 17 existuje index k ≤ i takový,
že ‖si‖ ≥ (c/B)‖gk‖. Jelikož posloupnost F (xi), i ∈ N , je nerostoućı, plat́ı

1 ≥ F (xi) − F (x∗)
F (xk) − F (x∗)

≥ G2

2
‖xi − x∗‖2

‖gk‖2
≥ G2

2G
2

‖gi‖2

‖gk‖2

(použ́ıváme vztahy (c)–(g) z d̊ukaz̊u vět 13 a 15), takže

‖si‖ ≥ 1√
2
cG

BG
‖gi‖.

Jelikož i ∈ N3, můžeme použ́ıt (T1c) a (T2b), takže plat́ı

Fi − Fi+1 ≥ ρσ‖gi‖2 min
(

1√
2
cG

δBG
,

1
B

)
=

ρ√
2
σcG

δBG
‖gi‖2 ≥ c

G
‖gi‖2.

kde
c =

ρσcG

2δB
<
ρσG

δG
< 1,

nebot’ podle lemmatu 17 plat́ı

c ≤ 2σ(1 − ρ)‖B1‖
δ(G+ ‖B1‖)

< 2
B

G
.

Použijeme-li ještě jednou vztah (g) z d̊ukazu věty 15, dostaneme

Fi+1 − F ∗ ≤
(

1 − c
G

G

)
(Fi − F ∗) ∀i ∈ N3,

takže posloupnost xi, i ∈ N3, konverguje k bodu x∗ R-lineárně, což dává∑
i∈N3

‖xi+1 − xi‖ <∞.

(b) Jelikož xi+1 = xi, pokud i �∈ N2, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že N2 = N (v opačném
př́ıpadě můžeme posloupnost N2 přeč́ıslovat). Dále budeme předpokládat, že 1 ∈ N3 (d̊ukaz pro 1 �∈ N3

neńı principiálně složitěǰśı, jen se prodlouž́ı). Necht’ i ∈ N3 a k > i je index takový, že j �∈ N3 ∀i < j ≤ k.
Pak plat́ı

‖sj‖ ≤ δΔj ≤ βδ‖sj−1‖ ≤ . . . ≤ (βδ)j−i−1‖si+1‖ (∗)
∀i < j ≤ k. V (a) jsme ukázali, že ‖si‖ ≥ c0‖gi‖ ≥ c0G‖ei‖, kde c0 = (1/

√
2)(cG)/(BG). Jelikož

posloupnost F (xi), i ∈ N , je nerostoućı, pak pro libovolný index j > i plat́ı

1 ≥ F (xj) − F (x∗)
F (xi) − F (x∗)

≥ G

G

‖ej‖
‖ei‖ ,

neboli ‖ej‖ ≤
√
G/G ‖ei‖. Můžeme tedy psát

‖si+1‖ = ‖xi+2 − xi+1‖ ≤ ‖ei+2‖ + ‖ei+1‖ ≤ 2

√
G

G
‖ei‖ ≤ 2

c0G

√
G

G
‖si‖ Δ= c‖si‖,

což po dosazeńı do (∗) dává

k∑
j=i

‖sj‖ ≤ ‖si‖ +
k∑

j=i+1

c(βδ)j−i−1‖si‖ ≤
(

1 +
c

1 − βδ

)
‖si‖,
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takže podle (a) plat́ı

∞∑
i=1

‖xi − x∗‖ =
∑
i∈N2

‖si‖ ≤
(

1 +
c

1 − βδ

) ∑
i∈N3

‖si‖ <∞.

Poznámka 103 Ve větě 53 jsme nepředpokládali, že γ <∞. Pokud γ <∞, plat́ı silněǰśı tvrzeńı věty 52.

Věta 54 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem (T1)-(T3) taková, že xi → x∗. Necht’ funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F3) a
(F4). Necht’

lim
i→∞

ωi = 0, (α)

lim
i→∞

‖(Bi −Gi)si‖
‖si‖ = 0. (β)

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Necht’ 0 < G < λ(G∗) a G > λ(G∗). Důkaz provedeme v několika kroćıch.
(a) Ukážeme, že existuje index k2 ∈ N takový, že

‖gi‖ ≥ 1
2
G‖si‖

a

−Qi(si) ≥ σG2

4G
‖si‖2

∀i ≥ k2. Označme ϑi = (Bi −Gi)si/‖si‖. Pak plat́ı

Bisi = Gisi + ϑi‖si‖,
takže

‖Bisi‖ ≤ λ(Gi)‖si‖ + ‖ϑi‖‖si‖,

sT
i Bisi ≥ λ(Gi)‖si‖2 − ‖ϑi‖‖si‖2

a jelikož ‖ϑi‖ → 0 (podle (β)) a λ(Gi) → λ(G∗) < G, λ(Gi) → λ(G∗) < G, existuje index k2 ∈ N takový,
že ‖Bisi‖ ≤ G‖si‖ a sT

i Bisi ≥ G‖si‖2 ∀i ≥ k2. Z definice Qi(si) pak plyne plyne

0 ≥ Qi(si) = gT
i si +

1
2
sT

i Bisi ≥ 1
2
G‖si‖2 − ‖gi‖‖si‖,

což dává ‖gi‖ ≥ (G/2)‖si‖ ∀i ≥ k2. Použijeme-li (T1c) a přihlédneme-li k poznámce 100, můžeme psát

−Qi(si) ≥ σ‖gi‖min(‖si‖, ‖gi‖/G) ≥ σG

2
min(1,

G

2G
)‖si‖2 =

σG2

4G
‖si‖2.

(b) Ukážeme, že existuje index k3 ≥ k2 tak, že i ∈ N3 ∀i ≥ k3. Podle věty 3 plat́ı

F (xi + si) − F (xi) = sT
i gi +

1
2
sT

i Gisi + o(‖si‖2) = Qi(si) +
1
2
sT

i (Gi −Bi)si + o(‖si‖2),

takže
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ρi(si) =
F (xi + si) − F (xi)

Qi(si)
= 1 +

sT
i (Gi −Bi)si + o(‖si‖2)

2Qi(si)
.

Podle (a) však plat́ı ∣∣∣∣sT
i (Gi −Bi)si + o(‖si‖2)

2Qi(si)

∣∣∣∣ ≤ 2G
σG2

‖ϑi‖‖si‖2 + o(‖si‖2)
‖si‖2

→ 0,

nebot’ ‖ϑi‖ → 0. Plat́ı tedy ρi(si) → 1 a jelikož ρ < 1, existuje index k3 ≥ k2 takový, že ρi(si) ≥ ρ ∀i ≥ k3.
(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k3 takový, že i ∈ N1 ∀i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by index k ≥ k3 takový, že i �∈ N1 ∀i ≥ k.
Muselo by tedy platit ‖si‖ ≥ δΔi ≥ δΔk ∀i ≥ k, nebot’ z (b) plyne, že i ∈ N3 ∀i ≥ k ≥ k3. To je však
spor, nebot’ podle (a) plat́ı ‖si‖ ≤ 2‖gi‖/G, takže ‖gi‖ → 0 implikuje ‖si‖ → 0. Omezme se nyńı pouze
na indexy i ≥ k3, i ∈ N1, a označme ωi = ωi(si). Podle (α), (β) a (T1b) plat́ı ‖ωi‖ N1→ 0 a ‖ϑi‖ N1→ 0, takže
stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 17 se dá ukázat, že existuje index k4 ≥ k3, k4 ∈ N1, takový, že

G‖si‖ ≤ ‖gi‖ ≤ G‖si‖
∀i ≥ k4, i ∈ N1. Použijeme-li větu 3, můžeme pro i ≥ k4 psát

gi+1 = g(xi + si) = gi +Gisi + o(‖si‖),
nebot’ podle (b) i ∈ N3 ⊂ N2 pokud i ≥ k4 ≥ k3. Označme

λi =
gi+1 − gi −Bisi

‖gi‖ = −ϑi‖si‖ + o(‖si‖)
‖gi‖

(pro i ≥ k4). Pak z nerovnosti G‖si‖ ≤ ‖gi‖, plat́ıćı pro i ≥ k4, i ∈ N1, plyne, že ‖λi‖ ≤ ‖ϑi‖ +
o(1))/G N1→ 0. Jelikož zároveň ‖ωi‖ N1→ 0, existuje index k ≥ k4, k ∈ N1 takový, že ‖λi‖ < (G/G)/(2δ) a
‖ωi‖ < (G/G)/(2δ) ∀i ≥ k, i ∈ N1. Pak pro i ≥ k dostaneme

‖si+1‖ ≤ 1
G
‖gi+1‖ ≤ 1

G
(‖gi+1 − gi −Bisi‖ + ‖Bisi + gi‖) ≤

≤ G

G
(‖λi‖ + ‖ωi‖)‖si‖ <

(
1
2δ

+
1
2δ

)
‖si‖ =

1
δ
‖si‖.

Jelikož podle (b) i ∈ N3 ⊂ N2, pokud i ≥ k, plat́ı Δi+1 ≥ min(γ‖si‖,Δi), což dává

‖si+1‖ < ‖si‖/δ ≤ min(γ‖si‖,Δi) ≤ Δi+1,

nebot’ γδ > 1, takže i+ 1 ∈ N1. Pokračujeme-li takto dále, dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.
(d) Superlineárńı konvergence. Plat́ı

‖gi+1‖
‖gi‖ ≤ ‖gi+1 − gi −Bisi‖ + ‖Bisi + gi‖

‖gi‖ ≤ ‖λi‖ + ‖ωi‖,

což spolu s ‖λi‖ → 0 a ‖ωi‖ → 0 dává

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ G

G
lim

i→∞
‖gi+1‖
‖gi‖ = 0.
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5.2 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem

Definice 29 Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı mı́sto podmı́nky (T1c) silněǰśı
podmı́nku

Qi(si) ≤ δ2Qi(s∗i ), (T1c)

kde
s∗i = arg min

‖s‖≤Δi

Qi(s), (T1d)

přičemž ‖s∗i ‖ = Δi, pokud toto minimum neńı jediné. Nav́ıc použ́ıvaj́ı hodnotu ω = 0 v podmı́nce (T1a).

Věta 55 Směrový vektor s∗i ∈ Rn určený podle (T1d) vyhovuje podmı́nkám (T1) s δ = 1 = δ, ω = 0 a
σ = 1/2.

Důkaz (a) Podmı́nka (T1a) je př́ımo součást́ı podmı́nky (T1d). Předpokládejme, že s∗i ∈ Rn je řešeńım
úlohy (T1d), přičemž ‖s∗i ‖ < Δi. Pak nutně Qi(s) je ryze konvexńı funkce a Bis

∗
i +gi = 0, takže ωi(s∗i ) = 0

a
−Qi(s∗i ) = gT

i B
−1
i gi − 1

2
gT

i B
−1
i gi =

1
2
gT

i B
−1
i gi ≥ 1

2
‖gi‖2/‖Bi‖.

(b) Necht’ ‖s∗i ‖ = Δi. Položme

s = − gT
i gi

gT
i Bigi

gi

a předpokládejme, že ‖s‖ ≤ Δi a gT
i Bigi > 0. Pak plat́ı

−Qi(s) =
(gT

i gi)2

gT
i Bigi

− 1
2

(gT
i gi)2gT

i Bigi

(gT
i Bigi)2

=
1
2

(gT
i gi)2

gT
i Bigi

≥ 1
2
‖gi‖2/‖Bi‖.

Podle (T1d) muśı být Qi(s∗i ) ≤ Qi(s), takže nutně

−Qi(s∗i ) ≥ −Qi(s) ≥ 1
2
‖gi‖2/‖Bi‖.

(c) Necht’ ‖s∗i ‖ = Δi a bud’ ‖s‖ > Δi nebo gT
i Bigi ≤ 0, kde s ∈ Rn je vektor definovaný v (b). Jestliže

‖s‖ > Δi a gT
i Bigi > 0, pak ‖gi‖3/gT

i Bigi > Δi neboli

gT
i Bigi < ‖gi‖3/Δi.

Stejná nerovnost plat́ı pro gT
i Bigi < 0. Položme s̃ = −(Δi/‖gi‖)gi takže ‖s̃‖ ≤ Δi. Pak plat́ı

−Qi(s̃) = Δi‖gi‖ − 1
2

Δ2
i

‖gi‖2
gT

i Bigi > Δi‖gi‖ − 1
2
Δi‖gi‖ =

1
2
Δi‖gi‖ =

1
2
‖s∗i ‖‖gi‖,

nebot’ ‖s∗i ‖ = Δi. Podle (T1d) muśı být Qi(s∗i ) ≤ Qi(s̃) takže nutně

−Qi(s∗i ) ≥ −Qi(s̃) ≥ 1
2
‖gi‖‖si‖.

Poznámka 104 Podle definice 29 a věty 55 splňuje metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem
podmı́nku (T1c) s σ = δ2/2.
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5.3 Výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku

Věta 56 Vektor s∗i ∈ Rn je řešeńım úlohy (T1d) právě tehdy, jestlǐze ‖s∗i ‖ ≤ Δi a jestlǐze existuje č́ıslo
λ∗i ≥ 0 takové, že matice Bi+λ∗i I je pozitivně semidefinitńı a plat́ı (Bi+λ∗i I)s

∗
i +gi = 0 a (‖s∗i ‖−Δi)λ∗i = 0.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme nutnost. Jestliže ‖s∗i ‖ < Δi, pak nutně Bis
∗
i + gi = 0 a (‖s∗i ‖ − Δi) �= 0

a funkce Qi(s) je konvexńı, takže matice Bi je pozitivně semidefinitńı. Jsou tedy splněny dokazované
podmı́nky s λ∗i = 0. Jestliže ‖s∗i ‖ = Δi muśı být splněny Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podmı́nky
(Bi + λ∗i I)s

∗
i + gi = 0 a (‖s∗i ‖ − Δi)λ∗i = 0, kde λ∗i ≥ 0. Zbývá dokázat pozitivńı semidefinitnost matice

Bi + λ∗i I. Pro libovolný vektor s ∈ Rn takový, že ‖s‖ = Δi, plat́ı

Qi(s) −Qi(s∗i ) = gT
i (s− s∗i ) +

1
2
sTBis− 1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

= (s∗i )
T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1
2
sTBis− 1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1
2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1
2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s)

=
1
2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0.

Jelikož oba vektory s a s∗i lež́ı na kouli o poloměru Δi, může se vektor v = ±(s − s∗i )/‖s − s∗i ‖, s �=
s∗i , rovnat libovolnému vektoru na jednotkové kouli, s výjimkou vektor̊u kolmých k s∗i , a plat́ı pro něj
vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0. Necht’ v ∈ Rn, ‖v‖ = 1 a vT s∗i = 0. Pak existuje posloupnost vi ∈ Rn, ‖vi‖ = 1,
vT

i s
∗
i �= 0, i ∈ N taková, že vi → v, takže vT (Bi + λ∗i I)v = limi→∞ vT

i (Bi + λ∗i I)vi ≥ 0. Plat́ı tedy
vT (Bi + λ∗i I)v ≥ 0 ∀v ∈ Rn, takže matice Bi + λ∗i I je pozitivně semidefinitńı.
(b) Nyńı dokážeme postačitelnost. Jestliže ‖s∗i ‖ < Δi, je funkce Qi(s) konvexńı (matice Bi + λ∗i I je pro
λ∗i = 0 pozitivně semidefinitńı), takže nutné podmı́nky jsou zároveň postačuj́ıćımi podmı́nkami. Jestliže
‖s∗i ‖ = Δi, pak dokazované podmı́nky implikuj́ı (tak jako v (a)), že

Qi(s) −Qi(s∗i ) = gT
i (s− s∗i ) +

1
2
sTBis− 1

2
(s∗i )

TBis
∗
i

=
1
2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) +

1
2
λ∗i ((s

∗
i )

T s∗i − sT s) ≥

≥ 1
2
(s∗i − s)T (Bi + λ∗i I)(s

∗
i − s) ≥ 0

pro všechny vektory s ∈ Rn takové, že ‖s‖ ≤ ‖si‖ = Δi.

Tvrzeńı věty 56 tvoř́ı základ algoritmu, založeného na hledáńı č́ısla λi > 0 takového, že matice Bi +λiI
je pozitivně semidefinitńı a δΔi ≤ si(λi) ≤ δΔi, kde (Bi + λiI)si(λi) + gi = 0. Protože se omeźıme na
jeden konkrétńı iteračńı krok, budeme index i vynechávat.

Věta 57 Necht’ λ ≥ 0, B + λI 	 0 a ‖s‖ ≥ δΔ, kde (B + λI)s+ g = 0. Pak je splňena podmı́nka (T1c).

Důkaz Zřejmě

Q(s) = gT s+
1
2
sTBs = −sT (B + λI)s+

1
2
sTBs

= −1
2
(
sT (B + λI)s+ λsT s

) ≤ −1
2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λΔ2

)
a pro libovolný vektor z ∈ Rn plat́ı

Q(s+ z) = gT (s+ z) +
1
2
(s+ z)TB(s+ z) = −sT (B + λI)(s+ z) +

1
2
(s+ z)TB(s+ z)

= −1
2
(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
+

1
2
zT (B + λI)z.
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Necht’ s∗ = s+ z∗. Pak (s+ z∗)T (s+ z∗) = (s∗)T s∗ ≤ Δ2 a (z∗)T (B + λI)z∗ ≥ 0, takže podle předchoźı
rovnosti dostaneme

Q(s∗) = −1
2
(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z∗)T (s+ z∗)

)
+

1
2
(z∗)T (B + λI)z∗

≥ −1
2
(
sT (B + λI)s+ λΔ2

)
,

což po dosazeńı do úvodńı nerovnosti dává dokazované tvrzeńı.

Č́ıslo λ > 0 vyhovuj́ıćı předpoklad̊um věty 57 lze źıskat řešeńım nelineárńı rovnice ekvivalentńı rovnici
‖s(λ)‖ = Δ. Př́ımé použit́ı rovnice ‖s(λ)‖ = Δ neńı vhodné, nebot’ funkce ‖s(λ)‖ má póly v bodech, které
odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um matice B. Vhodněǰśı (z hlediska omezenosti a konvexity) je pro tento účel
rovnice φ(λ) = 0, kde φ(λ) = 1/Δ − 1/‖s(λ)‖. Tato rovnice se řeš́ı pomoćı Newtonovy metody.

Lemma 18 Necht’ φ(λ) = 1/Δ − 1/‖s(λ)‖, kde λ ≥ 0, B + λI 
 0 a (B + λI)s(λ) + g = 0. Pak plat́ı

φ′(λ) = −s(λ)T (B + λI)−1s(λ)
‖s(λ)‖3

a φ′′(λ) ≥ 0.

Důkaz Derivováńım rovnosti (B + λI)s(λ) + g = 0 dostaneme (B + λI)s′(λ) + s(λ) = 0, takže s′(λ) =
−(B + λI)−1s(λ), a podle definice funkce φ(λ) plat́ı

φ′(λ) = −s(λ)T s′(λ)
‖s(λ)‖3

= −s(λ)T (B + λI)−1s(λ)
‖s(λ)‖3

.

Daľśım derivováńım dostaneme (B + λI)s′′(λ) + 2s′(λ) = 0, takže s′′(λ) = −2(B + λI)−1s′(λ) a

φ′′(λ) = −s(λ)T s′′(λ) + s′(λ)T s′(λ)
‖s(λ)‖3

− 3(s(λ)T s′(λ))2

‖s(λ)‖5
= 3

‖s(λ)‖2‖s′(λ)‖2 − (s(λ)T s′(λ))2

‖s(λ)‖5

a podle Schwarzovy nerovnosti pak plat́ı φ′′(λ) ≥ 0.

Důsledek 11 Necht’ jsou splňeny předpoklady lemmatu 18. Necht’ λi, 1 ≤ i ≤ n, jsou vlastńı č́ısla matice B
(seřazená vzestupně) a vi, 1 ≤ i ≤ n, jim odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı vlastńı vektory. Necht’ g =

∑n
1=1 γivi

(takže γi = vT
i g). Pak plat́ı

φ(λ) =
1
Δ

− 1√∑n
1=1

γ2
i

(λi+λ)2

a

φ′(λ) = −
∑n

1=1
γ2

i

(λi+λ)3(√∑n
1=1

γ2
i

(λi+λ)2

)3 .

Důkaz Jelikož matice B je symetrická, existuje rozklad V TBV = Λ, kde V = [v1, . . . , vn] (takže V TV = I)
a Λ = diag(λ1, . . . , λn). Podle lemmatu 18 tedy plat́ı

φ(λ) =
1
Δ

− 1
‖s(λ)‖ =

1
Δ

− 1√
gTV (Λ + λI)−2V T g

a

φ′(λ) = − gTV (Λ + λI)−3V T g(√
gTV (Λ + λI)−2V T g

)3 .

Využijeme-li ortogonalitu matice V , dostaneme dokazované tvrzeńı.
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Poznámka 105 Jelikož požadujeme, aby matice B + λ∗I byla positivně semidefinitńı, muśı platit λ∗ ≥
−λ1, kde λ1 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice B. Abychom zjednodušili některé úvahy, budeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 je jednoduché. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:
regulárńı př́ıpad, kdy λ∗ > −λ1, a singulárńı př́ıpad, kdy λ∗ = −λ1. Pokud v regulárńım př́ıpadě plat́ı
−λ1 < λ < λ∗ (takže ‖s(λ)‖ > Δ a φ(λ) > 0) je krok Newtonovy metody

λ+ = λ+
s(λ)T (B + λI)−1s(λ)

‖s(λ)‖3

(
1
Δ

− 1
‖s(λ)‖

)

dobře definován a plat́ı λ < λ+ < λ∗ (plyne to z konvexity funkce φ(λ)). Pro λ∗ < λ (kdy ‖s(λ)‖ < Δ a
φ(λ) < 0) plat́ı λ+ < λ∗ a je třeba zajistit aby byla splněna podmı́nka −λ1 < λ+. To lze provést použit́ım
meźı λ < λ∗ < λ aktualizovaných v každém kroku algoritmu (poznámka 108). Singulárńı př́ıpad může
nastat jedině tehdy, jestliže γ1 = vT

1 g = 0, nebot’ pro λ∗ = −λ1 plat́ı

vT
1 g = −vT

1 (B + λ∗I)s(λ∗) = −vT
1 (B − λ1I)s(λ1) = 0.

Poznámka 106 Jestliže γ1 = vT
1 g �= 0, lze se snadno přesvědčit (ze vzorc̊u uvedených v d̊usledku 11), že

plat́ı

lim
λ→λ1

φ(λ) =
1
Δ
, lim

λ→λ1
φ′(λ) = − 1

|γ1|
a

lim
λ→∞

φ(λ) = −∞, lim
λ→∞

φ′(λ) = − 1
‖g‖ .

Z těchto vztah̊u je patrné, že pro γ1 = vT
1 g �= 0 jsou funkce φ(λ) a φ′(λ) omezené v okoĺı bodu λ = −λ1 a

plat́ı λ∗ > −λ1.

Poznámka 107 V singulárńım př́ıpadě nelze použ́ıt Newtonovu metodu, nebot’ φ(λ) < 0 ∀λ > λ1. V
tomto př́ıpadě lze vektor s(λ∗) vyjádřit ve tvaru s(λ∗) = s + αv1, kde s je libovolné řešeńı rovnice (B −
λ1I)s = −g a α se vyb́ırá tak aby platilo ‖s(λ∗)‖ = ‖s+ αv1‖ = Δ. Potom

(B + λ∗I)s(λ∗) = (B − λ1I)s+ α(B − λ1I)v1 = g.

Tento zp̊usob je podkladem pro alternativńı krok v př́ıpadě, že φ(λ) < 0, kdy krok Newtonovy metody
může selhat. V tomto př́ıpadě najdeme řešeńı s rovnice (B + λI)s+ g = 0 spolu s nějakou aproximaćı ṽ1
vektoru v1 a testujeme, zda vektor s + z = s + αṽ1 takový, že ‖s + z‖ = Δ, vyhovuje podmı́nce (T1c).
Kvantitativńı vztahy udává následuj́ıćı věta.

Věta 58 Necht’ λ ≥ 0, B + λI 	 0 a ‖s+ z‖ = Δ, kde (B + λI)s+ g = 0 a

zT (B + λI)z ≤ (1 − δ2)
(
sT (B + λI)s+ λΔ2

)
.

Pak vektor s+ z vyhovuje podmı́nce (T1c).

Důkaz Tak jako v d̊ukazu věty 57 plat́ı

Q(s+ z) =
1
2
zT (B + λI)z − 1

2
(
sT (B + λI)s+ λ(s+ z)T (s+ z)

)
a použijeme-li předpoklady věty, dostaneme

Q(s+ z) ≤ −1
2
δ2
(
sT (B + λI)s+ λΔ2

)
.

Spojeńım této nerovnosti s posledńı nerovnost́ı v d̊ukazu věty 57, dostaneme dokazované tvrzeńı.
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Poznámka 108 Abychom zabránili selhańı Newtonovy metody, je účelné použ́ıvat a aktualizovat dolńı
odhad μ pro č́ıslo −λ1 a meze 0 ≤ λ < λ∗ < λ. V prvńım iteračńım kroku Newtonovy metody můžeme
jako μ zvolit maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Počátečńı meze λ < λ∗ < λ lze určit z vlastnost́ı
č́ısla λ∗. Jestliže (B + λ∗I)s(λ∗) + g = 0 a ‖s(λ∗)‖ = Δ, plat́ı

s(λ∗)T (B + λ∗I)2s(λ∗) = ‖g‖2,

což s přihlédnut́ım k extremálńım vlastnostem vlastńıch č́ısel matice (B + λ∗I) dává

λ(B) + λ∗ ≤ ‖g‖
Δ

≤ λ(B) + λ∗.

Jelikož −‖B‖ ≤ λ(B) ≤ λ(B) ≤ ‖B‖, můžeme položit

λ =
‖g‖
Δ

− ‖B‖ ≤ λ∗ ≤ ‖g‖
Δ

+ ‖B‖ = λ

(mı́sto −‖B‖ a ‖B‖ lze použ́ı i jiné odhady pro vlastńı č́ısla, např́ıklad Gerschgorinovy kruhy). Dolńı mez
λ je třeba ještě upravit tak, aby platilo λ ≥ 0.

Poznámka 109 V počátečńıch kroćıch Newtonovy metody se může stát, že matice B+λI neńı positivně
definitńı. Proto je účelné použ́ıt mı́sto Choleského rozkladu B + λI = RTR Gill̊uv-Murraẙuv rozklad
B + λI + E = RTR (definice 32). Z nulovosti matice E lze zjistit positivńı definitnost matice B + λI a
věta 67 dává odhad č́ısla, které je třeba přič́ıst k λ.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 5 Data 0 < δ < 1 < δ (obvykle δ = 0.9 a δ = 1.1), Δ > 0.

Krok 1 Urč́ıme μ jako maximálńı diagonálńı prvek matice −B. Polož́ıme λ = ‖g‖/Δ + ‖B‖,
λ = max(0, μ, ‖g‖/Δ − ‖B‖) a λ = λ.

Krok 2 Jestliže λ < λ polož́ıme λ =
√
λλ.

Krok 3 Urč́ıme Gill̊uv-Murraẙuv rozklad B + λI + E = RTR. Je-li E = 0 (takže B + λI 
 0,
přejdeme na krok 4. V opačném př́ıpadě urč́ıme vektor v ∈ Rn takový, že ‖v‖ = 1 a
vT (B + λI)v < 0 (věta 67), polož́ıme μ = λ − vT (B + λI)v, λ = max(μ, λ) a přejdeme
na krok 2.

Krok 4 Urč́ıme vektor s ∈ Rn řešeńım rovnice RTRs+ g = 0. Jestliže ‖s‖ > δΔ, polož́ıme λ = λ
a přejdeme na krok 6. Jestliže δΔ ≤ ‖s‖ ≤ δΔ ukonč́ıme výpočet. Jestliže ‖s‖ < δΔ
a λ = 0 ukonč́ıme výpočet. Jestliže ‖s‖ < δΔ a λ �= 0 polož́ıme λ = λ a přejdeme na
krok 5.

Krok 5 Urč́ıme vektor v ∈ Rn tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaćı vlastńıho vektoru
matice B př́ıslušného vlastńımu č́ıslu λ(B) a aby platilo ‖v‖ = 1 a vT s ≥ 0 (tento vektor
lze určit z rozkladu RTR zp̊usobem, který použ́ıvaj́ı programy knihovny LAPACK).
Urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ‖s + αv‖ = Δ (poznámka 111). Jestliže α2‖Rv‖2 ≤
(1 − δ2)(‖Rs‖2 + λΔ2), polož́ıme s := s + αv a ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě
polož́ıme μ = λ− ‖Rv‖2, λ = max(μ, λ) a přejdeme na krok 6.

Krok 6 Urč́ıme vektor v ∈ Rn řešeńım rovnice RT v = s a polož́ıme

λ := λ+
‖s‖2

‖v‖2

(‖s‖ − Δ
Δ

)
.

Pokud λ < λ polož́ıme λ = λ. Pokud λ > λ polož́ıme λ = λ. Přejdeme na krok 2
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5.4 Využit́ı směru nejvěťśıho spádu (metody pśı nohy)

Nevýhodou metod s optimálńım lokálně omezeným krokem je nutnost řešeńı úlohy (T1d), což vyžaduje
opakované řešeńı soustavy (Bi + λI)si(λ) + gi = 0, která obsahuje n rovnic o n neznámých. V pr̊uměru
se tato soustava řeš́ı 2-3 krát v každém iteračńım kroku, ale v singulárńım př́ıpadě může být tento počet
mnohem vyšš́ı. Proto se úloha (T1d) často nahražuje úlohou

si = arg min
‖s(α,β)‖≤Δi

Qi(s(α, β)), (T̃1d)

kde

s(α, β) = αgi + βB−1
i gi.

Úloha (T̃1d) má dimenzi 2 a soustava rovnic s matićı Bi se řeš́ı pouze jednou (k určeńı vektoru B−1
i gi).

Vektor si źıskaný řešeńım úlohy (T̃1d) vyhovuje opět podmı́nkám (T1) s ω = 0 a σ = 1/2 a jeho použit́ım
dostaneme metody, které konverguj́ı téměř stejně dobře jako metody s optimálńım lokálně omezeným
krokem. Ukazuje se že efektivita metod založených na promı́táńı do podprostoru generovaného vektory gi

aB−1
i gi se př́ılǐs nezměńı nahrad́ıme-li přesné řešeńı úlohy (T̃1d) speciálńım přibližným výběrem koeficient̊u

α a β, který se nazývá metodou pśı nohy (název této metody pocháźı od jej́ıho autora M.J.D.Powella).
Metoda pśı nohy je založena na použit́ı Cauchyova kroku sC a Newtonova kroku sN , kde

sC = − gT g

gTBg
g, sN = −B−1g.

Cauchẙuv krok je spádovým směrem právě tehdy, plat́ı-li gTBg > 0. Proto budeme rozlǐsovat dva př́ıpady,
bud’ gTBg > 0 nebo gTBg ≤ 0. Jestliže gTBg ≤ 0, můžeme položit s = −(Δ/‖g‖)g, nebot’ v tomto př́ıpadě
pro α ≥ 0 plat́ı

sT (g + αBs) = − Δ
‖g‖

(
gT g − αΔ

‖g‖g
TBg

)
≤ − Δ

‖g‖g
T g,

takže kvadratická funkce Q(x + αs) (funkce proměnné α, jej́ıž derivace je sT (g + αBs)) klesá pro α ≥ 0.
Jestliže gTBg > 0 a ‖sC‖ ≥ Δ, můžeme položit s = (Δ/‖sC‖)sC . Plat́ı totiž g = −(sT

CBsC/s
T
CsC)sC , což

dává

sT
C(g + αBsC) = −s

T
CBsC

sT
CsC

sT
CsC + αsT

CBsC = −(1 − α)sT
CBsC = −(1 − α)

(gT g)2

gTBg
,

takže kvadratická funkce Q(x+ αsC) klesá pro 0 ≤ α < 1 a nabývá minima pro α = 1.
Pokud gTBg > 0 a ‖sC‖ < Δ, mohou opět nastat dva př́ıpady, bud’ (sN − sC)T sC ≥ 0 nebo (sN −

sC)T sC < 0. Vyšetř́ıme nejprve př́ıpad, kdy (sN − sC)T sC ≥ 0. V tomto př́ıpadě, který nastane např́ıklad
tehdy, je-li matice B positivně definitńı, lze volit směrový vektor d jako pr̊useč́ık hranice oblasti určené
omezeńım ‖d‖ ≤ Δ a úsečky spojuj́ıćı body sC a τsN , kde 0 < τ ≤ 1 je vhodně zvolený parametr.

Věta 59 Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)T sC ≥ 0. Pak 0 < sT
CsC/s

T
CsN ≤ 1 a pokud

sT
CsC/s

T
CsN ≤ τ ≤ 1, (∗)

je kvadratická funkce Q(sC +α(τsN − sC)) nerostoućı pro α ≤ 1 (pokud (sN − sC)T sC > 0, je tato funkce
klesaj́ıćı pro α < 1). Dále plat́ı ‖τsN‖ ≥ ‖sC‖ (rovnost nastane právě tehdy, plat́ı-li τ = sT

CsC/s
T
CsN a

jsou-li vektory sC a sN kolineárńı).

Důkaz Prostým dosazeńım dostaneme

(sN − sC)T sC =
gT g

(gTBg)2
(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
,
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takže nerovnost (sN − sC)T sC ≥ 0 je splněna právě tehdy, jestliže plat́ı gTBggTB−1g − (gT g)2 ≥ 0 (je-li
matice B positivně definitńı plyne tato nerovnost ze Schwarzovy nerovnosti). Muśı tedy platit gTB−1g > 0,
neboli

sT
CsC

sT
NsC

=
(gT g)2

(gTB−1gTBg)
> 0,

což spolu s nerovnost́ı (sN − sC)T sC ≥ 0 dává 0 < sT
CsC/s

T
CsN ≤ 1. Je-li splněna nerovnost (*) můžeme

psát

(τsN − sC)T sC =
gT g

(gTBg)2
(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

) ≥ 0,

(τsN − sC)TB(τsN − sC) = τgTB−1g − 2τ
(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
τ

gTBg

(
τgTBggTB−1g − (gT g)2

)
+ (1 − τ)

(gT g)2

gTBg
≥ 0,

přičemž posledńı nerovnost je rovnost́ı právě tehdy, pokud (sN − sC)T sC = 0. Dále plat́ı

(τsN − sC)T (g +BsC) = (τsN − sC)T (τg +BsC) + (1 − τ)(τsN − sC)T g

= (τsN − sC)TB(B−1g + sC) + (1 − τ)(τsN − sC)T g

= −(τsN − sC)TB(τsN − sC) − (1 − τ)
gTBg

gT g
sC ,

takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(τsN − sC)) dostaneme

(τsN − sC)T (g +B(sC + α(τsN − sC)) = −(τsN − sC)TB(τsN − sC)(1 − α) − (1 − τ)
gTBg

gT g
sC .

Pokud α ≤ 1, je tato derivace nekladná, takže funkce Q(sC + α(τsN − sC)) je nerostoućı (pokud (sN −
sC)T sC > 0 je tato funkce klesaj́ıćı pro α < 1). Vztah ‖τsN‖ ≥ ‖sC‖ plyne z nerovnosti

‖τsN‖2 = (sC + τsN − sC)T (sC + τsN − sC)
= ‖sC‖2 + 2(τsN − sC)T sC + ‖τsN − sC‖2 ≥ ‖sC‖2.

Rovnost nastane právě tehdy, jestliže τsN = sC . Zvoĺıme-li τ = sT
CsC/s

T
CsN (nejmenš́ı možná hodnota)

plat́ı

τ‖sN‖ − ‖sC‖ =
‖sC‖2

sT
NsC

‖sN‖ − ‖sC‖ ≥ ‖sC‖2

‖sN‖‖sC‖‖sN‖ − ‖sC‖ = 0,

přičemž rovnost nastane právě tehdy, jsou-li vektory sC a sN kolineárńı. Jelikož sT
NsC > 0, plat́ı v tomto

př́ıpadě τsN = sC .

Poznámka 110 Př́ıpad, kdy (sN − sC)T sC ≥ 0 je nejd̊uležitěǰśı, nastane např́ıklad tehdy, je-li matice B
positivně definitńı. V tomto př́ıpadě lze postupovat tak, že polož́ıme s = (Δ/‖sC‖)dc, pokud sC ≥ Δ,
s = sN , pokud ‖sN‖ ≤ Δ a s = sC + α(τsN − sC), pokud ‖sC‖ < Δ < ‖sN‖, kde α se voĺı tak aby
platilo ‖d‖ = Δ. Přitom bud’ τ = 1 (klasická metoda pśı nohy) nebo τ = max(sT

CsC/s
T
CsN ,Δ/‖sN‖)

(modifikovaná metoda pśı nohy pocházej́ıćı od Dennise a Meie). Ve všech uvedených př́ıpadech je splněna
podmı́nka (T1c) se σ = 1/2.

Poznámka 111 Necht’ s ∈ Rn, v ∈ Rn a ‖s‖ < Δ. Č́ıslo α ≥ 0, pro které plat́ı ‖s+ αv‖ = Δ, určujeme
podle vzorce

α =

√
(vT s)2 + (Δ2 − ‖s‖2)‖v‖2 − vT s

‖v‖2
=

Δ2 − ‖s‖2√
(vT s)2 + (Δ2 − ‖s‖2)‖v‖2 + vT s

.

Prvńı vztah voĺıme pokud vT s ≤ 0 a druhý v opačném př́ıpadě. Oba vztahy se zjednoduš́ı, pokud ‖v‖ = 1.
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Nyńı vyšetř́ıme př́ıpad, kdy (sN − sC)T sC < 0. V tomto př́ıpadě neńı matice B positivně semidefinitńı
a nemá význam pokládat s = sN , nebot’ tento bod neńı minimem kvadratické funkce Q(s).

Věta 60 Necht’ gTBg > 0 a (sN − sC)T sC < 0. Pak kvadratická funkce Q(sC + α(sC − sN )) klesá pro
α ≥ 0.

Důkaz Z nerovnosti (sN − sC)T sC < 0 plyne gTBggTB−1g − (gT g)2 < 0. Plat́ı tedy

(sN − sC)TB(sN − sC) = gTB−1g − 2
(gT g)2

gTBg
+

(gT g)2

gTBg

=
1

gTBg

(
gTBggTB−1g − (gT g)2

)
< 0,

(sN − sC)T (g +BsC) = −(sN − sC)TB(sN − sC) > 0,

takže pro derivaci kvadratické funkce Q(sC + α(sC − sC)) dostaneme

(sC − sN )T (g +B(sC + α(sC − sN )) = (1 + α)(sC − sN )TB(sC − sN ) < 0.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu.

Algoritmus 6 Data Δ > 0.

Krok 1 Jestliže gTBg ≤ 0 polož́ıme s = −(Δ/‖g‖)g a ukonč́ıme výpočet.

Krok 2 Vypočteme Cauchẙuv krok sC = −(gT g/gTBg)g. Jestliže ‖sC‖ ≥ Δ, polož́ıme s =
(Δ/‖sC‖)sC a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Vypočteme Newton̊uv krok sN = −B−1g. Jestliže (sN − sC)T sC ≥ 0 a ‖sN‖ ≤ Δ,
polož́ıme s = sN a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Jestliže (sN − sC)T sC ≥ 0 a ‖sN‖ > Δ, urč́ıme č́ıslo τ tak aby platilo sT
CsC/s

T
CsN ≤ τ ≤

1, zvoĺıme α > 0 tak aby platilo ‖sC + α(τsN − sC)‖ = Δ (poznámka 111), polož́ıme
s = sC + α(τsN − sC) a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Jestliže (sN − sC)T sC < 0, zvoĺıme α > 0 tak aby platilo ‖sC + α(sC − sN )‖ = Δ
(poznámka 111), polož́ıme s = sC + α(sC − sN ) a ukonč́ıme výpočet.

5.5 Nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

K určeńı lokálně omezeného kroku můžeme velmi efektivně použ́ıt předpodmı́něnou metodu sdružených
gradient̊u aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

Q(s) = gT s+
1
2
sTBs.

Připomeňme, že předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, g1 = g, p1 = −C−1g

a (PCG)

qi = Bpi, αi = gT
i C

−1gi, /p
T
i qi,

si+1 = si + αipi, gi+1 = gi + αiqi,

βi = gT
i+1C

−1gi+1/g
T
i C

−1gi, pi+1 = −C−1gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n. Můžeme použ́ıvat větu 28 a d̊usledek 2.
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Poznámka 112 Určujeme-li lokálně omezený krok pomoćı metody sdružených gradient̊u, zastavujeme
iteračńı proces nejen tehdy, když ‖gi‖ ≤ ω‖g‖, ale také tehdy, když ‖si‖ < Δ a bud’ pT

i Bpi ≤ 0 nebo
‖si+1‖ ≥ Δ. Pokud pT

i Bpi ≤ 0, plat́ı

Q(si + αipi) = Q(si) + αig
T
i pi +

1
2
α2

i p
T
i Bpi ≤ Q(si) − αi‖gi‖2 < Q(si)

pro libovolnou hodnotu αi ≥ 0 (nebot’ gT
i pi = −gT

i gi podle poznámky 54). Pokud ‖si+1‖ ≥ Δ, plat́ı
Q(si + αipi) < Q(si) pro libovolnou hodnotu αi > 0 takovou, že ‖si + αipi‖ ≤ Δ (nebot’ Q(si+1) < Q(si)
podle d̊usledku 2). V obou př́ıpadech urč́ıme č́ıslo αi ≥ 0 tak, aby platilo ‖si +αipi‖ = Δ (poznámka 111)
a polož́ıme s = si + αipi. Podle d̊usledku 3 plat́ı Q(s) ≤ −(1/2)‖g‖2/(κ(C)‖B‖) pro i ≥ 2 a podle části
(c) d̊ukazu věty 55 plat́ı Q(s) ≤ −(1/2)‖g‖‖s‖ pro i = 1.

Poznámka 113 Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u generuje cestu v oblasti určené omezeńım
‖s‖C ≤ Δ, to znamená křivku s(t) ∈ Rn takovou, že

d‖s(t)‖C

dt
> 0,

dQ(s(t))
dt

< 0.

Proto je předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u vhodná zejména pro metody s lokálně omeze-
ným krokem použ́ıvaj́ıćı omezeńı ‖s‖C ≤ Δ. Pokud C �= I, mohou pro metody s lokálně omezeným
krokem použ́ıvaj́ıćı omezeńı ‖s‖ ≤ Δ nastat jisté obt́ıže, nebot’ posloupnost ‖si‖, i ∈ N , neńı v tomto
př́ıpadě monotonně rostoućı. Tyto obt́ıže jsou však vyváženy velkou efektivitou předpodmı́něné metody
sdružených gradient̊u.

Uvedené úvahy tvoř́ı základ jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 7 Data C 
 0, 0 < ω < 1, Δ > 0, m ≥ n (obvykle m = n+ 3).

Krok 1 Polož́ıme s = 0, r = −g, v = C−1r, σ = rT v, σ = σ, p = r a k = 1.

Krok 2 Polož́ıme ρ = σ, vypočteme vektor q = Bp a č́ıslo τ = pT q. Jestliže τ ≤ 0, urč́ıme č́ıslo
α ≥ 0 tak, aby platilo ‖s+ αp‖ = Δ, polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Polož́ıme α = ρ/τ . Jestliže ‖s+αp‖ ≥ Δ, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ‖s+αp‖ =
Δ, polož́ıme s := s+ αp a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 Polož́ıme s := s + αp, r := r − αq v = C−1r a σ = rT v. Jestliže σ ≤ ω2σ nebo k ≥ m,
ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 Polož́ıme β = σ/ρ, p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

(Obvykle voĺıme m = n+ 3).

Směrový vektor si źıskaný metodou sdružených gradient̊u můžeme kombinovat s vektorem sN tak jako
v metodách pśı nohy (kde kombinujeme vektor sC = s2 s vektorem sN ). Ztrat́ı se však výlučně iteračńı
charakter nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (podřebujeme źıskat vektor sN př́ımým řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic). Nicméně použit́ı několika krok̊u metody sdružených gradient̊u může urych-
lit konvergenci metody pśı nohy. Následuj́ıćı věta udává teoretický podklad pro konstrukci v́ıcekrokové
metody pśı nohy.

Věta 61 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 28 pro i ≥ 1, přičemž ‖si‖ < Δ a Bsi + g �= 0. Necht’
sN ∈ Rn je vektor takový, že BsN + g = 0. Pak pro 0 ≤ α < 1 plat́ı

dQ(si + α(sN − si))
dα

= (1 − α)(sN − si)T gi < 0.
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Důkaz Jelikož

Q(si + α(sN − si)) = gT (si + α(sN − si)) +
1
2
(si + α(sN − si))TB(si + α(sN − si)),

plat́ı

dQ(si + α(sN − si))
dα

= (sN − si)T g + (sN − si)TB(si + α(sN − si))

= (sN − si)TB(si − sN + α(sN − si))
= (1 − α)(sN − si)TB(si − sN )
= (1 − α)(sN − si)T (Bsi + g)
= (1 − α)(sN − si)T gi.

Z věty 61 vyplývá, že pokud (sN − si)T gi ≤ 0, je funkce Q(si + α(sN − si)) nerostoućı pro 0 ≤ α ≤ 1
(pokud (sN −si)T gi < 0 je tato funkce klesaj́ıćı pro 0 ≤ α < 1). Jestliže naopak (sN −si)T gi > 0 je funkce
Q(si + α(si − sN ) klesaj́ıćı pro α ≥ 0. Uvedené úvahy tvoř́ı základ následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus 8 Data 0 < Δ, m < n

Krok 1 Jako v algoritmu 7.

Krok 2 Jako v algoritmu 7.

Krok 3 Jako v algoritmu 7.

Krok 4 Polož́ıme s := s + αp, r := r − αq a σ = ‖r‖2. Jestliže k < m polož́ıme β = σ/ρ,
p := r + βp, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.

Krok 5 Řeš́ıme soustavu rovnic Bs∗ + g = 0. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ‖s∗‖ ≤ Δ, polož́ıme
s = s∗ a ukonč́ıme výpočet. Pokud (s∗ − s)T r ≥ 0 a ‖s∗‖ > Δ, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0
tak, aby platilo ‖s + α(s∗ − s)‖ = Δ, polož́ıme s := s + α(s∗ − s) a ukonč́ıme výpočet.
Pokud (s∗ − s)T r < 0, urč́ıme č́ıslo α ≥ 0 tak, aby platilo ‖s+α(s− s∗)‖ = Δ, polož́ıme
s := s+ α(s− s∗) a ukonč́ıme výpočet.

(Obvykle voĺıme m ≤ 3. Pro m = 1 dostaneme klasickou metodu pśı nohy).

5.6 Použit́ı symetrické Lanczosovy metody

Metodu sdružených gradient̊u popsanou v předchoźım odstavci muśıme přerušit, pokud v i-tém iteračńım
kroku plat́ı bud’ gT

i Bgi ≤ 0 nebo si+1 ≥ Δ. V tomto př́ıpadě urč́ıme směrový vektor d takový, že ‖d‖ = Δ
a ukonč́ıme výpočet. Abychom nalezli přesněǰśı aproximaci optimálńıho lokálně omezeného kroku je třeba
v iteračńım procesu pokračovat. K tomuto účelu lze použ́ıt symetrický Lanczos̊uv proces.

Definice 30 Necht’ B ∈ Rn×n je symetrická matice a g ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı rekurentńı
vztahy

q0 = 0, γ1q1 = g

a
δi = qT

i Bqi, γi+1qi+1 = Bqi − δiqi − γiqi−1 (SL)

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n měly jednotkovou
normu, nazveme symetrickým Lanczosovým procesem určeným matićı B a vektorem g.
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Poznámka 114 Necht’ γi �= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle (SL) plat́ı g = Qk(γ1e1)
a

BQk = QkTk + γk+1qk+1e
T
k (SL),

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk−1, qk], eT
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eT

k = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Tk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

δ1, γ2, . . . , 0, 0
γ2, δ2, . . . , 0, 0
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , δk−1, γk

0, 0, . . . , γk, δk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(matice Tk ∈ Rk×k je tridiagonálńı). Můžeme se o tom snadno přesvědčit roznásobeńım a použit́ım
rekurentńıch vztah̊u (SL).

Věta 62 Uvažujme symetrický Lanczos̊uv proces určený symetrickou matićı B ∈ Rn×n a vektorem g ∈ Rn.
Necht’ γi �= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı ortonormálńı bázi v
Krylovově podprostoru Kk = span (g,Bg, . . . , Bk−1g).

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = g/ ‖ g ‖. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
nějaký index 1 ≤ k < n a že γk+1 �= 0. Podle indukčńıho předpokladu plat́ı QT

kQk = I, takže QT
kBQk =

Tk + γk+1Q
T
k qk+1e

T
k . Matice QT

kBQk je symetrická stejně jako matice Tk, takže nutně QT
k−1qk+1 = 0 (v

opačném př́ıpadě by matice QT
k qk+1e

T
k nebyla symetrická). Dále podle (SL) plat́ı γk+1q

T
k qk+1 = qT

k Bqk −
δk = δk − δk = 0. Vektor qk+1 je tedy ortogonálńı k vektor̊um qi, 1 ≤ i ≤ k, a má jednotkovou normu.
Podle (SL) lež́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k+1 v Krylovově podprostoru Kk+1 a jelikož jsou vzájemně ortogonálńı
a maj́ı jednotkovou normu, tvoř́ı tam ortonormálńı bázi.

Poznámka 115 Jelikož QT
kQk = I a QT

k qk+1 = 0 (d̊ukaz věty 62), můžeme psát

QT
kBQk = Tk,

takže symetrický Lanczos̊uv proces lze použ́ıt k tridiagonalizaci matice B.

Poznámka 116 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k řešeńı soustavy rovnic Bs + g = 0.
Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

(
1
2
sTBs+ gT s

)
.

Jelikož s ∈ Ki právě tedy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

(
1
2
zTTiz + γ1e

T
1 z

)
(plyne to ze vztah̊u g = Qi(γ1e1) a QT

i Qi = I). Pokud γk+1 = 0, je vektor sk+1 ∈ Kk řešeńım soustavy
rovnic Bs + g = 0. Podle (SL) totiž plat́ı BQk = QkTk a jelikož matice Tk je regulárńı, lze položit
zk = −T−1

k (γ1e1), což dává Bsk+1 = BQkzk = −QkTkT
−1
k (γ1e1) = −Qk(γ1e1) = −g.

Věta 63 Vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 116 jsou shodné s vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k,
generovanými metodou sdružených gradient̊u (algoritmus (PCG) s C = I). Nav́ıc plat́ı δ1 = 1/α1, ε1 = 1
a

δi+1 =
βi

αi
+

1
αi+1

, γi+1 =
√
βi

|αi| , εi+1 = −εisgn(αi)

a
qi = εi

gi

‖gi‖
pro 1 ≤ i ≤ k.
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Důkaz Z d̊ukazu Věty 20 plyne, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určené metodou CG, lež́ı v Krylovových
podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, a realizuj́ı tam minimum kvadratické funkce Q(s) = (1/2)sTBs+ gT s. To je
však právě definice vektor̊u si+1, 1 ≤ i ≤ k, v poznámce 116. Jelikož vektory gi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně
ortogonálńı a lež́ı v Krylovových podprostorech Ki, 1 ≤ i ≤ k, muśı být kolineárńı s vektory qi, 1 ≤ i ≤ k,
neboli

Gk = QkDk,

kde Gk = [g1, . . . , gk] a Dk = diag (ε1 ‖ g1 ‖, . . . , εk ‖ gk ‖) (č́ısla εi, 1 ≤ i ≤ k, mohou nabývat hodnot
±1). Položme Pk = [p1, . . . , pk]. Pak z rekurentńıch vztah̊u metody CG plyne

Gk = PkBk,

kde

Bk =

⎡
⎢⎢⎣

−1, β1, . . . , 0
0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

⎤
⎥⎥⎦

je horńı bidiagonálńı matice. Z d̊ukazu věty 20 plyne, že matice PT
k BPk je diagonálńı. Použijeme-li

rekurentńı vztahy metody CG, dostaneme PT
k BPk = diag(‖ g1 ‖2 /α1, . . . , ‖ gk ‖2 /αk) = Dkdiag(1/α1, . . . , 1/αk)Dk,

takže

Tk = QT
kBQk = D−1

k GT
kBGkD

−1
k = D−1

k BT
k P

T
k BPkBkD

−1
k =

= D−1
k BT

k Dkdiag (1/α1, . . . , 1/αk)DkBkD
−1
k .

Ale

DkBkD
−1
k =

⎡
⎢⎢⎣

−1, β1
ε1‖g1‖
ε2‖g2‖ , . . . , 0

0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

−1, ε1ε2
√
β1, . . . , 0

0, −1, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , −1

⎤
⎥⎥⎦ .

Dosad́ıme-li tento vztah do vyjádřeńı pro matici Tk, můžeme psát

Tk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
α1
,

−ε1ε2

√
β1

α1
, . . . , 0

−ε1ε2

√
β1

α1
, β1

α1
+ 1

α2
, . . . , 0

−− −− −− −−
0, 0, . . . , βk−1

αk−1
+ 1

αk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

což porovnáńım se (SL) dává δ1 = 1/α1 a

δi+1 =
βi

αi
+

1
αi+1

γi+1 = −εiεi+1

√
βi

αi

pro 1 ≤ i ≤ k. Jelikož γi+1 ≥ 0, muśı platit εiεi+1 = −sgn(αi) pro 1 ≤ i ≤ k. Protože podle (SL) plat́ı
γ1q1 = g = g1 a γ1 ≥ 0, dostaneme ε1 = 1.
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Poznámka 117 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k přibližnému určeńı optimálńıho lokálně
omezeného kroku. Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki,‖s‖≤Δ

(
1
2
sTBs+ gT s

)
. (T1e)

Jelikož s ∈ Ki právě tedy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri,‖s‖≤Δ

(
1
2
zTTiz + γ1e

T
1 z

)
(T1f)

(plyne to z úvah použitých v poznámce 116 a z toho, že ortogonalita matice Qi implikuje ‖s‖ = ‖Qiz‖ =
‖z‖).

Je-li vektor zi řešeńım úlohy (T1f), zaj́ımá nás, jak dobře aproximuje vektor si+1 řešeńı úlohy (T1d).
Podle věty 56 je vektor zi řešeńım úlohy (T1f) právě tehdy, existuje-li č́ıslo λi ≥ 0 takové že matice Ti+λiI
je positivně semidefinitńı, (Ti + λiI)zi + γ1e1 = 0, ‖zi‖ ≤ Δ a λi(‖zi‖ − Δ) = 0. Protože ‖si+1‖ = ‖zi‖,
splňuje dvojice si+1, λi většinu podmı́nek uvedených ve z větě 56. Kriteriem aproximace tedy může být
hodnota ‖(B + λi)si+1 + g‖ (norma rezidua).

Věta 64 Necht’ si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım úlohy (T1f). Pak plat́ı

(B + λi)si+1 + g = γi+1e
T
i ziqi+1,

takže ‖(B + λi)si+1 + g‖ = γi+1|eT
i zi|.

Důkaz Použijeme-li vztah (SL) a podmı́nku (Ti + λiI)zi + γ1e1 = 0, dostaneme

(B + λiI)si+1 + gi = (B + λiI)Qizi + γ1Qie1

= Qi((Ti + λiI)zi + γ1e1) + γi+1qi+1e
T
i zi

= γi+1qi+1e
T
i zi.

Zbytek tvrzeńı plyne z toho, že ‖qi+1‖ = 1.

Nyńı si podrobněji všimneme vlastnost́ı úlohy (T1f).

Definice 31 řekneme, že matice Ti (jej́ı̌z tvar je uveden v poznámce 114) je ireducibilńı, jestlǐze γj �= 0
∀1 < j ≤ i.

Věta 65 Je-li matice Ti ireducibilńı, nenastane v úloze (T1f) singulárńı př́ıpad (matice Ti + λiI je posi-
tivně definitńı). Je-li matice Tn ireducibilńı, nenastane singulárńı př́ıpad ani v úloze (T1d). Nenastane-li
singulárńı př́ıpad v úloze (T1d) a plat́ı-li γi+1 = 0, je vektor si+1 = Qizi řešeńım úlohy (T1d).

Důkaz (a) Je-li vektor zi řešeńım úlohy (T1f), je matice Ti +λiI positivné semidefinitńı. Je-li tato matice
singulárńı, muśı existovat nenulový vektor vi takový, že (Ti + λiI)vi = 0. Pak ale

zT
i (Ti + λiI)vi = −γ1e

T
1 vi = 0,

takže vektor vi má nulovou provńı složku. Předpokládejme, že matice Ti je ireducibilńı. Z rovnice Tivi =
λivi vid́ıme, že je-li prvńı složka vektoru vi nulová a γ2 �= 0, je i druhá složka vektoru vi nulová (matice
Ti je tridiagonálńı). Takto lze pokračovat dále a jsou-li všechna č́ısla γj , 1 < j ≤ i, nenulová, muśı platit
vi = 0, což je ve sporu s předpokladem, že vi �= 0. Matice Ti + λiI tedy nemůže být singulárńı a jelikož je
positivné semidefinitńı, muśı být positivné definitńı. V úloze (T1f) tedy nenastane singulárńı př́ıpad.

(b) Pro i = n je úloha (T1d) ekvivalentńı úloze (T1e) a tedy i úloze (T1f). Je-li matice Tn ireducibilńı,
nenastane singulárńı př́ıpad v úloze (T1f) a tedy ani v úloze (T1d).
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(c) Plat́ı-li γi+1 = 0, můžeme podle (SL) psát BQi = QiTi. Jelikož matice Ti je symetrická, můžeme
ji vyjádřit ve tvaru Ti = ViΛiV

T
i , kde Λi je diagonálńı matice obsahuj́ıćı vlastńı č́ısla matice Ti a Vi je

ortogonálńı (a tedy regulárńı) čtvercová matice, jej́ımiž slouci jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Plat́ı tedy

BQi = QiViΛiV
T
i ⇒ BQiVi = QiViΛi,

takže diagonálńı prvky matice Λ jsou vlastńımi č́ısly matice B a sloupce matice QiVi jsou odpov́ıdaj́ıćımi
vlastńımi vektory. Ukážeme, že matice Λi muśı obsahovat nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λ1 matice B. Kdyby tomu
tak nebylo, musel by být př́ıslušný vlastńı vektor v1 kolmý ke všem sloupc̊um matice QiVi (vlastńı vektory
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı), neboli V T

i Q
T
i v1 = 0. Protože čtvercová matice

Vi je regulárńı, muselo by platit QT
i v1 = 0 a jelikož vektor g je podle konstrukce rovnoběžný s vektorem

q1, také gT v1 = 0. To však neńı možné, nebot’ v úloze (T1d) nenastane singulárńı př́ıpad takže podle
poznámky 105 nemůže platit gT v1 = 0. Jelikož λ1 je vlastńım č́ıslem matice Ti, muśı platit λi ≥ −λ1,
takže matice B + λiI je positivné definitńı. Spoj́ıme li tento fakt s tvrzeńım věty 64, vid́ıme, že jsou
splněny nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro to, aby vektor si+1 = Qizi byl řešeńım úlohy (T1d).

Poznámka 118 Symetrický Lanczos̊uv proces můžeme předpodmı́nit. V tomto př́ıpadě se použ́ıvaj́ı
rekurentńı vztahy

w0 = 0, γ1w1 = g, q1 = C−1w1

a
δi = qT

i Bqi, γi+1wi+1 = Bqi − δiwi − γiwi−1, qi+1 = C−1wi+1 (PSL)

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby platilo wT
i C

−1wi = 1, 1 ≤ i ≤ n. Pak
vektory qi, 1 ≤ i ≤ n jsou C-ortogonálńı. Pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n plat́ı QT

kCQk = I a

BQk = CQkTk + γk+1wk+1e
T
k , (PSL)

kde Tk = QT
kBQk je symetrická tridiagonálńı matice. Poznamenejme, že je-li vektor zi řešeńım problému

(T1f), kde matice Ti byla źıskána předpodmı́něným symetrickým Lanczosovým procesem, je třeba v (T1e)
nahradit podmı́nku ‖s‖ ≤ Δ podmı́nkou sTCs ≤ Δ2.

Nyńı můžeme přistoupit k popisu algoritmu pro výpočet lokálně omezeného kroku pomoćı symetrického
Lanczosova procesu.

Poznámka 119 Shrneme základńı myšlenky, které se použ́ıvaj́ı v algoritmu založeném na použit́ı symet-
rického Lanczosova procesu.

1. Jelikož metoda sdružených gradient̊u je výpočetně ekonomičtěǰśı než symetrický Lanczos̊uv proces,
zač́ınáme metodou CG. Přitom v každém iteračńım kroku poč́ıtáme a ukládáme č́ısla γi, δi a vektory
qi (věta 63). Pokud nemůžeme metodu CG použ́ıt (pokud pT

i Bpi = 0, nebo pokud č́ıslo αi je př́ılǐs
velké), přejdeme na symetrický Lanczos̊uv proces a začneme pokládat si+1 = Qizi, kde vektor zi je
řešeńım úlohy (T1f).

2. Na začátku iteračńıho procesu poč́ıtáme vektory si+1 metodou CG. Pokud v nějakém iteračńım kroku
plat́ı pT

i Bpi ≤ 0, nebo ‖si + αipi‖ > Δ, začneme pokládat si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım
úlohy (T1f).

3. Výpočet ukonč́ıme, plat́ı-li ‖gi+1‖ ≤ ω‖g‖ v př́ıpadě, že si+1 = si + αipi, nebo γi+1|eT
i zi| ≤ ω‖g‖ v

př́ıpadě, že si+1 = Qizi. Přitom ω je předepsaná přesnost.

Dosavadńı úvahy můžeme shrnout ve formě algoritmu. V tomto algoritmu je L = 1, použ́ıváme-li
rekurentńı vztahy metody sdružených gradient̊u, nebo L = 0, použ́ıváme-li rekurentńı vztahy symetrické
Lanczosovy metody. Podobně je M = 1, poč́ıtáme-li vektor sk+1 metodou sdružených gradient̊u, nebo
M = 0, použ́ıváme-li k určeńı vektoru si+1 řešeńı úlohy (T1f).
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Algoritmus 9 Data 0 < ω < 1, Δ > 0, ε > 0, m ≤ n (obvykle m = min(n, 100)).

Krok 1 Polož́ıme s1 = 0, g1 = g, p1 = −g, q1 = g/‖g‖, β1 = ‖g‖, σ1 = gT g, L = 1, M = 1 a
k = 1.

Krok 2 Jestliže L = 0, přejdeme na krok 5. V opačném př́ıpadě vypočteme vektor uk = Bpk a
č́ıslo τk = uT

k pk. Jestliže |τk| ≤ εσk, polož́ıme L = 0 a přejdeme na krok 5.

Krok 3 Polož́ıme αk = σk/τk a vypočteme č́ıslo δk podle věty 63, tedy δk = 1/αk, pokud k = 1,
nebo δk = 1/αk +βk−1/αk−1, pokud k > 1. Je-li αk ≤ 0 nebo ‖sk +αkpk‖ ≥ 0, polož́ıme
M = 0

Krok 4 Polož́ıme gk+1 = gk + αkuk, σk+1 = gT
k+1gk+1, βk = σk+1/σk, vypočteme č́ıslo γk+1

podle věty 63, tedy γk+1 =
√
βk/|αk| a přejdeme na krok 6.

Krok 5 Polož́ıme M = 0, δk = qT
k Bqk a vypočteme č́ıslo γk+1 a vektor vk+1 = γk+1qk+1 podle

definice 30, tedy γk+1 = ‖vk+1‖, kde vk+1 = Bqk − δkqk, pokud k = 1, nebo vk+1 =
Bqk − δkqk − γkqk−1, pokud k > 1.

Krok 6 Jestliže M = 1 a k ≤ m, polož́ıme sk+1 = sk + αkpk a pokud ‖gk+1‖ ≤ ω‖g‖, ukonč́ıme
výpočet. Jestliže M = 0 nebo k > m, polož́ıme si+1 = Qizi, kde vektor zi je řešeńım
úlohy (T1f) a pokud γk+1|eT

k zk| ≤ ω‖g‖ nebo k > m, ukonč́ıme výpočet.

Krok 7 Jestliže L = 0, polož́ıme qk+1 = vk+1/γk+1. Jestliže L = 1, polož́ıme εk+1 = −εksgn(αk),
qk+1 = εk+1gk+1/‖gk+1‖ a pk+1 = −gk+1 + βkpk. Zvětš́ıme k o jednotku a přejdeme na
krok 2.

V metodách použ́ıvaj́ıćıch symetrický Lanczos̊uv proces neńı účelné použ́ıvat předpodmı́něńı, nebot’ se
t́ım měńı p̊uvodńı omezeńı ‖si‖ ≤ Δ na ‖si‖C =

√
sT

i Csi ≤ Δ (výjimku tvoř́ı př́ıpady, kdy je z nějakých
d̊uvod̊u třeba řešit úlohu s omezeńım ‖si‖C ≤ Δ). Předpodmiňovač C se obvykle odvozuje od matice B,
takže může být špatně podmı́něný a nav́ıc se měńı v každé iteraci.

5.7 Posunuté nep̌resné metody s lokálně omezeným krokem

V tomto odd́ılu ukážeme jiný zp̊usob použit́ı symetrického Lanczosova procesu. Symetrický Lanczos̊uv
proces použijeme k určeńı aproximace λ Lagrangeova multiplikátoru λ∗ vystupuj́ıćıho ve větě 56 a směrový
vektor s = s(λ) budeme hledat řešeńım úlohy

s(λ) = arg min
‖s‖≤Δ

Qλ(s), Qλ(s) =
1
2
sT (B + λI)s+ gT s. (T1λ)

To znamená, že budeme metodu sdružených gradient̊u aplikovat na soustavu rovnic s matićı B + λI. Aby
źıskaný směrový vektor splňoval podmı́nku (T1b), potřebujeme aby λ = 0, pokud úloha (T1d) má řešeńı
takové, že ‖s∗i ‖ < Δ. To je zaručeno, pokud je splněna nerovnost λ ≤ λ∗, kterou nyńı dokážeme. Budeme
přitom použ́ıvat označeńı

Kk(λ) = span{g, (B + λI)g, . . . , (B + λI)k−1g}

pro Krylov̊uv podprostor dimenze k definovaný matićı B + λI a vektorem g, a Zk ∈ Rn×k pro matici jej́ıž
sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Kk = Kk(0) (pokud λ = 0 budeme argument λ vynechávat).

Věta 66 Necht’ pro daný index 1 ≤ k ≤ n, je vektor sk řešeńım úlohy

sk = arg min
s∈Kk,‖s‖≤Δ

Q(s), Q(s) =
1
2
sTBs+ gT s (∗)

s odpov́ıdaj́ıćım Lagrangeovým multiplikátorem λk. Jestlǐze 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pak λi ≤ λj. Speciálně λk ≤ λ∗

pro libovolný index 1 ≤ k ≤ n.
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Důkaz (a) Necht’ vektor sk je řešeńım nepodmı́něné úlohy

sk = arg min
s∈Kk

Q(s).

Jestliže 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pak podle věty 28 plat́ı ‖si‖ ≤ ‖sj‖. Speciálně ‖sk‖ ≤ ‖sn‖ = ‖s∗‖, kde ‖s∗‖ je
nepodmı́něným minimem funkce Q(s) na Rn.

(b) Indukćı dokážeme, že pro libovolné č́ıslo λ ∈ R plat́ı Kk(λ) = Kk. Pro k = 1 je to zřejmé, nebot’
Kk(λ) = span{g} = Kk. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n. Pak

(B + λI)kg = (B + λI)(B + λI)k−1g = (B + λI)v = Bv + λv,

kde v ∈ Kk(λ) = Kk. Jelikož λv ∈ Kk a Bv ∈ Kk+1, plat́ı (B + λI)kg ∈ Kk+1, takže Kk+1(λ) ⊂ Kk+1.
Aplikujeme-li stejný postup na matice B + λI a B = (B + λI) − λI, dostaneme opačnou inkluzi.

(c) Necht’ B1 a B2 jsou dvě symetrické pozitivně definitńı matice. Pak ze vztah̊u

B1 −B2 = B
1
2
2 (B− 1

2
2 B1B

− 1
2

2 − I)B
1
2
2 , B−1

2 −B−1
1 = B

− 1
2

1 (B
1
2
1 B

−1
2 B

1
2
1 − I)B− 1

2
1

a z toho, že matice B− 1
2

2 B1B
− 1

2
2 a B

1
2
1 B

−1
2 B

1
2
1 maj́ı stejná vlastńı č́ısla, plyne

B1 −B2 	 0 ⇐⇒ B−1
2 −B−1

1 	 0,
B1 −B2 
 0 ⇐⇒ B−1

2 −B−1
1 
 0.

(d) Ukážeme, že vektor sk(λ), který minimalizuje Qλ(s) na Kk lze vyjádřit ve tvaru

sk(λ) = −Zk(ZT
k (B + λI)Zk)−1ZT

k g,

kde Zk ∈ Rn×k je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Kk. Jestliže s ∈ Kk, můžeme psát
s = Zks̃, kde s̃ ∈ Rk. Pak

Qλ(s) =
1
2
sT (B + λI)s+ gT s =

1
2
s̃TZT

k (B + λI)Zks̃+ gTZks̃
Δ= Q̃λ(s̃)

a minimum s̃k(λ) funkce Q̃λ(s̃) na Rk lze vyjádřit ve tvaru s̃k(λ) = −(ZT
k (B + λI)Zk)−1ZT

k g, což po
dosazeńı do sk = Zks̃k dává hledaný výsledek.

(e) Necht’ ZT
k BZk + λ1I, ZT

k BZk + λ2I jsou symetrické pozitivně definitńı matice a necht’

sk(λ1) = arg min
s∈Kk

Qλ1(s), sk(λ2) = arg min
s∈ Kk

Qλ2(s),

kde Qλ(s) je funkce definovaná v (d). Ukážeme, že

λ2 ≤ λ1 ⇐⇒ ‖sk(λ2)‖ ≥ ‖sk(λ1)‖.
Použijeme-li (d), dostaneme

‖sk(λ)‖2 = gTZk(ZT
k (B + λI)Zk)−2ZT

k g = gTZk(ZT
k BZk + λI)−2ZT

k g.

Plat́ı tedy

‖sk(λ2)‖2 − ‖sk(λ1)‖2 = gTZk

[
(ZT

k BZk + λ2I)−2 − (ZT
k BZk + λ1I)−2

]
ZT

k g.

Označ́ıme-li B̃2 = (ZT
k BZk + λ2I) a předpokláme-li, že λ2 ≤ λ1, můžeme psát

(ZT
k BZk + λ1I)2 − (ZT

k BZk + λ2I)2 = (B̃2 + (λ1 − λ2)I)2 − B̃2
2 = 2(λ1 − λ2)B̃2 + (λ1 − λ2)2I 	 0,
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což spolu s prvńı ekvivalenćı v (c) dává

(ZT
k BZk + λ2I)−2 − (ZT

k BZk + λ1I)−2 	 0,

neboli ‖sk(λ2)‖2 − ‖sk(λ1)‖2 ≥ 0. Použijeme-li druhou ekvivalenci v (c), dostaneme stejným postupem
λ2 < λ1 ⇒ ‖sk(λ2)‖2 > ‖sk(λ1)‖2. Protože nezálež́ı na pořad́ı, můžeme psát λ1 < λ2 ⇒ ‖sk(λ1)‖2 >
‖sk(λ2)‖2, což dává ‖sk(λ2)‖ ≥ ‖dk(λ1)‖ ⇒ λ2 ≤ λ1.

(f) Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu samotné věty. Vektor sk je řešeńım úlohy (*) právě tehdy, jestliže
‖sk‖ = ‖Zks̃k‖ ≤ Δ, kde ZT

k (B + λkI)Zks̃k = −ZT
k g, Z

T
k (B + λkI)Zk 	 0, λk ≥ 0 a λk(Δ − ‖sk‖) = 0

(věta 56). Toto řešeńı je nepodmı́něným minimem (stejné řešeńı dostaneme i po odstraněńı omezeńı
sk ≤ Δ) právě tehdy, jestliže λk = 0. Jestliže λj = 0 (což znamená, že ‖sj‖ je nepodmı́něným minimem)
a i ≤ j, pak podle (a) plat́ı ‖si‖ ≤ ‖sj‖ ≤ Δ pro nepodmı́něné minimum ‖si‖, takže λi = 0. Jestliže
λj > 0 a λi = 0, neńı co dokazovat. Necht’ λj > 0 a λi > 0, což znamená, že ‖sj‖ = ‖si‖ = Δ.
Předpokládejme nejprve, že matice ZT

i (B + λiI)Zi je singulárńı a λj < λi. Pak existuje vektor v ∈ Ki

takový, že vT (B + λjI)v < 0 a protože Ki ⊂ Kj , vztah ZT
j (B + λjI)Zj 	 0 nemůže platit. Tento spor

dokazuje, že λj ≥ λi. Předpokládejme nyńı, že ZT
i (B + λiI)Zi 
 0 a ZT

j (B + λjI)Zj 
 0. Jelikož podle
(b) plat́ı Ki(λi) = Ki, je vektor si řešeńım nepodmı́něné úlohy

si = arg min
s∈Ki

Qλi
(s).

Předpokládejme, že λi > λj , což implikuje, že ZT
j (B + λjI)Zj 
 0. Necht’

sj(λi) = arg min
s∈Kj

Qλi
(s).

Pak z (a) plyne, že ‖sj(λi)‖ ≥ ‖sk‖ = Δ. Protože

sj = arg min
s∈Kj

Qλj
(s)

a ‖sj‖ = Δ ≤ ‖dj(λi)‖, z (e) plyne, že λi ≤ λj , což je spor. Muśı tedy platit λi ≤ λj . Předpokládejme
nakonec, že matice ZT

j (B + λjI)Zj je singulárńı. V tomto př́ıpadě plat́ı ‖dj(λj + ε)‖ ≤ Δ pro libovolné
č́ıslo ε > 0. Jelikož matice ZT

j (B + (λj + ε)I)Zj je pozitivně definitńı, je i matice ZT
i (B + (λj + ε)I)Zi

pozitivně definitńı a z (a) plyne, že ‖si(λj + ε)‖ ≤ ‖sj(λj + ε)‖ ≤ Δ. Protože ‖si‖ = Δ, z (e) plyne, že
λi ≤ λj + ε a jelikož č́ıslo ε je libovolné, plat́ı λi ≤ λj .

Nyńı se vrát́ıme k problému (T1λ). Polož́ıme-li λ = λk pro nějaký index k ≤ n, věta 66 zaručuje, že
0 ≤ λ = λk ≤ λn = λ∗. Důsledkem této nerovnosti je, že λ = 0, pokud λ∗ = 0. Je-li matice B pozitivně
definitńı a λ > 0, plat́ı Δ ≤ ‖(B+ λI)−1g‖ < ‖B−1g‖ podle věty 28, takže nepodmı́něné minimum funkce
Qλ(s) je bĺıže k hranici oblasti určené omezeńım ‖s‖ ≤ Δ než Newton̊uv krok dN = B−1g a můžeme
očekávat, že s(λ) je bĺıže k optimálńımu lokálně omezenému kroku než sN . Nav́ıc, jelikož λ > 0, je
matice B + λI lépe podmı́něná a můžeme očekávat, že posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným
krokem bude konvergovat rychleji než standardńı metoda (s λ = 0). Posunutá nepřesná metoda s lokálně
omezeným krokem se skládá ze tř́ı základńıch krok̊u.

Krok 1: Použijeme k � n krok̊u nepředpodmı́něného symetricého Lanczosova procesu a źıskáme
tak symetrickou tridiagonálńı matici T = Tk = ZT

k BZk.

Krok 2: řeš́ıme úlohu

zk = arg min
z∈Rk,‖s‖≤Δ

(
1
2
zTTkz + γ1e

T
1 z

)
metodou pro výpočet optimálńıho lokálně omezeného kroku (odd́ıl 5.3). Źıskáme přitom
Lagrange̊uv multiplikátor λ.

Krok 3: Aplikujeme nepřesnou metodu s lokálně omezeným krokem na úlohu (T1λ) a źıskáme
tak vektor s, který je aproximaćı vektoru s(λ).
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Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı efektivity několika metod pro výpočet lokálně omezeného kroku
(A5 - metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem (algoritmus 5), A6 - metoda pśı nohy (algorit-
mus 6), A7 - nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 7), PA7 - předpodmı́něná nepřesná
metoda s lokálně omezeným krokem (algoritmus 7 s C �= I), A8 - v́ıcekroková metoda pśı nohy (algorit-
mus 8 s m = 5), A9 - metoda založená na použit́ı symetrické Lanczosovy metody (algoritmus 9), PSA7 -
předpodmı́něná posunutá nepřesná metoda s lokálně omezeným krokem popsaná v tomto odd́ılu) při řešeńı
22 testovaćıch problémů s 1000 a 5000 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch
hodnot NFV, gradient̊u NFG, vnitřńıch iteraćı NCG a celkový čas výpočtu). Výsledky uvedené v této
tabulce byly źıskány diferenčńı verźı Newtonovy metody popsané v odd́ılu 7.3 (realizované jako metody s
lokálně omezeným krokem určovaným pomoćı uvedených algoritmů).

N Metoda NIT NFV NFG NCG Čas

1000 A5 1918 1955 8797 - 4.65
A6 2515 2716 11859 - 4.42
A8 2292 2456 10673 12203 4.61
A7 3329 3784 16456 53573 8.20
A9 3107 3444 15306 55632 8.53
PA7 2631 2823 13019 910 5.14
PSA7 1999 2046 9201 1161 4.25

5000 A5 8391 8566 35824 - 122.44
A6 9657 10133 42425 - 115.77
A8 8938 9276 39032 47236 122.84
A7 16894 19163 83933 358111 364:42
A9 14679 16383 71483 366695 401.45
PA7 10600 11271 50365 3767 145.42
PSA7 8347 8454 35939 4329 108.87

5.8 Maticové rozklady pro symetrické indefinitńı matice

Definice 32 Gill̊uv-Murraẙuv rozklad matice B má tvar

RTR = B + E,

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a E je pozitivně semidefinitńı diagonálńı matice (m̊uže být
E = 0).

Gill̊uv-Murraẙuv rozklad se provád́ı tak, že na začátku i-tého eliminačńıho kroku máme matici⎡
⎢⎣
R(i−1),(i−1), R(i−1),i, R(i−1),(n−i)

∗, B
(i−1)
ii , B

(i−1)
i,(n−i)

∗, ∗, B
(i−1)
(n−i),(n−i)

⎤
⎥⎦ ,

kde horńı index v závorce znač́ı počet již provedených eliminačńıch krok̊u a dolńı indexy v závorkách znač́ı
submatice s (i− 1) řádky nebo (n− i) sloupci. Eliminačńı krok vypadá takto:

γi = max
i<j≤n

(|B(i−1)
i,j |),

ρ2
i = max

(
|B(i−1)

ii |, γ
2
i

β2
, δ2

)
,
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Rii = ρi,

Ri,(n−i) = B
(i−1)
i,(n−i)/Rii,

B
(i)
(n−i),(n−i) = B

(i−1)
(n−i),(n−i) −RT

i,(n−i)Ri,(n−i),

kde δ je malé č́ıslo a β >
√‖B‖). Tento proces se od Choleského rozkladu lǐśı pouze t́ım že může platit

ρ2
i �= B

(i−1)
ii . Bližš́ım rozborem uvedených vztah̊u se dá dokázat že pro prvky matice E plat́ı

Eii = ρ2
i −B

(i−1)
ii = ρ2

i +Ri,(n−i)R
T
i,(n−i) −Bii,

kde Bii je prvek p̊uvodńı matice.

Věta 67 Necht’ RTR = B + E je Gill̊uv-Murraẙuv rozklad s δ = 0 a β >
√‖B‖. Necht’

B
(k−1)
kk = min

1≤i≤n
B

(i−1)
ii

a necht’ v ∈ Rn je vektor určený řešeńım rovnice Rv = ek (ek ke k-tý sloupec jednotkové matice). Neńı-li
matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

vTBv =
B

(k−1)
kk

ρ2
k

< 0.

Důkaz Z rovnice Rv = ek plyne, že vk = 1/ρk. Plat́ı tedy

vTBv = vT (B + E)v − vTEv ≤ vTRTRv − v2
kEkk =

= eT
k ek − Ekk/ρ

2
k =

ρ2
k − Ekk

ρ2
k

=
B

(k−1)
kk

ρ2
k

.

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, muśı existovat index 1 ≤ i ≤ n tak, že Eii �= 0, neboli ρ2
i �= B

(i−1)
ii .

Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’ ρ2
i = |B(i−1)

ii | �= B
(i−1)
ii , takže B(i−1)

ii < 0 a tedy i B(k−1)
kk < 0, nebo

ρ2
i = γ2

i /β
2. Ve druhém př́ıpadě muśı existovat index i < j ≤ n tak, že γi = |B(i−1)

ij |, takže

|Rij | =
|B(i−1)

ij |
ρi

=
γi

γi/β
= β,

což dává

B
(i−1)
ii = ρ2

i − Eii = Bii −Ri,(n−i)R
T
i,(n−1) ≤ Bii − β2 < ‖B‖ − ‖B‖ = 0.

Definice 33 Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad matice B má tvar

LDLT = PBPT ,

kde
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L =

⎡
⎢⎢⎢⎣

I, 0, . . . , 0
L21, I, . . . , 0

...
...

...
...

Ln1, Ln2, . . . , I

⎤
⎥⎥⎥⎦ , D =

⎡
⎢⎢⎢⎣
D11, 0, . . . , 0
0, D22, . . . , 0
...

...
...

...
0, 0, . . . , Dnn

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Tedy L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovými bloky na diagonále a D je blokově diagonálńı matice
(bloky maj́ı rozměr 1 × 1 nebo 2 × 2).

Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad se provád́ı tak, že na začátku i-tého eliminačńıho kroku máme matici⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
D11, L12, . . . , L1,i−1, L1,(m−i+1)

∗, D22, . . . , L2,i−1, L2,(m−i+1)

...
...

...
...

...
∗, ∗, . . . , Di−1,i−1, Li−1,(m−i+1)

∗, ∗, . . . , ∗, B(i−1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Eliminačńı krok má tvar:
βi = max

k
|B(i−1)

kk |,

γi = max
k,l

|B(i−1)
kl |,

αi = βi/γi.

Jestliže αi ≥ (√
17 + 1

)
/8 voĺıme v i-tém kroku blok 1 × 1, jinak voĺıme blok 2 × 2. Je třeba provádět

permutace (pivotový blok s indexy k a l se přenese do levého horńıho rohu matice B(i−1)).Pak se provede
transformace

B(i−1) →
[
Dii, Li,(m−i)

∗, B(i)

]
,

kde
Dii = B

(i−1)
ii ,

Li,(m−i) = D−1
ii B

(i−1)
i,(m−i),

B(i) = B
(i−1)
(m−i),(m−i) − LT

i,(m−i)B
(i−1)
i,(m−i).

Věta 68 Necht’ LDLT = PBPT je Bunch̊uv-Parlett̊uv rozklad. Necht’ ui = 0, pokud λ(Dii) ≥ 0, a
necht’ ui je normalizovaný vlastńı vektor př́ıslušný λ(Dii), pokud λ(Dii) < 0. Necht’ LTPv = u, kde
uT = [u1, . . . , um]. Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, plat́ı

vTBv =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) < 0.

Důkaz Z rovnice LTPv = u dostaneme

vTBv = vTPTLDLTPv = uTDu =
m∑

i=1

uT
i Diiui =

∑
λ(Dii)<0

λ(Dii).

Neńı-li matice B pozitivně semidefinitńı, existuje alespoň jeden blok Dkk matice D, který neńı pozitivně
semidefinitńı, takže λ(Dkk) < 0. Plat́ı tedy

vTBv =
∑

λ(Dii)<0

λ(Dii) ≤ λ(Dkk) < 0.
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5.9 Newtonova metoda

Newtonova metoda použ́ıvá matice Bi = G(xi), i ∈ N , takže z (F3) plyne ‖Bi‖ = ‖G(xi)‖ ≤ G, i ∈ N .

Věta 69 Necht’ jsou splněny podmı́nky (F1) a (F3). Pak Newtonova metoda realizovaná jako metoda s
lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Jsou-li nav́ıc splněny podmı́nky (F4) a (F5) a plat́ı-li
xi → x∗ a ωi(si) → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 50 (plat́ı ‖Bi‖ ≤ G, i ∈ N). Jestliže xi → x∗,
plat́ı Bi = G(xi) → G(x∗), neboli

‖(G∗ −Bi)si‖
‖si‖ ≤ ‖G∗ −Bi‖ → 0,

což spolu s ωi(si) → 0 implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 54).

Nejpouž́ıvaněǰśı jsou tyto realizace Newtonovy metody:

• Nepřesná Newtonova metoda (ωi(si) > 0). Jestliže plat́ı (F3)-(F5) a ωi(si) → 0, je tato realizace
Q-superlineárně konvergentńı (soustava Bisi +gi = 0 se řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u
⇒ méně než O(n3) operaćı na iteraci, což je výhodné pro rozsáhlé úlohy).

• Newtonova metoda s optimálńım lokálně omezeným krokem. Pro tuto realizaci plat́ı obzvláště silné
tvrzeńı:

Věta 70 Necht’ jsou splněny předpoklady (F1)-(F3). Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost určená Newtonovou
metodou s optimálńım lokálně omezeným krokem s γ = ∞. Pak existuje hromadný bod x∗ ∈ Rn posloup-
nosti xi, i ∈ N , takový, že g(x∗) = 0 a G(x∗) 	 0. Necht’ nav́ıc bod x∗ ∈ Rn vyhovuje postačuj́ıćım
podmı́nkám pro extrém (g(x∗) = 0 a G(x∗) 
 0). Pak x∗ ∈ Rn je jediným hromadným bodem posloupnosti
xi, i ∈ N , a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Nejprve dokážeme existenci hromadného bodu posloupnosti xi, i ∈ N , splňuj́ıćıho nutné
podmı́nky pro extrém. Mohou nastat dva př́ıpady. Bud’

lim inf
i→∞

Δi = 0

nebo
lim inf
i→∞

Δi > 0.

V prvńım př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈M ⊂ N , taková, že

Δi → 0 a i �∈ N3 ∀i ∈M (u)

(nebot’ γ = ∞). Ve druhém př́ıpadě existuje podposloupnost xi, i ∈M ⊂ N , taková, že

Δi ≥ Δ a i ∈ N3 ∀i ∈M, (v)

kde Δ > 0. Vzhledem k tomu, že plat́ı (F2), lze v obou př́ıpadech tuto podposloupnost vybrat tak,
že xi

M→ x∗ (existuje jediný hromadný bod posloupnosti xi, i ∈ M). Z předpokladu F ∈ C2 plyne, že
gi

M→ g∗ = g(x∗) a Gi
M→ G∗ = G(x∗).

(b) Předpokládejme, že plat́ı (u) a g∗ �= 0. Pak existuje index k1 ∈ M takový, že ‖gi‖ ≥ ‖g∗‖/2, pokud
i ∈ M , i ≥ k1. Jelikož Δi

M→ 0, existuje index k2 ∈ M takový, že Δi ≤ ‖g∗‖/(2G), pokud i ∈ M , i ≥ k2.
Necht’ k = max(k1, k2). Pak podle (T1c) a (T1a) plat́ı

|Qi(si)| ≥ σ‖gi‖min
(

Δi,
‖gi‖
‖Gi‖

)
≥ σ

‖g∗‖
2

Δi ≥ σ‖g∗‖
2δ

‖si‖ ∀i ∈M, i ≥ k,
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což s použit́ım definice Qi(si) a věty 3 dává

|ρi(si) − 1| =
∣∣∣∣F (xi + si) − F (xi)

Qi(si)
− 1

∣∣∣∣ =
o(‖si‖2)
|Qi(si)| = o(‖si‖) → 0,

což je ve sporu s předpokladem, že i �∈ N3.
(c) Předpokládejme, že plat́ı (u) a G∗ �	 0. Pak existuje index k ∈ M takový, že λi ≤ λ∗/2 < 0 , pokud
i ∈ M , i ≥ k (zde λi = λ(Gi) a λ∗ = λ(G∗) jsou nejmenš́ı vlastńı č́ısla uvedených matic). Necht’ vi je
vlastńı vektor matice Gi př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi takový, že vT

i gi ≤ 0 a ‖vi‖ = Δi. Pak podle (T1c) a
(T1d) plat́ı

|Qi(si)| ≥ δ2|Qi(s∗i )| ≥ δ2|Qi(vi)| = −δ2(vT
i gi +

1
2
vT

i Givi) ≥ −δ
2

2
λiΔ

2
i ≥ δ2

4δ
2 |λ∗|‖si‖2 ∀i ∈M, i ≥ k,

takže podobně jako v části (b) dostaneme

|ρi(si) − 1| =
o(‖si‖2)
|Qi(si)| = o(1) → 0,

což odporuje předpokladu, že i �∈ N3.
(d) Předpokládejme, že plat́ı (v). Použijeme-li (F1), dostaneme

F (x1) − F ≥
∞∑

i=1

(F (xi) − F (xi+1)) ≥
∑
i∈M

(F (xi) − F (xi + si)),

takže F (xi) − F (xi + si)
M→ 0 a jelikož M ⊂ N3, také Qi(si)

M→ 0. Necht’

s∗ = arg min
‖s‖≤Δ/2

Q∗(s), (w)

kde
Q∗(s) = sT g(x∗) +

1
2
sTG(x∗)s.

Jelikož xi
M→ x∗, existuje index k ∈ M takový, že ‖xi − x∗‖ ≤ Δ/2, pokud i ∈ M , i ≥ k. Plat́ı tedy

‖x∗ + s∗ − xi‖ ≤ ‖xi − x∗‖ + ‖s∗‖ ≤ Δ, takže

Qi(si) ≤ δ2Qi(s∗i ) ≤ δ2Qi(x∗ + s∗ − xi) ∀i ∈M, i ≥ k.

Jelikož xi
M→ x∗, gi

M→ g∗ a Gi
M→ G∗, plat́ı Qi(x∗ + s∗ − xi)

M→ Q∗(s∗), což spolu s Qi(si)
M→ 0 a předchoźı

nerovnost́ı dává Q∗(s∗) = 0 (připomeňme, že všechny výrazy v teto nerovnosti jsou nekladne). Vektor
s∗ = 0 je tedy řešeńım úlohy (w), což je možné pouze tehdy, pokud g(x∗) = 0 a G(x∗) 	 0.
(e) Podle (F4) existuje konstanta G a č́ıslo ε, tak, že vTG(x)v ≥ G‖v‖2, kdykoliv x ∈ B(x∗, ε) (můžeme
volit G = λ∗/2, kde λ∗ > 0 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice G(x∗)). Necht’ xi, i ∈ M , je posloupnost
definovaná v části (a). Jelikož xi → x∗, muśı od určitého indexu platit xi ∈ B(x∗, ε). Abychom formálně
zjednodušili některé úvahy, budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že to plat́ı již od prvńıho indexu,
čili že pro i ∈M je splněna podmı́nka (F4). Podle (F4) plat́ı sT

i Gisi ≥ G‖si‖2 ∀i ∈M , což dává

0 ≥ Qi(si) = sT
i gi +

1
2
sT

i Gisi ≥ −‖si‖‖gi‖ +
1
2
G‖si‖2,

takže ‖gi‖ ≥ (G/2)‖si‖ ∀i ∈M , a po dosazeńı do (T1c) dostaneme

|Qi(si)| ≥ σG2

4δG
‖si‖2.
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Stejně jako v části (c) tedy plat́ı

|ρi(si) − 1| =
o(‖si‖2)
|Qi(si)| = o(1) → 0,

takže existuje index k1 ∈ M takový, že i ∈ N3, pokud i ∈ M , i ≥ k1. T́ım jsme eliminovali př́ıpad (u).
Předpokládejme tedy, že plat́ı (v). Jelikož ‖gi‖ ≥ (G/2)‖si‖ a ‖gi‖ → 0, plat́ı ‖si‖ → 0. Existuje tedy
index k2 ∈M takový, že ‖si‖ < min(ε/2, δΔ), pokud i ∈M , i ≥ k2. Pro i ∈M , i ≥ max(k1, k2), tedy plat́ı
i ∈ N1 ∩N3 a použijeme-li větu 3 a (T1b) s ω = 0, můžeme psát gi+1 = gi +Gisi + o(1)‖si‖ = o(1)‖si‖.
Jelikož o(1) → 0, existuje index k ≥ max(k1, k2), takový, že

‖gi+1‖ < G2

2G
‖si‖,

pokud i ∈M , i ≥ k. Pro i ∈M , i ≥ k tedy plat́ı

‖si+1‖ ≤ 2
G
‖gi+1‖ < G

G
‖si‖ ≤ ‖si‖

a
‖ei+1‖ ≤ 1

G
‖gi+1‖ < G

2G
‖si‖ ≤ 1

G
‖gi‖ ≤ ‖ei‖,

(použ́ıváme vztahy (e) a (f) z d̊ukazu věty 13) takže z xi
M→ x∗ plyne xi+1

M→ x∗ a přidáme-li i+ 1 do M ,
plat́ı opět (v). Takto lze postupovat indukćı, čili lze předpokládat, že pro libovolný index i ∈ N , i ≥ k
plat́ı i ∈M . Vektor x∗ ∈ Rn je tedy jediným hromadným bodem posloupnosti xi, i ∈ N .
(f) Superlineárńı konvergence plyne ze vztahu

‖ei+1‖ ≤ 1
G
‖gi+1‖ = o(1)‖si‖ = o(1)‖gi‖ = o(1)‖ei‖,

který jsme poněkud podrobněji použili v části (e).

Přestože Newtonova metoda, realizovaná jako metoda s lokálně omezeným krokem, má vynikaj́ıćı
konvergenčńı vlastnosti, nelze ji doporučit pro řešeńı úloh s hustými Hessovými maticemi, kdy je zapotřeb́ı
př́ılǐs mnoho operaćı pro výpočet druhých derivaćı a pro opakované řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
Newtonova metoda však vyniká v př́ıpadě úloh s ř́ıdkými Hessovými maticemi jak bude ukázáno v sedmé
kapitole.

6 Metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u

6.1 Gaussova-Newtonova metoda

Předpokládejme, že účelová funkce F (x) má tvar

F (x) =
1
2
fT (x)f(x) =

1
2

m∑
k=1

f2
k (x),

kde fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, jsou dvakrát spojitě diferencovatelné funkce. Pak plat́ı

g(x) = JT (x)f(x) =
m∑

k=1

fk(x)gk(x),

G(x) = JT (x)J(x) + C(x) =
m∑

k=1

gk(x)gT
k (x) +

m∑
k=1

fk(x)GT
k (x).
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Gaussova-Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody t́ım, že ve výrazu pro G(xi) zanedbáme člen
C(xi), takže

Bi = JT
i Ji =

m∑
k=1

gk(xi)gT
k (xi).

Poznámka 120 Existuj́ı dva d̊uvody pro použit́ı takto definované matice Bi (vystupuj́ıćı v kvadratické
funkci Qi(s) zavedené v poznámce 94):

1) Úlohy s nulovým reziduem (F (x∗) = 0). Z xi → x∗ plyne F (xi) → F (x∗) = 0 a tedy fk(xi) → 0
∀1 ≤ k ≤ m. Jestliže ‖Gk(x)‖ ≤ G, pak i

‖C(xi)‖ = ‖
m∑

k=1

fk(xi)Gk(xi)‖ ≤ G
m∑

k=1

|fk(xi)| → 0

a tedy ‖G(xi) −Bi‖ = ‖C(xi)‖ → 0 z čehož plyne Q-superlineárńı konvergence.

2) Linearizace. Plat́ı

F (xi + s) =
1
2
fT (xi + s)f(xi + s) ≈ 1

2
(f(xi) + J(xi)s)T (f(xi) + J(xi)s) =

=
1
2
fT (xi)f(xi) + fT (xi)J(xi)s+

1
2
sTJT (xi)J(xi)s,

takže

F (xi + s) − F (xi) ≈ gT (xi)s+
1
2
sTBis,

což je lokálńı kvadratická aproximace s matićı Bi = JT
i Ji.

Pro daľśı úvahy je třeba poněkud upravit podmı́nky kladené na funkci F : Rn → R. Podmı́nka (F1) je
splněna vždy, nebot’ F (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn. Podmı́nku (F3) nahrad́ıme podmı́nkou

‖Gk(x)‖ ≤ G (F3)

∀x ∈ Rn, ∀1 ≤ k ≤ m. Z (F2) a (F3) plyne omezenost gradient̊u i funkčńıch hodnot

‖gk(x)‖ ≤ g,

|fk(x)| ≤ f

∀x ∈ L(F (x1)), ∀1 ≤ k ≤ m, a tud́ıž i (F3).

Věta 71 Necht’ jsou splněny podmı́nky (F2) a (F3). Pak Gaussova-Newtonova metoda realizovaná jako
metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Jsou-li nav́ıc splněny podmı́nky (F4) a (F5)
a plat́ı-li xi → x∗, F (x∗) = 0 a ωi(si) → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Z (F2) a (F3) plyne ‖Gk(x)‖ ≤ G, ‖gk(x)‖ ≤ g, |fk(x)| ≤ f ∀x ∈ Rn, ∀1 ≤ k ≤ m. Plat́ı tedy
jednak

‖G(x)‖ ≤
m∑

k=1

‖gk(x)‖2 +
m∑

k=1

|fk(x)|‖Gk(x)‖ ≤ mg2 +mfG

(podmı́nka (F3)) a jednak

126



‖Bi‖ = ‖
m∑

k=1

gk(xi)gT
k (xi)‖ ≤

m∑
k=1

‖gk(xi)‖2 ≤ mg2,

takže podle věty 50 je Gaussova-Newtonova metoda globálně konvergentńı. Jak již bylo ukázáno z F (xi) →
F (x∗) = 0 plyne Bi → G(xi) → G(x∗), neboli

‖(G∗ −Bi)si‖
‖si‖ ≤ ‖G∗ −Bi‖ → 0,

což spolu s ωi(si) → 0 implikuje Q-superlineárńı konvergenci (věta 54).

Poznámka 121 Směrový vektor odpov́ıdaj́ıćı Gaussově-Newtonově metodě můžeme určit třemi r̊uznými
zp̊usoby:

1) Řešeńım normálńı soustavy rovnic. Rovnice Bisi + gi = 0 má tvar

JT
i Jisi + JT

i fi = 0. (NE)

2) Řešeńım linearizované úlohy pro součet čtverc̊u (přeurčené soustavy rovnic). Linearizovaná úloha má
tvar

Jisi + fi ≈ 0. (OE)

Použ́ıvá se QR-rozklad Ji = Qi

[
Ri

0

]
, kde QT

i Qi = I, takže

QT
i Jisi =

[
Ri

0

]
si = QT

i fi

(Ri je horńı trojúhelńıková matice). QR-rozklad je stabilńı a je možné určit pseudohodnost matice Ji a
následně sńıžit dimenzi soustavy. Při realizaci s lokálně omezeným krokem můžeme soustavu

(JT
i Ji + λI)s+ JT

i fi = 0

nahradit linearizovanou úlohou [
Ji√
λI

]
s+

[
fi

0

]
≈ 0.

3) Řešeńım systémových rovnic. Označme ri = −(Jisi + fi). Směrový vektor hledáme tak, aby platilo
JT

i ri = 0. To dohromady dává [
I Ji

JT
i 0

] [
ri
si

]
+
[
fi

0

]
= 0, (SE)

což je soustava m + n rovnic se symetrickou indefinitńı matićı. Tento zp̊usob je vhodný pro ř́ıdké úlohy
nebo pro vážené úlohy. Jestliže

F (x) =
1
2
fT (x)Wf(x),

kde W je váhová matice, pak normálńı soustava má tvar

JT
i WJisi + JT

i Wfi = 0

a označ́ıme-li ri = −W (Jisi + fi), dostaneme
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[
W−1 Ji

JT
i 0

] [
ri
si

]
+
[
fi

0

]
= 0,

takže některé váhy mohou být i nekonečné (úlohy s omezeńımi).

6.2 Použit́ı kvazinewtonovských aktualizaćı

Gaussova-Newtonova metoda je velmi efektivńı pro úlohy s nulovými rezidui, může však selhávat v př́ıpadě
úloh s velkými rezidui. Proto se nab́ıźı tato strategie:

1) Jestliže Fi → F ∗ = 0, voĺıme Gaussovu-Newtonovu metodu.

2) Jestliže Fi → F ∗ > 0, voĺıme nějakou superlineárně konvergentńı metodu (bud’ Newtonovu metodu
nebo metodu s proměnnou metrikou).

Věta 72 Necht’ Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1.

Necht’ Fi → F ∗ > 0. Pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 0.

Důkaz Jestliže Fi → F ∗ = 0 Q-superlineárně, pak plat́ı

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
= 1 − lim

i→∞
Fi+1 − F ∗

Fi − F ∗ = 1 − 0 = 1.

Jestliže Fi → F ∗ > 0, pak

lim
i→∞

Fi − Fi+1

Fi
=

1
F ∗ lim

i→∞
(Fi − Fi+1) = 0.

Poznámka 122 Velmi efektivńı hybridńı metodu dostaneme, zkombinujeme-li Gaussovu-Newtonovu metodu
s metodou BFGS: Necht’ B1 = JT

1 J1. Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi > ϑ, polož́ıme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1.

Jestliže (Fi − Fi+1)/Fi ≤ ϑ, polož́ıme

Bi+1 = Bi +
yiy

T
i

yT
i di

− Bidi(Bidi)T

dT
i Bidi

,

kde di = xi+1 − xi a yi = gi+1 − gi = JT
i+1fi+1 − JT

i fi. Obvykle ϑ = 0.01 pro metody spádových směr̊u
a ϑ = 0.0001 pro metody s lokálně omezeným krokem. V př́ıpadě ř́ıdkých součt̊u čtverc̊u je výhodné
kombinovat Gaussovu-Newtonovu metodu s Newtonovou metodou (odd́ıl 7.7).

Nyńı se budeme zabývat daľśımi kombinacemi Gaussovy-Newtonovy metody s metodami s proměnnou
metrikou, které se často nazývaj́ı strukturovanými metodami s proměnnou metrikou. Budeme předpokládat,
že Bi = JT

i Ji +Ci, kde Ci je nějaká aproximace matice C(xi) a budeme hledat matici Ci+1 tak, aby matice
Bi+1 = JT

i+1Ji+1 + Ci+1 splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku Bi+1di = yi, kde opět di = xi+1 − xi

128



a yi = gi+1 − gi = JT
i+1fi+1 − JT

i fi. Existuj́ı dva zp̊usoby, jak toho doćılit. Prvńı zp̊usob je založen na
použit́ı tranformované kvazinewtonovské podmı́nky

C+d = z
Δ= y − JT

+J+d = JT
+f+ − JT f − JT

+J+d,

která bezprostředně plyne z podmı́nky B+d = y. Dostaneme tak aktualizaci

C+ = C +
zzT

dT z
− Cd(Cd)T

dTCd
+

β

dTCd

(
dTCd

dT z
z −Bd

)(
dTCd

dT z
z −Bd

)T

. (C1)

Nevýhoda popsaného zp̊usobu spoč́ıvá v tom, že č́ıslo dT z nemuśı být kladné, což komplikuje použit́ı
metody BFGS (s β = 0). V této souvislosti se nejv́ıce použ́ıvá metoda hodnosti 1, kdy

C+ = C +
(z − Cd)(z − Cd)T

dT (z − Cd)
. (CR)

(matice C+ nemuśı být positivně definitńı, nebot’ aproximuje člen druhého řádu, který se přič́ıtá k matici
JT

+J+).
Druhý zp̊usob je založen na aktualizaci matice B̄ = JT

+J+ + C tak, aby matice B+ = JT
+J+ + C+

splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku B+d = y. V tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt aktualizaci (B), kde
matice B je nahražena matićı B̄. Protože y − B̄d = z − Cd, je výhodné použ́ıt vzorec (B). Pak

C+ = C +
(y − B̄d)vT + v(y − B̄d)T

dT v
− (y − B̄d)T d

dT v

vvT

dT v

= C +
(z − Cd)vT + v(z − Cd)T

dT v
− (z − Cd)T d

dT v

vvT

dT v
, (C2)

kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci
BFGS (metoda hodnosti 1 použ́ıvá opět aktualizaci (CR)).

Poznámka 123 Vektory y a z mohou být definovány r̊uzným zp̊usobem, vždy ale muśı platit z = y −
JT

+J+d. Standardńı volba
z = JT

+f+ − JT f − JT
+J+d

odpov́ıdá kvazinewtonovské podmı́nce (JT
+J+ + C+)d = JT

+f+ − JT f . Velmi efektivńı volba je založena
na explicitńım tvaru členu druhého řádu. Předpokládejme, že aproximace B+

k Hessových matic Gk splňuj́ı
kvazinewtonovské podmı́nky B+

k s = g+
k − gk, 1 ≤ k ≤ m. Pak můžeme psát

z =
m∑

k=1

f+
k B

+
k s =

m∑
k=1

f+
k (g+

k − gk) = (J+ − J)T f+.

Jak již bylo zmı́něno (poznámka 73), je možné metody s proměnnou metrikou pro součet čtverc̊u
realizovat v součinovém tvaru. Nyńı se budeme zabývat strukturovanými metodami s proměnnou metrikou,
které využij́ı znalost Jacobiovy matice. Abychom mohli tyto metody vyjádřit v součinovém tvaru, polož́ıme
A = J + L, A+ = J+ + L+ a matici L budeme aktualizovat tak, aby platilo

B+d = AT
+A+d = (J+ + L+)T (J+ + L+)d = y.

Jelikož v př́ıpadě součtu čtverc̊u lze efektivně použ́ıt pouze metodu BFGS (poznámka 73), omeźıme se
pouze na podtř́ıdu metod s proměnnou metrikou, která obsahuje metodu BFGS a pro ńıž je odvozeńı
součinového tvaru mnohem jednodušš́ı než v obecném př́ıpadě. K odvozeńı součinového tvaru použijeme
variačńı princip. Abychom ho mohli použ́ıt, zaṕı̌seme kvazinewtonovskou podmı́nku ve tvaru

(J+ + L+)T z = y, (J+ + L+)d = z, zT z = dT y, (∗)
kde z je volitelný vektor (parametr). Poznamenejme, že posledńı rovnost, která je d̊usledkem prvńıch dvou
rovnost́ı, je jediným omezeńım kladeným na volbu vektoru z.
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Věta 73 Necht’ T je SPD matice. Pak Frobeniova norma ‖T−1/2(L+ − L)‖F je minimálńı na množině
všech matic vyhovuj́ıćıch rovnosti (J+ + L+)T z = y právě tehdy, plat́ı-li

L+ = L− Tz(y − ĀT z)T

zTTz
,

kde Ā = J+ + L. Kvazinewtonovská podmı́nka (*) je v tomto př́ıpadě splněna právě tehdy, jestlǐze Tz =
z − Ād a zT z = yT d.

Důkaz (a) Nutnost prvńı části tvrzeńı dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1
2

∥∥∥T−1/2(L+ − L)
∥∥∥2

F
+ uT

(
(J+ + L+)T z − y

)
=

m∑
i=1

[
1
2
(
l+i − li

)T
T−1

(
l+i − li

)
+ uiz

T l+i

]
+ uT (JT

+z − y),

kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂l+i
= T−1

(
l+i − li

)
+ uiz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar T−1(l+i − li) + uiz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

A+ − Ā = L+ − L = −TzuT .

Z rovnosti AT
+z = y dostaneme (A+ − Ā)T z = −zTTzu = y − ĀT z, takže

u = −y − ĀT z

zTTz
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

A+ − Ā = L+ − L =
Tz(y − ĀT z)T

zTTz
.

(b) Předpokládejme, že je splněna kvazinewtonovská podmı́nka (*), takže (A+ − Ā)d = z − Ād. Pak plat́ı

Tz(y − ĀT z)T d

zTTz
= z − Ād.

Z tohoto vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Tz je rovnoběžný s vektorem z − Ād. Jelikož matici T můžeme
vynásobit libovolným č́ıslem aniž se změńı zlomek na levé straně, můžeme položit Tz = z − Ād. Necht’
naopak Tz = z − Ād a zT z = dT y. Pak plat́ı

A+ − Ā = L+ − L =
(z − Ād)(y − ĀT z)T

zT (z − Ād)
.

a

A+d = Ād+ (z − Ād)
dT (y − ĀT z)
zT (z − Ād)

= Ād+ (z − Ād) = z,

takže je splněna i druhá podmı́nka z (*).

Poznámka 124 Metodu BFGS dostaneme, zvoĺıme-li vektor z tak, aby byl rovnoběžný s vektorem Ād,
tedy z = λĀd a Tz = (λ − 1)Ād. Z posledńı podmı́nky v (*) plyne, že zT z = λ2dT ĀT Ād = dT y, což po
dosazeni do vztahu uvedeného ve větě 74 dává

L+ = L+
Ād

dT ĀT Ād

⎛
⎝
√
dT ĀT Ād

dT y
y − ĀT Ād

⎞
⎠T

. (LB)

Pokud J+ = 0, takže Ā = A, přejde tento výraz v (AB).
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Jistá nevýhoda aktualizace (LB) spoč́ıvá v tom, že řešeńı přeurčené soustavy lineárńıch rovnic (J+L)d+
f ≈ 0 (lineárńıho problému nejmenš́ıch čtverc̊u) neńı řešeńım normálńı soustavy rovnic (J+L)T (J+L)d =
−g = −JT f , která se použ́ıvá pro výpočet směrového vektoru. Nelze tedy použ́ıt efektivńı metody založené
na QR rozkladu ani metodu LSQR (definice 40). Tuto nevýhodu lze odstranit, voĺıme-li matici L tak, aby
platilo (J + L)T f = JT f , neboli LT f = 0. Je tedy výhodné přidat omezeńı LT

+f+ = 0 k variačńı úloze
definuj́ıćı metodu BFGS. Dá se ukázat, že pokud LT

+f+ = 0, je minimalizace Frobeniovy normy ‖L+−L‖F

ekvivalentńı minimalizaci Frobeniovy normy ‖P (L+−L)‖F , kde P = I−f+fT
+/f

T
+f+ je matice ortogonálńı

projekce (připomeňme si, že P 2 = P ).

Věta 74 Frobeniova norma ‖P (L+ − L)‖F je minimálńı na množině všech matic vyhovuj́ıćıch kvazi-
newtonovské podmı́nce (*) a omezeńı LT

+f+ = 0 právě tehdy, plat́ı-li

L+ = PL+
Ãd

dT ÃT Ãd

⎛
⎝
√
dT ÃT Ãd

dT y
ỹ − ÃT Ãd

⎞
⎠T

. (LB)

kde

Ã = P (J+ + L), ỹ = y − J+f+(J+f+)T d

fT
+f+

.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že pokud (J+ + L+)T d = z a LT
+f+ = 0, je podmı́nka (J+ + L+)T z = y

ekvivalentńı podmı́nce (J+ + L+)TPz = ỹ. Z (J+ + L+)T d = z a LT
+f+ = 0 totiž plyne fT

+J+d = fT
+z,

takže

(J+ + L+)TPz − ỹ = JT
+z −

JT
+f+f

T
+J+d

fT
+f+

+ LT
+Pz − y +

JT
+f+f

T
+J+d

fT
+f+

= JT
+z + LT

+Pz − y = (J+ + L+)T z − y.

Poznamenejme, že z rovnost́ı (J+ + L+)T d = z a (J+ + L+)TPz = ỹ plyne vztah zTPz = dT ỹ.
(b) Nutnost dokážeme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1
2
‖P (L+ − L)‖2

F + uT
(
(J+ + L+)TPz − ỹ

)
=

m∑
i=1

[
1
2
(
l+i − li

)T
P
(
l+i − li

)
+ uiz

TPl+i

]
+ uT (JT

+Pz − ỹ),

kde L+ = [l+1 , . . . l
+
m] a L = [l1, . . . lm]. Postačitelnost je pak bezprostředńım d̊usledkem konvexity Frobe-

niovy normy. Derivováńım Langrangeovy funkce dostaneme

∂L

∂l+i
= P

(
l+i − li

)
+ uiPz.

Podmı́nka pro stacionaritu Langrangeovy funkce má tedy tvar P (l+i − li) + uiPz = 0, 1 ≤ i ≤ m, neboli

P (L+ − L) = −PzuT .

Z rovnosti (J+ + L+)TPz = ỹ dostaneme (L+ − L)TPz = −zTPzu = ỹ − ÃT z, takže

u = − ỹ − ÃT z

zTPz
,

což po dosazeńı do předchoźı rovnosti dává

P (L+ − L) =
Pz(ỹ − ÃTPz)T

zTPz
(#)
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(nebot’ P 2 = P implikuje PÃ = Ã). Použijeme-li druhou podmı́nku z (*), dostaneme P (L+ − L)d =
Pz − Ãd, takže lze psát

Pz(ỹ − ÃTPz)T d

zTPz
= Pz − Ād.

Z posledńıho vyjádřeńı je zřejmé, že vektor Pz je rovnoběžný s vektorem Ãd, neboli Pz = λÃd. Použijeme-
li vztah zTPz = dT ỹ dokázaný v (a), můžeme psát

λ2dT ÃT Ãd = zTPz = dT ỹ ⇒ λ = ±
√

dT ỹ

dT ÃT Ãd
,

což po dosazeńı do Pz = λÃd a potom do (#) dokazuje tvrzeńı věty.

Poznámka 125 Strukturované metody s proměnou metrikou pro minimalizaci součtu čtverc̊u byly p̊uvodně
navrženy tak, že se matice Bi = JT

i Ji +Ci použ́ıvaly a matice Ci aktualizovaly v každém iteračńım kroku.
To je však nevýhodné, nebot’ v úlohách s nulovým reziduem, potřebujeme, aby Ci → 0 dostatečné rychle,
zat́ımco při použit́ı aktualizaćı (C1) nebo (C2) je tato konvergence obvykle př́ılǐs pomalá. Proto byly
vyv́ıjeny r̊uzné škálovaćı strategie. Ukázalo se však že je výhodněǰśı použ́ıvat hybridńı strategie tak jako v
poznámce 122: Necht’ C1 = 0. Jestliže (Fi−Fi+1)/Fi > ϑ, polož́ıme Ci+1 = 0. Jestliže (Fi−Fi+1)/Fi ≤ ϑ,
aktualizujeme matici Ci pomoćı(C1) nebo (C2). V obou př́ıpadech pokládáme

Bi+1 = JT
i+1Ji+1 + Ci+1

(stejné úvahy se týkaj́ı strukturovaných metod s proměnnou metrikou použ́ıvaj́ıćı matice Ai = Ji + Li a
aktualizace (LB) nebo (LB)).

Poznámka 126 Velmi zaj́ımavou možnost automatického škálováńı matice C nab́ızej́ı totálně struktur-
ované metody s proměnnou metrikou pocházej́ıćı od Huschense. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá a aktualizuje
matice aproximuj́ıćı výraz

T (x) =
m∑

k=1

fk(x)
‖f(x)‖Gk(x).

Použ́ıváme tedy model B = JTJ + ‖f‖T (takže C = ‖f‖T ) a matici T+ aktualizujeme tak aby matice
B̃+ = JT

+J++‖f‖T+ splňovala kvazinewtonovskou podmı́nku B̃+s = y. Toho lze doćılit tak, že aplikujeme
aktualizaci (B) na matici B̄ = JT

+J+ + ‖f‖T . Nakonec polož́ıme B+ = JT
+J+ + ‖f+‖T+. Užit́ım vztahu

(B) dostaneme

T+ = T +
1

‖f‖
(

(y − B̄d)vT + v(y − B̄d)T

dT v
− (y − B̄d)T d

dT v

vvT

dT v

)

= T +
(z̃ − Td)vT + v(z̃ − Td)T

dT v
− (z̃ − Td)T d

dT v

vvT

dT v
, (T2)

kde z̃ = z/‖f‖ = (y − JT
+J+d)/‖f‖ a kde v = d pro aktualizaci PSB, v = y pro aktualizaci DFP a

v = y + (yT d/dT B̄d)1/2B̄d pro aktualizaci BFGS. Metoda hodnosti 1 použ́ıvá aktualizaci

T+ = T +
(z̃ − Ts)(z̃ − Td)T

dT (z̃ − Td)
.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod pro minimalizaci součtu čtverc̊u, které jsou real-
izovány bud’ jako metody spádových směr̊u (prvńı část tabulky) nebo jako metody s lokálně omezeným
krokem (druhá část tabulky). Bylo řešeno 82 testovaćıch problémů většinou se 100 proměnnými (jsou uve-
deny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG, jakož i počet selháńı a celkový
čas výpočtu).
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metody spádových směr̊u NIT NFV NFG Čas selháńı
metoda BFGS podle (HB) 9343 10853 10853 1.67 1
Gaussova-Newtonova metoda 8615 16302 24914 19.02 8
hybridńı metoda (poznámka 122) 3809 6080 9884 8.89 2
strukturovaná metoda BFGS podle (C2) 3158 5897 9054 7.34 2
strukturovaná metoda BFGS podle (T2) 3262 6085 9345 6.97 1
metody s lokálně omezeným krokem NIT NFV NFG Čas selháńı
metoda BFGS podle (BB) 10684 11860 10764 3.39 1
Gaussova-Newtonova metoda 4321 4694 4402 12.84 1
hybridńı metoda (poznámka 122) 3450 4013 3531 9.67 -
strukturovaná metoda BFGS podle (C2) 2766 3130 2847 7.61 -
strukturovaná metoda BFGS podle (T2) 2771 3239 2849 7.66 -

Poznámka 127 Z výsledk̊u uvedených v této tabulce lze učinit několik závěr̊u.

• Metody s proměnou metrikou maj́ı menš́ı režii, nebot’ neńı třeba řešit soustavy lineárńıch rovnic.
Výpočetńı čas je tedy obvykle nižš́ı než u specializovaných metod pro součet čtverc̊u. Metody s
proměnou metrikou neńı vhodné realizovat jako metody s lokálně omezeným krokem.

• Gaussovu-Newtonovu metodu neńı vhodné realizovat jako metodu spádových směr̊u, nebot’ se často
řeš́ı soustavy rovnic se špatně podmı́něnými maticemi.

• Gaussovu-Newtonovu metodu je možné značně vylepšit kombinováńım s metodami s proměnnou a
to bud’ pomoćı jednoduché hybridńı strategie (poznámka 122) nebo pomoćı strukturovaných aktual-
izaćı (C2) a (T2). Tyto kombinované metody jsou velmi robustńı (ve spojeńı s metodami s lokálně
omezeným krokem nikdy neselhaly). Potřebuj́ı také nejméně iteraćı a vyč́ısleńı hodnot minimalizo-
vané funkce (souviśı to s dobrými konvergenč́ımi vlastnostmi kombinovaných metod). Jejich vyšš́ı
režijńı nároky mohou být vykompenzovány rychleǰśı konvergenćı v př́ıpadech, kdy je výpočet hodnoty
(a gradientu) minimalizované funkce velmi náročný.
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7 Metody pro rozsáhlé ř́ıdké a separovatelné úlohy

Rozsáhlé úlohy nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých hustých matic. Nejčastěji
se pro tento účel použ́ıvaj́ı některé speciálńı metody:

• Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı.

• Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody.

• Metody pro ř́ıdké úlohy (N, VM).

• Metody pro separovatelné úlohy (N, VM).

• Ř́ıdké modifikace Gaussovy-Newtonovy metody pro součet čtverc̊u.

7.1 Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı

Metody s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı použ́ıvaj́ı pouze omezený počet aktualizaćı.

Definice 34 Necht’m > 0 a m = min(m, i−1). Řekneme, že základńı optimalizačńı metoda je m-krokovou
metodou s proměnnou metrikou s omezenou pamět́ı, jestlǐze

si = −Hi
igi,

kde matice Hi
i se źıskává z ř́ıdké pozitivně definitńı (obvykle jednotkové) matice Hi

i−m = H pomoćı m
aktualizaćı

Hi
j+1 = γi

j

(
Hi

j + U i
jM

i
j(U

i
j)

T
)
,

i −m ≤ j ≤ i − 1, kde matice U i
j = [dj ,H

i
jyj ] a M i

j jsou voleny tak, aby byly splněny kvazinewtonovské
podmı́nky Hi

j+1yj = ρi
jsj, i−m ≤ j ≤ i− 1.

Poznámka 128 Škálovaćı parametry se obvykle vyb́ıraj́ı tak, že γi
i−m = bi−1/ai−1 a γi

j = 1 pro i−m <
j ≤ i− 1.

Tvrzeńı 3 Necht’ xi, i ∈ N , je posloupnost generovaná m-krokovou metodou s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı s přesným výběrem délky kroku (plat́ı sT

i gi+1 = 0 ∀i ∈ N) aplikovaná na ryze konvexńı
kvadratickou funkci (Q). Pak:
(a) Směrové vektory si, i ∈ N , jsou rovnoběžné se směrovými vektory generovanými předpodmı́něnou
metodou sdružených gradient̊u. Plat́ı

si =

(
i−1∏

k=i−m

γi
k

)(
Hgi −

yT
i−1Hgi

yT
i−1di−1

di−1

)

(předpokládáme že Hi
i−m = H ∀i ∈ N .

(b) Je splněno m kvazinewtonovských podmı́nek. Pro i−m ≤ j ≤ i− 1 plat́ı

Hi
iyj =

(
j∏

k=i−m

γi
k

)
ρi

j

γi
j

dj .

Věta 75 (Kvadratické ukončeńı). Necht’ jsou splněny předpoklady tvrzeńı 3. Pak existuje index k ≤ n
tak, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗.
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Důkaz Podle tvrzeńı 3 jsou směrové vektory generované m-krokovou metodou s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı rovnoběžné s vektory generovanými metodou sdružených gradient̊u. Podle věty 20 tedy
existuje index k ≤ n tak, že gk+1 = 0 a xk+1 = x∗ (při přesném výběru délky kroku nezálež́ı na normě
směrového vektoru).

Je zřejmé, že u metod s omezenou pamět́ı neńı možné uchovávat matice Hi
j+1, i−m ≤ j ≤ i−1, nebot’

ty jsou obecně husté. Proto je nutné pracovat s jejich vektorovými reprezentacemi nebo s reprezentacemi
použ́ıvaj́ımi matice menš́ıch rozměr̊u. Jelikož obvykle m ≤ 10, jsou takové reprezentace velmi výhodné.

Nejprve se budeme zabývat vektorovou reprezentaćı metody BFGS. Tato reprezentace je založená na
pseudosoučinovém tvaru (poznámka 61), který má pro metodu BFGS s η = 1 tvar

H+ = γV THV +
ρ

b
ddT , V = I − 1

b
ydT ,

kde y = g+ − g, d = x+ − x a a = yTHy, b = yT d. Abychom se vyhnuli dvoj́ımu indexováńı, budeme bez
újmy na obecnosti předpokládat, že i ≤ m.

Věta 76 Necht’ Hi+1 je matice źıskaná v i-tém kroku metody BFGS. Pak plat́ı

Hi+1 =

(
i∏

k=1

γkVk

)T

H1

(
i∏

k=1

Vk

)
+

i∑
l=1

ρl

bl

(
i∏

k=l+1

γkVk

)T

dld
T
l

(
i∏

k=l+1

Vk

)

Důkaz (Indukćı) Pro i = 1 to bezprostředně plyne z pseudosoučinového tvaru pro metodu BFGS. Indukčńı
krok:

Hi+1 = γiV
T
i HiVi +

ρi

bi
did

T
i = γiV

T
i

(
i−1∏
k=1

γkVk

)T

H1

(
i−1∏
k=1

Vk

)
Vi +

+
i−1∑
l=1

ρl

bl
γiV

T
i

(
i−1∏

k=l+1

γkVk

)T

dld
T
l

(
i−1∏

k=l+1

Vk

)
Vi +

ρi

bi
did

T
i

=

(
i∏

k=1

γkVk

)T

H1

(
i∏

k=1

Vk

)
+

i∑
l=1

ρl

bl

(
i∏

k=l+1

γkVk

)T

dld
T
l

(
i∏

k=l+1

Vk

)

Tvrzeńı věty 76 ukazuje, že matici Hi můžeme určit z matice H1 (která je ř́ıdká) pomoćı vektor̊u dj ,
yj , 1 ≤ j ≤ i − 1. Matici Hi nemuśıme konstruovat explicitně, stač́ı poč́ıtat vektor si = −Higi, což
se provád́ı pomoćı dvou rekurentńıch vztah̊u (Strangova formule). Nejprve se poč́ıtaj́ı zpětnou rekurźı
vektory ui = −gi a

uj = −
⎛
⎝i−1∏

k=j

Vk

⎞
⎠ gi, i− 1 ≥ j ≥ 1

Protože

uj = Vjuj+1 =
(
I − 1

bj
yjd

T
j

)
uj+1 = uj+1 −

dT
j uj+1

bj
yj

můžeme psát

ui = −gi

a
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σj = dT
j uj+1/bj

uj = uj+1 − σjyj (R1)

pro i− 1 ≥ j ≥ 1. Potom poč́ıtáme př́ımou rekurźı vektory v1 = γ1H1u1 a

vj+1 =

(
j∏

k=1

γkVk

)T

H1u1 +
j∑

l=1

ρl

bl

(
j∏

k=l+1

γkVk

)T

dld
T
l ul+1, 1 ≤ j ≤ i− 1

Protože

vj+1 = γjV
T
j vj +

ρj

bj
djd

T
j uj+1 = γj

(
I − 1

bj
djy

T
j

)
vj + ρjσjdj = γjvj + (ρjσj − yT

j (γjvj)/bj)dj

můžeme psát

v1 = γ1H1u1

a

vj+1 = γjvj + (ρjσj − yT
j (γjvj)/bj)dj (R2)

pro i−m ≤ j ≤ i− 1. Nakonec polož́ıme si = vi.

Poznámka 129 V rekurentńıch vztaźıch je třeba uchovávat č́ısla σj , 1 ≤ j ≤ i − 1. Vektory uj , vj ,
1 ≤ j ≤ i− 1 mohou být uloženy v paměti poč́ıtače na stejném mı́stě jako vektor si = −Higi. Pro m = m,
což je maximálńı možná hodnota, potřebujeme uchovávat 2m+ 3 vektor̊u (dj , yj , 1 ≤ j ≤ m, a 3 vektory
pro základńı optimalizačńı metodu) a použijeme O(mn) numerických operaćı.

Strangova formule (R1) a (R2) je nejstarš́ı a nejjednodušš́ı realizaćı metody BFGS s omezenou pamět́ı.
Pro některé aplikace jsou výhodněǰśı maticové reprezentace, které nyńı odvod́ıme.

Lemma 19 Necht’ N = −M−1, kde M je matice vystupuj́ıćı ve větě 33 s γ = 1. Pak plat́ı

N =

⎡
⎢⎢⎣

(η − 1)b2

ηa+ (1 − η)ρb
,

ηab

ηa+ (1 − η)ρb
ηab

ηa+ (1 − η)ρb
, a+

ηρab

ηa+ (1 − η)ρb

⎤
⎥⎥⎦ (N).

Důkaz Z vyjádřeńı matice M (věta 33) plyne

N = −M−1 = − 1
detM

⎡
⎢⎣
η − 1
a

,
η

b
η

b
,

1
b
(η
a

b
+ ρ)

⎤
⎥⎦ .

Dosad́ıme-li za −detM vztah μ definovaný v poznámce 59 (s γ = 1), dostaneme po úpravě tvrzeńı
lemmatu.
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Poznámka 130 Pro metodu DFP je η = 0, takže

N =

⎡
⎣ −1

ρ
dT y, 0

0, yTHy

⎤
⎦ . (ND)

Pro metodu BFGS je η = 1, takže

N =
[

0, dT y
dT y, ρ dT y + yTHy

]
. (NB)

Lemma 20 Necht’ B a β − bTB−1b jsou čtvercové regulárńı matice. Pak plat́ı

[A, a]
[
B, b
bT , β

]−1

[A, a]T = AB−1AT + (a−AB−1b)(β − bTB−1b)−1(a−AB−1b)T .

Důkaz Vynásobeńım se snadno přesvědč́ıme, že plat́ı[
B, b
bT , β

]−1

=
[
B−1 +B−1b(β − bTB−1b)−1bTB−1, −B−1b(β − bTB−1b)−1

−(β − bTB−1b)−1bTB−1, (β − bTB−1b)−1

]
.

Zbytek tvrzeńı snadno ověř́ıme dosazeńım tohoto vyjádřeńı do výchoźıho vzorce a následným roznáso-
beńım.

V daľśım textu budeme předpokládat, že H1 je symetrická pozitivně definitńı matice a že pro libovolný
index 1 ≤ k ≤ m plat́ı

Hk+1 = Hk − [dk, Hkyk]N−1
k [dk, Hkyk]T , (H)

kde Nk je matice specifikuj́ıćı konkrétńı metodu s proměnnou metrikou. Budeme se snažit nalézt vyjádřeńı

Hk+1 = H1 − [Dk, H1Yk]N
−1

k [Dk, H1Yk]T , (H)

kde Dk = [d1, . . . , dk], Yk = [y1, . . . , yk] a kde Nk je symetrická matice řádu 2k. Budeme přitom použ́ıvat
označeńı Rk pro horńı trojúhelńıkovou matici řádu k takovou, že (Rk)ij = dT

i yj , i ≤ j, a (Rk)ij = 0, i > j,
Ck pro diagonálńı matici řádu k takovou, že (Ck)ii = dT

i yi a Pk pro diagonálńı matici řádu k takovou,
že (Pk)ii = ρi. Abychom zjednodušili zápis budeme v d̊ukazech často indexy k − 1 a k vynechávat a
index k + 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti budeme použ́ıvat označeńı D = [d1, . . . , dk−1],
Y = [y1, . . . , yk−1] a R = Rk−1, C = Ck−1 a P = Pk−1, takže Dk = [D, d], Yk = [Y, y] a

Rk =
[
R, DT y
0, dT y

]
, Rk − Ck =

[
R− C, DT y
0, 0

]
.

Poznamenejme, že pomoćı (H) a (H) můžeme indukčńı krok, použ́ıvaný v d̊ukazech, zapsat ve tvaru

H+ = H −
[
d, H1y − [D, H1Y ]N

−1
[D, H1Y ]T y

]
·

N−1
[
d, H1y − [D, H1Y ]N

−1
[D, H1Y ]T y

]T

= H −
(

[d, H1y] − [D, H1Y ]N
−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·

N−1

(
[d, H1y] − [D, H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])T

137



, (∗)
kde N = Nk−1 a N = Nk.

Věta 77 Necht’ H1 je SPD matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m plat́ı (H), kde matice Nk je
určená vztahem (ND) (metoda DFP). Pak lze psát

Hk+1 = H1 − [Dk, H1Yk]
[ −P−1

k Ck, Rk − Ck

(Rk − Ck)T , Y T
k H1Yk

]−1

[Dk, H1Yk]T . (HD)

Důkaz Pro k = 1 je (HD) ekvivalentńı s (HD) (s (H) kde matice N je určena pomoćı (ND)). Dále budeme
postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (HD) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k. Pro
index k můžeme (HD) zapsat (po permutaci) ve tvaru

H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]

⎡
⎢⎢⎣

−P−1
k C, R− C, 0, DT y

(R− C)T , Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, −dT y/ρ, 0
yTD, yTH1Y, 0, yTH1y

⎤
⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎣

DT

Y TH1

dT

yTH1

⎤
⎥⎥⎦ .

Použijeme-li lemma 20 a označ́ıme-li

N =
[ −P−1

k C, R− C
(R− C)T , Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ]N
−1

[D, H1Y ]T −(
[d, H1y] − [D, H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])
·([ −dT y/ρ, 0

0, yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y] − [D, H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(

[d,H1y] − [D, H1Y ]N
−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[ −dT y/ρ, 0

0, yTHy

]−1

·
(

[d,H1y] − [D, H1Y ]N
−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (∗) s matićı N určenou pomoćı (ND) (poznámka 130)

Věta 78 Necht’ H1 je SPD matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m plat́ı (H), kde matice Nk je
určená vztahem (NB) (metoda BFGS). Pak lze psát

Hk+1 = H1 − [Dk, H1Yk]
[

0, Rk

RT
k , PkCk + Y T

k H1Yk

]−1

[Dk, H1Yk]T (HB).

Důkaz Pro k = 1 je (HB) ekvivalentńı s (HB) (s (H) kde matice N je určena pomoćı (NB)). Dále budeme
postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme, že (HB) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k. Pro
index k můžeme (HB) zapsat (po permutaci) ve tvaru
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H+ = H1 − [D, H1Y, d, H1y]

⎡
⎢⎢⎣

0, R, 0, DT y
RT , PC + Y TH1Y, 0, Y TH1y
0, 0, 0, dT y
yTD, yTH1Y, dT y, ρ dT y + yTH1y

⎤
⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎣

DT

Y TH1

dT

yTH1

⎤
⎥⎥⎦ .

Použijeme-li lemma 20 a označ́ıme-li

N =
[

0, R
RT , PC + Y TH1Y

]
,

dostaneme

H+ = H1 − [D, H1Y ]N
−1

[D, H1Y ]T −(
[d, H1y] − [D,H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])
·([

0, dT y
dT y, ρ dT y + yTH1y

]
−
[

0, 0
yTD, yTH1Y

]
N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])−1

·(
[d, H1y] − [D,H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])T

= H −
(

[d,H1y] − [D, H1Y ]N
−1

[
0, DT y
0, Y TH1y

])
·[

0, dT y
dT y, ρdT y + yTHy

]−1 (
[d,H1y] − [D, H1Y ]N

−1
[

0, DT y
0, Y TH1y

])T

,

což je právě vztah (∗) s matićı N určenou pomoćı (NB) (poznámka 130).

Věta 79 Necht’ H1 je SPD matice a necht’ pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m plat́ı

Hk+1 = Hk + (dk −Hkyk)(dT
k yk − yT

k Hkyk)−1(dk −Hkyk)T (HR)

(metoda hodnosti 1). Pak lze psát

Hk+1 = H1 + (Dk −H1Yk)(Rk +RT
k − Ck − Y T

k H1Yk)−1(Dk −H1Yk)T . (HR)

Důkaz Vztah (HR) je pro k = 1 ekvivalentńı se vztahem (HR). Dále budeme postupovat matematickou
indukćı. Předpokládejme, že (HR) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k. Pro index k můžeme (HR) zapsat
ve tvaru

H+ = H1 + [D −H1Y, d−H1y]
[
R+RT − C − Y TH1Y, DT y − Y TH1y
yTD − yTH1Y, dT y − yTH1y

]−1 [
DT − Y TH1

dT − yTH1

]

Použijeme-li lemma 20 a označ́ıme-li

N = R+RT − C − Y TH1Y

dostaneme
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H+ = H1 + (D −H1Y )N
−1

(D −H1Y )T +(
(D −H1Y )N

−1
(D −H1Y )T

y − (d−H1y)
)
·(

dT y − yTH1y − yT (D −H1Y )N
−1

(D −H1Y )T
y
)−1

·(
(D −H1Y )N

−1
(D −H1Y )T

y − (d−H1y)
)T

= H + (d−Hy)
(
dT y − yTHy

)−1
(d−Hy)T

což je právě vztah (HR).

Poznámka 131 Podobná kompaktńı schemata můžeme odvodit pro matici B = H−1. Lze k tomu použ́ıt
dualitu (poznámka 64). Jelikož přitom dojde k výměně Dk → Yk, Yk → Dk, je třeba horńı polovinu matice
DT

k Yk nahradit horńı polovinou matice Y T
k Dk neboli transponovanou dolńı polovinou matice DT

k Yk. Proto
mı́sto horńı trojúhelńıkové matice Rk použijeme dolńı trojúhelńıkovou matici Lk takovou, že (Lk)ij = 0,
i < j, a (Lk)ij = dT

i yj , i ≥ j. Pro metodu DFP dostaneme

Bk+1 = B1 − [Yk, B1Dk]
[

0, LT
k

Lk, Ck +DT
k B1Dk

]−1

[Yk, B1Dk]T (BD)

Pro metodu BFGS dostaneme

Bk+1 = B1 − [Yk, B1Dk]
[ −Ck, (Lk − Ck)T

Lk − Ck, DT
k B1Dk

]−1

[Yk, B1Dk]T (BB)

Pro metodu hodnosti 1 dostaneme

Bk+1 = B1 + (Yk −B1Dk)
(
Lk + LT

k − Ck −DT
k B1Dk

)−1
(Yk −B1Dk)T (BR)

Nyńı ukážeme, jak lze kompaktńı schémata použ́ıt v souvislosti s metodami s proměnnou metrikou s
omezenou pamět́ı. Omeźıme se přitom na metodu BFGS, která je z popsaných metod obecně nejefek-
tivněǰśı. Matici (HB) lze po dosazeńı H1 = γkI, kde γk = dT

k yk/y
T
k yk, zapsat ve tvaru

Hk+1 = γkI + [Dk, γkYk]
[

(R−1
k )T (Ck + γkY

T
k Yk)R−1

k , −(R−1
k )T

−R−1
k , 0

]
[Dk, γkYk]T

Lze se o tom přesvědčit explicitńım invertováńım tak, jako v d̊ukazu lematu 20. Nyńı pokládáme Dk =
[dk−m, . . . , dk−1], Yk = [yk−m, . . . , yk−1]. Matice Ck obsahuje diagonálu maticeDT

k Yk a matice Rk obsahuje
horńı polovinu matice DT

k Yk. Matice Dk+1, Yk+1 se źıskaj́ı z matic Dk, Yk jednoduše ubráńım prvńıho a
přidáńım posledńıho sloupce. Podobně jednoduše se źıskaj́ı matice DT

k+1Yk+1, Y T
k+1Yk+1 z matic DT

k Yk,
Y T

k Yk a tud́ıž i matice Ck+1, Rk+1 z matic Ck, Rk. T́ım máme k dispozici všechny matice potřebné k
výpočtu matice Hk+1.

Matici (BB) můžeme po dosazeńı B1 = (1/γk)I zapsat ve tvaru

Bk+1 =
1
γk
I −

[
Yk,

1
γk
Dk

][ −C− 1
2

k , (L
−1

k (Lk − Ck))T

0, (L
−1

k )T

]
·
[
C

− 1
2

k , 0
−L−1

k (Lk − Ck), L
−1

k

] [
Yk,

1
γk
Dk

]T

kde

LkL
T

k = (Lk − Ck)TC−1
k (Lk − Ck) +

1
γk
DT

k Dk
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Lze se o tom přesvědčit explicitńım invertováńım a násobeńım. Je vidět, že potřebujeme rozkládat pouze
matici řádu k (k źıskáńı matice LkL

T

k ). Zat́ımco vzorec (HB) nepřináš́ı př́ılǐs mnoho výhod ve srovnáńı
se Strangovou formuĺı, je vzorec (BB) velmi užitečný, nebot’ ho lze použ́ıt tam, kde je nutné pracovat s
matićı B.

7.2 Diferenčńı verze nep̌resné Newtonovy metody

Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody jsou v podstatě nepřesné metody s lokálně omezeným krokem
(algoritmus 6), kde se nepouž́ıvá matice B = G a násobeńı q = Bp = Gp se nahražuje numerickým
derivováńım

G(x)p ≈ g(x+ δp) − g(x)
δ

kde δ je malá diference (δ =
√
εM , kde εM je strojová přesnost). Jinak se algoritmus 6 neměńı. Jestliže

výpočet gradientu vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob úsporněǰśı než násobeńı matice vektorem (obecně
O(n2) operaćı). Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat druhé derivace.

7.3 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Diferenčńı verze Newtonovy metody jsou založeny na aproximaci sloupc̊u Gei, 1 ≤ i ≤ n, Hessovy matice
G pomoćı diferenčńıch vzorc̊u

G(x)ei ≈ g(x+ δei) − g(x)
δ

, 1 ≤ i ≤ n

kde δ je malá diference (δ =
√
εM ). Je-li však Hessova matice G ř́ıdká, může nastat př́ıpad, kdy pomoćı

jedné diference gradient̊u urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice. Jako př́ıklad uvedeme pásovou matici:

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
G11, G12, 0, 0, 0
G21, G22, G23, 0, 0
0, G32, G33, G34, 0
0, 0, G43, G44, G45

0, 0, 0, G54, G55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (G1)

Necht’

v1 = [1, 0, 0, 1, 0]T

v2 = [0, 1, 0, 0, 1]T

v3 = [0, 0, 1, 0, 0]T

Pak plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G34, G44, G54]T

Gv2 = [G12, G22, G32, G45, G55]T

Gv3 = [0, G23, G33, G43, 0]T

takže všechny prvky matice G můžeme určit pomoćı tř́ı diferenčńıch vzorc̊u

g(x+ δv1) − g(x)
δ

≈ Gv1

g(x+ δv2) − g(x)
δ

≈ Gv2

g(x+ δv3) − g(x)
δ

≈ Gv3
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Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit. Rozdělme sloupce
matice G do k disjunktńıch skupin Si ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice G(Si), složené ze
sloupc̊u matice G patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak
můžeme všechny sloupce matice G určit pomoćı k diferenćı

g(x+ δvi) − g(x)
δ

≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eT
j vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice G(Si)). Takto lze postupovat pro libovolnou (i nesymetrickou)
matici G. Je-li matice G symetrická, můžeme jej́ı symetrii využ́ıt k daľśımu sńıžeńı počtu potřebných
diferenćı. Uvažujme matici

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
G11, G12, G13, G14, G15

G21, G22, 0, 0, 0
G31, 0, G33, 0, 0
G41, 0, 0, G44, 0
G51, 0, 0, 0, G55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (G2)

Použijeme-li předchoźı postup, potřebujeme k určeńı prvk̊u matice G pět diferenćı gradient̊u. Polož́ıme-li
však

v1 = [1, 0, 0, 0, 0]T

v2 = [0, 1, 1, 1, 1]T

plat́ı

Gv1 = [G11, G21, G31, G41, G51]T

Gv2 = [∗, G22, G33, G44, G55]T

kde hvězdičkou je označen prvek, který nás nezaj́ımá. Určili jsme tedy prvky G11, G21, G31, G41, G51, G22,
G33, G44, G55 a protože matice G je symetrická i prvky G12 = G21, G13 = G31, G14 = G41, G15 = G51,
to vše pomoćı dvou diferenćı gradient̊u.

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme opět zobecnit. Sloupce matice G
rozděĺıme opět do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Při určováńı těchto skupin však nebudeme
pracovat s celou matićı G, ale pouze s jej́ımi submaticemi, které dostaneme vyškrtnut́ım známých řádk̊u
a sloupc̊u. Necht’ Gi je submatice matice G, kterou dostaneme, vyškrtneme-li v matici G řádky a sloupce
s indexy j ∈ S1 ∪ . . . ∪ Sj−1, a necht’ Gi(Si) je submatice matice Gi, která obsahuje sloupce této matice s
indexy j ∈ Si, takže Gi(Si) = Gi ∩G(Si):

Rozděĺıme-li sloupce matice G do k disjunktńıch skupin Si, i ∈ [1, k], tak aby submatice Gi(Si),
i ∈ [1, k], měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek, můžeme sloupce matice G určit pomoćı k
diferenćı

g(x+ δvi) − g(x)
δ

≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k,

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eT
j vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice Gi(Si) = Gi ∩ G(Si), ostatńı prvky submatice G(Si) jsou
určeny symetríı matice G).
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Zat́ım jsme se nezabývali určováńım skupin Si, 1 ≤ i ≤ k. Je účelné volit tyto skupiny tak, aby
jejich počet byl minimálńı. To je však složitý kombinatorický problém, který je ekvivalentńı s problémem
barveńı jistého grafu. V praxi se obvykle použ́ıvaj́ı jednoduché a dostatečně rychlé algoritmy, které najdou
dostatečně malý (i když ne minimálńı) počet skupin. Při určováńı skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, se použ́ıvá
sekvenčńı postup. Sloupce submatice Gi se nejprve přerovnaj́ı podle nějakého pravidla a potom se prob́ıraj́ı
postupně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u. Index j ∈ {1, . . . , n}\(S1 ∪ . . . ∪ Si−1) se přidá do skupiny Si

pouze tehdy, neporuš́ı-li se přitom požadavek, aby submatice Gi(Si) měla v každém řádku nanejvýš jeden
nenulový prvek.

Na přerovnáńı sloupc̊u submatice Gi obvykle dosti zálež́ı. Následuj́ıćı matice se lǐśı pouze pořad́ım
řádk̊u a sloupc̊u (nenulové prvky jsou znázorněny symbolem ∗).⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

Prob́ıráme-li sloupce prvńı matice sekvenčně podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, potřebujeme k určeńı všech
nenulových prvk̊u celkem pět diferenćı gradient̊u. Prob́ıráme-li sloupce druhé matice sekvenčně podle
vzr̊ustaj́ıćıch index̊u, stač́ı k určeńı všech nenulových prvk̊u pouze dvě diference gradient̊u.

Zat́ım jsme se zabývali př́ımými metodami pro výpočet prvku ř́ıdké Hessovy matice pomoćı diferenćı.
Nyńı obrát́ıme pozornost na substitučńı metody, které obvykle vyžaduj́ı menš́ı počet diferenćı než př́ımé
metody. Uvažujme opět matici (G1) a položme

v1 = [1, 0, 1, 0, 1]T ,
v2 = [0, 1, 0, 1, 0]T .

Pak plat́ı

g(x+ δv1) − g(x)
δ

≈ Gv1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
G11

G21 +G23

G33

G43 +G45

G55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

g(x+ δv2) − g(x)
δ

≈ Gv2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
G12

G22

G32 +G34

G44

G54

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Z těchto rovnic urč́ıme př́ımo hodnoty G11, G33, G55, G12, G22, G44, G54 a protože matice G je
symetrická i hodnoty G21, G45. Dosad́ıme-li hodnoty G21, G45 zpět do uvedených rovnic, urč́ıme hodnoty
G23, G43 a protože matice G je symetrická i hodnoty G32, G34. Potřebujeme k tomu pouze dvě diference
gradient̊u (př́ımá metoda použ́ıvá tři diference gradient̊u).

Postup, který jsme použili v tomto konkrétńım př́ıpadě můžeme snadno zobecnit. Necht’ GU je horńı
trojúhelńıková matice, jej́ıž horńı trojúhelńıková část má stejnou strukturu (rozložeńı nenulových prvk̊u)
jako horńı trojúhelńıková část matice G. Rozdělme sloupce matice GU do k disjunktńıch skupin Si ⊂
{1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice GU (Si) složené ze sloupc̊u matice GU patř́ıćıch do skupin Si,
měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak můžeme všechny sloupce matice G určit pomoćı
k diferenćı

g(x+ δvi) − g(x)
δ

≈ Gvi, 1 ≤ i ≤ k
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kde vi, 1 ≤ i ≤ k jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eT
j vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice GU (Si), ostatńı prvky submatice G(Si) jsou určeny symetríı
matice G). Při určováńı prvk̊u matice G je nutné postupovat podle vzr̊ustaj́ıćıch index̊u:

Určujeme-li prvky v j-tém řádku matice GU , je nutné od prvku označeného kroužkem odeč́ıst prvky
označené kř́ıžkem, jež se v d̊usledku symetrie rovnaj́ı již určeným prvk̊um lež́ıćım v j-tém sloupci matice
GU .

Smyslem těchto úvah bylo ukázat, že určeńı Hessovy matice pomoćı diferenćı gradient̊u může být
časově nenáročné , je-li tato matice ř́ıdká. To stav́ı diferenčńı verze Newtonovy metody do zcela jiného
světla, nebot’ pro ř́ıdké úlohy mohou konkurovat metodám s proměnnou metrikou a metodám sdružených
gradient̊u nebo je i překonat.

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy se obvykle realizuj́ı jako metody s optimálńım
lokálně omezeným krokem (algoritmus 5) nebo jako nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (algo-
ritmus 6). Metody s optimálńım lokálně omezeným krokem vyžaduj́ı opakované řešeńı soustavy rovnic
(G+ λI)s+ g = 0 (pro r̊uzné hodnoty parametru λ ≥ 0). Použ́ıvá se přitom ř́ıdký Choleského rozklad

RTR = P (G+ λI)PT

kde R je regulárńı horńı trojúhelńıková matice a P je permutačńı matice, jej́ıž jediným účelem je přerovnat
řádky a sloupce matice G+ λI tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co nejmenš́ı. Nalezeńı
permutačńı matice P a následné určeńı struktury horńı trojúhelńıkové matice R se nazývá symbolickou
faktorizaćı. Symbolická faktorizace se provád́ı pouze jednou (na začátku iteračńıho procesu) a proto je
možné použ́ıvat časově náročněǰśı složité postupy, které minimalizuj́ı počet nově vzniklých nenulových
prvk̊u. Tyto postupy maj́ı kombinatorický charakter a jejich popis se vymyká rozsahu tohoto textu (jsou
jim věnovány samostatné monografie). Výpočet prvk̊u horńı trojúhelńıkové matice R (numerická faktor-
izace) se provád́ı podle vzorc̊u uvedených v odd́ılu 5.8.

Nepřesné metody s lokálně omezeným krokem použ́ıvaj́ı metodu sdružených gradient̊u popsanou v
odd́ılu 3.6 (Algoritmus 3), kde se ř́ıdká Hessova matice G použ́ıvá pouze k výpočtu součin̊u qi = Gpi,
1 ≤ i ≤ n, a neńı ji tud́ıž třeba rozkládat. V souvislosti s diferenčńı verźı Newtonovy metody pro
ř́ıdké úlohy se osvědčilo předpomiňováńı pomoćı neúplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu
spoč́ıvá v prováděńı Choleského rozkladu, při němž se zanedbávaj́ı všechny nově vznikaj́ıćı nenulové prvky
(někdy se nově vznikaj́ıćımi nenulovými prvky modifikuje diagonála rozkládané matice). Źıskaná horńı
trojúhelńıková matice R má stejnou strukturu jako horńı trojúhelńıková část matice B a aproximace
RRT ≈ B je často velmi dobrá, což dává velmi účinné předpodmı́něńı.

Nyńı ukážeme, jak lze reprezentovat ř́ıdkou Hessovu matice G. Budeme přitom pracovat s horńı
trojúhelńıkovou matićı GU , která vznikne z matice G vynulováńım všech poddiagonálńıch prvk̊u.

Definice 35 Řı́dkou reprezentaćı Hessovy matice G nazveme trojici vektor̊u num (GU ) ∈ RmU , ind (GU ) ∈
RmU , ord (GU ) ∈ Rn+1, kde mU je počet nenulových prvk̊u matice GU . Vektor num (GU ) obsahuje nu-
merické hodnoty nenulových prvk̊u matice GU uspořádaných po řádćıch. Vektor ind (GU ) obsahuje sloup-
cové indexy těchto nenulových prvk̊u. Vektor ord (GU ) obsahuje ukazatele umı́stěńı diagonálńıch prvk̊u
matice GU ve vektorech num (GU ) a ind (GU ). Posledńı prvek vektoru ord (GU ) (i indexem n + 1) má
hodnoty mU+1.

Pro matici (G1) plat́ı

num(GU ) = [G11, G12, G22, G23, G33, G34, G44, G45, G55]T

ind(GU ) = [1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5]T

ord(GU ) = [1, 3, 5, 7, 9, 10]T

Pro matici (G2) plat́ı
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num(GU ) = [G11, G12, G13, G14, G15, G22, G33, G44, G55]T

ind(GU ) = [1, 2, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 5]T

ord(GU ) = [1, 6, 7, 8, 9, 10]T

7.4 Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı aktualizace, které zachovávaj́ı strukturu ř́ıdké
Hessovy matice. Toto zachováváńı struktury je násilným omezeńım, které eliminuje některé jiné d̊uležité
vlastnosti metod s proměnnou metrikou (např́ıklad nalezeńı minima kvadratické funkce po konečném
počtu krok̊u), nicméně lze źıskat metody, které jsou Q-superlineárně konvergentńı. Nastávaj́ı však pot́ıže
s globálńı konvergenćı, nebot’ źıskaná aproximace Hessovy matice nemuśı být pozitivně definitńı.

Od metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy požadujeme, aby aktualizace splňovaly kvazinew-
tonovskou podmı́nku, neporušovaly symetrii a zachovávaly strukturu ř́ıdké Hessovy matice. Označme

VQ = {B ∈ Rn×n : Bd = y}
VS = {B ∈ Rn×n : BT = B}
VG = {B ∈ Rn×n : Gij = 0 ⇒ Bij = 0}

(předpokládáme, že Gii �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n). Zřejmě VQ ⊂ Rn×n, VS ⊂ Rn×n, VG ⊂ Rn×n jsou lineárńı
variety (VS a VG jsou podprostory) v Rn×n. Jelikož Frobeniova norma matice je euklidovskou normou v
Rn×n, můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PS , PG do VQ, VS , VG předpisem

PQB = arg min
B+∈VQ

‖ B+ −B ‖F

PSB = arg min
B+∈VS

‖ B+ −B ‖F

PGB = arg min
B+∈VG

‖ B+ −B ‖F

Podobně můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQS , PQG, PSG a PQSG do VQ ∩VS , VQ ∩VG,
VS ∩VG a VQ∩VS ∩VG. Je zřejmé, že naše požadavky na ř́ıdkou aktualizaci splňuje matice B+ = PQSGB.

V daľśım textu ukážeme, že i jednoduché aktualizace založené na skládáńı projekćı mohou vést k
superlineárně konvergentńım metodám.

Věta 80 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQ, PS, PG jsou operátory ortogonálńı projekce do VQ, VS, VG. Pak
plat́ı

PQB = B +
(y −Bd)dT

dT d

PSB =
1
2
(B +BT )

a

(PGB)ij = Bij , Gij �= 0
(PGB)ij = 0 , Gij = 0
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Důkaz Budeme postupovat podobně jako v d̊ukazu věty 39. Vztah pro PQB odvod́ıme pomoćı La-
grangeovy funkce

L =
1
2
‖ B+ −B ‖2

F +uT (w − (B+ −B)d) =

=
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B+
ij −Bij)2 +

n∑
i=1

ui

⎛
⎝yi −

n∑
j=1

B+
ijdj

⎞
⎠

Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice B+ dostaneme

∂L

∂B+
ij

= (B+
ij −Bij) − uidj

∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n. Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B+ = B+ udT , což
po dosazeńı do kvazinewtonovské podmı́nky B+d = y dává udT d = y −Bd, neboli

u =
y −Bd

dT d

Dosad́ıme-li tento výraz do vzorce B+ = B + udT , dostaneme vztah pro PQB. Vztah pro PSB odvod́ıme
minimalizaćı funkce

1
2
‖ B+ −B ‖2

F =
1
2

n∑
i=1

(B+
ii −Bii)2 +

1
2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

((B+
ij −Bij)2 + (B+

ij −Bji)2)

Derivujeme-li tuto funkci podle prvk̊u matice B+, a polož́ıme-li derivace rovny nule dostaneme podmı́nky

B+
ij −Bij = 0 , i = j

(B+
ij −Bij) + (B+

ij −Bji) = 0 , i �= j

což dává B+ = (B +BT )/2. Vztah pro PGB odvod́ıme minimalizaćı funkce

1
2
‖ B+ −B ‖2

F =
1
2

∑
Gij �=0

(B+
ij −Bij)2 +

1
2

∑
Gij=0

B2
ij

nebot’ podle předpokladu B+
ij = 0 pokud Gij = 0. Derivujeme-li tuto funkci podle prvk̊u matice B+ a

polož́ıme-li derivace rovny nule dostaneme

B+
ij −Bij = 0 , Gij �= 0

B+
ij = 0 , Gij = 0

což jsme měli dokázat.

V daľśım textu zavedeme vektory di ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n takové, že

di
j = dj , Gij �= 0

di
j = 0 , Gij = 0

a mı́sto standardńı kvazinewtonovské podmı́nky B+d = y použijeme ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku
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n∑
j=1

(B+
ij − (PGB)ij)di

j = wi, 1 ≤ i ≤ n

kde w = y − (PGB)d.

Věta 81 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQS, PQG, PSG jsou operátory orthogonálńı projekce do VQ ∩ VS,
VQ ∩ VG, VS ∩ VG. Pak plat́ı

PQSB = B +
(y −Bd)dT + d(y −Bd)T

dT d
− (y −Bd)T d

dT d

ddT

dT d

PQGB = PG(B + udT )
PSGB = PSPGB = PGPSB

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = w s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı

Q =
n∑

i=1

‖ di ‖2 eie
T
i

Důkaz Vztah pro PQSB plyne bezprostředně z věty 39 (metoda PSB). Stač́ı dosadit W = I. Zřejmě plat́ı
PQGB = PQGPGB. Vztah pro PQGB = PQGPGB odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy funkce

L =
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

(B+
ij − (PGB)ij)2 +

n∑
i=1

ui

⎛
⎝wi −

n∑
j=1

(B+
ij − (PGB)ij)di

j

⎞
⎠

obsahuj́ıćı ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku. Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice
B+ dostaneme

∂L

∂B+
ij

= (B+
ij − (PGB)ij) − uid

i
j

∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n. Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B+
ij − (PGB)ij =

uid
i
j , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, což jsme měli dokázat. Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do ř́ıdké kvazinewtonovské

podmı́nky, dostaneme

n∑
j=1

uid
i
jd

i
j = wi, 1 ≤ i ≤ n

neboli Qu = w, kde Q je diagonálńı matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty (pozitivńı semidefinitnost je zřejmá).
Vztahy pro PSGB plynou bezprostředně z identit PSGB = PSG(PSB) a PSGB = PSG(PGB).

Věta 82 Necht’ B ∈ Rn×n a necht’ PQSG je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VS ∩ VG. Pak plat́ı

PQSGB = PG(B + udT + duT )

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = w se symetrickou pozitivně semidefinitńı matićı

Q = PG(ddT ) +
n∑

i=1

‖ di ‖2 eie
T
i

která má stejnou strukturu jako matice G.
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Důkaz Zřejmě plat́ı PQSGB = PQSGPGB. Jelikož matice B+ − PGB je symetrická, můžeme položit
B+ − PGB = X +XT , kde X je zat́ım neznámá čtvercová matice. Použijeme Lagrangeovu funkci

L =
1
4

n∑
i=1

n∑
j=1

(Xij +Xji)2 +
n∑

i=1

ui

⎛
⎝wi −

n∑
j=1

(Xij +Xji)di
j

⎞
⎠

obsahuj́ıćı ř́ıdkou kvazinewtonovskou podmı́nku. Derivováńım Lagrangeovy funkce podle prvk̊u matice X
dostaneme

∂L

∂Xij
= (Xij +Xji) − uid

i
j − ujd

j
i

∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n. Podmı́nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce má tedy tvar B+ − (PGB)ij =
uid

i
j + ujd

j
i , což jsme měli dokázat. Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do ř́ıdké kvazinewtonovské podmı́nky,

dostaneme

wi =
n∑

j=1

(uid
i
j + ujd

j
i )d

i
j =‖ di ‖2 ui +

n∑
j=1

dj
id

i
juj

neboli Qu = w, kde Q je symetrická matice vystupuj́ıćı v tvrzeńı věty. Matice Q má zřejmě stejnou
strukturu jako matice G. Necht’ v ∈ Rn je libovolný vektor. Pak plat́ı

vTQv =
n∑

i=1

n∑
j=1

dj
id

i
jvivj +

n∑
i=1

‖ di ‖2 v2
i =

∑
Gij �=0

didjvivj +
∑

Gij �=0

d2
jv

2
i =

=
1
2

∑
Gij �=0

(divj + djvi)2 ≥ 0

(∗)
(matice Gij je symetrická), takže matice Q je pozitivně semidefinitńı. Zbývá dokázat, že rovnice Qu = w
má řešeńı. Předpokládejme nejprve, že ‖ di ‖�= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je matice Q
pozitivně definitńı. Pokud by matice Q nebyla pozitivně definitńı, existoval by vektor v �= 0 takový, že
vTQv = 0. Pak by podle vyjádřeńı (∗) musel existovat index 1 ≤ i ≤ n takový, že vi �= 0 a

divj + djvi = 0 ∀Gij �= 0

Jelikož předpokládáme, že Gii �= 0 muśı nutně platit divi = 0, neboli di = 0, což po dosazeńı do posledńı
rovnosti dává djvi = 0 ∀Gij �= 0, neboli dj = 0 ∀Gij �= 0. To je ale ve sporu s předpokladem, že

‖ di ‖2=
n∑

j=1

(di
j)

2 =
∑

Gij �=0

d2
j �= 0

Předpokládejme nyńı, že pro nějaký index 1 ≤ i ≤ n plat́ı ‖ di ‖= 0. Pak matice Q má nulový i-tý řádek
a i-tý sloupec a plat́ı

wi = yi −
∑

Gij �=0

Bijdj =
∑

Gij �=0

(G̃ij −Bij)di
j = 0

(Matice G̃ je definovaná vztahem (a) v d̊ukazu lemmatu 13). Můžeme tedy i-tou rovnici vypustit a položit
ui = 0. T́ımto zp̊usobem můžeme eliminovat všechny nadbytečné rovnice. Zbylá soustava rovnic má
pozitivně definitńı matici.

Metoda s proměnnou metrikou, která použ́ıvá aktualizaci
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B+ = PQSGB (BT)

se nazývá Tointovou metodou. Jej́ı realizace je poměrně pracná, nebot’ je třeba řešit dodatečnou soustavu
rovnic Qu = w (Toint̊uv systém). V hustém př́ıpadě je tato metoda ekvivalentńı metodě PSB, která
neńı př́ılǐs efektivńı. Proto byly navrženy daľśı aktualizace, které však v jistém smyslu narušuj́ı splněńı
kvazinewtonovské podmı́nky. V tomto textu se budeme zabývat Marwilovou metodou s aktualizaćı

B+ = PSPQGB (BM)

Powellovou metodou s aktualizaćı

B+ = PGPQSB (BP)

a Steihaugovou metodou s aktualizaćı

B+ = PSGPQB (BS)

Lemma 21 Necht’ B+ je matice určená pomoćı některé z aktualizaćı (BT), (BM), (BP), (BS). Pak plat́ı

B+ ∈ VS ∩ VG

Důkaz Pro aktualizaci (BT) a (BS) je toto tvrzeńı zřejmé. V př́ıpadě aktualizace (BM) tvrzeńı plyne z
toho, že projekce PS , určená symetríı matice, neovlivńı symetrickou ř́ıdkou strukturu. V př́ıpadě aktual-
izace (BP) tvrzeńı plyne z toho, že projekce PG, určená symetrickou ř́ıdkou strukturou, neovlivńı symetrii
matice.

Ve vzorćıch (BT), (BM), (BP), (BS) vystupuj́ı vždy dva operátory ortogonálńı projekce PA, PB do
lineárńıch variet VA, VB (v př́ıpadě Tointovy aktualizace je druhý operátor indentickým operátorem),
přičemž plat́ı VA ⊂ VQ a VA ∩ VB = VQ ∩ VS ∩ VG.

Lemma 22 Necht’ B+ = PBPAB, kde PA,PB jsou operátory ortogonálńı projekce do VA, VB, kde VA ⊂
Rn×n, VB ⊂ Rn×n jsou lineárńı variety takové, že VA ⊂ VQ a VA∩VB = VQ∩VS ∩VG. Pak pro libovolnou
matici G̃ ∈ VQ ∩ VS ∩ VG plat́ı

‖ B+ − G̃ ‖2
F≤‖ B − G̃ ‖2

F −‖ y −Bd ‖2

‖ d ‖2

Důkaz Jelikož G̃ ∈ VB a PB je operátor ortogonálńı projekce, můžeme použ́ıt Pythagorovu větu

‖ PBPAB − G̃ ‖2
F =‖ PAB − G̃ ‖2

F − ‖ PAB − PBPAB ‖2
F≤‖ PAB − G̃ ‖2

F

Jelikož PAB ∈ VA ⊂ VQ, můžeme psát PABd = y, takže plat́ı

‖ y −Bd ‖=‖ (PAB −B)d ‖≤‖ PAB −B ‖‖ d ‖≤‖ PAB −B ‖F ‖ d ‖
Jelikož G̃ ∈ VA a PA je operátor ortogonálńı projekce, můžeme psát

‖ PAB − G̃ ‖2
F =‖ B − G̃ ‖2

F − ‖ B − PAB ‖2
F

spojeńım všech dokázaných nerovnost́ı dostaneme tvrzeńı lemmatu.

Nyńı se budeme zabývat konvergenćı metod s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy. Omeźıme se
pouze na metody s lokálně omezeným krokem nebot’ ř́ıdké aktualizace nezaručuj́ı pozitivńı definitnost
aktualizovaných matic.
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Věta 83 Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost bod̊u generovaná metodou s lokálně omezeným krokem
(definice 28) s γ <∞. Necht’ Bi+1 = PBPA(Bi), i ∈ N2, a Bi+1 = Bi, i �∈ N2 (PBPA(Bi) znač́ı některou
z ř́ıdkých aktualizaćı (BT), (BM), (BP), (BS) a množiny N1, N2, N3 jsou definovány v poznámce 95).
Pak jestlǐze funkce F : Rn → R splňuje podmı́nky (F1), (F2), (F3) a (F5), plat́ı

lim inf
i→∞

‖ gi ‖= 0

Důkaz (a) nejprve ukážeme, že matice Bi, i ∈ N , jsou dostatečně omezené, neboli že plat́ı ‖ Bi ‖≤ Ci,
i ∈ N , kde Ci, i ∈ N , jsou č́ısla splňuj́ıćı rekurentńı nerovnosti

Ci+1 ≤ Ci + C ‖ di ‖≤ Ci + C ‖ si ‖ .
Necht’ i ∈ N2 a necht’ G̃i je matice definovaná vztahem (a) v d̊ukazu lemmatu 13. Pak plat́ı

‖ G̃i −Gi ‖F = ‖
∫ 1

0

(G(xi + λdi) −G(xi))dλ ‖F≤
√
n

∫ 1

0

‖ G(xi + λdi) −G(xi) ‖ dλ ≤

≤ L
√
n ‖ di ‖

∫ 1

0

λdλ =
1
2
L
√
n ‖ di ‖

(použ́ıváme předpoklad (F5) a skutečnost, že Frobeniova norma neńı větš́ı než
√
n násobek spektrálńı

normy). Podobným zp̊usobem dostaneme

‖ G̃i −Gi+1 ‖F≤ 1
2
L
√
n ‖ di ‖

Použijeme-li nerovnost ‖ Bi+1 − G̃i ‖F≤‖ Bi − G̃i ‖F , která plyne z lemmatu 22, můžeme psát

‖ Bi+1 −Gi+1 ‖F ≤ ‖ Bi+1 − G̃i ‖F + ‖ G̃i −Gi+1 ‖F≤‖ Bi − G̃i ‖F + ‖ G̃i −Gi+1 ‖F≤
≤ ‖ Bi −Gi ‖F + ‖ G̃i −Gi ‖F + ‖ G̃i −Gi+1 ‖F≤
≤ ‖ Bi −Gi ‖F +L

√
n ‖ di ‖

Tato nerovnost je splněna i pro i �∈ N2, nebot’ pro i �∈ N2 plat́ı Bi+1 = Bi, Gi+1 = Gi a di = 0, a
použijeme-li ji několikrát po sobě, dostaneme

‖ Bi+1 −Gi+1 ‖F≤‖ B1 −G1 ‖F +L
√
n

i∑
j=1

‖ dj ‖

Použijeme-li předpoklad (F3) a polož́ıme-li C1 = 2G
√
n+ ‖ B1 ‖F a C = L

√
n, dostaneme nerovnosti

‖ Bi ‖≤ Ci, i ∈ N , kde č́ısla Ci, i ∈ N , splňuj́ı nerovnosti (C).
(b) Označ́ıme-li

Mi = max
1≤j≤i

‖ Bj ‖

můžeme psát Mi ≤ Ci, i ∈ N , a podle poznámky 102 dostaneme

∞∑
i=1

1
Mi

= ∞

a můžeme použ́ıt větu 50.

Věta 84 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 83 a necht’ xi → x∗ a ‖ ωi(si) ‖→ 0. Pak jestlǐze funkce
F : Rn → R splňuje podmı́nky (F3), (F4), (F5), xi → x∗ Q-superlineárně.
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Důkaz Necht’ i ∈ N2. Použijeme-li lemma 22 a prvńı dvě nerovnosti z d̊ukazu věty 83, můžeme psát

‖ Bi+1 −Gi+1 ‖2
F ≤

(
‖ Bi+1 − G̃i ‖F + ‖ Gi+1 − G̃i ‖F

)2

≤

≤ ‖ Bi+1 − G̃i ‖2
F +

1
4
L

2
n ‖ di ‖2 +L

√
n ‖ Bi+1 − G̃i ‖F ‖ di ‖≤

≤ ‖ Bi − G̃i ‖2
F −‖ yi −Bidi ‖2

‖ di ‖2
+
(

1
4
L

2
nΔ + Ln

(
B +G

)) ‖ di ‖

a

‖ Bi − G̃i ‖2
F ≤

(
‖ Bi −Gi ‖F + ‖ Gi − G̃i ‖F

)2

≤

≤ ‖ Bi −Gi ‖2
F +

1
4
L

2
n ‖ di ‖2 +L

√
n ‖ Bi −Gi ‖F ‖ di ‖≤

≤ ‖ Bi −Gi ‖2
F +

(
1
4
L

2
nΔ + Ln

(
B +G

)) ‖ di ‖

(existence konstanty Δ plyne z (T3), existence konstanty B plyne z věty 52 a existence konstanty G plyne
z (F3)). Spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme

‖ yi −Bidi ‖2

‖ di ‖2
≤‖ Bi −Gi ‖2

F − ‖ Bi+1 −Gi+1 ‖2
F +M ‖ di ‖

kde M = 1
2L

2
nΔ + 2Ln(B + G). Tato nerovnost plat́ı formálně i pro i �∈ N2 (pro i �∈ N2, kdy di = 0 a

yi = 0, můžeme výraz na levé straně nahradit nulou). Použijeme-li tuto nerovnost a větu 52, dostaneme

∞∑
i=1

‖ yi −Bidi ‖2

‖ di ‖2
≤

∞∑
i=1

(‖ Bi −Gi ‖2
F − ‖ Bi+1 −Gi+1 ‖2

F

)
+M

∞∑
i=1

‖ di ‖≤

≤ ‖ B1 −G1 ‖2
F +M

∞∑
i=1

‖ di ‖<∞

(∗)
Dále podle (F5) plat́ı

‖ (G∗ −Bi) di ‖
‖ di ‖ ≤ ‖ G∗di − yi ‖

‖ di ‖ +
‖ yi −Bidi ‖

‖ di ‖ ≤

≤ ‖ G∗ −Gi ‖ + ‖ G̃i −Gi ‖ +
‖ yi −Bidi ‖

‖ di ‖ ≤

≤ L ‖ x∗ − xi ‖ +
1
2
L
√
n ‖ di ‖ +

‖ yi −Bidi ‖
‖ di ‖

(viz d̊ukaz věty 83), takže

‖ (G∗ −Bi) di ‖
‖ di ‖ → 0

nebot’ xi → x∗ podle předpokladu, ‖ di ‖→ 0 podle věty 52 a ‖ yi −Bidi ‖ / ‖ di ‖→ 0 podle (∗). Jelikož
‖ ωi(si) ‖→ 0 jsou splněny předpoklady věty 54 a xi → x∗ Q-superlineárně.
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Metody s proměnnou metrikou pro ř́ıdké úlohy můžeme také realizovat jako metody spádových směr̊u,
kdy se soustava lineárńıch rovnic Bs+ g = 0 řeš́ı nepřesně metodou sdružených gradient̊u (Algoritmus 3).
Použit́ı metody sdružených gradient̊u je velmi výhodné, nebot’ tato metoda, aplikovaná na kvadratickou
funkci Q(s) s matićı B dává spádové směry bez ohledu na to, jak přesně se řeš́ı soustava rovnic Bs+g = 0
(věta 30). I když konvergenčńı teorie, kterou jsme se dosud zabývali, neńı aplikovatelná na metody s
proměnnou metrikou realizované jako metody spádových směr̊u (protože matice B nemuśı být pozitivně
definitńı, neńı zaručeno, že vyřeš́ıme soustavu Bs + g = 0 s požadovanou přesnost́ı), jsou tyto metody
obvykle účinněǰśı než metody s proměnnou metrikou realizované jako metody s lokálně omezeným krokem.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod pro ř́ıdké úlohy (CG - metoda sdružených gra-
dient̊u, 5-BFGS - pětikroková metoda BFGS s omezenou pamět́ı, diferenčńı verze nepřesné Newtonovy
metody, diferenčńı verze ř́ıdké Newtonovy metody s iteračńım CG nebo s přesným GM řešeńım soustavy
lineárńıch rovnic, ř́ıdká VM metoda (Marwilova projekce) s iteračńım CG nebo s přesným GM řešeńım sous-
tavy lineárńıch rovnic, hustá BFGS metoda) při minimalizaci 22 testovaćıch funkćı se 1000 proměnnými
(jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG, jakož i celkový čas
výpočtu).

Metoda NIT - NFV - NFG čas
CG 2066 - 3903 - 3903 7.19
5-BFGS 1965 - 2149 - 2149 7.63
Nepřesná Newtonova
(dif. verze) + CG 702 - 822 - 6188 7.25
Ř́ıdká Newtonova
(dif. verze) + CG 518 - 567 - 2461 7.69
Ř́ıdká Newtonova
(dif. verze) + GM 377 - 405 - 1722 7.03
Ř́ıdká VM + CG
(Marwilova projekce) 1318 - 2009 - 2009 12.58
Ř́ıdká VM + GM
(Marwilova projekce) 2440 - 4841 - 4841 36.41
Hustá BFGS 1498 - 1656 - 1656 23.73

7.5 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy

Rozsáhlé úlohy jsou často formulovány tak, že plat́ı

F (x) =
m∑

k=1

fk(x)

kde m = O(n) a kde každá z funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných. Pak
výpočet hodnoty a gradientu funkce F (x) spotřebuje O(n) operaćı a Hessova matice této funkce obsahuje
O(n) nenulových prvk̊u. Gradient a Hessovu matici funkce F : Rn → R můžeme vyjádřit ve tvaru

g(x) =
m∑

k=1

gk(x)

G(x) =
m∑

k=1

Gk(x)

kde gradienty gk(x) a Hessovy matice Gk(x) funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, obsahuj́ı O(1) nenulových
prvk̊u, takže je lze uchovávat v úsporném tvaru. Označme
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f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)]T

J(x) = [g1(x), . . . , gm(x)]T

pak plat́ı F (x) = fT (x)e, g(x) = JT (x)e, kde e = [1, . . . , 1]T ∈ Rm je vektor, který obsahuje samé
jednotky. Jacobiova matice J(x) je ř́ıdká (jej́ı k-tý řádek gT

k (x) obsahuje nk = O(1) nenulových prvk̊u,
1 ≤ k ≤ m). Hessova matice G(x) má stejnou strukturu jako matice JT (x)J(x). Struktura ř́ıdké úlohy je
tedy plně určena strukturou Jacobiovy matice.

Definice 36 Řı́dkou reprezentaćı Jacobiovy matice J nazveme trojici vektor̊u num (J) ∈ Rn̂, ind (J) ∈
Rn̂, ord (J) ∈ Rm+1, kde

n̂ =
m∑

k=1

nk

je počet nenulových prvk̊u matice J . Vektor num (J) obsahuje numerické hodnoty nenulových prvk̊u matice
J uspořádaných po řádćıch. Vektor ind (J) obsahuje indexy těchto nenulových prvk̊u. Vektor ord (J)
obsahuje ukazatele umı́stěńı prvńıch nenulových prvk̊u v řádćıch matice J (ukazatele umı́stěńı ve vektorech
num (J) a ind (J)), takže

ord(J)k = 1 +
k−1∑
i=1

nk, 1 ≤ k ≤ m+ 1

V daľśım výkladu budeme použ́ıvat redukované gradienty ĝk(x) ∈ Rnk , které obsahuj́ı pouze nenulové
prvky gradient̊u gk(x) ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ m, a redukované Hessovy matice Ĝk(x) ∈ Rnk×nk , které obsahuj́ı
pouze nenulové prvky Hessových matic Gk(x) ∈ Rn×n, 1 ≤ k ≤ m.

Definice 37 Necht’ Nk, 1 ≤ k ≤ m, jsou množiny index̊u proměnných vystupuj́ıćıch ve funkćıch fk(x),
1 ≤ k ≤ m, a necht’ Zk ∈ Rn×nk jsou matice, jejichž sloupce tvoř́ı ortonormálńı báze v podprostorech
určených proměnnými z Nk (jsou to sloupce jednotkové matice s indexy z Nk). Pak vektory ĝk(x) =
ZT

k gk(x), 1 ≤ k ≤ m, nazveme redukovanými gradienty a matice Ĝk(x) = ZT
k Gk(x)Zk, 1 ≤ k ≤ m,

nazveme redukovanými Hessovými maticemi funkćı fk(x), 1 ≤ k ≤ m.

Zřejmě plat́ı

num(J) = [ĝT
1 , . . . , ĝ

T
m]T

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy jsou založeny na numerickém výpočtu
prvk̊u redukovaných Hessových matic. Použ́ıvaj́ı se přitom diferenčńı vzorce

Ĝk(x)êj ≈ ĝk(x+ δêj) − ĝk(x)
δ

kde êj , 1 ≤ j ≤ nk, jsou sloupce jednotkové matice řádu nk. K určeńı prvk̊u redukovaných Hessových
matic je tedy zapotřeb́ı

m∑
k=1

n2
k = mO(1) = O(n)

operaćı.

Poznámka 132 Redukované gradienty ĝk(x) a redukované Hessovy matice Ĝk(x), jednoznačně určuj́ı
gradient g a ř́ıdkou Hessovu matici G. Plat́ı

g(x) =
m∑

k=1

Zkĝk(x), G(x) =
m∑

k=1

ZkĜk(x)ZT
k .
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Známe-li ř́ıdkou reprezentaci Jacobiovy matice (definice 36) a numerické hodnoty redukovaných Hessových
matic, můžeme snadno určit ř́ıdkou reprezentaci Hessovy matice (definice 35). Redukované Hessovy matice
je možné zpracovávat sekvenčně (neńı třeba je ukládat současně v paměti poč́ıtače).

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro separovatelné úlohy se lǐśı od diferenčńıch verźı Newtonovy
metody pro ř́ıdké úlohy pouze zp̊usobem źıskáńı ř́ıdké Hessovy matice G(x). Všechny ostatńı úvahy
z̊ustávaj́ı stejné. Lze opět použ́ıt realizaci ve formě metody s optimálńım lokálně omezeným krokem
(odd́ıl 5.3) nebo realizaci ve formě nepřesné metody s lokálně omezeným krokem (odd́ıl 5.5).

Numerickým porovnáńım diferenčńıch verźı Newtonovy metody pro separovatelné úlohy s diferenčńımi
verzemi Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze zjistit, že oba dva typy metod vyžaduj́ı přibližně stejný
počet operaćı na jednu iteraci. Metody pro ř́ıdké úlohy jsou algoritmicky náročněǰśı (je třeba hledat
rozklady sloupc̊u Hessovy matice) ale vzhledem k tomu, že se tyto náročné operace prováděj́ı pouze jednou,
před zahájeńım iteračńıho procesu, je celková doba řešeńı o něco kratš́ı než u metod pro separovatelné úlohy.
Oba dva typy metod vyžaduj́ı přibližně stejný počet iteraćı.

7.6 Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy

Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy použ́ıvaj́ı mı́sto redukovaných Hessových matic
Ĝk(x), 1 ≤ k ≤ m, jejich aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m, které se aktualizuj́ı pomoćı metod s proměnnou
metrikou.

B̂+
k =

1
γ̂k

(
B̂k +

γ̂k

ρ̂k

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k

(
B̂kd̂k

)T

+
β̂k

ĉk

(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)(
ĉk

b̂k
ŷk − B̂kd̂k

)T
)

kde ŷk = ĝ+
k − ĝk a kde d̂k ∈ Rnk je vektor dimenze nk, který obsahuje prvky vektoru d s indexy z Nk (vše

pro 1 ≤ k ≤ m). Přitom b̂k = ŷT
k d̂k, ĉk = d̂T

k B̂kd̂k a γ̂k, ρ̂k, β̂k jsou volné parametry.
Uvedeme nejprve několik poznámek k metodám s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy:

• Metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy jsou účinněǰśı než metody s proměnnou
metrikou pro ř́ıdké úlohy, jak je zřejmé z numerického porovnáńı uvedeného v závěru tohoto odd́ılu.

• Vzhledem k tomu, že redukované matice B̂k se aktualizuj́ı pomoćı vektor̊u ŷk, d̂k, je účelné aby
platilo B̂k → Ĝk, takže se obyčejně pokládá γ̂k = 1, ρ̂k = 1, 1 ≤ k ≤ m (jiné volby těchto volných
parametr̊u obyčejně zhoršuj́ı rychlost konvergence).

• Dá se dokázat, že metody s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy jsou Q-superlineárně kon-
vergentńı. Kupodivu obt́ıžněǰśı je dokázat globálńı konvergenci těchto metod, což se zat́ım bez
zavedeńı dodatečných předpoklad̊u nepodařilo. Souviśı to se skutečnost́ı, že neńı obecně zaručena
platnost nerovnost́ı ŷT

k d̂k > 0, 1 ≤ k ≤ m, takže některé z matic B̂+
k , 1 ≤ k ≤ m, nemuśı být

pozitivně definitńı.

Poṕı̌seme nyńı efektivńı realizaci metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy. Tato realizace
je metodou spádových směr̊u (definice 20) a aktualizace se provád́ı podle vzorc̊u

B̂+
k = B̂k +

1

b̂k
ŷkŷ

T
k − 1

ĉk
B̂kd̂k

(
B̂kd̂k

)T

, ŷT
k d̂k > 0

B̂+
k = B̂k , ŷT

k d̂k ≤ 0

kde 1 ≤ k ≤ m (metoda BFGS). Tyto vzorce zaručuj́ı pozitivńı definitnost matic B̂+
k , 1 ≤ k ≤ m. Je-li

matice B̂k pozitivně definitńı a plat́ı-li ŷT
k d̂k ≤ 0, je matice B̂+

k = B̂k pozitivně definitńı. Je-li matice B̂k

pozitivně definitńı a plat́ı-li ŷT
k d̂k > 0, je matice B̂+

k pozitivně definitńı podle věty 34.
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Známe-li aproximace B̂k, 1 ≤ k ≤ m redukovaných Hessových matic Ĝk, 1 ≤ k ≤ m, můžeme podle
poznámky 132 zkonstruovat ř́ıdkou aproximaci Hessovy matice G. Metody s proměnnou metrikou však
maj́ı jednu nevýhodu, která spoč́ıvá v tom, že je třeba ukládat současně všechny matice B̂k, 1 ≤ k ≤ m.
To vyžaduje rezervaci daľśıch

m̂ =
n∑

k=1

1
2
n̂k(n̂k + 1)

mı́st v paměti poč́ıtače (č́ıslo m̂ je obvykle značně větš́ı než počet nenulových prvk̊u ř́ıdké Hessovy matice
G).

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika metod pro separovatelné úlohy (CG - metoda sdružených
gradient̊u, 5-BFGS - pětikroková metoda BFGS s omezenou pamět́ı, diferenčńı verze nepřesné Newtonovy
metody, diferenčńı verze separovatelné Newtonovy metody s iteračńım CG nebo s přesným GM řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic, separovatelhá BFGS metoda s iteračńım CG nebo s přesným GM řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic) při minimalizaci 10 testovaćıch funkćı se 100 proměnnými (jsou uvedeny celkové
počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG, jakož i celkový čas výpočtu).

Metoda NIT - NFV - NFG čas
CG 2390 - 4501 - 4501 12.75
5-BFGS 2389 - 2586 - 2586 11.91
Nepřesná Newtonova
(dif. verze) + CG 644 - 813 - 6280 11.09
Separovatelná Newtonova
(dif. verze) + CG 556 - 607 - 2328 16.64
Separovatelná Newtonova
(dif. verze) + GM 416 - 446 - 1635 14.28
Separovatelná BFGS + CG 841 - 995 - 995 12.96
Separovatelná BFGS + GM 753 - 882 - 882 10.54

7.7 Modifikace Gaussovy - Newtonovy metody pro ř́ıdký součet čtverc̊u

Předpokládejme, že účelová funkce F (x) má tvar

F (x) =
1
2

m∑
k=1

f2
k (x)

kde m = O(n) a kde každá z funkćı fk : Rn → R, 1 ≤ k ≤ m, záviśı na nk = O(1) proměnných.
Dostáváme tak speciálńı př́ıpad separovatelné úlohy. Tuto separovatelnou úlohu bychom mohli řešit pomoćı
diferenčńıch verźı Newtonovy metody nebo pomoćı metod s proměnnou metrikou. Speciálńı tvar účelové
funkce však dovoluje použ́ıt některé modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které mohou být mnohem
účinněǰśı.

Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu můžeme realizovat bud’ pomoćı ř́ıdké reprezentace Hessovy mat-
ice (řešeńım normálńı soustavy rovnic (NE)) nebo pomoćı ř́ıdké reprezentace Jacobiovy matice (řešeńım
přeurčené soustavy rovnic (OE)). Prvńı zp̊usob je založen na použit́ı matice B = JTJ , která má stejnou
strukturu jako matice G a která se snadno sestrojuje. Známe-li matici B, můžeme GN metodu reali-
zovat bud’ jako metodu s optimálńım lokálně omezeným krokem nebo jako nepřesnou metodu s lokálně
omezeným krokem (tak jako diferenčńı verzi Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy).

Protože GN metoda může selhávat v př́ıpadě úloh s velkými rezidui, je výhodné kombinovat tuto
metodu s jinými metodami (odd́ıl 6.2). V praxi se použ́ıvaj́ı tři hybridńı metody pro ř́ıdký součet čtverc̊u.

1) Kombinace GN metody s Marwilovou metodou. V prvńım iteračńım kroku pokládáme B = JTJ . Po
skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme
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B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF

B+ = PSPQSB , F − F+ ≤ ϑF

(viz (BM) v odd́ılu 7.4), kde J+ = J(x+). Globálńı konvergence této metody plyne z věty 71 a věty 83.
Superlineárńı konvergence této metody plyne z věty 71 a věty 84.

2) Kombinace GN metody s diferenčńı verźı Newtonovy metody. V prvńım iteračńım kroku pokládáme
B = JTJ . Po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF

B+ = JT
+J+ +

m∑
k=1

f+
k G

+
k , F − F+ ≤ ϑF

kde J+ = J(x+) a f+
k = fk(x+), G+

k = Gk(x+), 1 ≤ k ≤ m (Gk(x+) je diferenčńı aproximace Hessovy
matice funkce fk(x+)). Globálńı a superlineárńı konvergence této metody plyne z věty 69 a věty 71.

3) Kombinace GN metody s metodou hodnosti 1. V prvńım iteračńım kroku pokládáme B = JTJ a
Bk = Ik, 1 ≤ k ≤ m (Bk je aproximace Hessovy matice Gk a Ik se od jednotkové matice lǐśı pouze t́ım, že
(Ik)ii = 0, pokud (Gk)ii = 0). Po skončeńı každého iteračńıho kroku pokládáme

B+
k = Bk +

wkw
T
k

dT
kwk

, |dT
kwk| > δ

B+
k = Bk , |dT

kwk| ≤ δ

pro 1 ≤ k ≤ m, a

B+ = JT
+J+ , F − F+ > ϑF

B+ = JT
+J+ +

m∑
k=1

f+
k B

+
k , F − F+ ≤ ϑF

Přitom wk = yk −Bkdk a yk = gk(x+)− gk(x), dk = x+ − x, 1 ≤ k ≤ m. Ačkoliv pro tuto metodu nejsou
dokázány konvergenčńı věty, jsou jej́ı numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevýhodou této metody
(podobně jako metod s proměnnou metrikou pro separovatelné úlohy) je nutnost ukládat současně všechny
matice Bk, 1 ≤ k ≤ m (ve skutečnosti se pracuje se redukovanými maticemi B̂k, 1 ≤ k ≤ m).

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı jednotlivých hybridńıch metod použ́ıvaj́ıćıch ř́ıdkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatńımi metodami pro ř́ıdké a separovatelné úlohy při minimalizaci 22 testovaćıch
funkćı se 100 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u
NFG jakož i celkový počet selháńı a celkový čas výpočtu
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Metoda NIT - NFV - NFG selháńı čas
GN 1584 -1819 - 1603 – 31.47
GN + VM (ř́ıdké) 1039 - 1136 - 1061 – 20.92
GN + VM (separovatelné) 980 - 1064 - 1002 – 28.24
GN + Newton 947 -1042 - 1247 – 25.92
Newton 1139 - 1269 - 3732 – 1:20.02
VM (ř́ıdké) 3411 - 5131 - 5131 1 1:07.17
VM (separovatelné) 3014 - 3793 - 3793 1 1:23.43
CG 8024 - 15670 - 15670 3 2:23.68
5 - BFGS 7106 - 7762 - 7762 3 1:47.00
Nepřesná Newtonova + CG 1486 - 16608 - 16383 – 2:34.34

Selháńı znamená, že nestačilo 1000 iteraćı nebo 2000 vyč́ısleńı součtu čtverc̊u pro vyřešeńı úlohy. Z této
tabulky je patrné, že pro ř́ıdké nejmenš́ı čtverce jsou modifikace GN metody mnohem efektivněǰśı než
obecné metody pro ř́ıdké nebo separovatelné úlohy.

7.8 Iteračńı řešeńı rozsáhlých lineárńıch úloh nejmenš́ıch čtverc̊u

Ř́ıdkou reprezentaci Hessovy matice nemůžeme použ́ıt, má-li Jacobiova matice J alespoň jeden hustý řádek
(nk ∼ n pro nějaký index 1 ≤ k ≤ m). V tomto př́ıpadě je matice G hustá (stejnou strukturu má matice
JTJ) a je tud́ıž třeba pracovat s ř́ıdkou reprezentaćı Jacobiovy matice. Pracujeme-li s matićı J , jsou
možnosti použit́ı informaćı druhého řádu značně omezené a zde se jimi zabývat nebudeme. Zaměř́ıme se
pouze na úpravy metody sdružených gradient̊u pro řešeńı normálńı soustavy rovnic JTJs+ JT f = 0.

Nejjednodušš́ı úpravou metody CG pro řešeńı normálńı soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 38 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, u1 = f, g1 = JT f, p1 = −g1
a

vi = Jpi αi =‖ gi ‖2 / ‖ vi ‖2

si+1 = si + αipi, ui+1 = ui + αivi

gi+1 = JTui+1, βi =‖ gi+1 ‖2 / ‖ gi ‖2

pi+1 = −gi+1 + βipi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde ui ∈ Rm, vi ∈ Rm, 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a
vektorem f ∈ Rm.

Snadno se přesvědč́ıme (polož́ıme-li B = JTJ a qi = JT vi, 1 ≤ i ≤ n), že metoda CGNE je ekvivalentńı
metodě CG popsané v odd́ılu 3.6. Vlastnosti metody CGNE se př́ılǐs nelǐśı od vlastnost́ı metody CG.
Jestliže však m� n, vyžaduje metoda CGNE větš́ı počet operaćı a má větš́ı pamět’ové nároky než metoda
CG.

Mnohem lepš́ı stabilitu než metoda CGNE maj́ı metody založené na použit́ı bidiagonalizačńıho Lanc-
zosova procesu.
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Definice 39 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

δ1u1 = f, γ1q1 = JTu1

a

δi+1ui+1 = Jqi − γiui (BL)

γi+1qi+1 = JTui+1 − δi+1qi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi, δi, 1 ≤ i ≤ n se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n
měly jednotkovou normu, nazveme bidiagonalizačńım Lanczosovým procesem určeným matićı J ∈ Rm×n

a vektorem f ∈ Rm.

Poznámka 133 Necht’ γi �= 0, δi �= 0, 1 ≤ i ≤ k pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak podle (BL) plat́ı
f = Uk+1(δ1e1) a

JQk = Uk+1Bk

JTUk+1 = QkB
T
k + γk+1qk+1e

T
k+1 (BL)

kde Qk = [q1, q2, . . . , qk], Uk+1 = [u1, u2, . . . , uk, uk+1], eT
1 = [1, 0, . . . , 0, 0], eT

k+1 = [0, 0, . . . , 0, 1] a

Bk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

γ1, 0, . . . , 0
δ2, γ2, . . . , 0
−− −− −− −−
0, 0, . . . , γk

0, 0, . . . , δk+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(matice Bk ∈ R(k+1)×k je bidiagonálńı).

Věta 85 Uvažujme bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces určený matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.
Necht’ γi �= 0, δi �= 0, 1 ≤ i ≤ k, pro nějaký index 1 ≤ k ≤ n. Pak vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, tvoř́ı ortonormálńı
bázi v Krylovově podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f , a vektory ui,
1 ≤ i ≤ k, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu.

Důkaz (indukćı). Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé, nebot’ q1 = JT f/ ‖ JT f ‖ a u1 = f/ ‖ f ‖. Předpokládejme,
že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index 1 ≤ k < n a že γk+1 �= 0, δk+1 �= 0. Použijeme-li (BL), dostaneme

JTJQk = JTUk+1Bk = QkB
T
k Bk + γk+1qk+1e

T
k+1Bk = QkTk + γk+1δk+1qk+1e

T
k

kde

Tk = BT
k Bk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
γ2
1 + δ22 , γ2δ2, . . . , 0, 0
γ2δ2, γ2

2 + δ23 , . . . , 0, 0
−− −− −− −− −−
0, 0, . . . , γ2

k−1 + δ2k, γkδk
0, 0, . . . , γkδk, γ2

k + δ2k+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Je symetrická tridiagonálńı matice řádu k. Plat́ı tedy (SL), kde B = JTJ , Tk = BT
k Bk a αi = γ2

i + δ2i+1,
βi = γiδi, 1 ≤ i ≤ k a můžeme použ́ıt větu podle které tvoř́ı vektory qi, 1 ≤ i ≤ k + 1 bázi v Krylovově
podprostoru Ki = span (g,Bg, . . . , Bk−1g), kde B = JTJ a g = JT f . Použijeme-li prvńı ze vztah̊u (BL)
dostaneme
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UT
k+1JQk = UT

k+1Uk+1Bk

a druhý ze vztah̊u (BL) dává

UT
k+1JQk = BkQ

T
kQk + γk+1ek+1q

T
k+1Qk = Bk

takže UT
k+1Uk+1 = I (vektory ui, 1 ≤ i ≤ k + 1, jsou vzájemně ortogonálńı a maj́ı jednotkovou normu).

Poznámka 134 Z d̊ukazu věty 85 plyne, že symetrický Lanzcos̊uv proces určený SPD matićı B ∈ Rn×n

a vektorem g ∈ Rn je ekvivalentńı bidiagonalizačńımu Lanzcosovu procesu určenému matićı J ∈ Rm×n a
vektorem f ∈ Rm, pokud B = JTJ a g = JT f . Ekvivalence spoč́ıvá v tom, že oba dva procesy generuj́ı
stejné vektory qi, 1 ≤ i ≤ k, a plat́ı αi = γ2

i + δ2i+1, βi = γiδi, 1 ≤ i ≤ k, kde k je index takový, že αi �= 0,
βi �= 0, γi �= 0, δi �= 0, 1 ≤ i ≤ k.

Poznámka 135 Bidiagonalizačńı Lanczos̊uv proces můžeme použ́ıt k řešeńı soustavy rovnic JTJs+JT g =
0. Pokládáme s1 = 0 a vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, hledáme tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

‖ Js+ f ‖

Jelikož s ∈ Ki právě tehdy, jestliže s = Qiz, kde z ∈ Ri, můžeme psát si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

‖ Biz + δ1e1 ‖

(plyne to ze vztah̊u f = Ui+1(δ1e1), JQi = Ui+1Bi a UT
i+1Ui+1 = I). Pokud γk+1δk+1 = 0 je vektor

sk+1 ∈ Kk, řešeńım soustavy rovnic JTJs+ JT f = 0 (plyne to z poznámky 116 a poznámky 134).

Poznámka 136 Vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, definované v poznámce 135 jsou shodné s vektory si+1, 1 ≤ i ≤
k, generovanými metodou CGNE určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm (plyne to z věty 63 a
poznámky 134).

Výhodou bidiagonalizačńıho Lanczosova procesu je skutečnost, že vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, mohou být
určeny pomoćı stabilńıch operaćı (Givensovy elementárńı rotace). To tvoř́ı základ metody LSQR. Princip
metody LSQR spoč́ıvá v tom, že se rekurentně určuj́ı rozklady

PiBi =
[
Ri

0

]
, Pi(δ1e1) =

[
hi

ηi+1

]
kde

Ri =

⎡
⎣ ρ1, σ2, . . . , 0

0, ρ2, . . . , 0
0, 0, . . . , ρi

⎤
⎦ , hi =

⎡
⎢⎢⎣
η1
η2
. . .
ηi

⎤
⎥⎥⎦

Přitom Pi ∈ Ri×i, 1 ≤ i ≤ k, jsou ortogonálńı matice (součiny Givensových elementárńıch rotaćı) a
Ri ∈ Ri×i, 1 ≤ i ≤ k, jsou horńı bidiagonálńı matice. Ukážeme nejprve dva kroky tohoto procesu. Na
začátku prvńıho kroku máme matice

B1 =
[
ρ1

δ2

]
, δ1e1 =

[
η1

0

]
kde ρ1 = γ1 a η1 = δ1. Polož́ıme-li

P1 =
1√

ρ2
1 + δ22

[
ρ1, δ2
−δ2, ρ1

]
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dostaneme

P1B1 =
1√

ρ2
1 + δ22

[
ρ2
1 + δ22

0

]
Δ=
[
ρ1

0

]

P1(δ1e1) =
1√

ρ2
1 + δ22

[
ρ1η1

−δ2η1

]
Δ=
[
η1
η2

]
a

P1

[
0
γ2

]
=

1√
ρ2
1 + δ22

[
δ2γ2

ρ1γ2

]
Δ=
[
σ2

ρ2

]
Na začátku druhého kroku máme matice

[
P1, 0
0, 1

]⎡⎣ ρ1, 0
δ2, γ2

0, δ3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ ρ1, σ2

0, ρ2

0, δ3

⎤
⎦ , [

P1, 0
0, 1

]⎡⎣ η1

0
0

⎤
⎦ =

⎡
⎣ η1
η2

0

⎤
⎦

a můžeme položit

P2 =
[

1, 0
0, P 2

] [
P1, 0
0, 1

]
, P 2 =

1√
ρ2
2 + δ23

[
ρ2, δ3
−δ3, ρ2

]
Pokračujeme-li takto dále, dostaneme rekurentńı vztahy

ρ1 = γ1, η1 = δ1

a

ρi =
√
ρ2

i + δ2i+1 , λi =
ρi

ρi
, τi =

δi+1

ρi

ρi+1 = λiγi+1 , σi+1 = τiγi+1

ηi = λiηi , ηi+1 = −τiηi

pro 1 ≤ i ≤ k. Nyńı odvod́ıme rekurentńı vztahy pro vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k. Jelikož

Pi(Biz + δ1e1) =
[
Ri

0

]
z +

[
hi

ηi+1

]
a PT

i Pi = I, můžeme položit si+1 = Qizi, kde

zi = arg min
z∈Ri

‖ Riz + hi ‖

Jelikož matice Ri ∈ Ri×i je regulárńı, muśı platit Rizi + hi = 0. Vzhledem k jednoduché struktuře matic
Ri, 1 ≤ i ≤ k, můžeme vektory zi, 1 ≤ i ≤ k, a tud́ıž i vektory si+1, 1 ≤ i ≤ k, určovat rekurentně.
Ukážeme nejprve dva kroky tohoto procesu. Na začátku prvńıho kroku plat́ı

R1 = [ρ1], h1 = [η1]

a vektor z1 = [ζ11]T můžeme určit ze vztahu

R1z1 + h1 = [ρ1][ζ11] + [η1] = 0

což dává ζ11 = −η1/ρ1. Plat́ı tedy

s2 = ζ11q1 = s1 +
η1
ρ1
p1
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kde

s1 = 0, p1 = −q1
Na začátku druhého kroku plat́ı

R2 =
[
ρ1, σ2

0, ρ2

]
, h2 =

[
η1
η2

]
a vektor z2 = [ζ21, ζ22] můžeme určit ze vztahu

R2z2 + h2 =
[
ρ1, σ2

0, ρ2

] [
ζ21
ζ22

]
+
[
η1
η2

]
= 0

což dává ζ22 = −η2/ρ2 a ζ21 = −η1/ρ1 + ζ22σ2/ρ1. Plat́ı tedy

s3 = ζ21q1 + ζ22q2 = ζ21q1 + ζ22

(
q2 − σ2

ρ1
q1

)
= s2 +

η2
ρ2
p2

kde

p2 = −q2 +
σ2

ρ1
p1

Postupujeme-li takto dále, dostaneme rekurentńı vztahy

s1 = 0, p1 = −q1
a

si+1 = si +
ηi

ρi
pi

pi+1 = −qi+1 +
σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ k.

Definice 40 Necht’ J ∈ Rm×n je matice s lineárně nezávislými sloupci a f ∈ Rm. Pak iteračńı proces
použ́ıvaj́ıćı rekurentńı vztahy

s1 = 0, δ1u1 = f, γ1q1 = JTu1, p1 = q1

a

δi+1ui+1 = Jqi − γiui

γi+1qi+1 = JTui+1 − δi+1qi

ρi =
√
ρ2

i + δ2i+1, λi =
ρi

ρi
, τi =

δi+1

ρi

ρi+1 = λiγi+1, σi+1 = τiγi+1

ηi = λiηi, ηi+1 = −τiηi

si+1 = si +
ηi

ρi
pi
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pi+1 = −qi+1 +
σi+1

ρi
pi

pro 1 ≤ i ≤ n, kde koeficienty γi, δi, 1 ≤ i ≤ n, se voĺı tak, aby vektory ui ∈ Rm, qi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n, měly
jednotkovou normu, nazveme metodu LSQR určenou matićı J ∈ Rm×n a vektorem f ∈ Rm.

Metodu LSQR můžeme použ́ıt k realizaci nepřesné metody s lokálně omezeným krokem úplně stejně
jako metodu CGNE (nebo CG), nebot’ podle poznámky 136 generuj́ı obě metody stejné vektory si+1,
1 ≤ i ≤ k, kde k ≤ n a JTJsk+1 + JT f = 0. Ukážeme ještě, jak je možné odhadovat přesnost řešeńı.

Věta 86 Necht’ si+1 ∈ Rn, γi+1, δi+1, ρi > 0, ηi, 1 ≤ i ≤ k, jsou veličiny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 ≤ i ≤ k plat́ı

‖ JT (Jsi+1 + f) ‖= γi+1δi+1
|ηi|
ρi

Důkaz Necht’ γi+1 �= 0, δi+1 �= 0. Pak použit́ım (BL) a poznámky 135 dostaneme

JT (Jsi+1 + f) = JT (JQizi + f) = JTUi+1(Bizi + δ1e1) =
= (QiB

T
i + γi+1qi+1e

T
i+1)(Bizi + δ1e1) = γi+1qi+1e

T
i+1Bizi =

= γi+1δi+1qi+1e
T
i zi

nebot’ BT
i (Bizi + δ1e1) = 0 podle definice vektoru zi, eT

i+1e1 = 0 a eT
i+1Bi = δi+1e

T
i . Ale QT

i Qi = I a tud́ıž
QT

i si+1 = QT
i Qizi = zi, takže eT

i zi = eT
i Q

T
i si+1 = qT

i si+1, což spolu s ‖ qi+1 ‖= 1 dává

‖ JT (Jsi+1 + f) ‖= γi+1δi+1|qT
i si+1|

Ale

qT
i si+1 = qT

i si +
ηi

ρi
qT
i pi = qT

i Qi−1zi−1 − ηi

ρi
qT
i qi +

ηiσi

ρiρi−1
qT
i pi−1 = −ηi

ρi

nebot’ qT
i Qi−1 = 0, qT

i qi = 1 a vektor pi−1 je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice Qi−1, tud́ıž qT
i pi−1 = 0.

Jestliže γi+1 = 0, δi+1 = 0, plat́ı ‖ JT (Jsi+1 + f) ‖= 0 (poznámka 135).

Větu 86 můžeme využ́ıt k zastaveńı iteračńıho procesu (neńı třeba poč́ıtat reziduum ‖ JT (Jsi+1+f) ‖).
Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı nepřesné QN metody s lokálně omezeným krokem realizované

pomoćı ř́ıdké reprezentace Hessovy matice a pomoćı metody CG se dvěma nepřesnými QN metodami
s lokálně omezeným krokem realizovanými pomoćı ř́ıdké reprezentace Jacobiho matice a pomoćı metod
CGNE nebo LSQR. Je opět použito 22 testovaćıch funkćı se 100 proměnnými (jsou uvedeny celkové počty
iteraćı NIT, funkčńıch hodnot NFV a gradient̊u NFG jakož i celkový počet selháńı a celkový čas výpočtu

metoda MT-NFV-NFG selháńı čas
GN + CG 1584-1819-1603 – 31.47
GN + CGNE 1602-1835-1621 – 43.67
GN + LSQR 1358-1584-1377 – 51.08

Z této tabulky je patrné, že pokud nejsou řádky Jacobiovy matice př́ılǐs zaplněny, je výhodněǰśı pracovat
s ř́ıdkou reprezentaćı Hessovy matice (GN+CG), která pracuje s méně zaplněnou matićı B. V opačném
př́ıpadě se rozhodujeme podle složitosti optimalizačńıho kriteria. Metoda CGNE použ́ıvá jednodušš́ı mati-
cové operace a metoda LSQR potřebuje méně iteraćı a méně vyč́ısleńı optimalizačńıho kriteria.
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8 Metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

8.1 Základńı vlastnosti metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Necht’ f : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné zobrazeńı. Naš́ım úkolem bude nalézt bod x∗ ∈ Rn takový,
že f(x∗) = 0. K řešeńı této úlohy bylo vyvinuto mnoho metod založených na r̊uzných př́ıstupech. Zde
se omeźıme pouze na metody př́ıbuzné optimalizačńım metodám, které jsou obvykle jednoduché a účinné.
Pomineme např́ıklad homotopické a simpliciálńı metody a metody založené na řešeńı soustav diferenciálńıch
rovnic. Většinou budeme předpokládat, že zobrazeńı f : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné. V tomto
př́ıpadě budeme psát f ∈ C1 nebo f ∈ C1 : Rn → Rn. Př́ıbuznost metod pro řešeńı soustav nelineárńıch
rovnic s optimalizačńımi metodami plyne z toho, že:

• Optimalizačńı metody můžeme chápat jako metody pro řešeńı soustavy rovnic g(x) = 0, kde g :
Rn → Rn je gradient minimalizované funkce F : Rn → R. V tomto př́ıpadě jde o speciálńı soustavu
rovnic, nebot’ Jacobiova matice zobrazeńı g : Rn → Rn je Hessovou matićı funkce F : Rn → R a
je tedy symetrická (za standardńıch podmı́nek kladených na funkci F ). Řešeńım soustavy rovnic
g(x) = 0 však můžeme źıskat nejen lokálńı minimum, ale i sedlový bod nebo dokonce maximum
funkce F .

• Řešeńı soustavy rovnic můžeme převést na minimalizaci funkce F : Rn → R definované vztahem
F (x) = (1/2)‖f(x)‖2 (součet čtverc̊u). V tomto př́ıpadě však můžeme źıskat lokálńı minimum
funkce F : Rn → R, které neńı řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0.

Vztah mezi lokálńımi extrémy funkce F (x) = (1/2)‖f(x)‖2 a řešeńım soustavy rovnic f(x) = 0 udává
tato věta.

Věta 87 Necht’ f ∈ C1 : Rn → Rn a necht’ bod x∗ ∈ Rn je lokálńım minimem funkce F (x) = (1/2)‖ f(x) ‖2,
přičemž Jacobiova matice J(x∗) zobrazeńı f ∈ C1 : Rn → Rn v bodě x∗ ∈ Rn je regulárńı. Pak plat́ı
f(x∗) = 0.

Důkaz Gradient funkce F : Rn → R v bodě x∗ ∈ Rn lze vyjádřit ve tvaru

g(x∗) = JT (x∗)f(x∗).

Jelikož matice J(x∗) je regulárńı, můžeme psát

f(x∗) = (JT (x∗))−1g(x∗),

takže f(x∗) = 0 právě tehdy, jestliže g(x∗) = 0, což je podmı́nka pro lokálńı extrém funkce F : Rn → R.

Při vyšetřováńı konvergence metod pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic budeme často použ́ıvat
předpoklady (J3)-(J5):

Definice 41 Řekneme, že zobrazeńı f ∈ C1 : Rn → Rn má omezené derivace, jestlǐze existuje konstanta
J > 0 taková, že plat́ı

‖J(x)d‖ ≤ J‖d‖ ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (J3)

Podmı́nka (J3) je ekvivalentńı podmı́nce ‖J(x)‖ ≤ J ∀x ∈ Rn.

Definice 42 Řekneme, že zobrazeńı f ∈ C1 : Rn → Rn je stejnoměrně ragulárńı, jestlǐze existuje kon-
stanta J > 0 taková, že plat́ı

‖J(x)d‖ ≥ J‖d‖ ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (J4)

Podmı́nka (J4) je ekvivalentńı podmı́nce ‖J−1(x)‖ ≤ 1/J ∀x ∈ Rn.
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Definice 43 Řekneme, že zobrazeńı f ∈ C1 : Rn → Rn má lipschitzovské derivace, jestlǐze existuje
konstanta L > 0 taková, že plat́ı

‖J(x+ d) − J(x)‖ ≤ L‖d‖ ∀x ∈ Rn ∀d ∈ Rn. (F5)

Uvedené podmı́nky maj́ı podobný význam jako podmı́nky (F3)-(F5) kladené na funkci F : Rn → R. Je-li
splněna podmı́nka (J3), můžeme podmı́nku (J4) nahradit ekvivalentńı podmı́nkou

κ(J(x)) ≤ J/J (J4)

∀x ∈ Rn, kde κ(J(x)) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice J(x).
Podobně jako jsme definovali základńı optimalizačńı metodu (odd́ıl 1.4), můžeme definovat základńı

metodu pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic jako iteračńı proces, jehož výsledkem je posloupnost xi ∈ Rn,
i ∈ N , taková, že

xi+1 = xi + αisi,

kde směrový vektor si ∈ Rn se určuje na základě hodnot xj , fj , Jj , 1 ≤ j ≤ i, a délka kroku αi > 0 se
určuje na základě chováńı funkce F (x) = (1/2)‖f(x)‖2 v okoĺı bodu xi ∈ Rn.

Definice 44 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je globálně konvergentńı,
jestlǐze pro libovolný počátečńı vektor x1 ∈ Rn plat́ı

lim
i→∞

‖f(xi)‖ = 0.

Mezi nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic patř́ı Newtonova
metoda. Tato metoda je definována vztahy

si = −J−1(xi)f(xi),
αi = 1.

Směrový vektor Newtonovy metody pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je shodný se směrovým vektorem
Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci součtu čtverc̊u F (x) = (1/2)‖f(x)‖2, nebot’ (je-li splněna
podmı́nka (J4)) plat́ı

(JT (xi)J(xi))−1JT (xi) = J−1(xi).

Matice Bi = JT (xi)J(xi) je v tomto př́ıpadě pozitivně definitńı, takže Newtonovu metodu pro řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic můžeme realizovat jako metodu spádových směr̊u (na rozd́ıl od Newtonovy
metody pro nepodmı́něnou minimalizaci popsané v odd́ılu 5.9) .

V daľśım textu se budeme zabývat metodami, které mı́sto Jacobiových matic Ji = J(xi), i ∈ N ,
použ́ıvaj́ı jejich aproximace Ai, i ∈ N , splňuj́ıćı podmı́nky

‖Ais‖ ≤ As ∀s ∈ Rn, (A3)

‖Ais‖ ≥ As ∀s ∈ Rn, (A4)

‖Ai − Ji‖ ≤ ϑ. (A5)
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Podmı́nka (A3) je ekvivalentńı podmı́nce ‖A‖ ≤ A. Podmı́nka (A4) je ekvivalentńı podmı́nce ‖A−1‖ ≤
1/A. Poznamenejme, že z (J3) a (A4)-(A5) plyne (A3) s A = J + ϑ.

V d̊ukazech globálńı konvergence metod pro řešeńı nelineárńıch rovnic se vyžaduje, aby č́ısla ϑ > 0 a
A > 0 splňovala nerovnost ϑ ≤ γA, kde 0 < γ < 1 je konstanta závislá na zvolené metodě. Nejprve je
třeba dokázat existenci takovýchto č́ısel.

Lemma 23 Necht’ jsou splněny předpoklady (J3)-(J4), necht’ 0 < γ < 1 a

A ≤ J(
√
γ2κ2 + 1 − γκ),

kde κ = J/J . Pak, vyhovuj́ı-li matice Ai, i ∈ N , podmı́nce (A5) s ϑ ≤ γA, vyhovuj́ı i podmı́nce (A4).

Důkaz Necht’ J a J jsou konstanty z (J3)-(J4), κ = J/J a 0 < γ < 1. Necht’ Ai je matice vyhovuj́ıćı
podmı́nce (A5). Protože Ais = Jis+ (Ai − Ji)s, můžeme psát

‖Ais‖2 = sTJT
i Jis+ 2sT (Ai − Ji)TJis+ ‖(Ai − Ji)s‖2 ≥ J2‖s‖2 − 2ϑJ‖s‖2

∀s ∈ Rn, takže (A4) plat́ı pro libovolné č́ıslo A takové, že A2 ≤ J2 − 2ϑJ , neboli

2ϑJ ≤ J2 −A2.

Nerovnost ϑ ≤ γA můžeme zapsat ve tvaru

2ϑJ ≤ 2γJA.

Jelikož pravá část prvńı nerovnosti klesá a pravá část druhé nerovnosti vzr̊ustá se vzr̊ustaj́ıćı hodnotou A,
dostaneme největš́ı hodnotu ϑ pokud 2γJA = J2 − A2, což je kvadratická rovnice, jej́ıž kladný kořen lze
vyjádřit ve tvaru

A = J(
√
γ2κ2 + 1 − γκ).

Největš́ı možná hodnota ϑ, která splňuje nerovnost ϑ ≤ γA a zaručuje platnost vztahu (A4) je tedy

ϑ = γJ(
√
γ2κ2 + 1 − γκ).

Plat́ı-li (A5) s ϑ ≤ γJ(
√
γ2κ2 + 1 − γκ), plat́ı nutně (A4) s A = J(

√
γ2κ2 + 1 − γκ).

Poznámka 137 Vzhledem k nerovnosti uvedené v lemmatu 23 můžeme předpokládat, že č́ıslo A použité
v (A4) splňuje nerovnost A ≤ J ≤ J .

8.2 Metody spádových směr̊u

Při výkladu metod spádových směr̊u budeme použ́ıvat označeńı hi = AT
i fi pro aproximaci gradientu gi =

JT
i fi. Poznamenejme, že podmı́nka (S1), použitá v definici 45, implikuje nerovnost hT

i si = fT
i Aisi < 0.

Definice 45 Řekněme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi +αisi, i ∈ N ,
je metodou spádových směr̊u, jestlǐze:
(1) Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

‖Aisi + fi‖ ≤ ωi‖fi‖, (S1)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1.
(2) Délky kroku αi > 0, i ∈ N , se určuj́ı tak, že αi je prvńı člen posloupnosti αj

i , j ∈ N (kde α1
i = 1 a

βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i ∀j ∈ N) takový, že bud’

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si, (S2a)
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nebo

Fi+1 − Fi ≤ −2ρ(1 − ω)αiFi, (S2b)

nebo

‖fi+1‖ − ‖fi‖ ≤ −ρ(1 − ω)αi‖fi‖, (S2c)

kde 0 < β ≤ β < 1 a 0 < ρ < 1.

Lemma 24 Necht’ funkce f : Rn → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J3)-(J5). Necht’ matice Ai, i ∈ N ,
splňuj́ı podmı́nky (A3)-(A5) s ϑ ≤ γA, kde γ < λ(1 − ρ), 0 < λ = (1 − ω)/(1 + ω) ≤ 1 a 0 < ρ < 1
(korektnost těchto podmı́nek zaručuje lemma 23). Pak lze v každém iteračńım kroku nalézt směrový vektor
si ∈ Rn vyhovuj́ıćı podmı́nce (S1) a délku kroku αi > 0 vyhovuj́ıćı libovolné z podmı́nek (S2). Nav́ıc existuje
konstanta 0 < α < 1 − ρ taková, že αi ≥ α ∀i ∈ N .

Důkaz Existence směrového vektoru si ∈ Rn vyhovuj́ıćıho podmı́nce (S1) plyne bezprostředně z (A4)
(jelikož matice Ai je podle (A4) regulárńı, můžeme vektor si zvolit tak, že ‖Aisi + fi‖ = 0). Z podmı́nky
(S1) z (A5) a z definice vektor̊u gi = JT

i fi, hi = AT
i fi lze jednoduše odvodit nerovnosti

(1 − ω)‖fi‖ ≤ ‖Aisi‖ ≤ (1 + ω)‖fi‖, (p)

(1 − ω)‖fi‖2 ≤ −hT
i si ≤ (1 + ω)‖fi‖2, (q)

|hT
i si − gT

i si| ≤ ϑ‖fi‖‖si‖. (r)

Nerovnost (p) spolu s (A3)-(A4) dává

1 − ω

A
‖fi‖ ≤ ‖si‖ ≤ 1 + ω

A
‖fi‖, (s)

přičemž předpokládáme, že ϑ ≤ γA pro nějaké, zat́ım neurčené č́ıslo γ < λ.
Použit́ım (p) - (s) dostaneme

−gT
i si ≥ −hT

i si − ϑ‖fi‖‖si‖ ≥ −hT
i si − ϑ

1 + ω

A
‖fi‖2 ≥ −hT

i si − (1 − ω)
γ

λ
‖fi‖2

≥ −(1 − γ/λ)hT
i si ≥ (1 − ω)(1 − γ/λ)‖fi‖2 > 0, (t)

takže podle lemmatu 1 existuje pro libovolné č́ıslo 0 < ε1 < 1 délka kroku αi > 0 taková, že

Fi+1 − Fi ≤ ε1αig
T
i si ≤ ε1αi(1 − γ/λ)hT

i si ≤ −ε1αi(1 − ω)(1 − γ/λ)‖fi‖2.

Položme ρ = ε1(1 − γ/λ), takže 0 < ρ < 1. Pak

Fi+1 − Fi ≤ ραih
T
i si ≤ −2ρ(1 − ω)αiFi,

takže podmı́nky (S2a) a (S2b) jsou konzistentńı, pokud 0 < ρ < 1 a č́ıslo γ je zvoleno tak, že 0 ≥ γ <

λ(1 − ρ). Podmı́nka (S2c) je také konzistentńı, nebot’ z

2‖fi‖(‖fi+1‖ − ‖fi‖) ≤ (‖fi+1‖ + ‖fi‖)(‖fi+1‖ − ‖fi‖) = 2(Fi+1 − Fi)

a z (S2b) plyne, že

‖fi+1‖ − ‖fi‖ ≤ Fi+1 − Fi

‖fi‖ ≤ −2ρ(1 − ω)αi
Fi

‖fi‖ = −ρ(1 − ω)αi‖fi‖.
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Poznamenejme, že kromě konzistence podmı́nek (S2a)-(S2c) jsme též dokázali implikace (S2a) ⇒ (S2b)
⇒ (S2c). Plat́ı i opačné implikace. Z (S2b) a (b) dostaneme Fi+1 − Fi ≤ −ρ(1 − ω)αi‖fi‖2 ≤ ρλαih

T
i si,

takže plat́ı (S2a), kde hodnota ρ je nahražena hodnotou λρ. Z nerovnosti

Fi+1 − Fi

Fi
=

(‖fi+1‖ + ‖fi‖)(‖fi+1‖ − ‖fi‖)
‖fi‖2

≤ ‖fi+1‖ − ‖fi‖
‖fi‖

plyne, že je-li splněna podmı́nka (S2c) pro nějakou hodnotu parametru ρ, je splněna podmı́nka (S2b) pro
polovičńı hodnotu tohoto parametru. Nyńı se omeźıme na podmı́nku (S2a) (nebot’ jsme právě dokázali,
že podmı́nky (S2a)-(S2c) jsou ekvivalentńı v tom smyslu, že platnost jedné z nich implikuje platnost
libovolné jiné pro nějakou hodnotu parametru ρ). Při výběru délky kroku plat́ı bud’ αi = α1

i = 1 nebo
αi = αk

i = βαk−1
i , kde 0 < β ≤ β ≤ β < 1 a F (xi +αk−1

i si)−F (xi) ≥ ραk−1
i hT

i si. Pokud αi < 1, můžeme
psát

F (xi +
αi

β
si) − F (xi) ≥ ρ

αi

β
hT

i si.

Z druhé strany, použijeme-li větu o středńı hodnotě (pokládáme di = μ(αi/β)si, kde 0 ≤ μ ≤ 1) a
předpoklady (J3)-(J5), můžeme psát

F (xi +
αi

β
si) − F (xi) =

αi

β
gT (xi + di)si

≤ αi

β

(
gT

i si + ‖g(xi + di) − g(xi)‖‖si‖
)

≤ αi

β

(
gT

i si +
αi

β
(J

2
+ LF )‖si‖2

)
,

kde F je libovolná konstanta taková, že F ≥ ‖f1‖, nebot’

‖g(xi + di) − g(xi)‖ = ‖JT (xi + di)f(xi + di) − JT (xi)f(xi)‖
≤ ‖JT (xi + di)(f(xi + di) − f(xi))‖ + ‖(JT (xi + di) − JT (xi))f(xi)‖
≤ J‖(f(xi + di) − f(xi)‖ + L‖di‖‖fi‖

= J

∥∥∥∥
∫ 1

0

J(xi + τdi)didτ
∥∥∥∥+ L‖di‖‖fi‖

≤
(
J

2
+ LF

)
‖di‖ ≤ αi

β

(
J

2
+ LF

)
‖si‖.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

ρhT
i si ≤ gT

i si +
αi

β
(J

2
+ LF )‖si‖2

a použijeme-li (s) a (t), můžeme psát

αi

β

(
J

2
+ LF

) (1 + ω)2

A2 ‖fi‖2 ≥ ρhT
i si − gT

i si ≥ (ρ− (1 − γ/λ))hT
i si ≥ (1 + ω)(1 − ρ− γ/λ)‖fi‖2

což spolu s β ≥ β dává αi ≥ α, kde

α =
β(1 − ρ− γ/λ)A2

(J
2

+ LF )(1 + ω)
.

Jelikož 0 < β < 1, 0 < (1 − ρ − γ/λ) < 1 − ρ, 0 < A ≤ J ≤ J (poznámka 137) a 0 ≤ ω < 1, plat́ı
0 < α < 1 − ρ, takže αi ≥ α i v př́ıpadě, že αi = α1

i = 1.
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Poznámka 138 Lemma 24 ukazuje, že nestač́ı dostatečně přesně řešit soustavu lineárńıch rovnic Aisi +
fi = 0, tak jako v př́ıpadě nepodmı́něné minimalizace, ale že je též třeba dostatečně přesně aproximovat
Jacobiovu matici Ji (nerovnost ϑ ≤ γA). Je to zp̊usobeno t́ım, že ve vztaźıch pro gradienty funkce
F : Rn → R vystupuj́ı Jacobiovy matice Ji, které jsou r̊uzné od matic Ai (nepřesná aproximace Jacobiovy
matice implikuje nepřesnost gradientu).

Věta 88 (globálńı konvergence). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 24. Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N je
posloupnost generovaná metodou spádových směr̊u (S1)-(S2). Potom xi → x
 a f(x
) = 0.

Důkaz Důkaz provedeme pro (S2b), nebot’ podmı́nky (S2a)-(S2c) jsou ekvivalentńı (jak je ukázáno v
d̊ukazu lemmatu 24). Podle (S2b) plat́ı

Fi+1 ≤ (1 − 2ρ(1 − ω)αi)Fi ≤ (1 − 2ρ(1 − ω)α)Fi
Δ= qFi,

kde 0 < q < 1, nebot’ 0 < 1 − ω ≤ 1 a z 0 < α < 1 − ρ plyne, že 0 < 2ρα < 2ρ(1 − ρ) < 1. Porovnáńım s
geometrickou řadou dostaneme

∞∑
i=1

Fi ≤ 1
1 − q

F1 <∞,

což implikuje Fi → 0 a tedy i ‖fi‖ =
√

2Fi → 0. Z nerovnosti (s) svazuj́ıćı normy ‖si‖ a ‖fi‖ dostaneme

∞∑
i=1

‖si‖ ≤ 1 + ω

A

∞∑
i=1

‖fi‖ <∞,

takže posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmı́nku. Proto xi → x
, což dohromady s
fi → 0 dává f(x
) = 0.

Poznámka 139 Z odhadu Fi+1 ≤ qFi, i ∈ N , kde 0 < q < 1, plyne, že xi → x
 R-lineárně.

Nyńı se budeme zabývat superlineárńı konvergenćı metod spádových směr̊u. Budeme přitom použ́ıvat
podmı́nku (S2c) s 0 < ρ < 1. Kdybychom chtěli použ́ıt podmı́nky (S2a), (S2b), museli bychom volit ρ tak,
aby platilo 0 < ρ < 1/2 (poznámka 140).

Věta 89 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost źıskaná metodou spádových
směr̊u taková, že xi → x∗. Necht’ jsou splněny předpoklady (J3)-(J5). Necht’ αi = 1, kdykoliv tato hodnota
vyhovuje podmı́nce (S2c). Necht’ plat́ı

lim
i→∞

‖Aisi + fi‖
‖fi‖ = 0 (α)

a

lim
i→∞

‖(Ai − Ji)si‖
‖si‖ = 0 (β).

Pak existuje index k ∈ N takový, že αi = 1, ∀i ≥ k a posloupnost xi, i ∈ N , konverguje superlineárně k
bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz Důkaz povedeme poněkud obecněji, nebot’ źıskané výsledky použijeme v d̊ukazu věty 99. To
znamená, že v částech (a)-(b) budeme předpokládat pouze platnost podmı́nky (S1), takže

lim sup
i→∞

‖Aisi + fi‖
‖fi‖ ≤ ω < 1.

Plat́ı-li (α), můžeme ve všech vzorćıch položit ω = 0.
(a) Ukážeme, že existuje index k1 ∈ N tak, že
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‖fi‖(1 − ω)/J ≤ ‖si‖ ≤ ‖fi‖(1 + ω)/J

∀i ≥ k1, pokud ‖J∗‖ < J a ‖(J∗)−1‖ < 1/J . Označme ωi = (Aisi + fi)/‖fi‖ a ϑi = (Ai − Ji)si/‖si‖. Pak
plat́ı

Jisi = (Aisi + fi) − (Ai − Ji)si − fi = ωi‖fi‖ − ϑi‖si‖ − fi,

takže

‖si‖ ≥ 1 − ‖ωi‖
‖Ji‖ + ‖ϑi‖‖fi‖

a jelikož ‖ωi‖ ≤ ω a ‖ϑi‖ → 0 (podle (S1) a (β)) a ‖Ji‖ → ‖J∗‖ < J , existuje index k0 ∈ N tak, že
‖si‖ ≥ ‖fi‖(1 − ω)/J ∀i ≥ k0. Podobně plat́ı

si = J−1
i (ωi‖fi‖ − ϑi‖si‖ − fi),

takže

‖si‖ ≤ ‖J−1
i ‖(1 + ‖ωi‖)

1 − ‖J−1
i ‖‖ϑi‖

‖fi‖

a jelikož ‖ωi‖ ≤ ω a ‖ϑi‖ → 0 (podle (S1) a (β)) a ‖J−1
i ‖ → ‖(J∗)−1‖ < 1/J , existuje index k1 ≥ k0 tak,

že ‖si‖ ≤ ‖fi‖(1 + ω)/J ∀i ≥ k1.
(b) Ukážeme, že existuje index k ≥ k1 tak, že hodnota αi = 1 vyhovuje podmı́nce (S2b), pokud ρ < 1−ω.
Použijeme-li větu o středńı hodnotě, dostaneme

f(xi + si) = fi + Jisi + o(‖si‖) = (Aisi + fi) − (Ai − Ji)si + o(‖si‖)
neboli ‖f(xi + si)‖

‖fi‖ ≤ ‖ωi‖ + ‖ϑi‖(1 + ω)/J + o(‖fi‖)/‖fi‖,

takže lim supi→∞ ‖f(xi + si)‖/‖fi‖ ≤ ω (podle (S1) a (β)). Pokud ρ < 1 − ω , existuje index k ≥ k1 tak,
že podmı́nka (S2b) s αi = 1 je splněna ∀i ≥ k (plat́ı-li (α), může být č́ıslo 0 < ρ < 1 libovolné, nebot’
‖f(xi + si)‖/‖fi‖ → 0).
(c) Předpokládejme nyńı že plat́ı (α). Pomoćı vět o středńı hodnotě dostaneme

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ J

J

‖fi+1‖
‖fi‖ ,

takže podle (α), (β) a (b) plat́ı

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ = lim

i→∞
J

J
(‖ωi‖ + ‖ϑi‖(1 + ω)/J + o(‖fi‖)/‖fi‖) = 0

a x∗ → x Q-superlineárně.

Poznámka 140 Věta 89 z̊ustane v platnosti, i tehdy použ́ıváme-li k výběru délky kroku podmı́nky (S2a)-
(S2b). Abychom mohli použ́ıvat kroky jednotkové délky, což se předpokládá v d̊ukazu superlineárńı konver-
gence, muśı v tomto př́ıpadě platit ρ < 1/2, nebot’ z (S2b) plyne 2ραi ≤ 1−Fi+1/Fi < 1 (předpokládáme,
že Fi > 0 ∀i ∈ N), takže αi = 1 lze volit pouze tehdy, pokud 2ρ < 1.

Poznámka 141 Polož́ıme-li A = J , dostaneme Newtonovu metodu. V tomto př́ıpadě podmı́nky (J3)-(J4)
implikuj́ı (A3)-(A4) a (A5) plat́ı s ϑ = 0, takže lze položit γ = 0 ve všech vzorćıch uvedených v předchoźım
textu. Tyto úvahy ukazuj́ı, že Newtonova metoda realizovaná jako metoda spádových směr̊u je globálně
konvergentńı (plat́ı-li (J3)-(J4)). Lemma 25 ukazuje, jak lze vlastnosti libovolné metody spádových směr̊u
odvodit z vlastnost́ı Newtonovy metody.
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Lemma 25 Necht’ funkce f : Rn → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J3)-(J5). Necht’ matice Ai, i ∈ N , splňuj́ı
podmı́nku (A5) s ϑ < (1/2)(1 − ω)J . Pak plat́ı

‖Jisi + fi‖ ≤ ω′‖fi‖,
kde ω′ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1. Jinými slovy, plat́ı-li (S1) a (A5) s ϑ < (1/2)(1 − ω)J , m̊užeme vektor
si považovat za směrový vektor źıskaný Newtonovou metodou, kde př́ıslušná soustava lineárńıch rovnic je
řešena s přesnost́ı ω′ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1.

Důkaz Použijeme-li (a) a (A5), dostaneme

(1 + ω)‖fi‖ ≥ ‖Aisi‖ ≥ ‖Jisi‖ − ‖(Ai − Ji)si‖ ≥ (J − ϑ)‖si‖,
neboli

‖si‖ ≤ 1 + ω

J − ϑ
‖fi‖.

Můžeme tedy psát

‖Jisi + fi‖ ≤ ‖Aisi + fi‖ + ‖(Ji −Ai)si‖ ≤ ω‖fi‖ + ϑ‖si‖ ≤ Jω + ϑ

J − ϑ
‖fi‖ Δ= ω′‖fi‖.

Přitom ω′ = (Jω + ϑ)/(J − ϑ) < 1, pokud ϑ < (1/2)(1 − ω)J .

Teoretické výsledky shrnuté v lemmatech 24 a 25 vyžaduj́ı splněńı podmı́nky (A5) (s vhodnou hodnotou
ϑ > 0, která může vycházet velmi malá). Tato podmı́nka má velký teoretický význam, ale v praxi ji neńı
možno ověřit (použ́ıváme-li matici A, neznáme obvykle matici J , nebot’ v opačném př́ıpadě by bylo vhodné
použ́ıt Newtonovu metodu, která je superlineárné konvergentńı). Proto je třeba globálńı konvergenci
zajistit jiným zp̊usobem (jde v podstatě o to aby byla splněna některá z podmı́nek (S2a)-(S2c)). V
př́ıpadě, že neplat́ı (S2) pro αi větš́ı než zadaná dolńı mez, provede se restart, což znamená, že se spočte
matice J a použije se krok Newtonovy metody. Tyto úvahy jsou shrnuty ve formě algoritmu.

Algoritmus 2 Data 0 ≤ ω < 1, 0 < ρ < 1, 0 < β < β < 1, ε > 0, 0 < j1 ≤ j2.

Krok 1 Zvoĺıme počátečńı odhad x1 ∈ Rn, vypočteme f1 = f(x1) a polož́ıme i = 1 a k = 1.

Krok 2 Pokud ‖fi‖ ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 Pokud k = 1, vypočteme Jacobiovu matici Ji = J(xi) a polož́ıme Ai = Ji (restart).
Zvoĺıme přesnost 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a vypočteme směrový vektor si ∈ Rn vyhovuj́ıćı
podmı́nce (S1).

Krok 4a Polož́ıme α1
i = 1 a j = 1.

Krok 4b Polož́ıme xi+1 = xi + αj
i si a vypočteme fi = f(xi). Je-li splněna některá (vybraná)

podmı́nka z (S2), přejdeme na krok 5.

Krok 4c Pokud k = 1 a j > j2, ukonč́ıme výpočet (předčasné ukončeńı zp̊usobené selháńım
Newtonovy metody). Pokud k > 1 a j > j1, polož́ıme k = 1 a přejdeme na krok 3.
V ostatńıch př́ıpadech urč́ıme délku kroku αj+1

i tak aby platilo βαj
i ≤ αj+1

i ≤ βαj
i a

přejdene na krok 4b.

Krok 5 Urč́ıme novou matici Ai+1 (např́ıklad pomoćı kvazinewtonovské aktualizace), polož́ıme
i := i+ 1, k := k + 1 a přejdeme na krok 2.
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8.3 Metody s lokálně omezeným krokem

Při výkladu metod s lokálně omezeným krokem budeme použ́ıvat označeńı

Li(s) = ‖Ais+ fi‖ − ‖fi‖
pro funkci, která lokálně aproximuje rozd́ıl ‖f(xi + s)‖ − ‖f(xi)‖ a označeńı

ρi(s) = (‖f(xi + s)‖ − ‖fi(xi)‖)/Li(s)

pro pod́ıl skutečného a předpověděného poklesu normy funkce f : Rn → Rn.

Definice 46 Řekněme, že základńı metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic xi+1 = xi +αisi, i ∈ N
je metodou s lokálně omezeným krokem, jestlǐze:
(1) Směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

‖si‖ ≤ Δi, (T1a)

‖si‖ < Δi ⇒ ‖Aisi + fi‖ ≤ ωi‖fi‖, (T1b)

−Li(si) ≥ σ‖Aisi‖, (T1c)

kde 0 ≤ ωi ≤ ω < 1 a 0 < σ < 1.
(2) Délky kroku αi ≥ 0, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

ρi(si) ≤ 0 ⇒ αi = 0, (T2a)

ρi(si) > 0 ⇒ αi = 1. (T2b)

(3) Meze 0 < Δi ≤ Δ, i ∈ N , se určuj́ı tak, že

ρi(si) < ρ⇒ β‖si‖ ≤ Δi+1 ≤ β‖si‖, (T3a)

ρi(si) ≥ ρ⇒ Δi ≤ Δi+1 ≤ Δ, (T3b)

kde 0 < β < β < 1 a 0 < ρ < 1/2.

V daľśım textu budeme použ́ıvat označeńı N1, N2 a N3 pro množiny index̊u takové, že ‖si‖ < Δi,
ρi(si) > 0 a ρi(si) ≥ ρ.

Lemma 26 Necht’ funkce f : Rn → Rn vyhovuje předpoklad̊um (J3)-(J5). Necht’ matice Ai, i ∈ N , splňuj́ı
podmı́nky (A5)-(A4) s ϑ < γA, kde γ = (1/2 − ρ)σ (splněńı těchto podmı́nek zaručuje lemma 23). Necht’
xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně omezeným krokem (T1)-(T3). Pak existuje
konstanta c > 0 taková, že

‖si‖ ≥ c‖fi‖ ∀i ∈ N.

Důkaz (a) Necht’ i ∈ N1. Potom z (T1b) plyne∣∣‖Aisi‖ − ‖fi‖
∣∣ ≤ ‖Aisi + fi‖ ≤ ω‖fi‖,

takže (1 − ω)‖fi‖ ≤ ‖Aisi‖. Z druhé strany podmı́nka (A5) dává

‖Aisi‖ ≤ ‖Jisi‖ + ‖(Ai − Ji)si‖ ≤ (J + ϑ)‖si‖.
Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme
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‖si‖ ≥ 1 − ω

J + ϑ
‖fi‖.

(b) Necht’ i �∈ N1 a i �∈ N3. Z (T1c) plyne, že Li(si) ≤ 0, takže

Li(si)‖fi‖ = (‖Aisi + fi‖ − ‖fi‖) ‖fi‖ ≥ (‖Aisi + fi‖2 − ‖fi‖2
)

= 2
(
fT

i Aisi +
1
2
sT

i A
T
i Aisi

)
Δ= 2Qi(si). (∗)

Jestliže ‖f(xi + si)‖ ≤ ‖f(xi)‖, pak nerovnost ρi(si) < ρ spolu s (∗) dává

F (xi + si) − F (xi) =
1
2
(‖f(xi + si)‖2 − ‖f(xi)‖2

)
≥ (‖f(xi + si)‖ − ‖f(xi)‖) ‖f(xi)‖
≥ ρLi(si)‖fi‖ ≥ 2ρQi(si).

Jestliže ‖f(xi + si)‖ ≥ ‖f(xi)‖, plat́ı tato nerovnost triviálně. Můžeme tedy psát

F (xi + si) − F (xi) ≥ 2ρQi(si).

Z druhé strany, použijeme-li větu o středńı hodnotě (pokládáme di = μsi, kde 0 ≤ μ ≤ 1) a předpoklady
(J3)-(J5), můžeme psát

F (xi + si) − F (xi) ≤ gT
i si + ‖g(xi + di) − g(xi)‖‖si‖

≤ gT
i si + (J

2
+ LF )‖si‖2

= fT
i Aisi + fT

i (Ji −Ai)si + (J
2

+ LF )‖si‖2

≤ Qi(si) + ϑ‖si‖‖fi‖ + (J
2

+ LF )‖si‖2,

kde F je libovolná konstanta taková, že F ≥ ‖f1‖, nebot’ tak jako v d̊ukazu lemmatu 24 plat́ı

‖g(xi + di) − g(xi)‖ ≤ (J
2

+ LF )‖di‖ ≤ (J
2

+ LF )‖si‖.

Spoj́ıme-li obě nerovnosti, dostaneme

2ρQi(si) ≤ Qi(si) + ϑ‖si‖‖fi‖ + (J
2

+ LF )‖si‖2,

neboli

−(1 − 2ρ)Qi(si) ≤ ϑ‖si‖‖fi‖ + (J
2

+ LF )‖si‖2.

Podmı́nky (T1c) a (A4) spolu s nerovnost́ı (∗) dávaj́ı

−Qi(si) ≥ −1
2
Li(si)‖fi‖ ≥ σ

2
‖Aisi‖‖fi‖ ≥ σ

2
A‖si‖‖fi‖.

Dosad́ıme-li tento vztah do předchoźı nerovnosti, dostaneme

(1 − 2ρ)
σ

2
A‖si‖‖fi‖ ≤ −(1 − 2ρ)Qi(si) ≤ ϑ‖si‖‖fi‖ + (J

2
+ LF )‖si‖2,

neboli
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‖si‖ ≥ (1/2 − ρ)σA− ϑ

J
2

+ LF
‖fi‖ ≥ ((1/2 − ρ)σ − γ)A

J
2

+ LF
‖fi‖

(čitatel je kladný, nebot’ γ < (1/2 − ρ)σ).
(c) Necht’ i = 1. Jestliže ‖f1‖ = 0, pak jistě ‖s1‖ ≥ c‖f1‖ pro libovolnou konstantu c > 0. Jestliže
‖f1‖ �= 0, dostaneme

‖s1‖ ≥ ‖s1‖
‖f1‖‖f1‖.

(d) Necht’ i �∈ N1, i ∈ N3 a i �= 1. Necht’ k < i je maximálńı index, pro který současně neplat́ı k �∈ N1,
k ∈ N3 a k �= 1. Použijeme-li (T3a)-(T3b) a (T1a), můžeme psát

‖si‖ = Δi ≥ Δk+1 ≥ min(Δk, β‖sk‖) ≥ min
(‖sk‖, β‖sk‖

)
= β‖sk‖,

takže podle (T2a)-(T2b) a (a)-(c) plat́ı

‖si‖ ≥ β‖sk‖ ≥ c‖fk‖ ≥ c‖fi‖,
kde

c = βmin
(

1 − ω

J + ϑ
,
((1/2 − ρ)σ − γ)A

J
2

+ LF
,
‖s1‖
‖f1‖

)
.

Věta 90 (globálńı konvergence). Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 26. Pak xi → x
 a f(x
) = 0.

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že fi → 0. Předpokládejme,že toto tvrzeńı neplat́ı. Protože posloupnost
‖fi‖, i ∈ N , je nerostoućı podle (T2a)-(T2b), existuje č́ıslo ε > 0 takové, že ‖fi‖ ≥ ε, ∀i ∈ N a podle
lemmatu 26 plat́ı

‖si‖ ≥ cε, ∀i ∈ N.

Předpokládejme nejprve, že množina N3 je nekonečná. Protože N3 ⊂ N2, můžeme psát

‖fi‖ − ‖fi+1‖ = ‖f(xi)‖ − ‖f(xi + si)‖ ≥ −ρLi(si)
≥ ρσ‖Aisi‖ ≥ ρσAcε, ∀i ∈ N3.

Odtud plyne

‖f1‖ ≥ lim
i→∞

(‖f1‖ − ‖fi+1‖) =
∞∑

i=1

(‖fi‖ − ‖fi+1‖)

≥
∑
i∈N3

(‖fi‖ − ‖fi+1‖) ≥
∑
i∈N3

ρσAcε = ∞,

což dává spor. Předpokládejme nyńı, že množina N3 je konečná. Potom (T3a) implikuje Δi → 0, což
dohromady s (T1a) dává ‖si‖ → 0. Ale to je ve sporu s nerovnost́ı ‖si‖ ≥ cε ∀i ∈ N .
(b) Použit́ım (T1c) dostaneme Li(si) = ‖Aisi + fi‖ − ‖fi‖ ≤ 0, takže

‖fi‖ ≥ ‖Aisi + fi‖ ≥ ‖Aisi‖ − ‖fi‖.
Tato nerovnost implikuje ‖Aisi‖ ≤ 2‖fi‖, takže

A‖si‖ ≤ ‖Aisi‖ ≤ 2‖fi‖.
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Nyńı ukážeme, že
∑∞

i=1 ‖si‖ < ∞. Je-li množina N3 konečná, existuje index l �∈ N3 takový, že i �∈ N3

∀i ≥ l. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

‖si‖ ≤
l−1∑
i=1

‖si‖ + ‖sl‖
∞∑
i=l

β
i−l ≤ (l − 1)Δ + ‖sl‖/(1 − β) <∞

podle (T3a). Je-li množina N3 nekonečná, můžeme tak jako v (a) psát

‖f1‖ ≥
∞∑

i=1

(‖fi‖ − ‖fi+1‖) ≥
∑
i∈N3

(‖fi‖ − ‖fi+1‖)

≥ ρσ
∑
i∈N3

‖Aisi‖ ≥ ρσA
∑
i∈N3

‖si‖.

Označme N3 = {l1, l2, l3, . . .}. Použijeme-li lemma 26, dostaneme

‖slj+1‖ ≤ 2
A
‖flj+1‖ ≤ 2

A
‖flj‖ ≤ 2

cA
‖slj‖

a (T3a) implikuje ‖slj+k‖ ≤ β‖slj+k−1‖ ∀2 ≤ k ≤ lj+1 − lj − 1. Plat́ı tedy

∞∑
i=1

‖si‖ =
l1−1∑
i=1

‖si‖ +
∞∑

j=1

⎡
⎣‖slj‖ +

lj+1−lj−1∑
k=1

‖slj+k‖
⎤
⎦

≤ (l1 − 1)Δ +
∞∑

j=1

‖slj‖
⎡
⎣1 +

2
cA

lj+1−lj−1∑
k=1

β
k−1

⎤
⎦

≤ (l1 − 1)Δ +
[
1 +

2
cA

1
1 − β

] ∑
i∈N3

‖si‖

≤ (l1 − 1)Δ +
[
1 +

2
cA

1
1 − β

] ‖f1‖
2ρσA

<∞.

Z nerovnosti
∑∞

i=1 ‖xi+1 − xi‖ ≤ ∑∞
i=1 ‖si‖ < ∞ plyne, že posloupnost xi, i ∈ N , splňuje Bolzanovu-

Cauchyovu podmı́nku, takže xi → x
, což spolu s fi → 0 dává f(x
) = 0.

Věta 91 (superlineárńı konvergence). Necht’ xi ∈ Rn, i ∈ N , je posloupnost generovaná metodou s lokálně
omezeným krokem (T1)−(T3) taková, že xi → x∗. Necht’ funkce f : Rn → Rn splňuje podmı́nky (J3)-(J5).
Necht’

lim
i→∞

ωi = 0 (α)

a

lim
i→∞

‖(Ai − Ji)si‖
‖si‖ = 0 (β).

Pak posloupnost xi, i ∈ N , konverguje Q-superlineárně k bodu x∗ ∈ Rn.

Důkaz (a) Ukážeme, že existuje index k2 ∈ N takový, že

−Li(si) ≥ σJ‖si‖
a
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‖fi‖ ≥ 1
2
J‖si‖

∀i ≥ k2, pokud J < 1/‖(J∗)−1‖. Označme ϑi = (Ai − Ji)si/‖si‖. Pak plat́ı

‖Aisi‖ = ‖Jisi + ϑi‖si‖‖ ≥ ‖Jisi‖ − ‖ϑi‖‖si‖
a jelikož ‖ϑi‖ → 0, Ji → J∗ a J < 1/‖(J∗)−1‖, existuje index k2 ∈ N takový, že ‖Aisi‖ ≥ J‖ si ‖ ∀i ≥ k2.
Použijeme-li (T1c), můžeme psát

−Li(si) ≥ σ‖Aisi‖ ≥ σJ‖si‖.
Z definice Li(si) a z (T1c) plyne

0 ≥ Li(si) = ‖Aisi + fi‖ − ‖fi‖,
neboli

|‖Aisi‖ − ‖fi‖| ≤ ‖Aisi + fi‖ ≤ ‖fi‖,
takže ‖Aisi‖ ≤ 2‖fi‖, což spolu s nerovnost́ı ‖Aisi‖ ≥ J‖si‖ dává ‖fi‖ ≥ (J/2)‖si‖ ∀i ≥ k2.
(b) Ukážeme, že existuje index k3 ≥ k2 takový, že i ∈ N3 ∀i ≥ k3. Použijeme-li větu o středńı hodnotě
dostaneme

f(xi + si) = f(xi) + Jisi + o(‖si‖) = f(xi) +Aisi − (Ai − Ji) si + o(‖si‖)
takže

ρi(si) =
‖f(xi)‖ − ‖f(xi + si)‖

−Li(si)
≥ −Li(si) − ‖ϑi‖‖si‖ + o(‖si‖)

−Li(si)
≥

≥ 1 − ‖ϑi‖‖si‖ + o(‖si‖)
σJ‖si‖ → 1,

nebot’ ‖ϑi‖ → 0. Jelikož ρ < 1, existuje index k3 ≥ k2 takový, že ρi(si) ≥ ρ ∀i ≥ k3.
(c) Ukážeme, že existuje index k ≥ k3 takový, že i ∈ N1 ∀i ≥ k. Poznamenejme nejprve, že množina
N1 ⊂ N je nekonečná. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit ‖si‖ ≥ Δi ≥ Δk3 ∀i ≥ k3, nebot’ z (b)
plyne i ∈ N3 ∀i ≥ k3. To je však spor, nebot’ podle (a) plat́ı ‖si‖ ≤ 2‖fi‖/J , takže ‖fi‖ → 0 implikuje
‖si‖ → 0. Omezme se nyńı pouze na indexy i ≥ k3, i ∈ N1 a označme ωi = (Aisi + fi)/‖si‖. Podle (α),
(β) a (T1b) plat́ı ‖ωi‖ → 0 a ‖ϑi‖ → 0, takže stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu věty 89 (s ω = 0) se dá
ukázat, že existuje index k4 ≥ k3, k4 ∈ N1 takový, že

‖fi‖/J ≤ ‖si‖ ≤ ‖fi‖/J
∀i ≥ k4, i ∈ N1. Použijeme-li větu o středńı hodnotě, můžeme psát

fi+1 = f(xi + si) = fi + Jisi + o(‖si‖),
nebot’ i ∈ N3 ⊂ N2. Označme

λi =
fi+1 − fi −Aisi

‖fi‖ .

Pak podle předchoźıch úvah plat́ı ‖λi‖ ≤ ‖ϑi‖/J + o(‖si‖)/‖si‖ → 0. Jelikož zároveň ‖ωi‖ → 0, existuje
index k ≥ k4, k ∈ N1 takový, že ‖λi‖ < (J/J)/2 a ‖ωi‖ < (J/J)/2 ∀i ≥ k, i ∈ N1. Pak můžeme psát
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‖si+1‖ ≤ 1
J
‖fi+1‖ ≤ 1

J
(‖fi+1 − fi −Aisi‖ + ‖Aisi + fi‖) ≤

≤ J

J
(‖λi‖ + ‖ωi‖) ‖si‖ <

(
1
2

+
1
2

)
‖si‖ = ‖si‖.

Jelikož i ∈ N3 podle (b), plat́ı Δi+1 ≥ Δi, což dává ‖si+1‖ < ‖si‖ ≤ Δi ≤ Δi+1, takže i+1 ∈ N1. Indukćı
dostaneme i ∈ N1 ∀i ≥ k.
(d) Superlineárńı konvergence. Plat́ı

‖fi+1‖
‖fi‖ ≤ ‖fi+1 − fi −Aisi‖ + ‖Aisi + gi‖

‖fi‖ ≤ ‖λi‖ + ‖ωi‖,

což spolu s ‖λi‖ → 0 a ‖ωi‖ → 0 dává

lim
i→∞

‖xi+1 − x∗‖
‖xi − x∗‖ ≤ J

J

‖fi+1‖
‖fi‖ = 0.

8.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda použ́ıvá matice Ai = J(xi) ∀i ∈ N , takže ϑi = (Ai − Ji)si/‖si‖ = 0 ∀i ∈ N a z
(J3)-(J4) plyne platnost podmı́nek (A3)-(A4).

Věta 92 Necht’ jsou splněny podmı́nky (J3)-(J5). Pak Newtonova metoda realizovaná bud’ jako metoda
spádových směr̊u nebo jako metoda s lokálně omezeným krokem je globálně konvergentńı. Plat́ı-li xi → x∗

a ‖ωi‖ → 0, je rychlost konvergence Q-superlineárńı.

Důkaz Globálńı konvergence plyne bezprostředně z věty 88 a věty 90. Superlineárńı konvergence plyne
bezprostředně z věty 89 a věty 91, nebot’ ϑi = 0 ∀i ∈ N .

Poznámka 142 Newtonova metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic může být realizována jako
globálně konvergentńı metoda spádových směr̊u, což neńı možné v př́ıpadě Newtonovy metody pro mini-
malizaci bez omezuj́ıćıch podmı́nek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zadány analyticky, můžeme použ́ıvat diferenčńı verze Newtonovy metody.
V tom př́ıpadě je však třeba odhadnout nepřesnosti, které vznikaj́ı při diferenčńı aproximaci Jacobiových
matic.

Lemma 27 Necht’ je splněn předpoklad (J5) a necht’ plat́ı

Aej =
f(x+ δej) − f(x)

δ
(D)

pro 1 ≤ j ≤ n, kde ej, 1 ≤ j ≤ n, jsou sloupce jednotkové matice řádu n. Pak plat́ı

‖A− J(x)‖ ≤ 1
2
L
√
nδ.

Důkaz Použijeme-li větu o středńı hodnotě, dostaneme

f(x+ δej) = f(x) + J(x)δej +
∫ 1

0

(J(x+ τδej) − J(x))δejdτ,

takže
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‖(A− J(x))ej‖ =
∥∥∥∥f(x+ δej) − f(x)

δ
− J(x)ej

∥∥∥∥ ≤ 1
δ

∥∥∥∥
∫ 1

0

(J(x+ τδej) − J(x))δejdτ
∥∥∥∥

≤ 1
2δ
Lδ2‖ej‖2 =

1
2
Lδ.

Necht’ s ∈ Rn je libovolný vektor s jednotkovou normou. Pak plat́ı

‖(A− J(x))s‖ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

(A− J(x))eje
T
j s

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

|eT
j s|‖(A− J(x))ej‖ ≤ 1

2
Lδ

n∑
j=1

|eT
j s|

≤ 1
2
L
√
nδ‖s‖ =

1
2
L
√
nδ.

a jelikož

‖A− J(x)‖ = max
‖s‖=1

‖(A− J(x))s‖,

dostaneme tvrzeńı lemmatu.

Věta 93 Necht’ jsou splněny předpoklady (J3)-(J5). Je-li matice A určena podle vzorce (D), kde

δ ≤ 2γA
L
√
n
, A = J(

√
γ2κ2 + 1 − γκ)

a kde γ, κ jsou č́ısla použitá v lemmatu 23, pak plat́ı ‖A− J(x)‖ ≤ ϑ, kde ϑ ≤ γA. Je-li matice A určena
podle vzorce (D), kde

δ ≤ (1 − ω)J
L
√
n

, 0 ≤ ω < 1,

pak ‖As+ f‖ ≤ ω implikuje ‖Js+ f‖ ≤ ω′, kde 0 ≤ ω′ < 1.

Důkaz Z lemmatu 27 a z předpoklad̊u věty 93 a z d̊ukazu lemmatu 23 plyne, že

‖A− J(x)‖ ≤ 1
2
L
√
nδ ≤ ϑ

Δ= Jλ(2κ) ≤ γA.

Poznámka 143 Věta 93 ukazuje, že lze zvolit diferenci δ > 0 tak, aby matice určená podle vztahu (D)
splňovala podmı́nku pro globálńı konvergenci metody spádových směr̊u i metody s lokálně omezeným
krokem. Je vidět, že diferenci δ je třeba zvolit t́ım menš́ı, č́ım menš́ı je č́ıslo J v (J4) a č́ım větš́ı jsou č́ısla
J a L v (J3) a (J5). Pro metodu spádových směr̊u (S1)-(S2) muśı platit γ < (1 − ρ)(1 − ω)/(1 + ω). Pro
metodu s lokálně omezeným krokem (T1)-(T3) muśı platit γ < (1/2 − ρ)σ.

8.5 Kvazinewtonovské metody

Definice 47 Řekneme, že základńı metoda pro řešeńı systém̊u nelineárńıch rovnic je kvazinewtonovskou
metodou, jestlǐze

Aisi + fi = 0 (QN1)

kde Ai, i ∈ N , jsou regulárńı matice konstruované podle rekurentńıho vztahu

Ai+1 = Ai + uiv
T
i (QN2)
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kde ui ∈ Rn, vi ∈ Rn, a vyhovuj́ıćı podmı́nce

Ai+1di = yi (QN3)

kde yi = fi+1 − fi, di = xi+1 − xi.

Poznámka 144 V tomto odd́ılu se budeme zabývat pouze přesnými kvazinewtonovskými metodami
(podmı́nka (QN1)), takže (Aisi + fi)/‖fi‖ = 0 ∀i ∈ N . Neplat́ı však (Ai − Ji)si/‖fi‖ = 0 ∀i ∈ N
(matice Ai se mohou od matic Ji dosti lǐsit).

Věta 94 Necht’ A+ = A+uvT a Ad �= y. Pak A+d = y právě tehdy, jestlǐze vT d �= 0 a u = (y−Ad)/vT d,
takže

A+ = A+
(y −Ad)vT

vT d
(A)

Jestlǐze Ad = y stač́ı položit u = v = 0, takže A+ = A.

Důkaz Z podmı́nky A+d = y dostaneme A+d = Ad+ uvT d = y. Jestliže Ad = y, stač́ı položit u = v = 0,
takže A+ = A. Jestliže Ad �= y, muśı platit vT d �= 0 a u = (y −Ad)/vT d.

Poznámka 145 Polož́ıme-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

A+ = A+
(y −Ad)dT

dT d
(AG)

Polož́ıme-li v = AT y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

A+ = A+
(y −Ad)yTA

yTAd
(AB)

Necht’

eT
k d = max

1≤i≤n
eT

i d

Polož́ıme-li v = ek, dostaneme př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u

A+ = A+
(y −Ad)eT

k

eT
k d

(AD)

která aktualizuje vždy pouze jeden sloupec matice A.

Věta 95 Necht’ A je regulárńı matice a necht’ plat́ı (A). Pak matice A+ je regulárńı právě tehdy, jestlǐze
vTA−1y �= 0.

Důkaz Necht’ A+ = A+ uvT . Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce plat́ı

A−1
+ = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u

takže A+ je regulárńı právě tehdy, jestliže 1 + vTA−1u �= 0. Dosad́ıme-li do této nerovnosti u = (y −
Ad)/vT d, dostaneme

1 + vTA−1u = 1 +
vTA−1y − vT d

vT d
=
vTA−1y

vT d

takže A+ je regulárńı právě tehdy, jestliže vTA−1y �= 0.

178



Poznámka 146 Věta 95 opodstatňuje použit́ı Broydenovy špatné metody. Jestliže y �= 0 a matice A je
regulárńı, pak volba v = AT y dává vTA−1y = yTAA−1y = yT y = ‖y‖2 �= 0.

Věta 96 (Aktualizace matice S = A−1). Necht’ jsou splněny předpoklady věty 95. Necht’ S = A−1 a necht’
A+ je matice určená podle aktualizace (A), kde vTA−1y �= 0. Necht’ S+ = A−1

+ . Pak plat́ı

S+ = S +
(d− Sy)vTS

vTSy
(S)

Důkaz Podle Shermanova-Morrisonova vzorce (d̊ukaz věty 95) plat́ı

S+ = S − SuvTS

δ
= S +

(d− Sy)vTS

δvT d

kde δ je zat́ım neznámé č́ıslo. Z rovnice S+y = d však plyne

S+y = Sy +
vTSy

δvT d
(d− Sy) = d

takže nutně δ = vTSy/vT d.

Poznámka 147 Polož́ıme-li v = d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu

S+ = S +
(d− Sy)dTS

dTSy
(SG)

Polož́ıme-li v = (S−1)T y, dostaneme Broydenovu špatnou metodu

S+ = S +
(d− Sy)yT

yT y
(SB)

Necht’

eT
k y = max

1≤i≤n
eT

i y

Polož́ıme-li ST v = ek dostaneme inverzńı metodu aktualizace sloupc̊u

S+ = S +
(d− Sy)ek

eT
k y

(SI)

Poznámka 148 (Dualita). Vztah (S) dostaneme ze vztahu (A) záměnou d→ y, y → d, A→ S. Dobrá a
špatná Broydenova metoda jsou vzájemně duálńı. Podobně př́ımá a inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u
jsou vzájemně duálńı.

Poznámka 149 Prakticky použitelná je pouze dobrá Broydenova metoda a př́ımá metoda aktualizace
sloupc̊u. Metody k nim duálńı (špatná Broydenova metoda a inverzńı metoda aktualizace sloupc̊u) jsou
méně efektivńı.

Kvazinewtonovské metody splňuj́ı kvazinewtonovskou podmı́nku podobně jako metody s proměnnou
metrikou (stač́ı porovnat (QN3) a (VM3)). Metody s proměnnou metrikou s přesným výběrem délky kroku
nalezenou minimum kvadratické funkce (Q) po konečném počtu krok̊u. Ukážeme, že kvazinewtonovské
metody s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1 ∀i ∈ N) naleznou řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

J∗(x− x∗) = 0 (L)

s regulárńı matićı J∗ také po konečném počtu krok̊u. Při d̊ukazu tohoto tvrzeńı budeme použ́ıvat vyjádřeńı
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xi+1 = xi − Sifi (α)

a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)zT

i

zT
i yi

(β)

∀i ∈ N , kde Si jsou regulárńı matice fi �= 0 a zT
i yi �= 0 ∀i ∈ N (zde zi = ST

i vi).

Lemma 28 Uvažujme iteračńı proces (α), (β) aplikovaný na soustavu lineárńıch rovnic (L) s regulárńı
matićı. Pak pro libovolný index i ∈ N a pro libovolný exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)kfi+1 lineárńı
kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J∗Si)jfi, 0 ≤ j ≤ k.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že pro nějaký exponent k ≥ 0 je vektor (J∗Si+1)kfi+1 lineárńı kom-
binaćı vektor̊u (I − J∗Si)(J∗Si)jfi, 0 ≤ j ≤ k. Plat́ı to zcela jistě pro k = 0, nebot’ z (L) a (α) plyne

yi = fi+1 − fi = J∗di = −J∗Sifi (γ)

takže

(J∗Si+1)0fi+1 = fi+1 = fi + yi = fi − J∗Sifi = (I − J∗Si)(J∗Si)0fi

Použijeme-li (β) a (γ), dostaneme

J∗Si+1 = J∗Si + (J∗di − J∗Siyi)
zT

i

zT
i yi

= J∗Si − (I − J∗Si)J∗Sifi
zT

i

zT
i yi

Jelikož vektor (J∗Si+1)kfi+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u (I −J∗Si)(J∗Si)jfi, 0 ≤ j ≤ k a jelikož matice
J∗Si a (I−J∗Si) komutuj́ı, je vektor (J∗Si+1)k+1fi+1 = J∗Si+1(J∗Si+1)kfi+1 lineárńı kombinaćı vektor̊u
(I − J∗Si)(J∗Si)jfi, 0 ≤ j ≤ k + 1.

Lemma 29 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 28 a necht’ i ∈ N je index takový, že vektor fi+1

neńı násobkem vektoru fi. Pak vektory (J∗Si−2l+2)kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro každé
č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i+ 1.

Důkaz (indukćı). Předpokládejme, že vektory (J∗Si−2l+2)kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé pro
nějaké č́ıslo l ∈ N takové, že 2l ≤ i− 1. Plat́ı to zcela jistě pro l = 1, nebot’ podle (γ) dostaneme

(J∗Si)0fi = fi

(J∗Si)1fi = −yi = fi − fi+1

a tyto vektory jsou lineárně nezávislé, nebot’ vektor fi+1 neńı násobkem vektoru fi.
(a) Podle lemmatu 28 je vektor (J∗Si−2l+2)kfi−2l+2 lineárńı kombinaćı vektor̊u (I−J∗Si−2l+1)(J∗Si−2l+1)j

fi−2l+1, 0 ≤ j ≤ k. Jelikož l+ 1 lineárně nezávislých vektor̊u (J∗Si−2l+2)kfi−2l+2, 0 ≤ k ≤ l, vyjadřujeme
pomoćı l + 1 vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, muśı být tyto vektory také lineárně
nezávislé. Odtud bezprostředně plyne, že i vektory (J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, jsou lineárně nezávislé.
(b) Použijeme-li (γ), dostaneme

yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l �= 0

Ukážeme, že vektor yi−2l neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Použijeme-li
kvazinewtonovskou podmı́nku

Si−2l+1yi−2l = di−2l = (J∗)−1yi−2l
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můžeme psát

(I − J∗Si−2l+1)yi−2l = 0 (δ)

Předpokládejme, že vektor yi−2l je lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l. Pak
odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace vektor̊u (I − J∗Si−2l+1)(J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, by musela být
nulová (viz (δ), což je spor s lineárńı nezávislost́ı těchto vektor̊u (viz (a)).
(c) Podle lemmatu 28 je vektor (J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, lineárńı kombinaćı vektor̊u (I − J∗Si−2l)(J∗Si−2l)j

fi−2l, 0 ≤ j ≤ k, a tedy i lineárńı kombinaćı vektor̊u (J∗Si−2l)jfi−2l, 0 ≤ j ≤ k + 1. Nav́ıc vektor yi−2l

lze vyjádřit ve tvaru yi−2l = −J∗Si−2lfi−2l, (viz (γ)). Jelikož l + 2 lineárně nezávislých vektor̊u yi−2l a
(J∗Si−2l+1)kfi−2l+1, 0 ≤ k ≤ l (viz (b)) vyjadřujeme pomoćı l+ 2 vektor̊u (J∗Si−2l)kfi−2l, 0 ≤ k ≤ l+ 1,
muśı být tyto vektory také lineárně nezávislé.

Věta 97 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 28. Pak existuje index 1 ≤ i ≤ 2n − 1 takový, že
fi+2 = 0, takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (L).

Důkaz Předpokládejme, že pro i = 2n− 1 neńı vektor fi+1 násobkem vektoru fi. Pak podle lemmatu 29
jsou vektory (J∗S2n−2l+1)kf2n−2l+1, 0 ≤ k ≤ l, lineárně nezávislé pro každé č́ıslo l ∈ N takové, že l ≤ n.
Pro l = n je těchto vektor̊u n+1, což je ve sporu s t́ım, že maj́ı dimenzi n. Existuje tedy index 1 ≤ i ≤ 2n−1
takový, že vektor fi+1 je násobkem vektoru fi, neboli

fi+1 = λi(fi+1 − fi) = λiyi

Podle (β) a (γ) pak plat́ı

fi+2 = fi+1 + yi+1 = fi+1 − J∗Si+1fi+1 = λi(yi − J∗Si+1yi) = λi(yi − J∗di) = λi(yi − yi) = 0

takže bod xi+2 ∈ Rn je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (L).

Nevýhodou kvazinewtonovských metod je to, že neńı zaručena jejich globálńı konvergence (matice Ai,
i ∈ N , mohou být obecně špatnými aproximacemi Jacobiových matic Ji, i ∈ N). Proto je třeba tyto
metody kombinovat s diferenčńı verźı Newtonovy metody. Kvazinewtonovské metody spádových směr̊u se
obvykle realizuj́ı tak, že se pokládá A1 = J1 a kdykoliv nelze splnit podmı́nku (S2a) (nebo (S2b), nebo
(S2c)), iteračńı proces se přeruš́ı a polož́ı se Ai+1 = Ji+1. Kvazinewtonovské metody s lokálně omezeným
krokem se obvykle realizuj́ı tak, že se pokládá A1 = J1 a v př́ıpadě (T3a), se polož́ı Ai+1 = Ji+1 zat́ımco
v př́ıpadě (T3b) se matice Ai+1 aktualizuje podle (A). Tyto úpravy maj́ı své opodstatněńı, nebot’ plat́ı
toto tvrzeńı.

Tvrzeńı 4 Necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak existuj́ı č́ısla δ > 0
a ϑ > 0 taková, že pokud ‖x1−x∗‖ ≤ δ a ‖A1−J1‖ ≤ ϑ, posloupnost xi, i ∈ N , určená dobrou Broydenovou
metodou (AG) s jednotkovým výběrem délky kroku (αi = 1 ∀i ∈ N) konverguje Q-superlineárně k bodu
x∗ ∈ Rn.

Tvrzeńı 4 je speciálńım př́ıpadem věty 99.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı diferenčńı verze Newtonovy metody s dobrou Broydenovou metodou
při minimalizaci 28 testovaćıch problémů s 2-16 neznámými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT,
funkčńıch hodnot NFV a Jacobiových matic NFJ, jakož i celkový čas výpočtu). Obě metody byly reali-
zovány jako metody s lokálně omezeným krokem.

Metoda NIT-NFV-NFJ čas
Newtonova 504-5890-504 6.37
(diferenčńı verze)
Broydenova 723-1844-93 2.75
(dobrá)
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9 Metody pro rozsáhlé ř́ıdké systémy nelineárńıch rovnic

Rozsáhlé ř́ıdké systémy nelineárńıch rovnic nemůžeme řešit metodami, které vyžaduj́ı uchováváńı velkých
hustých matic. Nejčastěji se pro tento účel použ́ıvaj́ı některé speciálńı metody

• Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı

• Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody

• Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

• Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

• Metody použ́ıvaj́ıćı některé speciálńı aktualizace

9.1 Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı jsou založeny na použit́ı omezeného počtu krok̊u Broydenovy
dobré metody nebo př́ımé metody aktualizace sloupc̊u. Necht’ M = {i ∈ N : i = (j−1)m+1, j ∈ N}, kde
m je počet krok̊u kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı. Pak pokládáme Sl = (J−1

l ) pro l ∈M a

Si+1 = Si +
(di − Siyi)vT

i Si

vT
i Siyi

= (I + wiv
T
i )Si

pro l ≤ i ≤ l+m (viz (S)), kde vi = di (Broydenova dobrá metoda) nebo vi = ek (př́ımá metoda aktualizace
sloupc̊u) a

wi =
di − Siyi

vT
i Siyi

vektory vi ∈ Rn, wi ∈ Rn, l ≤ i ≤ l +m, se uchovávaj́ı v paměti poč́ıtače.
Známe-li vektory vj ∈ Rn, wj ∈ Rn, l ≤ j ≤ l + m, urč́ıme nejprve vektor pi+1

l = −Slfi+1 (matice
Sl je obvykle reprezentována trojúhelńıkovým rozkladem (Sl)−1 = LlUl, který je úplným nebo neúplným
trojúhelńıkovým rozkladem matice Jl). Pak poč́ıtáme vektory

pi+1
j+1 = (I + wjv

T
j )pi+1

j

pro l ≤ j ≤ i− 1. Nakonec urč́ıme vektory vi a

wi =
di − (pi+1

i + si)
vT

i (pi+1
i + si)

kde si = −Sifi je směrový vektor z předchoźıho iteračńıho kroku (obvykle si = di/αi) a polož́ıme

si+1 = −Si+1fi+1 = −(I + wiv
T
i )pi+1

i

Kvazinewtonovské metody s omezenou pamět́ı můžeme také realizovat pomoćı kompaktńıch schémat.
Při odvozováńı kompaktńıch schémat budeme použ́ıvat označeńı Dk = [d1, . . . , dk], Yk = [y1, . . . , yk],
Vk = [v1, . . . , vk]. Dále označ́ıme Rk horńı trojúhelńıkovou matici řádu k takovou, že (Rk)ij = vT

i dj ,
i ≤ j a (Rk)ij = 0, i > j. Abychom zjednodušili zápis budeme v d̊ukazech index k vynechávat a
index k + 1 nahrad́ıme symbolem +. V této souvislosti budeme použ́ıvat označeńı D = [d1, . . . , dk−1],
Y = [y1, . . . , yk−1], V = [v1, . . . , vk−1] a R = Rk−1, takže Dk = [D, d], Yk = [Y, y], Vk = [V, v] a

Rk =
[
R, V T d
0, vT d

]
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Věta 98 Necht’ A1 je regulárńı matice a necht’ plat́ı (A) s vT
k dk �= 0 pro libovolný index 1 ≤ k ≤ m. Pak

lze psát

Ak+1 = A1 + (Yk −A1Dk)R−1
k V T

k (AA)

Důkaz Pro k = 1 je (AA) ekvivalentńı s (A). Dále budeme postupovat matematickou indukćı. Předpokládejme,
že (AA) plat́ı pro všechny indexy menš́ı než k. Pro index k můžeme (AA) zapsat ve tvaru

A+ = A1 + [Y −A1D, y −A1d]
[
R, V T d
0, vT d

]−1 [
V T

vT

]
Jelikož plat́ı [

R, V T d
0, vT d

]−1

=
[
R−1, −R−1V T d

vT d
0, 1

vT d

]
(což lze snadno ověřit vynásobeńım), můžeme psát

A+ = A1 + (Y −A1D)R−1V T

(
I − dvT

vT d

)
+ (y −A1d)

vT

vT d
= A+

(y −Ad)vT

vT d

což je právě vztah (A).

Poznámka 150 Př́ımou inverźı vztahu (AA) (použit́ım Woodburyho věty), dostaneme

A−1
k+1 = A−1

1 −A−1
1 (Yk −A1Dk)(Rk + V T

k A
−1
1 (Yk −A1Dk))−1V T

k A
−1
1

neboli

Sk+1 = S1 + (Dk − S1Yk)(Ck − Lk + V T
k S1Yk)−1V T

k S1 (SS)

kde Lk je dolńı trojúhelńıková matice taková, že (Lk)ij = 0, i < j, a (Lk)ij = vT
i dj , i ≥ j, a Ck je

diagonálńı matice řádu k taková, že (Ck)ij = vT
i dj , i = j, a (Ck)ij = 0, i �= j.

Kompaktńı schémata použ́ıváme nejčastěji ve spojeńı s iteračńım řešeńım soustavy rovnic Aisi+fi = 0,
i ∈ N . Pokládáme Al = Jl pro l ∈ N a

Ai+1 = Al + (Yk −AlDk)R−1
k V T

k

pro l ≤ i ≤ l + m (viz (AA), kde Dk = [dl, . . . , di], Yk = [yl, . . . , yi], Vk = [vl, . . . , vi] a Rk je horńı
trojúhelńıková matice řádu k = i − l + 1 taková, že (Rk)ij = vT

l+i−1dl+j−1, i ≤ j, a (Rk)ij = 0, i > j.
Poznamenejme, že matice Vk se obvykle neukládá (pro Broydenovu dobrou metodu plat́ı Vk = Dk a pro
př́ımou metodu aktualizace sloupc̊u stač́ı ukládat indexy prvk̊u s maximálńı absolutńı hodnotou sloupc̊u
matice Dk). Mı́sto matice Yk ukládáme matici Uk = Yk − AlDk a součin Ai+1p poč́ıtáme podle vzorce
Ai+1p = Alp+ UkR

−1
k V T

k p.

9.2 Diferenčńı verze nep̌resné Newtonovy metody

Diferenčńı verze nepřesné Newtonovy metody se vyznačuj́ı t́ım, že se systémy lineárńıch rovnic řeš́ı nepřesně
iteračńımi metodami. Nepouž́ıvá se přitom matice A = J a násobeńı q = Ap = Jp se nahražuje numer-
ickým derivováńım

J(x)p ≈ f(x+ δp) − f(x)
δ

kde δ je malá diference (δ =
√
εM/‖p‖, kde εM je strojová přesnost). Jestliže výpočet vektoru f(x)

vyžaduje O(n) operaćı, je tento zp̊usob úsporněǰśı než násobeńı matice vektorem (obecně O(n2) operaćı).
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Nav́ıc neńı třeba poč́ıtat žádné derivace. Iteračńı metody pro řešeńı systémů lineárńıch rovnic však nesmı́
použ́ıvat transponovou matici AT = JT , což poněkud omezuje jejich výběr (iteračńı metody pro řešeńı
systémů lineárńıch rovnic jsou popsány v odd́ılu 9.7).

9.3 Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy

Diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy lze rozdělit do dvou skupin (sloupcové a řádkové
metody) podle toho jakým zp̊usobem je organizován přibližný výpočet derivaćı. Sloupcové metody jsou
založeny na aproximaci sloupc̊u Jej , 1 ≤ j ≤ n, Jacobiovy matice J pomoćı diferenčńıch vzorc̊u

J(x)ej ≈ f(x+ δej) − f(x)
δ

kde δ je malá diference (ε =
√
εM ). Je-li matice J ř́ıdká může nastat př́ıpad, kdy pomoćı jedné diference

vektor̊u funkčńıch hodnot urč́ıme v́ıce sloupc̊u této matice (podobně jako v odd́ılu 7.3). Rozdělme sloupce
matice J do k disjunktńıch skupin Si ⊂ {1, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice J(Si), složené ze sloupc̊u
matice J patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový prvek. Pak můžeme
všechny sloupce matice J určit pomoćı k diferenćı

f(x+ δvi) − f(x)
δ

≈ Jvi 1 ≤ i ≤ k

kde vi, 1 ≤ i ≤ k, jsou vektory obsahuj́ıćı pouze nuly a jednotky takové, že

(vi)j = eT
j vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Si

(pomoćı vektoru vi urč́ıme prvky submatice J(Si)). Źıskáńı rozkladu {1, . . . , n} = Si ∪ . . .∪Sk, takového,
aby počet skupin k byl minimálńı je složitý kombinatorický problém, jehož řešeńı se vymyká rozsahu tohoto
textu.

Řádkové metody určuj́ı jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorc̊u

(J(x))ij ≈ fi(x+ δej) − fi(x)
δ

Pro každý řádek 1 ≤ i ≤ n, se poč́ıtaj́ı jen ty diference, které odpov́ıdaj́ı nenulovým prvk̊um (J(x))ij �= 0.
Numerickým porovnáńım sloupcových a řádkových metod lze zjistit, že oba dva typy metod vyžaduj́ı
přibližně stejný počet operaćı ne jednu iteraci. Sloupcové metody jsou algoritmicky náročněǰśı (je třeba
hledat rozklady sloupc̊u Jacobiovy matice) ale vzhledem k tomu, že se tyto náročné operace prováděj́ı
pouze jednou, před zahájeńım iteračńıho procesu, je celková doba řešeńı o něco kratš́ı než u řádkových
metod.

Použit́ı diferenčńıch verźı Newtonovy metody je podloženo teoríı uvedenou v odd́ılu 8.3 (lemma 27).

9.4 Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy

Kvazinewtonovské metody pro ř́ıdké úlohy použ́ıvaj́ı aktualizace, které zachovávaj́ı strukturu ř́ıdké Jaco-
biovy matice. Označme

VQ = {A ∈ Rn×n : Ad = y}
VG = {A ∈ Rn×n : Jij = 0 ⇒ Aij = 0}

Podobně jako v odd́ılu 7.4 můžeme definovat operátory ortogonálńı projekce PQ, PG do lineárńıch variet
VQ, VG předpisem
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PQA = min
A+∈VQ

‖A+ −A‖F

PGA = min
A+∈VG

‖A+ −A‖F

Podobně můžeme definovat operátor ortogonálńı projekce PQG do VQ ∩ VG. Podle věty 81 plat́ı

PQGA = PG(A+ udT )

kde vektor u ∈ Rn je řešeńım soustavy rovnic Qu = y −Ad s diagonálńı pozitivně semidefinitńı matićı

Q =
n∑

i=1

‖di‖2eie
T
i

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že di
j = dj , Jij �= 0 a di

j = 0, Jij = 0. Označ́ıme-li A+ = PQGA,
můžeme vzorec PQGA = PG(A+ udT ) zapsat formálně ve tvaru

A+ = A+
n∑

i=1

eT
i (y −Ad)ei(di)T

(di)T di
(AS)

kde členy s di = 0 odpadnou. Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (AS) se nazývá Schubertovou metodou a
jelikož je zobecněńım Broydenovy dobré metody, má podobné vlastnosti jako Broydenova dobrá metoda.
Neńı zaručena globálńı konvergence Schubertovy metody, takže je často nutné iteračńı proces přerušovat
a pokládat A+ = J+. Je však možné dokázat, že Schubertova metoda konverguje lokálně Q-superlineárně.

Lemma 30 Necht’ A+ je matice určená podle (AS). Pak pro libovolnou matici J̃ ∈ VQ ∩ VG plat́ı

‖A+ − J̃‖2
F ≤ ‖A− J̃‖2

F − ‖y −Ad‖2

‖d‖2

Důkaz Jelikož J̃ ∈ VQ ∩ VG, PQG je operátor ortogonálńı projekce do VQ ∩ VG a A+ = PQGA, můžeme
použ́ıt Pythagorovu větu

‖A+ − J̃‖2
F = ‖A− J̃‖2

F − ‖A+ −A‖2
F

Jelikož VQ ∩ VG ⊂ VQ, plat́ı A+d = y, takže

‖y −Ad‖ = ‖(A+ −A)d‖ ≤ ‖A+ −A‖‖d‖ ≤ ‖A+ −A‖F ‖d‖
což po dosazeńı dává tvrzeńı lemmatu.

Lemma 31 Necht’ A+ je matice určená podle (AS) a necht’ plat́ı (J5). Pak

‖A+ − J+‖F ≤ ‖A− J‖F + L
√
n‖d‖

Důkaz Označme

J̃ =
∫ 1

0

J(x+ λd)dλ

stejným zp̊usobem jako v části (a) d̊ukazu věty 83 (použit́ım věty o středńı hodnotě) se ukáže, že plat́ı
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‖J̃ − J‖F ≤ 1
2
L
√
n‖d‖

‖J̃ − J+‖F ≤ 1
2
L
√
n‖d‖

Použijeme-li lemma 30, dostaneme

‖A+ − J+‖F ≤ ‖A+ − J̃‖F + ‖J̃ − J+‖F ≤ ‖A− J̃‖F + ‖J̃ − J+‖F ≤
≤ ‖A− J‖F + ‖J̃ − J‖F + ‖J̃ − J+‖F

což po dosazeńı dává tvrzeńı lemmatu

Věta 99 Necht’ plat́ı (J5) a necht’ x∗ ∈ Rn je bod takový, že f(x∗) = 0 a matice J(x∗) je regulárńı. Pak
existuj́ı č́ısla δ > 0, λ > 0 taková, že pokud ‖x1 − x∗‖ ≤ δ, ‖A1 − J1‖ ≤ λ a pokud plat́ı

‖Aidi + fi‖ ≤ ω‖fi‖
xi+1 = xi + di

Ai+1 = PQGAi

∀i ∈ N , kde 0 ≤ ω < 1 (nepřesná Schubertova metoda), posloupnost xi, i ∈ N , konverguje k bodu x∗ ∈ Rn.
Jestlǐze nav́ıc ‖ωi‖ = ‖Aidi + fi‖/‖fi‖ → 0 pak xi → x∗ Q-superlineárně.

Důkaz Výsledky dosažené v částech (a) - (b) d̊ukazu věty 89 můžeme přeformulovat (pomoćı okoĺı) tak,
že existuj́ı č́ısla δ > 0, ϑ > 0 taková, že pokud ‖x − x∗‖ ≤ δ, ‖(A − J(x))d‖ ≤ ϑ‖d‖ a ‖Ad + f‖ ≤ ω‖f‖,
kde 0 ≤ ω < 1, plat́ı

1 − ω

J
‖f‖ ≤ ‖d‖ ≤ 1 + ω

J
‖f‖

kde ‖J∗‖ < J a ‖(J∗)−1‖ < 1/J a

‖f(x+ d)‖ ≤ r‖f‖
(kde ω < r < 1). Zd̊urazněme, že č́ıslo 0 ≤ ω < 1 může být libovolné zat́ımco č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 mohou
vycházet malá.
(a) Zvolme č́ısla δ > 0 a ϑ > 0 tak, aby platilo

δ

(
1 +

J

J

1 + ω

1 − r

)
≤ δ

a

ϑ+ L
J

J

1 + ω

1 − r
δ ≤ ϑ/

√
n

Necht’ ‖x1 − x∗‖ ≤ δ a ‖(A1 − J(x1)‖ ≤ ϑ. Dokážeme indukćı, že pro libovolný index i ∈ N plat́ı
‖xi − x∗‖ ≤ δ a ‖Ai − J(xi)‖ ≤ ϑ. Pro i = 1 je toto tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme platnost tohoto
tvrzeńı pro 1 ≤ i ≤ k. Pak plat́ı
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‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖x1 − x∗‖ +
k∑

i=1

‖di‖ ≤ ‖x1 − x∗‖ +
1 + ω

J

k∑
i=1

‖fi‖ ≤

≤ ‖x1 − x∗‖ +
1 + ω

J
‖f1‖

k∑
i=1

ri−1 ≤ ‖x1 − x∗‖ +
J

J

1 + ω

1 − r
‖x1 − x∗‖ ≤

≤ δ

(
1 +

J

J

1 + ω

1 − r

)
≤ δ

a použijeme-li lemma 30, dostaneme

‖(Ak+1 − Jk+1)dk+1‖
‖dk+1‖ ≤ ‖Ak+1 − Jk+1‖ ≤ ‖Ak+1 − Jk+1‖F ≤

≤ ‖A1 − J1‖F + L
√
n

k∑
i=1

‖di‖ ≤ ϑ
√
n+ L

√
n
J

J

1 + ω

1 − r
δ ≤ ϑ

(b) Podle (a) plat́ı ‖fi+1‖ ≤ r‖fi‖ ≤ ri‖f1‖ ∀i ∈ N , kde ω < r < 1, takže
∑∞

i=1 ‖fi‖ <∞,
∑∞

i=1 ‖di‖ <∞
a tedy i ‖fi‖ → 0, ‖di‖ → 0 a xi → x∗.
(c) Podle lemmatu 30 plat́ı

‖y −Ad‖2

‖d‖2
≤ ‖A− J̃‖2

F − ‖A+ − J̃‖2
F =

=
(
‖A− J̃‖F − ‖A+ − J̃‖F

)(
‖A− J̃‖F + ‖A+ − J̃‖F

)
≤

≤ M
(
‖A− J̃‖F − ‖A+ − J̃‖F

)
Existence konstanty M plyne z toho, že

‖A− J̃‖F + ‖A+ − J̃‖F ≤ ‖A− J‖F + ‖A+ − J+‖F + L
√
n‖d‖ ≤

≤ 2‖A− J‖F + 2L
√
n‖d‖ ≤

≤ 2‖A− J‖F + 2L
√
n
(‖x+ − x∗‖ + ‖x− x∗‖)

takže podle (a) plat́ı

‖A− J̃‖F + ‖A+ − J̃‖F ≤ 2
√
nϑ+ 4L

√
nδ

Δ= M

Dále lze psát

‖A+ − J+‖F ≤ ‖A+ − J̃‖F + ‖J+ − J̃‖F

takže

‖A− J̃‖F − ‖A+ − J̃‖F ≤ ‖A− J‖F + ‖J − J̃‖F − ‖A+ − J+‖F + ‖J+ − J̃‖F ≤
≤ ‖A− J‖F − ‖A+ − J+‖F + L

√
n‖d‖

což dává
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∞∑
i=1

‖yi −Aidi‖2

‖di‖2
≤ M

(
‖A1 − J1‖F − lim

i→∞
‖Ai+1 − Ji+1‖F

)
+ML

√
n

∞∑
i=1

‖di‖ ≤

≤ M‖A1 − J1‖F +ML
J

J

1 + ω

1 − r
‖x1 − x∗‖ <∞

Plat́ı tedy nutně ‖yi − Aidi‖/‖di‖ → 0, což spolu s ‖ωi‖ = ‖Aidi + fi‖/‖fi‖ → 0 (stejně jako v d̊ukazu
věty 84) implikuje, že xi → x∗ Q-superlinárně.

9.5 Metody založené na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

Soustavu lineárńıch rovnic As+ f = 0 můžeme řešit bud’ př́ımo nebo iteračně. Př́ımé řešeńı je založeno na
použit́ı nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu

PA = LU

kde P je permutačńı matice, která si vyb́ırá tak, aby počet nově vzniklých nenulových prvk̊u byl co
nejmenš́ı, L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále a U je horńı trojúhelńıková
matice. Nalezeńı permutačńı matice P a následné určeńı struktury trojúhelńıkových matic, L a U se
nazývá symbolickou faktorizaćı. Na rozd́ıl od ř́ıdkého Choleského rozkladu (odd́ıl 7.3) nestač́ı provádět
symbolickou faktorizaci pouze na začátku iteračńıho procesu, nebot’ permutace řádk̊u (výběr pivot̊u) může
ovlivnit stabilitu eliminačńıho procesu. Dá se tedy konstatovat, že nesymetrický trojúhelńıkový rozklad
je časově dosti náročný, takže je výhodné omezit jeho prováděńı. Tato myšlenka je základem metod
založených na aktualizaci nesymetrického trojúhelńıkového rozkladu. Na rozd́ıl od Schubertovy metody,
kde se matice A+ vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka A+d = y, d = x+ − x,
y = f+ − f , se pokládá PA+ = LU+ a matice U+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská
podmı́nka

U+d = v
Δ= L−1Py

Jelikož muśı být zároveň zachována struktura horńı trojúhelńıkové matice, můžeme použ́ıt postup popsaný
v odd́ılu 9.4. Výsledkem je aktualizace

U+ = U +
n∑

i=1

ei(v − Ud)eid
i

(di)T di
(AD)

kde di, 1 ≤ i ≤ n, jsou vektory takové, že di
j = dj , Uij �= 0 a di

j = 0, Uij = 0 (členy s di = 0 odpadnou).
Metoda, která použ́ıvá aktualizaci (AD) se nazývá Dennisovou-Marwilovou metodou. Obvykle se realizuje
tak, že se provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU pak se v m po sobě následuj́ıćıch
iteračńıch kroćıch použije aktualizace (AD). Po m aktualizaćıch (AD) nebo po vynuceném přerušeńı
iteračńıho procesu se opět provede nesymetrický trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

Ještě jednodušš́ı metodou je metoda škálováńı řádk̊u. V tomto př́ıpadě se pokládá PA+ = D+LU a
diagonálńı matice D+ se vyb́ırá tak, aby byla splněna kvazinewtonovská podmı́nka

D+LUd = Py

Zaṕı̌seme-li tuto podmı́nku ve tvaru

n∑
i=1

D+eie
T
i LUd = Py

a přihlédneme-li k tomu, že matice D+ je diagonálńı, můžeme psát
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eT
i D+eie

T
i LUd = eT

i Py

1 ≤ i ≤ n, neboli

eT
i D+ei =

eT
i Py

eT
i LUd

(AR)

Také metodu škálováńı řádk̊u je třeba po m iteračńıch kroćıch přerušovat s t́ım, že se provede nesymetrický
trojúhelńıkový rozklad PJ = LU .

9.6 Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferenčńı verze Newtonovy metody jsou založeny na myšlence, že se přibližný výpočet derivaćı
provád́ı pouze v některých iteračńıch kroćıch. Nejjednodušš́ı je Shamanského metoda, kdy se polož́ı A = J
a pak se v m po sobě jdoućıch iteračńıch kroćıch použ́ıvá tatáž matice (A+ = A). Důmyslněǰśı metody jsou
založeny na podobném principu jako sloupcové diferenčńı verze Newtonovy metody. Opět se urč́ı rozklad
{1, . . . , n} = S1 ∪ . . . ∪ Sk sloupc̊u matice J do k disjunktńıch skupin Si, 1 ≤ i ≤ k, tak, aby submatice
J(Si), složené ze sloupc̊u matice J patř́ıćıch do skupin Si, měly v každém řádku nanejvýš jeden nenulový
prvek (odd́ıl 9.3). Pak se v každém iteračńım kroku určuj́ı sloupce matice J patř́ıćı pouze do jedné skupiny
a ostatńı sloupce se neměńı. Konkrétněji, necht’ l = modki (modki je zbytek po děleńı č́ısla i č́ıslem k). V
i-tém iteračńım kroku se použije vektor vi takový, že

(vi)j = eT
j vi = 1 ⇐⇒ j ∈ Sl

a pomoćı diference

f(x+ δvi) − f(x)
δ

≈ Jvi

se urč́ı sloupce matice J patř́ıćı do skupiny Sl. Sloupce patř́ıćı do ostatńıch skupin se ponechaj́ı beze
změny.

Tuto metodu, která se nazývá Liovou metodou, lze kombinovat se Schubertovou metodou tak, že se v
každém iteračńım kroku po určeńı sloupc̊u matice J , patř́ıćıch do skupiny Sl, provede nav́ıc aktualizace
(AS).

9.7 Iteračńı řešeńı systémů lineárńıch rovnic s nesymetrickou matićı

Pro řešeńı systému lineárńıch rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matićı A existuje celá řada iteračńıch
metod. Můžeme je zhruba rozdělit na dvě skupiny

• metody s krátkými rekurentńımi vztahy

• metody s dlouhými rekurentńımi vztahy

Výhodou metod s krátkými rekurentńımi vztahy (jsou to dvojčlenné nebo trojčlenné rekurence) je ńızký
počet numerických operaćı a ukládaných hodnot (je jich O(n)). Nevýhodou těchto metod je možnost
selháńı (děleńı nulou) během iteračńıho procesu. Metody s dlouhými rekurentńımi vztahy maj́ı opačné
vlastnosti. V n-tém iteračńım kroku se pracuje s n vektory dimenze n, což vyžaduje O(n2) numerických
operaćı a ukládaných hodnot (teoreticky je zapotřeb́ı k źıskáńı řešeńı n iteračńıch krok̊u). Zato nedocháźı
k selháńı během iteračńıho procesu (každý jeho krok je korektně definován).

V tomto textu, který si nečińı nároky na úplnost, se budeme zabývat pouze zhlazenou metodou CGS
použ́ıvaj́ıćı krátké rekurentńı vztahy a metodou GMRES použ́ıvaj́ıćı dlouhé rekurentńı vztahy.
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Definice 48 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, f̃1 = f̃ p1 = −f1, p̃1 = −f̃1
a

qi = Api, q̃i = AT p̃i, αi = f̃T
i fi/p̃

T
i qi

si+1 = si + αipi

fi+1 = fi + αiqi, f̃i+1 = f̃i + αiq̃i, βi = f̃T
i+1fi+1/f̃

T
i fi

pi+1 = −fi+1 + βipi, p̃i+1 = −f̃i+1 + βip̃i

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme metodu bikonjugovaných gradient̊u (BCG) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Věta 100 Uvažujme metodu bikonjugovaných gradient̊u určenou regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Necht’ f̃T

i fi �= 0 a p̃T
i qi �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı fn+1 = 0 a vektor sn+1 je řešeńım

soustavy rovnic As+ f = 0.

Důkaz Předpokládejme, že f̃T
i fi �= 0 a p̃T

i qi �= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Dokážeme indukćı, že plat́ı

(α) p̃T
j fi = pT

j f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1

(β) f̃T
j fi = fT

j f̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n+ 1

(γ) p̃T
j qi = pT

j q̃i = 0 ∀1 ≤ j < i ≤ n

Z (β) plyne, že vektory fi, 1 ≤ i ≤ n (a také f̃i, 1 ≤ i ≤ n), jsou lineárně nezávislé. Jestliže totiž
λ1f1 + . . .+ λnfn = 0, pak pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

f̃T
i

⎛
⎝ n∑

j=1

λjfj

⎞
⎠ = λif̃

T
i fi = 0

a jelikož f̃T
i fi �= 0, muśı být λi = 0. Podobně z (γ) plyne, že vektory pi, 1 ≤ i ≤ n (a také p̃i, 1 ≤ i ≤ n),

jsou lineárně nezávislé. Jelikož fn+1 = Asn+1 + f (plyne to z rekurentńıch vztah̊u metody BCG), vektory
f̃i, 1 ≤ i ≤ n, jsou lineárně nezávislé a

f̃T
j fn+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ n

muśı platit fn+1 = Asn+1 + f = 0.
Pro i = 1 (α) − (γ) plat́ı, nebot’ neńı co dokazovat.

(a) Necht’ i ≤ n. Podle indukčńıch předpoklad̊u (α) a (γ) plat́ı

p̃T
j fi+1 = p̃T

j fi + αip̃
T
j qi = 0
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pT
j f̃i+1 = pT

j f̃i + αip
T
j q̃i = 0

∀1 ≤ j < i. Z (α) a (γ) pak plyne

p̃T
i fi+1 = p̃T

i fi + αip̃
T
i qi = −f̃T

i fi + βi−1p̃
T
i−1fi +

f̃T
i fi

p̃T
i qi

p̃T
i qi = 0

pT
i f̃i+1 = pT

i f̃i + αip
T
i q̃i = −fT

i f̃i + βi−1p
T
i−1f̃i +

fT
i f̃i

pT
i q̃i

pT
i q̃i = 0

Je tedy p̃T
j fi+1 = 0, pT

j f̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ i.
(b) Necht’ i ≤ n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG plyne

f̃1 = −p̃1

f̃j = −p̃j + βj−1p̃j−1 ∀1 < j ≤ i

f1 = −p1

fj = −pj + βj−1pj−1 ∀1 < j ≤ i

takže podle (a) plat́ı

f̃T
1 fi+1 = −p̃T

1 fi+1 = 0

f̃T
j fi+1 = −p̃T

j fi+1 + βj−1p̃j−1fi+1 = 0 ∀1 < j ≤ i

fT
1 f̃i+1 = −pT

1 f̃i+1 = 0

fT
j f̃i+1 = −pT

j f̃i+1 + βj−1pj−1f̃i+1 = 0 ∀1 < j ≤ i

(c) Necht’ i < n. Z rekurentńıch vztah̊u metody BCG a z (a) plyne

p̃T
j qi+1 = p̃T

j Api+1 = −p̃T
j Afi+1 + βip̃

T
j Api =

= −
(
f̃j+1 − f̃j

)T

fi+1/αj + βip̃
T
j qi = 0

pT
j q̃i+1 = pT

j A
T p̃i+1 = −pT

j A
T f̃i+1 + βip

T
j A

T p̃i =

= − (fj+1 − fj)
T
f̃i+1/αj + βip

T
j q̃i = 0

∀1 ≤ j < i. Použijeme-li nav́ıc (b), dostaneme

p̃T
i qi+1 = − 1

αi

(
f̃i+1 − f̃i

)T

fi+1 + βip̃
T
i qi = − p̃T

i qi

f̃T
i fi

f̃T
i+1fi+1 +

f̃T
i+1fi+1

f̃T
i fi

p̃T
i qi = 0

pT
i q̃i+1 = − 1

αi
(fi+1 − fi)

T
f̃i+1 + βip

T
i q̃i = − pT

i q̃i

f̃T
i fi

f̃T
i+1fi+1 +

f̃T
i+1fi+1

f̃T
i fi

pT
i q̃i = 0

takže p̃T
j qi+1 = 0 a pT

j q̃i+1 = 0 ∀1 ≤ j ≤ 1.
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Poznámka 151 Iteračńı proces metody BCG může skončit dř́ıve než po n kroćıch. Bud’ fk = 0 pro nějaký
index k ≤ n (takže dostaneme řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 po méně než n kroćıch) nebo fk �= 0 a
f̃T

k fk = 0 (principiálńı selháńı společné všem metodám odvozeným z nesymetrického Lanczosova procesu)
nebo fk �= 0 a p̃T

k qk = 0 (selháńı vlastńı metodě BCG). V běžných př́ıpadech k selháńı nedocháźı (je
vyj́ımečné), mohou však nastávat pot́ıže se stabilitou, pokud fk �= 0 a f̃T

k fk ≈ 0 nebo fk �= 0 a p̃T
k qk ≈ 0.

Lemma 32 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 100. Pak vektory fj, 1 ≤ j ≤ i ≤ n, (a také vektory pj,
1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

Ki = span{f, Af, . . . , Ai−1f}
a vektory f̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n (a také vektory p̃j, 1 ≤ j ≤ i ≤ n) tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru

K̃i = span{f̃ , (AT )f̃ , . . . , (AT )i−1f̃}

Důkaz (indukćı) pro i = 1 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaký index i < n.
Jelikož fi ∈ Ki a pi ∈ Ki, dostaneme fi+1 = fi + αiApi ∈ Ki+1 a pi+1 = −fi+1 + βipi ∈ Ki+1, a jelikož
vektory fj , 1 ≤ j ≤ i+ 1 (a také vektory pj , 1 ≤ j ≤ i+ 1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 100), tvoř́ı
tam bázi. Jelikož f̃i ∈ K̃i a p̃i ∈ K̃i, dostaneme f̃i+1 = f̃i +αiA

T p̃i ∈ K̃i+1 a p̃i+1 = −f̃i+1 +βip̃i ∈ K̃i+1, a
jelikož vektory f̃j , 1 ≤ j ≤ i+1 (a také vektory p̃j , 1 ≤ j ≤ i+1) jsou lineárně nezávislé (d̊ukaz věty 100),
tvoř́ı tam bázi.

Poznámka 152 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 100. Pak plat́ı

fi = ϕi(A)f , f̃i = ϕi(AT )f̃
pi = −ψi(A)f , p̃i = −ψi(AT )f̃

∀1 ≤ i ≤ n + 1, kde ϕi a ψi jsou maticové polynomy stupně nejvýše i − 1. Tyto polynomy lze poč́ıtat
pomoćı rekurentńıch vztah̊u ϕ1 = I, ψ1 = I a

ϕi+1 = ϕi − αiAψi

ψi+1 = ϕi+1 + βiψi

1 ≤ i ≤ n. Plyne to bezprostředně z rekurentńıch vztah̊u metody BCG.
Koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n, lze vyjádřit pomoćı polynomů ϕi a ψi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že

αi =
f̃T

i fi

p̃T
i Api

=
f̃Tϕ2

i (A)f
f̃TAψ2

i (A)f
αi =

f̃T
i+1fi+1

f̃T
i fi

=
f̃Tϕ2

i+1(A)f

f̃Tϕ2
i (A)f

nebot’ matice A a polynom ψi(A) komutuj́ı). Jelikož koeficienty αi a βi, 1 ≤ i ≤ n lze použ́ıt také k určeńı
polynomů ϕ2

i (A) a ψ2
i (A), 1 ≤ i ≤ n, můžeme definovat nový iteračńı proces si ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n + 1 tak,

aby platilo f i = Asi + f = ϕ2
i (A)f , 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Lemma 33 Necht’ maticové polynomy ϕi a ψi splňuj́ı rekurentńı vztahy

ϕ1 = I, ψ1 = I

a
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ϕi+1 = ϕi − αiAψi

ψi+1 = ϕi+1 + βiψi

pro 1 ≤ i ≤ n. Pak maticové polynomy ϕ2
i a ψ2

i splňuj́ı rekurentńı vztahy

ϕ2
1 = I, ψ2

1 = I, ϕ1ψ1 = I

a

ϕi+1ψi = ϕiψi − αiAψ
2
i

ϕ2
i+1 = ϕ2

i − αiA(ϕiψi + ϕi+1ψi)
ϕi+1ψi+1 = ϕ2

i+1 + βiϕi+1ψi

ψ2
i+1 = ϕi+1ψi+1 + βi(ϕi+1ψi + βiψ

2
i )

pro 1 ≤ i ≤ n.

Důkaz Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro ϕi+1 polynomem ψi, dostaneme

ϕi+1ψi = ϕiψi − αiAψ
2
i

Umocńıme-li vztah pro ϕi+1, dostaneme

ϕ2
i+1 = ϕ2

i − 2αiAϕiψi + α2
iA

2ψ2
i = ϕ2

i − αiA(2ϕiψi − αiAψ
2
i )) =

= ϕ2
i − αiA(ϕiψi + ϕi+1ψi)

Vynásob́ıme-li rekurentńı vztah pro ψi+1 polynomem ϕi+1, dostaneme

ϕi+1ψi+1 = ϕ2
i+1 + βiϕi+1ψi

Umocńıme-li vztah pro ψi+1, dostaneme

ψ2
i+1 = ϕ2

i+1 + 2βiϕi+1ψi + β2
i ψ

2
i = ϕ2

i+1 + βiϕi+1ψi + βi(ϕi+1ψi + βiψ
2
i ) =

= ϕi+1ψi+1 + βi(ϕi+1ψi + βiψ
2
i )

Polož́ıme-li nyńı f i = ϕ2
i f , pi = ψ2

i f , vi = Aψ2
i f = Api, ui = ϕiψif , qi = ϕi+1ψif = ui − αivi,

dostaneme rekurentńı vztahy, které jsou základem metody CGS.

Definice 49 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces použ́ıvaj́ıćı
rekurentńı vztahy

s1 = 0, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f̃
T vi

qi = ui − αivi

si+1 = si − αi(ui + qi)

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i
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ui+1 = f i+1 + βiqi

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme umocněnou metodou sdružených gradient̊u (CGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Poznámka 153 Jsou-li splněny předpoklady věty 100 plat́ı

‖f i‖ = ‖ϕ2
i (A)f‖ ≤ ‖ϕi(A)‖‖ϕi(A)f‖ = ‖ϕi(A)‖‖fi‖

1 ≤ i ≤ n+1, takže metoda CGS najde řešeńı soustavy rovnic As+f = 0 po nejvýše n kroćıch (‖fn+1‖ = 0
podle věty 100).

Výhodou metody CGS je to, že nepouž́ıvá transponovanou matici, což je nutné pro konstrukci diferenčńıch
verźı nepř́ımé Newtonovy metody, kdy se násobeńı J(x)v nahrazuje diferenćı (f(x+δv)−f(x))/δ. Nevýhodou
metody CGS (stejně jako metody BCG) je to, že neńı založena na žádném minimalizačńım principu. Normy
rezidúı nemaj́ı monotonńı pr̊uběh a mohou dosti silně oscilovat. Proto se použ́ıvaj́ı daľśı úpravy metody
CGS založené na zhlazeńı norem rezidúı.

Lemma 34 Necht’ f i, i ∈ N , je posloupnost rezidúı určená metodou CGS. Necht’ f1 = f1 a

λi = −f
T

i+1(fi − f i+1)
‖fi − f i+1‖2

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1)

1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

λi = arg min
λ∈R

‖f i+1 + λ(fi − f i+1)‖

1 ≤ i ≤ n, takže ‖fi+1‖ ≤ ‖fi‖ (normy rezidúı monotonně klesaj́ı) a ‖fi+1‖ ≤ ‖f i+1‖ (řešeńı je nalezeno
po nejvýše n kroćıch).

Důkaz Zřejmě pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı

‖fi+1‖2 = ‖f i+1‖2 + 2λif
T

i+1(fi − f i+1) + λ2
i ‖fi − f i+1‖2

tato kvadratická funkce nabývá minima pro λi = −fT

i+1(fi − f i+1)/‖fi − f i+1‖2.

Rekurentńı vztahy pro fi (lemma 34) spolu s odpov́ıdaj́ıćımi rekurentńımi vztahy pro si jsou základem
jednoduše zhlazené metody CGS.

Definice 50 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T fi/f̃
T vi

qi = ui − αivi

si+1 = si − αi(ui + qi)

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T fi+1/f̃
T f i

ui+1 = f i+1 + βiqi
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pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

λi = −f
T

i+1(fi − f i+1)
‖fi − f i+1‖2

si+1 = si+1 + λi(si − si+1)

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1)

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme jednoduše zhlazenou metodou CGS (SSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a vektory
f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Ačkoliv normy rezidúı jednoduše zhlazené metody CGS maj́ı monotonńı pr̊uběh, pro konstrukci metod
s lokálně omezeným krokem je vhodněǰśı dvojnásobně zhlazená metoda CGS.

Definice 51 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn. Pak iteračńı proces

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a

vi = Api, αi = f̃T f i/f
T
vi

qi = ui − αivi

si+1 = si − αi(ui + qi)

f i+1 = f i − αiA(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃
T f i

ui+1 = f i+1 + βiqi

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

[λi, μi]T = arg min
[λ,μ]T ∈R2

‖f i+1 + λ(fi − f i+1) + μvi‖

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + μipi

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + μivi

pro 1 ≤ i ≤ n, nazveme dvojnásobně zhlazenou metodou CGS (DSCGS) určenou matićı A ∈ Rn×n a
vektory f ∈ Rn, f̃ ∈ Rn.

Poznámka 154 Vektor [λi, μi]T realizuj́ıćı minimum normy ‖fi+1‖ můžeme určit podle vzorce[
λi

μi

]
= −(V T

i Vi)−1V T
i f i+1

kde Vi = [fi−f i+1, vi] ∈ Rn×2 (odvozeńı tohoto vzorce je analogické odvozeńı vzorce pro λi v lemmatu 34).
Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı do vztahu pro fi+1, dostaneme fi+1 = Pif i+1, kde Pi = I − Vi(V T

i Vi)−1V T
i je

matice ortogonálńı projekce do podprostoru generovaného vektory fi − f i+1 a vi.
Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, že se použ́ıvá předpodmı́něńı. Vzhledem k tomu,

že při nepřesném řešeńı soustavy rovnic As + f = 0 nás zaj́ımá reziduum As + f , použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı, což znamená, že se řeš́ı soustava rovnic AC−1ŝ + f = 0 s předpodmı́ňovaćı matićı C−1

a pak se pokládá s = C−1ŝ. Jelikož úpravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky stejné uvedeme
pouze předpodmı́něnou verzi metody DSCGS, která použ́ıvá rekurentńı vztahy

s1 = 0, s1 = 0, f1 = f, f1 = f, p1 = f, u1 = f

a
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vi = AC−1pi, αi = f̃T f i/f̃
T vi

qi = ui − αivi

si+1 = si + αiC
−1(ui + qi)

f i+1 = f i + αiAC
−1(ui + qi), βi = f̃T f i+1/f̃

T f i

ui+1 = f i+1 + βiqi

pi+1 = ui+1 + βi(qi + βipi)

[λi, μi]T = −(V T
i Vi)−1V T

i f i+1

si+1 = si+1 + λi(si − si+1) + μiC
−1pi

fi+1 = f i+1 + λi(fi − f i+1) + μivi

pro 1 ≤ i ≤ n, (zde Vi = [fi − f i+1, vi] ∈ Rn×2).

Předpodmiňovaćı matice se obvykle voĺı tak, aby platilo C ≈ A. Pak matice AC−1 ≈ I je lépe
podmı́něná. Velmi účinné je předpodmiňováńı pomoćı neúplného trojúhelńıkového rozkladu.

P (A+ E) = LU

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami na hlavńı diagonále, U je horńı trojúhelńıková matice,
P je permutačńı matice a E je matice zahrnuj́ıćı vliv potlačováńı nově vznikaj́ıćıch nenulových prvk̊u.
Permutačńı matice se voĺı tak, aby matice PA měla nenulové prvky (pivoty) na hlavńı diagonále.

Nyńı se budeme zabývat metodou GMRES, která patř́ı mezi metody s dlouhými rekurentńımi vztahy.
Princip metody GMRES spoč́ıvá v tom, že se generuj́ı ortogonálńımi vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, tak, že qj
1 ≤ j ≤ i, tvoř́ı bázi v Krylovově podprostoru Ki. Vektor si+1 ∈ Rn se voĺı tak, aby platilo

si+1 = arg min
s∈Ki

‖As+ f‖ (M)

Metoda GMRES je tedy založena na minimalizačńım principu, což znamená, že normy rezidúı monotonně
klesaj́ı.

Ortonormálńı vektory qi, 1 ≤ i ≤ n se generuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu.
Klasický Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces použ́ıvá rekurentńı vztahy

β1q1 = f

a

q1i+1 = Aqi

αji = qT
j q

1
i+1

qj+1
i+1 = qj

i+1 − αjiqj

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1

1 ≤ i ≤ n − 1, kde koeficienty βi, 1 ≤ i ≤ n se vyb́ıraj́ı tak, aby vektory qi, 1 ≤ i ≤ n, měly jednotkovou
normu. Stabilněǰśı je modifikovaný Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

β1q1 = f

a

q1i+1 = Aqi
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αji = qT
j q

j
i+1

qj+1
i+1 = qj

i+1 − αjiqj

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1

1 ≤ i ≤ n − 1. Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces generuj́ıćı ortonormálńı báze Krylovových
podprostor̊u Ki, 1 ≤ i ≤ n, se také nazývá Arnoldiovým procesem určeným matićı A ∈ Rn×n a vektorem
f ∈ Rn.

Označ́ıme-li Qi = [q1, q2, . . . , qi] a

Hi =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
α11 α12 . . . α1i

β2 α22 . . . α2i

0 β3 . . . α3i

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(Hi ∈ R(i+1)×i je horńı Hessenbergova matice), můžeme Arnoldi̊uv proces zapsat v maticovém tvaru

AQi = Qi+1Hi

Polož́ıme-li si+1 = Qizi, kde zi ∈ Rn, plat́ı

‖Asi+1 + f‖ = ‖AQizi + f‖ = ‖Qi+1Hizi +Qi+1(β1e1)‖ = ‖Hizi + β1e1‖
takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Ri

‖Hiz + β1e1‖ (M)

Věta 101 Necht’ Kj �= Kj+1, 1 ≤ j ≤ i, Ki = Ki+1 a necht’ plat́ı (M). Pak Asi+1 + f = 0.

Důkaz Uvažujme Arnoldi̊uv proces určený regulárńı matićı A ∈ Rn×n a vektorem f . Jestliže Kj �= Kj+1,
1 ≤ j ≤ i a Ki = Ki+1, pak vektory qi, 1 ≤ j ≤ i, jsou lineárně nezávislé a βi+1 = 0. Plat́ı tedy

AQi = QiHi

kde Hi ∈ Ri×i je horńı Hessenbergova matice, která vznikne z matice Hi ∈ R(i+1)×i vyškrtnut́ım
posledńıho řádku. Jelikož matice AQi má lineárně nezávislé sloupce a A je regulárńı), je matice Hi

regulárńı a existuje řešeńı soustavy rovnic Hizi + β1e1 = 0. Polož́ıme-li si+1 = Qizi plat́ı

‖Asi+1 + f‖ = ‖Hizi + β1e1‖ = 0

Důsledek Metoda GMRES nalezne řešeńı soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvýše n kroćıch. Jestliže totiž
Kj �= Kj+1, 1 ≤ j < n, pak nutně Kn = Kn+1 = Rn. Metoda GMRES nemůže selhat, nebot’ βi+1 = 0
implikuje Asi+1 + f = 0.

Abychom mohli určit vektor zi vyhovuj́ıćı podmı́nce (M), je třeba provést ortogonálńı rozklad

Pi(Hizi + β1e1) =
[
Ri

0

]
zi +

[
hi

ηi+1

]
kde Pi = P iP i−1 . . . P 1 je součin Givensových matic elementárńıch rotaćı a

Ri =

⎡
⎣ ρ11 ρ12 . . . ρ1i

0 ρ22 . . . ρ2i

0 0 . . . ρii

⎤
⎦ , hi =

⎡
⎢⎢⎣
η1
η2
. . .
ηi

⎤
⎥⎥⎦

Je to postup, který byl již použit v metodě LSQR (odd́ıl 7.8), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze výsledné rekurentńı vztahy metody GMRES.
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Definice 52 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

β1q1 = f, η1 = β1

a

q1i+1 = Aqi

α1i = qT
1 q

1
i+1, q2i+1 = q1i+1 − α1iq1

αji = qT
j q

j
i+1, qj+1

i+1 = qj
i+1 − αjiqj

ρj−1i = λj−1αj−1i + τj−1αji

αji = −λj−1αj−1i + τj−1αji

⎫⎬
⎭ 1 < j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1

ρii =
√
α2

ii + β2
i+1

λi =
αii

ρii
, τi =

βi+1

ρii

ηi = λiηi, ηi+1 = −τiηi

1 ≤ i ≤ n, nazveme metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.

Použ́ıváme-li metodu GMRES, můžeme minimalizačńı podmı́nku přepsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Rn

∥∥∥∥
[
Ri

0

]
z +

[
hi

ηi+1

]∥∥∥∥
Plat́ı tedy Rizi+hi = 0 (matice Ri je horńı trojúhelńıková) a polož́ıme-li si+1 = Qizi, plat́ı ‖ Asi+1+f ‖ =
|ηi+1|. Č́ısla |ηi|, 1 ≤ i ≤ n + 1, jsou tedy normy rezidúı fi = Asi + f , 1 ≤ i ≤ n + 1. Jakmile metoda
GMRES źıská dostatečně, malé rezidium |(ηi+1| ≤ ω‖f‖) můžeme proces ukončit a položit si+1 = Qizi,
kde Rizi + hi = 0.

Metodu GMRES můžeme r̊uzným zp̊usobem modifikovat. Generujeme-li ortonormálńı bázi v po-
sunutých Krylovových podprostorech

AKi = span{Af, . . . , Aif}
odpadne použit́ı ortogonálńıho rozkladu. Vektory qj , 1 ≤ j ≤ i se opět určuj́ı pomoćı Gramova-Schmidtova
ortogonalizačńıho procesu, takže plat́ı

AQi−1 = QiHi−1

kde Hi−1 ∈ Ri×(i−1) je horńı Hessenbergova matice. Zvoĺıme-li vektor q1 tak, že β1q1 = Af , můžeme psát

[Af,AQi−1] = Qi[β1e1,Hi−1] = QiRi

kde

Ri =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
β1 α11 α12 . . . α1i−1

0 β2 α22 . . . α2i−1

0 0 β3 . . . α3i−1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . βi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(Ri ∈ Ri×i je horńı trojúhelńıková matice). Polož́ıme-li

si+1 = [f,Qi−1]zi
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plat́ı si+1 ∈ Ki, nebot’ vektory f a qj , 1 ≤ j ≤ i− 1, jsou lineárně nezávislé. Dále plat́ı

‖Asi+1 + f‖ = ‖[Af,AQi−1]zi + f‖ = ‖QiRizi + f‖
takže minimalizačńı podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru

zi = arg min
z∈Ri

‖QiRiz + f‖
Normálńı soustava rovnic pro tento problém nejmenš́ıch čtverc̊u má tvar RT

i Q
T
i QiRizi + RT

i Q
T
i f = 0,

takže

Rizi +QT
i f = 0

což po dosazeńı do vzorce pro reziduum dává

fi+1 = Asi+1 + f = (I −QiQ
T
i )f = fi − qiq

T
i f

Jelikož z ortogonality plyne qT
i Qi−1 = 0, můžeme psát qT

i fi = qT
i (I −Qi−1Q

T
i−1)f = qT

i f , což dává

fi+1 = fi − qiq
T
i fi

Tento vzorec zlepšuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosažené výsledky, můžeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.

Definice 53 Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı matice a f ∈ Rn. Pak iteračńı proces

f1 = f, β1q1 = Af

a

γi = qT
i fi

fi+1 = fi − γiqi

q1i+1 = Aqi

αji = qT
j q

j
i+1

qj+1
i+1 = qj

i+1 − αjiqj

}
1 ≤ j ≤ i

βi+1qi+1 = qi+1
i+1

1 ≤ i ≤ n− 1, nazveme modifikovanou metodou GMRES určenou matićı A ∈ Rn×n a vektorem f ∈ Rn.
Jakmile modifikovaná metoda GMRES źıská dostatečně malé rezidium (‖fi+1‖ ≤ ω‖f‖), m̊užeme proces

ukončit a položit si+1 = [f,Qi−1]zi, kde⎡
⎢⎢⎣
β1 α11 . . . α1i−1

0 β2 . . . α2i−1

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βi

⎤
⎥⎥⎦ zi =

⎡
⎢⎢⎣
γ1

γ2

. . .
γi

⎤
⎥⎥⎦

Poznámka 155 Základńı i modifikovanou metodu GMRES lze snadno předpodmiňovat (použ́ıvá se pravé
předpodmı́něńı). V tomto př́ıpadě se mı́sto matice A použ́ıvá matice AC−1 a vektor si+1 ∈ Rn se určuje
podle vzorce

si+1 = −C−1QiR
−1
i hi

(základńı metoda) nebo

si+1 = −C−1[f,Qi−1]R−1
i QT

i f

(modifikovaná metoda). Předpodmiňovaćı matice C−1 se opět voĺı tak, aby platilo C ≈ A.
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9.8 Metody s lokálně omezeným krokem

Poznámka 156 Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES můžeme použ́ıt ke konstrukci nepřesných
metod s lokálně omezeným krokem. V tomto př́ıpadě se generuje posloupnost vektor̊u si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n,
které aproximuj́ı řešeńı soustavy rovnic As + f = 0, a pak se pokládá s = si+1, pokud ‖si+1‖ ≤ Δ a
‖fi+1‖ ≤ ω‖f‖, 0 ≤ ω < 1, nebo s = si + αi(si+1 − si) a ‖s‖ = Δ, pokud ‖sj‖ < Δ, ‖fj‖ > ω‖f‖,
1 ≤ j ≤ i, a ‖si+1‖ ≥ Δ. Tato volba zřejmě splňuje podmı́nky (T1a), (T1b) metody s lokálně omezeným
krokem (definice 46). Nav́ıc je třeba zformulovat předpoklady, aby byla splněna i podmı́nka (T1c), neboli

‖f‖ − ‖As+ f‖ ≥ 2σ‖As‖)
kde σ je nějaká konstanta. V daľśım textu budeme předpokládat, že matice A splňuje podmı́nku ‖I−A‖ ≤
ν < 1, což lze doćılit vhodným předpodmı́něńım (mı́sto matice A se použ́ıvá matice AC−1 taková, že
‖I −AC−1‖ ≤ ν < 1).

Lemma 35 Necht’ ‖I − A‖ ≤ ν < 1 a necht’ si+1 ∈ Rn, i = 1, . . . , n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS. Pak

‖f‖2 − ‖ri+1‖2 ≥ η2‖f‖2

kde η = (1 − ν)/(1 + ν).

Důkaz (a) Nejprve ukážeme, že

|fTAf | ≥ 1 − ν

1 + ν
‖f‖‖Af‖ = η‖f‖‖Af‖

Podle předpokladu plat́ı

|fTAf | = |fT f − fT (I −A)f | ≥ |fT f | − |fT (I −A)f |
≥ ‖f‖2 − ‖I −A‖‖f‖2 ≥ (1 − ν)‖f‖2

a
‖Af‖ ≤ ‖f‖ + ‖I −A‖‖f‖ ≤ (1 + ν)‖f‖

což dohromady dává dokazovanou nerovnost.
(b) Protože posloupnost norem rezidúı metody GMRES i dvojnásobně zhlazené metody CGS je nerostoućı,
stač́ı dokázat, že

‖f‖2 − ‖r2‖2 ≥ η2‖f‖2.

Uvažejme nejprve metodu GMRES. Jelikož s1 = 0 a K1 = span{f}, plat́ı

‖r2‖ = min
μ∈R

‖A(μf) + f‖

Z podmı́nky optimality

μ1
Δ= arg min

μ∈R
‖A(μf) + f‖2 = arg min

μ∈R
(μ2‖Af‖2 + 2μfTAf + ‖f‖2)

dostaneme μ1 = −fTAf/‖Af‖2 takže pro normu residua r2 plat́ı

‖r2‖2 =
(fTAf)2

‖Af‖4
‖Af‖2 − 2

(fTAf)2

‖Af‖2
+ ‖f‖2 = ‖f‖2 − (fTAf)2

‖Af‖2‖f‖2
‖f‖2

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzeńı lemmatu pro metodu GMRES. Uvažujme nyńı dvojnásobně
zhlazenou metodu CGS. Pak plat́ı

‖r2‖ = min
[λ,μ]T ∈R2

‖r2 + λ(f − r2) + μv1‖ ≤ min
μ∈R

‖f + μv1‖ = min
μ∈R

‖f + μAf‖

(po dosazeńı λ = 1) což dává stejný výsledek jako v př́ıpadě metody GMRES.
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Lemma 36 Necht’ jsou splněny předpoklady lemmatu 35 a necht’ s ∈ Rn je vektor určený metodou GMRES
nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce 156. Pak plat́ı

‖f‖ − ‖As+ f‖ ≥ 2σ‖As‖
kde 2σ = η2/8.

Důkaz (a) Necht’ ‖si+1‖ < Δ a ‖ri+1‖ ≤ ω‖f‖. Pak podle lemmatu 35 plat́ı

2‖f‖ (‖f‖ − ‖ri+1‖) ≥ ‖f‖2 − ‖ri+1‖2 ≥ η2‖f‖2

což dohromady z odhadem A‖s‖ ≤ ‖As‖ ≤ 2‖f‖ dává

‖f‖ − ‖ri+1‖ ≥ 1
2
η2‖f‖ ≥ 1

4
η2‖As‖

(b) Necht’ ‖si+1‖ ≥ Δ a i > 1. Pak plat́ı s = τisi+1 + (1 − τi)si s 0 < τi ≤ 1, takže

‖As+ f‖ = ‖τi(Asi+1 + f) + (1 − τi)(Asi + f)‖ ≤ τi‖ri+1‖ + (1 − τi)‖ri‖
a lemma 35 spolu s odhadem A‖s‖ ≤ ‖As‖ ≤ 2‖f‖ dává

‖f‖ − ‖As+ f‖ ≥ τi (‖f‖ − ‖ri+1‖) + (1 − τi (‖f‖ − ‖ri‖) ≥ 1
2
η2‖f‖ ≥ 1

4
η2‖As‖

(c) Necht’ ‖si+1‖ ≥ Δ a i = 1. Pak plat́ı s = τ1s2, kde 0 < τ1 ≤ 1. Můžeme tedy psát

‖f‖2 − ‖As+ f‖2 = ‖f‖2 − τ2
1 ‖As2‖2 − 2τ1fTAs2 − ‖f‖2

= −τ2
1 ‖As2‖2 − 2τ1fTAs2 ≥ τ1

(−‖As2‖2 − 2fTAs2
)

= τ1
(‖f‖2 − ‖As2 + f‖2

)
(nebot’ τ2

1 ≤ τ1 pro 0 < τ1 ≤ 1), nebo

2‖f‖ (‖f‖ − ‖As+ f‖) ≥ ‖f‖2 − ‖As+ f‖2 ≥ τ1
(‖f‖2 − ‖r2‖2

)
≥ τ1‖f‖ (‖f‖ − ‖r2‖)

takže
‖f‖ − ‖As+ f‖ ≥ 1

2
τ1 (‖f‖ − ‖r2‖) ≥ 1

4
τ1η

2‖f‖
jako v př́ıpadě (a). Plat́ı tedy

2‖f‖ ≥ ‖r2 − f‖ = ‖As2‖
což po dosazeńı do předchoźı nerovnosti dává

‖f‖ − ‖As+ f‖ ≥ 1
8
τ1η

2‖As2‖ =
1
8
η2‖As‖

Věta 102 Necht’ ‖I − Ai‖ ≤ ν < 1, i ∈ N a necht’ si ∈ Rn, i ∈ N , jsou směrové vektory určené metodou
GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodou CGS tak jako v poznámce 156. Pak jsou splněny podmı́nky
(T1a)-(T1c) a směrové vektory si ∈ Rn, i ∈ N , m̊užeme použ́ıt ke konstrukci nepřesné metody s lokálně
omezeným krokem. Je-li tato metoda aplikována na funkci f : Rn → Rn vyhovuj́ıćı předpoklad̊um (J3)-(J5)
a splňuj́ı-li matice Ai, i ∈ N podmı́nky (A5)-(A4), plat́ı xi → x
 a f(x
) = 0.

Důkaz Tvrzeńı věty je bezprostředńım d̊usledkem lemmatu 36 a věty 90.

Metodu GMRES nebo dvojnásobně zhlazenou metodu CGS můžeme také použ́ıt ke konstrukci metod,
které se nazývaj́ı metodami pśı nohy. V tomto př́ıpadě se generuj́ı vektory si+1 ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m, kde
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m � n (obvykle 1 ≤ m ≤ 3). Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ‖si+1‖ ≤ Δ a ‖fi+1‖ ≤ ω‖f‖,
0 ≤ ω < 1, pokládáme s = si+1. Jestliže pro nějaký index 1 ≤ i ≤ m plat́ı ‖sj‖ < Δ, ‖fj‖ > ω‖f‖,
1 ≤ j ≤ i, a ‖si+1‖ ≥ Δ, pokládáme s = si +αi(si+1−si) tak, že ‖s‖ = Δ. Nenastane-li ani jeden z těchto
př́ıpad̊u urč́ıme pomoćı některé př́ımé eliminačńı metody řešeńı s∗ ∈ Rn soustavy rovnic As + f = 0 a
pokládáme s = sm+1 + αm+1(s∗ − sm+1). Jednoduše se dá ukázat (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 36
nebo v d̊ukazu lemmatu ??), že pokud plat́ı Δ ≥ γ‖f‖ nebo |fTAf | ≥ ε‖f‖‖Af‖, je splněna podmı́nka
(T1c).

Následuj́ıćı tabulka ukazuje srovnáńı několika realizaćı diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké
úlohy (DSCGS znač́ı dvojnásobně zhlazenou metodu CGS, GMRES(30) nebo GMRES(10) znač́ı metodu
GMRES restartovanou vždy po 30 nebo 10 kroćıch Arnoldiova procesu, S znač́ı metodu spádových směr̊u,
T znač́ı metodu s lokálně omezeným krokem a LU znač́ı předpodmiňováńı pomoćı neúplného LU rozkladu)
pro řešeńı 18 rozsáhlých ř́ıdkých systémů nelineárńıch rovnic se 100 neznámými (jsou uvedeny celkové počty
iteraćı NIT a funkčńıch hodnot NFV, jakož i celkový čas výpočtu).

Metoda NIT-NFV čas
Newtonova + DSCGS (S) 330-2010 8.07
Newtonova + DSCGS (S + LU) 235-1184 3.79
Newtonova + GMRES(30) (S) 346-2081 14.78
Newtonova + GMRES(10) (S + LU) 235-1184 3.85
Newtonova př́ımá (S + kompletńı LU) 238-1200 5.21
Newtonova + DSCGS (T) 431-1851 8.96
Newtonova + DSCGS (T + LU) 234-1050 3.79
Newtonova + GMRES(30) (T) 337-1570 13.07
Newtonova + GMRES(10) (T + LU) 236-1061 3.95
Newtonova př́ımá (T + kompletńı LU) 221- 975 5.00

V daľśı tabulce je uvedeno srovnáńı několika metod (diferenčńı verze Newtonovy metody pro ř́ıdké úlohy,
Schubertova kvazinewtonovská metoda, pětikroková Broydenova metoda s omezenou pamět́ı, diferenčńı
verze nepřesné Newtonovy metody, Liova metoda se Schubertovou aktualizaćı) realizovaných s lokálně
omezeným krokem s metodou DSCGS bez předpodmı́něńı pro řešeńı 18 rozsáhlých ř́ıdkých systémů ne-
lineárńıch rovnic se 100 neznámými (jsou uvedeny celkové počty iteraćı NIT a funkčńıch hodnot NFV,
jakož i celkový čas výpočtu).

Metoda NIT-NFV čas
Newtonova 389-1784 7.58
Schubertova 739-1288 10.98
5 - Broydenova 647-1322 12.03
Nepřesná Newtonova (diferenčńı verze) 517-6668 15.65
Liova s aktualizaćı 681-1592 11.09

10 Optimalizace dynamických systémů

Uvažujeme úlohu s účelovou funkćı

F (x) =
∫ t1

t0

fA(y(x, t), t) dt+ fT (y(x, t1)) (O)

kde

dy(x, t)
dt

= fS(x, y(x, t), t), y(x, t0) = fI(x) . (D)
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Přitom x ∈ Rn, y : Rn × [t0, t1] → RnS , F : Rn → R, fA : RnS × [t0, t1] → R, fT : RnS → R,
fS : Rn ×RnS × [t0, t1] → RnS , fI : Rn → RnS . Odstraněńı integrálu:

F (x) = FA(x, t1) + fT (y(x, t1)) (O)

kde

dy(x, t)
dt

= fS(x, y, t), y(x, t0) = fI(x)

dFA(x, t)
dt

= fA(y, t), FA(x, t0) = 0 (D)

Celkem se řeš́ı nS + 1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru. Stač́ı spoč́ıtat hodnoty na konci intervalu.
Úloha (O) + (D) se řeš́ı pomoćı gradientńıch optimalizačńıch metod (CG, VM, N) proto je třeba poč́ıtat
derivace účelové funkce. Předpoklady:

(A1) Existuje spojité řešeńı systému (D) na intervalu [t0, t1] kdykoliv x ∈ X ⊂ Rn.

(A2) Funkce fA, fT , fS , fI jsou dvakrát spojitě diferencovatelné na X ⊂ Rn.

Přitom X ⊂ Rn je oblast obsahuj́ıćı všechny body xi ∈ Rn i ∈ N , źıskané během iteračńıho procesu.

10.1 Př́ımý výpočet gradientu

Označme u(x, t) = dy(x, t)/dx, takže u : Rn × [t0, t1] → RnS×n. Derivováńım (O) a (D) dostaneme

gT (x) = gT
A(x, t1) +

∂fT (y(x, t1))
∂y

u(x, t1) (O1)

kde

du(x, t)
dt

=
∂fS(x, y, t)

∂y
u(x, t) +

∂fS(x, y, t)
∂x

, u(x, t0) =
dfI(x)
dx

dgT
A(x, t)
dt

=
∂fA(y, t)

∂y
u(x, t), gT

A(x, t0) = 0 (D1)

Přitom gT (x) = dF (x)/dx, gT
A(x, t) = dFA(x, t)/dx. Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n+ 1) diferenciálńıch rovnic

v př́ımém směru.

10.2 Zpětný výpočet gradient̊u

Necht’ p(t) je libovolná funkce taková, že p : [t0, t1] → RnS a necht’ y(x, t) je řešeńı systému (D), takže
fS(x, y, t) − dy(x, t)/dt = 0 pro t ∈ [t0, t1]. Použijeme-li (O), můžeme psát

F (x) =
∫ t1

t0

{fA(y, t) + pT (t)(fS(x, y, t) − dy(x, t)
dt

)} dt+ fT (y(x, t1))

a použit́ım pravidla integrováńı per partes dostaneme

F (x) =
∫ t1

t0

{fA(y, t) + pT (t)fS(x, y, t) +
dpT (t)
dt

y(x, t)} dt

+pT (t0)y(x, t0) − pT (t1)y(x, t1) + fT (y(x, t1)) .

Nyńı můžeme F (x) derivovat podle x, takže
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gT (x) =
∫ t1

t0

{[
∂fA(y, t)

∂y
+ pT (t)

∂fS(x, y, t)
∂y

+
dpT (t)
dt

]
dy(x, t)
dx

+ pT (t)
∂fS(x, y, t)

∂x

}
dt

+pT (t0)
dfI(x)
dx

+
[
∂fT (y(x, t1))

∂y
− pT (t1)

]
dy(x, t1)
dx

.

Zvoĺıme-li funkci p(t) tak, aby vypadly všechny členy s dy(x, t)/dt, čili tak, že

−dp(x, t)
dt

= (
∂fS(x, y, t)

∂y
)T p(x, t) + (

∂fA(y, t)
∂y

)T , p(x, t1) = (
∂fT (y(x, t1))

∂y
)T

pak plat́ı

gT (x) =
∫ t1

t0

pT (x, t)
∂fS(x, y, t)

∂x
dt+ pT (x, t0)

dfI(x)
dx

.

Dohromady to lze zapsat takto

g(x) = g̃A(x, t0) + (
dfI(x)
dx

)T p(x, t0) (O2)

kde

−dp(x, t)
dt

= (
∂fS(x, y, t)

∂y
)T p(x, t) + (

∂fA(y, t)
∂y

)T , p(x, t1) = (
∂fT (y(x, t1))

∂y
)T

a

−dg̃A(x, t)
dt

= (
∂fS(x, y, t)

∂x
)T p(t), g̃A(x, t1) = 0 (D2)

Celkem se řeš́ı nS + 1 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru a 2nS + n diferenciálńıch rovnic ve zpětném
směru.

10.3 Př́ımý výpočet Hessovy matice

Označme v(x, t) = du(x, t)/dx = d2y(x, t)/dx2, takže v : Rn × [t0, t1] → RnS×n×n. Derivováńım (O1) a
(D1) dostaneme

G(x) = GA(x, t1) + uT (x, t1)
∂2fT (y(x, t1))

∂y2
u(x, t1) +

∂fT (y(x, t1))
∂y

v(x, t1) (O3)

kde

dv(x, t)
dt

=
∂fS(x, y, t)

∂y
v(x, t)

+
[
∂2fS(x, y, t)

∂y2
u(x, t) +

∂2fS(x, y, t)
∂y∂x

]
u(x, t)

+
∂2fS(x, y, t)

∂x∂y
u(x, t) +

∂2fS(x, y, t)
∂x2

,

v(x, t0) =
d2fI(x)
dx2
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dGA(x, t)
dt

= uT (x, t)
∂2fA(y, t)

∂y2
u(x, t) +

∂fA(y, t)
∂y

v(x, t), GA(x, t0) = 0 (D3)

Přitom G(x) = d2F (x)/dx2 a GA(x) = d2fA(x, t)/dx2. Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n2 +n+ 1) diferenciálńıch
rovnic v př́ımém směru.

10.4 Př́ımá aproximace Hessovy matice (součet čtverc̊u)

fA(y, t) =
1
2
(y(x, t) − z(t))TW (t)(y(x, t) − z(t))

∂fA(y, t)
∂y

= W (t)(y(x, t) − z(t)),
∂2fA(y, t)

∂y2
= W (t)

a podobně

fT (y(x, t1)) =
1
2
(y(x, t1) − z(t1))TW1(y(x, t1) − z(t1))

∂fT (y(x, t1))
∂y

= W1(y(x, t1) − z(t1)),
∂2fT (y(x, t1))

∂y2
= W1

Přitom z : [t0, t1] → RnS , W : [t0, t1] → RnS×nS (SPD) (obecně W1 �= W (t1)). Jestliže F (x) → 0, pak
nutně y(x, t) → z(t) takže ∂fA(y(x, t), t)/∂y → 0 a ∂fT (y(x, t1))/∂y → 0. Můžeme tedy zanedbat tyto
členy v (O3) a (D3). Dostaneme tak

G(x) ≈ B(x) = BA(x, t1) + uT (x, t1)W1u(x, t1) (O4)

kde

dBA(x, t)
dt

= uT (x, t)W (t)u(x, t), BA(x, t0) = 0 (D4)

Celkem se řeš́ı (nS + 1)(n+ 1) + n2 diferenciálńıch rovnic v př́ımém směru.
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11 Základy nehladké analýzy

11.1 Konvexńı množiny

Definice 54 Řekněme, že množina C ∈ Rn je konvexńı, jestlǐze z x ∈ C, y ∈ C plyne

λx+ (1 − λ)y ∈ C, (18)

pokud 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 157 Vztah (18) můžeme zapsat ve tvaru

y + λ(x− y) ∈ C.

Definice 55 Necht’ m ≥ 1, xi ∈ Rn, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1. Pak bod

x =
m∑

i=1

λixi,

nazveme konvexńı kombinaćı bod̊u xi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m.

Věta 103 Množina C ⊂ Rn je konvexńı právě tehdy, obsahuje-li všechny konvexńı kombinace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina C všechny konvexńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı kombinace
tvaru (18), takže je konvexńı. Opačnou implikaci dokážeme indukćı. Předpokládejme, že C obsahuje
všechny konvexńı kombinace svých m bod̊u, kde m ≥ 1 (pro m = 1 je to zřejmé, nebot’ x1 ∈ C a λ1 = 1).
Pak pro xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m+ 1, λ1 + . . .+ λm+1 = 1 můzeme psát

m+1∑
i=1

λixi =
m∑

i=1

λixi + λm+1xm+1 = (1 − λm+1)x′m+1 + λm+1xm+1 ∈ C,

kde

x′m+1 =
m∑

i=1

λi∑m
j=1 λj

xi
Δ=

m∑
i=1

λ′ixi ∈ C,

nebot’ xi ∈ C, λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′1 + . . .+ λ′m = 1. �

Věta 104 Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Důkaz Necht’ C =
⋂
i

Ci, kde Ci ⊂ Rn jsou konvexńı množiny. Necht’ x ∈ C, y ∈ C. Pak plat́ı x ∈ Ci a

y ∈ Ci ∀i a tedy λx+ (1 − λ)y ∈ Ci ∀i pokud 0 ≤ λ ≤ 1. Odtud plyne, že λx+ (1 − λ)y ∈ C. �

Věta 105 Lineárńı kombinace konvexńıch množin je konvexńı množinou.

Důkaz Necht’ C =
∑

i λiCi, kde Ci ⊂ Rn jsou konvexńı množiny. Necht’ x ∈ C, y ∈ C. Pak pro 0 ≤ λ ≤ 1
plat́ı

λx+ (1 − λ)y = λ
∑

i

λixi + (1 − λ)
∑

i

λiyi =
∑

i

λi(λxi + (1 − λ)yi)
Δ=
∑

i

λizi.

Jelikož xi ∈ Ci, yi ∈ Ci, plat́ı zi = λxi + (1 − λ)yi ∈ Ci takže λx+ (1 − λ)y ∈ C. �
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Definice 56 Konvexńım obalem množiny C ⊂ Rn nazveme pr̊unik

conv C =
⋂
α

Cα

všech konvexńıch množin Cα ∈ Rn obsahuj́ıćıch C.

Poznámka 158 Zřejmě plat́ı C ⊂ conv C.

Věta 106 Konvexńı obal množiny C ⊂ Rn je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u z C, tedy všech
bod̊u tvaru

y =
m∑

i=1

λixi, (19)

kde m ≥ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1.

Důkaz Necht’ C̃ je množina všech konvexńıch kombinaćı bod̊u z C. Jelikož C̃ je konvexńı, plat́ı conv C ⊂ C̃.
Necht’ y ∈ C̃, takže y = λ1x1 + . . . + λmxm, kde xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . . + λm = 1. Jelikož
xi ∈ Cα, 1 ≤ i ≤ m, pro každou konvexńı množinu Cα ⊂ Rn obsahuj́ıćı C, plat́ı

y ∈ conv C =
⋂
α

Cα,

což dává C̃ ⊂ conv C �

Věta 107 (Caratheodory) Necht’ y ∈ conv C, kde C ⊂ Rn. Pak existuje nejvýše n + 1 bod̊u xi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1, takových, že y je jejich konvexńı kombinaćı.

Důkaz Dokážeme, že pokud plat́ı (19) s m > n + 1, lze vždy sńıžit počet bod̊u v konvexńı kombinaci.
Jelikož m je přirozené č́ıslo (konečné), dostaneme po konečném počtu takových sńıžeńı konvexńı kombinaci
s nejvýše n+ 1 body. Necht’ tedy

y =
m∑

i=1

λixi,

kde m > n+ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ1 + . . .+ λm = 1. Označme

ŷ =
[
y
1

]
, x̂i =

[
xi

1

]
, 1 ≤ i ≤ m.

Pak ŷ ∈ Rn+1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m (s kladnými koeficienty). Jelikož
m > n+ 1, jsou vektory x̂i ∈ Rn+1, 1 ≤ i ≤ m, lineárně závislé. Existuj́ı tedy koeficienty αi, 1 ≤ i ≤ m, z
nichž alespoň jeden je nenulový tak, že

m∑
i=1

αix̂i = 0. (20)

Protože posledńı složky vektor̊u x̂i jsou jednotkové, muśı platit

m∑
i=1

αi = 0,

takže alespoň jeden z těchto koeficient̊u je záporný. Spoj́ıme-li (19) a (20) dostaneme

ŷ =
m∑

i=1

λix̂i =
m∑

i=1

λix̂i + λ

m∑
i=1

αix̂i =
m∑

i=1

(λi + λαi)x̂i
Δ=

m∑
i=1

λ′ix̂i
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pro libovolné č́ıslo λ > 0. Necht’

λ = −λj

αj
= min

αi<0

(
−λi

αi

)
.

Pak plat́ı λ′i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, λ′j = 0, λ′1 + . . . + λ′m = 1, takže bod y je konvexńı kombinaćı bod̊u
x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . xm, kterých je m− 1. �

Věta 108 Je-li množina C kompaktńı, je i množina conv C kompaktńı.

Důkaz Necht’ {xi} ⊂ conv C je posloupnost taková, že xi → x ∈ Rn. Máme dokázat, že x ∈ conv C.
Jelikož xi ∈ conv C, existuj́ı podle Věty 107 vektory yk

i ∈ C a č́ısla λk
i ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n+1, λ1

i +. . .+λn+1
i = 1

takové, že xi = λ1
i y

1
i + . . . + λn+1

i yn+1
i . Protože množina C je kompaktńı a č́ıslo n + 1 je konečné, lze

vybrat podposloupnost {x̃i} ⊂ {xi} takovou, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti {ỹk
i } ⊂ {yk

i }, {λ̃k
i } ⊂ {λk

i },
1 ≤ k ≤ n + 1, jsou konvergentńı, čili ỹk

i → ỹk ∈ C, λ̃k
i → λ̃k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n + 1, λ̃1 + . . . + λ̃n+1 = 1.

Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát

x = lim
i→∞

xi = lim
i→∞

x̃i = lim
i→∞

(
n+1∑
k=1

λ̃k
i ỹ

k
i

)

=
n+1∑
k=1

(
lim

i→∞
λ̃k

i

)(
lim

i→∞
ỹk

i

)
=

n+1∑
k=1

λ̃kỹk ∈ conv C.

�

Definice 57 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

dC(x) = inf
y∈C

‖y − x‖

nazveme vzdálenost́ı bodu x od množiny C (nebo vzdálenostńı funkćı množiny C).

Poznámka 159 Je-li množina C ⊂ Rn uzavřená, plat́ı

dC(x) = min
y∈C

‖y − x‖.

Plyne to z toho, že pro libovolný bod z ∈ C plat́ı dC(x) = dC∩B(x), kde B = B(x, ‖z − x‖), a konvexńı
množina C ∩ B je kompaktńı, takže na ńı nabývá vzdálenostńı funkce svého minima. V daľśım výkladu
se omeźıme na uzavřené množiny i když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.

Věta 109 Necht’ množina C ⊂ Rn je uzavřená. Pak vzdálenostńı funkce dC je lipschitzovská v Rn s
koeficientem L = 1. Je-li C konvexńı, je dC konvexńı v Rn a ke každému bodu x ∈ Rn existuje právě jeden
bod y ∈ C takový, že

‖y − x‖ = dC(x).

Důkaz Necht’ x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn. Podle Poznámky 159 existuje bod y ∈ C takový, že

‖y − x1‖ = dC(x1).

Plat́ı tedy

dC(x2) ≤ ‖y − x2‖ ≤ ‖y − x1‖ + ‖x1 − x2‖ = dC(x1) + ‖x2 − x1‖,
neboli
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dC(x2) − dC(x1) ≤ ‖x2 − x1‖.
Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|dC(x2) − dC(x1)| ≤ ‖x2 − x1‖,
takže funkce dC je lipschitzovská v Rn s koeficientem L = 1 (Definice 68). Necht’ nyńı C je konvexńı,
x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn. Podle Poznámky 159 existuj́ı body y1 ∈ C, y2 ∈ C tak, že

‖y1 − x1‖ = dC(x1),
‖y2 − x2‖ = dC(x2).

Položme y = λ1y1 + λ2y2, kde λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 a λ1 + λ2 = 1. Zřejmě y ∈ C, takže plat́ı

dC(λ1x1 + λ2x2) ≤ ‖y − λ1x1 − λ2x2‖ ≤ λ1‖y1 − x1‖ + λ2‖y2 − x2‖
= λ1dC(x1) + λ2dC(x2)

a dC je konvexńı v Rn (Definice 65). Předpokládejme nyńı, že C je konvexńı a y1 ∈ C, y2 ∈ C jsou dva
r̊uzné body takové, že ‖y1 − x‖ = dC(x), ‖y2 − x‖ = dC(x). Pak

‖y2 − y1‖2 = ‖(y2 − x) − (y1 − x)‖2 = ‖y2 − x‖2 + ‖y1 − x‖2 − 2(y2 − x)T (y1 − x) > 0

takže

(y2 − x)T (y1 − x) < d2
C(x). (21)

Položme nyńı y = 1
2 (y2 + y1). Jelikož C je konvexńı, plat́ı y ∈ C. Dále podle (21) plat́ı

‖y − x‖2 =
1
4
(‖y2 − x‖2 + ‖y1 − x‖2 + 2(y2 − x)T (y1 − x)

)
< d2

C(x),

což je spor, nebot’ y ∈ C, takže podle Poznámky 159 dC(x) ≤ ‖y − x‖. �

Definice 58 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y ∈ C je bod takový, že ‖y − x‖ =
dC(x). Pak řekneme, že y je projekćı bodu x do množiny C a ṕı̌seme y = PC(x).

Lemma 37 . Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, x ∈ Rn a y = PC(x). Pak plat́ı

(x− y)(z − y) ≤ 0 ∀z ∈ C

Důkaz Jelikož y ∈ C, z ∈ C a C je konvexńı, plat́ı y+λ(z− y) = λz+(1−λ)y ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. Označme

ϕ(λ) = ‖y + λ(z − y) − x‖2 = ‖y − x‖2 − 2λ(x− y)T (z − y) + λ2‖z − y‖2.

Pak zřejmě ϕ(0) = dC(x) a ϕ′(0) = −2(x − y)T (z − y). Pokud by platilo (x − y)T (z − y) > 0, neboli
ϕ′(0) < 0, existovala by hodnota 0 < λ ≤ 1 taková, že ϕ(λ) < ϕ(0), neboli ‖y + λ(z − y) − x‖2 < dC(x),
což neńı možné, nebot’ y + λ(z − y) ∈ C ∀0 ≤ λ ≤ 1. �

Věta 110 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina. Pak

‖PC(x2) − PC(x1)‖ ≤ ‖x2 − x1‖ ∀x1, x2 ∈ Rn.
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Důkaz Necht’ y1 = PC(x1) a y2 = PC(x2). Podle Lemmatu 37 plat́ı

(x1 − y1)(z1 − y1) ≤ 0 ∀z1 ∈ C,

(x2 − y2)(z2 − y2) ≤ 0 ∀z2 ∈ C.

Dosad́ıme-li z1 = y2, z2 = y1 a sečteme-li obě nerovnosti, dostaneme

((y2 − y1) − (x2 − x1))T (y2 − y1) ≤ 0,

neboli

‖y2 − y1‖2 ≤ (x2 − x1)T (y2 − y1) ≤ ‖x2 − x1‖‖y2 − y1‖,
což dává ‖y2 − y1‖ ≤ ‖x2 − x1‖. �

Definice 59 Necht’ a ∈ Rn a α ∈ R pak množinu

H(a, α) = {y ∈ Rn : aT y ≤ α}
nazveme poloprostorem určeným normálovým vektorem a a č́ıslem α.

Věta 111 Poloprostor H(a, α) je uzavřenou konvexńı množinou.

Důkaz (a) Necht’ {yi} ⊂ H(a, α) je posloupnost taková, že yi → y. Jelikož aT yi ≤ α ∀i ∈ N a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı aT y ≤ α, takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α)
je tedy uzavřený.
(b) Necht’ y1 ∈ H(a, α), y2 ∈ H(a, α), takže aT y1 ≤ α, aT y2 ≤ α, a necht’ y = λy1 + (1 − λ)y2, kde
0 ≤ λ ≤ 1. Pak plat́ı

aT y = aT (λy1 + (1 − λ)y2) = λaT y1 + (1 − λ)aT y2 ≤ λα+ (1 − λ)α = α,

takže y ∈ H(a, α). Poloprostor H(a, α) je tedy konvexńı. �

Věta 112 Necht’ C je uzavřená konvexńı množina a necht’ x �∈ C. Pak existuje poloprostor H(a, α) takový,
že C ⊂ H(a, α) a x �∈ H(a, α)

Důkaz Máme dokázat, že existuje vektor a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aTx > α ≥ aT y ∀y ∈ C.

Podle Věty 107 existuje právě jeden vektor y ∈ C takový, že ‖y − x‖ = dC(x). Položme a = x − y a
α = aT y. Pak plat́ı

aTx = (x− y)Tx = (x− y)T (x− y) + (x− y)T y = ‖x− y‖2 + aT y > α,

nebot’ x �= C, takže ‖x − y‖ �= 0. Nerovnost α ≥ aT y ∀y ∈ C dokážeme sporem. Předpokládejme, že
existuje bod y ∈ C takový, že α = aT y < aT y, a označme y(λ) = y + λb, kde b = y − y. Zřejmě y(λ) ∈ C,
pokud 0 ≤ λ ≤ 1 (Poznámka 157). Dále plat́ı

‖y(λ) − x‖2 = ‖λb− a‖2 = ‖a‖2 − 2λaT b+ λ2‖b‖2

a

d‖y(λ) − x‖2

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −2aT b = −2(aT y − aT y) < 0.

Tedy ‖y(0) − x‖2 = ‖a‖2 a existuje č́ıslo 0 < λ ≤ 1 takové, že ‖y(λ) − x‖2 < ‖a‖2 = d2
C(x) ∀0 < λ ≤ λ,

což je ve sporu s definićı dC(x). �
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Důsledek 12 Necht’ C1, C2 jsou uzavřené konvexńı množiny takové, že C1 ∩ C2 = ∅. Pak existuje polo-
prostor H(a, α) takový, že C1 ⊂ H(a, α) a C2 ∩H(a, α) = ∅
Důkaz Jelikož množiny C1, C2 jsou uzavřené, existuj́ı body x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 takové, že

d(C1, C2)
Δ= inf

y1∈C1,y2∈C2
‖y2 − y1‖ = min

y1∈C1,y2∈C2
‖y2 − y1‖ = ‖x2 − x1‖

(argumentace je stejná jako v poznámce 159, dvojice x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 nemuśı být určena jednoznačně).
Protože x2 �∈ C1 plyne z věty 112 (a jej́ıho d̊ukazu), že C1 ⊂ H(a1, α1) a x2 �∈ H(a1, α1), kde a1 = x2 − x1

a α1 = aT
1 x1. Podobně C2 ⊂ H(a2, α2) a x1 �∈ H(a2, α2), kde a2 = x1 − x2 a α2 = aT

2 x2. Zbývá dokázat,
že H(a1, α1) ∩H(a2, α2) = ∅ (pak lze volit a = a1, α = α1). To však plyne z nekompatibility nerovnost́ı

aT
1 y = (x2 − x1)T y ≤ (x2 − x1)Tx1 = α1,

aT
2 y = (x1 − x2)T y ≤ (x1 − x2)Tx2 = α2,

jejichž sečteńım dostaneme

0 ≤ (x2 − x1)T (x1 − x2) = −‖x2 − x1‖2 < 0

(nebot’ x2 �= x1). �

Věta 113 Uzavřená konvexńı množina C ⊂ Rn je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch C.

Důkaz Necht’ C̃ je pr̊unikem všech poloprostor̊u obsahuj́ıćıch uzavřenou konvexńı množinu C. Jelikož
kazdý poloprostor je podle věty 111 uzavřený a konvexńı, je množina C̃ uzavřená a konvexńı a plat́ı.
C ⊂ C̃. Stač́ı tedy dokázat, že C̃ ⊂ C. Předpokládejme naopak, že existuje bod x ∈ C̃ takový, že x �∈ C.
Pak podle věty 22 existuje poloprostor H takový, že C ⊂ H a x �∈ H. Jelikož C ⊂ H, plat́ı C ⊂ C̃ ⊂ H,
což je spor, nebot’ x ∈ C a x �∈ H. �

Definice 60 Necht’ C ⊂ Rn. Pak funkci

δC(x) = sup
y∈C

yTx

nazveme opěrnou funkćı množiny C.

Poznámka 160 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak plat́ı

δC(x) = max
y∈C

yTx.

V daľśım výkladu se omeźıme na kompaktńı množiny i když většina tvrzeńı má obecněǰśı charakter.

Věta 114 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak opěrná funkce δC je pozitivně homogenńı, subaditivńı
a lipschitzovská v Rn.

Důkaz Podle Poznámky 160 pro x ∈ Rn a λ ≥ 0 plat́ı

δC(λx) = max
y∈C

yT (λx) = λmax
y∈C

yTx = λδC(x),

takže funkce δC je pozitivně homogenńı. Podobně pro x1 ∈ Rn a x2 ∈ Rn plat́ı

δC(x1 + x2) = max
y∈C

yT (x1 + x2) ≤ max
y∈C

yTx1 + max
y∈C

yTx2 = δC(x1) + δC(x2),

takže funkce δC je subaditivńı. Ze subaditivity plyne nerovnost
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δC(x2) ≤ δC(x1) + δC(x2 − x1)

a jelikož C je kompaktńı existuje konstanta L taková, že ‖y‖ ≤ L ∀y ∈ C. Můžeme tedy psát

δC(x2) − δC(x1) ≤ max
y∈C

yT (x2 − x1) ≤ L‖x2 − x1‖.

Protože nezálež́ı na pořad́ı bod̊u x1, x2, plat́ı

|δC(x2) − δC(x1)| ≤ L‖x2 − x1‖,
takže funkce δC je lipschitzovská v Rn (Definice 68). �

Věta 115 Necht’ množina C ⊂ Rn je kompaktńı. Pak

δC(x) = δconv C(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Protože C ⊂ convC, plat́ı podle Poznámky 160 δC(x) ≤ δconv C(x) ∀x ∈ Rn. Necht’ x ∈ Rn. Podle
Věty 107 lze každý vektor y ∈ conv C vyjádřit jako konvexńı kombinaci nejvýše n + 1 vektor̊u yi ∈ C,
1 ≤ i ≤ n+ 1. Můžeme tedy psát

δconv C(x) = max
y∈conv C

yTx = max

{
n+1∑
i=1

λiy
T
i x : yi ∈ C, λi ≥ 0,

n+1∑
i=1

λi = 1

}

≤ max
y∈C

yTx = δC(x). �

Věta 116 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou konvexńı a kompaktńı. Pak C1 ⊂ C2 plat́ı právě tehdy,
jestlǐze

δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jestliže C1 ⊂ C2, pak podle Poznámky 160 plat́ı δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn. Předpokládejme, že
δC1(x) ≤ δC2(x) ∀x ∈ Rn a existuje bod y ∈ C1 takový, že y �∈ C2. Pak podle Věty 112 existuje vektor
a ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R tak, že

aT y > α ≥ aT y ∀y ∈ C2.

Plat́ı tedy

δC1(a) ≥ aT y > δC2(a),

což je ve sporu s předpokladem. �

Důsledek 13 Necht’ množina C ⊂ Rn je konvexńı a kompaktńı. Pak y ∈ C právě tehdy, jestlǐze

yTx ≤ δC(x) ∀x ∈ Rn.

Věta 117 Necht’ množiny C1 ⊂ Rn, C2 ⊂ Rn jsou kompaktńı. Pak

δC1+C2(x) = δC1(x) + δC2(x).
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Důkaz Plat́ı

δC1+C2(x) = max
y∈C1+C2

yTx = max
y1∈C1
y2∈C2

(y1 + y2)Tx = max
y1∈C1

yT
1 x+ max

y2∈C2
yT
2 x

= δC1(x) + δC2(x).

�

Opěrná funkce množiny C ⊂ Rn má bezprostředńı vztah k poloprostor̊um obsahuj́ıćım tuto množinu.

Věta 118 Množina C ⊂ Rn lež́ı v poloprostoru H(a, α) právě tehdy jestlǐze α ≥ δC(a)

Důkaz Tvrzeńı plyne z definice 60 a z toho, že C ⊂ H(a, α) právě tehdy, jestliže δC(a) = supy∈C a
T y ≤ α.

�

Definice 61 Řekneme, že množina K ⊂ Rn je kuželem, jestlǐze z x ∈ K a λ ≥ 0 plyne λx ∈ K.

Věta 119 Pr̊unik kužel̊u je kuželem.

Důkaz Necht’ K =
⋂
i

Ki, kde Ki ⊂ Rn jsou kužely. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak plat́ı x ∈ Ki a tedy

λx ∈ Ki ∀i. Odtud plyne, že λx ∈ K. �

Věta 120 Lineárńı kombinace kužel̊u je kuželem.

Důkaz Necht’ K =
∑

i λiKi, kde Ki ⊂ Rn jsou kužely. Necht’ x ∈ K a λ ≥ 0. Pak plat́ı

λx = λ
∑

i

λixi
Δ=
∑

i

λizi.

Jelikož xi ∈ Ki a λ ≥ 0, plat́ı zi = λxi ∈ Ki, takže λx ∈ K. �

Věta 121 Necht’ C ⊂ Rn. Označme⋃
λ≥0

λC = {x ∈ Rn : x = λy, y ∈ C, λ ≥ 0}

Pak plat́ı ⋃
λ≥0

λC =
⋂
α

Kα,

kde
⋂

αKα je pr̊unik všech kužel̊u Kα ⊂ Rn obsahuj́ıćıch množinu C.

Důkaz Necht’ K̃ =
⋃

λ≤0 λC. Jelikož K̃ je kužel obsahuj́ıćı množinu C, plat́ı
⋂

αKα ⊂ K̃. Necht’ naopak
y ∈ K̃, takže y = λx, kde λ ≥ 0 a x ∈ C. Jelikož x ∈ C ⊂ Kα a λ ≥ 0, plat́ı y ∈ Kα pro libovolný kužel
Kα a tedy y ∈ ⋂

αKα, což dává K̃ ⊂ ⋂
αKα. �

Věta 122 Množina K ⊂ Rn je konvexńım kuželem právě tehdy, obsahuje-li všechny kladné lineárńı kom-
binace svých bod̊u.

Důkaz Obsahuje-li množina K všechny kladné lineárńı kombinace svých bod̊u, obsahuje též konvexńı
kombinace tvaru (18) a kladné násobky svých bod̊u, takže je konvexńım kuželem. Necht’ xi ∈ K, λi ≥ 0,
1 ≤ i ≤ m. Položme λ = λ1 + . . . + λm. Jestliže λ = 0, plat́ı λ1x1 + . . . λmxm = 0 ∈ K. Jestliže λ > 0,
polož́ıme

x′ =
m∑

i=1

λi

λ
xi

Δ=
m∑

i=1

λ′ixi,
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kde λ′1 + . . .+ λ′m = 1. Jelikož množina K je konvexńı, plat́ı x′ ∈ K, takže

x =
m∑

i=1

λixi = λx′ ∈ K.

�

Definice 62 Necht’ C ∈ Rn. Množinu

C∗ = {x ∈ Rn : yTx ≤ 0 ∀y ∈ C}
nazveme polárńım kuželem množiny C.

Věta 123 Necht’ C ∈ Rn. Pak množina C∗ je uzavřeným konvexńım kuželem.

Důkaz (a) Necht’ {xi} ⊂ C∗ je posloupnost taková, že xi → x. Jelikož yTxi ≤ 0 ∀i ∈ N ∀y ∈ C a neostrá
nerovnost je invariantńı v̊uči limitńımu přechodu, plat́ı

yTx = lim
i→∞

yTxi ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže x ∈ C∗.
(b) Necht’ x1 ∈ C∗, x2 ∈ C∗. Pak plat́ı yTx1 ≤ 0, yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1 a x = λx1+(1−λ)x2.
Pak

yTx = yT (λx1 + (1 − λ)x2) = λyTx1 + (1 − λ)yTx2 ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže x ∈ C∗.
(c) Necht’ x ∈ C∗ a λ ≥ 0. Pak plat́ı

yT (λx) = λyTx ≤ 0 ∀y ∈ C,

takže λx ∈ C∗. �

Definice 63 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Tečným kuželem množiny C v bodě
x nazveme množinu

TC(x) = {y ∈ Rn : existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C}

Věta 124 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak TC(x) je uzavřeným konvexńım
kuželem.

Důkaz (a) Necht’ yk ∈ TC(x), yk → y a ε > 0. Pak existuje index k ∈ N takový, že ‖yk − y‖ < ε/2
∀k ≥ k. Jelikož yk ∈ TC(x), existuj́ı posloupnosti

yk
i → yk, tki ↓ 0

takové, že x+ tki y
i
k ∈ C ∀i, k ∈ N . Pro každé k ∈ N tedy existuje index ik ∈ N takový, že

‖yk
i − yk‖ < ε/2 a tki < 1/k, ∀i ≥ ik.

Zkonstruujeme-li posloupnost index̊u {ik} ⊂ N rekurentńım předpisem i1 = i1 a ik+1 = max(ik + 1, ik+1),
plat́ı

‖yk
ik
− yk‖ < ε/2 a tkik

< 1/k

pro libovolný index k ∈ N a
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‖yk
ik
− y‖ ≤ ‖yk

ik
− yk‖ + ‖yk − y‖ < ε

pro k ≥ k. Plat́ı tedy yk
ik

→ y, tkik
↓ 0 a x+ tkik

yk
ik

∈ C, což implikuje y ∈ TC(x), takže množina TC(x) je
uzavřená.
(b) Necht’ y1 ∈ TC(x) a y2 ∈ TC(x). Podle Definice 63 existuj́ı posloupnosti

y1
i → y1, t1i ↓ 0, y2

i → y2, t2i ↓ 0

takové, že x + t1i y
1
i ∈ C, x + t2i y

2
i ∈ C. Jelikož C je konvexńı, podle poznámky 157 plat́ı x + tiy

1
i ∈ C,

x+ tiy
2
i ∈ C, kde ti = min(t1i , t

2
i ). Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme y = λy1 + (1− λ)y2 a yi = λy1

i + (1− λ)y2
i ,

i ∈ N . Pak

yi = λy1
i + (1 − λ)y2

i → λy1 + (1 − λ)y2 = y,

ti ↓ 0 a

x+ yiti = λ(x+ y1
i ) + (1 − λ)(x+ y2

i ) ∈ C,

takže y ∈ TC(x) a množina TC(x) je konvexńı.
(c) Necht’ y ∈ TC(x) a λ ≥ 0. Podle Definice 63 existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C.
Pak ale λyi → λy, ti/λ ↓ 0 a

x+ (ti/λ)λyi = x+ tiyi ∈ C,

takže λy ∈ TC(x) a množina TC(x) je kuželem. �

Věta 125 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

TC(x) =
⋃
λ≥0

λ(C − x)

Důkaz (a) Necht’ z ∈ C, λ ≥ 0 a y = λ(z − x). Necht’ yi = y ∀i ∈ N a ti ↓ 0, přičemž λti = t′i ≤ 1. Pak

x+ tiyi = x+ tiy = x+ λti(z − x) = x+ t′i(z − x) ∈ C

podle Poznámky 157, takže y ∈ TC(x). Plat́ı tedy
⋃

λ≥0 λ(C − x) ⊂ TC(x) a jelikož TC(x) je uzavřená
množina, též ⋃

λ≥0

λ(C − x) ⊂ TC(x)

.
(b) Necht’ naopak y ∈ TC(x). Pak existuj́ı posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x + tiyi ∈ C. Označme
zi = x+ tiyi ∈ C. Pak yi = (zi−x)/ti, takže yi ∈

⋃
λ≥0 λ(C−x). Jelikož yi → y, plat́ı y ∈ ⋃

λ≥0 λ(C − x),
takže

TC(x) ⊂
⋃
λ≥0

λ(C − x).

�

Definice 64 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Normálovým kuželem množiny C v
bodě x nazveme množinu

NC(x) = T ∗
C(x),

kde T ∗
C(x) je polárńı kužel tečného kuželu TC(x).
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Poznámka 161 Podle Věty 123 je množina NC(x) uzavřeným konvexńım kuželem.

Věta 126 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Důkaz Plat́ı

NC(x) = {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈ TC(x)}
= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈

⋃
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀(y − x) ∈
⋃
λ≥0

λ(C − x)}

= {z ∈ Rn : (y − x)T z ≤ 0 ∀y ∈ C}.

Prvńı rovnost plyne z definic 62 a 64, druhá z Věty 125, třet́ı z invariance neostré nerovnosti v̊uči limitńımu
přechodu a posledńı z invariance neostré nerovnosti v̊uči násobeńı skalárem λ. �

11.2 Konvexńı funkce

Definice 65 Řekneme, že funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, jestlǐze existuje č́ıslo ε > 0
tak, že f je definovaná v B(x, ε) = {y : ‖y − x‖ < ε} a plat́ı

f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf(x1) + (1 − λ)f(x2), (22)

pokud x1 ∈ B(x, ε), x2 ∈ B(x, ε) a 0 ≤ λ ≤ 1. Řekneme, že funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı
množině C ⊂ Rn, plat́ı-li (22) pokud x1 ∈ C, x2 ∈ C a 0 ≤ λ ≤ 1.

Poznámka 162 Nerovnost (22) můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru

f(x2 + λ(x1 − x2)) ≤ f(x2) + λ(f(x1) − f(x2)).

Poznámka 163 Indukćı snadno dokážeme, že z xi ∈ C, λi ≥ 0 a
∑m

i=1 λi = 1 plyne

f

(
m∑

i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λif(xi),

pokud f je konvexńı na C (princip d̊ukazu je shodný s postupem uvedeným v d̊ukazu věty 103).

Věta 127 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f je lipschitzovská v okoĺı
bodu x.

Důkaz Jelikož f je konvexńı v okoĺı bodu x, existuje č́ıslo ε > 0 takové, že f je definovaná a konvexńı v
B(x, ε

√
n+ 1) a tud́ıž i v nadkrychli

H(x, ε) = {y ∈ Rn : xi − ε ≤ yi ≤ xi + ε, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ B(x, ε
√
n+ 1).

Necht’ y(k), 1 ≤ k ≤ 2n, jsou vrcholy této nadkrychle. Označme

M = max
1≤k≤2n

f(y(k)).
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Jelikož každý bod H(x, ε) lze vyjádřit jako konvexńı kombinaci vrchol̊u y(k), 1 ≤ k ≤ 2n, plat́ı to i o
bodech okoĺı B(x, ε) ⊂ H(x, ε). Necht’ tedy y ∈ B(x, ε). Pak plat́ı

y =
2n∑

k=1

λky
(k),

2n∑
k=1

λk = 1,

kde λk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ 2n, takže

f(y) = f

(
2n∑

k=1

λky
(k)

)
≤

2n∑
k=1

λkf(y(k)) ≤M

2n∑
k=1

λk = M.

Funkce f je tedy omezená shora na B(x, ε). Zvolme nyńı y ∈ B(x, ε) a y′ = 2x − y. Pak ‖y′ − x‖ =
‖x− y‖ < ε takže y′ ∈ B(x, ε). Z konvexity plyne

f(x) = f

(
y + y′

2

)
≤ 1

2
(f(y) + f(y′)),

takže

f(y) ≥ 2f(x) − f(y′) ≥ 2f(x) −M

a funkce f je omezená zdola na B(x, ε). Položme δ = ε/2 a m = 2f(x)−M . Necht’ z ∈ B(x, δ), z′ ∈ B(x, δ)
a z �= z′. Položme

z′′ = z′ + δ
z′ − z

‖z′ − z‖ ∈ B(x, ε).

Př́ımým výpočtem dostaneme

z′ =
‖z′ − z‖

δ + ‖z′ − z‖z
′′ +

δ

δ + ‖z′ − z‖z

a z konvexity plyne

f(z′) − f(z) ≤ ‖z′ − z‖
δ + ‖z′ − z‖f(z′′) +

δ

δ + ‖z′ − z‖f(z) − f(z)

=
‖z′ − z‖

δ + ‖z′ − z‖ (f(z′′) − f(z)) ≤ 1
δ
‖z′ − z‖(M −m).

Jelikož nezálež́ı na pořad́ı bod̊u z a z′, dostaneme

|f(z′) − f(z)| ≤ M −m

δ
‖z′ − z‖,

takže f je lipschitzovská s konstantou L = (M −m)/δ na B(x, δ). �

Lemma 38 Necht’ funkce ϕ : R → R je konvexńı na intervalu [a, b] a necht’ a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b. Pak
plat́ı

ϕ(t2) − ϕ(t1)
t2 − t1

≤ ϕ(t3) − ϕ(t1)
t3 − t1

≤ ϕ(t3) − ϕ(t2)
t3 − t2

.
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Důkaz Plat́ı

t2 = t1 +
t2 − t1
t3 − t1

(t3 − t1),

kde

0 ≤ t2 − t1
t3 − t1

≤ 1.

Z konvexity funkce f (Poznámka 162) pak dostaneme

ϕ(t2) ≤ ϕ(t1) +
t2 − t1
t3 − t1

(ϕ(t3) − ϕ(t1)),

což dokazuje levou nerovnost. Pravá nerovnost se dokazuje analogicky pomoćı vztahu

t2 = t3 +
t2 − t3
t1 − t3

(t1 − t3).

Z konvexity funkce f pak plyne

ϕ(t2) ≤ ϕ(t3) +
t2 − t3
t1 − t3

(ϕ(t1) − ϕ(t3)).

�

Definice 66 Řekneme, že funkce f : Rn → R má v bodě x ∈ Rn směrovou derivaci ve směru h ∈ Rn,
existuje-li konečná limita

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

. (23)

Věta 128 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je lipschitzovská s nějakou
konstantou L v okoĺı tohoto bodu). Pak:

(a) Směrová derivace f ′(x, h) existuje pro každé h ∈ Rn. Nav́ıc existuje č́ıslo ε > 0 takové, že

f ′(x, h) = inf
0<t‖h‖<ε

f(x+ th) − f(x)
t

.

(b) Funkce f ′(x, ·) : Rn → R je pozitivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(c) Funkce f ′(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

f ′(xi, hi) ≤ f ′(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

Důkaz (a) Necht’ funkce f je konvexńı v B(x, ε). Podle Lemmatu 38 je funkce

ϕ(t) =
f(x+ th) − f(x)

t

neklesaj́ıćı (levá nerovnost) a zdola omezená pro 0 < t‖h‖ < ε (spojeńım obou nerovnost́ı dostaneme
(f(x + th) − f(x))/t ≥ (f(x) − f(x − t′h))/t′ pro libovolné 0 < t′h < ε, přičemž výraz na levé straně
posledńı nerovnosti je konečný, nebot’ funkce f je spojitá). Existuje tedy limita (23). Zbytek tvrzeńı (a)
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plyne z toho, že ϕ(t) je neklesaj́ıćı pro 0 < t‖h‖ < ε.
(b) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

f ′(x, λh) = lim
t↓0

f(x+ tλh) − f(x)
t

= λ lim
t↓0

f(x+ tλh) − f(x)
λt

= λf ′(x, h),

takže f ′(x, ·) je pozitivně homogenńı. Dále plat́ı

f ′(x, h1 + h2) = lim
t↓0

f(x+ t(h1 + h2)) − f(x)
t

= lim
t↓0

f
(

1
2 (x+ 2th1) + 1

2 (x+ 2th2)
)− f(x)

t

≤ lim
t↓0

f(x+ 2th1) − f(x)
2t

+ lim
t↓0

f(x+ 2th2) − f(x)
2t

= f ′(x, h1) + f ′(x, h2),

takže f ′(x, ·) je subaditivńı. Dále plat́ı

f(x+ th2) − f(x+ th1) ≤ Lt‖h2 − h1‖
pro t > 0. Můžeme tedy psát

lim
t↓0

f(x+ th2) − f(x)
t

≤ lim
t↓0

f(x+ th1) − f(x)
t

+ L‖h2 − h1‖,

takže

f ′(x, h2) − f ′(x, h1) ≤ L‖h2 − h1‖.
Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|f ′(x, h2) − f ′(x, h1)| ≤ L‖h2 − h1‖,
což dokazuje lipschitzovskost f(x, ·).
(c) Necht’ xi → x a hi → h. Položme ti =

√‖xi − x‖ + 1/i a předpokládejme bez újmy na obecnosti, že
všechny body x+ tih, x+ tihi a xi + tihi lež́ı v B(x, ε). Pak podle (a) plat́ı

f ′(xi, hi) ≤ f(xi + tihi) − f(xi)
ti

=
f(x+ tih) − f(x)

ti
+
f(xi + tihi) − f(x+ tih)

ti
+
f(x) − f(xi)

ti
.

Ale

|f(xi + tihi) − f(x+ tih)|
ti

≤ L(‖xi − x‖ + ti‖hi − h‖)
ti

≤ L(
√

‖xi − x‖ + ‖hi − h‖) → 0

a

|f(xi) − f(x)|
ti

≤ L‖xi − x‖
ti

≤ L
√

‖xi − x‖ → 0.

Můžeme tedy psát

lim sup
i→∞

f ′(xi, hi) ≤ lim sup
i→∞

f(x+ tih) − f(x)
ti

= lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

= f ′(x, h)

�
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Poznámka 164 Podle Definice 66 plat́ı f ′(x, 0) = 0, takže podle Věty 128 (b) dostaneme

|f ′(x, h)| = |f ′(x, h) − f ′(x, 0)| ≤ L‖h‖.

Definice 67 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂f(x) =
{
g ∈ Rn : f ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
nazveme subdiferenciálem funkce f v bodě x. Elementy g ∈ ∂f(x) budeme nazývat subgradienty funkce f
v bodě x.

Věta 129 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn (takže je v tomto okoĺı lipschitzovská
s nějakou konstantou L). Pak:

(a) Subdiferenciál ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ‖g‖ ≤ L ∀g ∈ ∂f(x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

f ′(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂f(xi) a gi → g, pak g ∈ ∂f(x) (polospojitost shora).

(d) Existuje č́ıslo ε > 0 takové, že pro libovolný vektor g ∈ ∂f(x) plat́ı

f(x+ h) − f(x) ≥ gTh ∀h ∈ B(0, ε).

Důkaz (a) Podle Věty 128 (b) je funkce f ′(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (Věta ??) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ f ′(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂f(x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂f(x), g2 ∈ ∂f(x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)Th = λ1g
T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1f

′(x, h) + λ2f
′(x, h) = f ′(x, h),

takže subdiferenciál ∂f(x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂f(x). Podle Definice 67 a Poznámky 164 plat́ı

‖g‖2 = gT g ≤ f ′(x, g) ≤ L‖g‖,
čili ‖g‖ ≤ L, takže subdiferenciál ∂f(x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂f(x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gT
i h ≤ f ′(x, h),

takže g ∈ ∂f(x) a subdiferenciál ∂f(x) je uzavřený.
(b) Podle Definice 67 plat́ı

f ′(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
.

Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

f ′(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
. (24)
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Uvažujme lineárńı funkci l(λh) Δ= λf ′(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂
Rn. Jelikož je f ′(x, ·) pozitivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
g ∈ Rn takový, že f ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λf ′(x, h). Tedy g ∈ ∂f(x) a pro λ = 1
dostaneme f ′(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (24).
(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂f(xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gT
i h ≤ lim sup

i→∞
f ′(xi, h).

Podle Věty 128 (c) je funkce f ′(·, .) shora polospojitá, takže gTh ≤ f ′(x, h).
(d) Necht’ funkce f je konvexńı v B(x, ε) a g ∈ ∂f(x). Podle Definice 67 a Věty 128 (a) plat́ı

gTh ≤ f ′(x, h) ≤ f(x+ th) − f(x)
t

pro 0 < t ≤ 1 a h ∈ B(0, ε). Zvoĺıme-li t = 1, dostaneme dokazovanou nerovnost. �

Poznámka 165 Porovnáme-li Větu 129 (b) s Poznámkou 160, vid́ıme, že směrová derivace je opěrnou
funkćı subdiferenciálu, neboli

f ′(x, h) = δ∂f(x)(h).

Věta 130 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v bodě x ∈ Rn.
Pak plat́ı

∂f(x) = {∇f(x)}.

Důkaz Je-li f diferencovatelná v bodě x ∈ Rn, plat́ı

f ′(x, h) = (∇f(x))Th.

Necht’ g ∈ ∂f(x). Pak podle Definice 67 plat́ı

(∇f(x))Th ≥ gTh ∀h ∈ Rn.

Pro žádný vektor h ∈ Rn nemůže nastat př́ıpad, že (∇f(x))Th > gTh, nebot’ by muselo platit (∇f(x))T (−h) <
gT (−h), což je nemožné. Tedy (∇f(x))Th = gTh ∀h ∈ Rn, neboli g = ∇f(x). �

Věta 131 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f má v bodě x lokálńı minimum
právě tehdy, jestlǐze

0 ∈ ∂f(x).

Důkaz Podle Věty 128 (a) má funkce f : Rn → R v bodě x ∈ Rn lokálńı minimum právě tehdy, jestliže
f ′(x, h) ≥ 0, ∀h ∈ Rn. Podle Definice 67 tedy plat́ı 0 ∈ ∂f(x). Jestliže 0 ∈ ∂f(x), existuje podle
Věty 129 (d) č́ıslo ε > 0 takové, že f(x + h) − f(x) ≥ 0 ∀h ∈ B(x, ε), takže f má v bodě x lokálńı
minimum. �

Některé daľśı vlastnosti subdiferenciál̊u konvexńıch funkćı budou v obecněǰśı podobě uvedeny v následu-
j́ıćım odd́ılu. Ukážeme ještě, jak lze vlastnosti konvexńıch funkćı použ́ıt k vyšetřováńı konvexńıch množin.
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Věta 132 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

TC(x) = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}
(d′C(x, y) je směrová derivace funkce dC(x) ve směru y ∈ Rn).

Důkaz (a) Označme K = {y ∈ Rn : d′C(x, y) = 0}. Předpokládejme nejprve, že y ∈ TC(x). Pak existuj́ı
posloupnosti yi → y, ti ↓ 0 takové, že x+ tiyi ∈ C. Jelikož d′C(x, y) ≥ 0 (plyne to z toho, že dC(x) = 0 a
dC(z) ≥ 0 ∀z ∈ Rn), stač́ı dokázat, že d′C(x, y) ≤ 0. Plat́ı

d′C(x, y) = lim
t↓0

dC(x+ ty) − dC(x)
t

= lim
t↓0

minz∈C ‖x+ ty − z‖
t

≤ lim
t↓0

minz∈C ‖x+ tyi − z‖ + t‖y − yi‖
t

∀i ∈ N . Ale

min
z∈C

‖x+ tyi − z‖ = min
z∈C

‖
(

1 − t

ti

)
x+

t

ti
(x+ tiyi) − z‖ = 0,

pokud t ≤ ti, nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı 0 ≤ t/ti ≤ 1, takže(
1 − t

ti

)
x+

t

ti
(x+ tiyi) ∈ C.

Můžeme tedy psát

d′C(x, y) ≤ lim
t↓0

t‖y − yi‖
t

= ‖y − yi‖ ∀i ∈ N

a jelikož yi → y, dostaneme d′C(x, y) ≤ 0, čili y ∈ K. Odtud plyne TC(x) ⊂ K.
(b) Necht’ y ∈ K a ti ↓ 0. Z definice množiny K plyne, že

d′C(x, y) = lim
i→∞

dC(x+ tiy)
ti

= 0.

Necht’ body zi ∈ C, i ∈ N , jsou zvoleny tak, že

‖x+ tiy − zi‖ ≤ dC(x+ tiy) +
ti
i

(což je možné vzhledem k definici vzdálenosti dC(x+ tiy)). Položme yi = (zi − x)/ti, i ∈ N . Pak plat́ı

x+ tiyi = x+
zi − x

ti
= zi ∈ C

a

‖y − yi‖ = ‖y − zi − x

ti
‖ =

1
ti
‖x+ tiy − zi‖ ≤ dC(x+ tiy)

ti
+

1
i
,

takže

lim
i→∞

‖y − yi‖ = d′C(x, y) + lim
i→∞

1
i

= 0.

T́ım jsme dokázali, že y ∈ TC(x). Odtud plyne, že K ⊂ TC(x). �

Věta 133 Necht’ C ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a x ∈ C. Pak plat́ı

NC(x) =
⋃
λ≥0

λ∂dC(x)
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Důkaz (a) Předpokládejme, že z ∈ ∂dC(x). Pak podle Definice 67 plat́ı

d′C(x, y) ≥ zT y ∀y ∈ Rn.

Jestliže y ∈ TC(x), plat́ı podle věty 132 d′C(x, y) = 0, takže

zT y ≤ 0 ∀y ∈ TC(x),

což podle definic 62 a 64 dává z ∈ NC(x). Jelikož NC(x) je uzavřený konvexńı kužel, plat́ı⋃
λ≥0

λ∂dC(x) ⊂ NC(x)

(b) Necht’ z ∈ NC(x). Pak podle definic 62, 64 a věty 132 plat́ı

zT y ≤ 0 = d′C(x, y) = λ(y)d′C(x, y) ∀y ∈ TC(x),

kde λ(y) = 1 ∀y ∈ TC(x). Zbývá dokázat podobnou nerovnost i pro y �∈ TC(x) (kde obecně λ(y) �= 1).
Necht’ y �∈ TC(x). Jelikož d′C(x, y) > 0 pro y �∈ TC(x) (d′C(x, y) ≥ 0 a d′C(x, y) �= 0 pro y �∈ TC(x) podle
věty 132), plat́ı

λ(y) Δ=
‖z‖‖y‖
d′C(x, y)

≥ 0.

Použit́ım Schwarzovy nerovnosti dostaneme

zT y ≤ ‖z‖‖y‖ = λ(y)d′C(x, y).

Dokázali jsme tedy, že pro libovolný vektor y ∈ Rn existuje λ(y) ≥ 0 tak, že zT y ≤ λ(y)d′C(x, y). Odtud
plyne, že z ∈ ⋃

λ≥0 λ∂dC(x), takže

NC(x) ⊂
⋃
λ≥0

λ∂dC(x)

. �

11.3 Lipschitzovské funkce

Definice 68 Řekneme, že funkce f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn (s konstantou L),
jestlǐze existuje ε > 0 tak, že plat́ı

|f(x2) − f(x1)| ≤ L‖x2 − x1‖, (25)

pokud x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε). Řekneme, že funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská v oblasti Ω,
je-li lipschitzovská v okoĺı každého bodu x ∈ Ω.

Definice 69 Zobecněnou (Clarkovu) směrovou derivaci funkce f : Rn → R v bodě x ∈ Rn ve směru
h ∈ Rn definujeme předpisem

f0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + th) − f(y)
t

. (26)

Poznámka 166 Je-li f0(x, h) zobecněnou směrovou derivaćı funkce f ve smyslu Definice 69, existuj́ı
posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

f0(x, h) = lim
i→∞

f(xi + tih) − f(xi)
ti
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Věta 134 Necht’ f : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Funkce f0(x, ·) : Rn → R je positivně homogenńı, subaditivńı a lipschitzovská s konstantou L.

(b) Funkce f0(·, ·) : Rn ×Rn → R je shora polospojitá, neboli

lim sup
i→∞

f0(xi, hi) ≤ f0(x, h),

kdykoliv xi → x a hi → h.

(c) Plat́ı f0(x,−h) = (−f)0(x, h) ∀h ∈ Rn.

Důkaz (a) Necht’ λ > 0. Pak plat́ı

f0(x, λh) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + tλh) − f(y)
t

= λ lim sup
y→x
t↓0

f(y + tλh) − f(y)
λt

= λf0(y, h),

takže f0(x, ·) je positivně homogenńı. Dále plat́ı

f0(x, h1 + h2) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + t(h1 + h2)) − f(y)
t

= lim sup
y→x
t↓0

(
f(y + t(h1 + h2)) − f(y + th1)

t
+
f(y + th1) − f(y)

t

)

≤ lim sup
y′→x
t↓0

f(y′ + th2) − f(y′)
t

+ lim sup
y→x
t↓0

f(y + th1) − f(y)
t

= f0(x, h2) + f0(x, h1),

kde y′ = y + th1 → x, takže f0(x, h) je subaditivńı. Jelikož f je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı
bodu x, plat́ı v tomto okoĺı

f(y + th2) ≤ f(y + th1) + Lt‖h2 − h1‖
(viz (25)), takže

f0(x, h2) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + th2) − f(y)
t

≤ lim sup
y→x
t↓0

f(y + th1) − f(y)
t

+ L‖h2 − h1‖

= f0(x, h1) + L‖h2 − h1‖,

neboli

f0(x, h2) − f0(x, h1) ≤ L‖h2 − h1‖.
Protože nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u h1 a h2, plat́ı

|f0(x, h2) − f0(x, h1)| ≤ L‖h2 − h1‖.
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Funkce f0(x, ·) je tedy lipschitzovská s konstantou L.
(b) Necht’ xi → x a hi → h. Z definice horńı limity (limes superior) existuj́ı posloupnosti yi → x a ti ↓ 0
takové, že

f0(xi, hi) ≤ f(yi + tihi) − f(yi)
ti

+
1
i

=
f(yi + tih) − f(yi)

ti
+
f(yi + tihi) − f(yi + tih)

ti
+

1
i
.

Z lipschitzovské spojitosti funkce f plyne∥∥∥∥f(yi + tihi) − f(yi + tih)
ti

∥∥∥∥ ≤ L‖hi − h‖

pro dostatečně velké indexy i, takže

lim sup
i→∞

f0(xi, hi) ≤ f0(x, h) + lim
i→∞

(
L‖hi − h‖ +

1
i

)
= f0(x, h).

(c) Zřejmě

f0(x,−h) = lim sup
y→x
t↓0

f(y − th) − f(y)
t

= lim sup
z→x
t↓0

(−f)(z + th) − (−f)(z)
t

= (−f)0(x, h)

(zde z = y − th). �

Poznámka 167 Podle Definice 69 plat́ı f0(x, 0) = 0, takže podle Věty 134 (a) dostaneme

|f0(x, h)| = |f0(x, h) − f0(x, 0)| ≤ L‖h‖.

Definice 70 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂f(x) = {g ∈ Rn : f0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn}
nazveme subdiferenciálem funkce f v bodě x. Elementy g ∈ ∂f(x) budeme nazývat subgradienty funkce f
v bodě x.

Věta 135 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovská s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak:

(a) Subdiferenciál ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ‖g‖ ≤ L ∀g ∈ ∂f(x).

(b) Pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

f0(x, h) = max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
.

(c) Jestlǐze xi → x, gi ∈ ∂f(xi) a gi → g, pak g ∈ ∂f(x) (polospojitost shora).

(d) Plat́ı ∂(−f)(x) = −∂f(x).
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Důkaz (a) Podle Věty 134 (a) je funkce f0(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı. Podle Hahn-Banachovy
věty (Věta ??) existuje vektor g ∈ Rn takový, že

gTh ≤ f0(x, h) ∀h ∈ Rn,

takže subdiferenciál ∂f(x) je neprázdný. Necht’ g1 ∈ ∂f(x), g2 ∈ ∂f(x) a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1.
Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

(λ1g1 + λ2g2)Th = λ1g
T
1 h+ λ2g

T
2 h ≤ λ1f

0(x, h) + λ2f
0(x, h) = f0(x, h),

takže subdiferenciál ∂f(x) je konvexńı. Necht’ g ∈ ∂f(x). Pak podle Definice 70 a Poznámky 167 plat́ı

‖g‖2 = gT g ≤ f0(x, g) ≤ L‖g‖,
čili ‖g‖ ≤ L, takže subdiferenciál ∂f(x) je omezený. Necht’ gi ∈ ∂f(x) a gi → g. Pak plat́ı

gTh = lim
i→∞

gT
i h ≤ f0(x, h),

takže g ∈ ∂f(x) a subdiferenciál ∂f(x) je uzavřený.
(b) Podle definice plat́ı

f0(x, h) ≥ max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
.

Předpokládejme, že pro nějaký vektor h ∈ Rn plat́ı

f0(x, h) > max
{
gTh : g ∈ ∂f(x)

}
. (27)

Uvažujme lineárńı funkci l(λh) = λf0(x, h) definovanou na jednorozměrném podprostoru {λh : λ ∈ R} ⊂
Rn. Jelikož je f0(x, ·) positivně homogenńı a subaditivńı, existuje podle Hahn-Banachovy věty vektor
g ∈ Rn takový, že f0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn a gT (λh) = l(λh) = λf0(x, h). Tedy g ∈ ∂f(x) a pro λ = 1
dostaneme f ′(x, h) = gTh, což je ve sporu s předpokladem (27).
(c) Necht’ xi → x a gi → g, kde gi ∈ ∂f(xi). Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

gTh = lim
i→∞

gT
i h ≤ lim sup

i→∞
f0(xi, h).

Podle Věty 134 (b) je funkce f0(·, ·) shora polospojitá, takže gTh ≤ f0(x, h).
(d) Vztah g ∈ ∂(−f)(x) plat́ı podle Definice 70 právě tehdy, jestliže (−f)0(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což je
podle Věty 134 (c) ekvivalentńı f0(x,−h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn, což podle Definice 70 znamená −g ∈ ∂f(x).
Tedy ∂(−f)(x) = −∂f(x). �

Poznámka 168 Porovnáme-li Větu 135 (b) s Poznámkou 160 vid́ıme, že zobecněná směrová derivace je
opěrnou funkćı subdiferenciálu, neboli

f0(x, h) = δ∂f(x)(h).

Věta 136 Necht’ funkce f : Rn → R je spojitě diferencovatelná v bodě x ∈ Rn. Pak f je lipschitzovská v
okoĺı bodu x a plat́ı

∂f(x) = {∇f(x)} . (28)
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Důkaz Je-li f spojitě diferencovatelná v bodě x, pak gradient ∇f(x) existuje a je omezený v okoĺı bodu x.
Existuj́ı tedy č́ısla ε > 0 a L > 0 tak, že ‖∇f(y)‖ ≤ L ∀y ∈ B(x, ε). Necht’ x1 ∈ B(x, ε) a x2 ∈ B(x, ε).
Pak podle věty o středńı hodnotě plat́ı

f(x2) − f(x1) = (∇f(y))T (x2 − x1),

kde y ∈ (x1, x2) ⊂ B(x, ε). Můžeme tedy psát

|f(x2) − f(x1)| ≤ ‖∇f(y)‖ ‖x2 − x1‖ ≤ L‖x2 − x1‖,
takže funkce f je lipschitzovská v B(x, ε). Ze spojité diferencovatelnosti funkce f v bodě x plyne, že
f ′(y, h) = (∇f(y))Th pokud y ∈ B(x, ε). Předpokládejme, že xi ∈ B(x, ε) a xi → x. Pak pro h ∈ Rn plat́ı

f ′(x, h) = (∇f(x))Th = lim
xi→x

(∇f(xi))Th

= lim
xi→x

f ′(xi, h) = lim
xi→x

t↓0

f(xi + th) − f(xi)
t

= lim sup
xi→x

t↓0

f(xi + th) − f(xi)
t

= f0(x, h)

(existuje-li limita, rovná se horńı limitě). Plat́ı tedy f0(x, h) = (∇f(x))Th ∀h ∈ Rn, takže ∇f(x) ∈ ∂f(x).
Předpokládejme, že g ∈ ∂f(x) a g �= ∇f(x). Pak pro nějaký vektor h ∈ Rn muśı platit f0(x, h) =
(∇f(x))Th > gTh. Z definice ∂f(x) však nutně plyne f0(x,−h) = −(∇f(x))Th ≥ −gTh, neboli (po
vynásobeńı č́ıslem −1) (∇f(x))Th ≤ gTh, což je ve sporu s nerovnost́ı (∇f(x))Th > gTh. �

Poznámka 169 Je-li funkce f : Rn → R lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a diferencovatelná v tomto
bodě, plat́ı

∇f(x) ∈ ∂f(x)

(nebot’ f0(x, h) ≥ f ′(x, h) = (∇f(x))Th ∀h ∈ Rn). Rovnost (28) lze dokázat pouze v př́ıpadě spojité
diferencovatelnosti.

Věta 137 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

(a) f0(x, h) = f ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

(b) ∂f(x) =
{
g ∈ Rn : f ′(x, h) ≥ gTh ∀h ∈ Rn

}
.

Důkaz Vztah (b) plyne bezprostředně z (a) a z Definice 70. Abychom dokázali (a), stač́ı dokázat, že
f0(x, h) ≤ f ′(x, h), nebot’ obrácenou nerovnost dostaneme ihned z Definice 69 (použijeme-li speciálńı
volbu y = x). Necht’ xi → x a ti ↓ 0 tak, že

f0(x, h) = lim
i→∞

f(xi + tih) − f(xi)
ti

(Poznámka 166). Položme ti = max
(
ti,
√‖xi − x‖

)
, takže ‖xi − x‖ ≤ t

2
i , ti ≤ ti a ti → 0. Podle

Věty 127 je funkce f lipschitzovská (s nějakou konstantou L) v okoĺı bodu x (bez újmy na obecnosti
budeme předpokládat, že body xi, xi + tih a x + tih lež́ı v tomto okoĺı). Použijeme-li Lemma 38 (levou
nerovnost) dostaneme
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f(xi + tih) − f(xi)
ti

≤ f(xi + tih) − f(xi)
ti

≤ f(x+ tih) − f(x)
ti

+
f(xi + tih) − f(x+ tih)

ti
− f(xi) − f(x)

ti

≤ f(x+ tih) − f(x)
ti

+
2L‖xi − x‖

ti

≤ f(x+ tih) − f(x)
ti

+ 2Lti

pro dostatečně velké indexy i. Provedeme-li limitńı přechod na obou stranách této nerovnosti, dostaneme

f0(x, h) ≤ f ′(x, h) + lim
ti→0

2Lti = f ′(x, h)

�

Poznámka 170 Věta 137 ř́ıká, že v př́ıpadě konvexńıch funkćı je zobecněná směrová derivace totožná s
obyčejnou směrovou derivaćı a subdiferenciál podle Definice 70 splývá se subdiferenciálem podle Definice 67.

Rovnost f0(x, h) = f ′(x, h) neńı obecně splněna, ani když f ′(x, h) existuje (př́ıkladem jsou nehladké
konkávńı funkce). Tato rovnost však přináš́ı teoretické výhody, takže je účelné vyšetřovat funkce, pro než
plat́ı.

Definice 71 Řekneme, že funkce f : Rn → R je regulárńı v bodě x ∈ Rn, existuje-li směrová derivace
f ′(x, h) ∀h ∈ Rn a plat́ı-li f0(x, h) = f ′(x, h) ∀h ∈ Rn.

Věta 138 Funkce spojitě diferencovatelné v okoĺı bodu x a funkce konvexńı v okoĺı bodu x jsou regulárńı
v bodě x. Dále jsou v bodě x regulárńı (a) nezáporné lineárńı kombinace regulárńıch funkćı a (b) bodová
maxima regulárńıch funkćı.

Důkaz Spojitě diferencovatelná funkce je regulárńı podle Věty 136 (nebot’ f0(x, h) = maxg∈∂f(x) g
Th =

(∇f(x))Th = f ′(x, h) ∀h ∈ Rn). Konvexńı funkce je regulárńı podle Věty 137.
(a) Stač́ı dokázat, že funkce λ1f1 a f1 + f2 jsou regulárńı, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0.
Necht’ h ∈ Rn. Jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li λ1 ≥ 0, pak použit́ım Věty 128 (b) a Věty 134 (a)
dostaneme

(λ1f1)0(x, h) = f0
1 (x, λ1h) = f ′1(x, λ1h) = (λ1f1)′(x, h).

Z Definice 66 plyne, že (f1 + f2)′ existuje a plat́ı (f1 + f2)′ = f ′1 + f ′2. Podle Definice 69 plat́ı (f1 + f2)0 ≥
(f1 + f2)′. Z druhé strany

(f1 + f2)0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

(f1 + f2)(y + th) − (f1 + f2)(y)
t

= lim sup
y→x
t↓0

f1(y + th) + f2(y + th) − f1(y) − f2(y)
t

≤ lim sup
y→x
t↓0

f1(y + th) − f1(y)
t

+ lim sup
y→x
t↓0

f2(y + th) − f2(y)
t

= f0
1 (x, h) + f0

2 (x, h),

takže
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(f1 + f2)′ = f ′1 + f ′2 = f0
1 + f0

2 ≥ (f1 + f2)0,

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává (f1 + f2)0 = (f1 + f2)′.
(b) Stač́ı dokázat, že funkce f = max(f1, f2) je regulárńı, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı. Jestliže f1(x) >
f2(x), pak f = f1, f ′ = f ′1 a f0 = f0

1 = f ′1 = f ′ (stejně se postupuje pokud f2(x) > f1(x)). Necht’ tedy
f(x) = f1(x) = f2(x) a h ∈ Rn. Pak

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

= lim
t↓0

max(f1(x+ th), f2(x+ th)) − f(x)
t

= max
(

lim
t↓0

f1(x+ th) − f1(x)
t

, lim
t↓0

f2(x+ th) − f2(x)
t

)
= max(f ′1(x, h), f

′
2(x, h)),

takže f ′(x, h) existuje a plat́ı f ′(x, h) = max(f ′1(x, h), f
′
2(x, h)). Podle Definice 69 plat́ı f0(x, h) ≥ f ′(x, h).

Z druhé strany

f0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + th) − f(y)
t

= lim sup
y→x
t↓0

max(f1(y + th), f2(y + th)) − max(f1(y), f2(y))
t

≤ lim sup
y→x
t↓0

max
(
f1(y + th) − f1(y)

t
,
f2(y + th) − f2(y)

t

)
≤ max(f0

1 (x, h), f0
2 (x, h)).

Plat́ı tedy

f ′(x, h) = max(f ′1(x, h), f
′
2(x, h)) = max(f0

1 (x, h), f0
2 (x, h)) ≥ f0(x, h),

což dohromady s předchoźı nerovnost́ı dává f0(x, h) = f ′(x, h). �

Věta 139 Necht’ funkce f1 : Rn → R, f2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a λ1 ∈ R. Pak

(a) ∂(λ1f1)(x) = λ1∂f1(x),

(b) ∂(f1 + f2)(x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).

Jsou-li funkce f1, f2 regulárńı v bodě x nebo je-li alespoň jedna z nich spojitě diferencovatelná v bodě x,
nastává v (b) rovnost.

Důkaz (a) Jestliže λ1 ≥ 0, pak (λ1f1)0(x, h) = λ1f
0
1 (x, h), takže podle Definice 70 plat́ı ∂(λ1f1)(x) =

λ1∂f1(x). V opačném př́ıpadě s použit́ım Věty 135 (d) a předchoźıho výsledku dostaneme

∂(λ1f1)(x) = ∂ (−|λ1|f1) (x) = −∂ (|λ1|f1) (x) = −|λ1|∂f1(x) = λ1∂f1(x).

(b) Zřejmě (f1+f2)0(x, h) ≤ f0
1 (x, h)+f0

2 (x, h) ∀h ∈ Rn (d̊ukaz Věty 138 (a)). Použijeme-li Poznámku 168
a Větu 117, dostaneme

δ∂(f1+f2)(x)(h) ≤ δ∂f1(x)(h) + δ∂f2(x)(h) = δ∂f1(x)+∂f2(x)(h) (29)
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∀h ∈ Rn, takže podle Věty 116 plat́ı ∂(f1 + f2)(x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x). Jsou-li funkce f1, f2 regulárńı, pak
podle Věty 138 (a) plat́ı (f1 + f2)0 = (f1 + f2)′ = f ′1 + f ′2 = f0

1 + f0
2 , takže v (29) a tedy i v (b) nastane

rovnost. Je-li funkce f1 spojitě diferencovatelná v bodě x, pak podle Definice 69 a věty o středńı hodnotě
(z ∈ [y, y + th]) plat́ı

(f1 + f2)0(x, h) = lim sup
y→x
t↓0

(f1 + f2)(y + th) − (f1 + f2)(y)
t

= lim
y→x
t↓0

(∇f1(z))Th+ lim sup
y→x
t↓0

f2(y + th) − f2(y)
t

= f0
1 (x, h) + f0

2 (x, h),

nebot’ (∇f1(z))Th→ (∇f1(x))Th = f ′1(x, h) = f0
1 (x, h). �

Poznámka 171 Indukćı se snadno dokáže, že

∂

(
m∑

i=1

λifi

)
(x) ⊂

m∑
i=1

λi∂fi(x),

přičemž rovnost nastane, jsou-li všechny funkce fi regulárńı a koeficienty λi nezáporné nebo jsou-li všechny
funkce fi až na jednu spojitě diferencovatelné.

Věta 140 Necht’ funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn, který je jej́ım lokálńım
extrémem (minimem nebo maximem). Pak plat́ı

0 ∈ ∂f(x).

Důkaz Necht’ x ∈ Rn je lokálńım minimem funkce f : Rn → R. Pak nutně

0 ≤ lim sup
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

≤ f0(x, h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle Definice 70 plat́ı 0 ∈ ∂f(x). Je-li bod x lokálńım maximem
funkce f , je nutně lokálńım minimem funkce −f , takže 0 ∈ ∂(−f)(x) a podle Věty 135 (d) plat́ı 0 ∈ ∂f(x).
�

Pro daľśı analýzu nehladkých funkćı je d̊uležitá věta o středńı hodnotě. Abychom zjednodušili symbo-
liku, budeme pro libovolný vektor v ∈ Rn použ́ıvat označeńı

(∂f(z))T v =
{
gT v : g ∈ ∂f(z)

}
.

Věta 141 Necht’ funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı úsečku
[x, y]. Pak existuje bod z ∈ (x, y) takový, že

f(y) − f(x) ∈ (∂f(z))T (y − x).

Důkaz Uvažujme funkci ϕ(λ) = f(x+ λ(y− x)). Podle předpokladu je tato funkce lokálně lipschitzovská
na množině obsahuj́ıćı interval [0, 1]. Ukážeme nejprve, že

∂ϕ(λ) ⊂ (∂f(x+ λ(y − x)))T (y − x). (30)
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Podle Věty 135 (a) jsou množiny na obou stranách této inkluze intervaly. Podle Věty 116 stač́ı dokázat,
že

δ∂ϕ(λ)(β) ≤ δ(∂f(x+λ(y−x)))T (y−x)(β) (31)

pro β = 1 a β = −1. Podle Definice 69 a Věty 135 (b) plat́ı

ϕ0(λ, β) = lim sup
λ′→λ
t↓0

ϕ(λ′ + tβ) − ϕ(λ′)
t

= lim sup
λ′→λ
t↓0

f(x+ (λ′ + tβ)(y − x)) − f(x+ λ′(y − x))
t

≤ lim sup
y′→x+λ(y−x)
t↓0

f(y′ + tβ(y − x)) − f(y′)
t

= f0(x+ λ(y − x), β(y − x))
= max

{
βgT (y − x) : g ∈ ∂f(x+ λ(y − x))

}
pro β = 1 a β = −1, což podle Poznámky 160 a Poznámky 168 dává (31) a tedy i (30). Položme nyńı

ψ(λ) = ϕ(λ) − ϕ(0) + λ(ϕ(0) − ϕ(1)) = f(x+ λ(y − x)) − f(x) + λ(f(x) − f(y)).

Tato funkce je spojitá na intervalu [0, 1] a plat́ı ψ(0) = ψ(1) = 0. Muśı tedy nabývat minima nebo maxima
v nějakém bodě λ∗ ∈ (0, 1), což podle Věty 140 dává 0 ∈ ∂ψ(λ∗). Použijeme-li Větu 139 a vztah (30),
dostaneme

0 ∈ ∂ψ(λ∗) ⊂ ∂ϕ(λ∗) + (ϕ(0) − ϕ(1)) ⊂ (∂f(x+ λ∗(y − x)))T (y − x) + (f(x) − f(y)),

protože ∂(λ) = {1}, což přičteńım f(y)−f(x) k oběma stranám inkluze dává f(y)−f(x) ∈ (∂f(z))T (y−x)
pro z = x+ λ∗(y − x) ∈ (x, y). �

Je-li funkce f : Rn → R lokálně lipschitzovská v oblasti Ω, je podle Rademacherovy věty (Věta ??)
diferencovatelná skoro všude v Ω neboli množina

Ωf = {x ∈ Ω : ∇f(x) neexistuje}
má Lebesgueovu mı́ru nula. V tomto př́ıpadě můžeme subdiferenciál definovat též jiným zp̊usobem.

Věta 142 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak plat́ı

∂f(x) = conv ∂Bf(x),

kde

∂Bf(x) =
{

lim
i→∞

∇f(xi) : xi → x, xi �∈ Ωf

}
.

Důkaz (a) Dokážeme nejprve, že pro libovolné h ∈ Rn plat́ı

f0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y �∈Ωf

∇T f(y)h. (32)

Zvolme h ∈ Rn, ε > 0 libovolně a označme α pravou stranu v (32). Z definice horńı limity (limes superior)
plyne existence č́ısla δ > 0 takového, že ∇T f(y)h ≤ α + ε pokud y ∈ B(x, δ) a y �∈ Ωf . Bez újmy na
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obecnosti můžeme předpokládat, že f je lipschitzovská v B(x, δ), takže podle Rademacherovy věty má
B(x, δ) ∩ Ωf Lebesgueovu mı́ru nula. Označme

Ly = {y + th : 0 < t < δ/(2‖h‖)} ,
takže Ly ⊂ B(x, δ), pokud y ∈ B(x, δ/2). Z teorie Lebesgueovy mı́ry plyne, že pro skoro všechny body
y ∈ B(x, δ/2) má množina Ly ∩ Ωf Lebesgueovu mı́ru nula. Pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro
všechna t ∈ (0, δ/(2‖h‖)) tedy existuje integrál

f(y + th) − f(y) =
∫ t

0

∇T f(y + ϑh)hdϑ.

Jelikož ∇T f(y + ϑh)h ≤ α+ ε kdykoliv ∇f(y + ϑh) existuje, můžeme tento integrál majorizovat, takže

f(y + th) − f(y) ≤ t(α+ ε). (33)

Tato nerovnost plat́ı pro skoro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2‖h‖)). Jelikož funkce
f je spojitá, muśı (33) platit pro všechny body y ∈ B(x, δ/2) a pro všechna t ∈ (0, δ/(2‖h‖)), což podle
Definice 69 dává

f0(x, h) ≤ α+ ε.

Jelikož ε > 0 je libovolné, dostáváme (32).
(b) Protože Ωf má Lebesgueovu mı́ru nula, existuje alespoň jedna posloupnost yi → x, yi �∈ Ωf . Podle
Poznámky 169 plat́ı ∇f(yi) ∈ ∂f(yi), takže podle Věty 135 (a) je posloupnost {∇f(yi)} omezená a
existuje tedy konvergentńı podposloupnost {∇f(y′i)} ⊂ {∇f(yi)}. Množina ∂Bf(x) je tedy neprázdná a
podle Věty 135 (c) plat́ı

lim
i→∞

∇f(y′i) ∈ ∂f(x)

takže ∂Bf(x) ⊂ ∂f(x). Jelikož ∂f(x) je konvexńı, plat́ı také conv ∂Bf(x) ⊂ ∂f(x). Jelikož ∂f(x) je
kompaktńı, jsou i množiny ∂Bf(x) a conv ∂Bf(x) kompaktńı. Použijeme-li Poznámku 168 a nerovnost (32),
dostaneme

δ∂f(x)(h) = f0(x, h) ≤ lim sup
y→x
y �∈Ωf

∇T f(y)h = sup
g∈∂Bf(x)

gTh

≤ sup
g∈conv ∂Bf(x)

gTh = δconv ∂Bf(x)(h)

pro libovolný vektor h ∈ Rn, takže podle Věty 116 plat́ı ∂f(x) ⊂ conv ∂Bf(x). �

11.4 Lipschitzovská zobrazeńı

Př́ıstup použitý ve Větě 142 můžeme využ́ıt k definici zobecněného Jakobiánu lokálně lipschitzovského
zobrazeńı f : Rn → Rm. Stejně jako v př́ıpadě lokálně lipschitzovské funkce zavedeme množinu

Ωf = {x ∈ Ω : J f(x) neexistuje} ,
kde

J f(x) =

⎡
⎢⎣

∂f1(x)
∂x1

, . . . , ∂f1(x)
∂xn

. . . . . . . . .
∂fm(x)

∂x1
, . . . , ∂fm(x)

∂xn

⎤
⎥⎦ ,

která má opět Lebesgueovu mı́ru nula.
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Definice 72 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak množinu

∂f(x) = conv ∂Bf(x),

kde

∂Bf(x) =
{

lim
i→∞

J f(xi) : xi → x, xi �∈ Ωf

}
,

nazveme zobecněným Jakobiánem zobrazeńı f .

Poznámka 172 Poznamenejme, že se dopoušt́ıme jisté ned̊uslednosti, nebot’ pro m = 1 se Definice 72
odlǐsuje od Definice 70 (nyńı jde o řádkový vektor). Tato konvence se však běžně použ́ıvá v literatuře,
takže se j́ı také přidrž́ıme.

Poznámka 173 Je-li zobrazeńı f : Rn → Rm diferencovatelné v bodě x ∈ Rn, pak př́ımo z Definice 72
plyne, že

J f(x) ∈ ∂f(x)

(stač́ı zvolit posloupnost xi = x→ x �∈ Ωf ).

Věta 143 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské s konstantou L v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak

(a) Plat́ı ∂f(x) ⊂ [∂f1(x), . . . , ∂fm(x)]T , kde ∂fi(x), 1 ≤ i ≤ m, jsou subdiferenciály funkćı fi : Rn → R
(i-tých složek zobrazeńı f) v bodě x ∈ Rn.

(b) Zobecněný Jakobián ∂f(x) je neprázdná konvexńı kompaktńı množina taková, že ‖J‖ ≤ L ∀J ∈
∂f(x).

(c) Jestlǐze xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J , pak J ∈ ∂f(x) (polospojitost shora).

Důkaz (a) plyne bezprostředně z Věty 142.
(b) Kompaktnost plyne bezprostředně z (a) a z Věty 135 (a). Konvexita plyne př́ımo z Definice 72.
Neprázdnost plyne z existence alespoň jedné posloupnosti xi → x, xi �∈ Ωf , pro kterou {J f(xi)} konverguje
(argumentace je stejná jako v d̊ukazu Věty 142). Nerovnost ‖J‖ ≤ L plyne z Definice 72 a z toho, že
‖J f(xi)‖ ≤ L pokud J f(xi) existuje.
(c) Předpokládejme, že xi → x, Ji ∈ ∂f(xi) a Ji → J . Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat,
že xi ∈ B(x, 1/(2i)) (v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Jestliže J �∈ ∂f(x), muśı
existovat č́ıslo ε > 0 takové, že pro dostatečně velké indexy plat́ı

Ji �∈ ∂f(x) +B(0, ε).

Protože množina ∂f(x)+B(0, ε) je konvexńı, nemůže platit ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x)+B(0, ε) (v opačném př́ıpadě
by muselo platit Ji ∈ conv ∂Bf(xi) ⊂ ∂f(x) + B(0, ε)). Existuje tedy matice J i ∈ ∂Bf(xi) taková, že
J i �∈ ∂f(x) + B(0, ε). Podle Definice 72 muśı existovat bod yi ∈ B(xi, 1/(2i)) ⊂ B(x, 1/i) takový, že
‖J f(yi) − J i‖ < ε/2, takže

J f(yi) �∈ ∂f(x) +B(0, ε/2). (34)

Podle (a) jsou matice J i a tedy i J f(yi) stejnoměrně omezené v okoĺı bodu x. Můžeme tedy předpokládat,
že existuje limita

lim
i→∞

J f(yi) = J

(v opačném př́ıpadě lze vybrat vhodnou podposloupnost). Zřejmě yi → x (nebot’ yi ∈ B(x, 1/i)), yi �∈ Ωf

(nebot’ J f(yi) existuje) a J f(yi) → J . Podle Definice 72 tedy plat́ı J ∈ ∂f(x), což je ve sporu s (34). �
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Lemma 39 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce g : Rm →
R je spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu f(x). Pak funkce ϕ = g ◦ f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı
bodu x ∈ Rn a plat́ı

∂ϕ(x) = (∂f(x))T∇g(f(x)).

Důkaz Lipschitzovskost funkce g◦f je zřejmá (stač́ı použ́ıt Větu 136 a Definici 68). Necht’ J ∈ ∂Bf(x). Pak
existuje posloupnost xi → x, xi �∈ Ωf taková, že J f(xi) → J a tud́ıž ∇ϕ(xi) = (J f(xi))T∇g(f(xi)) →
JT∇g(f(x)). Plat́ı tedy JT∇g(f(x)) ∈ ∂Bϕ(x), což dává

(∂Bf(x))T∇g(f(x)) ⊂ ∂Bϕ(x).

Necht’ naopak w ∈ ∂Bϕ(x). Pak existuje posloupnost xi → x, xi �∈ Ωϕ ⊃ Ωf taková, že ∇ϕ(xi) =
(J f(xi))T∇g(f(xi)) → w. Jelikož Jacobiovy matice J f(xi) jsou podle Věty 143 (b) omezené v okoĺı
bodu x, existuje podposloupnost {x′i} ⊂ {xi} taková, že J f(x′i) → J ∈ ∂Bf(x), což spolu s (J f(x′i))

T∇g(f(x′i)) →
w dává

∂Bϕ(x) ⊂ (∂Bf(x))T∇g(f(x)).

Spojeńım obou inkluźı dostaneme ∂Bϕ(x) = (∂Bf(x))T∇g(f(x)), což po přechodu ke konvexńım obal̊um
dává ∂ϕ(x) = (∂f(x))T∇g(f(x)). �

Abychom mohli zformulovat větu o středńı hodnotě, zavedeme označeńı

∂f ([x, y]) = conv
⋃

z∈[x,y]

∂f(z). (35)

Lemma 40 Množina ∂f ([x, y]) je konvexńı a kompaktńı.

Důkaz Konvexita plyne bezprostředně z (35). Abychom dokázali kompaktnost, stač́ı podle Věty 108
dokázat kompaktnost množiny

⋃
z∈[x,y] ∂f(z). Necht’ {Ji} ⊂ ⋃

z∈[x,y] ∂f(z) je posloupnost taková, že
Ji → J . Zřejmě Ji ∈ ∂f(zi), kde zi ∈ [x, y]. Jelikož množina [x, y] je kompaktńı, existuje podposloupnost
{z′i} ⊂ {zi} taková, že z′i → z ∈ [x, y], a odpov́ıdaj́ıćı podposloupnost {J ′

i} ⊂ {Ji} taková, že J ′
i ∈ ∂f(z′i) .

Jelikož vybraná posloupnost má stejnou limitu jako p̊uvodńı konvergentńı posloupnost, lze psát J ′
i → J , a

podle Věty 143 (c) dostaneme J ∈ ∂f(z) ⊂ ⋃
z∈[x,y] ∂f(z). �

Věta 144 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lokálně lipschitzovské na otevřené množině Ω obsahuj́ıćı
úsečku [x, y]. Pak plat́ı

f(y) − f(x) ∈ ∂f ([x, y]) (y − x). (36)

Důkaz Podle Lemmatu 39 pro libovolný bod z ∈ (x, y) a pro libovolný vektor v ∈ Rm plat́ı ∂(vT f)(z) =
vT∂f(z). Můžeme tedy použ́ıt Větu 141, podle které pro libovolný vektor v ∈ Rm existuje bod z ∈ (x, y)
takový, že

vT (f(y) − f(x)) ∈ ∂(vT f)(z)(y − x) = vT∂f(z)(y − x). (37)

Vztah (36) dokážeme sporem. Předpokládejme, že f(y) − f(x) �∈ ∂f ([x, y]) (y − x). Jelikož množina na
pravé straně je podle Lemmatu 40 konvexńı a kompaktńı, muśı podle Věty 112 existovat vektor v ∈ Rm a
č́ıslo α ∈ R tak, že
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vT (f(y) − f(x)) > α ≥ max
J∈∂f([x,y])

vTJ(y − x),

což je ve sporu s (37), nebot’ podle (37) existuje prvek J ∈ ∂f(z) ⊂ ∂f ([x, y]) takový, že vT (f(y)−f(x)) =
vTJ(y − x). �

Věta 145 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn a funkce g : Rm → R je
lipschitzovská v okoĺı bodu f(x). Pak funkce ϕ = g ◦ f : Rn → R je lipschitzovská v okoĺı bodu x ∈ Rn a
plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ conv (∂f(x))T∂g(f(x)) Δ= conv
{
JT v : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂g(f(x))

}
, (38)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech

(a) Funkce g je spojitě diferencovatelná v bodě f(x). V tomto př́ıpadě plat́ı

∂ϕ(x) = (∂f(x))T∇g(f(x)). (39)

(b) Funkce g je regulárńı v bodě f(x) a zobrazeńı f je spojitě diferencovatelné v bodě x. V tomto př́ıpadě
je funkce ϕ regulárńı v bodě x a plat́ı

∂ϕ(x) = (J f(x))T∂g(f(x)). (40)

(c) Funkce g je regulárńı v bodě f(x), funkce fi = eT
i f , 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný

prvek v ∈ ∂g(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m. V tomto př́ıpadě je funkce ϕ regulárńı v bodě x.

Důkaz Lipschitzovskost funkce g ◦ f je zřejmá (stač́ı dvakrát použ́ıt Definici 68). Označme S množinu na
pravé straně (38). Abychom dokázali inkluzi ∂ϕ(x) ⊂ S, použijeme Větu 116 a Poznámku 168. Jelikož
podle Věty 115 pro libovolný vektor h ∈ Rn plat́ı

δS(h) = max
{
vTJh : J ∈ ∂f(x), v ∈ ∂g(f(x))

}
,

stač́ı podle Věty 116 a Poznámky 168 ukázat, že pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje matice J ∈ ∂f(x) a
vektor v ∈ ∂g(f(x)) tak, že

δ∂ϕ(x)(h) = ϕ0(x, h) ≤ vTJh. (41)

Podle Poznámky 166 můžeme vybrat posloupnosti xi → x a ti ↓ 0 tak, že

ϕ0(x, h) = lim
i→∞

ϕ(xi + tih) − ϕ(xi)
ti

.

Je-li bod xi ∈ Rn dostatečně bĺızko k bodu x a je-li č́ıslo ti > 0 dostatečně malé, jsou i body f(xi)
a f(xi + tih) dostatečně bĺızké k bodu f(x). Jsou tedy splněny předpoklady Věty 141 (aplikované na
funkci g) a existuje tedy bod ui ∈ [f(xi), f(xi + tih)] a subgradient vi ∈ ∂g(ui) tak, že

ϕ(xi + tih) − ϕ(xi) = g(f(xi + tih)) − g(f(xi)) = vT
i (f(xi + tih) − f(xi)).

Podle Věty 144 plat́ı

f(xi + tih) − f(xi)
ti

∈ ∂f([xi, xi + tih])h,

což podle vztahu (35) a podle Věty 107 znamená, že
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ϕ(xi + tih) − ϕ(xi)
ti

= vT
i

f(xi + tih) − f(xi)
ti

= vT
i

m+1∑
k=1

λk
i J

k
i h,

kde Jk
i ∈ ∂f(yk

i ), yk
i ∈ [xi, xi + tih], λk

i ≥ 0, k ∈ [1,m + 1], λ1
i + . . . + λm+1

i = 1. Z tohoto d̊uvodu muśı
alespoň pro jeden index k ∈ [1,m+ 1] platit

ϕ(xi + tih) − ϕ(xi)
ti

≤ vT
i J

k
i h. (42)

Jelikož xi → x a ti ↓ 0, plat́ı ui → f(x) a yk
i → x. Z kompaktnosti subdiferenciálu a zobecněného Jakobiánu

plyne existence podposloupnost́ı {x′i} ⊂ {xi} a {t′i} ⊂ {ti} takových, že odpov́ıdaj́ıćı podposloupnosti
{v′i} ⊂ {vi} a {J ′

i} ⊂ {Jk
i } konverguj́ı k v a J . Podle Věty 135 (c) a Věty 143 (c) plat́ı v ∈ ∂g(f(x)) a

J ∈ ∂f(x), takže z (42) plyne (41). Nyńı vyšetř́ıme speciálńı př́ıpady:
(a) Tento př́ıpad je tvrzeńım Lemmatu 39.
(b) Je-li zobrazeńı f spojitě diferencovatelné, můžeme množinu S zapsat ve tvaru S = (J f(x))T∂g(f(x))
(protože množina ∂f(x) = {J f(x)} je jednoprvková nemuśıme použ́ıvat jej́ı konvexńı obal). Použijeme-li
Definici 60, Poznámku 168 a regularitu funkce g (Definice 71), můžeme psát

δS(h) = max
v∈∂g(f(x))

vTJ f(x)h = max
v∈∂g(f(x))

vT f ′(x, h)

= g0(f(x), f ′(x, h)) = g′(f(x), f ′(x, h))

= lim
t↓0

g(f(x) + tf ′(x, h)) − g(f(x))
t

= lim
t↓0

(
g(f(x+ th)) − g(f(x))

t
+ T (t)

)
,

kde pro dostatečně malá t plat́ı

‖T (t)‖ =
‖g(f(x) + tf ′(x, h)) − g(f(x+ th))‖

t
≤ L‖f(x) + tf ′(x, h) − f(x+ th)‖

t

= L

∥∥∥∥f ′(x, h) − f(x+ th) − f(x)
t

∥∥∥∥ ,
nebot’ funkce g je lipschitzovská v nějakém okoĺı bodu f(x) (konstantu jsme označili L). Ze spojité
diferencovatelnosti zobrazeńı f plyne, že (f(x + th) − f(x))/t → f ′(x, h), takže T (t) → 0 pokud t ↓ 0.
Ukázali jsme tedy, že

ϕ′(x, h) = lim
t↓0

g(f(x+ th)) − g(f(x))
t

existuje a plat́ı δS(h) = ϕ′(x, h) ≤ ϕ0(x, h), což podle Věty 116 dává S ⊂ ∂ϕ(x), takže z (38) plyne
∂ϕ(x) = S. Z nerovnosti ϕ0(x, h) ≤ δS(h) = ϕ′(x, h) ≤ ϕ0(x, h) pak plyne regularita funkce ϕ v bodě x.
(c) Označme

S′ = conv

{
m∑

i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂g(f(x))

}
.

Podle (38) plat́ı ∂ϕ(x) ⊂ S a podle Věty 143 (a) plat́ı S ⊂ S′, takže ∂ϕ(x) ⊂ S′. Jsou-li funkce g a fi,
1 ≤ i ≤ m, regulárńı a plat́ı-li vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, můžeme psát

δS′(h) = max

{
m∑

i=1

viu
T
i h : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂g(f(x))

}
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≤ max

{
m∑

i=1

vi max
ui∈∂fi(x)

uT
i h : v ∈ ∂g(f(x))

}

= max

{
m∑

i=1

vif
0
i (x, h) : v ∈ ∂g(f(x))

}

= max

{
m∑

i=1

vif
′
i(x, h) : v ∈ ∂g(f(x))

}

= g0(f(x), f ′(x, h)) = g′(f(x), f ′(x, h)).

Konec d̊ukazu je již stejný jako konec d̊ukazu tvrzeńı (b). Dostaneme δS′(h) = ϕ′(x, h) ≤ ϕ0(x, h),
což podle Věty 116 dává S′ ⊂ ∂ϕ(x), takže z ∂ϕ(x) ⊂ S ⊂ S′ plyne ∂ϕ(x) = S = S′. Z nerovnosti
ϕ0(x, h) ≤ δS(h) ≤ δS′(h) = ϕ′(x, h) ≤ ϕ0(x, h) pak plyne regularita funkce ϕ v bodě x. �

Důsledek 14 Jsou-li splněny předpoklady Věty 145, plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ conv

{
m∑

i=1

uivi : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂g(f(x)),

}
(43)

přičemž rovnost nastává zejména v těchto př́ıpadech:

(a) Funkce g je spojitě diferencovatelná v bodě f(x) a m = 1.

(b) Funkce g je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou spojitě diferencovatelné v bodě x.

(c) Funkce g je regulárńı v bodě f(x) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou regulárńı v bodě x a pro libovolný
prvek v ∈ ∂g(f(x)) plat́ı vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Důkaz Stač́ı použ́ıt Větu 145 a některé úvahy (např́ıklad S ⊂ S′) z jej́ıho d̊ukazu. �

Důsledek 15 Necht’ funkce f1 : Rn → R, f2 : Rn → R jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak
funkce ϕ = f1f2 je lipschitzovská v okoĺı bodu x a označ́ıme-li

f =
[
f1
f2

]
, P =

[
0 1
1 0

]
,

plat́ı

∂ϕ(x) = (∂f(x))TPf(x) ⊂ ∂f1(x)f2(x) + f1(x)∂f2(x)

přičemž rovnost nastává, jsou-li funkce f1, f2 regulárńı a plat́ı-li f1(x) ≥ 0, f2(x) ≥ 0. V tomto př́ıpadě
je funkce ϕ = f1f2 regulárńı.

Důkaz Definujme funkci g : R2 → R předpisem g(u1, u2) = u1u2. Tato funkce je spojitě diferencovatelná
a tedy (podle Věty 136) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu u ∈ R2, přičemž plat́ı

∇g(u) =
[
u2

u1

]
= Pu.

Podle Věty 145 je funkce g ◦ f = f1f2 lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂(f1f2) =
{
JT∇g(f(x)) : J ∈ ∂f(x)

}
= (∂f(x))TPf.

Vztah ∂(f1f2) ⊂ ∂f1(x)f2(x)+f1(x)∂f2(x) a podmı́nky pro rovnost dostaneme bezprostředně z Důsledku 14
(c). �
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Důsledek 16 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce ϕ =
(1/2)fT f je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂ϕ(x) =
1
2
∂(fT f)(x) = (∂(f(x))T f(x) =

{
JT f(x) : J ∈ ∂(f(x))

}
. (44)

Důkaz Definujme funkci g : Rm → R předpisem

g(u) =
1
2
uTu =

1
2

m∑
i=1

u2
i .

Tato funkce je spojitě diferencovatelná a tedy (podle Věty 136) lipschitzovská v okoĺı libovolného bodu
u ∈ Rm, přičemž plat́ı ∇g(u) = u. Podle Věty 145 (a) je funkce ϕ = g ◦ f = (1/2)fT f lipschitzovská v
okoĺı bodu x a plat́ı ∂ϕ(x) = (∂f(x))T∇g(f(x)) = (∂f(x))T f(x). �

Věta 146 Necht’ funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak funkce

ϕ(x) = max
1≤i≤m

fi(x)

je lipschitzovská v okoĺı bodu x a plat́ı

∂ϕ(x) ⊂ conv {∂fi(x) : i ∈ I(x)} , (45)

kde I(x) = {i ∈ {1, . . . ,m} : fi(x) = ϕ(x)}. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı v bodě x, je funkce ϕ
regulárńı v bodě x a v (45) plat́ı rovnost.

Důkaz Definujme funkci g : Rm → R předpisem g(u) = max(u1, . . . , um). Tato funkce je konvexńı v Rm,
nebot’

g(λu+ (1 − λ)v) = max
1≤i≤m

(λui + (1 − λ)vi) ≤ λ max
1≤i≤m

(ui) + (1 − λ) max
1≤i≤m

(vi)

= λg(u) + (1 − λ)g(v)

pro u ∈ Rm, v ∈ Rm a 1 ≤ λ ≤ 1, takže je lokálně lipschitzovská podle Věty 127. Necht’ I(u) =
{i ∈ {1, . . . ,m} : ui = g(u)}. Pak plat́ı

g′(u, d) = lim
t↓0

g(u+ td) − g(u)
t

= lim
t↓0

max
1≤i≤m

(
ui + tdi − g(u)

t

)
=

= lim
t↓0

max
i∈I(u)

(
ui + tdi − g(u)

t

)
= max

i∈I(u)
(di),

takže g0(u, d) = g′(u, d) = maxi∈I(u)(di) a podle Definice 70 plat́ı

∂g(u) =
{
v ∈ Rn : max

i∈I(u)
(di) ≥ vT d ∀d ∈ Rn

}
.

Necht’ ei je i-tý sloupec jednotkové matice a δ > 0. Jestliže vi �= 0 pro i �∈ I(u), dostaneme volbou
di = viei nerovnost vT d = v2

i > 0 = max {di, i ∈ I(u)}, takže v �∈ ∂g(u). Jestliže vi < 0 pro i ∈ I(u),
dostaneme volbou di = −δei nerovnost vT d = −δvi > −δ = max {di, i ∈ I(u)), takže v �∈ ∂g(u). Jestliže
vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a

∑
i∈I(u) vi > 1, dostaneme volbou d =

∑
i∈I(u) δei nerovnost vT d = δ

∑
i∈I(u) vi >

δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v �∈ ∂g(u). Jestliže vi ≥ 0 ∀i ∈ I(u) a
∑

i∈I(u) vi < 1, dostaneme volbou
d = −∑

i∈I(u) δei nerovnost vT d = −δ∑i∈I(u) vi > −δ = max{di, i ∈ I(u)}, takže v �∈ ∂g(u). Muśı tedy
platit
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∂g(u) =

⎧⎨
⎩v ∈ Rn : vi ≥ 0,

∑
i∈I(u)

vi = 1,
∑

i�∈I(u)

vi = 0

⎫⎬
⎭ .

Podle Důsledku 14 pak plat́ı

∂f(x) ⊂ conv

{
m∑

i=1

viui : ui ∈ ∂fi(x), v ∈ ∂g(f(x))

}

= conv

⎧⎨
⎩ ∑

i∈I(u)

vi∂fi(x) : vi ≥ 0,
∑

i∈I(u)

vi = 1

⎫⎬
⎭

= conv {∂fi(x), i ∈ I(u)} .

Funkce g je konvexńı, takže je podle Věty 138 regulárńı. Jsou-li funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, regulárńı, je podle
Věty 138 i funkce ϕ regulárńı a jelikož vi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, plat́ı v (45) rovnost. �

11.5 Polohladká zobrazeńı

Definice 73 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Jestlǐze pro každé
h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh (46)

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x + th)), řekneme, že zobrazeńı f je slabě polohladké v bodě x. Jestlǐze pro
každé h ∈ Rn existuje limita

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

Jh′ (47)

(nezávislá na volbě J ∈ ∂f(x+ th′)), řekneme, že zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

Poznámka 174 Jelikož ∂f(x) je množinové zobrazeńı, mohlo by se zdát, že existence limity (47) je
výjimečná. V daľśım textu však ukážeme (Poznámka 178), že polohladkost je vlastnost převážné většiny
zaj́ımavých lokálně lipschitzovských zobrazeńı.

Poznámka 175 Z Definice 73 plyne, že každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké. Slabá polohlad-
kost se však nezachovává při skládáńı funkćı a také Věta 152 vyžaduje platnost vztahu (47).

Věta 147 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je slabě polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor
h ∈ Rn existuje směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

= lim
J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh.

Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak pro libovolný vektor h ∈ Rn existuje
směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı

f ′(x, h) = lim
h′→h
t↓0

f(x+ th′) − f(x)
t

= lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

Jh′.
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Důkaz (a) Zvolme libovolně vektor h ∈ Rn a posloupnost ti ↓ 0. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské
v okoĺı bodu x, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že je lipschitzovské v každém z interval̊u
[x, x+ tih]. Použijeme-li Větu 144, dostaneme

f(x+ tih) − f(x)
ti

∈ ∂f ([x, x+ tih])h =

⎛
⎝conv

⋃
t∈[0,1]

∂f(x+ th)

⎞
⎠h = conv

⎛
⎝ ⋃

t∈[0,1]

∂f(x+ th)h

⎞
⎠ ⊂ Rm

Podle Věty 107 existuje nejvýše m+ 1 prvk̊u Jk
i ∈ ∂f(x+ tki h), t

k
i ∈ [0, ti], 1 ≤ k ≤ m+ 1, tak, že

f(x+ tih) − f(x)
ti

=
m+1∑
k=1

λk
i J

k
i h,

kde 0 ≤ λk
i ≤ 1 a λk

1 + . . . + λk
m+1 = 1. Jelikož interval [0,1] je kompaktńı, můžeme předpokládat, že

λk
i → λk, 1 ≤ k ≤ m+ 1 (v opačném př́ıpadě vybereme vhodnou podposloupnost). Pak podle (46) plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih) − f(x)
ti

= lim
i→∞

(
m+1∑
k=1

λk
i J

k
i h

)
=

m+1∑
k=1

(
lim

i→∞
λk

i

)(
lim

i→∞
Jk

i h
)

=

(
m+1∑
k=1

λk

)
lim

J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh = lim
J∈∂f(x+th)
t↓0

Jh,

takže limita na levé straně nezáviśı na výběru posloupnosti ti ↓ 0 a rovná se směrové derivaci f ′(x, h).
(b) Necht’ vektor h ∈ Rn je libovolný. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn (s nějakou
konstantou L) plat́ı

lim
h′→h, t↓0

‖f(x+ th′) − f(x+ th)‖
t

≤ lim
h′→h

L‖h′ − h‖ = 0.

Každé polohladké zobrazeńı je slabě polohladké. Můžeme tedy psát

lim
h′→h, t↓0

f(x+ th′) − f(x)
t

= lim
t↓0

f(x+ th) − f(x)
t

+ lim
h′→h, t↓0

f(x+ th′) − f(x+ th)
t

= f ′(x, h).

Zbytek tvrzeńı plyne z (a). �

Poznámka 176 Zobrazeńı f ′(x, .) : Rn → Rm (směrová derivace) vystupuj́ıćı ve větě 147 je pozitivně
homogeńı a lipschitzovské. Neńı však subaditivńı jako v př́ıpadě konvexńıch funkćı.

Poznámka 177 Podle věty 147 pro polohladká zobrazeńı plat́ı

f(x+ th′) = f(x) + tf ′

kde f ′ → f ′(x, h), pokud h′ → h a t ↓ 0

V daľśım výkladu budeme často použ́ıvat pojem funkce, tedy zobrazeńı f : Rn → R, neboli f : Rn →
Rm, kde m = 1. V tomto př́ıpadě je třeba mı́t na paměti konvenci zmı́něnou v Poznámce 172.

Věta 148 Jsou-li funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, polohladké v bodě x ∈ Rn, je i zobrazeńı f =
[f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x.
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Důkaz Necht’ h ∈ Rn. Limita (47) existuje právě tehdy, existuj́ı-li pro 1 ≤ i ≤ m limity

lim
J∈∂f(x+th′)
h′→h,t↓0

eT
i Jh

′.

(ei je i-tý sloupec jednotkové matice řádu m). Tyto limity však existuj́ı, nebot’ pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı
JT ei ∈ ∂fi(x+ th′) a funkce fi, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké. �

Věta 149 Je-li funkce f : Rn → R spojitě diferencovatelná v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Pro spojitě diferencovatelné funkce plat́ı

lim
g∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ = lim
h′→h
t↓0

(∇f(x+ th′))T
h′ = (∇f(x))T

h.

�

Věta 150 Je-li funkce f : Rn → R konvexńı v okoĺı bodu x ∈ Rn, je polohladká v bodě x.

Důkaz Necht’ funkce f je konvexńı v B(x, ε), x+ th′ ∈ B(x, ε) a g ∈ ∂f(x+ th′). Pak podle Věty 129 (d)
plat́ı

f(x) − f(x+ th′) ≥ gT (x− (x+ th′)),

neboli

f(x+ th′) − f(x)
t

≤ gTh′.

Z druhé strany podle Definice 67 plat́ı

gTh′ ≤ f ′(x+ th′, h′).

Použijeme-li tyto nerovnosti spolu s Větou 147, Definićı 66 a Větou 128 (c), dostaneme

f ′(x, h) ≤ lim
h′→h
t↓0

f(x+ th′) − f(x)
t

≤ lim inf
g∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′ ≤ lim sup
g∈∂f(x+th′)
h′→h, t↓0

gTh′

≤ lim sup
h′→h, t↓0

f ′(x+ th′, h′) ≤ f ′(x, h),

což dokazuje existenci požadované limity. �

Věta 151 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce g : Rm → R je polohladká
v bodě f(x). Pak složené zobrazeńı ϕ = g ◦ f je polohladké v bodě x.

Důkaz Necht’ vektor h ∈ Rn je libovolný. Necht’ xk = x + tkhk, kde hk → h a tk ↓ 0. Podle Věty 145
plat́ı ∂ϕ(xk) ⊂ Sk, kde symbol Sk ⊂ Rn označuje kompaktńı množinu na pravé straně výrazu (38) (s xk

mı́sto x). Necht’

w−
k = (J−

k )T v−k = arg min
w∈Sk

wTh, v−k ∈ ∂g(f(xk)), J−
k ∈ ∂f(xk),

w+
k = (J+

k )T v+
k = arg max

w∈Sk

wTh, v+
k ∈ ∂g(f(xk)), J+

k ∈ ∂f(xk).

Pak pro libovolný vektor wk ∈ ∂ϕ(xk) ⊂ Sk plat́ı
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(w−
k )Th ≤ wT

k h ≤ (w+
k )Th. (48)

Jelikož všechny veličiny v těchto vzorćıch jsou podle Věty 135 (a) omezené, můžeme předpokládat (po
př́ıpadném přechodu k podposloupnostem), že

J−
k → J− ∈ ∂f(x), v−k → v− ∈ ∂g(f(x)),
J+

k → J+ ∈ ∂f(x), v+
k → v+ ∈ ∂g(f(x))

(použ́ıváme Větu 135 (c)). Jelikož zobrazeńı f je polohladké, plat́ı J−h = J+h = f ′(x, h), takže s
použit́ım (48) dostaneme

(v−)T f ′(x, h) ≤ lim inf
k→∞

wT
k h ≤ lim sup

k→∞
wT

k h ≤ (v+)T f ′(x, h).

Jelikož funkce g je polohladká a podle Poznámky 177 plat́ı f(xk) = f(x + tkhk) = f(x) + tkf
′
k, kde

f ′k → f ′(x, h), pokud hk → h a tk ↓ 0, můžeme použ́ıt Definici 73, podle které

(v−)T f ′(x, h) = lim
k→∞

(v−k )T f ′(x, h) = lim
k→∞

(v+
k )T f ′(x, h) = (v+)T f ′(x, h),

což dokazuje existenci limity posloupnosti wT
k h nezávislé na volbě vektoru wk ∈ ∂ϕ(xk). �

Důsledek 17 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn a funkce g : Rm → R je bud’
spojitě diferencovatelná nebo konvexńı v okoĺı bodu f(x). Pak funkce ϕ = g ◦ f je polohladká v bodě x.

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z Věty 149, Věty 150 a Věty 151. �

Důsledek 18 Necht’ funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m jsou polohladké v bodě x ∈ Rn a λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m.
Pak funkce ϕ1 =

∑m
i=1 λifi (lineárńı kombinace) a ϕ2 =

∏m
i=1 fi (součin) jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Podle Věty 148 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce g1(u) =
∑m

i=1 λiui a
g2(u) =

∏m
i=1 ui jsou spojitě diferencovatelné, takže podle Důsledku 17 jsou funkce ϕ1 = g1◦f a ϕ2 = g2◦f

polohladké v bodě x. �

Důsledek 19 Necht’ funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m jsou polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak funkce
ϕ = ‖[f1, . . . , fm]T ‖, kde ‖ · ‖ je libovolná norma v Rm, je polohladká v bodě x. Speciálně funkce
ϕ1 = max1≤i≤m(|fi|) (maximum absolutńıch hodnot) a ϕ2 =

∑m
i=1 |fi| (součet absolutńıch hodnot) jsou

polohladké v bodě x. Dále funkce ϕ3 = max1≤i≤m(fi) (bodové maximum) je polohladká v bodě x.

Důkaz Podle Věty 148 je zobrazeńı f = [f1, . . . , fm]T polohladké v bodě x. Funkce g(u) = ‖u‖ je konvexńı,
nebot’ z vlastnost́ı vektorové normy plyne, že pro 0 ≤ λ ≤ 1 plat́ı

g(λu+ (1 − λ)v) = ‖λu+ (1 − λ)v‖ ≤ λ‖u‖ + (1 − λ)‖v‖.
Funkce ϕ = g ◦ f je tedy podle Důsledku 17 polohladká. Také funkce g(u) = max1≤i≤m(ui) je konvexńı
(d̊ukaz Věty 146), takže funkce ϕ3 = g ◦ f je podle Důsledku 17 polohladká. �

Důsledek 20 (Obráceńı Věty 148). Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn přičemž
f = [f1, . . . , fm]T . Pak funkce fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, jsou polohladké v bodě x.

Důkaz Zřejmě fi = gi ◦ f , 1 ≤ i ≤ m, kde funkce gi : Rm → R, definované předpisem gi(u) = eT
i u = ui,

jsou spojitě diferencovatelné. Polohladkost funkćı fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ m, tedy plyne z Důsledku 17. �

Důsledek 21 Lineárńı kombinace polohladkých zobrazeńı je polohladké zobrazeńı. Skalárńı součin polohladkých
zobrazeńı je polohladká funkce.
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Důkaz Podle Důsledku 20 jsou složky polohladkých zobrazeńı polohladkými funkcemi. Podle Důsledku 18
je lineárńı kombinace polohladkých funkćı polohladkou funkćı, takže podle Věty 148 je lineárńı kombinace
polohladkých zobrazeńı polohladkým zobrazeńım. Polohladkost skalárńıho součinu plyne z Důsledku 20,
Důsledku 18 a Věty 148. �

Poznámka 178 Z předchoźıho textu vyplývá, že vycháźıme-li ze spojitě diferencovatelných a konvexńıch
zobrazeńı, dostáváme běžnými operacemi (součet, součin, maximum, skládáńı funkćı) pouze polohladká
zobrazeńı. Proto má teorie polohladkých zobrazeńı velké uplatněńı v praktických aplikaćıch. Nav́ıc je
polohladkost základńım předpokladem pro konstrukci numerických metod pro řešeńı nehladkých rovnic.

V následuj́ıćıch úvahách budeme použ́ıvat symbol o(‖h‖) pokud h→ 0. Tento symbol znamená, že pro
libovolnou posloupnost hi → 0, hi �= 0 plat́ı o(‖hi‖)/‖hi‖ → 0.

Věta 152 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je lipschitzovské v okoĺı bodu x ∈ Rn. Pak f je polohladké v
bodě x právě tehdy, existuje-li směrová derivace f ′(x, h) a plat́ı-li

Jh− f ′(x, h) = o (‖h‖) (49)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz (a) Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké. Máme dokázat, že

lim
i→∞

Jihi − f ′(x, hi)
‖hi‖ = 0. (50)

pro libovolné posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x+hi). Předpokládejme
naopak, že existuj́ı posloupnosti {hi} ⊂ Rn a {Ji} ⊂ Rm×n takové, že hi → 0 a Ji ∈ ∂f(x + hi), a č́ıslo
ε > 0 takové, že že

‖Jihi − f ′(x, hi)‖
‖hi‖ = ‖Jih

′
i − f ′(x, h′i)‖ ≥ ε ∀i ∈ N,

kde h′i = hi/‖hi‖ a ti = ‖hi‖ (takže Ji ∈ ∂f(x+ tih
′
i)). Pak podle Věty 147 (b) plat́ı

lim
i→∞

Jih
′
i = f ′(x, h)

což je však ve sporu s předchoźı nerovnost́ı, nebot’ funkce f ′(x, .) je podle Poznámky 177 spojitá.
(b) Předpokládejme nyńı, že zobrazeńı f : Rn → Rm neńı polohladké. Pak muśı existovat vektor h ∈ Rn

(bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že ‖h‖ = 1), posloupnosti h′i → h, ti ↓ 0, Ji ∈ ∂f(x+ tih
′
i)

a č́ıslo ε > 0 tak, že

‖Jih
′
i − f ′(x, h)‖ ≥ 2ε ∀i ∈ N (51)

(v opačném př́ıpadě by existovala limita (47) rovnaj́ıćı se f ′(x, h), takže zobrazeńı f by bylo podle
Definice 73 polohladké). Jelikož směrová derivace je podle Poznámky 176 lipschitzovská, plat́ı pro dostatečně
velké indexy ‖f ′(x, h′i) − f ′(x, h)‖ ≤ ε, což spolu s (51) dává

‖Jih
′
i − f ′(x, h′i)‖ = ‖Jih

′
i − f ′(x, h) − (f ′(x, h′i) − f ′(x, h))‖

≥ ‖Jih
′
i − f ′(x, h)‖ − ‖(f ′(x, h′i) − f ′(x, h))‖ ≥ ε,

Položme hi = tih
′
i. Jelikož ‖h′i‖ → 1 a ti ↓ 0, plat́ı ‖hi‖ → 0. Z předchoźı nerovnosti však plyne

lim inf
i→∞

‖Jihi − f ′(x, hi)‖
‖hi‖ = lim inf

i→∞
‖Jih

′
i − f ′(x, h′i)‖
‖h′i‖

= lim inf
i→∞

‖Jih
′
i − f ′(x, h′i)‖ ≥ ε > 0,

takže neplat́ı (50) a tud́ıž ani (49). �
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Poznámka 179 Vzhledem k platnosti Věty 152 se polohladké zobrazeńı často definuje jako lokálně lips-
chitzovské zobrazeńı, které vyhovuje podmı́nce (49).

Definice 74 Řekneme, že zobrazeńı f : Rn → Rm je diferencovatelné v Bouligandově smyslu (B-diferenco-
vatelné) v bodě x ∈ Rn, jestlǐze existuje positivně homogenńı zobrazeńı f ′(x, .) : Rn → Rm (směrová
derivace) takové, že

f(x+ h) − f(x) − f ′(x, h) = o (‖h‖) , (52)

pokud h→ 0 (to znamená, že zobrazeńı f ′(x, .) má stejné aproximačńı vlastnosti jako Frechetova derivace).

Věta 153 Polohladké zobrazeńı je B-diferencovatelné .

Důkaz Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Máme dokázat, že

lim
i→∞

f(x+ hi) − f(x) − f ′(x, hi)
‖hi‖ = 0.

pro libovolnou posloupnost {hi} ⊂ Rn takovou, že hi → 0. Předpokládejme naopak, že existuje posloup-
nost {hi} ⊂ Rn taková, že hi → 0, a č́ıslo ε > 0 takové, že

|f(x+ hi) − f(x) − f ′(x, hi)|
‖hi‖ =

∣∣∣∣f(x+ tih
′
i) − f(x)
ti

− f ′(x, h′i)
∣∣∣∣ ≥ ε ∀i. (53)

kde h′i = hi/‖hi‖ a ti = ‖hi‖. Jelikož vektory h′i jsou omezené (nebot’ ‖h′i‖ = 1), můžeme tuto podposloup-
nost bez újmy na obecnosti vybrat tak, že h′i → h. Pak podle Věty 147 (b) plat́ı

lim
i→∞

f(x+ tih
′
i) − f(x)
ti

= f ′(x, h),

což je však ve sporu s (53), nebot’ funkce f ′(x, ·) je podle Poznámky 177 spojitá. �

Důsledek 22 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je polohladké v bodě x ∈ Rn. Pak plat́ı

f(x+ h) − f(x) − Jh = o (‖h‖) , (54)

pokud h→ 0 a J ∈ ∂f(x+ h).

Důkaz Tvrzeńı plyne bezprostředně z Věty 152 a Věty 153. �

12 Metody pro řešeńı soustav nehladkých rovnic

12.1 Newtonova metoda

Nyńı se budeme zabývat řešeńım soustavy rovnic

f(x) = 0, (55)

kde f : Rn → Rn je polohladké zobrazeńı. Nejprve se budeme věnovat nepřesné Newtonově metodě, která
je iteračńı a generuje posloupnost {xk} předpisem

xk+1 = xk + dk, (56)

kde vektor dk se vyb́ırá tak, aby platilo

ωk =
‖Akdk + f(xk)‖

‖f(xk)‖ ≤ ω (57)
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a matice Ak se vyb́ırá tak, aby platilo

Δk = ‖Ak − Jk‖ ≤ Δ (58)

pro nějaký prvek Jk ∈ ∂Bf(xk). Přitom ω ≥ 0, Δ ≥ 0 a normy v (57) a (58) jsou euklidovské.

Definice 75 Řekneme, že lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě
x ∈ Rn, jestlǐze všechny matice J ∈ ∂Bf(x) jsou regulárńı (množina ∂Bf(x) je uvedena v Definici 72).

Poznámka 180 V iteračńım procesu (56)-(58) předpokládáme, že Ak aproximuje prvek z ∂Bf(xk), nebot’
regularitu všech prvk̊u z ∂Bf(xk) ⊂ ∂f(xk) lze zajistit snadněji než regularitu všech prvk̊u z ∂f(xk).

Věta 154 Necht’ lokálně lipschitzovské zobrazeńı f : Rn → Rn je silně BD-regulárńı v bodě x ∈ Rn. Pak
existuje č́ıslo δ > 0 a konstanta c ≥ 0 tak, že všechny matice J ∈ ∂Bf(y) jsou regulárńı a plat́ı ‖J−1‖ ≤ c
pokud y ∈ B(x, δ).

Důkaz Nejprve dokážeme existenci č́ısla δ > 0 a konstanty c ≥ 0 tak, že všechny Jacobiho matice J f(z)
jsou regulárńı a plat́ı

‖(J f(z))−1‖ ≤ c, (59)

pokud z ∈ B(x, δ)\Ωf (množina Ωf je uvedena v Definici 72). Předpokládejme, že (59) neplat́ı. Pak
muśı existovat posloupnost xi → x, xi ∈ B(x, δ)\Ωf taková, že bud’ všechny Jacobiho matice J f(xi)
jsou singulárńı nebo ‖(J f(xi))−1‖ → ∞. Jelikož zobrazeńı f je lipschitzovské v okoĺı bodu x, jsou podle
Věty 143 (b) Jacobiovy matice J f(xi) omezené v okoĺı bodu x. Existuje tedy podposloupnost {x′i} ⊂ {xi}
taková, že J f(x′i) → J . Ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel na koeficientech matice plyne, že J muśı být
singulárńı. Podle Definice 72 plat́ı J ∈ ∂Bf(x), což je v rozporu s Definićı 75. Necht’ nyńı y ∈ B(x, δ)∩Ωf

a J ∈ ∂Bf(y). Pak existuje č́ıslo 0 < δ′ < δ tak, že B(y, δ′) ⊂ B(x, δ) a (59) plat́ı pokud z ∈ B(y, δ′)\Ωf .
Jelikož podle Definice 72 plat́ı

J = lim
i→∞

J f(yi)

pro nějakou posloupnost yi → y, yi ∈ B(y, δ′)\Ωf , dostaneme z (59) a ze spojité závislosti vlastńıch č́ısel
na koeficientech matice nerovnost ‖J−1‖ ≤ c. �

Věta 155 Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rn je polohladké a silně BD-regulárńı v bodě x∗ ∈ Rn takovém, že
f(x∗) = 0. Pak existuj́ı č́ısla ε > 0, ω > 0 a Δ > 0 tak, že pokud x1 ∈ B(x∗, ε), je iteračńı proces (56)-
(58) dobře definován (matice Ak jsou regulárńı) a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně.
Jestlǐze nav́ıc plat́ı ωk → 0 a Δk → 0, pak posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně a také
posloupnost {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně.

Důkaz Necht’ c a δ jsou č́ısla, jejichž existence plyne z Věty 154. Položme Δ = 1/(5c) a zvolme ε ≤ δ tak,
aby zobrazeńı f bylo lipschitzovské (s nějakou konstantou L) v B(x∗, ε) a aby platilo

‖f(x) − f(x∗) − J(x− x∗)‖ ≤ Δ
2
‖x− x∗‖ ∀J ∈ ∂Bf(x), (60)

pokud x ∈ B(x∗, ε) (to je možné vzhledem k (54)). Dále položme ω = Δ/(2L). Předpokládejme, že
xk ∈ B(x∗, ε) (plat́ı to pro k = 1). Pak podle Věty 154 plat́ı ‖J−1

k ‖ ≤ c. Zřejmě

A−1
k + J−1

k (Ak − Jk)A−1
k = J−1

k .

Jelikož rozd́ıl norem neńı větš́ı než norma rozd́ılu, můžeme psát

‖A−1
k ‖ − ‖J−1

k ‖‖Ak − Jk‖‖A−1
k ‖ ≤ ‖J−1

k ‖,
neboli
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‖A−1
k ‖ ≤ ‖J−1

k ‖
1 − ‖J−1

k ‖‖Ak − Jk‖
≤ c

1 − cΔ
=

5
4
c,

což podle (56)-(58) a (60) (s využit́ım vztahu f(x∗) = 0) dává

‖xk+1 − x∗‖ = ‖xk + dk − x∗‖ = ‖xk +A−1
k (Akdk + f(xk) − f(xk)) − x∗‖

= ‖A−1
k (Akdk + f(xk) − (f(xk) − Jk(xk − x∗)) + (Ak − Jk)(xk − x∗))‖

≤ ‖A−1
k ‖ (‖f(xk) − f(x∗) − Jk(xk − x∗)‖

+ ‖Ak − Jk‖‖xk − x∗‖ + ωk‖f(xk) − f(x∗)‖)
≤ 5

4
c (‖f(xk) − f(x∗) − Jk(xk − x∗)‖

+ Δk‖xk − x∗‖ + ωkL‖xk − x∗‖)
≤ 5

4
c

(
1
2
Δ + Δ +

1
2
Δ
)
‖xk − x∗‖ =

1
2
‖xk − x∗‖. (61)

Odtud plyne, že xk+1 ∈ B(x∗, ε), takže můžeme pokračovat stejným zp̊usobem dále. Dokázali jsme tak
indukćı, že ve všech iteračńıch kroćıch plat́ı xk+1 ∈ B(x∗, ε) a ‖xk+1 − x∗‖ ≤ (1/2)‖xk − x∗‖ čili, že
posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-lineárně. Necht’ nyńı ωk → 0 a Δk → 0. Pak podle (54) a (61)
plat́ı

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 5
4
c (‖f(xk) − f(x∗) − Jk(xk − x∗)‖

+Δk‖xk − x∗‖ + ωkL‖xk − x∗‖)
=

5
4
c (o (‖xk − x∗‖) + o (‖xk − x∗‖) + o (‖xk − x∗‖))

= o (‖xk − x∗‖) (62)

a posloupnost {xk} konverguje k bodu x∗ Q-superlineárně. Jelikož f(x∗) = 0, můžeme podle (62) psát

lim
k→∞

‖f(xk+1)‖
‖xk − x∗‖ ≤ L lim

k→∞
‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖ = 0. (63)

S použit́ım (56)-(58) a (61) dostaneme

‖xk − x∗‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖ + ‖xk+1 − x∗‖
≤ ‖A−1

k ‖‖Akdk + f(xk)‖ + ‖A−1
k ‖‖f(xk)‖ + ‖xk+1 − x∗‖

≤ 5
4
c(1 + ω)‖f(xk)‖ +

1
2
‖xk − x∗‖,

neboli

‖xk − x∗‖ ≤ 5
2
c(1 + ω)‖f(xk)‖,

takže podle (63) plat́ı

lim
k→∞

‖f(xk+1)‖
‖f(xk)‖ ≤ 5

2
c(1 + ω) lim

k→∞
‖f(xk+1)‖
‖xk − x∗‖ = 0

a {f(xk)} konverguje k nule Q-superlineárně. �
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Věta 155 ř́ıká, že nepřesná Newtonova metoda (56)-(58) je lokálně konvergentńı, čili že konverguje,
pokud počátečńı bod x1 ∈ Rn je dostatečně bĺızko k řešeńı x∗ ∈ Rn. K zaručeńı globálńı konvergence
(konvergence z libovolného počátečńıho bodu) je třeba vztah (56) nahradit výběrem délky kroku. V
následuj́ıćım algoritmu se pro výběr délky kroku použ́ıvá funkce

ϕ(x) =
1
2
fT (x)f(x)

a matice Ak se vyb́ıraj́ı tak, že Ak = Jk (takže Δk = 0).

Algoritmus 4.1

Data �, σ ∈ (0, 1), ω ∈ (0, 1 − σ), ε > 0.

Krok 1 (Inicializace). Zvoĺıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a polož́ıme k = 1.

Krok 2 (Směrový vektor). Jestliže ϕ(x) ≤ ε, ukonč́ıme výpočet. V opačném př́ıpadě zvoĺıme
Jk ∈ ∂Bf(xk) a urč́ıme směrový vektor dk tak, aby platilo

ωk =
‖Jkdk + f(xk)‖

‖f(xk)‖ ≤ ω. (64)

Krok 3 (Délka kroku). Necht’ tk = �ik , kde ik je nejmenš́ı nezáporné celé č́ıslo i vyhovuj́ıćı
podmı́nce

ϕ(xk + �idk) − ϕ(xk) ≤ −2σ�iϕ(xk). (65)

Krok 4 (Aktualizace). Polož́ıme xk+1 := xk + tkdk a k := k + 1. Přejdeme na Krok 2.

Věta 156 Necht’ množina X = {x ∈ Rn : ϕ(x) ≤ ϕ(x1)} je kompaktńı, necht’ zobrazeńı f : Rn → R je
polohladké a silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a funkce ϕ(x) je spojitě diferencovatelná na X ⊂ Rn. Pak:

(a) Každý hromadný bod posloupnosti {xk}, generovaný Algoritmem 4.1, je řešeńım rovnice (55).

(b) Jestlǐze σ < 1/2 a ωk → 0, pak xk → x∗ superlineárně.

Důkaz (a) Jelikož f je silně BD-regulárńı na X ⊂ Rn a množina X je kompaktńı, existuje konstanta
c > 0 tak, že v každém iteračńım kroku plat́ı ‖J−1

k ‖ ≤ c. Krok 2 algoritmu je tedy dobře definován a
podle (64) plat́ı

‖dk‖ = ‖J−1
k (Jkdk + f(xk)) − J−1

k f(xk)‖ ≤ (1 + ω)‖J−1
k ‖‖fk‖ ≤ c(1 + ω)

√
2ϕ(x1). (66)

Ukážeme, že i Krok 3 algoritmu je dobře definován. Předpokládejme naopak, že pro libovolný exponent i
plat́ı

ϕ(xk + �idk) − ϕ(xk) > −2σ�iϕ(xk),

neboli v limitě

ϕ′(xk, dk) ≥ −2σϕ(xk).

Jelikož ϕ je spojitě diferencovatelná, podle Důsledku 16 a podle (64) plat́ı
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ϕ′(xk, dk) = (∇ϕ(xk))T
dk = fT (xk)Jkdk

= fT (xk)f(xk) + fT (xk)Jkdk − fT (xk)f(xk)
≤ ‖f(xk)‖‖f(xk) + Jkdk‖ − ‖f(xk)‖2

≤ (ω − 1)‖f(xk)‖2 = −2(1 − ω)ϕ(xk). (67)

Jelikož plat́ı ϕ(xk) �= 0 (v opačném př́ıpadě by došlo k ukončeńı výpočtu v Kroku 2 algoritmu) dostaneme
porovnáńım obou nerovnost́ı σ ≥ 1 − ω, což je ve sporu s předpokladem σ < 1 − ω. Uvažujme nyńı
posloupnost {xk} generovanou Algoritmem 4.1. Jelikož xk ∈ X a X ⊂ Rn je kompaktńı, muśı existovat
alespoň jeden hromadný bod x∗ ∈ X posloupnosti {xk}. Existuje tedy podmnožina K množiny všech
index̊u taková, že xk

K→ x∗. Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.
(1) Předpokládejme nejprve, že tk ≥ τ > 0 ∀k ∈ K. Pak podle (65) plat́ı

ϕ(x1) ≥ ϕ(x1) − lim
k→∞

ϕ(xk) =
∞∑

k=1

(ϕ(xk) − ϕ(xk+1))

≥
∞∑

k=1

2σtkϕ(xk) ≥ 2τσ
∑
k∈K

ϕ(xk),

takže nutně ϕ(xk) K→ 0, což spolu s xk
K→ x∗ dává ϕ(x∗) = 0 (nebot’ funkce ϕ je spojitá).

(2) Předpokládejme nyńı, že tk
K1→ 0 pro nějakou podmnožinu K1 ⊂ K. Odtud plyne, že ik

K1→ ∞, takže
pro dostatečně velké indexy k ∈ K1 plat́ı ik > 0 a jelikož (65) neplat́ı pro i = ik − 1, můžeme s použit́ım
věty o středńı hodnotě psát

(∇ϕ(x′k))T
dk =

ϕ
(
xk + tk

 dk

)
− ϕ(xk)

tk



> −2σϕ(xk),

kde x′k ∈ (xk, xk + (tk/�)dk). Jelikož posloupnost {‖dk‖}K1 je podle (66) omezená, má tato posloupnost

alespoň jeden hromadný bod d∗. Existuje tedy podmnožina K2 ⊂ K1 taková, že dk
K2→ d∗, což spolu s

xk
K2→ x∗ a tk

K2→ 0 (takže x′k
K2→ x∗) v limitě dává

(∇ϕ(x∗))T
d∗ ≥ −2σϕ(x∗).

Z druhé strany podle (67) plat́ı (∇ϕ(xk))T dk ≤ −2(1 − ω)ϕ(xk), což v limitě dává

(∇ϕ(x∗))T
d∗ ≤ −2(1 − ω)ϕ(x∗).

Jelikož podle předpokladu plat́ı σ < 1 − ω, dostaneme porovnáńım obou nerovnost́ı ϕ(x∗) = 0.
Dokázali jsme tedy, že pokud x∗ je hromadným bodem posloupnosti generované algoritmem, plat́ı

ϕ(x∗) = 0 a tedy i f(x∗) = 0.
(b) Necht’ K je indexová množina použitá v části (a) d̊ukazu. Našim ćılem je ukázat, že pro dostatečně
velké indexy k ∈ K plat́ı xk+1 = xk + dk, a pak použ́ıt indukčńı postup z d̊ukazu Věty 155. Jelikož
xk

K→ x∗, ωk
K→ 0 (a Δk = 0), jsou pro dostatečně velké indexy k ∈ K splněny předpoklady použité v

d̊ukazu Věty 155 (xk ∈ B(x∗, ε) a ωk ≤ 1/(10cL)), takže pro bod xk + dk plat́ı (61) (s xk + dk mı́sto xk+1)
a

lim
k

K→∞

‖xk + dk − x∗‖
‖xk − x∗‖ = 0,

lim
k

K→∞

‖f(xk + dk)‖
‖f(xk)‖ = 0.
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Jelikož σ < 1/2, existuje index k ∈ K takový, že ‖f(xk + dk)‖ ≤ (1 − 2σ)‖f(xk)‖, pokud k ∈ K a k ≥ k.
Pro tyto indexy plat́ı

ϕ(xk + dk) − ϕ(xk)
ϕ(xk)

=
(‖f(xk + dk)‖ − ‖f(xk)‖) (‖f(xk + dk)‖ + ‖f(xk)‖)

‖f(xk)‖2

≤ ‖f(xk + dk)‖ − ‖f(xk)‖
‖f(xk)‖ ≤ −2σ,

takže podmı́nka (65) je splněna s ik = 0. Plat́ı tedy xk+1 = xk +dk a vzhledem k (61) můžeme množinu K
formálně doplnit o index k+1. Pokračujeme-li takto pro daľśı hodnoty indexu, vid́ıme (tak jako v d̊ukazu
Věty 155), že xk → x∗ superlineárně. �

Poznámka 181 Požadavek spojité diferencovatelnosti funkce ϕ = (1/2)fT f se zdá být na prvńı pohled
nerealistický, nebot’ zobrazeńı f neńı spojitě diferencovatelné. Ve skutečnosti je však tento požadavek
splněn v mnoha významných aplikaćıch.

Poznámka 182 V Algoritmu 4.1 se použ́ıvá matice Jk ∈ ∂Bf(xk). Jelikož zobrazeńı f je podle Rademacherovy
věty diferencovatelné skoro všude, plat́ı obvykle xk �∈ Ωf , takže Jk = J f(xk). Pokud xk ∈ Ωf , bývá
výpočet Jk ∈ ∂Bf(xk) obt́ıžněǰśı. Z Definice 72 plyne, že

∂Bf(xk) ⊂ [∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]T Δ= ∂bf(xk),

přičemž určeńı ∂bf(xk) bývá obvykle snadněǰśı než určeńı ∂Bf(xk). Proto se naskýtá otázka, zda by
nebylo možné volit Jk ∈ ∂bf(xk). Odpověd’ na tuto otázku je kladná. Necht’ J ∈ ∂bf(x). Protože funkce
f1, . . . , fn jsou podle Důsledku 20 polohladké, podle Důsledku 22 plat́ı

f1(x+ h) − f1(x) − eT
1 Jh = o (‖h‖) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(x+ h) − f1(x) − eT

nJh = o (‖h‖)
a n je konečné, z̊ustává kĺıčový vztah (54) v platnosti i pro J ∈ ∂bf(x) a v d̊ukazech Věty 155 a Věty 156
se v podstatě nic nezměńı.

12.2 Aplikace nehladkých rovnic

Definice 76 Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné. Pak úlohou nelineárńı komplemen-
tarity (NCP) rozumı́me nalezeńı bodu x∗ ∈ Rn

+ takového, že p(x∗) ∈ Rn
+ a (x∗)T p(x∗) = 0, tedy

x∗i ≥ 0, pi(x∗) ≥ 0, x∗i pi(x∗) = 0 (68)

pro libovolný index 1 ≤ i ≤ n.

Úlohu nelineárńı komplementarity lze snadno převést na řešeńı ekvivalentńı soustavy polohladkých
rovnic f(x) = 0, kde

f(x) =

⎡
⎣ ψ(x1, p1(x))
. . . . . . . . . . . .
ψ(xn, pn(x))

⎤
⎦ (69)

a ψ : Rn → R je polohladká funkce, pro kterou plat́ı ψ(u1, u2) = 0 právě tehdy, když u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 a
u1u2 = 0. Tuto vlastnost má např́ıklad Pangova funkce

ψ(u) = min(u1, u2),
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která je polohladká podle Důsledku 19 (nebot’ min(u1, u2) = −max(−u1,−u2)). Nevýhodou Pangovy
funkce je to, že neńı zaručena spojitá diferencovatelnost zobrazeńı ϕ = (1/2)fT f , které se použ́ıvá při
výběru délky kroku. Výhodněǰśı vlastnosti má Fischerova-Burmeisterova funkce

ψ(u) =
√
u2

1 + u2
2 − (u1 + u2). (70)

Lemma 41 Funkce ψ : R2 → R definovaná vztahem (70) je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a polohladká
v bodě 0, přičemž ∂Bψ(0) = S(−e, 1) a ∂ψ(0) = B(−e, 1), kde e = [1, 1]T (S(u, ε) je kružnice a B(u, ε) =
convS(u, ε) kruh se středem u a poloměrem ε). Rovnost ψ(u1, u2) = 0 nastává právě tehdy, když u1 ≥ 0,
u2 ≥ 0 a u1u2 = 0. Druhá mocnina funkce ψ je spojitě diferencovatelná v R2.

Důkaz Spojitá diferencovatelnost funkce ψ v R2\{0} je zřejmá: Pro u ∈ R2\{0} plat́ı

∇ψ(u) =

⎡
⎣ u1√

u2
1+u2

2

− 1
u2√

u2
1+u2

2

− 1

⎤
⎦ . (71)

Polohladkost funkce ψ v bodě 0 plyne z Věty 150, nebot’ funkce ψ je konvexńı (je součtem euklidovské
normy

√
u2

1 + u2
2 a lineárńı funkce −(u1 + u2)). Uvažujme posloupnost {ui}, kde ui = [ti cosϕi, ti sinϕi]T

a ti ↓ 0. Pak plat́ı ∇ψ(ui) = [cosϕi−1, sinϕi−1]T a posloupnost {∇ψ(ui)} má limitu [cosϕ−1, sinϕ−1]T

právě tehdy, když ϕi → ϕ. Odtud plyne, že

∂Bψ(0) =
⋃

ϕ∈[0,2π]

[cosϕ− 1, sinϕ− 1]T = S(−e, 1)

a

∂ψ(0) = conv ∂Bψ(0) = conv S(−e, 1) = B(−e, 1).

Pokud u1 < 0, plat́ı

ψ(u) =
√
|u1|2 + u2

2 + |u1| − u2 ≥ |u2| + |u1| − u2 > 0

(stejný výsledek dostaneme pro u2 < 0). Pokud u1 > 0, u2 > 0, plat́ı

ψ(u) =
√
u2

1 + u2
2 − (u1 + u2) <

√
u2

1 + 2u1u2 + u2
2 − (u1 + u2) = 0.

Pokud u1 = 0 a u2 > 0, plat́ı

ψ(u) = |u2| − u2 = 0

(stejný výsledek dostaneme pro u1 > 0 a u2 = 0). Rovnost ψ(0) = 0 je zřejmá. Druhou mocninu funkce
ψ můžeme vyjádřit ve tvaru

ψ2(u) = u2
1 + u2

2 + (u1 + u2)2 − 2(u1 + u2)
√
u2

1 + u2
2.

Tato funkce je spojitě diferencovatelná v R2\{0} a je spojitě diferencovatelná v bodě 0 právě tehdy, je-li
funkce ψ(u) = (u1 + u2)

√
u2

1 + u2
2 spojitě diferencovatelná v bodě 0. Ale

lim
‖u‖→0

ψ(u) − ψ(0)
‖u‖ = lim

‖u‖→0
(u1 + u2)

√
u2

1 + u2
2√

u2
1 + u2

2

= 0,

takže ψ je diferencovatelná v bodě 0 a plat́ı ∇ψ(0) = 0. Spojitost parciálńı derivace ∂ψ/∂u1 v bodě 0
plyne z nerovnosti
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∣∣∣∣∂ψ(u)
∂u1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ u1√
u2

1 + u2
2

(u1 + u2) +
√
u2

1 + u2
2

∣∣∣∣∣
≤ |u1|√

u2
1 + u2

2

|u1 + u2| +
√
u2

1 + u2
2 ≤ |u1 + u2| +

√
u2

1 + u2
2

a z toho, že pravá strana této nerovnosti konverguje k nule pokud u → 0 (stejný výsledek dostaneme pro
parciálńı derivaci ∂ψ/∂u2). �

Věta 157 Necht’ zobrazeńı p : Rn → Rn je spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ Rn. Necht’ f : Rn → Rn je
zobrazeńı definované předpisem (69), kde ψ : R2 → R je funkce definovaná předpisem (70). Pak:

(a) Zobrazeńı f je polohladké v bodě x.

(b) Plat́ı ∂Bf(x) ⊂ [∂Bf1(x), . . . , ∂Bfn(x)]T , kde

∂Bfi(x) = ∇fi(x) =

(
xi√

x2
i + p2

i (x)
− 1

)
ei +

(
pi(x)√

x2
i + p2

i (x)
− 1

)
∇pi(x), (72)

pokud x2
i + p2

i (x) �= 0 a

∂Bfi(x) =
⋃

ϕ∈[0,2π]

[(cosϕ− 1)ei + (sinϕ− 1)∇pi(x)], (73)

pokud x2
i + p2

i (x) = 0.

(c) Funkce ϕ = (1/2)fT f je spojitě diferencovatelná v bodě x.

Důkaz (a) Polohladkost zobrazeńı f plyne z Věty 148 a Věty 151, nebot’ fi(x) = ψ(xi, pi(x)), funkce ψ je
polohladká podle Lemmatu 41 a zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné.
(b) Podle Lemmatu 41 je funkce ψ(xi, pi) spojitě diferencovatelná, pokud x2

i + p2
i �= 0. Vztah (72) plyne

z (71) s použit́ım pravidla pro derivováńı složené funkce. V př́ıpadě, že x2
i + p2

i = 0, můžeme použ́ıt stejný
limitńı proces jako v Lemmatu 41, takže

∂Bfi(x) = [ei,∇pi(x)]∂Bψ(0) = [ei,∇pi(x)]S(−e, 1),

což dává (73).
(c) Plat́ı

ϕ(x) =
1
2
fT (x)f(x) =

1
2

n∑
i=1

ψ2(xi, pi(x)).

Zobrazeńı p je spojitě diferencovatelné. Podle Lemmatu 41 je druhá mocnina funkce ψ spojitě diferenco-
vatelná, takže i funkce ϕ je spojitě diferencovatelná. �

Věta 157 naznačuje jednu z možnost́ı jak řešit úlohy nelineárńı komplementarity. Úloha nelineárńı
komplementarity se převede na ekvivalentńı soustavu nehladkých rovnic (69), které se řeš́ı pomoćı Algo-
ritmu 4.1. Podle Poznámky 182 lze volit Jk ∈ ∂bf(xk), kde množinu ∂bf(xk) = [∂Bf1(xk), . . . , ∂Bfn(xk)]T

lze určit podle (72)-(73). Funkce ϕ = (1/2)fT f použ́ıvaná při výběru délky kroku je v tomto př́ıpadě
spojitě diferencovatelná.

Ukážeme ještě jednu aplikaci nehladkých rovnic. Uvažujme úlohu nelineárńıho programováńı: Naj́ıt
minimum spojitě diferencovatelné funkce f : Rn → R na množině určené omezeńımi ci(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,
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kde c : Rn → Rm, je spojitě diferencovatelné zobrazeńı. Jsou-li splněny podmı́nky regularity, muśı řešeńı
této úlohy vyhovovat podmı́nkám

∇f(x) +
m∑

i=1

λi∇ci(x) = 0, (74)

−ci(x) ≥ 0, λi ≥ 0,
λici(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m

}
(75)

(Věta ??). Podmı́nky (75) jsou v podstatě podmı́nkami nelineárńı komplementarity (68). Můžeme tedy
sestavit soustavu n+m nehladkých rovnic

F (x, λ) Δ=

⎡
⎢⎢⎣

∇f(x) +
∑m

i=1 λi∇ci(x)
ψ(λ1,−c1(x))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψ(λm,−cm(x))

⎤
⎥⎥⎦ = 0, (76)

kde ψ je Fischerova-Burmeisterova funkce (70). Funkce F : Rn+m → Rn+m je polohladká a funkce
ϕ = (1/2)FTF je spojitě diferencovatelná, takže soustavu rovnic (76) lze řešit pomoćı Algoritmu 4.1.

13 Metody pro nehladkou optimalizaci

13.1 Svazkové metody

Budeme předpokládat, že funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská a že umı́me v každém bodě x ∈ Rn

spoč́ıtat nějaký subgradient g ∈ ∂f(x). Jelikož lokálně lipschitzovská funkce je podle Rademacherovy věty
diferencovatelná skoro všude, plat́ı obvykle g = ∇f(x). Zvláštnost́ı úloh nehladké optimalizace je, že se
gradient ∇f(x) může měnit skokem a že nemuśı být malý v okoĺı extrému funkce f . Z tohoto d̊uvodu
nestač́ı chováńı funkce f vystihnout hodnoty fk = f(xk), gk ∈ ∂f(xk), v jediném bodě xk, ale je zapotřeb́ı
celý svazek hodnot

fj = f(yj), gj ∈ ∂f(yj), (77)

źıskaných v pokusných bodech yj , j ∈ Jk ⊂ {1, . . . , k}, který slouž́ı ke konstrukci po částech lineárńı
funkce

fk
L(x) = max

j∈Jk

(fj + gT
j (x− yj)) = max

j∈Jk

(fk
j + gT

j (x− xk)) = max
j∈Jk

(f(xk) + gT
j (x− xk) − αk

j ),

kde

fk
j = fj + gT

j (xk − yj), (78)

αk
j = f(xk) − fk

j (79)

pro j ∈ Jk. Tato po částech lineárńı funkce je v konvexńım př́ıpadě majorizována funkćı f .

Věta 158 Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı. Pak pro libovolný index k plat́ı αk
j ≥ 0 ∀j ∈ Jk a

f(x) ≥ fk
L(x) ∀x ∈ Rn.

Důkaz Jelikož gj ∈ ∂f(yj), plat́ı podle Věty 129 (d) f(x) ≥ fj + gT
j (x − yj) ∀j ∈ Jk, takže podle (78)

dostaneme f(xk) ≥ fk
j , což podle (79) dává αk

j ≥ 0. Nav́ıc

f(x) ≥ max
j∈Jk

(fj + gT
j (x− yj)) = fk

L(x).
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V př́ıpadě, že funkce f neńı konvexńı, Věta 158 neplat́ı. Abychom v tomto př́ıpadě zaručili vhodnost po
částech lineárńıho modelu fk

L(x), je třeba č́ısla αk
j , j ∈ Jk, definovat jiným zp̊usobem. Jednou z možnost́ı

je pro j ∈ Jk položit

αk
j = max

(|f(xk) − fk
j |, γ‖xk − yj‖ν

)
,

kde γ ≥ 0 a ν ≥ 1. Jelikož by však bylo nutné ukládat body yj , j ∈ Jk, využ́ıvá se toho, že pro j ∈ Jk

plat́ı

‖xk − yj‖ ≤ ‖xj − yj‖ +
k−1∑
i=j

‖xi+1 − xi‖ Δ= sk
j (80)

a č́ısla αk
j se určuj́ı podle vzorce

αk
j = max

(|f(xk) − fk
j |, γ(sk

j )ν
)
, j ∈ Jk. (81)

Funkce fk
L neńı sama o sobě vhodná k určeńı nové aproximace minima, nebot’ jej́ı minimum nemuśı

existovat (fk
L je po částech lineárńı) a pokud existuje, může být př́ılǐs daleko od minima funkce f . Proto

se k funkci fk
L přidává tlumı́ćı kvadratický člen. Dostáváme tak po částech kvadratickou funkci

fk
Q(x) =

1
2
(x− xk)TGk(x− xk) + fk

L(x)

=
1
2
(x− xk)TGk(x− xk) + max

j∈Jk

(f(xk) + gT
j (x− xk) − αk

j ),

kde Gk je nějaká symetrická positivně definitńı matice. Tato po částech kvadratická funkce může být
interpretována r̊uzným zp̊usobem bud’ k určeńı směrového vektoru v metodách spádových směr̊u nebo k
určeńı oblasti věrohodnosti v metodách s lokálně omezeným krokem. Podrobnou diskusi o těchto metodách
je možné nalézt v praćıch [?], [?], [?]. V tomto textu se omeźıme na metody spádových směr̊u.

Protože je z praktických d̊uvod̊u možné pracovat pouze s omezenými svazky, kdy |Jk| ≤ m (|Jk|
je mohutnost množiny Jk), určuje se množina Jk obvykle tak, že Jk = {1, . . . , k}, pokud k ≤ m, a
Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1 − m}, pokud k ≥ m. Poznamenejme, že to neńı jediný a dokonce ani
nejvhodněǰśı zp̊usob jak určovat svazky, je to však zp̊usob jednoduchý, který vyhovuje všem teoretickým
požadavk̊um, takže se ho v tomto textu přidrž́ıme. Podrobněǰśı diskusi o konstrukci svazk̊u lze nalézt v
práci [?].

Jestliže Jk �= {1, . . . , k}, je třeba použ́ıvat agregované hodnoty, které v sobě kumuluj́ı informace z
předchoźıch iteračńıch krok̊u. Agregace bude podrobně popsána později (definičńı vztahy (88), (94), (95)
a transformačńı vztahy (99)). Zde pouze uvedeme, že v bodě xk máme k disposici hodnoty fk

a ∈ R,
gk

a ∈ Rn, sk
a ∈ R reprezentuj́ıćı jistou lineárńı funkci, která se přidává k lineárńım funkćım obsaženým ve

svazku a že v pr̊uběhu k-tého iteračńıho kroku se řešeńım úlohy kvadratického programováńı určuj́ı nové
hodnoty f̃k

a ∈ R, g̃k
a ∈ Rn, s̃k

a ∈ R, které se pak transformuj́ı do bodu xk+1.
Použijeme-li agregované hodnoty, má po částech kvadratická funkce tvar

fk
Q(x) =

1
2
(x− xk)TGk(x− xk) + max

j∈Jk

(fk
L(x), f(xk) + (x− xk)T gk

a − αk
a),

kde

αk
a = max

(|f(xk) − fk
a |, γ(sk

a)ν
)
. (82)

Minimum této funkce lze vyjádřit ve tvaru xk+1 = xk + dk, kde směrový vektor dk je řešeńım úlohy
kvadratického programováńı: Minimalizovat funkci

253



1
2
dTGkd+ v (83)

na množině určené omezeńımi

−αk
j + dT gj ≤ v, j ∈ Jk, (84)

−αk
a + dT gk

a ≤ v, (85)

(minimalizuje se přes všechny dvojice (d, v) ∈ Rn+1 vyhovuj́ıćı nerovnostem (84), (85)).

Věta 159 Řešeńı úlohy (83)-(85) lze vyjádřit ve tvaru

dk = −G−1
k g̃k

a , (86)

vk = −dT
kGkdk − α̃k

a, (87)

kde

g̃k
a =

∑
j∈Jk

λk
j gj + λk

ag
k
a , (88)

α̃k
a =

∑
j∈Jk

λk
jα

k
j + λk

aα
k
a (89)

a kde Lagrangeovy multiplikátory λk
j , j ∈ Jk, λk

a, jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı:
Minimalizovat funkci

1
2

⎛
⎝∑

j∈Jk

λjgj + λag
k
a

⎞
⎠T

G−1
k

⎛
⎝∑

j∈Jk

λjgj + λag
k
a

⎞
⎠+

∑
j∈Jk

λjα
k
j + λaα

k
a (90)

na množině určené omezeńımi

λj ≥ 0, j ∈ Jk, λa ≥ 0,∑
j∈Jk

λj + λa = 1.

}
(91)

Minimálńı hodnota funkce (90), odpov́ıdaj́ıćı řešeńı úlohy (90)-(91), je

wk =
1
2
(g̃k

a)TG−1
k g̃k

a + α̃k
a = −vk − 1

2
(g̃k

a)TG−1
k g̃k

a . (92)

Důkaz Jelikož matice Gk je positivně definitńı, je funkce (83) konvexńı. Omezeńı (84)-(85) jsou lineárńı
a tud́ıž také konvexńı, takže pár (dk, vk) ∈ Rn+1 je podle Věty ?? řešeńım úlohy (83)-(85) právě tehdy,
existuj́ı-li Lagrangeovy multiplikátory λk

j ≥ 0, j ∈ Jk, λk
a ≥ 0, takové, že[

Gkdk

1

]
+

∑
j∈Jk

λk
j

[
gj

−1

]
+ λk

a

[
gk

a

−1

]
= 0, (93)

přičemž

λk
j > 0 ⇒ −αk

j + dT
k gj = vk,

λk
a > 0 ⇒ −αk

a + dT
k g

k
a = vk
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(podmı́nky komplementarity). Z posledńı rovnice soustavy (93) dostaneme∑
j∈Jk

λk
j + λk

a = 1.

Plat́ı tedy (86) (88) a (91). Použijeme-li označeńı (88)-(89) a podmı́nky komplementarity, můžeme psát

−α̃k
a + dT

k g̃
k
a = vk,

což spolu s (86) dává (87). Zbývá dokázat, že Lagrangeovy multiplikátory λk
j ≥ 0, j ∈ Jk, λk

a ≥ 0
jsou řešeńım duálńı úlohy kvadratického programováńı (90)-(91). Tato úloha je opět konvexńı, takže
č́ısla λk

j ≥ 0, j ∈ Jk, λk
a ≥ 0, jsou podle Věty ?? jej́ım řešeńım právě tehdy, existuj́ı-li Langrangeovy

multiplikátory vk (odpov́ıdaj́ıćı rovnosti v (91)) a μk
j ≥ 0, j ∈ Jk, μk

a ≥ 0 (odpov́ıdaj́ıćı nerovnostem
v (91)) tak, že

−(gj)T dk + αk
j + vk − μk

j = 0, j ∈ Jk,

−(gk
a)T dk + αk

a + vk − μk
a = 0,

přičemž λk
jμ

k
j = 0, j ∈ Jk, λk

aμ
k
a = 0 (pro zjednodušeńı jsme použili označeńı (86) a (88)). Posledńı

rovnosti však nejsou nic jiného než nerovnosti (84), (85), nebot’ μk
j ≥ 0, j ∈ Jk, μk

a ≥ 0, a podmı́nky
λk

jμ
k
j = 0, j ∈ Jk, λk

aμ
k
a = 0 jsou ekvivalentńı podmı́nkám komplementarity pro úlohu (83)-(85). �

Poznámka 183 Poznamenejme, že omezeńı (85) neńı třeba použ́ıvat pokud Jk = {1, . . . , k}, nebot’ je v
tomto př́ıpadě lineárńı kombinaćı omezeńı (84). Pak ale λk

a = 0 v (88)-(89).

Poznámka 184 Kromě agregovaných gradient̊u (88) se pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u λk
j ≥ 0,

j ∈ Jk, λk
a ≥ 0 definuj́ı agregované hodnoty

f̃k
a =

∑
j∈Jk

λk
j f

k
j + λk

af
k
a , (94)

s̃k
a =

∑
j∈Jk

λk
j s

k
j + λk

as
k
a. (95)

Máme-li k dispozici směrový vektor dk, je třeba určit novou aproximaci minima funkce f . Abychom
zaručili globálńı konvergenci svazkové metody, nelze jednoduše položit xk+1 = xk + dk, ale je třeba použ́ıt
složitěǰśı proceduru jej́ımž výstupem jsou dva body

xk+1 = xk + tkLdk,

yk+1 = xk + tkRdk,

kde 0 ≤ tkL ≤ tkR ≤ 1 jsou délky kroku. Délky kroku se vyb́ıraj́ı takovým zp̊usobem (Algoritmus 5.2),
aby nastala právě jedna z možnost́ı popsaných v Definici 77 a Definici 78. V obou definićıch použ́ıváme
označeńı

βk+1 = max
(|f(xk) − fk+1 − (xk − yk+1)T gk+1|, γ|xk − yk+1|ν

)
(96)

a konstanty 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , 0 < τ < 1 a D > 0.

Definice 77 (Spádový krok) Spádovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR = tkL > 0,

f(xk+1) ≤ f(xk) − σLt
k
Lwk (97)

a bud’ tkL ≥ τ nebo βk+1 > σAwk.
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Definice 78 (Nulový krok) Nulovým krokem nazveme krok, ve kterém plat́ı tkR > tkL = 0,

dT
k gk+1 ≥ βk+1 − σRwk (98)

a ‖yk+1 − zk+1‖ ≤ D, kde zk+1 je libovolný bod, pro který plat́ı f(zk+1) ≤ f(xk).

Máme-li určen nový bod xk+1 je třeba do něj transformovat všechny svazkové i agregované hodnoty.
To se provád́ı pomoćı vzorc̊u

fk+1
j = fk

j + (xk+1 − xk)T gj , j ∈ Jk

fk+1
a = f̃k

a + (xk+1 − xk)T g̃k
a

fk+1
k+1 = fk+1 + (xk+1 − yk+1)gk+1

gk+1
a = g̃k

a

sk+1
j = sk

j + ‖xk+1 − xk‖, j ∈ Jk

sk+1
a = s̃k

a + ‖xk+1 − xk‖
sk+1

k+1 = ‖xk+1 − yk+1‖

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(99)

Zbývá uvést podmı́nky, které by měly splňovat matice Gk. Abychom zaručili globálńı konvergenci
svazkové metody, použijeme tento předpoklad.

Předpoklad 13.1 Matice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a stejnoměrně omezené (jejich vlastńı
č́ısla lež́ı v kompaktńım intervalu neobsahuj́ıćım nulu). Je-li k-tý krok nulový, plat́ı hTG−1

k+1h ≤ hTG−1
k h

∀h ∈ Rn.

Nyńı můžeme popsat základńı algoritmus svazkových metod.

Algoritmus 5.1

Data ε > 0, γ ≥ 0, ν ≥ 1, m ≥ 1.

Krok 1 (Inicializace). Urč́ıme počátečńı bod x1 ∈ Rn a počátečńı symetrickou pozitivně definitńı
matici G1. Polož́ıme y1 = x1 a vypočteme hodnoty f1 = f(y1), g1 ∈ ∂f(y1). Polož́ıme
s11 = s1a = 0, f1

1 = f1
a = f1, g1

1 = g1
a = g1, J1 = {1} a k = 1.

Krok 2 (Směrový vektor). Najdeme řešeńı úlohy kvadratického programováńı (83)-(85)
(omezeńı (85) použ́ıváme pouze tehdy, jestliže Jk �= {1, . . . , k}.) Dostaneme tak La-
grangeovy multiplikátory λk

j , j ∈ Jk a λk
a (λk

a �= 0 pouze tehdy, jestliže Jk �= {1, . . . , k}),
agregované hodnoty g̃k

a , α̃k
a, f̃k

a , s̃k
a, směrový vektor dk a č́ısla vk, wk (Věta 159). Jestliže

wk ≤ ε, ukonč́ıme výpočet.

Krok 3 (Délka kroku). Pomoćı Algoritmu 5.2 urč́ıme délky kroku tkL, tkR tak, abychom dostali bud’
spádový krok (Definice 77) nebo nulový krok (Definice 78). Polož́ıme xk+1 = xk + tLdk,
yk+1 = xk + tRdk a vypočteme hodnoty fk+1 = f(yk+1), gk+1 ∈ ∂f(yk+1).

Krok 4 (Aktualizace). Vypočteme transformované hodnoty podle (99) a urč́ıme matici Gk+1 tak,
aby vyhovovala Předpokladu 13.1. Jestliže |Jk| < m, polož́ıme Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}.
Jestliže |Jk| = m, polož́ıme Jk+1 = Jk ∪ {k + 1}\{k + 1 −m}. Polož́ıme k := k + 1 a
přejdeme na Krok 2.

Poznámka 185 Množinu Jk+1 můžeme určovat i jiným zp̊usobem než je uvedeno v Kroku 4 algoritmu.
V podstatě jde o to, aby obsahovala dostatečný počet index̊u a aby platilo k + 1 ∈ Jk+1.

Výběr délky kroku (Krok 3 algoritmu) je poměrně komplikovaná procedura, kterou uvedeme ve formě
samostatného algoritmu. Abychom zjednodušili označeńı vynecháme index k a index k + 1 nahrad́ıme
symbolem +.
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Algoritmus 5.2

Data 0 < σL < σT < σR < 1, 0 < σA < σR − σT , γ > 0, ν ≥ 1, 0 < κ < 1/2, 0 < τ < 1/2,
D > 0.

Vstup x ∈ Rn, d ∈ Rn, f = f(x), w > 0.

Krok 1 (Inicializace). Polož́ıme t1 = 1, t1A = 0, t1U = 1 a i = 1.

Krok 2 (Nové hodnoty). Vypočteme hodnoty f i = f(x+ tid), gi ∈ ∂f(x+ tid) a

βi = max
(|f − f i + tidT gi|, γ(ti‖d‖)ν

)
.

Jestliže f i ≤ f − σT t
iw, polož́ıme tiA = ti. V opačném př́ıpadě polož́ıme tiU = ti.

Krok 3 (Spádový krok). Jestliže f i ≤ f − σLt
iw a bud’ ti ≥ τ nebo βi > σAw, polož́ıme

tR = tL = ti, tA = tiA, β+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 4 (Nulový krok). Jestliže dT gi ≥ βi − σRw a (ti − tiA)‖d‖ ≤ D, polož́ıme tR = ti, tL = 0,
tA = tiA, β+ = βi a ukonč́ıme výpočet.

Krok 5 (Aktualizace). Zvoĺıme ti+1 ∈ [tiA + κ(tiU − tiA), tiU − κ(tiU − tiA)], polož́ıme i := i + 1 a
přejdeme na Krok 2.

Věta 160 Necht’ funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská a necht’ pro libovolnou posloupnost ti ↓ 0
plat́ı

lim sup
gi∈∂f(x+tid)
i→∞

dT gi ≥ lim inf
i→∞

f(x+ tid) − f(x)
ti

. (100)

Pak Algoritmus 5.2 najde po konečném počtu krok̊u délky kroku tL, tR, tA takové, že pro body x+ = x+tLd,
y+ = x+ tRd, z+ = x+ tAd nastane právě jeden z těchto př́ıpad̊u:

(a) Spádový krok: Plat́ı tR = tL > 0,

f(x+) ≤ f(x) − σLtLw

a bud’ tL ≥ τ nebo β+ > σAw.

(b) Nulový krok: Plat́ı tR > tL = 0,

dT g(y+) ≥ β+ − σRw,

‖y+ − z+‖ ≤ D a f(z+) ≤ f(x).

V obou př́ıpadech se použ́ıvá označeńı

β+ = max
(|f(x) − f(y+) − (x− y+)T g+|, γ‖x− y+‖)ν

)

Důkaz K ukončeńı algoritmu dojde bud’ v Kroku 3, pak zřejmě plat́ı (a), nebo v Kroku 4, pak plat́ı (b).
Zbývá tedy dokázat, že k ukončeńı algoritmu dojde po konečném počtu krok̊u. Abychom to dokázali,
budeme naopak předpokládat, že k ukončeńı algoritmu nedojde po konečném počtu krok̊u. Necht’ {ti},
{tiA}, {tiU}, {gi}, {βi} jsou posloupnosti hodnot generovaných algoritmem (takže bud’ ti = tiA nebo ti = tiU ).
Jelikož tiA ≤ ti+1

A ≤ ti+1
U ≤ tiU a ti+1

U − ti+1
A ≤ (1−κ)(tiU − tiA) pro všechny indexy i, existuje nutně hodnota

t∗ ≥ 0 taková, že tiA ↑ t∗, tiU ↓ t∗ a ti → t∗. Nav́ıc pro dostatečně velké indexy plat́ı (ti − tiA)‖d‖ ≤ D.
Označme S = {t ≥ 0 : f(x+ td) ≤ f − σT tw}. Protože {tiA} ⊂ S, tiA ↑ t∗ a funkce f je spojitá, muśı platit
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f(x+ t∗d) ≤ f − σT t
∗w, (101)

takže t∗ ∈ S. Necht’ I = {i : ti �∈ S}. Ukážeme nejprve, že množina I je nekonečná. Pokud by existoval
index i ∈ I takový, že ti ∈ S ∀i > i, muselo by platit tiU = tiU ↓ t∗ ∀i > i, neboli t∗ = tiU �∈ S, což je ve
sporu s t∗ ∈ S. Množina I je tedy nekonečná a plat́ı f(x+ tid) > f −σT t

iw ∀i ∈ I, což spolu s (101) dává

f(x+ tid) − f(x+ t∗d)
ti − t∗

> −σTw ∀i ∈ I.

Použijeme-li předpoklad (100), dostaneme

−σTw ≤ lim inf
i

I→∞

f(x+ t∗d+ (ti − t∗)d) − f(x+ t∗d)
ti − t∗

≤ lim sup
i

I→∞
dT gi. (102)

Vyšetř́ıme nyńı dva př́ıpady.
(a) Necht’ t∗ > 0. Podle (101) pro dostatečně velké indexy plat́ı f(x + tid) ≤ f − σLt

iw, nebot’ σL < σT ,
ti → t∗ a funkce f je spojitá. Protože nedojde k ukončeńı algoritmu, muśı pro dostatečně velké indexy
platit βi ≤ σAw (Krok 3 algoritmu) a βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), což dohromady dává

dT gi < βi − σRw ≤ −(σR − σA)w < −σTw

(nebot’ w > 0) a což je pro i ∈ I (I je nekonečná) ve sporu s (102).
(b) Necht’ t∗ = 0. Pak ti → 0 implikuje βi → 0 (nebot’ funkce f je spojitá a subgradienty gi jsou podle
Věty 135 (a) omezené v okoĺı bodu x). Protože nedojde k ukončeńı výpočtu, muśı pro velké indexy platit
βi − dT gi > σRw (Krok 4 algoritmu), takže

lim sup
i

I→∞
dT gi ≤ −σRw < −σTw,

což je opět ve sporu s (102). �

Poznámka 186 Podle Věty 147 splňuje podmı́nku (100) každá slabě polohladká funkce, nebot’ výraz na
pravé straně (100) je v tomto př́ıpadě směrovou derivaćı (která existuje) a výraz na levé straně je roven
limitě (46).

Nyńı dokážeme globálńı konvergenci Algoritmu 5.1. Vzhledem k tomu, že budeme vyšetřovat vlastnosti
nekonečné posloupnosti bod̊u generovaných t́ımto algoritmem, budeme předpokládat, že ε = 0 (Krok 2).
Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı předpoklad.

Předpoklad 13.2 Funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovská na množině X + B(0,D), kde množina
X = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} je kompaktńı, a je splněna podmı́nka (100) (např́ıklad, když f je slabě
polohladká).

Poznámka 187 Protože ve spádových kroćıch hodnota funkce f neroste, plat́ı xk ∈ X a protože X je
kompaktńı, je posloupnost {xk} omezená. Jelikož podle Věty 160 plat́ı ‖yk − zk‖ ≤ D, kde zk ∈ X,
můžeme psát yk ∈ X +B(0,D). Množina X +B(0,D) je kompaktńı, takže posloupnost {yk} je omezená.
Z lokálńı lipschitzovskosti funkce f na X + B(0,D) plyne omezenost posloupnosti {gk}. Podle (103) je i
posloupnost {g̃k

a} omezená. Z (86) a Předpokladu 13.1 pak plyne omezenost posloupnosti {dk}.
Lemma 42 Existuj́ı č́ısla λ̃k

i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k, λ̃k
1 + . . . + λ̃k

k = 1 taková, že hodnoty f̃k
a , g̃k

a , s̃k
a źıskané v

Kroku 2 Algoritmu 5.1 vyhovuj́ı vztah̊um

(
f̃k

a , g̃
k
a , s̃

k
a

)
=

k∑
i=1

λ̃k
i (fk

i , gi, s
k
i ) (103)

(závorky v (103) znač́ı, že tato rovnost plat́ı pro všechny prvky dané trojice).
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Důkaz Důkaz provedeme indukćı. Předpokládejme, že hodnoty f̃k
a , g̃k

a , s̃k
a vyhovuj́ı vztah̊um (103) (plat́ı to

zřejmě pokud Jk = {1, . . . , k}, kdy λk
a = 0, takže vztahy (88), (94), (95) implikuj́ı (103) s λ̃k

i = λk
i ). Necht’

λk+1
i ≥ 0, i ∈ Jk+1, jsou Lagrangeovy multiplikátory určené řešeńım úlohy (83)-(85) (nebo úlohy (90)-

(91)), kde index k je nahražen indexem k+1, a necht’ λk+1
i = 0, i �∈ Jk+1. Položme λ̃k+1

i = λk+1
i +λk+1

a λ̃k
i ,

i ≤ k a λ̃k+1
k+1 = λk+1

k+1. Pak podle (91) plat́ı λ̃k+1
i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k + 1, a

k+1∑
i=1

λ̃k+1
i =

k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃k
i =

∑
i∈Jk+1

λk+1
i + λk+1

a = 1.

Dále s použit́ım (99), (88), (94), (95) dostaneme

(f̃k+1
a , g̃k+1

a , s̃k+1
a ) =

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (fk+1

i , gi, s
k+1
i ) + λk+1

a

(
fk+1

a , gk+1
a , sk+1

a

)
=

∑
i∈Jk+1

λk+1
i (fk+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

(
f̃k

a + (xk+1 − xk)T g̃k
a , g̃

k
a , s̃

k
a + ‖xk+1 − xk‖

)
=

k+1∑
i=1

λk+1
i (fk+1

i , gi, s
k+1
i )

+λk+1
a

k∑
i=1

λ̃k
i

(
fk

i + (xk+1 − xk)T gi, gi, s
k
i + ‖xk+1 − xk‖

)

=

(
k+1∑
i=1

λk+1
i + λk+1

a

k∑
i=1

λ̃k
i

)
(fk+1

i , gi, s
k+1
i )

=
k+1∑
i=1

λ̃k+1
i

(
fk+1

i , gi, s
k+1
i

)
.

�

Lemma 43 Jestlǐze posloupnost {xk} generovaná Algoritmem 5.1 má hromadný bod x∗ ∈ Rn a existuje
podposloupnost {xk}K ⊂ {xk} taková, že xk

K→ x∗ a wk
K→ 0, pak bod x∗ je stacionárńım bodem funkce f

(plat́ı 0 ∈ ∂f(x∗)).

Důkaz Podle Lemmatu 42 plat́ı (103). Podle Věty 107 existuje nanejvýš n + 2 dvojic (gk,i, sk,i), gk,i ∈
∂f(yk,i), (yk,i, gk,i, sk,i) ∈ {(yi, gi, si) : i = 1, . . . , k} tak, že plat́ı

(g̃k
a , s̃

k
a) =

n+2∑
i=1

λk,i
(
gk,i, sk,i

)
, (104)

kde λk,i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n + 2, λk,1 + . . . + λk,n+2 = 1. Podle Poznámky 187 jsou vektory yk,i, gk,i,

1 ≤ i ≤ n + 2, omezené, takže existuje podmnožina K ⊂ K taková, že yk,i K→ y∗i , gk,i K→ g∗i , λk,i K→ λ∗i ,
1 ≤ i ≤ n+ 2. Podle Věty 135 (c) plat́ı g∗i ∈ ∂f(y∗i ), 1 ≤ i ≤ n+ 2. Z (104) pak plyne (g̃k

a , s̃
k
a) → (g̃∗a, s̃

∗
a),

kde

(g̃∗a, s̃
∗
a) =

n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i ) (105)

a λ∗i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n+ 2, λ∗1 + . . .+ λ∗n+2 = 1. Nav́ıc (80) implikuje sk,i ≥ ‖xk − yk,i‖, což spolu s xk
K→ x∗,

yk,i K→ y∗i a sk,i K→ s∗i dává
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s∗i ≥ ‖x∗ − y∗i ‖ (106)

pro 1 ≤ i ≤ n + 2. Jelikož wk
K→ 0, matice Gk jsou stejnoměrně pozitivně definitńı a α̃k

a ≥ 0, muśı

podle (92) platit g̃k
a

K→ 0, α̃k
a

K→ 0. Podle (81), (82) a (89) dostaneme

α̃k
a =

∑
j∈Jk

λk
j max

(|f(xk) − fk
j |, γ(sk

j )ν
)

+ λk
a max

(|f(xk) − fk
a |, γ(sk

a)ν
)

≥ max

⎛
⎝∑

j∈Jk

λk
j |f(xk) − fk

j | + λk
a|f(xk) − fk

a |, γ
⎛
⎝∑

j∈Jk

λk
j s

k
j + λk

as
k
a

⎞
⎠ν⎞⎠

≥ max
(
|f(xk) − f̃k

a |
)
, γ

(
s̃k

a)ν
)
, (107)

nebot’ funkce max(·, ·) a | · |ν , ν ≥ 1, jsou konvexńı. Plat́ı tedy g̃k
a

K→ 0, s̃k
a

K→ 0, což s použit́ım (105)
a (106) dává

(0, 0) =
n+2∑
i=1

λ∗i (g
∗
i , s

∗
i )

a y∗i = x∗, 1 ≤ i ≤ n+ 2. Tedy g∗i ∈ ∂f(y∗i ) = ∂f(x∗) a 0 = λ∗1g
∗
1 + . . .+ λ∗n+2g

∗
n+2 ∈ ∂f(x∗). �

Poznámka 188 Pokud výpočet skonč́ı předčasně, čili pokud v některém iteračńım kroku plat́ı wk = 0, má
bod xk stejné vlastnosti jako bod x∗ v Lemmatu 43. Plat́ı g̃k

a = 0 a s̃k
a = 0, což jako v d̊ukazu Lemmatu 43

dává 0 ∈ ∂f(xk).

Lemma 44 Necht’ počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 je konečný a necht’ l-tý iteračńı krok je posledńım
spádovým krokem. Pak bod xl+1 je stacionárńım bodem funkce f (plat́ı 0 ∈ ∂f(xl+1)).

Důkaz Nejprve poznamenejme, že pro k > l plat́ı xk+1 = xk, takže z (99) a (82) plyne

αk+1
a = max

(|f(xk) − fk+1
a |, γ(sk+1

a )ν
)

= max
(
|f(xk) − f̃k

a |, γ(s̃k
a)ν

)
,

což spolu s (107) dává αk+1
a ≤ α̃k

a. Necht’ 0 ≤ λ ≤ 1. Označme

gk+1(λ) = λgk+1 + (1 − λ)gk+1
a = λgk+1 + (1 − λ)g̃k

a
Δ= g̃k(λ),

αk+1(λ) = λαk+1
k+1 + (1 − λ)αk+1

a ≤ λαk+1
k+1 + (1 − λ)α̃k

a
Δ= α̃k(λ).

Vzhledem k tomu, že wk+1 je podle Věty 159 minimem funkce (90) (s indexem k + 1 mı́sto k), muśı pro
k > l platit

wk+1 ≤ 1
2
gT

k+1(λ)G−1
k+1gk+1(λ) + αk+1(λ) ≤ 1

2
g̃T

k (λ)G−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ) Δ= wk(λ),

nebot’ pro k > l je hTG−1
k+1h ≤ hTG−1

k h ∀h ∈ Rn (Předpoklad 13.1). Dále poznamenejme, že pro k > l
z (86) a (98) plyne

αk+1
k+1 + gT

k+1G
−1
k g̃k

a ≤ σRwk.

nebot’ v nulových kroćıch podle (96) plat́ı αk+1
k+1 = βk+1. Postupnými úpravami dostaneme
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wk(λ) =
1
2
g̃T

k (λ)G−1
k g̃k(λ) + α̃k(λ)

=
1
2
(g̃k

a)TG−1
k g̃k

a + α̃k
a + λ

(
gT

k+1G
−1
k g̃k

a − (g̃k
a)TG−1

k g̃k
a + αk+1

k+1 − α̃k
a

)
+λ2

(
gk+1 − g̃k

a

)T
G−1

k (gk+1 − g̃k
a)

≤ wk + λσRwk − λwk + λ2
(
gk+1 − g̃k

a

)T
G−1

k (gk+1 − g̃k
a)

≤ wk + λ(σRwk − wk) + λ2M,

kde existence konstanty M plyne z omezenosti hodnot gk+1, g̃k
a (Poznámka 187) a ze stejnoměrné pozitivńı

definitnosti matic Gk (Předpoklad 13.1). Výraz na pravé straně nerovnosti nabývá minima pro λ =
(1 − σR)wk/(2M) a jeho minimálńı hodnota se rovná wk − (1 − σR)2w2

k/(4M). Plat́ı tedy

wk+1 ≤ wk − (1 − σR)2w2
k

4M
. (108)

Nyńı již snadno dokonč́ıme d̊ukaz lemmatu. Ukážeme, že pro k > l plat́ı wk → 0. Kdyby tomu tak nebylo,
musela by existovat konstanta δ > 0 taková, že wk ≥ δ ∀k > l (nebot’ posloupnost kladných č́ısel {wk} je
podle (108) nerostoućı pro k > l). Pak bychom z (108) dostali wk+1 ≤ wk − (1 − σR)2δ2/(4M) ∀k > l,
takže pro dostatečně velké indexy by platilo wk < δ, což je spor. Jelikož xk = xl+1 ∀k > l, plat́ı xk → xl+1,
což spolu s wk → 0 dává 0 ∈ ∂f(xl+1) podle Lemmatu 43. �

Věta 161 Necht’ funkce f : Rn → R splňuje Předpoklad 13.2. Pak každý hromadný bod posloupnosti {xk}
generované Algoritmem 5.1 je stacionárńım bodem funkce f .

Důkaz Je-li počet spádových krok̊u v Algoritmu 5.1 konečný, existuje podle Lemmatu 44 právě jeden
hromadný bod posloupnosti {xk}, který je stacionárńım bodem funkce f . Předpokládejme, že xk

K→ x∗

(množina K a bod x∗ existuj́ı, protože posloupnost {xk} je omezená). Utvořme nekonečnou množinu

K =
{
k = k(i) : k(i) ≥ i, i ∈ K,xi = . . . = xk(i) �= xk(i)+1

}
,

takže krok s indexem k ∈ K je spádový a xk
K→ x∗. Jelikož posloupnost {f(xk)} je nerostoućı a zdola

omezená (protože f je lokálně lipschitzovská na kompaktńı množině), muśı mı́t limitu a tud́ıž f(xk) −
f(xk+1)

K→ 0. Jelikož pro k ∈ K plat́ı (97), můžeme psát

0 ≤ σLt
k
Lwk ≤ f(xk) − f(xk+1),

takže tkLwk
K→ 0. Podle Věty 160 plat́ı K = K1 ∪ K2, kde K1 = {k ∈ K : tkL ≥ τ} a K2 = {k ∈

K : βk+1 > σAwk}. Je-li množina K1 nekonečná, pak z tkLwk
K1→ 0 plyne wk

K1→ 0 a podle Lemmatu 43
je bod x∗ stacionárńım bodem funkce f . Je-li množina K1 konečná, muśı být množina K2 nekonečná.
Předpokládejme, že existuje č́ıslo δ takové, že množina K3 = {k ∈ K2, wk > δ} je nekonečná. Pak z
tkLwk

K3→ 0 plyne tkL
K3→ 0. Z Předpokladu 13.1 a z omezenosti směrových vektor̊u (Poznámka 187) plyne

existence č́ısla M > 0 takového, že

‖xk+1 − xk‖ = tkL‖dk‖ ≤ tkLM,

takže tkL
K3→ 0 implikuje ‖xk+1 − xk‖ K3→ 0. Protože ve spádových kroćıch plat́ı yk+1 = xk+1, dostaneme

‖yk+1 − xk‖ K3→ 0. To po dosazeńı do (96) a využit́ı spojitosti funkce f dává βk+1
K3→ 0. Jelikož K3 ⊂ K2,

plat́ı 0 ≤ σAwk < βk+1, takže wk
K3→ 0, což je ve sporu s definićı množiny K3. Plat́ı tedy wk

K2→ 0 a podle
Lemmatu 43 je bod x∗ stacionárńım bodem funkce f . �
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Algoritmus 5.1 reprezentuje jednu tř́ıdu globálně konvergentńıch svazkových metod pro minimalizaci
nehladkých funkćı. Jednotlivé metody se lǐśı výběrem matice Gk. Nejjednodušš́ı svazková metoda použ́ıvá
matici

Gk = ukI

kde uk > 0 jsou váhové koeficienty. Tyto váhové koeficienty se adaptivně nastavuj́ı podle jistých (v́ıceméně
heuristických) pravidel tak, aby umin ≤ uk ≤ umax a aby v nulových kroćıch platilo uk+1 ≥ uk (t́ım je splněn
Předpoklad 13.1). Matice Gk může být také určena pomoćı kvazinewtonovských aktualizaćı ([?]). V tom
př́ıpadě muśı být v nulových kroćıch použita aktualizace hodnosti jedna, která vyhovuje Předpokladu 13.1.
Výhodou kvazinewtonovských svazkových metod je to, že matice Gk obsahuje poměrně kvalitńı informaci
o minimalizované nehladké funkci, takže je možné použ́ıvat malé svazky (např́ıklad s m = 1 nebo m = 2)
což vede ke značné úspoře času při řešeńı úlohy kvadratického programováńı (83)-(85).
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