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Abstrakt:

Uvažujeme jednostranný kontakt dvou pružných rovinných nebo prostorových těles. Sḿı̌sená variačńı for-
mulace vede na problém sedlového bodu, který diskretizujeme metodou konečných prvk̊u. K nalezeńı sed-
lového bodu aplikujeme novou metodu tzv. primárně duálńı strategie aktivńıch množin (PDAS), která se
dá ztotožnit se zobecněnou Newtonovou iteračńı metodou.

V 1. kapitole je analyzováno řešeńı koercivńıch i semi-koercivńıch úloh bez ťreńı. 2. resp. 3. kapitola
je věnována kontaktu s ”daným” ťreńım podle Trescova modelu ve 2D-, resp. 3D-formulaci. K nalezeńı
p̌ŕıslušného sedlového bodu je navržen iteračńı algoritmus, který kombinuje projekce z metody Uzawovy
s metodou PDAS v každém iteračńım kroku.
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2.1.2 Smı́̌sená variačńı formulace a jej́ı diskretizace . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Matematický model jednostranného kontaktu pružných těles je popisován ve formě variačńı nerovnice
již od 60.let minulého stolet́ı. Přibližná řešeńı se źıskávaj́ı většinou diskretizaćı metodou konečných
prvk̊u (viz např. [5] a literaturu tam uvedenou). Jestliže připust́ıme na kontaktu možnost třeńı podle
Coulombova modelu, praktické řešeńı spoč́ıvá v iteračńım algoritmu, jehož každý krok je modelován
tzv. ”daným třeńım”, tj. Trescovým modelem ([21, 7]). Př́ıpadu jednostranného kontaktu s daným
třeńım je věnována řada praćı (např. [2, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 19], v nichž autoři už́ıvaj́ı smı́̌senou variačńı
formulaci s Lagrangeovými multiplikátory. Tato formulace vede na problém sedlového bodu, který
se po diskretizaci konečnými prvky řeš́ı algoritmem Uzawova typu (viz např. [10, 19]). Ve smı́̌sené
formulaci je výhodné zavést tzv. duálńı bázi pro multiplikátory ([14, 15]). Jinou cestou je postup, kdy
se vylouč́ı dále posunut́ı a řeš́ı se pak duálńı úloha v Lagrangeových multiplikátorech (např. [6, 7, 21]).

V předložené studii se zaměř́ıme na aplikace nové metody, zvané ”primal-dual active set strategy”
(PDAS), která se dá ztotožnit se zobecněnou iteračńı Newtonovou metodou pro řešeńı nelineárńıch
rovnic – viz [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Prozat́ım byla tato metoda aplikována pouze na úlohy jedno-
stranného kontaktu s nulovým třeńım ([1, 13, 14, 15]). V práci [11] je dokázáno, že iterace algoritmu
PDAS konverguj́ı superlineárně. Ze srovnáńı s daľśımi čtyřmi algoritmy pro kontakt větš́ıho počtu
těles vycháźı algoritmus PDAS jako nejrychleǰśı (viz [1]).

V naš́ı studii se pokuśıme rozš́ı̌rit aplikace metody PDAS (a) na některé úlohy semi-keorcivńı
a (b) na jednostranný kontakt s daným třeńım. Budeme uvažovat rovinné i prostorové úlohy. Kapitola 1
je věnována úlohám bez třeńı pro dvě pružná tělesa dvoj- nebo trojdimenzionálńı. Kapitoly 2, resp. 3
prob́ıraj́ı kontakt s daným třeńım v 2D, resp. 3D.

1 Kontaktńı úlohy s nulovým třeńım

Uvažujme rovinné či prostorové úlohy dvou pružných těles ve vzájemném kontaktu za předpokladu,
že nep̊usob́ı třeńı. Necht’ tedy Ω1 a Ω2 jsou oblasti omezené v Rd, d = 2, 3, s Lipschitzovskou hranićı
∂Ω1, resp. ∂Ω2. Necht’

∂Ωi = Γi
u ∪ Γi

0 ∪ Γc ∪ Γi
p, i = 1, 2, Γc = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 ,

je rozklad hranice na vzájemně disjunktńı části takové, že

measd−1Γc > 0, measd−1Γi
0 > 0 nebo Γi

0 = ∅ ,

measd−1Γi
p > 0 nebo Γi

p = ∅ ,

measd−1Γi
u > 0 nebo Γi

u = ∅ .

Na části Γi
u je těleso Ωi upevněno, tj. vektor posunut́ı

ui = (ui
1, . . . , u

i
d)

T = 0 na Γi
u (1.1)

Na Γi
0 plat́ı podmı́nky oboustranného kontaktu, tj.

ui
n ≡ ui · ni = 0 , (1.2)

Ttj(ui) ≡ τ i
jkni

k − T i
nni

j = 0, j = 1, . . . , d , (1.3)

kde τ i
jk = ci

jkpqεpq(ui) je složkou tensoru napět́ı, Tn(ui) = τ i
jkni

jn
i
k je normálové napět́ı a ni znač́ı

jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici ∂Ωi, εpq(ui) = (∂ui
p/∂xq + ∂ui

q/∂xp)/2 je složka tensoru
malé deformace.

Na části Γi
p jsou zadány povrchové śıly P i, tj.

τ i
jkni

j = P i
k, j = 1, . . . , d . (1.4)

Část Γc je tzv. kontaktńı hranice, na které plat́ı podmı́nky nepronikáńı

[un] ≡ u1 · n1 + u2 · n2 ≤ 0 (1.5)
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a podmı́nky nulového třeńı

Ttj(u1) = −Ttj(u2) = 0, j = 1, . . . , d . (1.6)

Pro koeficienty cjkpq ∈ L∞(Ωi) zobecněného Hookeova zákona plat́ı podmı́nky symetrie

ci
jkpq = ci

kjpq = ci
pqjk (1.7)

a positivńı definitnosti: existuje kladná konstanta c0 tak, že

ci
jkpq(x)ξjkξpq ≥ c0ξljξlj (1.8)

pro všechny symetrické matice (ξlj) skoro všude v Ωi.
Zde i v daľśım už́ıváme sč́ıtaćı konvence, tj. sč́ıtáńı od 1 do d pro každý opakovaný index.
Tensor napět́ı τ i

jk splňuje v každém tělese Ωi rovnice rovnováhy

∂τ i
jk/∂xk + F i

j = 0, j = 1, . . . , d , (1.9)

kde F i
j ∈ L2(Ωi) jsou složky dané objemové śıly, a na části Γi

p rovnice (1.4).
Vyjdeme z variačńıho principu virtuálńıch posunut́ı, který umožńı celý problém řešit variačńı me-

todou konečných prvk̊u. Za t́ım účelem definujme nejprve prostory virtuálńıch posunut́ı

V i = {v ∈ [H1(Ωi)]d : v = 0 na Γi
u, v · ni = 0 na Γi

0} ,

V = V 1 × V 2 ,

bilineárńı formy

ai(ui, vi) =
∫

Ωi

ci
jkpqεjk(ui)εpq(vi)dx, i = 1, 2 (1.10)

a(u, v) = a1(u1, v1) + a2(u2, v2), (1.11)

funkcionál

S(v) =
∑

i=1,2

Si(vi) =
∑

i=1,2

(∫

Ωi

F i
jv

i
jdx +

∫

Γi
p

P i
jv

i
jds

)
(1.12)

a množinu př́ıpustných posunut́ı

K = {v ∈ V : [vn] ≤ 0 na Γc} . (1.13)

Definice 1.1 Řekněme, že u ∈ K je slabé řešeńı primárńı úlohy, jestlǐze

a(u, v − u) ≥ S(v − u) ∀v ∈ K . (1.14)

¤

V daľśım budeme rozlǐsovat dva hlavńı typy okrajových úloh. Proto zavedeme prostor posunut́ı
tuhých těles

R = {v ∈ [H1(Ω1)]d × [H1(Ω2)]d : |v|′ = 0} , (1.15)

kde

|v|′ =


 ∑

i=1,2

∫

Ωi

εjk(vi)εjk(vi)dx




1/2

. (1.16)

Jsou-li části hranic Γi
u a Γi

0 takové, že R ∩ V = {0}, řekněme že jde o koercivńı typ úlohy; když
R∩ V 6= {0}, jde o semi-koercivńı typ.
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1.1 Koercivńı úlohy s nulovým ťreńım

Začneme s jednodušš́ım typem úloh, tj. s úlohami koercivńıho typu. Takový př́ıpad nastává např. když

measd−1Γi
u > 0, i = 1, 2 , (1.17)

nebo když Γ1
0 i Γ2

0 maj́ı kladnou (d−1) rozměrnou mı́ru a obě lež́ı ve dvou vzájemně kolmých př́ımkách
(pro d = 2), resp. ve třech rovinách (pro d = 3), vzájemně kolmých.

Lemma 1.1 Necht’ R ∩ V = {0}. Pak plat́ı Kornova nerovnost, tj. existuje kladná konstanta α0

taková, že
(|v|′)2 ≥ α0‖v‖2 ∀v ∈ V , (1.18)

kde
‖v‖2 =

∑

i=1,2

‖vi‖21,Ωi

a ‖vi‖1,Ωi znač́ı standardńı normu v prostoru [H1(Ωi)]d.

Důkaz – viz např. [8].

Důsledek 1.1 Necht’ R∩ V = {0}. Potom plat́ı

a(v, v) ≥ c0α0‖v‖2 ∀v ∈ V . (1.19)

Důkaz Podle (1.8), (1.10) a (1.12) máme pro všechna v ∈ V
∑

i=1,2

ai(vi, vi) ≥ c0

∑

i=1,2

∫

Ωi

εjk(vi)εjk(vi)dx = c0(|v|′)2 .

Pak stač́ı použ́ıt (1.18).

Věta 1.1 Necht’ R∩ V = {0}. Pak existuje právě jedno slabé řešeńı primárńı úlohy.

Důkaz Nerovnost (1.14) je ekvivalentńı úloze minimalizace celkové potenciálńı energie, tj. úloze naj́ıt

u = arg min
v∈K

L(v) , (1.20)

kde
L(v) = a(v, v)/2− S(v) . (1.21)

Dı́ky Důsledku 1.1 je funkcionál L(·) koercivńı a ryze konvexńı v prostoru V. Protože L je kvadratický
a množina K je konvexńı, uzavřená ve V, existuje jediné řešeńı úlohy (1.20). ¤

1.1.1 Diskretizace metodou konečných prvk̊u

Předpokládejme, že hranice ∂Ω1 a ∂Ω2 jsou polygonálńı v rovinné úloze, resp. polyhedrálńı v prosto-
rové úloze.

Uvažujme standardńı triangulace T i
h oblast́ı Ωi, tj. standardńı děleńı Ωi na trojúhelńıky, resp.

čtyřstěny (viz [5] pro 2D, resp. [19] pro 3D). Definujme konečně-dimenzionálńı podprostory

V i
h = {vh ∈ [C(Ω

i
)]d : vh|T ∈ [P1(T )]d ∀T ∈ T i

h , vh = 0 na Γi
u, vh · ni = 0 na Γi

0}, i = 1, 2 ,

Vh = V 1
h × V 2

h ;

kde T znač́ı libovolný simplex z triangulace T i
h a P1(T ) je prostor lineárńıch polynomů na T .

Necht’ T i
h je konsinstentńı s rozkladem hranice ∂Ωi na části Γi

u, Γi
0, Γi

p a Γi
c a uzly T 1

h a T 2
h na Γc

jsou společné pro obě triangulace. Definujme dále

Kh = {vh ∈ Vh : (v1
h · n1 + v2

h · n2)(aj) ≤ 0 ve všech uzlech aj ∈ Γc} . (1.22)
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V každém vrcholu âj kontaktńı hranice Γc vyjádř́ıme podmı́nku nepronikáńı (1.5) z každé strany
(pro 2D), resp. z každé stěny (pro 3D), které se stýkaj́ı v bodě âj . Pro 2D to jsou dvě podmı́nky
v každém vnitřńım vrcholu lomené čáry Γc; pro 3D je to tolik podmı́nek, kolik stěn Sk se prot́ıná
v bodě âj . Můžeme tedy v definici (1.22) psát

v1
h(a1

j ) · n1(Sk) + v2
h(âj) · n2(Sk) ≤ 0 ∀Sk, âj ∈ Sk, 1 ≤ k ≤ k(âj) . (1.23)

Protože funkce vi
h jsou po částech lineárńı, podmı́nka (1.5) pak plat́ı ve všech bodech Γc\ ∪j âj , tedy

Kh ⊂ K.

Definice 1.2 Řekněme, že uh ∈ K je konečně-prvkové řešeńı primárńı úlohy, když

a(uh, vh − uh) ≥ S(vh − uh) vh ∈ Kh . (1.24)

Věta 1.2 Necht’ R∩ V = {0}. Pak existuje právě jedno řešeńı úlohy (1.24).

Důkaz Protože Vh ⊂ V, větu dokážeme analogicky jako Větu 1.1. ¤

Je-li systém {Th}, h → 0+, regulárńı a předpokládáme-li jistou regularitu slabého řešeńı u a nor-
málového napět́ı Tn(u), lze dokázat apriorńı odhady chyb v rovinné úloze

‖uh − u‖ ≤ Chα (1.25)

(viz [5, Sekce 8]), kde α = 1, resp. α = 3/4 v závislosti na předpokladech. Pro prostorovou úlohu plat́ı
analogický výsledek (viz [4, Věta 4.4]).

Úloha (1.24) je ekvivalentńı úloze

uh = arg min
vh∈Kh

L(vh) , (1.26)

tj. minimalizaci kvadratického funkcionálu s vedleǰśımi podmı́nkami ve tvaru soustavy nerovnost́ı.
Tuto úlohu převedeme na problém sedlového bodu pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u.

1.1.2 Sḿı̌sená variačńı formulace – problém sedlového bodu

Úlohu (1.26) přeformulujeme v maticovém tvaru. Označme
V ∈ RN vektor uzlových hodnot posunut́ı,
A matici (N ×N) tuhosti,
S vektor uzlových hodnot zat́ıžeńı,
B matici (m×N) podmı́nek nepronikáńı.
Potom

L(vh) =
1
2
VT AV − STV ,

u = arg min
V∈K

(
1
2
VT AV − STV

)
(1.27)

kde
K = {V ∈ RN : BV ≤ 0} . (1.28)

Každé nerovnosti tvaru (1.22) resp.(1.23) v definici Kh přǐrad́ıme nezápornou souřadnici µp vektoru µ
Lagrangeových multiplikátor̊u

µ ≡ (µ1, . . . , µm)T ,

kde
m =

∑

aj∈Γc

k(aj) ,

k(âj) > 1, je-li aj ≡ âj vrchol Γc, k(aj) = 1, neńı-li aj vrcholem Γc.
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Předpokládejme, že Γi
0 jsou úsečky, resp. části rovin, rovnoběžné s osami kartézských souřadnic

x1, . . . , xd. Potom lze podmı́nky ui · ni = 0 na Γi
0 splnit př́ımo.

Definujme množinu
M = {µ ∈ Rm : µp ≥ 0, p = 1, . . . , m} ≡ Rm

+

a Lagrangián

H(V, µ) =
1
2
VT AV − STV + µT BV . (1.29)

Pak úlohu (1.27) lze nahradit úlohou sedlového bodu: naj́ıt dvojici (u, λ) ∈ RN ×M takovou, že

H(u, µ) ≤ H(u, λ) ≤ H(V, λ) ∀(V, µ) ∈ RN ×M (1.30)

Úloha (1.30) je ekvivalentńı následuj́ıćımu systému pro (u, λ) ∈ RN ×M :

Au + BT λ− S = 0 , (1.31)
(µ− λ)T Bu ≤ 0 ∀µ ∈ M . (1.32)

Nerovnici (1.32) lze vyjádřit ekvivalentńı rovnost́ı

λ− (λ + ρBu)+ = 0 , (1.33)

kde ρ ∈ R je libovolný kladný parametr a (z)+ = max(0, z) je kladná část č́ısla z. (V (1.33) se ovšem
kladná část bere po jednotlivých souřadnićıch vektoru v závorce.) Protože M je uzavřená konvexńı
množina v Rm, (λ + ρBu)+ je projekce vektoru λ + ρBu na množinu M .

Celkem tedy pro dvojici y :=
(

u
λ

)
plat́ı

F(y) ≡
(

Au + BT λ− S
λ− (λ + ρBu)+

)
=

(
0
0

)
. (1.34)

1.1.3 Zobecněná Newtonova metoda – primárně duálńı metoda aktivńıch množin

Nelineárńı rovnici (1.34) budeme řešit iteračńı zobecněnou Newtonovou metodou (viz [11, 13, 15]).
Ukážeme nejprve, že funkce y 7→ F(y) má zobecněnou derivaci (”slant derivative”).

Definice 1.3 Zobrazeńı F : X → Y , kde X, Y jsou Banachovy prostory, má zobecněnou derivaci v
otevřené množině U ⊂ X, existuje-li zobrazeńı G : U → L(X, Y ), (zobecněná derivace), takové že

‖F (y + h)− F (y)−G(y + h)h‖Y /‖h‖X → 0, když h → 0 ,

plat́ı pro každé y ∈ U . ¤

Ukážeme, že funkce F má zobecněnou derivaci v (RN×Rm). Nejprve zavedeme pro každou množinu
Q ⊂ {1, 2, . . . , m} matici

χQ = diag(q1, . . . , qm) , (1.35)

kde qj = 1 pro j ∈ Q, qj = 0 pro j 6∈ Q. Dále definujeme aktivńı množinu

A(y) = {j ∈ {1, . . . , m} : λj + ρ(Bu)j > 0} (1.36)

a inaktivńı množinu
I(y) = {j ∈ {1, . . . ,m} : λj + ρ(Bu)j ≤ 0}

Snadno ověř́ıme, že pomoćı definice (1.35) můžeme psát rovnici (1.33) ve tvaru

−χA(y)ρBu + χI(y)λ = 0 . (1.37)

Definujeme-li

G(y) =
(

A BT

−χA(y)ρB χI(y)

)
, (1.38)
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pak

F(y) = G(y)y −
(

S
0

)
.

Nyńı vypočteme pro h = (δu, δλ)T

F(y + h)−F(y)−G(y + h)h =
(

0
(χA(y) − χA(y+h))ρBu + (χI(y+h) − χI(y))λ

)
. (1.39)

Lemma 1.2 Označme

β := min
1≤j≤m

{|λj + ρ(Bu)j | : λj + ρ(Bu)j 6= 0} .

Necht’
‖δu‖∞ + ‖δλ‖∞ ≤ β(2max{1, ρ‖B‖})−1 . (1.40)

Potom pravá strana rovnice (1.39) se anuluje.

Důkaz

1◦ Necht’ λj + ρ(Bu)j = 0 & λj + δλj + ρ(Bu + Bδu)j > 0. Potom j ∈ I(y) ∩ A(y + h), ale pro
druhý řádek v (1.39) plat́ı

−ρ(Bu)j − λj = 0 .

2◦ Necht’ λj + ρ(Bu)j 6= 0. Protože

|δλj + ρ(Bδu)j | ≤ (‖δu‖∞ + ‖δλ‖∞)max{1, ρ‖B‖} ,

plat́ı-li (1.40), pak
|δλj + ρ(Bδu)j | ≤ β/2

a tedy
j ∈ A(y) ⇒ j ∈ A(y + h) & j ∈ I(y) ⇒ j ∈ I(y + h) .

¤

Z lematu 1.2 a z (1.39) plyne, že limita levé strany pro ‖h‖∞ → 0 je rovna nule. Podle Definice 1.3 je
tedy G(y) zobecněnou derivaćı zobrazeńı F v bodě y. ¤

Definujme nyńı zobecněnou Newtonovu metodu ve tvaru iteraćı

yk+1 = y(k) − (G(y(k))−1F(y(k))), k = 0, 1, . . . (1.41)

pro nějaké dané y(0) = (u0, λ0)T , za předpokladu, že existuje inverze (G(y(k)))−1.

Lemma 1.3 Zobrazeńı G(y) je bijektivńı pro každé y ∈ RN × Rm.

Důkaz Zřejmě stač́ı ukázat, že homogenńı systém

Az1 + BT z2 = 0
−ρχABz1 + χIz2 = 0

má pouze triviálńı řešeńı z1 = 0, z2 = 0.
Protože matice A je positivně definitńı,

z1 = −A−1BT z2 . (1.42)

Dosazeńım do druhé rovnice dostaneme

(ρχABA−1BT + χI)z2 = 0 . (1.43)
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Lze ukázat, že matice Q := BA−1BT je positivně definitńı, protože hodnost matice B je m. Rozdělme
matici Q a vektor z2 na bloky:

Q =
(

QAA QAI
QIA QII

)
, z2 =

(
z2A
z2I

)
.

Rovnice (1.43) pak dává

z2I = 0 ,

ρQAAz2A = 0

tedy z2A = 0, protože QAA je regulárńı matice. Konečně také z1 = 0 plyne z rovnice (1.42). ¤
Věta 1.3 Iterace zobecněné Newtonovy metody (1.38) jsou určeny jednoznačně a konverguj́ı super-
lineárně k řešeńı y∗ rovnice F(y∗) = 0, je-li y(0) dostatečně bĺızko k y∗.

Důkaz plyne z Lemmatu 1.3 a z [11, Theorem 1.1]. ¤
Iterace (1.38) budeme realizovat následuj́ıćım algoritmem.

Algoritmus PDAS (Primal-Dual Active Set strategy)

Krok (0) Zvoĺıme: y(0) = (u(0), λ(0)), ρ ∈ (103, 104).

Krok (1) Známe-li y(k), vypočteme aktivńı a inaktivńı množiny (1.36), (1.37)

A(y(k)) = {j ∈ {1, . . . , m} : λ
(k)
j + ρ(Bu(k))j > 0} , (1.44)

I(y(k)) = {j ∈ {1, . . . , m} : λ
(k)
j + ρ(Bu(k))j ≤ 0} . (1.45)

Krok (2) Je-li k ≥ 1 & A(y(k)) = A(y(k−1)), STOP. Jinak jdeme na krok (3).

Krok (3) Řeš́ıme pro y(k+1) = (u(k+1), λ(k+1))T :

Au(k+1) + BT λ(k+1) = S (1.46)

j ∈ A(y(k)) ⇒ (Bu(k+1))j = 0 & j ∈ I(y(k)) ⇒ λ
(k+1)
j = 0 . (1.47)

Krok (4) Polož́ıme k := (k + 1) a jdeme na krok (1).

Lemma 1.4 Zobecněný Newton̊uv proces (1.41) a Algoritmus PDAS jsou ekvivalentńı.

Důkaz Přepǐsme (1.41) do tvaru

A(u(k+1) − u(k)) + BT (λ(k+1) − λ(k)) = S −Au(k) −BT λ(k) (1.48)
−χA(y(k))ρB(u(k+1) − u(k)) + χI(y(k))(λ

(k+1) − λ(k)) = χA(y(k))ρB(u(k))− χI(y(k))λ
(k) (1.49)

Rovnice (1.48) a (1.46) jsou ekvivalentńı. Z (1.49) plyne, že

j ∈ A(y(k)) ⇒ (Bu(k+1))j = 0 & j ∈ I(y(k)) ⇒ λ
(k+1)
j = 0 , (1.50)

tj. podmı́nky (1.47). Obráceně, z podmı́nek (1.47) vyplývá splněńı (1.49). ¤
V d̊usledku Lemat 1.4 a 1.3 je systém (1.46)-(1.47) jednoznačně řešitelný.

Poznámka 1.1 Zastavovaćı kriterium – krok (2) – je motivováno t́ım, že když

A(y(k)) = A(y(k−1)) (1.51)

potom plat́ı F(y(k)) = 0.
Vskutku, plat́ı-li (1.51), pak

j ∈ A(y(k)) ⇒ (Bu(k))j = 0 & j ∈ I(y(k)) ⇒ λ
(k)
j = 0 ,

takže je splněna rovnice (1.37). Protože plat́ı též (1.46) pro k-tou iteraci y(k), je F(y(k)) = 0. ¤
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1.1.4 Redukovaná verze algoritmu PDAS

Efektivitu algoritmu PDAS můžeme podstatně zvýšit t́ım, že předem eliminujeme uzlové parametry
posunut́ı, které nepatř́ı uzl̊um kontaktńı hranice Γc (viz článek [7]). Rozložme tedy vektor posunut́ı
na dvě části:

u = (uD, uΓ)T , uD ∈ RN−2dm, uΓ ∈ R2dm ,

kde souřadnice uD odpov́ıdaj́ı uzl̊um mimo Γc a souřadnice uΓ a uzl̊um na Γc. Rovněž matice A, B
a vektor S rozlož́ıme odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem:

A =
(

ADD ADΓ

AΓD AΓΓ

)
, B = (0, B̂), S = (SD, SΓ)T ,

kde B̂ je matice m× 2dm. Potom rovnice (1.31) se rozpadne na systém

ADDuD + ADΓuΓ − SD = 0 , (1.52)
AΓDuD + AΓΓuΓ + B̂T λ− SΓ = 0 . (1.53)

Vypočteme-li z rovnice (1.52) uD a dosad́ıme do (1.53), dostaneme rovnici

ÂuΓ + B̂T λ− Ŝ = 0 , (1.54)

kde

Â = AΓΓ −AΓDA−1
DDADΓ ,

Ŝ = SΓ −AΓDA−1
DDSD . (1.55)

Protože A je symetrická a positivně definitńı matice, také jej́ı Schur̊uv doplněk Â je symetrická
a positivně definitńı matice (2dm× 2dm).

Snadno ověř́ıme, že podmı́nky nepronikáńı lze přepsat do tvaru

B̂uΓ ≤ 0 . (1.56)

Redukovaná verze problému (1.34) tedy zńı

F̂(ŷ) ≡
(

ÂuΓ + B̂T λ− Ŝ

λ− (λ + ρB̂uΓ)+

)
=

(
0
0

)
(1.57)

pro ŷ = (uΓ, λ)T ∈ R2dm × Rm.
Definujme aktivńı a inaktivńı množiny

A(ŷ) = {j ∈ {1, . . . , m} : λj + ρ(B̂uΓ)j > 0} ,

I(ŷ) = {j ∈ {1, . . . , m} : λj + ρ(B̂uΓ)j ≤ 0} ,

kde ŷ = (uΓ, λ)T . Pak druhou rovnici (1.57) lze psát ve tvaru

−χA(ŷ)ρB̂uΓ + χI(ŷ)λ = 0 ;

a dokázat (analogicky jako dř́ıve pomoćı (1.39) a Lematu 1.2), že

Ĝ(ŷ) =
(

Â B̂T

−χA(ŷ)ρB̂ χI(ŷ)

)

je zobecněná derivace zobrazeńı F̂ v bodě ŷ ve smyslu Definice 1.3.

Lemma 1.5 Matice B̂Â−1B̂T je positivně definitńı.

Důkaz plyne z toho, že matice B̂T má hodnost m (srv. [13, Proposition 3.2]).
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Lemma 1.6 Zobrazeńı Ĝ(ŷ) je bijektivńı pro každé ŷ ∈ R2dm × Rm.

Důkaz je analogický d̊ukazu Lemmatu 1.3 a oṕırá se o Lemma 1.5. ¤

Úlohu můžeme dále zjednodušit záměnou proměnných. Znásob́ıme-li rovnici (1.54) matićı B̂Â−1,
dostaneme

B̂uΓ + B̂Â−1B̂T λ− B̂Â−1Ŝ = 0 . (1.58)

Položme
v̂ := B̂uΓ (1.59)

a označme
Q̂ := (B̂Â−1B̂T )−1 .

Znásob́ıme-li rovnici (1.58) matićı Q, dostaneme

Q̂v̂ + λ− q̂ = 0 , (1.60)

kde
q̂ = Q̂B̂Â−1Ŝ .

Z rovnice (1.60) a druhé rovnice (1.57) plyne, že

Q̂v̂ − q̂ ≤ 0 (1.61)

Ukážeme ještě, že
v̂T (Q̂v̂ − q̂) = 0 . (1.62)

Vskutku, dosad́ıme-li (1.59) do definice A(ŷ) a I(ŷ), pak

j ∈ A(ŷ) ⇒ v̂j = 0 ,

j ∈ I(ŷ) ⇒ λj = 0 (1.63)

vyplývá z 2.rovnice (1.57), tj. ze vztahu

λj = (λj + ρv̂j)+ . (1.64)

Protože
Q̂v̂ − q̂ = −λ ,

jak plyne z (1.60), a v̂T λ = 0 podle (1.63), dostaneme odtud (1.62).
Shrneme-li podmı́nky nepronikáńı (viz (1.56), (1.59))

v̂ ≤ 0 , (1.65)

dále (1.61) a (1.62), vznikne komplementárńı systém dvou nerovnost́ı (1.61), (1.65) a jedné rov-
nosti (1.62). Tento systém vyjadřuje ekvivalentně problém min

{
1
2 v̂T Q̂v̂ − v̂T q̂

}
s vedleǰśı podmı́nkou

v̂ ≤ 0.
Na základě rovnic (1.60) a (1.64) můžeme nyńı definovat modifikovanou úlohu: naj́ıt vektor ỹ :=

(v̂, λ)T , pro který

F̃(ỹ) :=
(

Q̂v̂ + λ− q̂
λ− (λ + ρv̂)+

)
=

(
0
0

)
. (1.66)

Pak zobrazeńı

G̃(ỹ) =
(

Q̂ E
−χA(ỹ)ρE χI(ỹ)

)
(1.67)

kde E znač́ı jednotkovou (m×m) matici, je zobecněná derivace zobrazeńı F̃ v bodě ỹ.
Snadno odvod́ıme, že zobecněné Newtonově metodě pak odpov́ıdá
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Algoritmus PDAS pro modifikovanou úlohu (1.66)

Krok (0) Zvoĺıme ỹ(0) = (v̂(0), λ(0))T .

Krok (1) Vypočteme množiny

A(ỹ(k)) = {j ∈ {1, . . . ,m} : λ
(k)
j + ρv̂

(k)
j > 0} ,

I(ỹ(k)) = {j ∈ {1, . . . ,m} : λ
(k)
j + ρv̂

(k)
j ≤ 0} .

Krok (2) Je-li k ≥ 1 a A(y(k)) = A(y(k−1)), STOP. Jinak jdeme na krok (3).

Krok (3) Řeš́ıme pro ỹ(k+1) systém:

Q̂v̂(k+1) + λ(k+1) = q̂ (1.68)

j ∈ A(ỹ(k)) ⇒ v̂
(k+1)
j = 0 & j ∈ I(ỹ(k)) ⇒ λ

(k+1)
j = 0 . (1.69)

Krok (4) Polož́ıme k := (k + 1) a jdeme na krok (1).

Poznámka 1.2 Rozlož́ıme-li Q̂, q̂, v̂(k+1) a λ(k+1) na bloky podle množin A(ỹ(k)), I(ỹ(k)), potom
řešeńı systému (1.68), (1.69) je možno psát takto:

v̂A = 0, v̂I = (Q̂II)−1q̂I ,

λA = q̂A − Q̂AI v̂I = q̂A − Q̂AI(Q̂II)−1q̂I .

Zpět k řešeńı úlohy (1.57) se vrát́ıme pomoćı rovnice (1.54), takže

uΓ = Â−1(Ŝ − B̂T λ) .

Z rovnice (1.52) pak odvod́ıme, že

uD = A−1
DD(SD −ADΓuΓ) .

¤

Poznámka 1.3 Dá se ukázat (viz [13, Proposition 3.3]), že je-li počátečńı iterace ỹ(0) = (B̂u
(0)
Γ , λ(0)),

pak iterace zobecněné Newtonovy metody (tj. iterace PDAS) pro zkrácenou – redukovanou verzi PDAS
splývaj́ı s algoritmem PDAS pro modifikovanou úlohu (1.66).

1.1.5 Globálńı konvergence

Předpoklad z Věty 1.1 o podmı́nce dostatečné bĺızkosti počátečńı volby y(0) k řešeńı y∗ rovnice
F(y∗) = 0 znamená, že jde o lokálńı konvergenci. Algoritmus PDAS se v praxi však chová jako
globálně konvergentńı, tj. konverguje pro libovolnou volbu y(0). Analýza tohoto jevu spoč́ıvá na for-
mulaci (1.61)-(1.62)-(1.65) prostřednictv́ım komplementárńıho systému (viz článek [12, Theorem 3.2]).
Výsledkem je

Věta 1.4 Necht’ Q̂ = K̂ + P̂ , kde K̂ je regulárńı M -matice typu (m ×m) a P̂ je matice perturbaćı
typu (m×m), taková, že norma ‖P̂‖1 je dostatečně malá.

Pak algoritmus PDAS pro p̊uvodńı úlohu i pro modifikovanou úlohu konverguje pro libovolnou volbu
počátečńı aproximace. V praktických úlohách se osvědčila volba ρ ∈ (103, 104). (viz [13]).
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1.2 Semi-koercivńı úlohy s nulovým ťreńım

Opust́ıme nyńı předpoklad, že R ∩ V = {0} a budeme uvažovat tělesa Ω1 a Ω2 v situaci, kdy pouze
jedno z nich, např. Ω1, je upevněno, zat́ımco druhé těleso Ω2 se může pohybovat jako tuhý celek.
Takové př́ıpady jsou podrobeny analýze v článćıch [17] a [10] pomoćı smı́̌sené variačńı formulace
a za předpokladu, že jde o rovinný problém. Po diskretizaci metodou konečných prvk̊u je opět úloha
převedena na problém sedlového bodu.

V této studii na rozd́ıl od [17] a [10] nebudeme sedlový bod hledat algoritmem Uzawova typu,
nýbrž nasad́ıme algoritmus PDAS jako v předchoźı sekci 1.1. Abychom však mohli pracovat s positivně
definitńı matićı tuhosti, jako v př́ıpadě koercivńım, užijeme koncept umělého ”magnetického” šroubu,
který byl aplikován v článćıch [17, 10].

Nav́ıc rozš́ı̌ŕıme metodiku z rovinného problému na prostorový problém.
Necht’ tedy

measd−1 Γ1
u > 0, Γ2

u = ∅ ,

Γ1
0 = ∅, measd−1 Γ2

0 > 0 .

přičemž Γ2
0 se skládá z úseček (pro d = 2) rovnoběžných s osou x2, resp. část́ı rovin (pro d = 3),

kolmých k ose x2.
Dále necht’

measd−1Γc > 0 ,

a pro d = 2 je n2
2 < 0 skoro všude na Γc,

R∩ V = {r = (r1, r2) : r1 = (0, 0), r2 = (0, a)}
R ∩K = {r = (r1, r2) : r1 = (0, 0), r2 = (0, a), a ≥ 0} ; a = const. ,

pro d = 3 necht’ je n2
3 < 0 skoro všude na Γc,

R∩ V = {r = (r1, r2) : r1 = 0, r2 = (a1 − bx3, 0, a3 + bx1)T , a1, a3, b libovolné reálné konstanty} ;
R∩K = {r ∈ R ∩ V : a1, a3, b jsou takové konstanty, že

[rn] = (a1 − bx3)n2
1(x) + (a3 + bx1)n2

3(x) ≤ 0 na Γc} .

Lemma 1.7 Necht’ existuje slabé řešeńı primárńı úlohy (1.14). Potom

S(r) ≤ 0 ∀r ∈ R ∩K . (1.70)

Důkaz Protože řešeńı u splňuje podmı́nku nepronikáńı (1.5), pro r ∈ R∩K je u+ r ∈ K. Dosad́ıme-li
toto do nerovnosti (1.14), dostaneme tvrzeńı lemmatu, nebot’

a(u, r) = 0 ∀r ∈ R .

¤

Věta 1.5 Necht’ R∗ = {r ∈ R ∩K : [rn] = 0 na Γc} a

S(r) < 0 ∀r ∈ R ∩K\R∗ , S(r) = 0 , ∀r ∈ R∗ . (1.71)

Pak řešeńı primárńı úlohy (1.14) existuje.

Jsou-li u a û dvě řešeńı, pak u− û ∈ R ∩ V&S(u− û) = 0.
Důkaz Viz např. [5, Theorem 6.2]. Necht’ u, û jsou dvě řešeńı. Z definice (1.14) odvod́ıme, že

a(u− û, û− u) ≥ 0 .

Označme z : u− û. Potom a(z, z) ≤ 0 a z (1.8) vyplývá |z|′ = 0, tedy z ∈ R ∩ V.
Z rovnosti hladin energie plyne

0 = L(û)− L(u) = −S(û) + S(u) = S(z) ,

protože a(û, z) = 0. ¤
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Poznámka 1.4 Pro d = 2 je R∗ = {0}; pro d = 3 je situace složitěǰśı. Je-li např. Γc část́ı roviny
x3 = konst., R∗ = {r1 = 0, r2 = (a1, 0, 0)T }, a1 ∈ R.

Věta 1.6 Necht’ d = 2 a
V2

2 :=
∫

Ω2
F 2

2 dx +
∫

Γ2
P

P 2
2 ds < 0 . (1.72)

Pak existuje právě jedno řešeńı.

Důkaz Z předpokladu (1.72) plyne (1.71). Necht’

z = u− û, z1 = 0, z2 = (0, a)T , a ∈ R .

Podle Věty 1.5
0 = S(z) = aV2

2 .

Z předpokladu (1.72) pak dostáváme a = 0, tedy z = 0. ¤

V prostorové úloze obecně jednoznačnost řešeńı primárńı úlohy neplat́ı.
Vzhledem k tomu, že podle Věty 1.5 rozd́ıl dvou řešeńı je v podprostoru R, tensor deformace i

tensor napět́ı jsou určeny jednoznačně.

Lemma 1.8 Necht’ d = 3, plat́ı (1.71), a řešeńı u primárńı úlohy je dostatečně hladké. Pak existuje
otevřená část Γc0 ⊂ Γc taková, že

[un] = 0 na Γc0 .

Důkaz Zvolme r = (r1, r2). r1 = 0, r2 = (0, 0, 1)T . Potom r ∈ R ∩ K\R∗, nebot’ podle předpokladu
je

[rn] = r2 · n2 = n2
3 < 0 na Γc .

Z předpokladu (1.71) vyplývá

0 > S(r) =
∫

Ω2
F 2

3 dx +
∫

Γ2
P

P 2
3 ds ≡ V2

3 . (1.73)

Necht’ [un] < 0 skoro všude na Γc. Při dostatečné regularitě řešeńı u lze odvodit (komplementárńı)
podmı́nku

[un]Tn = 0 na Γc

(viz [5, Theorem 6.1 a (5.12)]). Tedy Tn = 0 skoro všude na Γc. Pak ale celková podmı́nka rovnováhy
ve směru x3 pro těleso Ω2 je porušena, nebot’

∫

Γc

Tnn2
3ds + V2

3 = V2
3 < 0 ,

což je spor. ¤

1.2.1 Diskretizace konečnými prvky

Za předpokladu, že hranice ∂Ω1 a ∂Ω2 jsou polygonálńı, resp. polyhedrické, provedeme standardńı
triangulaci T i

h , i = 1, 2, těles Ωi, tj. děleńı na simplexy T . Definujeme

V 1
h = {vh ∈ [C(Ω1)]d : vh|T ∈ [P1(T )]d ∀T ∈ T 1

h , vh = 0 na Γ1
u} ,

V 2
h = {vh ∈ [C(Ω1)]d : vh|T ∈ [P1(T )]d ∀T ∈ T 1

h , vh · n2 = 0 na Γ2
0} ,

Vh = V 1
h × V 2

h .

Necht’ T i
h jsou konsistentńı s děleńım hranic ∂Ωi a uzly T 1

h a T 2
h jsou na Γc společné pro obě triangulace.

Definujeme dále
Kh = {vh ∈ Vh : [vhn(aj)] ≤ 0 pro všechny uzly aj ∈ Γc} ,

přičemž ve vrcholech âj vyjádř́ıme podmı́nku nepronikáńı z každé strany, resp. stěny zvlášt’ – viz (1.23).
Konečně-prvkové řešeńı definujeme jako prvek uh ∈ Kh, který vyhovuje variačńı nerovnici

a(uh, vh − uh) ≥ S(vh − uh) vh ∈ Kh . (1.74)
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Věta 1.7 Necht’ plat́ı (1.71), tj.

S(r) < 0 ∀r ∈ R ∩K\R∗ , S(r) = 0 , ∀r ∈ R∗ .

Pak existuje řešeńı variačńı nerovnice (1.74). Každé dvě řešeńı uh, ûh se lǐśı o prvek uh−ûh ∈ R∩Vh,
S(uh − ûh) = 0.

Důkaz Protože [vhn] je lineárńı funkćı na každé straně, resp. stěně triangulace Th, plat́ı

Kh ⊂ K . (1.75)

S využit́ım Věty 1.5 odtud usoud́ıme, že funkcionál L (1.21) je koercivńı na Kh. Nav́ıc plat́ı zřejmě i

R∩ Vh = R∩ V .

ProtožeKh je uzavřená a konvexńı množina, existuje prvek uh, minimalizuj́ıćı L naKh, tj. řešeńı (1.74).
Zbytek d̊ukazu je analogický d̊ukazu Věty 1.5. ¤

Věta 1.8 Necht’ d = 2 a plat́ı V2
2 < 0. Pak existuje nejvýše jedno řešeńı nerovnice (1.74).

Důkaz je analogický d̊ukazu Věty 1.6.

Lemma 1.9 Necht’ d = 2 a plat́ı V2
2 < 0. Pak pro řešeńı uh úlohy (1.74) existuje uzel aj ∈ Γc takový,

že [uhn(aj)] = 0, (je-li aj vrcholem, tedy tato podmı́nka kontaktu plat́ı aspoň z jedné strany).

Důkaz povedeme sporem. Označme

m := max
aj∈Γc

[uhn(aj)]

a předpokládejme, že m < 0. Zvoĺıme r = (r1, r2), r1 = 0, r2 = (0,m)T . Potom

ûh = uh + r ∈ Kh .

Vskutku, pro všechna aj ∈ Γc máme

[uhn(aj) + rn(aj)] = [uhn(aj)] + mn2
2(aj) ≤ m−m = 0 .

Na druhé straně však plat́ı

L(ûh) = L(uh)− S(r) = L(uh)−mV2
2 < L(uh) ,

tedy uh neńı řešeńım nerovnice (1.74), což je spor. ¤

1.2.2 Sḿı̌sená variačńı formulace

Podobně jako v odstavci 1.1.2 převedeme úlohu (1.74) pomoćı smı́̌sené variačńı formulace na úlohu
sedlového bodu. Abychom však dostali matici A regulárńı, použijeme ideu ”magnetických šroub̊u”
(pro d = 2 viz např. [17] nebo [10]). Zvoĺıme totiž vhodné uzly ακ ∈ Γc, v nichž budeme předpokládat
kontakt, tj.

[un(ακ)] = 0 κ = 1, . . . , κ .

v prostorových úlohách bude však někdy zapotřeb́ı doplnit ještě daľśı podmı́nku ve tvaru

p(u) = 0

kde p ∈ V∗h je vhodný lineárńı spojitý funkcionál.

Lemma 1.10 Necht’ d = 2. Definujme

Vα
h = {v ∈ Vh : [vn(α)] = 0} ,

kde α ∈ Γc je vhodně volený uzel. Pak
R∩ Vα

h = {0} .
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Důkaz Protože R ∩ Vh ⊂ R ∩ V = {(r1, r2) : r1 = 0, r2 = (0, a), a ∈ R}, [vn(α)] = 0 ⇒ an2
2(α) = 0.

Dı́ky předpokladu n2
2 < 0 na Γc je tedy a = 0.

Lemma 1.11 Necht’ d = 3. Předpokládejme, že na Γc existuj́ı 3 uzly ακ, κ = 1, 2, 3, tak, že pro
r2 = (a1 − bx3, 0, a3 + bx1)T plat́ı

r2 · n2(ακ) = 0, κ = 1, 2, 3 ⇒ a1 = a3 = b = 0 . (1.76)

Definujme
Vα

h = {v ∈ Vh : [vn(ακ)] = 0, κ = 1, 2, 3} .

Pak
R∩ Vα

h = {0} .

Důkaz plyne bezprostředně z definice R∩ Vh a z podmı́nek (1.76). ¤

Poznámka 1.5 Předpoklad (1.76) nelze splnit, je-li Γc část́ı roviny. Je-li Γc bĺızká části rotačńı plo-
chy s osou kolmou k rovině x1x3, mohou nastat pot́ı̌ze s numerickou realizaćı, nebot’ determinant
soustavy podmı́nek (1.76) (pro neznámé a1, a3, b) je téměř nulový. V těchto př́ıpadech zavedeme ještě
dodatečnou podmı́nku, jak uvád́ıme v následuj́ıćım Lemmatu 1.12.

Poznámka 1.6 Zavedeme-li pomocný souřadný systém (x1, x2, x3) tak, že α1 = (0, 0, 0)T , n ≡ n2(α1) =
(0, 0,−1)T , pak ze soustavy podmı́nek (1.76) plyne, že a3 = 0 a zbývaj́ıćı parametry a3, b se anuluj́ı
právě když determinant

∣∣∣∣
n1(α2) x1(α2)n3(α2)− x3(α2)n1(α2)
n1(α3) x1(α3)n3(α3)− x3(α3)n1(α3)

∣∣∣∣ 6= 0 .

Lemma 1.12 Necht’ d = 3. Předpokládejme, že

(a) Γc je část roviny
n1x1 + n2x2 + n3x3 + c = 0 .

Zvolme rovinu x2 = konst. tak, aby na jej́ım pr̊uniku γ s Γc ležely uzly α1, α2. Definujme

Vα
hp = {v ∈ Vh : [vn(ακ)] = 0, κ = 1, 2 & p(v) = 0} (1.77)

kde
p(v) =

∫

γ0

(v2
1n3 − v2

3n1)ds (1.78)

a γ0 ⊂ γ je vhodná úsečka.

(b) Γc je aproximaćı části rotačńı plochy s osou kolmou k rovině x1x3. Zvolme rovinu x2 = konst.
tak, aby na jej́ım pr̊uniku γ s Γc ležely uzly α1, α2. Definujme Vα

hp podle (1.77), kde však

p(v) =
∫

γ0

(x3v1 − x1v3)ds ,

kde γ0 je lomený oblouk, patř́ıćı do pr̊uniku γ. Potom plat́ı

R∩ Vα
hp = {0} .

Důkaz

(a) Zavedeme-li kartézské souřadnice tak, aby pr̊unik γ byl v ose x1, dostaneme

r ∈ R ∩ Vh & [rn(ακ)] = 0, κ = 1, 2 ⇔ r1 = 0, r2 = (a1, 0, 0)T , a1 ∈ R,

p(r) =
∫

γ0

a1ds = 0 ⇒ a1 = 0 .
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(b) Důkaz je analogický. Po upevněńı dvěma ”magnetickými” šrouby zbývá jen možnost pootočeńı
tělesa Ω2, tj.

r2 = (−bx3, 0, bx1)T , b ∈ R .

Konečně
p(r) =

∫

γ0

(x3r
2
1 − x1r

2
3)ds = −b

∫

γ0

(x2
1 + x2

3)ds = 0 ⇒ b = 0 .

Poznámka 1.7 Pro př́ıpad (a) v Lemmatu 1.12 plat́ı

R∗ = {r ∈ R ∩ Vh : [rn(ακ)] = 0, κ = 1, 2} .

Podmı́nky v uzlech ακ jsou v souladu s tvrzeńım Lemmatu 1.8. Vzhledem k tvrzeńı tohoto Lemmatu
je na mı́stě volit uzly ακ, κ = 1, 2, 3, bĺızko sebe. ¤

Mı́sto prostoru Vh budeme nyńı uvažovat v rovinných úlohách prostor Vα
h , definovaný v Lem-

matu 1.10.
V prostorových úlohách mı́sto Vh vezmeme Vα

h z Lemmatu 1.11 nebo Vα
hp z Lemmatu 1.12. Podle

tvrzeńı těchto lemmat bude vždy

R∩ Vα
h = {0}, resp. R∩ Vα

hp = {0}
a tedy př́ıslušná matice tuhosti bude positivně definitńı.

Pak můžeme aplikovat postup uvedený pro koercivńı problémy v Sekci 1.1.1 až 1.1.4 s t́ım, že
v definici Kh (1.22) nahrad́ıme Vh prostorem Vα

h , resp. Vα
hp.

V každém kroku algoritmu PDAS je vhodné vypoč́ıtat λα (pro d = 2), resp. λακ, κ = 1, . . . , κ (pro
d = 3) z rovnic celkové rovnováhy tělesa Ω2. Tak např. pro d = 2 to bude rovnice (srv. [10, (5.15)]

rT BT λ = V2
2 , (1.79)

kde r = ker A, tj. vektor r ∈ RN se složkami r1
i = 0, i = 1, 2 v uzlech Ω

1
a r2

1 = 0, r2
2 = 1 v uzlech Ω

2
.

Zde v rovnici (1.79) ovšem matice BT i vektor λ jsou úplné, tedy BT má m sloupc̊u a λ ∈ Rm.
Pro d = 3 za předpokladu z Lemmatu 1.11 definujeme v souřadném systému {x1, x2, x3} (viz

Poznámka 1.6)
kerA = span {K(1),K(2),K(3)} ,

kde
K(i) ∈ RN , K(i) = (0, K2(i))T ,

tj. vektor K(i) má všechny složky nulové v uzlech Ω
1
, zat́ımco ve všech uzlech aj ∈ Ω

2
má vektor

K2(1) složky (1, 0, 0)T ,

K2(2) složky (0, 0, 1)T ,

K2(3) složky (−x3(aj), 0, x1(aj))T .

Podmı́nky rovnováhy pak lze zapsat ve tvaru

(K(1))T BT λ = V2

1 ,

(K(2))T BT λ = V2

3 , (1.80)

(K(3))T BT λ = M2
,

kde V2

1, resp. V2

3 jsou výslednice vněǰśıho zat́ıžeńı ve směru x1, resp. x3 a M2 je výslednice momentu,
tj.

V2

i =
∫

Ω2
F

2

i dx +
∫

Γ2
p

P
2

i ds, i = 1, 3 ,

M2
=

∫

Ω2
(x1F

2

3 − x3F
2

1)dx +
∫

Ω2
(x1P

2

3 − x3P
2

1)ds ,
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a BT λ je transformovaný vektor BT λ.
Ze systému (1.80) vypočteme λα1, λα2, λα3 (protože ostatńı složky vektoru λ(k+1) známe z algo-

ritmu PDAS).

Poznámka 1.8 Výpočet λα (pro d = 2), resp. λdκ (pro d = 3), je motivován t́ım, že umožńı rov-
nici (1.46) v kroku (3) algoritmu PDAS řešit separovaně na oblastech Ω1 a Ω2 (viz [17] nebo [10,
Section 6]).

Poznámka 1.9 Matice systému (1.80) pro λακ, κ = 1, 2, 3 je regulárńı, právě když pro souřadný
systém z Poznámky 1.6 je determinant

∣∣∣∣
n2

1(α2) n2
3(α2)x1(α2)− n2

1(α2)x3(α2)
n2

1(α3) n2
3(α3)x1(α3)− n2

1(α3)x3(α3)

∣∣∣∣ 6= 0

¤

Předpokládejme nyńı, že Γc je součást roviny

n1x1 + n2x2 + n3x3 + c = 0

podle Lemmatu 1.12 (a).
Zavedeme nové kartézské souřadnice podle Poznámky 1.6. Pak pr̊unik γ roviny x2 = konst. s Γc

je obsažen v ose x1 (viz d̊ukaz Lemmatu 1.12). Plat́ı opět podmı́nky rovnováhy ve tvaru (1.80). Prvńı
z rovnic (1.80) však nelze využ́ıt. Vskutku, na levé straně n1(α1) = n1(α2) = 0 a na pravé straně
V2

1 = 0, což je d̊usledek Poznámky 1.7 a Věty 1.5 (S(r) = 0 ∀r ∈ R∗).
Př́ıpad, že Γc je ”téměř” část́ı rotačńı plochy, řeš́ıme analogicky. Zavedeme opět souřadný systém

podle Poznámky 1.6. Třet́ı z rovnic (1.80) má nyńı tvar 0 .= 0 a využijeme tedy jen 1. a 2. rovnici
rovnováhy ve směrech x1 a x3.

Ově̌reńı správnosti volby pomocných ”magnetických” uzl̊u

Po ukončeńı algoritmu PDAS je ovšem zapotřeb́ı ověřit, že jsme volili ”magnetické” uzly správně. To
provedeme na základě znaménka př́ıslušné složky λα, resp. složek λακ, κ = 1, . . . , κ.

Pro d = 2 vyjde-li λα < 0, je nutné zvolit jiný, např. sousedńı uzel a celý postup opakovat.
Pro d = 3 je nutné změnit volbu uzl̊u ακ v př́ıpadě, že aspoň jedna hodnota λακ je záporná.

2 Rovinná tělesa v jednostranném kontaktu s daným třeńım

V této kapitole budeme uvažovat dvě pružná tělesa v R2, kde kromě podmı́nky nepronikáńı (1.5) na
kontaktńı hranici Γc bude platit ještě model tzv. ”daného” třeńı podle Trescy.

V části 2.1 se omeźıme na koercivńı úlohy a v části 2.2 na semi-koercivńı úlohy. Podobně v kapi-
tole 1. uvedeme primárńı variačńı formulaci a pomoćı Lagrangeových součinitel̊u přejdeme ke smı́̌sené
variačńı formulaci a k vhodné diskretizaci metodou konečných prvk̊u. Na řešeńı takto vzniklého
problému sedlového bodu použijeme zčásti zobecněnou Newtonovu metodu, která vede na algoritmus
typu PDAS (primárně duálńı strategii aktivńıch množin), alternuj́ıćı s algoritmem Uzawova typu.

Rovinné koercivńı úlohy kontaktu s daným třeńım byly studovány v celé řadě praćı (viz Literatura
v článku [10]). Semi-koercivńı problémy jsou tématem daleko menš́ıho počtu publikaćı. jsou to např. [5,
9, 2].

2.1 Koercivńı kontaktńı úlohy s daným ťreńım

Uvažujme opět dvě pružná tělesa Ω1, Ω2 v kontaktu, jako v 1. kapitole, přičemž

meas Γi
u > 0, i = 1, 2 (2.1)

nebo meas Γi
0 > 0, i = 1, 2, kde Γi

0 lež́ı ve dvou vzájemně kolmých př́ımkách.
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Plat́ı tedy (1.1), (1.2), (1.4), (1.5) a (1.7)-(1.13) s t́ım, že d = 2. Nav́ıc – mı́sto (1.6) – na Γc plat́ı
podmı́nky Trescova modelu třeńı:

|Tt(u)| ≤ g, |Tt(u)| < g ⇒ [ut] = 0 , (2.2)
|Tt(u)| = g,⇒ existuje Θ > 0 takové, že [ut] = −ΘTt(u) , (2.3)

kde g ∈ L∞(Γc) je daná mez třeńı, [ut] = u1 · t1 +u2 · t2 a ti = (−ni
2, n

i
1)

T je tečný jednotkový vektor.

2.1.1 Primárńı variačńı formulace

Kromě funkcionál̊u (1.10), (1.11) a (1.12) zavedeme ještě funkcionál

j(v) =
∫

Γc

g|[vt]|ds . (2.4)

Definice 2.1 Řekneme, že u ∈ K je slabé řešeńı primárńı kontaktńı úlohy s daným třeńım, jestlǐze

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ S(v − u) ∀v ∈ K . (2.5)

¤

Dá se ukázat, že každé klasické řešeńı (tj. vyhovuj́ıćı rovnićım (1.9) a okrajovým podmı́nkám (1.1),
(1.2), (1.4), (1.5) a (2.2), (2.3)) je slabým řešeńım a obráceně, je-li slabé řešeńı dostatečně hladké, je
klasickým řešeńım (viz [5, 7.1]). Plat́ı rovněž

Věta 2.1 Existuje jediné slabé řešeńı. Toto řešeńı minimalizuje celkovou potenciálńı energii

L(v) := a(v, v)/2 + j(v)− S(v) (2.6)

na množině K.

Důkaz viz Důsledek 1.1 a [5, Theorem 7.3].

2.1.2 Sḿı̌sená variačńı formulace a jej́ı diskretizace

Abychom se vyhnuli funkcionálu j(v), který neńı diferencovatelný, přejdeme ke smı́̌sené variačńı for-
mulaci pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u. Tento postup je popsán podrobně např. v [5, Section 9]
a v řadě daľśıch praćı z posledńıch let – viz [10] a literaturu tam uvedenou.

Zde budeme vycházet z výsledk̊u práce [10]. Definujeme: množinu Lagrangeových součinitel̊u M =
Mn ×Mt,

Mn = {µn ∈ W ∗ : µn ≥ 0} , (2.7)

kde W ∗ je duálńı prostor k prostoru W stop na Γc funkćı [vn] pro v ∈ V,

Mt = {µt ∈ L2(Γc) : |µt| ≤ 1 s. v. na Γc, µt = 0 mimo supp g} , (2.8)

bilineárńı formu na V×M
b(µ, v) = 〈µn, [vn]〉+

∫

Γc

gµt[vt]ds , (2.9)

a Lagrangián
H(v, µ) = a(v, v)/2− S(v) + b(µ, v) . (2.10)

Budeme řešit problém sedlového bodu: naj́ıt dvojici (w, λ) ∈ V×M takovou, že

H(w, µ) ≤ H(w, λ) ≤ H(v, λ) ∀(v, µ) ∈ V×M . (2.11)

Věta 2.2 Necht’ Γc ∩Γu = ∅ a Γc ∩Γ0 = ∅. Pak existuje jediný sedlový bod (w, λ), w se ztotožňuje se
slabým řešeńım u primárńı úlohy a

λn = −Tn(u), gλt = −Tt(u) . (2.12)
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Důkaz je stejný jako d̊ukaz Věty 2.1 v práci [10]. ¤

Přejdeme nyńı k diskretizaci problému (2.11) metodou konečných prvk̊u. Provedeme stan-
dardńı triangulace T i

h těles Ωi, i = 1, 2, které jsou konsistentńı s děleńım hranic ∂Ωi na Γu, Γp, Γ0

a Γc. Uzly na Γc necht’ jsou společné pro obě triangulace.
Předpokládejme, že Γc se skládá nejvýše z několika málo úseček Γcp, p = 1, . . . , p. Na každé

úsečce Γcp necht’ uzly triangulace tvoř́ı rovnoměrné děleńı s uzly

s0, s1, . . . , sm; m = m(hp)

a s intervaly ej = (sj , sj + hp), hp = konst., j = 0, 1, . . . , m− 1.
Množinu Mn nahrad́ıme množinou

Mhn =
p⋃

p=1

M
(p)
hn ,

kde
M

(p)
hn = {µhn ∈ C(Γcp) : µhn|ej

∈ P1(ej), j = 0, . . . ,m− 1, µhn ≥ 0} . (2.13)

Množinu Mt nahrad́ıme množinou

MHt =
p⋃

p=1

M
(p)
Ht ,

kde

M
(p)
Ht = {µHt ∈ L∞(Γcp) : µHt|(zj ,zj+1) ∈ P0((zj , zj+1)), |µHt| ≤ 1, µH = 0 mimo suppgh} , (2.14)

kde zj jsou středy interval̊u ej a gh je lineárńı interpolace funkce g, gh ∈ Mhn.
Funkce µhn jsou tedy po částech lineárńı a spojité, funkce µHt jsou po částech konstantńı.
Bilineárńı formu b(·, ·) budeme aproximovat formou

bhH(µhH , vh) =
p∑

p=1

m(hp)∑

i=0

MiκiVi +
∫

Γc

ghµHt[vht]ds , (2.15)

kde µhH := (µhn, µHt),

Mj = µhn(sj) , Vi = [vhn](sj) ,

κ0 = κm = hp/2 , κj = hp j = 1, . . . , m− 1 , (2.16)

a definujeme aproximovaný Lagrangián pro vh ∈ Vh, µhH ∈ Mhn ×MHt:

HhH(vh, µhH) = a(vh, vh)/2− S(vh) + bhH(µhH , vh) . (2.17)

Poznámka 2.1 Integrál v definici (2.15) lze vyč́ıslit přesně Simpsonovým pravidlem, protože inte-
grovaná funkce je po částech kvadratická. Předchoźı člen odpov́ıdá numerické integraci pomoćı li-
choběžńıkového pravidla. ¤

Aproximovaný problém sedlového bodu: naj́ıt dvojici (uh, λhH) ∈ Vh × (Mhn ×MHt) takovou, že

HhH(uh, µhH) ≤ HhH(uh, λhH) ≤ HhH(vh, λhH ∀(vh, µhH) ∈ Vh × (Mhn ×MHt) . (2.18)

Věta 2.3 Existuje jediné řešeńı aproximovaného problému sedlového bodu.

Důkaz Existence se dá dokázat pomoćı [5, Theorem 3.8]. Jednoznačnost je d̊usledkem [10, Lem-
matu 3.1], (tj. podmı́nky stability). Viz též [4, Theorem 2.1]. ¤

Přeṕı̌seme nyńı aproximovaný problém sedlového bodu do ekvivalentńıho maticového tvaru.
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Označ́ıme uzlové parametry funkce uh jako vektor u, λhn jako vektor M∗, parametry λHt jako
vektor Λ∗ a definujeme matice BM, BΛ, S pomoćı vztah̊u

(BMu)j = [uhn](sj), (BΛu)j =
∫

Γc

χjgh[uht]ds, S(v) = vT S ,

kde χj je charakteristická funkce intervalu (zj , zj+1).
Pak z (2.18) plyne rovnice

Au + BT
M(diag κ)M∗ + BT

ΛΛ∗ − S = 0 (2.19)

a nerovnice

uT BT
M(diag κ)(M−M∗)+uT BT

Λ (Λ−Λ∗) ≤ 0 ∀M ≥ 0, ∀|Λ| ≤ 1, Λj = 0 pro (zj , zj+1)∩supp gh = ∅ .
(2.20)

Z (2.20) odvod́ıme dvě nelineárńı rovnice (srv. [10, (5.16)-(5.21)]

M∗ − (M∗ + ρBMu)+ = 0 , (2.21)
Λ∗ − π(Λ∗ + ρBΛu) = 0 , (2.22)

kde π je projekce na interval [−1, 1], tj. π(x) =
{

x pro |x| < 1
sgnx pro |x| ≥ 1 .

Poznámka 2.2 Rovnice (2.20) a (2.21) maj́ı tvar rovnic (1.31) a (1.33), když zde polož́ıme gh ≡ 0,
tedy BΛ = 0. ¤

Pro trojici y : (u,M∗, Λ∗)T plat́ı tedy rovnice

F(y) :=




Au + BT
M(diag κ)M∗ + BT

ΛΛ∗ − S
M∗ − (M∗ + ρBMu)+

Λ∗ − π(Λ∗ + ρBΛu)


 = 0 . (2.23)

2.1.3 Zobecněná Newtonova metoda? Alternuj́ıćı algoritmus

Postupujme nyńı analogicky jako v odstavci 1.1.3 pro kontakt bez třeńı. Ukážeme, že funkce F má
zobecněnou derivaci a pak se budeme snažit definovat zobecněnou Newtonovu iteračńı metodu na
řešeńı rovnice (2.23).

Definujme tedy aktivńı množiny a inaktivńı množiny vzhledem k multiplikátor̊um M, resp. Λ:

AM(y1) = {sj : Mj + ρ(BMu)j > 0} ,

IM(y1) = {sj : Mj + ρ(BMu)j ≤ 0} , (2.24)

kde y1 :≡ (u,M)T .

AΛ(y2) = {(zj , zj+1) : |Λj + ρ(BΛu)j | < 1} ,

IΛ
+(y2) = {(zj , zj+1) : Λj + ρ(BΛu)j ≥ 1} ,

IΛ
−(y2) = {(zj , zj+1) : Λj + ρ(BΛu)j ≤ −1} , (2.25)

kde y2 = (u, Λ)T .

Poznámka 2.3 Zat́ımco v Coulombově modelu třeńı jsou inaktivńı množiny un a ut závislé, nebot’ v
bodech kontaktńı hranice plat́ı

[un] < 0 ⇒ Tn(u) = 0 ⇒ Tt(u) = 0 ⇒ [ut] 6= 0

(viz např. [3]), v modelu podle Trescy jsou tyto množiny nezávislé. ¤
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Podobně jako v odstavci 1.1.3 lze odvodit, že druhý řádek v definici F(y) lze psát jako

−χ(AM(y))ρBM + χ(IM(y))M∗

a třet́ı řádek jako
−χ(AΛ(y))ρBΛ + χ(IΛ

+(y))(Λ∗ − 1) + χ(IΛ
−(y))(Λ∗ + 1) .

Pak ověř́ıme, že
F(y) = G(y)y − (S, 0, χ(IΛ

+(y))− χ(IΛ
−(y)))T , (2.26)

kde

G(y) =




A BT
M(diag κ) BT

Λ

−χ(AM(y))ρBM χ(IM(y)) 0
−χ(AΛ(y))ρBΛ 0 χ(IΛ

+(y)) + χ(IΛ
−(y))


 (2.27)

je zobecněná derivace zobrazeńı F ve smyslu Definice 1.3.
Mohli bychom tedy definovat zobecněnou iteračńı Newtonovu metodu (1.41) za předpokladu, že

existuje inverzńı zobrazeńı G(y)−1, tedy, že plat́ı analogie Lemmatu 1.3. Tato analogie z̊ustává však
otevřenou otázkou.

Dokážeme, že redukovaný ”operátor třeńı” GΛ je invertibilńı.

Lemma 2.1 Definujeme-li zobrazeńı

GΛ(z) =
(

A BT
Λ

−χ(AΛ(z))ρBΛ χ(IΛ
+(z)) + χ(IΛ

−(z))

)
, (2.28)

pak GΛ(z) je bijektivńı pro každé z ∈ RN × Rm.

Důkaz Zřejmě stač́ı ukázat, že homogenńı systém

GΛ(z)
(

ω
λ

)
= 0

má pouze triviálńı řešeńı ω = λ = 0. Protože matice tuhosti A je positivně definitńı, plat́ı

ω = −A−1BT
Λλ . (2.29)

Dosazeńım do druhé rovnice dostaneme

[χ(A)ρQ + χ(I+) + χ(I−)]λ = 0 , (2.30)

kde Q = BΛA−1BT
Λ . Protože hodnost matice BΛ je maximálńı, Q je positivně definitńı. Rozděĺıme-li

matici Q na bloky podobně jako λ, tedy λ = (λA, λI+ , λI−)T , odvod́ıme z rovnice (2.30), že λI+ =
λI− = 0 a

ρQAAλA = 0 .

Protože QAA je regulárńı matice, λA = 0. Konečně také ω = 0 plyne z rovnice (2.29). ¤
Definujme nyńı

Alternuj́ıćı algoritmus Uzawa-PDAS:

Zvolme y0 = (u0,M0,Λ0)T , ρ ∈ (103, 104). Známe-li yk = (uk,Mk, Λk)T , aplikujme
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Krok 1 (Výpočet yk+1/2 = (uk+1/2,Mk+1/2, Λk+1/2)T ).

a) Λk+1/2
j = π(Λk

j + ρ(BΛuk)j), j = 0, . . . ,m− 1;

b) Vypočteme množiny
AM(yk

1 ), IM(yk
1 )

pro yk
1 = (uk,Mk)T podle (2.24);

c) Vyřeš́ıme y
k+1/2
1 = (uk+1/2,Mk+1/2)T ze systému

Auk+1/2 + BT
M(diag κ)Mk+1/2 = S −BT

ΛΛk+1/2 ,

sj ∈ AM(yk
1 ) ⇒ (BMuk+1/2)j = 0 ,

sj ∈ IM(yk
1 ) ⇒Mk+1/2

j = 0 .

Krok 2 (Výpočet yk+1 = (uk+1,Mk+1, Λk+1)T ).

a) Mk+1
j = (Mk+1/2

j + ρ(BMuk+1/2)j)+, j = 0, . . . , m;

b) Vypočteme množiny

AΛ(yk+1/2
2 ), IΛ

+(yk+1/2
2 ), IΛ

−(yk+1/2
2 )

pro y
k+1/2
2 = (uk+1/2,Λk+1/2)T podle (2.25);

c) Vyřeš́ıme yk+1
2 = (uk+1,Λk+1)T ze systému

Auk+1 + BT
ΛΛk+1 = S −BT

M(diag κ)Mk+1 ,

(zj , zj+1) ∈ AΛ(yk+1/2
2 ) ⇒ (BΛuk+1)j = 0 ,

(zj , zj+1) ∈ IΛ
+(yk+1/2

2 ) ⇒ Λk+1
j = 1 ,

(zj , zj+1) ∈ IΛ
−(yk+1/2

2 ) ⇒ Λk+1
j = −1 .

Poznámka 2.4 Kroky 1a, 2a odpov́ıdaj́ı př́ıslušným projekćım v algoritmu Uzawova typu (viz [10,
(5.13), (5.14)]).

Kroky 1b, 1c odpov́ıdaj́ı zobecněné Newtonově metodě pro kontakt s nulovým třeńım, kde pravá
strana v (1.46) je modifikována (viz (1.46), (1.47) a Lemma 1.4.

V d̊usledku Lemmat 1.3 a 1.4 je systém kroku 1c řešitelný.

Lemma 2.2 Kroky 2b, 2c odpov́ıdaj́ı zobecněné ”parciálńı” Newtonově metodě pro rovnici

FΛ(y2) := GΛ(y2)y2 − S̃ = 0 ,

kde

S̃ = S̃(y2,M) =
(

S −BT
M(diag κ)M

χ(IΛ
+(y2))− χ(IΛ

−(y2))

)
.

Důkaz lze provést podobně jako d̊ukaz Lemmatu 1.4. Iteračńı krok zobecněné ”parciálńı” Newtonovy
metody přeṕı̌seme v ekvivalentńım tvaru

GΛ(yk+1/2
2 )(yk+1

2 − y
k+1/2
2 ) = −FΛ(yk+1/2

2 ) ,

kde M = Mk+1. Porovnáńım obou stran odtud plynou rovnice a implikace kroku 2c. Řešitelnost je
d̊usledkem Lemmatu 2.1. ¤

Poznámka 2.5 Efektivitu algoritmu lze zvýšit v kroćıch 1c, 2c podobně jako v odstavci 1.1.4 t́ım, že
předem eliminujeme uzlové parametry funkce posunut́ı, které nepatř́ı hranici Γc. ¤
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2.2 Semi-koercivńı kontaktńı úlohy s daným ťreńım

Vynecháme-li jeden z předpoklad̊u (2.1) pro i = 1, 2, dostaneme semi-koercivńı problém. Budeme tedy
uvažovat situaci, kdy těleso Ω1 je upevněno, zat́ımco těleso Ω2 se může jako tuhý celek pohybovat
podél části hranice Γ0. Tato situace byla probrána v článku [10].

Primárńı variačńı formulace má právě jedno řešeńı, když výslednice V2
2 vněǰśıho zat́ıžeńı je shora

omezená (viz [10, Corollary 1.1]). Konečně-prvkové řešeńı smı́̌seného variačńıho modelu je definováno
a podrobně analyzováno v článku [10]. Pro numerické řešeńı je pak aplikována metoda umělého ”mag-
netického šroubu” a algoritmus Uzawova typu.

Aniž bychom zacházeli do podrobnost́ı, nahrad́ıme pouze v 5. odstavci článku [10] algoritmus
Uzawův alternuj́ıćım algoritmem Uzawa-PDAS. K efektivńımu výpočtu v kroćıch 1c, 2c můžeme použ́ıt
např. metodu rozkladu oblasti, podobně jako v 6.odstavci článku [10], (viz též (1.79) a Poznámku 1.8).

3 Prostorová tělesa v jednostranném kontaktu s daným třeńım

Budeme uvažovat dvě pružná tělesa v R3, přičemž na kontaktńı hranici Γc kromě podmı́nky nepro-
nikáńı (1.5) budou platit ještě podmı́nky třeńı podle Trescova modelu:

‖Tt(u)‖ ≤ g, ‖Tt(u)‖ < g ⇒ [ut] = 0 (3.1)
‖Tt(u)‖ = g,⇒ existuje skalár Θ > 0 takový, že [ut] = −ΘTt(u) , (3.2)

kde g ∈ L∞(Γc), g ≥ 0 je daná ”mez skluzu”, [ut] = u1 · t1 +u2 · t2 a ‖ ·‖ je euklidovská norma vektor̊u
z R2.

3.1 Koercivńı kontaktńı úlohy s daným ťreńım

Prostorové úlohy s třeńım Trescova typu jsou tématem práce [6]. Analýza v [6] je založena na
předpokladu koercivity a smı́̌sené variačńı formulaci s konečnými prvky. Pro posunut́ı autoři použili tri-
angulace na čtyřstěny s lineárńımi polynomy a pro Lagrangeovy multiplikátory děleńı Γc na obdélńıky
s po částech konstantńımi funkcemi.

3.1.1 Primárńı variačńı formulace

Předpokládejme, že R ∩ V = {0}. Definujeme množinu př́ıpustných posunut́ı K podle (1.13), formu
a(u, v) podle (1.10), (1.11), S(v) podle (1.12) a dále

j(v) =
∫

Γc

g‖[vt]‖ds . (3.3)

Slabým řešeńım primárńı úlohy nazýváme funkci u ∈ K, pro kterou

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ S(v − u) ∀v ∈ K . (3.4)

Pro existenci a jednoznačnost slabého řešeńı z̊ustává v platnosti Věta 2.2. Vskutku z předpokladu
R∩ V = {0} vyplývá pomoćı Důsledku 1.1 koercivita funkcionálu celkové potenciálńı energie.

3.1.2 Sḿı̌sená variačńı formulace a jej́ı diskretizace

Abychom odstranili ve variačńı formulaci nediferencovatelný člen j(·), zavedeme smı́̌senou variačńı
formulaci, podobně jako v odstavci 2.1.2. Definujme tedy množinu Lagrangeových součinitel̊u

M = Mn ×Mt ,

Mn = {µn ∈ W ∗; µn ≥ 0} , (3.5)
Mt = {µt ∈ [L2(Γc)]2 : ‖µt‖ ≤ 1 s.v., µt = 0 na Γc\suppg} , (3.6)

bilineárńı formu
b(µ, v) = 〈µn, [vn]〉+

∫

Γc

gµt · [vt]ds (3.7)
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a Lagrangián
H(v, µ) = a(v, v)/2 + b(µ, v)− S(v) . (3.8)

Budeme řešit problém sedlového bodu: naj́ıt dvojici (w, λ) ∈ V×M takovou, že

H(w, µ) ≤ H(w, λ) ≤ H(v, λ) ∀v ∈ V, µ ∈M . (3.9)

Věta 3.1 Necht’ −Tn(u) ∈Mn, Γc ∩ Γ0 = ∅ a Γc ∩ Γu = ∅. Potom problém sedlového bodu (3.9) má
právě jedno řešeńı. Nav́ıc plat́ı

w = u, λn = −Tn(u), λt = −Tt(u) ,

kde u je řešeńı primárńı úlohy.

Důkaz je založen na zobecněné Greenově formuli – viz [4, Theorem 1.2] nebo [10, Theorem 2.1]. ¤

Aproximace metodou konečných prvk̊u

Jako v odstavćıch 1.1.1 a 1.1.2 budeme uvažovat standardńı triangulace na čtyřstěny oblast́ı Ω1, Ω2,
které jsou konsistentńı s děleńım hranic podle okrajových podmı́nek.

Necht’ Γc se skládá nejvýše z malého počtu rovinných část́ı Γcp, p = 1, . . . , p, na Γc uzly triangu-
laćı T 1

h a T 2
h splývaj́ı a

Γcp =
⋃

j

∆j ,

kde ∆j jsou stěny čtyřstěn̊u z T i
h , i = 1, 2.

Množinu Mn budeme aproximovat množinou

Mhn =
p⋃

p=1

M
(p)
hn , (3.10)

kde
M

(p)
hn = {µhn ∈ C(Γcp) : µhn|∆j

∈ P1(∆j) ∀∆j ⊂ Γcp, µhn ≥ 0} .

Dále necht’ T (p)
H je děleńı Γcp na trojúhelńıky ∆H , přičemž

max
T (p)

H

(diam ∆H) = H .

Množinu Mt nahrad́ıme množinou

MHt =
p⋃

p=1

M
(p)
Ht , (3.11)

kde

M
(p)
Ht = {µHt ∈ L

(p)
H : ‖µHt‖ ≤ 1, µHt = 0 na Γcp\supp gh} ,

L
(p)
H = {µ ∈ [L∞(Γcp)] : µ|∆H ∈ [P0(∆H)]2 ∀∆H ⊂ Γcp}

a gh ∈ Mhn je interpolace funkce g.
Funkce µhn jsou tedy spojité a po částech lineárńı, funkce µHt jsou po částech konstantńı.
Bilineárńı formu b(µ, v) nahrad́ıme formou

bhH(µhH , vh) =
∫

Γc

µhn[vhn]ds +
∫

Γc

ghµHt · [vht]ds (3.12)

a definujeme aproximovaný Lagrangián pro vh ∈ Vh, µhH ∈ Mhn ×MHt:

HhH(vh, µhH) = a(vh, vh)/2− S(vh) + bhH(µhH , vh) . (3.13)

Pak definujeme aproximovaný problém sedlového bodu: naj́ıt dvojici (uh, λhH) ∈ Vh × (Mhn ×MHt)
takovou, že

HhH(uh, µhH) ≤ HhH(uh, λhH) ≤ HhH(vh, λhH) ∀(vh, µhH) ∈ Vh × (Mhn ×MHt) . (3.14)
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Předpoklad 3.1 (podmı́nka stability). Necht’ plat́ı implikace
{

µH ∈ LH :=
⋃
p

L
(p)
H , µH = 0 na Γc\supp gh,

∫

Γc

ghµH · [vht]dΓ = 0 ∀vh ∈ Vh

}
⇒ µH = 0 . (3.15)

¤

Poznámka 3.1 Předpoklad 3.1 je postačuj́ıćı pro jednoznačnost tangenciálńı složky λHt sedlového
bodu (3.14). V rovinné kontaktńı úloze je tento předpoklad splněn d́ıky [10, Lemmatu 3.1]. ¤

Poznámka 3.2 K apriorńımu odhadu chyby je zapotřeb́ı splněńı tzv. podmı́nky Babušky a Brezziho,
která má tvar

sup
vh∈Vh

bhH(µhH , vh)/‖vh‖1 ≥ β‖µhH‖−1/2,Γc
∀µhH ∈ Mhn ×MHt , (3.16)

kde β nezáviśı na h, H. (Viz analogický předpoklad [6, (4.5)], který je podle [6, Lemmatu 4.1] splněn za
jistých předpoklad̊u o regularitě jistého pomocného eliptického okrajového problému, je-li poměr h/H
dostatečně malý.)

Z podmı́nky (3.16) plyne ovšem splněńı předpokladu 3.1. ¤

Věta 3.2 Existuje řešeńı aproximovaného problému sedlového bodu (3.14). Za předpokladu 3.1 řešeńı
je jediné.

Důkaz existence plyne na základě [5, Theorem 3.8]. Jednoznačnost je d̊usledkem předpokladu 3.1
(Srv. též [4, Theorem 2.1]). ¤

Maticový tvar aproximovaného problému sedlového bodu.
Postupujme analogicky jako v rovinném př́ıpadě, tj. v odstavci 2.1.2. Uzlové parametry λhn

označme M∗; parametry Λ∗ := (Λ∗1, Λ
∗
2)

T označuj́ı po trojúhelńıćıch ∆j konstantńı hodnoty (λHt)i,
i = 1, 2, tj. složky vektor̊u λHt(∆j) v ortogonálńım systému souřadnic, který přǐrad́ıme každé z ro-
vinných část́ı Γcp, p = 1, . . . , p. Definujeme matice BM, BΛ a S pomoćı rovnost́ı

(BMu)j = [uhn](sj), S(v) = vT S , (3.17)

(B(i)
Λ u)j =

∫

Γc

ghχj [uht]idΓ, i = 1, 2 , (3.18)

kde χj znač́ı charakteristickou funkci trojúhelńıka ∆j ⊂ TH a

BΛ :

(
B

(1)
Λ

B
(2)
Λ

)

Pak z definice (3.14) plyne rovnice

Au + BT
MGM∗ + BT

ΛΛ∗ − S = 0 (3.19)

a nerovnice

uT BT
MG(M−M∗)+uT BT

Λ (Λ−Λ∗) ≤= 0 ∀M ≥ 0, ∀‖Λ‖ ≤ 1, Λj = 0 pro ∆j∩supp gh = ∅ , (3.20)

kde G je Grammova matice po trojúhelńıćıch lineárńı báze standardńıch konečných prvk̊u na Γc.
Z (3.20) odvod́ıme dvě nelineárńı rovnice

M∗ − (M∗ + ρGBMu)+ = 0 , (3.21)
Λ∗ − π(Λ∗ + ρBΛu) = 0 , (3.22)

kde π je projekce na jednotkovou kouli, tzv.

π(x) =
{

x ∀‖x‖ < 1
x/‖x‖ ∀x ∈ R2, ‖x‖ ≥ 1

25



a ρ je kladný parametr (libovolná kladná konstanta).
Pro trojici y := (u,M∗,Λ∗)T plat́ı tedy rovnice

F(y) :=




Au + BT
MGM∗ + BT

ΛΛ∗ − S
M∗ − (M∗ + ρGBMu)+

Λ∗ − π(Λ∗ + ρBΛu)


 = 0 (3.23)

3.1.3 Zobecněná Newtonova metoda? Alternuj́ıćı algoritmus

Postupujme jako v odstavci 2.1.3 pro rovinný problém kontaktu s daným třeńım.
Dá se odvodit, že zobrazeńı F má zobecněnou derivaci ve smyslu Definice 1.3. Protože však nejsme

schopni dokázat, že existuje inverse této derivace, nemůžeme definovat iteračńı Newtonovu metodu.
Podobně jako v odstavci 2.1.3 se nab́ıźı možnost definovat alternuj́ıćı algoritmus Uzawa-PDAS. Za

t́ım účelem nejprve zavedeme aktivńı a inaktivńı množiny vzhledem k multiplikátor̊um M, resp. Λ.

AM(y1) = {sj : Mj + ρ(GBMu)j > 0} (3.24)
IM(y1) = {sj : Mj + ρ(GBMu)j ≤ 0}

kde y1 := (u,M)T ;

AΛ(y2) = {∆j ∈ TH : ‖Λj + ρ(BΛu)j‖ < 1} (3.25)
IΛ(y2) = {∆j ∈ TH : ‖Λj + ρ(BΛu)j‖ ≥ 1}

kde y2 := (u, Λ)T .

Lemma 3.1 Definujeme-li matici

GΛ(z) =
(

A BT
Λ

−χ(AΛ(z))ρBΛ χ(IΛ(z))

)
.

pak GΛ(z) je bijektivńı zobrazeńı pro každé z.

Důkaz je analogický d̊ukazu Lemmatu 2.1.

Alternuj́ıćı algoritmus Uzawa-PDAS:

Zvolme y0 = (u0,M0,Λ0)T , ρ ∈ (103, 104). Známe-li yk = (uk,Mk, Λk)T , aplikujeme

Krok 1 (Výpočet yk+1/2 = (uk+1/2,Mk+1/2, Λk+1/2)T ).

a) Λk+1/2
j = π(Λk

j + ρ(BΛuk)j), ∀j;
b) Vypočteme množiny

AM(yk
1 ), IM(yk

1 )

pro yk
1 = (uk,Mk) podle (3.24);

c) Vyřeš́ıme y
k+1/2
1 = (uk+1/2,Mk+1/2)T ze systému

Auk+1/2 + BT
MGMk+1/2 = S −BT

ΛΛk+1/2 ,

sj ∈ AM(yk
1 ) ⇒ (GBMuk+1/2)j = 0 ,

sj ∈ IM(yk
1 ) ⇒Mk+1/2

j = 0 .
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Krok 2 (Výpočet yk+1 = (uk+1,Mk+1, Λk+1)T ).

a) Mk+1
j = (Mk+1/2

j + ρ(GBMuk+1/2)j)+, ∀j;
b) Vypočteme množiny

AΛ(yk+1/2
2 ), IΛ(yk+1/2

2 )

pro y
k+1/2
2 = (uk+1/2,Λk+1/2)T podle (3.25);

c) Vyřeš́ıme yk+1
2 = (uk+1,Λk+1)T ze systému

Auk+1 + BT
ΛΛk+1 = S −BT

MGMk+1 ,

∆j ∈ AΛ(yk+1/2
2 ) ⇒ (BΛuk+1)j = 0 ,

∆j ∈ IΛ(yk+1/2
2 ) ⇒ Λk+1

j = π(Λk+1/2
j + ρ(BΛuk+1/2)j) .

Poznámka 3.3 Kroky 1a, 2a odpov́ıdaj́ı př́ıslušným projekćım v algoritmu Uzawova typu.
Kroky 1b, 1c odpov́ıdaj́ı zobecněné Newtonově metodě pro kontakt s nulovým třeńım, kde pravá

strana v (1.46) je modifikována (viz (1.46), (1.47) a Lemma 1.4.
V d̊usledku Lemmat 1.3 a 1.4 je systém kroku 1c řešitelný.

Lemma 3.2 Kroky 2b, 2c odpov́ıdaj́ı zobecněné ”parciálńı” Newtonově metodě pro rovnici

FΛ(y2) := GΛ(y2)y2 − S̃ = 0 , (3.26)

kde

S̃ = S̃(y2,M) =
(

S −BT
MGM

χ(IΛ(y2))π(Λ + ρBΛu)

)
(3.27)

a M = Mk+1 je źıskáno z kroku 2a.

Důkaz – analogický d̊ukazu Lemmatu 2.2. ¤

Poznámka 3.4 Efektivitu uvedeného algoritmu lze zvýšit t́ım, že v kroćıch 1c, 2c předem eliminujeme
uzlové parametry funkce posunut́ı u, které nepatř́ı hranici Γc (srv. odstavec 1.1.4). ¤

3.2 Semi-koercivńı kontaktńı úlohy s daným ťreńım

Uvažujme situaci jako v odstavci 1.2 s t́ım, že d = 3. Tedy těleso Ω1 je upevněno, zat́ımco těleso Ω2

se může pohybovat podél části hranice Γ2
0 ⊂ ∂Ω2.

Necht’ Γ2
0 se skládá z části rovin kolmých k ose x2,

meas2 Γ1
u > 0, Γ1

0 = ∅ ,

Γ2
u = ∅, measΓ2

0 > 0 .

Dále necht’ Γc se skládá (jako v odstavci 3.1) z několika rovinných část́ı, tj.

Γc =
p⋃

p=1

Γcp , (3.28)

přičemž n2
3 < 0 na Γc.

Definujme množiny R∩V, R∩K, stejně jako na začátku odstavce 1.2 pro d = 3, a funkcionál j(·)
podle (3.3).

Dále definujeme (na rozd́ıl od definice ve Větě 1.5)

R∗{r ∈ R ∩K : j(r) = 0 & [rn] = 0 na Γc} . (3.29)

Slabým řešeńım primárńı úlohy nazveme funkci u ∈ K, pro kterou plat́ı nerovnice (3.4).
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Věta 3.3 Necht’
S(w) < j(w) ∀w ∈ R ∩K\{0} . (3.30)

Pak funkcionál L(·) (viz (2.6)) je koercivńı na množině K a existuje slabé řešeńı primárńı úlohy.
Když

|S(w)| > j(w) ∀w ∈ R ∩ V\{0} , (3.31)

řešeńı je jediné.
Když

|S(w)| ≤ j(w) ∀w ∈ R ∩ V ,

pro každá dvě řešeńı u, u∗ plat́ı

u∗ − u ∈ R ∩ V & S(u∗ − u) = j(u∗)− j(u) .

Důkaz V našem př́ıpadě je R∗ = {0}. Důkaz existence a koercivity pak vyplývá z [20, Theorem 1.1].
Ostatńı tvrzeńı dokážeme stejně jako [9, Theorem 4.1] pro d = 2. ¤

Pro smı́̌senou variačńı formulaci plat́ı (3.5)-(3.9). Plat́ı analogie Věty 3.1, což dokáže stejně
jako [10, Theorem 2.1].

Diskretizaci problému sedlového bodu metodou konečných prvk̊u provedeme stejně jako v koercivńı
úloze (tj. v odstavci 3.1.1), spolu se zavedeńım předpokladu 3.1.

Existenci a jednoznačnost aproximovaného sedlového bodu, tj. analogii Věty 3.2, lze za předpok-
ladu 3.1, (3.30) a (3.31) dokázat obdobným postupem jako [10, Theorem 3.1].

Dále použijeme metodiku umělých ”magnetických šroub̊u” z odstavce 1.2.2, abychom dostali úlohu
sedlového bodu s regulárńı matićı tuhosti. Podle Lemmatu 1.12 – části a) budeme předpokládat, že Γc je
část́ı roviny. Definujeme ”menš́ı” prostor Vα

hp podobně jako v (1.77) a (1.78). Definici funkcionálu p(·)
však nahrad́ıme jinou, která se bude lépe realizovat v př́ıpadě daného třeńı:

p(v) =
∫

∆0

gh[vt]1dΓ , (3.32)

kde ∆0 je vhodně vybraný trojúhelńık děleńı TH takový, že ∆0 ⊂ supp gh, [vt]1 je složka vektoru [vt]
ve směru př́ımky γ (tj. pr̊uniku Γc s rovinou x2 = konst.).

Pak jako v Lemmatu 1.12 dokážeme snadno, že

R∩ Vα
hp = {0} , (3.33)

takže v podprostoru Vα
hp bude ”redukovaný” aproximovaný problém sedlového bodu koercivńı. K řešeńı

tohoto redukovaného problému můžeme nasadit alternuj́ıćı algoritmus Uzawa-PDAS z odtavce 3.1.3.

Poznámka 3.5 Neznámé vektory M a Λ se redukuj́ı, a to M o dvě složky Mj, j = α1, α2 a Λ
o složku Λ1(∆0), (srv. [10, Definition 5.1]).

Abychom umožnili v kroćıch 1c, 2c řešit úlohu separovaně na oblastech Ω1 a Ω2, je vhodné dopoč́ıtat
tyto 3 složky z podmı́nek celkové rovnováhy (srv. (1.80) v úloze s nulovým třeńım, resp. [10, (5.15)]
v rovinné úloze s daným třeńım). Pak použijeme postup uvedený v [10, Section 6].

Poděkováńı
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chodu České republiky.

28



Literatura

[1] Ainsworth M., Mihai A.: A comparison of solvers for linear complementarity problems. Appl.
Math. 51 (2006), 93–128.
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