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Abstrakt:

UvaZujeme jednostranny kontakt dvou pruZnych rovinnych nebo prostorovych téles. Smi%end variaéni for-
mulace vede na problém sedlového bodu, ktery diskretizujeme metodou konegnych prvki. K nalezeni sed-
lového bodu aplikujeme novou metodu tzv. primdrng dudini strategie aktivnich mnoZin (PDAS), ktera se
da ztotoZnit se zobecnénou Newtonovou iteraéni metodou.

V 1. kapitole je analyzovano YeSeni koercivnich i semi-koercivnich tloh bez t¥eni. 2. resp. 3. kapitola
je v&novana kontaktu s "danym” t¥enim podle Trescova modelu ve 2D-, resp. 3D-formulaci. K nalezeni
p¥isludného sedlového bodu je navrzen iteraéni algoritmus, ktery kombinuje projekce z metody Uzawovy
s metodou PDAS v kazdém itera¢nim kroku.
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Uvod

Matematicky model jednostranného kontaktu pruznych téles je popisovan ve formé variac¢ni nerovnice
jiz od 60.let minulého stoleti. Ptiblizna feseni se ziskavaji vétsinou diskretizaci metodou konecnych
prvki (viz napi. [5] a literaturu tam uvedenou). Jestlize pfipustime na kontaktu moznost tfeni podle
Coulombova modelu, praktické feseni spociva v itera¢nim algoritmu, jehoz kazdy krok je modelovian
tzv. 7danym tfenfm”, tj. Trescovym modelem ([21, 7]). Pi{padu jednostranného kontaktu s danym
tfenim je vénovéna fada praci (napf. [2, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 19], v nichZ autofi uzivaji smiSenou variac¢ni
formulaci s Lagrangeovymi multiplikatory. Tato formulace vede na problém sedlového bodu, ktery
se po diskretizaci koneénymi prvky fesi algoritmem Uzawova typu (viz napf. [10, 19]). Ve smiSené
formulaci je vyhodné zavést tzv. dudlnf bazi pro multiplikdtory ([14, 15]). Jinou cestou je postup, kdy
se vyloudi déle posunut{ a fesi se pak dudln{ tiloha v Lagrangeovych multiplikdtorech (napi. [6, 7, 21]).

V predlozené studii se zaméiime na aplikace nové metody, zvané ” primal-dual active set strategy”
(PDAS), kterd se dé ztotoznit se zobecnénou iteraéni Newtonovou metodou pro feseni nelinedrnich
rovnic — viz [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Prozatim byla tato metoda aplikovédna pouze na tlohy jedno-
stranného kontaktu s nulovym tfenim ([1, 13, 14, 15]). V praci [11] je dokdzdno, Ze iterace algoritmu
PDAS konverguji superlinedrné. Ze srovnani s dalsimi ¢tyfmi algoritmy pro kontakt vétstho poctu
téles vychdzi algoritmus PDAS jako nejrychlejsi (viz [1]).

V nasf studii se pokusime rozsifit aplikace metody PDAS (a) na nékteré tlohy semi-keorcivni
a (b) na jednostranny kontakt s danym tFenim. Budeme uvazovat rovinné i prostorové tilohy. Kapitola 1
je vénovana tloham bez tieni pro dvé pruzné télesa dvoj- nebo trojdimenziondlni. Kapitoly 2, resp. 3
probiraji kontakt s danym tfenim v 2D, resp. 3D.

1 Kontaktni dlohy s nulovym tirenim

Uvazujme rovinné ¢i prostorové dlohy dvou pruznych téles ve vzidjemném kontaktu za predpokladu,
7e neptisobi tfeni. Necht tedy Q' a Q2 jsou oblasti omezené v R?, d = 2,3, s Lipschitzovskou hranici
00, resp. 002, Necht

o0 =T, UT Ul UT}, i=12 T.=002'Nd,
je rozklad hranice na vzajemné disjunktni ¢asti takové, ze

measg_11. > 0, measq_1 T >0 nebo T§ =0,
measd_lI‘; >0 nebo F; =0,

measq_11, >0  nebo I =0.
Na ¢asti I, je téleso Qf upevnéno, tj. vektor posunuti
ut = (ui,...,uf))T =0 na T (1.1)

Na I'} plat{ podminky oboustranného kontaktu, tj.

u, = u'-n"'=0, (1.2)
Tii(u;) = j‘knfc =Tyn; =0, j=1,....d, (1.3)
kde T;k = c;kpqqu(ui) je slozkou tensoru napéti, T),(u') = ;kn;nz je normélové napéti a n’ znaéi

jednotkovy vektor vnejsi normaly k hranici 9, epq(u’) = (Qul,/dxq + Oul /dx))/2 je slozka tensoru
malé deformace. ‘
Na casti I}, jsou zaddny povrchové sily P*, tj.

T =P j=1,....d. (1.4)
Cést T, je tzv. kontaktni hranice, na které plati podminky nepronikan{

[u,] = ul - nt +u?-n? <0 (1.5)



a podminky nulového tfeni
Tij(u') = -Ty(u®) =0, j=1,....d. (1.6)
Pro koeficienty cjxpq € L>°(Q) zobecnéného Hookeova zdkona plati podminky symetrie

i i i
Cikpq = Ckjpq = Cpqjk (1'7)

a positivni definitnosti: existuje kladna konstanta ¢ tak, ze

ipg (T)EikEpg = 061515 (1.8)

pro viechny symetrické matice (&) skoro viude v Q.
Zde i v dalsim uzivame scitaci konvence, tj. s¢itdni od 1 do d pro kazdy opakovany index.
Tensor napéti ik splnuje v kazdém télese 2* rovnice rovnovahy

Otjp/O0xk + F; =0, j=1,....d, (1.9)
kde F; € L?(Q) jsou slozky dané objemové sily, a na édsti I'}, rovnice (1.4).
Vyjdeme z variacniho principu virtudlnich posunuti, ktery umozni cely problém fesit varia¢ni me-

todou kone¢nych prvku. Za tim tcelem definujme nejprve prostory virtudlnich posunuti

Vi={ve[H Q)Y :v=0naTi,v-n' =0naT}},

V=VixV?,
bilinearni formy
al(u',v?) = / cékpqajk(ui)qu(vi)dx, i=1,2 (1.10)
Qs
a(u,v) = a'(ur,vt) 4 a®(w? v?), (1.11)

funkcional

S(v) = Z Si(vi) _ Z (/QZ F;v;der/w P}v?ds) (1.12)

i=1,2 i=1,2

a mnozinu piipustnych posunuti
K={veV:|v,)]<0nal.}. (1.13)
Definice 1.1 Reknéme, ze u € K je slabé Fesent primdrni ilohy, jestlize
alu,v —u) > S —u) Yvek. (1.14)
O

V dalsim budeme rozlisovat dva hlavni typy okrajovych tdloh. Proto zavedeme prostor posunuti
tuhych téles

R ={ve [H Q) x [H Q)] |v| =0}, (1.15)
kde
1/2
| = Z /Q ik (v))ejr(v))dx : (1.16)

Jsou-li éasti hranic I'Y, a T takové, ze R NV = {0}, feknéme Ze jde o koercivni typ tlohy; kdyz
RNV # {0}, jde o semi-koercivni typ.



1.1 Koercivni dlohy s nulovym t¥enim
Za¢neme s jednodussim typem tloh, tj. s ilohami koercivniho typu. Takovy piipad nastava napi. kdyz
measy_ (I, >0, i=1,2, (1.17)

nebo kdyz '} i I'3 maji kladnou (d—1) rozmérnou miru a obé lez{ ve dvou vzdjemné kolmych pifmkach
(pro d = 2), resp. ve tiech rovindch (pro d = 3), vzdjemné kolmych.

Lemma 1.1 Nechf R NV = {0}. Pak plati Kornova nerovnost, tj. eristuje kladnd konstanta ag
takovd, Ze

(10])? = aollv]* Vv eV, (1.18)
kde .
ll? =" 1l o
i=1,2

a ||[vi|1.q: znact standardni normu v prostoru [H'(21)]<.
Dukaz — viz napt. [8].
Dusledek 1.1 Nechf RNV = {0}. Potom plati
a(v,v) > coaplv||* Vv eV. (1.19)

Dukaz Podle (1.8), (1.10) a (1.12) méme pro vSechna v € V

Z a'(v',v") > ¢o Z /'sjk(vi)sjk(vi)d:ﬂ = co(|v])?.

i=1,2 i=1,27
Pak staci pouzit (1.18).
Véta 1.1 Nechtf RNV = {0}. Pak existuje prdvé jedno slabé veseni primdrni ilohy.

Dikaz Nerovnost (1.14) je ekvivalentni tiloze minimalizace celkové potencidlni energie, tj. iloze najit

= i 1.2
u = argmin £(v), (1.20)
kde
L(v) =a(v,v)/2 — S(v). (1.21)
Diky Dusledku 1.1 je funkciondl £(-) koercivni a ryze konvexni v prostoru V. Protoze L je kvadraticky
a mnozina K je konvexni, uzaviend ve V, existuje jediné feseni ulohy (1.20). g

1.1.1 Diskretizace metodou kone&nych prvki

Piedpokladejme, ze hranice 9Q' a 09Q2? jsou polygondlni v rovinné tloze, resp. polyhedralni v prosto-
rové uloze.

Uvazujme standardni triangulace 7" oblasti Q, tj. standardni déleni O’ na trojihelniky, resp.
¢tyfstény (viz [5] pro 2D, resp. [19] pro 3D). Definujme koneéné-dimenziondlni podprostory

Vi = {u, € [C(ﬁi)]d topr € [PUT)*VT € T, vy =0naTl, vy -n' =0nalf}, i=1,2,
Vi = Vi x V2

kde T znagf libovolny simplex z triangulace 7,° a P;(T) je prostor linedrnich polynomu na 7.
Necht 7;! je konsinstentn{ s rozkladem hranice 9Q° na ¢asti I't, T'), I‘; allauzly 7! a 7,2 na T,

jsou spolecné pro obé triangulace. Definujme déle

Ky, = {vn € Vi : (vj, - n' + 07 -n?)(a;) <0 ve viech uzlech a; € T'.}. (1.22)



V kazdém vrcholu G; kontaktni hranice I'. vyjddiime podminku nepronikéni (1.5) z kazdé strany
(pro 2D), resp. z kazdé stény (pro 3D), které se stykaji v bodé a;. Pro 2D to jsou dvé podminky
v kazdém vnitinim vrcholu lomené cary I'.; pro 3D je to tolik podminek, kolik stén Sy se protind
v bodé a;. Muzeme tedy v definici (1.22) psat

v}l(ajl) -nl(Sk) -l—’l)]%(&]) . nQ(Sk) <0 VS, dj €Sk, 1<k< E(&j) . (123)

Protoze funkce v}, jsou po ¢éstech linedrni, podminka (1.5) pak plati ve vech bodech I'.\ U; a;, tedy
Kp C K.

Definice 1.2 Reknéme, ze uj, € K je koneéné-prvkové resent primdrnd lohy, kdyz
a(uh,vh — uh) > S(’l}h — Uh) vp € Ky . (124)
Véta 1.2 Necht RNV = {0}. Pak ezistuje prdvé jedno vesend dlohy (1.24).

Dikaz Protoze V;, C V, vétu dokdzeme analogicky jako Vétu 1.1. O

Je-li systém {75}, h — 04, reguldrni a predpokldddme-li jistou regularitu slabého feseni u a nor-
malového napéti T, (u), lze dokdzat apriorni odhady chyb v rovinné uloze

[lup — u|| < Che (1.25)

(viz [5, Sekce 8]), kde @ = 1, resp. @ = 3/4 v zdvislosti na pfedpokladech. Pro prostorovou tlohu plati
analogicky vysledek (viz [4, Véta 4.4]).
Uloha (1.24) je ekvivalentni tiloze

up, = arg min L(vg), (1.26)
vp €Kp
tj. minimalizaci kvadratického funkcionalu s vedlejsimi podminkami ve tvaru soustavy nerovnosti.
Tuto tdlohu pfevedeme na problém sedlového bodu pomoci Lagrangeovych multiplikatori.

1.1.2 Smi%end variatni formulace — problém sedlového bodu

Ulohu (1.26) preformulujeme v maticovém tvaru. Oznacéme
V € R¥ vektor uzlovych hodnot posunuti,

A matici (N x N) tuhosti,

S vektor uzlovych hodnot zatizeni,

B matici (m x N) podminek nepronikéni.

Potom
1
L(vy) = §VTAV—STV,
_ (YT ay g7
u = arg\r}ngg(QV AV - S V) (1.27)
kde
K={VeR"Y:BY<0}. (1.28)

Kazdé nerovnosti tvaru (1.22) resp.(1.23) v definici K, pfifadime nezdpornou soutadnici p, vektoru p
Lagrangeovych multiplikdtora
m= (Mla"'vﬂm)T

i

kde

k(aj) > 1, je-li aj = a; vrchol T, k(a;) = 1, neni-li a; vrcholem T'..



Piedpoklddejme, ze T} jsou tsecky, resp. ¢dsti rovin, rovnobézné s osami kartézskych souradnic
Z1,...,2q. Potom lze podminky «* - n* = 0 na I'y splnit pfimo.
Definujme mnozinu
M={peR™:p,>0,p=1,...,m} =RT

a Lagrangian
H(V, 1) = %VTAV - STV +u"BY. (1.29)
Pak tlohu (1.27) Ize nahradit tilohou sedlového bodu: najit dvojici (u, A) € RY x M takovou, ze
H(u, 1) < H(u,\) <HOV,A) VW, p) € RN x M (1.30)
Uloha (1.30) je ekvivalentni nasledujicimu systému pro (u,\) € RN x M:
Au+B'A-S5=0, (1.31)
(u—N"Bu<0 VYue M. (1.32)
Nerovnici (1.32) lze vyjadrit ekvivalentni rovnosti
A—(A+pBu)t =0, (1.33)

kde p € R je libovolny kladny parametr a (2)* = max(0, z) je kladnd ¢dst ¢isla z. (V (1.33) se ovSem
kladnd ¢dst bere po jednotlivych soufadnicich vektoru v zévorce.) Protoze M je uzaviend konvexni
mnozina v R™, (A + pBu)™ je projekce vektoru A + pBu na mnozinu M.

Celkem tedy pro dvojici y := plati

A
Fly) = ( ){13 ?;\ﬁTpAB;ﬁ > - ( 8 ) ' (1.34)

1.1.3 Zobecnéna Newtonova metoda — primarné dualni metoda aktivnich mnoZzin

Nelinedrni rovnici (1.34) budeme Fesit iteraéni zobecnénou Newtonovou metodou (viz [11, 13, 15]).
Ukdzeme nejprve, ze funkce y — F(y) méa zobecnénou derivaci ("slant derivative”).

Definice 1.3 Zobrazeni F' : X — Y, kde X, Y jsou Banachovy prostory, md zobecnénou derivaci v
otevirené mnoziné U C X, existuje-li zobrazeni G : U — L(X,Y), (zobecnénd derivace), takové Ze

[1F(y+h) = F(y) =Gy +Mhly/|[hllx =0, kdyzh —0,
plati pro kazdé y € U. 0

Ukézeme, 7e funkce F mé zobecnénou derivaci v (RY x R™). Nejprve zavedeme pro kazdou mnozinu
Q c {1,2,...,m} matici

kde g; =1 pro j € Q, ¢; =0 pro j € Q. Déle definujeme aktivni mnozinu
Ay) ={j e {1,...,m}: \; + p(Bu); > 0} (1.36)

a inaktivni mnozinu

I(y) ={je{l,....m} : \j + p(Bu); <0}

Snadno ovérime, ze pomoci definice (1.35) muzeme pséat rovnici (1.33) ve tvaru

_X.A(y)pBu“"XI(y)/\ =0. (1.37)

Definujeme-li

(1.38)

6 =( )

—XAWPB  Xz(y)



pak

Nyn{ vypoéteme pro h = (6u, \)T
0
Fly+h)—Fly)—Gy+ h)h = . 1.39
< ) ) < ) ( (XA(y) - XA(y+h))PBU + (XI(y+h) - XI(y)))‘ ) ( )

Lemma 1.2 Oznacéme

B = é‘}?m{lkj + p(Bu)j| : Aj + p(Bu); # 0}

Necht
[0ulloo + [[0A]|oo < B(2max{1,p||B|})~". (1.40)

Potom pravd strana rovnice (1.39) se anuluge.
Dukaz

1° Necht \; + p(Bu); = 0 & A\; + 6A; + p(Bu + Béu); > 0. Potom j € I(y) N A(y + h), ale pro
druhy fadek v (1.39) plati
—p(Bu)j —A; =0.

2° Necht \; + p(Bu); # 0. Protoze
[0A; + p(Bou) ;| < ([[0ullo + [|6A]loc) max{1, p|| B[},

plati-li (1.40), pak
0A; + p(Bou);| < B/2

a tedy
jeAly) =jceAly+h) &jel(ly)=jelly+h).

O

Z lematu 1.2 a z (1.39) plyne, Ze limita levé strany pro ||h||oc — 0 je rovna nule. Podle Definice 1.3 je
tedy G(y) zobecnénou derivaci zobrazeni F v bodé y. O
Definujme nyni zobecnénou Newtonovu metodu ve tvaru iteraci

y =y — (@G FE™M)), k=0,1,... (1.41)
pro néjaké dané y(©) = (ug, \g)”, za predpokladu, Ze existuje inverze (G(y*)))=1.
Lemma 1.3 Zobrazeni G(y) je bijektivni pro kazdé y € RN x R™.

Diukaz Ziejmé staci ukazat, ze homogenni systém

Az; + BTz = 0
—pxaBz + x1z2 = 0
mé pouze trividlni feSeni z; = 0, 29 = 0.
Protoze matice A je positivné definitni,
71 =—A"1BT2,. (1.42)
Dosazenim do druhé rovnice dostaneme
(pXABA_lBT +x1)22 =0. (1.43)



Lze ukéazat, ze matice Q := BA™' BT je positivné definitni, protoze hodnost matice B je m. Rozdélme
matici @ a vektor z na bloky:

_ Qaa Qur _{ 224
Q_(QI.A QII)’ 22_<ZQI>'

Z2I:Oa

pQaszon =0

Rovnice (1.43) pak dava

tedy zo4 = 0, protoze Q4.4 je reguldrni matice. Koneéné také z; = 0 plyne z rovnice (1.42). g

Véta 1.3 Iterace zobecnéné Newtonovy metody (1.38) jsou urceny jednoznacné a konverguji super-
linedrné k teseni y* rovnice F(y*) =0, je-li y(©) dostatecné blizko k y*.

Dikaz plyne z Lemmatu 1.3 a z [11, Theorem 1.1]. O
Iterace (1.38) budeme realizovat nésledujicim algoritmem.

Algoritmus PDAS (Primal-Dual Active Set strategy)
Krok (0) Zvolime: y(© = (u(® X)) p € (10%,10%).
Krok (1) Zname-li y*), vypocteme aktivni a inaktivni mnoziny (1.36), (1.37)

P

—~

@A
=

~—
I

{Ge{l....omp: AP + p(Bu®); > 0}, (1.44)
{Ge{t,....m}: A + p(Bu®)); <0}, (1.45)

N

—~

@/—\
=

~—
Il

Krok (2) Jeli k> 1 & A(y®) = A(y*~Y), STOP. Jinak jdeme na krok (3).
Krok (3) Resfme pro yF+t1) = (yF+1 \E+INT,

AuF+D 4 BTAKRHD — g (1.46)
jeAyW) = (Bu*Y); =0 & j e T(y*) = A = 0. (1.47)

Krok (4) Polozime k := (k + 1) a jdeme na krok (1).

Lemma 1.4 Zobecnény Newtoniv proces (1.41) a Algoritmus PDAS jsou ekvivalentni.
Dikaz Prepisme (1.41) do tvaru
A(utHD) — Ry 4 BT(ARHD _ \R)y — g Ay ®) — BT AR (1.48)
—Xa@o) BT —u®) 4y AT = XY = x40y pBu®) = xzy ) AF) (1.49)
Rovnice (1.48) a (1.46) jsou ekvivalentni. Z (1.49) plyne, Ze
jeAyW) = (Bu*V); =0& jeZ(y®) = A" =0, (1.50)

tj. podminky (1.47). Obrécené, z podminek (1.47) vyplyva splnéni (1.49). O
V dissledku Lemat 1.4 a 1.3 je systém (1.46)-(1.47) jednoznacéné fesitelny.

Poznamka 1.1 Zastavovact kriterium — krok (2) — je motivovdno tim, Ze kdyz
A(y™) = Ay*D) (1.51)

potom plati F(y*)) = 0.
Vskutku, plati-li (1.51), pak

jeA®) = (Bu®); =0& j e Z(y®) = AP =0,

takze je splnéna rovnice (1.87). Protoze plati téz (1.46) pro k-tou iteraci y*, je F(y*¥)) = 0. O



1.1.4 Redukovani verze algoritmu PDAS

Efektivitu algoritmu PDAS muzeme podstatné zvysit tim, ze predem eliminujeme uzlové parametry
posunuti, které nepatii uzlum kontaktni hranice I', (viz ¢ldnek [7]). Rozlozme tedy vektor posunuti
na dvé Césti:

w=(up,ur)’, wup e RN72m 4 c R2™
kde soutradnice up odpovidaji uzlim mimo I', a soufadnice ur a uzlum na I'.. Rovnéz matice A, B
a vektor S rozlozime odpovidajicim zpusobem:

a=(4Pp APT ) B=(0.B), 5=(Sp.s5)",
Arp Arr
kde B je matice m x 2dm. Potom rovnice (1.31) se rozpadne na systém

Appup + Aprur —Sp =0, (1.52)
AFDUD-FAFFU,F—FBT/\—SF =0. (153)

Vypoéteme-li z rovnice (1.52) up a dosadime do (1.53), dostaneme rovnici

Aur + BTA-$§=0, (1.54)
kde
A = Arr - AFDABIDADFy
S = Sr—ArpA;LSp. (1.55)

Protoze A je symetrickd a positivné definitni matice, také jeji Schuriuv doplnék A je symetricka
a positivné definitni matice (2dm x 2dm).
Snadno ovéfime, ze podminky nepronikéni lze piepsat do tvaru

Bur <0. (1.56)

Redukovand verze problému (1.34) tedy zni

= () =(4)

pro § = (up, \)T € R?¥™ x R™,
Definujme aktivni a inaktivni mnoziny

A() = {]6{1,,m}>\J+p(
IG) = {jell..ombid+ol

kde § = (ur, \)T. Pak druhou rovnici (1.57) lze psét ve tvaru

)i >0},
); <0},

3

BUF
B’U,F

—XA(g)PBur + X752 = 0;
a dokazat (analogicky jako difve pomoci (1.39) a Lematu 1.2), ze
. A BT
G() = ( B )
“XAPE XI(9)
je zobecnénd derivace zobrazeni F v bodé § ve smyslu Definice 1.3.

Lemma 1.5 Matice BA=*BT je positivné definitni.

Diikaz plyne z toho, ze matice BT m4 hodnost m (srv. [13, Proposition 3.2]).



Lemma 1.6 Zobrazeni G(g}) je bijektivni pro kazdé §j € R?¥™ x R™.,

Dukaz je analogicky dukazu Lemmatu 1.3 a opird se o Lemma 1.5. U

Ulohu muzeme dale zjednodusit zdmeénou proménngch. Znésobime-li rovnici (1.54) matici BA-1,
dostaneme . o o
Bur + BA™'B"A\ - BA7'S=0. (1.58)

Polozme
© := Bur (1.59)

a oznacme

Q:= (BA'BT)" L.
Znésobime-li rovnici (1.58) matici @), dostaneme
Qo+A—G=0, (1.60)

kde

Gg=QBA'S.
Z rovnice (1.60) a druhé rovnice (1.57) plyne, ze
Qi—G<0 (1.61)
Ukéazeme jeste, ze A
2T (Qv—4) =0. (1.62)
Vskutku, dosadime-li (1.59) do definice A(f) a Z(9), pak

jeAlg) = =0,
JETH) = A\ =0 (1.63)
vyplyvé z 2.rovnice (1.57), tj. ze vztahu
A= (\j+ piy)T. (1.64)
Protoze .
Q@ - q = _Av
jak plyne z (1.60), a 97\ = 0 podle (1.63), dostaneme odtud (1.62).
Shrneme-li podminky nepronikén{ (viz (1.56), (1.59))
<0, (1.65)

déle (1.61) a (1.62), vznikne komplementdrni systém dvou nerovnosti (1.61), (1.65) a jedné rov-
nosti (1.62). Tento systém vyjadfuje ekvivalentné problém min {%f)TQf) — 97§ s vedlejsi podminkou
v <0.

Na zdkladé rovnic (1.60) a (1.64) muzeme nyni definovat modifikovanou tlohu: najit vektor g :=

(8, \)T, pro ktery g Qo+r—g \_ (0
F(): ( A—(A+pi)t ) ( 0 ) | -

G(y) = ( Q E ) (1.67)

“XAGPE  Xz()

Pak zobrazeni

kde E znaéi jednotkovou (m x m) matici, je zobecnéns derivace zobrazeni F v bodé .
Snadno odvodime, ze zobecnéné Newtonové metodé pak odpovida
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Algoritmus PDAS pro modifikovanou tlohu (1.66)
Krok (0) Zvolime (9 = (20 X\O)HT,
Krok (1) Vypocteme mnoziny

AGD) = {ge {1 m) A 4 o0l >0},
IZ(g®™) = {je{1,....m}: )\;k) +pf)§k> < 0}.

Krok (2) Jeli k>1a A(y®) = A(y*~1), STOP. Jinak jdeme na krok (3).

Krok (3) Resfme pro §*+1) systém:
Qo) 4 Ak — 4 (1.68)
jeAGW) = oM =0 & je (") = A =0, (1.69)

Krok (4) Polozime k := (k4 1) a jdeme na krok (1).

Poznamka 1.2 Rozlozime-li Q, ¢, 0D o XETD ng bloky podle mnozin A@*), Z(5W), potom
resend systému (1.68), (1.69) je mozno psdt takto:
04=0, o7 =(Qzz) 'z,
A = Ga— Qazir = Ga — Qaz(Qzz) 'dzr .-
Zpét k tesent dlohy (1.57) se vrdtime pomoci rovnice (1.54), takze

ur = A7HS — BT)).
Z rovnice (1.52) pak odvodime, Ze
up = Ap5(Sp — Aprur).
O

Poznamka 1.3 Dd se ukdzat (viz [13, Proposition 3.3]), ze je-li pocdtecni iterace jj(°) = (Bu%o), A0y,
pak iterace zobecnéné Newtonovy metody (tj. iterace PDAS) pro zkrdcenou — redukovanou verzi PDAS
splyvaji s algoritmem PDAS pro modifikovanou dlohu (1.66).

1.1.5 Globalni konvergence

Piedpoklad z Véty 1.1 o podmince dostateéné blizkosti po¢atecni volby 3 k feseni y* rovnice
F(y*) = 0 znamend, ze jde o lokdlni konvergenci. Algoritmus PDAS se v praxi vsak chové jako
globdlné konvergentnd, tj. konverguje pro libovolnou volbu y(®). Analyza tohoto jevu spoéivé na for-
mulaci (1.61)-(1.62)-(1.65) prostFednictvim komplementdrniho systému (viz ¢lanek [12, Theorem 3.2]).
Vysledkem je

Véta 1.4 Necht Q = K+ P, kdef( je reguldrni M-matice typu (m X m) a P je matice perturbact
typu (m x m), takovd, Ze norma || P||1 je dostateéné mald.

Pak algoritmus PDAS pro puvodni ilohu i pro modifikovanou ilohu konverguje pro libovolnou volbu
pocdteéni aprozimace. V praktickych tilohdch se osvédéila volba p € (103,10%). (viz [13]).

11



1.2 Semi-koercivni tlohy s nulovym tfenim

Opustime nyn{ predpoklad, ze R NV = {0} a budeme uvazovat télesa Q! a Q2 v situaci, kdy pouze
jedno z nich, napi. ', je upevnéno, zatimco druhé téleso Q2 se miize pohybovat jako tuhy celek.
Takové piipady jsou podrobeny analyze v ¢ldncich [17] a [10] pomoci smiSené varia¢ni formulace
a za predpokladu, Ze jde o rovinny problém. Po diskretizaci metodou koneénych prvki je opét tloha
prevedena na problém sedlového bodu.

V této studii na rozdil od [17] a [10] nebudeme sedlovy bod hledat algoritmem Uzawova typu,
nybrz nasadime algoritmus PDAS jako v pfedchozi sekci 1.1. Abychom vsak mohli pracovat s positivné
definitni matici tuhosti, jako v ptipadé koercivnim, uzijeme koncept umélého ”magnetického” sroubu,
ktery byl aplikovén v ¢lancich [17, 10].

Navic rozsitime metodiku z rovinného problému na prostorovy problém.

Necht tedy

measg_1 Fi > 0, Fi =0,
Ig=0, measg ;T3 >0.

piicemz I'3 se sklddd z tsecek (pro d = 2) rovnobéznjch s osou xg, resp. ésti rovin (pro d = 3),
kolmych k ose zs.
Déle necht
measg_1'. > 0,

a pro d = 2 je n3 < 0 skoro v8ude na I,
RNV = {r= (7Y ' =(0,0),7* = (0,a)}
RNK = {r=(@'r?:r'=(0,0),7* = (0,a),a > 0}; a = const.,
pro d = 3 necht je n3 < 0 skoro v8ude na I,
RNV = {r=(@'r? 1 =0,72 = (ay — bxs,0,a3 + bx1)T, a1, as, b libovolné redlné konstanty} ;
RNK = {reRnNV:ay,as,bjsou takové konstanty, ze
[7] = (a1 — bxz)n?(z) + (a3 + bxy)ni(z) <0naT.}.

Lemma 1.7 Necht existuje slabé vesent primdrnd dlohy (1.14). Potom
S(r) <0 vreRNK. (1.70)

Dikaz Protoze fesen{ u splituje podminku nepronikén{ (1.5), pro » € RNK je u+r € K. Dosadime-li
toto do nerovnosti (1.14), dostaneme tvrzeni lemmatu, nebot

a(u,r)=0 VreR.

U
Véta 1.5 Necht R* ={re RNK:[r,]=0nal.} a
S(r)y<0 vYreRNK\R*, S(r)=0, VreR*. (1.71)
Pak Teseni primdrnd dlohy (1.14) existuje.
Jsou-li w a @& dvé Teseni, pak u — 4 € RNV&S(u — @) = 0.
Dukaz Viz napf. 5, Theorem 6.2]. Necht u, @ jsou dvé feseni. Z definice (1.14) odvodime, Ze
a(lu — 4,4 —u) >0.
Ozna¢me z : u — 4. Potom a(z,2z) <0 az (1.8) vyplyvd |z|' =0, tedy z € RNV.
Z rovnosti hladin energie plyne
0=L(4) — L(u) = =S(a) + S(u) = S(z),
protoze a(t, z) = 0. O

12



Poznamka 1.4 Pro d = 2 je R* = {0}; pro d = 3 je situace sloZitéjsi. Je-li napt. T'. cdsti roviny
x3 = konst., R* = {r' =0,7? = (a1,0,0)T}, a; € R.
Véta 1.6 Nechf d =2 a
%:/ @@+/}%ww. (1.72)

Q2 r2
Pak existuje prdvé jedno tesend.
Diikaz Z predpokladu (1.72) plyne (1.71). Necht

z=u—1u, 2'=0, 22=(0,a)T, acR.

Podle Véty 1.5

0=2S(z) =aVi.
Z predpokladu (1.72) pak dostdvame a = 0, tedy z = 0. O

V prostorové tloze obecné jednoznacnost feseni primarni tdlohy neplati.
Vzhledem k tomu, ze podle Véty 1.5 rozdil dvou feSeni je v podprostoru R, tensor deformace i
tensor napéti jsou urceny jednoznacné.

Lemma 1.8 Necht d = 3, plati (1.71), a FeSeni u primdrni ilohy je dostateéné hladké. Pak existuje
otevrrend c¢ast I'vg C I'. takovd, Ze
[un] =0 mnaT..
Diikaz Zvolme r = (r!,72). r' =0, 72 = (0,0,1)T. Potom r € R N K\R*, nebot podle piedpokladu
je
[rn] =7%-n*=n3<0 nal..

Z predpokladu (1.71) vyplyva
0>ﬂﬂ:/F%mJ”%@zﬁ. (1.73)
Q2 I,
Necht [u,] < 0 skoro vSude na I'.. Pii dostatetné regularité feseni u lze odvodit (komplementérni)

podminku
[un)T, =0 nal,.

(viz [5, Theorem 6.1 a (5.12)]). Tedy T,, = 0 skoro v8ude na T'.. Pak ale celkovd podminka rovnovihy
ve sméru x3 pro téleso Q2 je porusena, nebot

/ T,n3ds + Vi =V3i <0,
e
COZ je spor. O

1.2.1 Diskretizace kone&nymi prvky

Za predpokladu, ze hranice (‘391 a 002 jsou polygondlni, resp. polyhedrické, provedeme standardni
triangulaci 7}, i = 1,2, téles Q*, tj. déleni na simplexy T'. Definujeme

Vi = {0 topp € [PU(T)]* VT € T)},vp =0mnaly},
V2 = {v € [0 sy € [PU(T)]* VT € T;},vp - n® = 0na T3},
Vi =V x V2.

Necht 7,7 jsou konsistentn{ s délenfm hranic 90" a uzly 7;! a 7,2 jsou na I, spole¢né pro obé triangulace.
Definujeme déle
Ky, = {vn € Vi, : [upn(ay)] < 0 pro viechny uzly a; € .},

pii¢emz ve vrcholech a; vyjadiime podminku nepronikdni z kazdé strany, resp. stény zv1ast — viz (1.23).
Koneéné-prvkové feseni definujeme jako prvek uy € Kj, ktery vyhovuje variaéni nerovnici

a(up, vy — uh) > S(vp — uh) vp € Ky . (1.74)
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Véta 1.7 Necht plati (1.71), tj.
S(r)y<0 vYreRNK\R*, S(r)=0, VreR*.

Pak existuje Tesent variacni nerovnice (1.74). Kazdé dvé reseni up,, Gy, se list o prvek up, —ay € RNVy,
S(uh - ﬁh) =0.

Dikaz Protoze [vpy] je linedrn{ funkef na kazdé strané, resp. sténé triangulace 7y, plati
K, C K. (1.75)
S vyuzitim Véty 1.5 odtud usoudime, ze funkcional £ (1.21) je koercivni na Kj,. Navic plati zfejmeé i
RNV, =RNV.

Protoze Kj, je uzaviend a konvexni mnozina, existuje prvek up, minimalizujici £ na Ky, tj. feSenf (1.74).
Zbytek dukazu je analogicky dukazu Véty 1.5. O

Véta 1.8 Necht d =2 a plati V3 < 0. Pak existuje nejvyse jedno feseni nerovnice (1.74).
Dikaz je analogicky dukazu Véty 1.6.

Lemma 1.9 Necht d = 2 a plati V3 < 0. Pak pro Feseni uy, tlohy (1.74) existuje uzel aj € T takovy,
ze [upn(a;)] =0, (je-li a; vrcholem, tedy tato podminka kontaktu plati aspori z jedné strany).

Dikaz povedeme sporem. Oznac¢me

m 1= max [uhn(a;)]

a predpoklddejme, ze m < 0. Zvolime r = (r!,r?), r' = 0, 7% = (0,m)T. Potom
up =up +1r €Ky
Vskutku, pro vSechna a; € I'. mame
[unn(a;) + ru(a;)] = [unn(a;)] + mn3(a;) <m—m=0.
Na druhé strané vsak plati

L(ty) = L(up) — S(r) = L(up) — mVz < L(uy),

tedy up, neni FeSenim nerovnice (1.74), coz je spor. O

1.2.2 Smi8end variaéni formulace

Podobné jako v odstavci 1.1.2 prevedeme tilohu (1.74) pomoci smiSené variaéni formulace na tlohu
sedlového bodu. Abychom vsak dostali matici A reguldrni, pouzijeme ideu ”magnetickych sroubu”
(pro d = 2 viz napt. [17] nebo [10]). Zvolime totiz vhodné uzly a, € I';, v nichz budeme predpoklddat
kontakt, t;j.

[un(ax)] =0 K=1,...,F.

v prostorovych tlohach bude vSak nékdy zapotiebi doplnit jesté dalsi podminku ve tvaru
p(u) =0
kde p € V} je vhodny linedrni spojity funkcional.
Lemma 1.10 Nechf d = 2. Definujme
h={veVh:lon(a)] =0},

kde o € T, je vhodné voleny uzel. Pak
RNV ={0}.
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Diikaz Protoze RNV, C RNV = {(rl,r?) :r! = 0,72 = (0,a),a € R}, [v,(a)] = 0 = an3(a) = 0.
Diky piedpokladu n% < 0 na ', je tedy a = 0.

Lemma 1.11 Necht d = 3. Predpoklddejme, Ze na T, existuji 3 uzly o, k = 1,2,3, tak, Ze pro
r? = (a1 — bxs,0,a3 + bxy)T plati

r?-n*(a,) =0, K=1,23=a =a3=>b=0. (1.76)
Definujme
Vi ={veV,:|v(a:)] =0, k=1,2,3}.
Pak
RNVy ={0}.
Dukaz plyne bezprostiedné z definice R NV}, a z podminek (1.76). O

Pozndmka 1.5 Predpoklad (1.76) nelze splnit, je-li T édsti roviny. Je-li T, blizkd cdsti rotacni plo-
chy s osou kolmou k roviné xix3, mohou nastat potize s numerickou realizact, nebot determinant
soustavy podminek (1.76) (pro nezndmé ay, as, b) je témér nulovy. V téchto pripadech zavedeme jesté
dodatecnou podminku, jak wvdadime v ndsledujicim Lemmatu 1.12.

Poznamka 1.6 Zavedeme-li pomocny souradny systém (T1,z2,T3) tak, Ze a; = (0,0,0)T, 7 = n%(ay) =

(0,0, —1)T, pak ze soustavy podminek (1.76) plyne, ze a3 = 0 a zbyvajici parametry as, b se anuluji
pravé kdyz determinant

(a2)m3(2) — T3(a2)M1 (2)
Y7 miag) | 70

Lemma 1.12 Necht d = 3. Predpoklddejme, Ze

(a) T'. je édst roviny
ni1x1 + Noxs + n3rs +c=0.

Zvolme rovinu xo = konst. tak, aby na jejim pruniku v s T'c leZely uzly oy, as. Definujme
Vip ={v € Vi i [on(a,)] = 0,k = 1,2 & p(v) = 0} (1.77)

kde
p(v) =/ (ving — vini)ds (1.78)
Yo

a o C 7y je vhodnd isecka.

(b) T je aprozimaci ¢dsti rotacni plochy s osou kolmou k roviné x1x3. Zvolme rovinu xo = konst.
tak, aby na jejim priniku v s T leZely uzly aq, as. Definujme Vi podle (1.77), kde vSak

p(v) = / (z3v1 — x1v3)ds,
Yo
kde o je lomeny oblouk, patiici do pruniku ~v. Potom plati
RNV, ={0}.
Dukaz
(a) Zavedeme-li kartézské souradnice tak, aby prunik v byl v ose T, dostaneme
re RNV, & [ra(ae)] =0,k =1,2 7 =0,72 = (a1,0,0)7, @, € R,

p(r):/ a1ds=0=1a; =0.
Yo
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(b) Dukaz je analogicky. Po upevnéni dvéma ”magnetickymi” Srouby zbyva jen moznost pootoceni
télesa Q2, tj.
r? = (=bx3,0,bx1)”, beR.
Konecné
p(r) = / (z37? —2173)ds = —b [ (23 +23)ds=0=b=0.
Yo

Yo

Poznamka 1.7 Pro pripad (a) v Lemmatu 1.12 plati
R ={reRnNVy:[rn(a:)]=0rk=12}.

Podminky v uzlech o, jsou v souladu s tvrzenim Lemmatu 1.8. Vzhledem k tvrzeni tohoto Lemmatu
je na misté volit uzly oy, k = 1,2,3, blizko sebe. O

Misto prostoru Vj; budeme nyni uvazovat v rovinnych tlohdch prostor Vj', definovany v Lem-
matu 1.10.

V prostorovych tlohdch misto Vj, vezmeme Vj' z Lemmatu 1.11 nebo Vi, z Lemmatu 1.12. Podle
tvrzeni téchto lemmat bude vzdy

ROV ={0}, resp. RNV, = {0}

a tedy prislusnd matice tuhosti bude positivné definitni.

Pak muZeme aplikovat postup uvedeny pro koercivni problémy v Sekci 1.1.1 az 1.1.4 s tim, Ze
v definici Kj, (1.22) nahradime V}, prostorem V§, resp. Vj .

V kazdém kroku algoritmu PDAS je vhodné vypocitat A\, (pro d = 2), resp. A\ox, K =1,...,K (pro
d = 3) z rovnic celkové rovnovahy télesa Q2. Tak napi. pro d = 2 to bude rovnice (srv. [10, (5.15)]

r"BTA =VZ, (1.79)

kde 7 = ker A, tj. vektor r € RY se slozkami r} = 0, i = 1,2 v uzlech Q' a r2 =0, 72 = 1 v uzlech Q.
Zde v rovnici (1.79) ovem matice BT i vektor A jsou uplné, tedy BT ma m sloupcii a A € R™.
Pro d = 3 za predpokladu z Lemmatu 1.11 definujeme v soutadném systému {Z,xq, T3} (viz
Poznamka 1.6)
ker A = span {K (1), K(2), K(3)},
kde
K(i) eRY, K(i) = (0,K2()",
tj. vektor K (i) mé vSechny slozky nulové v uzlech ﬁl, zatimco ve vSech uzlech a; € 0 mé vektor
K?2(1) slozky (1,0,0)T,
K?(2) slozky (0,0, 1),
K2 (3) SlOZky (7?3 (aj), O, fl(aj))T

Podminky rovnovahy pak lze zapsat ve tvaru

(K(1)"BTx = VY,
(K(2)TBTXx = 9, (1.80)
(K@3)TBTA = M,

52 52 . ’ . v P S — . . .
kde V7, resp. V3 jsou vyslednice vnéjsiho zatizenf ve sméru 7y, resp. Tz a M? je vyslednice momentu,
tj.

v Ffdx+/ Plds, i=1,3,
02 N

2
P

_ / (@1 F — 75 F ) + / (317" — 75 P)ds,
02 Q2
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a BT\ je transformovany vektor BT \.
Ze systému (1.80) vypocteme Aa1, Aa2, Aoz (protoze ostatni slozky vektoru A1) zndme z algo-
ritmu PDAS).

Poznamka 1.8 Vypocet A\, (pro d = 2), resp. Aax (pro d = 3), je motivovdn tim, Ze umozni rov-
nici (1.46) v kroku (3) algoritmu PDAS resit separované na oblastech Q* a Q2 (viz [17] nebo [10,
Section 6]).

Poznamka 1.9 Matice systému (1.80) pro Aax, k = 1,2,3 je reguldrni, prdvé kdyz pro soutadny
systém z Pozndmky 1.6 je determinant

Predpokladejme nyni, ze I'; je soucdst roviny
n1T1 + Noxo +ngxs +c=0

podle Lemmatu 1.12 (a).

Zavedeme nové kartézské souradnice podle Poznamky 1.6. Pak prunik + roviny xo = konst. s T',
je obsazen v ose T (viz dikaz Lemmatu 1.12). Plat{ opét podminky rovnovahy ve tvaru (1.80). Prvni
z rovnic (1.80) vSak nelze vyuzit. Vskutku, na levé strané 7y (c1) = 71(c2) = 0 a na pravé strané
V2 =0, coz je dissledek Pozndmky 1.7 a Véty 1.5 (S(r) = 0 ¥r € R*).

Pripad, ze T'; je "témétr” édsti rotacni plochy, fesSime analogicky. Zavedeme opét souradny systém
podle Pozndmky 1.6. Tfet{ z rovnic (1.80) mé nyni tvar 0 = 0 a vyuzijeme tedy jen 1. a 2. rovnici
rovnovahy ve smérech T; a Tj3.

Ovéfeni spravnosti volby pomocnych " magnetickych” uzll

Po ukoncéeni algoritmu PDAS je ovSem zapotiebi ovérit, ze jsme volili "magnetické” uzly spravné. To
provedeme na zakladé znaménka piislusné slozky A, resp. slozek Ayi, K =1,...,R.

Pro d = 2 vyjde-li A, < 0, je nutné zvolit jiny, napf. sousedni uzel a cely postup opakovat.

Pro d = 3 je nutné zménit volbu uzlu «, v pripadé, ze aspon jedna hodnota A, je zdporna.

2 Rovinna télesa v jednostranném kontaktu s danym tienim

V této kapitole budeme uvazovat dvé pruzna télesa v R?, kde kromé podminky nepronikan{ (1.5) na
kontaktni hranici I', bude platit jesté model tzv. ”daného” tieni podle Trescy.

V casti 2.1 se omezime na koercivni tlohy a v ¢asti 2.2 na semi-koercivni tlohy. Podobné v kapi-
tole 1. uvedeme primérni varia¢ni formulaci a pomoci Lagrangeovych soucinitelu piejdeme ke smiSené
variatni formulaci a k vhodné diskretizaci metodou kone¢nych prvku. Na feSeni takto vzniklého
problému sedlového bodu pouzijeme zéasti zobecnénou Newtonovu metodu, kterd vede na algoritmus
typu PDAS (primérné dudlni strategii aktivnich mnozin), alternujici s algoritmem Uzawova typu.

Rovinné koercivni ilohy kontaktu s danym tfenim byly studovény v celé fadé praci (viz Literatura
v ¢ldnku [10]). Semi-koercivni problémy jsou tématem daleko mensiho poctu publikaci. jsou to napt. [5,
9, 2].

2.1 Koercivni kontaktni tlohy s danym tfenim
Uvazujme opét dvé pruzna télesa Q', Q2 v kontaktu, jako v 1. kapitole, pficemz
measT? >0, i=1,2 (2.1)

nebo measTy > 0, i = 1,2, kde T}, lez{ ve dvou vzdjemné kolmych pifmkach.
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Plati tedy (1.1), (1.2), (1.4), (1.5) a (1.7)-(1.13) s tim, ze d = 2. Navic — misto (1.6) — na I'; plati
podminky Trescova modelu trent:

Ti(u)l <9, |Ti(w)| <g=[uw] =0, (2.2)
Ty (u)| = g,= existuje © > 0 takové, ze [u] = —OT;(u), (2.3)

kde g € L>°(T,) je dand mez tieni, [u;] = u'-t' +u?-12 a t' = (—ni,ni)7 je teény jednotkovy vektor.

2.1.1 Primarni varia&ni formulace

Kromé funkciondlu (1.10), (1.11) a (1.12) zavedeme jesté funkcional
i) = [ gllilas. (2.4)
re

Definice 2.1 Rekneme, e u € K je slabé fesend primdrni kontaktnd dlohy s dangm tienim, jestlize
a(u,v —u)+jw) —jlu) > Sv—u) Yvek. (2.5)
O

D4 se ukézat, ze kazdé klasické feseni (tj. vyhovujici rovnicim (1.9) a okrajovym podminkdm (1.1),
(1.2), (1.4), (1.5) a (2.2), (2.3)) je slabym FeSenim a obraceng, je-li slabé feeni dostateéné hladké, je
klasickym Fesenim (viz [5, 7.1]). Plati rovnéz

Véta 2.1 FExistuje jediné slabé reseni. Toto teSent minimalizuje celkovou potencidlni energii
L) :=a(v,v)/2+ j(v) — S(v) (2.6)
na mnoziné K.

Dikaz viz Dusledek 1.1 a [5, Theorem 7.3].

2.1.2  Smi8ena variani formulace a jeji diskretizace

Abychom se vyhnuli funkciondlu j(v), ktery nen{ diferencovatelny, prejdeme ke smiSené variacni for-
mulaci pomoc{ Lagrangeovych multiplikdtoru. Tento postup je popsan podrobné napi. v [5, Section 9]
a v fadé dalsich praci z poslednich let — viz [10] a literaturu tam uvedenou.

Zde budeme vychézet z vysledku préce [10]. Definujeme: mnozinu Lagrangeovych souéinitela M =

Mn X Mt,

My = {pn € W iy, >0}, (2.7)
kde W* je dudln{ prostor k prostoru W stop na I'. funkef [v,] pro v € V,
M ={u € L*(T,) : |ue] < 1s. v.naT., gy =0 mimo supp g}, (2.8)
bilinearni formu na V x M
b1, ) = e onl) + [ apalorlds, (29)
a Lagrangian
H(v, p) = a(v,v)/2 = S(v) + b(p, v) . (2.10)

Budeme fesit problém sedlového bodu: najit dvojici (w,\) € V x M takovou, ze
H(w, p) < H(w,\) < H(v,\) Y(v,p) e VM. (2.11)

Véta 2.2 Nechf T.NT, =0 aT.NTq = 0. Pak existuje jediny sedlovyj bod (w, \), w se ztotoZriuje se
slabym tesenim w primdrni ulohy a

A =—Th(uw), gh=-T(u). (2.12)
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Dukaz je stejny jako dikaz Vety 2.1 v préci [10]. O

Piejdeme nyni k diskretizaci problému (2.11) metodou koneénych prvki. Provedeme stan-
dardni triangulace Thl téles QF, i = 1,2, které jsou konsistentni s délenfm hranic 9Q¢ na 'y, T'), I'g
a I'.. Uzly na I, necht jsou spoleéné pro obé triangulace.

Piedpokladejme, Ze I'. se sklddd nejvySe z nékolika malo tsecek I'cp,, p = 1,...,Dp. Na kazdé
usecce I, necht uzly triangulace tvori rovnomérné délent s uzly

50,515+ +55m; m:m(hp)
a s intervaly e; = (sj,s; + hp), hp = konst., 7 =0,1,...,m — 1.

Mnozinu M,, nahradime mnozinou

P
Mhn = U M}(L[:L)a

p=1
kde
MP® = {pinn € C(Tep) : finnje, € Pilej)y 5=0,...,m—1, iy > 0} (2.13)
Mnozinu M; nahradime mnozinou
P
MHt = U MI(-})t)a
p=1

kde

Mgt) ={ume € L= (Tp) : HHt|(25,241) € Po((zj,2j41)), |mue| <1, pg = 0 mimo suppgn}, (2.14)

kde z; jsou stfedy intervalt e; a gj, je linedrni interpolace funkce g, g, € Mpy,.
Funkce pp,, jsou tedy po Castech linedrni a spojité, funkce pg: jsou po castech konstantni.
Bilinedrn{ formu b(-, -) budeme aproximovat formou

p m(hp)
b (pnm s vn) = Z Z Mk Vs +/ Gnrre[Vne]ds (2.15)
p=1 =0 c

kde ppyg = (uhmﬂHt)a

M = pnn(s;), Vi = [vrnl(s;),
Ko = Km = hp/2, ki=h, j=1,...,m—1, (2.16)

a definujeme aproximovany Lagrangidn pro v, € Vi, pupg € Mpy, X Mpy:
Mg (Vh, pre) = a(vn, vn)/2 = S(vn) + bua (nw, vn) - (2.17)

Poznamka 2.1 Integrdl v definici (2.15) lze vycislit presné Simpsonovym pravidlem, protoZe inte-
grovand funkce je po édstech kvadratickd. Predchozi élen odpovidd numerické integraci pomoci li-
chobéznikového pravidla. O

Aprozimovany problém sedlového bodu: najit dvojici (up, Ang) € Vi X (Mp, X Mpgy) takovou, ze
Huw (un, pre) < Hom(un, Anm) < Hua (0w, Ang - Y (on, pne) € Vi X (Mpn X May) . (2.18)
Véta 2.3 FExistuje jediné reseni aproximovaného problému sedlového bodu.

Dukaz Existence se dd dokdzat pomoci [5, Theorem 3.8]. Jednoznacnost je dusledkem [10, Lem-
matu 3.1], (tj. podminky stability). Viz téz [4, Theorem 2.1]. O

Ptepiseme nyni aproximovany problém sedlového bodu do ekvivalentniho maticového tvaru.
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Oznacime uzlové parametry funkce wuj, jako vektor u, Apn, jako vektor M™*, parametry Ag; jako
vektor A* a definujeme matice By, Ba, S pomoci vztahtu

(Bamu)j = [unn](s;), (Bau); = / Xign[undlds, S(v)=v"S,

c

kde x; je charakteristickd funkce intervalu (z;, zj41).
Pak z (2.18) plyne rovnice

Au + B}, (diag s)M* + BfA* =S =0 (2.19)
a nerovnice

u’ By, (diag k) (M—M*)+u” B (A—A*) <0 YM >0, V|A| <1, A; =0pro (2;,z+1) suppgs = 0.

(2.20)

Z (2.20) odvodime dvé nelinedrni rovnice (srv. [10, (5.16)-(5.21)]
M* — (M* + pBpu)t = 0, (2.21)
A" —7m(A* 4+ pBpyu) = 0, (2.22)

. . . 7 . I pro |zl <1
kde 7 je projekce na interval [—1,1], tj. 7(z) = { senz pro |z >1
Pozndmka 2.2 Rowvnice (2.20) a (2.21) maji tvar rovnic (1.31) a (1.33), kdyZ zde poloZime g = 0,
tedy By = 0. 0

Pro trojici y : (u, M*, A*)T plati tedy rovnice

Au + BY,(diag k)M* + BTA* — S
Fly) = | M* = (M* + pBpu)t =0. (2.23)
A* — w(A* + pBau)

2.1.3 Zobecn&na Newtonova metoda? Alternujici algoritmus

Postupujme nyni analogicky jako v odstavci 1.1.3 pro kontakt bez tfeni. Ukazeme, ze funkce F mé
zobecnénou derivaci a pak se budeme snazit definovat zobecnénou Newtonovu iteracni metodu na
Feseni rovnice (2.23).

Definujme tedy aktivni mnoziny a inaktivni mnoziny vzhledem k multiplikdtorum M, resp. A:

AM(y1) = {sj: My + p(Bpu); > 0},
M) = {sj: M;+p(Bru); <0}, (2.24)
kde 1 := (u, M)T.
AMya) = {(zj,zi41) 1 A + p(Bau);| < 1},
IH(y2) = {(zj,2j41) s Aj + p(Bau); > 1},
Thy2) = {(zzj41) : Aj + p(Bau); < —1}, (2.25)

kde yo = (u, A)7.

Poznamka 2.3 Zatimco v Coulombové modelu trend jsou inaktivni mnoZiny u, a u; zdvislé, nebot v
bodech kontaktni hranice plati

[un] <0=T,(u) =0=T(u) =0=[u] #0

(viz napr. [8]), v modelu podle Trescy jsou tyto mnoZiny nezdvislé. O
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Podobné jako v odstavci 1.1.3 lze odvodit, ze druhy faddek v definici F(y) lze psét jako
—X(AM(y)pBam + X (T (y)) M*

a tfeti fadek jako
—x(AM(Y)pBa + X(TL(y)) (A" = 1) + (T2 (y)) (A" + 1).

Pak ovérime, ze

Fly) = Gly)y — (S,0,x(Z2 () — x(ZT* ()7, (2.26)
kde
A B, (diag x) BT
Gly) = | —x(AM@)pBm  x(TM(y)) 0 (2.27)
—x(A%(y))pBa 0 X(ZH () + x(T2 ()

je zobecnénd derivace zobrazeni F ve smyslu Definice 1.3.

Mohli bychom tedy definovat zobecnénou iteraéni Newtonovu metodu (1.41) za predpokladu, Ze
existuje inverzni zobrazeni G(y)~!, tedy, ze plati analogie Lemmatu 1.3. Tato analogie zlistava viak
otevienou otazkou.

Dokazeme, ze redukovany ”operator tieni” G je invertibilni.

Lemma 2.1 Definujeme-li zobrazeni

Ca(z) = 4 By ), (2.28)

< —X(AM2)pBa Xx(T(2)) + x(ZA(2))
pak G (2) je bijektivnd pro kazdé z € RN x R™.

Dikaz Ziejmé staci ukazat, ze homogenni systém

GM@<j)_o

méa pouze trividlni feSeni w = A = 0. Protoze matice tuhosti A je positivné definitni, plati
w=-A"'BI\. (2.29)
Dosazenim do druhé rovnice dostaneme

X(A)pQ + x(Z+) + x(Z-)]A=0, (2.30)

kde Q = ByA~1BT. Protoze hodnost matice By je maximdlni, Q je positivné definitni. Rozdélime-li
matici @ na bloky podobné jako A, tedy A = (A4, )\I+,>\17)T, odvodime z rovnice (2.30), ze Az+ =
)\I_ =0a

pQaara = 0.

Protoze Q44 je reguldrni matice, A 4 = 0. Kone¢né také w = 0 plyne z rovnice (2.29). O
Definujme nyni

Alternujici algoritmus Uzawa-PDAS:

Zvolme y° = (u®, MO, AT, p € (103,10%). Zndme-li y* = (u*, M* A*)T aplikujme
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Krok 1 (Vypocet yFt1/2 = (uf+1/2 MEF1/2 AR+1/2)T
a) ASFV2 = (AR 4 p(Baut);), G =0, om 1
b) Vypocteme mnoziny
AME),  TM(ut)
pro yf = (u*, M*)T podle (2.24);

c¢) Vyfesime y]fH/Q = (kT2 MFF/2)T 46 systému
AuF+/2 4 BT (diag k) MFHY/2 = § — BT AR+Y/2)
s; € AM(yf) = (Bput1/?); =0,

s; € TM(yh) = MET2 =0,

Krok 2 (Vypocet y*+1 = (uFt1, MFHL AT,
a) M?‘Fl _ (M§3+1/2 + p(BMuk+1/2)j)+7 j _ 07 e

b) Vypocteme mnoziny
k+1/2 k+1/2 k+1/2
ANy, TR T )

pro yl2c+1/2 _ (uk+1/2’Ak+1/2)T podle (2.25);
¢) Vyfestme yh ™! = (u*+1 AT ze systému

AuFtt 4+ B/]\“Ak+1 -9 Bf,t(diag K)Mk-&-l’
(Zjvszrl) S AA(y§+l/2) = (BA’LLIH_I)J- =0,

(5, 211) € Th(ys /%) = Al =1,
(

Zj,Zj+1) S Iﬁ(y§+1/2) = A§+1 =—1.

Poznamka 2.4 Kroky la, 2a odpovidaji prislusngm projekcim v algoritmu Uzawova typu (viz [10,

(5.13), (5.14)]).

Kroky 1b, 1c odpovidaji zobecnéné Newtonové metodé pro kontakt s nulovgm trenim, kde pravd
strana v (1.46) je modifikovdna (viz (1.46), (1.47) a Lemma 1.4.
V dusledku Lemmat 1.8 a 1.4 je systém kroku 1c teSitelny.

Lemma 2.2 Kroky 2b, 2¢ odpovidaji zobecnéné “parcidlni” Newtonové metodé pro rovnici

Fa(y2) == Galy2)y2 — S =0,

kde
o e S — BY,(diag k)M
=S5y, M) = ( X(Zﬁ(y;)\st* X(Z2(y2)) )

Dukaz lze provést podobné jako dukaz Lemmatu 1.4. Itera¢ni krok zobecnéné ”parcialni” Newtonovy
metody prepiSeme v ekvivalentnim tvaru

Galys ™) (st — b2y = —Fa (s,

kde M = MF*1. Porovnanim obou stran odtud plynou rovnice a implikace kroku 2c. Resitelnost je
disledkem Lemmatu 2.1. O

Poznamka 2.5 Efektivitu algoritmu lze zvysit v krocich 1c, 2¢ podobné jako v odstavci 1.1.4 tim, Ze
predem eliminujeme uzlové parametry funkce posunuti, které nepatii hranici T'.. O
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2.2 Semi-koercivni kontaktni tlohy s danym tfenim

Vynechdme-li jeden z pfedpokladi (2.1) pro ¢« = 1,2, dostaneme semi-koercivni problém. Budeme tedy
uvazovat situaci, kdy téleso Q! je upevnéno, zatimco téleso Q2 se miize jako tuhy celek pohybovat
podél ¢asti hranice T'g. Tato situace byla probréna v ¢lanku [10].

Primérni variaéni formulace ma pravé jedno feseni, kdyz vyslednice V2 vnéjsiho zatizeni je shora
omezend (viz [10, Corollary 1.1]). Kone¢né-prvkové feseni smiSeného variaéniho modelu je definovano
a podrobné analyzovéno v ¢ldnku [10]. Pro numerické fesen{ je pak aplikovdna metoda umélého ”mag-
netického sroubu” a algoritmus Uzawova typu.

Aniz bychom zachézeli do podrobnosti, nahradime pouze v 5. odstavci ¢ldnku [10] algoritmus
Uzawtv alternujicim algoritmem Uzawa-PDAS. K efektivnimu vypoétu v krocich 1¢, 2c muzeme pouzit
napf. metodu rozkladu oblasti, podobné jako v 6.odstavci ¢lanku [10], (viz téz (1.79) a Pozndmku 1.8).

3 Prostorova télesa v jednostranném kontaktu s danym tirenim

Budeme uvazovat dvé pruzné télesa v R?, pficemz na kontaktni hranici T', kromé podminky nepro-
nikan{ (1.5) budou platit jesté podminky tfeni podle Trescova modelu:

ITi(w)ll < g, [[Ti(u)]| < g =[] =0 (3.1)
IT:(uw)]| = g,= existuje skaldr © > 0 takovy, ze [u;] = —OT;(u), (3.2)
kde g € L>(T,), g > 0 je dand "mez skluzu”, [u;] = u' -t* +u?-t? a || -|| je euklidovskd norma vektort

z R2.

3.1 Koercivni kontaktni dlohy s danym tfenim

Prostorové tlohy s tfenfm Trescova typu jsou tématem prdce [6]. Analyza v [6] je zalozena na
predpokladu koercivity a smiSené variac¢ni formulaci s koneénymi prvky. Pro posunuti autofi pouzili tri-
angulace na Ctyfstény s linedrnimi polynomy a pro Lagrangeovy multiplikatory déleni I', na obdélniky
s po ¢astech konstantnimi funkcemi.

3.1.1 Primarni varia&ni formulace

Predpoklddejme, ze R NV = {0}. Definujeme mnozinu piipustnych posunuti K podle (1.13), formu
a(u,v) podle (1.10), (1.11), S(v) podle (1.12) a déle

i) = / gl Ids. (3.3)

Slabym Tesenim primdrni ulohy nazyvame funkci u € K, pro kterou

a(u,v —u)+j) —j(u) > Sv—-u) YvekK. (3.4)
Pro existenci a jednoznac¢nost slabého feSeni zustava v platnosti Véta 2.2. Vskutku z predpokladu
RNV = {0} vyplyva pomoci Dusledku 1.1 koercivita funkciondlu celkové potencidlni energie.
3.1.2 Smi8end varialni formulace a jeji diskretizace

Abychom odstranili ve variaéni formulaci nediferencovatelny ¢len j(-), zavedeme smiSenou variacéni
formulaci, podobné jako v odstavci 2.1.2. Definujme tedy mnozinu Lagrangeovych souéinitela

M = M, x M,

My = {pn € W¥pn >0}, (3.5)
M, = {p € [LPT))? : el < 1s.v., p = 0naT\suppg}, (3.6)

bilinearni formu
b1, 0) = G o]} + [ g ks (3.7)
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a Lagrangian

H(v, 1) = a(v,v)/2+ b(p,v) — S(v). (3.8)
Budeme fesit problém sedlového bodu: najit dvojici (w, A) € V x M takovou, ze
H(w, p) < H(w,\) < H(v,A) YveV, ue M. (3.9)

Véta 3.1 Necht —T,(u) € M, T.NTy=0 aTl.NT, =0. Potom problém sedlového bodu (3.9) md
pravé jedno teseni. Navic plati

w = u, An = _Tn(u)a At = _Tt(u) y
kde u je reSeni primdrni wulohy.

Drtikaz je zalozen na zobecnéné Greenové formuli — viz [4, Theorem 1.2] nebo [10, Theorem 2.1]. O

Aproximace metodou koneénych prvki

Jako v odstavcich 1.1.1 a 1.1.2 budeme uvazovat standardni triangulace na ¢tyistény oblasti Q', Q2,
které jsou konsistentni s délenim hranic podle okrajovych podminek.
Necht T, se sklddd nejvyse z malého poctu rovinnych ¢dsti I'cp, p = 1,...,p, na I'. uzly triangu-
laci 7;! a 7;? splyvaji a
1—‘cp = U Aj )
J

kde A; jsou stény ¢tyfstént z 7,0, i = 1,2.
Mnozinu M,, budeme aproximovat mnozinou
P
My, = | MY (3.10)

p=1

kde
MP) = {pipn € C(Tep) : finnia, € Pi(Aj) VA; C Topy pn > 0}

Déle necht TP(IP ) je déleni I'¢, na trojihelniky Ap, pficemz

m(ax(diam Apg)=H.

THP)
Mnozinu M; nahradime mnoZzinou
P
My = | M), (3.11)
p=1
kde
ME) = {pmge € LY : pae] <1, pre = 0na Top\supp gn}
LE = {pe L) play € [Po(Am)? VAu C Ty}

a gn € My, je interpolace funkce g.
Funkce pp,, jsou tedy spojité a po ¢astech linedarni, funkce pug¢ jsou po Castech konstantni.
Bilinedrni formu b(u, v) nahradime formou

bru (phe,vn) = /

Lhn|Vhn]ds —|—/ Jnlbet - [Une]ds (3.12)
e

r.

a definujeme aproximovany Lagrangian pro v, € Vi, pupg € Mp, X Myy:

HhH(’UhvlthH) = a(vh, Uh)/2 — S(Uh) + bhH(l/LhH,'Uh) . (3.13)

Pak definujeme aprozimovany problém sedlového bodu: najit dvojici (up, Apg) € Vi X (Mpyn X Mpt)
takovou, ze

Hum (un, prr) < Hoa(un, Ani) < Hua (0, Ana)  Y(0n, i) € Vi X (Mpn X Mpy) (3.14)
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Predpoklad 3.1 (podminka stability). Necht plati implikace

{MH € Ly := UL%’), wg = 0na Fc\suppgh,/

GhltH - [Uht]dr =0V € Vh} =ug=0. (3.15)
p e

O

Poznamka 3.1 Predpoklad 3.1 je postacujici pro jednoznacnost tangencidlni slozky Ag: sedlového
bodu (3.14). V rovinné kontaktni iloze je tento predpoklad splnén diky [10, Lemmatu 3.1]. O

Poznamka 3.2 K apriornimu odhadu chyby je zapotrebi splnéni tzv. podminky Babusky a Brezziho,
kterd mad tvar

sug bor (pnesvn)/|onlly > Bllune |l -1/2,0,  Yona € Mun X My, (3.16)
vhEVh
kde 8 nezdvisi na h, H. (Viz analogicky predpoklad [6, (4.5)], ktery je podle [6, Lemmatu 4.1] spinén za
jistych predpokladii o regularité jistého pomocného eliptického okrajového problému, je-li pomér h/H
dostatecné maly.)

Z podminky (3.16) plyne oviem spinéni predpokladu 3.1. O

Véta 3.2 FEuzistuje fesent aprozimovaného problému sedlového bodu (3.14). Za predpokladu 3.1 Tesend
je jediné.

Diikaz existence plyne na zdkladé [5, Theorem 3.8]. Jednoznacnost je dusledkem pfedpokladu 3.1
(Srv. téz [4, Theorem 2.1]). O

Maticovy tvar aproximovaného problému sedlového bodu.
Postupujme analogicky jako v rovinném piipadé, tj. v odstavci 2.1.2. Uzlové parametry A,

oznaéme M*; parametry A* := (A}, A3)T oznatuji po trojihelnicich A; konstantni hodnoty (Am¢):,
i = 1,2, tj. slozky vektort Ag¢(A;) v ortogondlnim systému soufadnic, ktery prifadime kazdé z ro-
vinnych ¢asti I'cp, p = 1,...,p. Definujeme matice Baq, Ba a S pomoci rovnosti
(Bmu); = [unal(s;), S(v) =28, (3.17)
(B[(\z)u)j = / gnX;lundl, i=1,2, (3.18)

c

kde x; znaci charakteristickou funkci trojihelnika A; C Ty a
BW
By : A
A ( B/(\Q)

Au+ Bl,GM* + B{A* =S =0 (3.19)

Pak z definice (3.14) plyne rovnice

a nerovnice
u' B, G(M—-M*)+ul B (A—A*) <=0 YM >0, V|A| <1,A; =0proA;nsuppgn =0, (3.20)

kde G je Grammova matice po trojuhelnicich linedrni baze standardnich kone¢nych prvka na I..
Z (3.20) odvodime dvé nelinedrni rovnice

M — (M* + pGBpu)™ = 0, (3.21)
A* — (A" + pByu) = 0, (3.22)

kde 7 je projekce na jednotkovou kouli, tzv.

(z) = x Yzl <1
v/||lzll Yz eR? ] > 1

25



a p je kladny parametr (libovolnd kladnd konstanta).
Pro trojici y := (u, M*, A*)T plat{ tedy rovnice

Au+ B, GM* + B{A* - S
Fy) = M* — (M* + pGBpu)™ =0 (3.23)
A* — w(A* + pBpu)

3.1.3 Zobecnéna Newtonova metoda? Alternujici algoritmus

Postupujme jako v odstavci 2.1.3 pro rovinny problém kontaktu s danym tienim.
D4 se odvodit, ze zobrazeni F ma zobecnénou derivaci ve smyslu Definice 1.3. Protoze vSak nejsme
schopni dokézat, ze existuje inverse této derivace, nemuzeme definovat itera¢ni Newtonovu metodu.
Podobneé jako v odstavci 2.1.3 se nabizi moznost definovat alternujici algoritmus Uzawa-PDAS. Za
tim éelem nejprve zavedeme aktivni a inaktivni mnoziny vzhledem k multiplikdtoram M, resp. A.

AM(y1) = {sj: M; + p(GBapu); > 0} (3.24)
IM(y) = {s;: M; +p(GBuu); <0}

kde 1 == (u, M)T;

AMya) = (D € Ta : 1Ay + p(Bau), | < 1} (3.25)
(A € T ¢ |A; + p(Bau), || = 1)

SN

=
<
V)

~
Il

kde 5 := (u, A)T.
Lemma 3.1 Definujeme-li matici

A BY
Gal) = ( XA )pBy AT (2)) ) '

pak Ga(z) je bijektivni zobrazeni pro kazdé z.

Dikaz je analogicky dukazu Lemmatu 2.1.

Alternujici algoritmus Uzawa-PDAS:
Zvolme 30 = (u®, MO ANT | p € (103,10%). Znadme-li y* = (u*, M* A¥)T aplikujeme
Krok 1 (Vypotet yk+1/2 = (uf+1/2 Mb+1/2 AR+1/2)T)

a) A?H/Q T(AY 4+ p(Bau®);), Vi

b) Vypocteme mnoziny
pro y¥ = (uF, M¥) podle (3.24);
¢) Vyfesime yyt/% = (uF+1/2, MFFY2)T g¢ systému
Aukt/2 4 BJY\“/IGMIC+1/2 —5_ B?\“Ak+1/27
55 € AME) = (GBat1/2), = 0,
s GIM( ):>Mk+1/2 —0.
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Krok 2 (Vypocet y*+1 = (uF+1, MF+HL AT,
k+1/2 .
d) M?-‘rl _ (Mj+ / +p(GBMUk+1/2)j)+, v],
b) Vypocteme mnoziny
AN ™), T )
pro y12c+1/2 = (uF /2 ARFY2)T podle (3.25);
¢) Vyfesime yht! = (¥ AT ze systému

AuMtt 4+ B{AM! = 5 — B GMMT,
Ay € ANy, ) = (Bauh ) =0,
A; e TNy ) = AP = m(ATTE 4 p(BauH)).

Poznamka 3.3 Kroky 1a, 2a odpovidaji prislusnym projekcim v algoritmu Uzawova typu.

Kroky 1b, 1c odpovidaji zobecnéné Newtonové metodé pro kontakt s nulovym trenim, kde pravd
strana v (1.46) je modifikovdna (viz (1.46), (1.47) a Lemma 1.4.

V dusledku Lemmat 1.8 a 1.4 je systém kroku 1c teSitelny.

2
1

Lemma 3.2 Kroky 2b, 2c odpovidaji zobecnéné ”parcidlni” Newtonové metodé pro rovnici

Faly2) == Galya)ys — S =0, (3.26)
kde P—
& _ &0 T S — BY,GM
S =5(y2, M) = M > 3.27
w2 M) ( X(Z*(y2))m (A + pBpu) (3.27)
a M = MF*1 je ziskdno z kroku 2a.
Dikaz — analogicky dukazu Lemmatu 2.2. O

Poznamka 3.4 Efektivitu uvedeného algoritmu lze zvysit tim, Ze v krocich 1c, 2¢c predem eliminujeme
uzlové parametry funkce posunuti u, které nepatri hranici T (srv. odstavec 1.1.4). O

3.2 Semi-koercivni kontaktni tlohy s danym tfenim

Uvazujme situaci jako v odstavci 1.2 s tim, ze d = 3. Tedy téleso Q' je upevnéno, zatimco téleso ()2
se mize pohybovat podél éasti hranice I'2 C 902.
Necht T'Z se skldda z ¢asti rovin kolmych k ose xa,

measp ', >0, I'§=0,
I =0, measT?>0.

Déle nechf T, se skldd4 (jako v odstavci 3.1) z nékolika rovinnych ¢asti, tj.

P
Ie=|JTe. (3.28)

p=1

pficemz n3 < 0 na I..

Definujme mnoziny RNV, RNK, stejné jako na zacatku odstavee 1.2 pro d = 3, a funkcionél j(-)
podle (3.3).

Déle definujeme (na rozdil od definice ve Vété 1.5)

R{reRNK:j(r)=0& [r,]=0nal.}. (3.29)

Slabym reSenim primdrnd dlohy nazveme funkci u € K, pro kterou plati nerovnice (3.4).
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Véta 3.3 Necht
Sw) < j(w) Ywe RNK\{0}. (3.30)

Pak funkciondl L(-) (viz (2.6)) je koercivni na mnoziné K a existuje slabé tesent primdrni dlohy.
Kdyz
[S(w)] > j(w) Ywe RNV\{0}, (3.31)
resent je jediné.
Kdyz
|S(w)] < j(w) Ywe RNV,

pro kazdd dvé tesSeni u, u* plati
uw—ueRNV &S —u)=ju")—ju).

Dikaz V nasem pifpadé je R* = {0}. Diikaz existence a koercivity pak vyplyvé z [20, Theorem 1.1].
Ostatni tvrzeni dokdzeme stejné jako [9, Theorem 4.1] pro d = 2. O

Pro smisenou wvariaéni formulaci plati (3.5)-(3.9). Plat{ analogie Véty 3.1, coz dokdze stejné
jako [10, Theorem 2.1].

Diskretizaci problému sedlového bodu metodou koneénych prvku provedeme stejné jako v koercivni
uloze (tj. v odstavei 3.1.1), spolu se zavedenim predpokladu 3.1.

Existenci a jednoznacnost aproximovaného sedlového bodu, tj. analogii Véty 3.2, lze za predpok-
ladu 3.1, (3.30) a (3.31) dokdzat obdobnym postupem jako [10, Theorem 3.1].

Déle pouzijeme metodiku umélych ”magnetickych sroubu” z odstavce 1.2.2, abychom dostali tilohu
sedlového bodu s reguldrni matic{ tuhosti. Podle Lemmatu 1.12 — ¢4sti a) budeme predpoklddat, Ze T, je
¢asti roviny. Definujeme "mens{” prostor V§  podobné jako v (1.77) a (1.78). Definici funkciondlu p(-)
v8ak nahradime jinou, ktera se bude lépe realizovat v pripadé daného tieni:

p(v) :/A gnlve)rdl, (3.32)

kde Ag je vhodné vybrany trojihelnik déleni 7 takovy, ze Ag C supp g, [v¢]1 je slozka vektoru [vq]
ve sméru pifmky v (tj. pruniku I'; s rovinou x5 = konst.).
Pak jako v Lemmatu 1.12 dokézeme snadno, ze

RNOVE, = {0}, (3.33)

takze v podprostoru Vi bude "redukovany” aproximovany problém sedlového bodu koercivni. K feseni
tohoto redukovaného problému muzeme nasadit alternujici algoritmus Uzawa-PDAS z odtavce 3.1.3.

Poznamka 3.5 Nezndamé vektory M a A se redukuji, a to M o dvé slozky M;, j = ai1,a0 a A
o slozku A1 (Do), (srv. [10, Definition 5.1]).

Abychom umoznili v krocich 1c, 2¢ Fesit wlohu separované na oblastech Q' a Q?, je vhodné dopocitat
tyto 8 slozky z podminek celkové rovnovdhy (srv. (1.80) v dloze s nulovym trenim, resp. [10, (5.15)]
v rovinné iloze s dangm trenim). Pak pouZijeme postup uvedeny v [10, Section 6].

Podékovani

Autor timto dékuje za podporu uvedeného vyzkumu grantem FT-TA /087 Ministerstva prumyslu a ob-
chodu Ceské republiky.
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