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Abstrakt:

Předložená studie je výzkumnou zprávou Projektu MPO ČR č. FT-TA/087 - ”Komplexńı výzkum
biomechanických podmı́nek aplikace umělých skeletálńıch náhrad, interakce náhrad s
organismem, vyhodnoceńı př́ıčin selháńı a návrh podmı́nek pro zvýšeńı jejich stability”
za rok 2005 a úkoly:

B. Mechanické a biomechanické hodnoceńı
B.2. Formulace 2D a 3D matematických model̊u v nelineárńı oblasti (termo-pružnosti a (termo-) vazko-

pružnosti).
Ve studii jsou diskutovány mechanická a biomechanická hodnoceńı dynamického zatěžováńı kloubńıch

systémů. Jsou formulovány vhodné matematické 2D a 3D modely náhrad lidských kloubů založené na
dynamických kontaktńıch úlohách lineárńı a nelineárńı teorie (termo-)pružnosti a (termo-)vazko-pružnosti.
Je provedena základńı matematická analýza úloh pro statické a dynamické zatěžováńı lidských kloubů
a jejich totálńıch náhrad. Numerické řešeńı vyšeťrované úlohy je založeno na metodě konečných prvk̊u. Je
nalezen odhad chyby p̌resného a p̌ribližného řešeńı úlohy. Je navržena aplikace matematických model̊u pro
účely navigovaných operačńıch postupů s možnost́ı jejich daľśıch zp̌resněńı.
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1 Nástin problematiky namáháńı umělých kloubńıch náhrad
statickou a dynamickou silou

1.1 Úvod

V úvodu shrneme současné znalosti z biomechaniky ve vazbě na problémy aloartroplastiky a ve vazbě
na nové postupy využ́ıvaj́ıćı nových zobrazovaćıch technik jako poč́ıtačové tomografie - CT (computer
tomography) a nukleárńı magnetické rezonance - MRI (magnetic resonance imaging) a následně ve
vazbě na navigovanou operačńı techniku. Dodnes, přestože je ročně implantováno ve světě v́ıce jak
1 milion umělých kyčelńıch kloub̊u a v́ıce jak 1/2 milionu kolenńıch kloub̊u, existuj́ı stále některé
technické problémy, které znemožňuj́ı dosáhnout stoprocentńı úspěšnosti implantaćı a dlouhodobé
trvanlivosti implantované náhrady. Maj́ı-li totálńı náhrady kloub̊u spolehlivě plnit svoji funkci a plně
zajistit dlouhodobou pohybovou aktivitu člověka, pak jejich konstrukce i následná jejich klinická
aplikace muśı respektovat biomechanické poměry v př́ıslušném kloubńım sektoru pohybového systému.
Biologické poznatky umož- ňuj́ıćı optimálńı aplikaci kloubńıch náhrad a technické znalosti materiál̊u
a výrobńıch postup̊u potřebné pro výrobu kloubńıch náhrad muśı být doplněny o nejnověǰśı poznatky
biomechaniky lidských kloub̊u, což umožńı konstrukci optimálńıch tvar̊u umělých kloub̊u a to jak
z hlediska jejich funkce, jejich bezpečného ukotveńı, tak i pohybu kloubu při jeho časově proměnném
zatěžováńı.

1.2 Biomechanika lidských kloubů a jejich náhrad p̌ri statickém a dynamickém zatěžováńı

Biomechanika je vědńı obor, který se zabývá aplikaćı zákon̊u mechaniky v biologických a medi-
cinských vědách. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u biomechaniky je studium odezvy živé tkáně na vněǰśı ener-
getické p̊usobeńı z hlediska fyziologického za předpokládu, že živá tkáň je v podstatě kompozitńı ma-
teriál s ř́ızenými vlastnostmi. Biologický materiál, oproti materiálu neživé př́ırody který je neschopný
samovývoje, je schopnen samovývoje, reprodukce a možnosti přizp̊usobeńı okoĺı. Materiály neživé
př́ırody jsou proto velmi těžko přij́ımány nebo dokonce i nepř́ıj́ımány živými systémy, nebot’ je nelze
dostatečně rychle regenerovat a obnovovat. Jejich nevýhodou jsou též jejich nedostatečně přizp̊usobivé
vlastnosti na rozhrańı mezi neživými a živými systémy. To jsou d̊uvody problémů umělých náhrad
biologických orgán̊u a jejich část́ı. Aby bylo možno tyto materiály použ́ıt pro vývoj umělých náhrad
lidských orgán̊u, muśı splňovat jistá základńı kriteria a vlastnosti: (i) bezpodmı́něčnou přizp̊usobivost
okolńım materiál̊um živých systémů, (ii) dostatečný rozsah pružných deformaćı s mı́rnou nelinearitou
a potřebným elastickým modulem, (iii) vhodnou orientaci deformačńıch vlastnost́ı s ohledem na typ a
směr silového p̊usobeńı, (iv) vhodné nevratné deformace umožňuj́ıćı přizp̊usobeńı bez zbytečně velkých
časových a prostorových změn vlastnost́ı a vyvolaného poškozeńı, ale umožňuj́ıćı relaxaci napět́ı a za-
mezeńı vzniku mikroporušeńı, (v) omezeńı celkové deformace při zvyšuj́ıćım se napět́ı se zajǐstěńım
pružného chováńı biomateriál̊u s vysokou lokálńı pevnost́ı a s minimálńı potřebou dodáńı daľśı energie,
(vi) vysokou odolnost proti biokorozi, (vii) vysokou pevnost proti cyklickému zatěžováńı s vysokým
počátečńım tlumeńım, (viii) vysoce kvalitńı povrchovou úpravu, která zajist́ı biokompatibilitu a ne-
umožńı biokorozi, (ix) schopnost jisté regenerace ve vztahu k okolńı živé hmotě-tkáni, jako vyšš́ı formu
biokompatibility. V současnosti jako nejnaléhavěǰśı a zároveň nejpř́ıstupněǰśı se ukazuje studium bi-
omechanických a biodynamických proces̊u pohybového systému člověka. Při biomechanické analýze
pohybového systému se zaměřujeme předevš́ım na zjǐstěńı a studium p̊usobeńı vnitřńıch a vněǰśıch sil,
které jsou přenášeny kloubńım systémem, a jejich d̊usled- k̊u, charakterizované napět́ım a deformaćı ve
skeletu. Analýza rozložeńı napět́ı a deformaćı ve skeletu, resp. jeho některé části, urč́ı jejich charakter
a jejich vztah k pr̊uběhu pohybu a zatěžováńı.

Hlavńı úloha biomechaniky v medićıně je zaměřeńı výzkumu v biomechanice kosterńıho a sva-
lového aparátu na analýzu a syntézu tuhosti a dynamiky lidského skeletu spolu se zahrnut́ım vliv̊u
p̊usob́ıćıch svalových sil, reologických vlastnost́ı materiál̊u skeletu a měkkých tkáńı a synoviálńıch ka-
palin, výzkunu využit́ı svalstva a regulace teploty a jej́ıch vliv̊u na patologické jevy část́ı skeletu, jako
osteofyty a daľśı patologické deformace lidského skeletu a jeho část́ı.

Náplńı biomechaniky je studium mechanických pohyb̊u, jejich př́ıčin v celém biosystému a v jeho
jednotlivých částech. Kromě toho studuje i vztah biosystému s okolńım prostřed́ım. Modelováńı bi-
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osystémů a simulace jeho funkce se stalo významným prostředkem k pochopeńı funkćı a stavby živé
hmoty. Modelováńı biosystémů lze rozdělit do dvou kategoríı model̊u. Prvńı představuje matematické
modely modeluj́ıćı struktury, funkce a vlastnosti zkoumaných biosystémů. Sem patř́ı i matematicko-
mechanické modely, jež modeluj́ı určitý biomechanický systém a simuluj́ı jeho funkci. Dále sem patř́ı
modely fyzikálně-mechanických vlastnost́ı, termodynamické modely, strukturálńı modely a modely
funkćı. T́ım se zabývá teoretická biomechanika. Druhou kategorii model̊u tvoř́ı reálně experimentálńı
modely, modeluj́ıćı určitý biomechanický proces nebo objekt. Úkolem těchto model̊u je ověřit te-
oretické předpoklady týkaj́ıćı se struktury, funkce nebo účelu biomechanického objektu jako celku
nebo jeho části, ověřovat správnost a přesnost řešeńı abstraktńıch matematických model̊u, zkoumat
d́ılč́ı biomechanické problémy, jako napjatostńı stavy, schopnost deformace ap. T́ım se zabývá experi-
mentálńı biomechanika. Proto, maj́ı-li umělé náhrady kloub̊u plnit spolehlivě a dlouhodobě svoji funkci
v podmı́nkách normálńı pohybové aktivity, muśı jejich konstrukce respektovat principy biomechaniky
a biomechanických poměr̊u v př́ıslušném kloubńım sektoru pohybového systému. Studiem všech sil
p̊usob́ıćıch na kloubńı systém, at’ již přirozený nebo umělý, se zabývaj́ı obory jako biostatika, biody-
namika, biokinematika, biokinetika a tribologie. V biomechanice pohybového systému se zabýváme
studiem vněǰśıch a vnitřńıch sil, které jsou sumarizovány a přenášeny klouby. Jako d̊usledek p̊usobeńı
vněǰśıch a vnitřńıch sil pak studujeme rozložeńı pole deformaćı a napět́ı v pohybovém aparátu, jejich
charakter a vztah k pr̊uběhu pohybu v závislosti na čase.

Uspořádáńı a tvar lidských kloub̊u určuje jejich kinematickou a dynamickou charakteristiku. Ki-
nematická charakteristika je dána geometríı kloubu, tvarem kontaktńıch ploch a jejich chrupavčitého
povlaku. Vazy pak plńı funkci mechanických zarážek nebo vod́ıćıch a stabilizuj́ıćıch prvk̊u. Z analýz
pohybu lid́ı je zřejmé, že jejich pohybové orgány jsou konstruovány na principu pákového systému se
stř́ıdavým pohybem. Tvar a forma jednotlivých stavebńıch prvk̊u kloubńıho spojeńı jsou tak rozma-
nité, že nelze zkonstruovat univerzálńı umělou náhradu kteréhokoliv lidského kloubu, aby plně vystihla
specifické funkčńı vlastnosti lidského kloubu. Ćılem je se tomuto ideálńımu stavu co nejv́ıce přibĺıžit.
Tomu má napomoci i matematické modelováńı funkce lidských kloub̊u a jejich optimálńıch náhrad.

Z hlediska biomechaniky lze u pohybového ústroj́ı člověka hovořit o tkáńıch, o biologických struk-
turách, o útvarech pasivńıch a aktivńıch.

Pasivńı elementy jsou tkáně, které vznikaj́ıćı a p̊usob́ıćı śıly, jak zevnitř, tak zevně organismu,
přenášej́ı. Současně p̊usob́ıćım silám musej́ı odolávat a tedy musej́ı splňovat určité podmı́nky pevnosti
a pružnosti. Tyto tkáně maj́ı p̊usob́ıćı śıly r̊uzným zp̊usobem orientovat, usměrňovat a měnit jejich
uspořádáńı. Mezi pasivńı elementy zahrnujeme kosti a jejich části, včetně kloubńıch ploch krytých
specializovanou hyalinńı chrupavkou, dále vazy, šlachy a povázky. Obecně kost, vazy a šlachy jsou
nehomogenńı a anizotropńı materiály.

Mezi aktivńı elementy poč́ıtáme svaly, které jsou schopny proměnit energii biochemických reakćı na
práci a vyvinout určitý výkon. Mechanické vlastnosti aktivńıch i pasivńıch člen̊u pohybového ústroj́ı
člověka se během jeho života měńı.

Komponenty pohybového aparátu z hlediska biomechaniky lze shrnout do následuj́ıćıch systémů:

a) systém segment̊u těla a element̊u skeletu, jehož funkćı je pasivńı zprostřed- kováńı přenosu
akčńıch sil na okoĺı, tvoř́ı pohyblivý a nosný základ pro uchyceńı sval̊u, vaz̊u a povázek;

b) systém kosterńıch sval̊u, jehož hlavńı funkćı je aktivńı silové p̊usobeńı a produkce aktivńıho
mechanického výkonu;

c) systém mezilehlých prvk̊u, jež spojuje segmenty těla vazivem, chrupavkou, kost́ı, kloubem a jež
spojuje svaly se segmenty šlachou, jeho hlavńı funkćı je mechanické spojeńı mezi systémy a) a b)
a v nich samotných;

d) systém informačńı, tvořený vńımavými prvky ve svalech, kloubech, šlachách a vnitřńım uchu
tzv. proprioceptory a dále tzv. exteroceptory; visceroceptory a aferentńı nervové dráhy (ucho,
oko, kožńı čidla), jeho funkćı je mechanická recepce a přenos informaćı;

e) systém inervačńı, tvořený motorickými neurony, nervo-svalovými ploténka- mi a eferentńımi
neuronovými drahami, synaptickými přechody ap., jeho funkćı je aktivace motorických svalových
jednotek;
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f) systém centrálńı, jež je tvořen mı́chou, intro- a intrasegmentálńımi spoji, podkorovými a ko-
rovými hybnými podsystémy, jeho funkćı je sběr, selekce, uložeńı a analýza informace, represen-
tace mechanických vlastnost́ı prostřed́ı, reflexńı činnost, rozhodováńı apod.

Systémy v bodech a), c) a částečně v b) budou předmětem vyšetřováńı této studie.
Kosti lidské kostry jsou navzájem spojené. Tato spojeńı jsou jednak souvislé (plynulé), jednak

pohyblivé (dotykové). Pohyblivé spojeńı je kloub. U kloub̊u rozeznáváme následuj́ıćı útvary:

a) kloubńı kontaktńı (styčné) plochy;

b) kloubńı chrupavky, které kryj́ı kloubńı kontaktńı plochy;

c) kloubńı pouzdro, tvořené pevným vazivem. Pouzdro je tvořeno dvěma vrstvami. Vnitřńı vrstva,
tzv. synoviálńı, vylučuje do kloubńı dutiny vazkou tekutinu - synovii, jež plńı funkci vazkého
maziva kloubu, vyživuje chrupavku a zvyšuje přilnavost kloubńıch ploch;

d) kloubńı dutina je štěrbinovitý prostor mezi kontaktńımi plochami malých rozměr̊u a uzavřený
kloubńım pouzdrem.

Vlastńı pohyblivost v kloubech je kombinaćı pohyb̊u kolem tř́ı os:

a) kolem horizontálńı osy v rovině frontálńı tzv. flexe (ohnut́ı) a extenze (natažeńı);

b) kolem horizontálńı osy v rovině vagitálńı tzv. addukce (přitažeńı) a abdukce (odtažeńı);

c) kolem podélné osy kosti tzv. rotace (otáčeńı).

Vzhledem ke stavbě lidské kostry a zp̊usobu ch̊uze člověka ve vzpř́ımené poloze jsou nejv́ıce
namáhány nosné velké klouby dolńıch končetin tj. klouby kyčelńı, kolenńı a hlezenný. V této studii
se budeme podrobněji zabývat matematickou simulaćı funkce kyčelńıho a kolenńıho kloubu a totálńı
náhradou obou kloub̊u.

Při vývoji umělých kloubńıch náhrad muśıme vycházet z poznatk̊u studia základńıch funkćı přiroze-
ného kloubu. Ty se muśıme pokusit matematicky simulovat, nebot’ jen srovnáńı výsledk̊u matematické
simulace základńıch funkćı přirozeného kloubu a výsledk̊u simulace funkćı přirozeného kloubu nahra-
zeného jeho totálńı umělou náhradou nám umožńı ještě před vlastńı implantaćı kloubu rozhodnout
i o vhodnosti té které operačńı techniky i v př́ıpadě použit́ı navigované operačńı techniky. Zabu-
dovaný umělý kloub představuje totiž, podobně jako přirozený kloub, rovnovážný systém, kde tvar
odpov́ıdá funkci. Porušeńı této rovnováhy v přirozeném kloubu má za následek rozvoj artrotických
změn s následnou destrukćı kloubńıch struktur. V př́ıpadě umělého kloubu vede porušeńı této rov-
nováhy k mechanickému selháńı, předčasnému uvolněńı této umělé náhrady kloubu a př́ıpadně i jej́ı
destrukce. Odstraněńı následk̊u porušeńı této rovnováhy je také daľśım z ćıl̊u matematické simulace
funkce přirozeného a umělého kloubu, předevš́ım ve vztahu k navigované operačńı technice.

Studium kloub̊u vede na jejich studium z hlediska kinematického, statického, dynamického a z hle-
diska tribologie. Studium kinematiky kloub̊u pohybového aparátu člověka vede k objasněńı relativńıch
pohyb̊u v kloubu, a to jak z hlediska kvantitativńıho, tak i kvalitativńıho. Kinematická charakteristika
kloubńıho spojeńı tj. stupeň volnosti, převodové poměry ap. jsou dány předevš́ım tvarem stykových
kloubńıch ploch, tvarem epifýz kost́ı a chrupavkového pokryt́ı.

Spolehlivá funkce lidského kloubu je podmı́něna nejen vlastńım tvarem skeletu a jeho kloubńıho
chrupavčitého krytu, ale rovněž p̊usobeńım r̊uzných svalových skupin, vaz̊u a vynikaj́ıćımi viskózně
elastickými vlastnostmi synoviálńı tekutiny.

Jednotlivá kloubńı spojeńı jsou namáhána při běžných pohybech končetin r̊uzně. V zásadě můžeme
charakterizovat p̊usob́ıćı śıly na kloubńı spojeńı jako śılu tahovou (v př́ıpadě horńıch končetin) a jako
śılu tlakovou (v př́ıpadě dolńıch končetin).

Při tahové śıle jsou kontaktńı kloubńı plochy od sebe odtahovány a p̊usobeńı śıly je v podstatě
zachyceno vazivovým aparátem př́ıslušného kloubu. Kloub v takovém př́ıpadě slouž́ı jako pohyblivé
spojeńı umožňuj́ıćı relativńı pohyby spojených část́ı skeletu avšak s jistým omezeńım. Matematicky
tato omezeńı modelujeme jako “gap”.
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Při tlakovém charakteru śıly jsou kontaktńı plochy k sobě přitlačovány, takže k relativńım pohyb̊um
spojených část́ı skeletu docháźı převážně v podmı́nkách těsného kontaktu kluzných kloubńıch ploch
pod tlakem. Kloub v takovém př́ıpadě vykonává funkci pružného tlakového spojeńı. Tyto klouby jsou
namáhány mnohem v́ıce než klouby horńıch končetin a také u nich docháźı častěji k degenerativńım
změnám. Hodnota tlakových sil, p̊usob́ıćıch např. na hlavici stehenńı kosti (femuru), může býti zjǐstěna
ze silového paralelogramu, tj. z hmotnosti těla a výslednice svalových sil udržuj́ıćıch rovnováhu. Při
statické situaci jsou śıly p̊usob́ıćı v kyčelńım, kolenńım a hlezenńım kloubu vlivem anatomické stavby
těla větš́ı, než je hmotnost těla (pákový systém).

Dynamika ve smyslu pohyblivosti člověka klade mimořádné nároky na pohybový aparát, předevš́ım
pak na klouby a jejich kontaktńı plochy. Při ch̊uzi jsou klouby dolńıch končetin vystaveny dynamickým
silám, které vzhledem k jejich dlouhodobému cyklickému p̊usobeńı vedou často k destrukci kontaktńıch
chrupavčitých ploch.

Kyčelńı, kolenńı i hlezenný kloub maj́ı kontaktńı plochy uzp̊usobeny tak, aby zachytily dynamické
śıly odpov́ıdaj́ıćı hmotnosti člověka. Dı́ky elasticitě chrupavčitého krytu kontaktńıch kloubńıch ploch
se tato kontaktńı plocha, jež u kyčelńıho kloubu čińı 430-920 mm2, při přet́ıžeńı zvětšuje o hodnotu
úměrnou tloušt’ce chrupavky, jej́ı elasticitě a p̊usob́ıćı tlakové śıle. V př́ıpadě kolenńıho kloubu bylo
ukázáno, že toto zvětšeńı kontaktńı plochy je až 50%, při flexi velikost kontaktńı plochy klesá úměrně
s rostoućı flex́ı kolena. Kolenńı kloub je tedy přizp̊usoben namáháńı, kterému je vystaven po většinu
času.

V d̊usledku namáháńı kloub̊u dolńıch končetin značnými silami a koncentraćı tlakového napět́ı na
poměrně malou plochu má pro dobrou funkci kloubu podstatný význam mazáńı; u lidského kloubu tuto
funkci plńı synoviálńı tekutina. Synoviálńı tekutina je do kloubńı dutiny vylučována vnitřńı vrstvou
kloubńıho pouzdra. Ta dodává pružnost chrupavčitým kryt̊um kloubńıch ploch a přitom je schopna
svými viskózně elastickými vlastnostmi zachytit i určitou hodnotu tlakového napět́ı. Synoviálńı te-
kutina spolu s chrupavkou tvoř́ı z kyčelńıho kloubu, kolenńıho kloubu a kloubu hlezenńıho elastické
tlakové kloubńı uložeńı.

Lidské klouby jsou tvořeny komponentami z živých tkáńı, které maj́ı schopnost regenerace. To
znamená, že mikrotrhlinky vzniklé jako d̊usledek přet́ıžeńı, nevedou následkem tkáňové regenerace
př́ımo k destrukci kloubu.

Př́ıčinu nedostatečného stavu znalost́ı lze spatřovat v komplikovanosti úlohy, u dosud řešených jed-
nodušš́ıch úloh (rovinných) a dále v dosud nedostupné metodě, jež by umožňovala vhodnou exaktńı
rekonstrukci systému. Zde předkládaná teorie spolu s využit́ım poč́ıtačové tomografie (computer tomo-
graphy - CT) a nukleárńı magnetické rezonance (MRI), jejich hardwarového a softwarového vybaveńı
s rozlǐsovaćı schopnost́ı cca 1 mm (volitelnosti rozlǐseńı kontrastu, možnosti provedeńı serie tomo-
gramů a současné provedeńı celkového radiogramu ap.) by měla býti tou vhodnou metodou, která by
umožňovala vhodnou exaktńı rekonstrukci systému a jeho funkce. Nav́ıc CT technika rovněž umožňuje
prostorovou rekonstrukci sledovaných útvar̊u (např. z kosoúhlého pr̊umětu grafickou cestou z jednot-
livých řez̊u lze rekonstruovat prostorové uspořádáńı např. části kolenńıho nebo kyčelńıho kloubu ap.).
Sdělnost těchto zobrazeńı je zřejmá pro praktické aplikace, v kombinaci se simulaćı funkce př́ıslušného
přirozeného kloubu a simulaćı jeho funkce po aplikaci totálńı náhrady kloubu.

Vzhledem ke konstrukci přirozených lidských kloub̊u, vynikaj́ıćım viskoelastickým vlastnostem
synoviálńı kapaliny a elasticitě hyalinńı chrupavky neńı tvarové koṕırováńı lidských kloub̊u ideálńım
řešeńım jejich umělé náhrady.

Stále př́ısněǰśı požadavky kladené na implantáty, snaha o jejich optimálńı funkci a dosažeńı ma-
ximálńı životnosti vedly ke zkouškám r̊uzných materiál̊u pro tyto účely - kov̊u, plastických hmot a ke-
ramiky (Al2O3, ZrO2). Při daném dynamickém mechanickém namáháńı (odpov́ıdaj́ıćı řádově 106−107

krok̊u za rok) muśı mı́t tyto materiály většinou vyšš́ı pevnostńı vlastnosti než p̊uvodńı kost. To z toho
d̊uvodu, že dané specifické podmı́nky neumožňuj́ı u implantátu zvolit takovou optimálńı konstrukci,
která by odpov́ıdala konstrukci přirozeného kloubu, jež byla dosažena dlouhým přirozeným vývojem.
Následkem vyšš́ıho modulu pruž- nosti je i tuhost implantátu jako celku vyšš́ı než p̊uvodńı kosti, což
se nepř́ıznivě projevuje při rázovém zat́ıžeńı. V každém materiálu, tedy i v živé kosti, vznikaj́ı při
dlouhodobém proměnném zat́ıžeńı pod meźı pevnosti latentńı poruchy, které za určitých podmı́nek
mohou zp̊usobit lom. Živá kost má však schopnost regenerace svých mechanických vlastnost́ı, takže
drobné mikrotrhlinky se zaceĺı, srostou. Tuto vlastnost však nemaj́ı neživé materiály, jejich mecha-
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nické vlastnosti se snižuj́ı nebo v optimálńım př́ıpadě z̊ustávaj́ı zachovány. Tento jev je označován
jako únava materiálu. Nav́ıc neživá hmota v těle je napadána i p̊usobeńım okolńı tkáně - koroduje.

Stabilńı implantáty v ortopedii jsou vystaveny opakovanému vysokému na- máháńı s počtem
106−107 cykl̊u za rok. Velikost p̊usob́ıćıch sil a jejich četnost nelze přesně zjistit. Kromě toho i napět’ové
podmı́nky se u jednotlivých pacient̊u v pr̊uběhu doby měńı tj. i v pr̊uběhu dlouhodobé funkce totálńı
náhrady kloubu. Proto implantáty a jejich spoje s kost́ı muśı být dimenzovány na teoreticky vy-
sokou životnost s maximálńı bezpečnost́ı. Konstrukce umělých náhrad kloub̊u jsou však omezeny
vlastnostmi použitého materiálu. Spolehlivost a životnost totálńıch náhrad kloub̊u proto záviśı na
použit́ı materiál̊u vhodných mechanických vlastnost́ı. Použitý materiál muśı splňovat i požadavky bi-
okompatibility a muśı býti cenově dostupný. Nejv́ıce použ́ıvanými materiály jsou kovy (zlato, platina)
a slitiny kov̊u (ocel, titanové slitiny, ap.). Slitiny maj́ı většinou ustálené chemické složeńı a vývoj se
nyńı soustřed’uje na technologii jejich zpracováńı. Kromě kov̊u a jejich slitin se použ́ıvaj́ı plasty (po-
lyethylén) a některé kompozitńı materiály, které zachovávaj́ı výhody plast̊u při zvýšeńı mechanických
vlastnost́ı a v posledńıch letech jsou to předevš́ım keramické materiály. Zvýšeńı jejich pevnosti při
tahovém namáháńı a částečné sńıžeńı křehkosti umožnilo využ́ıt jejich vynikaj́ıćı tribologické vlast-
nosti a vynikaj́ıćı biokompatibilitu (snášenlivost v lidském těle). Použit́ı keramických materiál̊u, které
stimuluj́ı r̊ust kostńı tkáně ve svém okoĺı, je žádoućı. Dosud se nepodařilo naj́ıt vhodnou náhradu
za kostńı cement, který je nejslabš́ım mı́stem implantace při aplikaci totálńıch náhrad kloub̊u. Zde
by bylo třeba naj́ıt hmotu s vyšš́ı pevnost́ı, ale také s větš́ı poddajnost́ı pro účinné tlumeńı ráz̊u
při zachováńı všech výhod, které jsou na použ́ıvaný polymetylmetakrylát kladeny. V současnosti se
použ́ıvaj́ı s výhodou umělé náhrady kloub̊u, které neńı nutno cementovat.

Kloubńı náhrada muśı býti konstruována tak, aby spolehlivě splnila násle- duj́ıćı dvě funkce, totiž:
a) aby plnila funkci kloubu, jejž má nahradit, za jeho statického a dynamického zatěžováńı, b) umožnit
spolehlivé ukotveńı v kloubńım sektoru skeletu. Funkčńı části umělých náhrad kloub̊u bývaj́ı voleny
co nejjednodušeji, např. v př́ıpadě kyčelńıho kloubu maj́ı kulový tvar, nebot’ jde z hlediska tech-
nického o relativně jednoduché řešeńı. V př́ıpadě kolenńıho kloubu, který je v každém př́ıpadě anato-
mickým originálem, je napodobeńı anatomického tvaru velmi obt́ıžné. V takovýchto př́ıpadech se tech-
nické řešeńı hledá tak, aby odpov́ıdalo funkci a užitému technickému materiálu. Při návrhu umělých
kloubńıch náhrad jsou kontaktńı plochy kloubńıch komponent určuj́ıćım faktorem nejen z hlediska po-
hybu v kloubu, ale také z hlediska rozložeńı tlakového napět́ı, a t́ım i životnosti umělé náhrady kloubu.
Rozložeńı tlakového napět́ı vystupuje do popřed́ı při konstrukci tvaru kontaktńıch ploch zvláště v sou-
vislosti s t́ım, že úloha, kterou maj́ı chrupavka a synoviálńı tekutina, je dosud technickými prostředky
nenahraditelná. Tato charakteristika je rozhoduj́ıćı předevš́ım u kloub̊u dolńıch končetin, které muśı
při pohybu člověka přenášet svalové śıly jako zdroj zrychleńı hmotnosti člověka a současně zachyco-
vat śıly vznikaj́ıćı při přechodu do klidového stavu. Je tedy d̊uležitá hlavně při konstrukci kyčelńıho
a kolenńıho kloubu.

Na kontaktńıch plochách mezi jednotlivými komponentami lidských kloub̊u a jejich totálńıch
náhrad docháźı k postupnému opotřebeńı, nav́ıc na kontaktńıch plochách přirozených a umělých
kloub̊u p̊usob́ı třeńı. Mechanismem opotřebeńı tuhých těles a mechanismem třeńı se zabývá tribo-
logie. Opotřebeńı je nežádoućı změna povrchu nebo povrch̊u tuhých těles, která jsou ve vzájemném
těsném kontaktu, zp̊usobená bud’ vzájemným p̊usobeńım funkčńıch povrch̊u nebo funkčńıho povrchu
a média, které opotřebeńı vyvolává. Třeńı je pojem vyjadřuj́ıćı odpor proti pohybu, který vzniká
mezi dvěma tělesy v oblasti dotyku jejich povrch̊u v př́ıčném směru k nim. Mezi tělesy, která jsou v
kontaktu, může být př́ıtomno médium - třećı mezivrstva, jež může být kapalné, tuhé (vaselina, gra-
fit) nebo plynné. Třeńı ve smyslu Coulombově záviśı na normálové složce p̊usob́ıćı śıly, se zvětšeńım
př́ıtlačné (normálové) śıly se zvětšuje třeńı i opotřebeńı.

Hovoř́ıme o třećıch a kluzných dvojićıch. Třećı dvojice jsou dvě tělesa v kontaktu, u nichž docháźı
ke třeńı jako k žádoućımu efektu (např. brzdy), kluzné dvojice jsou dvě tělesa v kontaktu, u nichž
třeńı je nežádoućım jevem (např. kloubńı náhrady). Z trilobogie lidských kloub̊u jsou známy vyni-
kaj́ıćı viskoelastické vlastnosti synoviálńı tekutiny. Zdá se (Walker, Erkman, Weightman, Duff-Barclay,
Spillman), že synoviálńı tekutina se do kloubu po aplikaci umělé náhrady kloubu vylučuje ve stejném
chemickém složeńı jako v kloubu přirozeném.

Matematická simulace funkce umělého kloubu založená na matematické teorii kontaktńıch úloh
Signoriniho typu dovoluje studovat napět’ové a silové poměry na kontaktńıch plochách, velikost defor-
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mace kontaktńıch ploch i přenos zatěžo- vaćıch sil, přenášených z kloubńı jamky na hlavici femuru.
Srovnáńı výsledk̊u matematické simulace přirozeného a umělého kloubu pak umožńı posoudit, zda
funkce umělé náhrady kloubu bude plně uspokojovat funkčńı požadavky na ni kladené, a umožńı
rozhodnout jaká v̊ule v kloubu bude optimálńı pro plnou funkčńı zp̊usobilost umělé náhrady kloubu.

1.3 Dynamické zatěžováńı, mechanika pohybu

Dynamickým zatěžováńım rozumı́me zatěžováńı skeletu člověka nebo jeho část́ı v čase a to bud’ kon-
stantńımi nebo proměnnými silami, pohybem pak změnu mı́sta nebo polohy v d̊usledku dynamického
zatěžováńı svalovými silami. Každý pohyb vycháźı z klidové polohy a opět se do klidové polohy
vraćı. Živé tělo může býti pouze v anatomickém (zdánlivém) klidu, nikdy však v d̊usledku pohyb̊u
při dýcháńı, prouděńı krve, činnosti srdce apod. ve fyziologickém (absolutńım) klidu. Na tělo člověka
i jeho skelet p̊usob́ı v každém časovém okamžiku t́ıže, kterou vědomě či nevědomě v klidu i v pohybu
tělo muśı neutralizovat a tak udržovat jeho stabilitu. Na tělo p̊usob́ı systém p̊usob́ıćıch sil. Jestliže se
tyto śıly vyrovnávaj́ı, pak hovoř́ıme, že tělo je v rovnováze. Rovnováha je statická, jestliže všechny
části těla jsou v klidu a dynamická, jestliže je tělo nebo jeho části v pohybu. Dynamická rovnováha
je častěǰśı než statická a je základńım faktorem všech pohyb̊u. Působ́ı-li na tělo ještě vněǰśı śıla (śıly),
pak pro udržeńı rovnováhy v d̊usledku kloubńıho a vazivového spojeńı skeletu, docháźı k vzájemným
posun̊um d́ılč́ıch část́ı skeletu (jako např. lordosy a kyfosy s rozd́ılným napnut́ım vaz̊u a sval̊u, náklon
celého těla apod.). Zachováńı rovnováhy při pohybu a pevnost stoje zajǐst’uje třeńı, č́ım je větš́ı t́ım
je větš́ı stabilita při pohybu i klidu (stoji).

Ke skeletu jsou připojeny svaly (musculus), maj́ıćı funkci aktivńıho hybného zař́ızeńı, které v d̊us-
ledku smršt’ováńı (kontrakce) na nejr̊uzněǰśı podněty (fyzikálńı, chemické, mechanické, biologické,
fyziologické) vyvolávaj́ı svalové śıly, jež jsou základem pohyb̊u. Společné p̊usobeńı v́ıce sval̊u při
určitém pohybu ovlivňuje plynulost pohybu, přičemž výše únavy jednotlivých sval̊u (jejich větš́ı či
menš́ı výkon) ovlivńı v čase i změnu pohybu. Sval v klidu část svých vláken má pod určitým napět́ım
- klidovým napět́ım (svalový tonus). Funkćı sval̊u je jednak fixovat klouby v určité poloze (statická
funkce sval̊u), provádět pohyby kost́ı v kloubech (dynamická funkce sval̊u), produkovat teplo při
smrštěńı, podpořit prouděńı krve v žilách, chránit vnitřńı orgány. Na končetinách převládaj́ı svaly
dlouhé, vřetenité, s dlouhými úponovými šlachami, přičemž se začátky těchto sval̊u někdy sdružuj́ı ve
svaly dvojhlavé, trojhlavé a v́ıcehlavé. Dále rozeznáváme svaly čtyřhranné, trojúhelńıkové, kruhovité,
št́ıhlé, oblé, široké, dvojbř́ı̌skové a v́ıcebř́ı̌skové, apod. Nejčastěji se svaly označuj́ı podle své funkce -
ohybače či flexory, natahovače či extensory, přitahovače či adduktory, odtahovače či abduktory.

Svaly spolu se skeletem tvoř́ı funkčńı jednotu. Skeletńı svaly jsou zdrojem śıly pro pohyby těla i
jeho část́ı. Základńı vlastnosti svalové tkáně jsou extensibilita, elasticita a kontraktilita, tj. svaly mo-
hou být nataženy, po natažeńı se vracej́ı do p̊uvodńı polohy a délky, mohou se zkracovat (kontrahovat).
Svalová vlákna se mohou kontrahovat až na polovinu své klidové délky. Šlachy se nikdy nezkracuj́ı.
Prodloužeńı je př́ımoúměrné délce vláken a nepř́ımo úměrné jejich tloušce. Rozd́ıly mezi maximálńımi
a minimálńımi délkami svalových vláken nazýváme amplitudou jejich akce. Působeńı svalu na kloub
je dáno polohou svalu vzhledem k osám pohybu v kloubu, např. na jedné části kloubu sval vyvolává
flexi, na opačné straně extensi. Jelikož u širokých sval̊u je vztah jeho jednotlivých část́ı k osám po-
hybu v kloubu r̊uzný, bude i r̊uzný jejich účin na kloub a tedy každá část svalu bude mı́t odlǐsnou
funkci. Pohyb v kloubu záviśı též na možnosti pohybu v daném kloubu. Funkčně proto svaly děĺıme
podle těchto kloub̊u na: (i) flexores - extensores, rotatores u jednoosých kloub̊u (válcové, kladkovité,
čepové), (ii) flexores - extensores, abduictores - adduktores u dvojosých kloub̊u (eliptické, sedlovité),
(iii) flexores - extensores, abduictores - adduktores, rotatores u trojosých kloub̊u (kulovité - např.
kyčelńı kloub).

Zevńı śıly p̊usob́ıćı na tělo jsou neutralizovány pevnost́ı skeletu, vaz̊u a činnost́ı svalstva. Působeńı
sval̊u je přitom r̊uzné podle toho, zda maj́ı tyto vněǰśı śıly vyrovnávat (tzv. statické kontrakce -
při znehybňováńı kloub̊u a při udržováńı rovnováhy v klidu i pohybu), resp. překonávat (kontrakce
zkráceńım sval̊u - vlastńı funkce svalu, provád́ı vlastńı aktivńı pohyb, přičemž hluboce uložené svaly
vykonávaj́ı rychlý pohyb nebot’ jsou upnuty v bĺızkosti kloub̊u, svaly povrchově uložené vykonávaj́ı
pomalé pohyby nebot’ jsou upnuty dále od kloub̊u), resp. zmı́rňovat (kontrakce prodloužeńım sval̊u -
čili elastická kontrakce, je pozvolné uvolňováńı smrštěného svalu, resp. brzd́ı účin akčńıch sval̊u (tzv.
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synergist̊u) vykonávaj́ıćıch určitý pohyb např. při předklonu, svaly antagonisté, prováděj́ıćı opačný
pohyb než akčńı svaly, zajǐst’uj́ı aby pohyby byly harmonické, přesné a úměrné, dále usměrňuj́ı činnost
synergist̊u). Je zřejmé, že činnost sval̊u muśı být koordinována.

Tělo jako celek, ale i jeho jednotlivé části se pohybuj́ı na základě zákon̊u mechaniky, dané New-
tonovými zákony pohybu a zákony souvisej́ıćımi s pákovými systémy, nebot’ lidské tělo je charakteri-
zováno pákovým systémem. Tělo jako celek se pohybuje ch̊uźı (lokomoćı) nebo rotaćı.

Progresivńı pohyb celého těla vlastńı silou z mı́sta na mı́sto nazýváme lokomoćı. Je to translačńı
pohyb zp̊usobený úhlovým pohybem končetin. Účinnost pohybu těla vpřed záviśı na pevnosti podložky
a na třeńı. Tělo v pohybu naopak pokračuje vpřed pokud neńı zastaveno silou. Śıla při lokomoci má
složku horizontálńı a vertikálńı. Vertikálńı složka p̊usob́ı ve směru proti p̊usob́ıćı t́ıži zemské, hori-
zontálńı složka p̊usob́ı ve směru pohybu (tzv. propulsńı fáze pohybu) a je př́ıčinnou pohybu vpřed
nebo ve směru proti směru pohybu (tzv. brzd́ıćı fáze). Má-li se tělo pohybovat vpřed, potom hori-
zontálńı složka v propulsńı fázi je větš́ı než v brzd́ıćı fázi. Rychlost pohybu (ch̊uze) je př́ımo úměrná
velikosti odrazu a směru a frekvenci śıly odrazu. Tuto śılu dodávaj́ı extensoři kyčelńıho kloubu,
kolenńıho kloubu a hlezenného kloubu, směr pak natočeńı dolńı končetiny v okamžiku svalového
smrštěńı, přitom dolńı končetiny prováděj́ı jakýsi kyvadlový pohyb. Ch̊uze může býti definována
jako stř́ıdavé ztráceńı a následné nabýváńı rovnováhy (stability) źıskáńım nové podpěrné polohy,
přičemž rovnováha (stabilita) je př́ımo úměrná velikosti podpěrné plochy. Tedy při ch̊uzi se tělo po-
hybuje vpřed stř́ıdavou činnost́ı dolńıch končetin, přičemž se tělo v každé fázi kroku oṕırá alespoň
jednou končetinou (podp̊urnou či nosnou končetinou) o podložku, druhou končetinu nazýváme viśıćı
či kročnou končetinou. Jedná se o translačńı pohyb celého těla, prováděný úhlovými pohyby jeho
jednotlivých část́ı. Během ch̊uze se obě končetiny stř́ıdaj́ı ve své funkci hnaćı a podpěrné. Znalost
správné polohy končetiny při analýze ch̊uze je podstatná. Z tohoto d̊uvodu biochemici krok rozfázovali
na 31 fáźı (Bombeli (1983)). Během kroku dolńı končetiny procházej́ı fáźı švihu a fáźı podpory. Fáze
podpory se děĺı na fázi zbrzděńı (od okamžiku, kdy se kročná noha dotkla podložky, k okamžiku, kdy
je těsně pod těžǐstěm) a na fázi propulsńı (od momentu, kdy je noha těsně pod těžǐstěm k okamžiku,
kdy opust́ı podložku). Začátek fáze brzděńı jedné končetiny se překrývá s koncem propulsńı fáze druhé
končetiny, hovoř́ıme pak o fázi dvoj́ı opory jež je společnou (časově krátkou) fáźı obou končetin. V této
fázi se obě nohy dotýkaj́ı podložky, předńı oporná končetina se dotýká patou a zadńı hnaćı se dotýká
podložky špičkou. Tato fáze je však velmi labilńı. Detailńı analýzu jednotlivých fáźı kroku podávaj́ı
anatomické a svalové analýzy ch̊uze. Těžǐstě těla se při ch̊uzi stř́ıdavě zvyšuje a snižuje, nejvýše je
v polovině kroku, tj. v okamžiku, kdy viśıćı končetina mı́j́ı nosnou končetinu. Délka a doba kroku
záviśı na délce končetin, ř́ıd́ı se tedy zákony kyvu. Na ch̊uzi má vliv věk, pohlav́ı a tělesná konstituce.

Matematická simulace ch̊uze, jak plyne z anatomické a svalové analyzy ch̊uze, je úkol nadmı́ru
těžký, nebot’ v každém časovém okamžiku se měńı poloha i tvar pohybuj́ıćı se končetiny. V naš́ı studii
se omeźıme na studium zat́ıžeńı dolńı končetiny nebo jej́ıch část́ı (kyčelńı kloub, kolenńı kloub) v 16té
fázi kroku (Bombelli (1983)) při vysokém namáháńı v čase, a při zat́ıžeńı odpov́ıdaj́ıćım váze člověka.

Chceme-li správně simulovat napět’ové poměry v totálńı náhradě kloubu, muśıme znát fyziologické
rozložeńı p̊usob́ıćıch sil v kloubu samotném i rozložeńı sil, jež se na kloub (např. kolenńı, kyčelńı,
apod.) přenášej́ı z kosterńıho skeletu a nav́ıc také fyziologicky správný směr p̊usob́ıćıch sil.

Většina autor̊u vycháźı z Pauwelsovy úvahy, který řešil pouze jednorozměr- nou úlohu s uvažováńım
pouze hmotnosti těla a svalové śıly abduktor̊u. Tyto představy se rozšǐruj́ı do roviny frontálńı pro
statický stoj na jedné noze a zjednodušené p̊usobeńı sval̊u. Z této představy můžeme potvrdit jen to,
že śıla P jako výslednice silového p̊usobeńı hmotnosti člověka a funkce svalových skupin je rozhoduj́ıćı
pro určeńı tlakového zat́ıžeńı hlavice a krčku stehenńı kosti a že namaháńı horńıho konce stehenńı
kosti, a tedy i umělé náhrady kyčelńıho kloubu, bude mı́t ohybový charakter.

Prostorová analýza p̊usobeńı jednotlivých svalových skupin v sektoru kyčelńı- ho kloubu zat́ım
nebyla nikým provedena. Je zřejmé, že p̊usob́ıćı horizontálńı svalové śıly ovlivńı směr śıly P .

Na zatěžováńı implantované kloubńı náhrady kyčelńıho kloubu má vliv ch̊uze, která je rozho-
duj́ıćım faktorem ovlivňuj́ıćım charakter zatěžováńı kloub̊u dolńı končetiny. Ch̊uze je dopředný pohyb
ve směru kolmém k frontálńı rovině. Proto analyzujeme p̊usobeńı śıly v rovině směru pohybu, tj. v ro-
vině sagitálńı. Umělé jamky kyčelńıho kloubu, které byly před deľśı dobou implantovány a funkčně
zatěžovány nás informuj́ı o směru p̊usobeńı śıly na hlavici umělé náhrady kyčelńı- ho kloubu při ch̊uzi.

Pohyb těla při ch̊uzi předpokládáme za pohyb rovnoměrný, který je udržován silovými impulsy
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pružných prvk̊u, totiž sval̊u. Z experimentálńıch měřeńı plyne, že reakčńı śıla převyšuje silové p̊usobeńı
vyvolané hmotnost́ı pokusné osoby celkem nevýznamně. Jej́ı zvýšeńı je reakce silových impuls̊u. Druhé
zjǐstěńı se týká řádově zvýšené śıly p̊usob́ıćı na hlavici kyčelńıho kloubu. Charakteristický pr̊uběh této
śıly v krokovém cyklu odpov́ıdá pr̊uběhu śıly registrované na nášlapné desce, je však řádově vyšš́ı. To
je d̊usledek p̊usobeńı jednotlivých svalových skupin zapojených při odrazu a došlapu dolńı končetiny.
Pro matematické modelováńı a simulováńı tohoto pohybu bude nutno zjistit velikosti těchto p̊usob́ıćıch
sil. Z předchoźıch úvah můžeme dedukovat, že

(i) reakčńı śıly při odrazu a došlapu jsou vždy větš́ı než śıly vyvolané hmotnost́ı testované osoby,
nár̊ust je úměrný zrychleńı při odrazu a došlapu;

(ii) reakčńı śıla při odrazu je větš́ı než reakčńı śıla při došlapu, nebot’ reakce na podložce nevyjadřuje
reálnou śılu p̊usob́ıćı v kloubech dolńı končetiny, odrazová śıla p̊usob́ı na deľśım úseku pohybu těžǐstě
těla;

(iii) śıla, kterou p̊usob́ı odrazová noha v kyčelńım kloubu muśı být pro udržeńı dopředného pohybu
větš́ı než reakčńı śıla v kyčelńım kloubu při došlapu;

(iv) směr těchto reakčńıch sil je bĺızký poloze osy stehenńı kosti při odrazu a došlapu;
(v) v okamžiku, kdy těžǐstě těla procháźı nad oporovou nohou je śıla p̊usob́ıćı na klouby dolńı

končetiny nejmenš́ı, nebot’ svaly oporové nohy nejsou v akci a švihová noha p̊usob́ı jako rovnovážný
prvek.

Odtud se domńıváme, že na rozd́ıl od statického stoje o jedné noze, kdy je silové zat́ıžeńı hlavice en-
doprotézy zvýšeno p̊usobeńım sval̊u udržuj́ıćıch rovno- váhu, je situace při ch̊uzi opačná. Svaly zvyšuj́ıćı
silové p̊usobeńı v kloubech dolńı končetiny jsou zapojeny při ch̊uzi v okamžiku odrazu a došlapu a ve
fázi plné opory p̊usob́ı jako rovnovážný prvek švihová noha. Sńıžeńı vertikálńıho silového p̊usobeńı
hmotnosti těla na podložku je zp̊usobeno horizontálńı silovou složkou těla v pohybu.

Odtud vyplývá, že směr śıly, která p̊usob́ı na všechny klouby dolńı končetiny při ch̊uzi bez opory,
bude prob́ıhat rovinou proloženou směrem ch̊uze, tedy rovinou sagitálńı. Největš́ı reakčńı śıla bude
p̊usobit na klouby v okamžiku odrazu a došlapu. Směr této śıly vzhledem k vertikále sagitálńı roviny
je u kyčelńıho kloubu určen délkou kroku a u kolenńıho kloubu polohou osy stehenńı kosti.

Po implantaci umělé náhrady kyčelńıho kloubu se biomechanické poměry v kloubńım sektoru
měńı, předevš́ım v závislosti na intenzitě pohybu pacienta. Z pohybové aktivity vyplývá nejen hodnota
výsledné śıly, která p̊usob́ı na hlavici kyčelńıho kloubu, ale také mı́ra kolébáńı pánve v rovině frontálńı.
S větš́ı aktivitou pacienta se směr výsledné śıly, ve vztahu k vertikálńı ose pánve, odkláńı laterálně.
Č́ım nižš́ı pohybovou aktivitu pacient projevuje, t́ım menš́ı je opotřebeńı.

Umělá náhrada kyčelńıho kloubu je nejv́ıce namáhaným kloubem z hlediska p̊usobeńı ohybového
momentu. Velkou úlohu zde hraje zp̊usob ukotveńı dř́ıku kloubńı náhrady ve dřeňovém kanálu stehenńı
kosti. Dř́ık má kĺınový tvar zužuj́ıćı se směrem k jeho dolńımu konci. Tento tvar je zvolen z toho
d̊uvodu, aby při zaváděńı do dřeňového kanálu stehenńı kosti vyplněné kostńım cementem PMMA,
pronikal dř́ık hmotou PMMA a přitom ji vtlačil do spongiózńı kosti na vnitřńım povrchu kanálu. T́ım,
že PMMA vyplńı všechny nerovnosti v uvolněném kanálu horńıho konce stehenńı kosti, vytvoř́ı ideálńı
lože pro dř́ık kloubńı náhrady. Daľśı d̊uvod pro jeho tvar je snadné jeho uvolněńı směrem nahoru při
reoperaci. Kĺınovitý dř́ık má z hlediska pevnosti v určitém mı́stě sv̊uj tzv. kritický pr̊uřez. V př́ıpadě,
že dř́ık je pevně zafixován a naléhá na rovinu resekovaného krčku stehenńı kosti svým ĺımcem, potom
se endoprotéza chová jako rigidńı dvouramenná páka a namáháńı ohybovým momentem se projev́ı
pouze na krčku endoprotézy. Na dř́ıku se ohybový moment projev́ı jenom jako výsledná tlaková śıla,
která p̊usob́ı na opačném konci páky, tj. na konci dř́ıku, tlakem na vnitřńı povrch kostńıho kanálu.
V př́ıpadě, že dř́ık je částečně uvolněn pak se endoprotéza chová jako ukotvený št́ıhlý prizmatický
prut. Podle našeho názoru a našich numerických výsledk̊u ne tak přesně, nebot’ na uvolněné části
dř́ıku p̊usob́ı coulombovské třeńı a takto uvolněný dř́ık endoprotézy je třeba chápat a studovat jako
elastické těleso s část́ı hranice jako kontakt mezi dř́ıkem a femurem, tj. studovat jako kontaktńı úlohu
se třeńım.

Extrémńı zatěžováńı umělé náhrady kyčelńıho kloubu ohybovým momentem po implantaci vy-
volává někdy poruchy v kotveńı PMMA. To souviśı s rozd́ılnou elasticitou stehenńı kosti, PMMA
a dř́ıku TEP. Proto se hledaj́ı nová konstrukčńı řešeńı dř́ık̊u a jejich kotveńı. Ćılem je nalézt taková
nová řešeńı, která by umožnila kotveńı dř́ıku bez PMMA při dlouhodobé funkčńı spolehlivosti, ale
také dosáhnout takové elasticity jej́ıho dř́ıku, která by byla bĺızká elasticitě stehenńı kosti a nav́ıc,
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aby po zahřát́ı na teplotu těla dř́ık plně dolehl na stěnu vyfrézované stehenńı kosti. Zde se ukazuj́ı
v prvńım př́ıpadě jako nadějné kompozitńı materiály a keramiky na bázi Al2O3 a ZrO2. Přitom
hlavńım aspektem pevnostńı charakteristiky TEP kyčelńıho kloubu je rozložeńı napět́ı vyvolané ohy-
bovým momentem. V tomto př́ıpadě je účinným pomocńıkem matematická simulace funkce TEP.

Při určeńı hodnoty makronapjatosti dř́ıku náhrady kyčelńıho kloubu se v současnosti předpokládá,
že śıla F a neutrálńı osa dř́ıku náhrady kyčelńıho kloubu lež́ı v jedné rovině. Pro směr p̊usob́ıćı
śıly F se předpokládá vertikálńı směr, tj. směr shodný s polohou osy těla při ch̊uzi. Potom na dř́ık
p̊usob́ı maximálńı ohybový moment M0 = Fa, kde a (∼ 22mm) je rameno p̊usob́ıćı śıly F vzhledem
k neutrálńı ose dř́ıku. Ve skutečnosti tyto poměry jsou daleko složitěǰśı. Proto v námi předkládaném
modelu předpokládáme, že zat́ıžeńı dané hmotnost́ı pacienta se přenáš́ı na pánev a z pánve na jamku
a odtud na hlavici, dř́ık a stehenńı kost (femur) ve statickém př́ıpadě stoje o jedné noze. V př́ıpadě
dynamickém, tj. při ch̊uzi, předpokládáme, že se zat́ıžeńı dané hmotnost́ı těla a p̊usob́ıćıch svalových
sil přenáš́ı v každém časovém okamžiku na pánev, z pánve na jamku a odtud na dř́ık a femur, přičemž
absolutńı hodnota a směr p̊usob́ıćıch śıl se v čase měńı.

2 Matematické modely statického a dynamického zatěžováńı
kyčelńıho a kolenńıho kloubu a jejich náhrad

2.1 Model kloubńıch systémů

Úvod

Chováńı kloubu za dynamických podmı́nek je dáno konstitučńımi vlastnostmi jednotlivých komponent
kloubńıho systému. Jejich elastické a viskózně elastické vlastnosti vytvářej́ı poddajnostńı podmı́nky
v kloubu, jeho nitrokloubńıch vztah̊u. Tyto podmı́nky jsou ještě nav́ıc ovlivněny stavbou a mohut-
nost́ı okolńıho vazivového a svalového systému. Aplikaćı totálńıch náhrad za porušený kloub docháźı
k narušeńı těchto nitrokloubńıch vztah̊u. Požadavkem proto je, aby toto narušeńı nepřesáhlo únosnou
mez pro pacienta a tedy, aby nepřekročilo mez biomechanické a biologické únosnosti. Biomechanické
požadavky představuj́ı jednak požadavky tvarové (vyplněńı prostoru v měkkých tkáńıch, rozložeńı
tlakové śıly na kontaktńıch plochách TEP), požadavky statického namáháńı (pevnost, pružnost)
a požadavky dynamického namáháńı (únavová pevnost, odolnost proti otěru). Proto TEP muśı být
tvarována tak, aby zajistila jak funkci kyčelńıho kloubu, tak i spolehlivé jej́ı ukotveńı v kloubńım
sektoru skeletu. Kontaktńı plochy kloubńıch komponent jsou určuj́ıćı pro funkci náhrady kloubu
a to jak z hlediska jeho funkce tak i z hlediska rozložeńı tlakového napět́ı, což má vliv na životnost
náhrady. Konstrukce kontaktńıch ploch u TEP muśı nahradit funkci chrupavky a synoviálńı tekutiny
ve zdravém kyčelńım kloubu a zajistit přenášeńı dynamických zat́ıžeńı vznikaj́ıćıch v d̊usledku dyna-
mického p̊usobeńı svalových sil a současně zajistit zachyceńı sil vznikaj́ıćıch při přechodu do klidového
stavu.

Kyčelńı kloub má v těle unikátńı postaveńı, nebot’ spojuje končetinu nesoućı hmotnost celého
těla s relativně nepohyblivým pánevńım kruhem. Velikost tlakové śıly p̊usob́ıćı na hlavici stehenńı
kosti (femuru) lze podle klasické biomechaniky źıskat ze silového paralelogramu, t.j. z hmotnosti těla
a výslednice svalových sil udržuj́ıćıch rovnováhu. Působeńı této výslednice svalových sil prob́ıhá od
velkého trochanteru, kde jsou všechny uvažované abduktory upnuty, směrem k horńı hraně pánve.

Architektura skeletu kyčelńıho kloubu je proto určována kombinaćı statického zat́ıžeńı a dynamic-
kou složkou danou stahy svalstva a tonusem ligament. Obě složky dostávaj́ı společného jmenovatele
v obdob́ı, kdy kyčelńı kloub začne plnit biomechanické nároky, které přináš́ı ch̊uze. Jak ukázala řada
autor̊u (Rydell, Paul, Sorbie et al., Debrunner, Groh et al., Stokes et al., Carlson, Karas, Otáhal)
pro kyčelńı kloub jsou typické dva vrcholy p̊usob́ıćı tlakové śıly během oporové fáze jednoho kroku.
Pr̊uběh tlakové śıly při ch̊uzi v kyčelńım kloubu v oporové fázi jednoho kroku je na obr.1 (podle
Paula). Analýza křivky ukazuje, že při přenášeńı tělesné hmotnosti na oporovou nohu stoupá tlakové
zat́ıžeńı kyčelńıho kloubu nejvýše a při švihové fázi klesá na nulu. Koĺısáńı během trváńı oporové fáze
je d̊usledek p̊usobeńı dynamických sil.

Měřeńı na kolenńım kloubu během oporové fáze kroku jsou na obr.2 (podle Morissona). Cha-
rakteristické jsou tři vrcholy śıly rozložené mezi došlapem a odrazem oporové nohy. Horńı konec
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Obrázek 2.1: Pr̊uběh tlakové śıly v kyčelńım kloubu při ch̊uzi (podle Paula)

Obrázek 2.2: Pr̊uběh tlakové śıly v kolenńım kloubu při ch̊uzi (podle Morissona)

stehenńı kosti je tvořen spongiózńı kost́ı potaženou tenkou vrstvou kosti kortikálńı. Spongiózńı kost
je uspořádaná do systémů trámc̊u přenášej́ıćıch śıly p̊usob́ıćı na celý horńı konec stehenńı kosti. T́ım
je zabezpečena vysoká pevnost kosti při minimu kostńıho materiálu. Na předozadńım rentge- novém
sńımku kyčelńıho kloubu lze v horńı části stehenńı kosti rozlǐsit 5 systémů kostńıch trámc̊u (viz. obr.3,
obr.4). Primárńı mediálńı tlakový systém prob́ıhá z horńıho kvadrantu hlavice téměř kolmo dol̊u do
oblasti mediálńı kortikalis proximálńı části diafýzy stehenńı kosti. Primárńı laterálńı tahový systém
prob́ıhá z dolńıho kvadrantu hlavice a obloukem prob́ıhá krčkem do laterálńı části horńıho konce
diafýzy stehenńı kosti v oblasti báze velkého trochanteru. Sekundárńı mediálńı tlakový systém prob́ıhá
od mediálńı kortikalis horńı části diafýzy stehenńı kosti proximálně a laterálně. Sekundárńı laterálńı ta-
hový systém prob́ıhá od laterálńı kortikalis horńı části diafýzy femuru proximálně a mediálně. Trámce
velkého trochanteru prob́ıhaj́ı z laterálńı kortikalis velkého trochanteru proximálně a mediálně. Tento
tlakový systém je následně porušen aplikaćı totálńı náhrady kyčelńıho kloubu. (Směry jsou následuj́ıćı:
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Obrázek 2.3: Předozadńı rtg. sńımek kyčelńıho kloubu

Obrázek 2.4: Uspořádáńı trabekulárńıho systému proximálńıho femoru, modifikováno podle Bartoš
(1998)

proximálně = nahoru, distálně = dolu, ventrálně = dopředu, dorzálně = dozadu, mediálně = dovnitř,
laterálně = zevně.).

Kolenńı kloub je velmi složitý systém. Kolenńı kloub je válcovitého typu a je největš́ım kloubem
v lidském těle. V kolenńım kloubu se stýkaj́ı tři kosti, totiž kost stehenńı, kost holenńı a čéška. Mohutný
dolńı konec stehenńı kosti (femuru) je zakončen dvěma kondyly, jež jsou oddělené mezikondylovou
jámou. Kloubńı plochy kondyl̊u jsou vypouklé v rovině čelńı a předozadńı, vzadu odděleny a vpředu
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se spojuj́ı v čéškovou jamku. Boky kondyl̊u, t.zv. epikondyly, jsou vnitřńı a vněǰśı, přičemž vnitřńı
epikondyl je větš́ı než vněǰśı. Vlastńı hlavice kloubu je tvořena válcovitými kloubńımi plochami obou
kondyl̊u s nestejnoměrným zakřiveńım, vpředu s menš́ım zakřiveńım než v zadńı č́ısti. Oba kondyly
zapadaj́ı jen přibližně do oválných mělkých jamek na obou kondylech tibie. K vyrovnáńı nesouladu
v zakřiveńı slouž́ı vazivové prstence, tzv. menisky, jež oslabuj́ı vzájemné nárazy kloubńıch ploch,
předevš́ım při doskoku. Kondyly femuru jsou konvexńı, zat́ımco kondyly tibie jsou ploché.

Kolenńı kloub má velmi složitý vazivový aparát, nejsložitěǰśı ze všech velkých kloub̊u. Nejd̊uležitěǰśı
jsou vazy zkř́ıžené, postranńı a tractus iliotibialis. Zkř́ıžené vazy jsou uloženy ve fossa intercondylaris.
Předńı zač́ıná na mediálńı ploše zevńıho kondylu femuru dorzálně, směřuje ventro-medio-distálně
a uṕıná se na předńı část interkondylické eminence. Zadńı zkř́ıžený vaz zač́ıná z předńı části laterálńı
plochy mediálńıho kondylu, směřuje dorzo-latero-distálně a uṕıná se na zadńı část interkondylické
eminence. Zkř́ıžené vazy jsou nejvýznamněǰśı vazivové stabilizátory kolenńıho kloubu.

Postranńı vazy jsou rovněž dva. Vnitřńı je součást́ı kloubńıho pouzdra. Zač́ıná na vnitřńım epikon-
dylu femuru, směřuje distálně a uṕıná se do mediálńı plochy proximálńı tibie 6 a 9 cm pod kloubńı
štěrbinou. Zevńı postranńı vaz neńı součást́ı kloubńıho pouzdra, ale prob́ıhá nad ńım. Zač́ıná na
zevńım epikondylu femuru, směřuje distálně a uṕıná se do špičky hlavičky kosti lýtkové.

Chováńı kolenńıho kloubu v dynamických podmı́nkách je dáno vlastnostmi jednotlivých komponent
kloubńıho systému, přičemž jejich elastické a viskózně elastické vlastnosti spolu se svalovým systémem
vytvářej́ı podmı́nky poddajnosti v kloubu. K těmto vlastnostem přistupuje ještě Coulombovské třeńı,
které je v intervalu 0.001-0.025. Ve statickém př́ıpadě třećı śıla roste se zat́ıžeńım kloubu. Namáháńı
kolenńıho kloubu nezáviśı jen na vlastńım zat́ıžeńı kloubu, které se přenáš́ı přes femur, ale i na p̊usobeńı
svalových sil. Podle Maqueta a Pelzera při zat́ıžeńı vlastńı hmotnost́ı (vahou) člověka cca 540N je
zat́ıžeńı svalovými silami při stoji na jedné noze cca 730N a tedy celkové zat́ıžeńı kolenńıho kloubu je
cca 1270N. Celkové zat́ıžeńı na počátku kroku je cca 2400N a při doskoku při ch̊uzi ze schod̊u 4000N.
Velikost kontaktńı plochy je cca 320mm2.

Navigovaná operačńı technika

Zkvalitněńı navigované operačńı techniky je v současné době jedńım z primárńıch úkol̊u biomecha-
nického výzkumu. Problém současné navigované operačńı techniky je v jej́ım kinematickém př́ıstupu
(viz obr. 5 a,b,c,d), kdy se určuje mechanická osa končetiny a vhodný návrh resekce femorálńı části ko-
lenńıho kloubu, nedefinuje však vedle zatěžuj́ıćıch sil vliv napět́ı měkkých tkáńı na vyšetřovaný kloubńı
systém. O napjatostńıch poměrech, tlakových a tahových, v kloubńım systému po aplikaci totálńı
náhrady kloubu rozhoduje napět́ı měkkých část́ı kloubńıho systému v okoĺı náhrady, tj. kloubńıho
pouzdra, vaz̊u, svalových úpon̊u a výsledné osové postaveńı celé končetiny. Pozorováńı lékař̊u při re-
operaćıch náhrad kloub̊u nás informuj́ı, že u pacient̊u docháźı k předčasnému opotřebeńı plastové
vložky s produkćı velkého množstv́ı polyetylénových částic, které v organismu iniciuj́ı reakce vedoućı
k uvolňováńı kovových komponent totálńı náhrady z kosti. Tomu je nutno předem zabránit ještě před
samotným operačńım výkonem, t́ım že ještě před operačńım výkonem nejprve situaci předem nasimu-
lujeme při r̊uzných situaćıch, např. v př́ıpadě kolenńıho kloubńıho systému u pacienta reálnou situaci
ověřujeme při aplikaci r̊uzných axiálńıch úchylek a následně v pr̊uběhu samotného operačńıho výkonu
se ověřuje nejlepš́ı návrh z ř́ıd́ıćıho zař́ızeńı navigované operačńı techniky, který se snaž́ıme podle
výsledk̊u navrženého postupu matematické simulace dále vylepšit.

V této studii navrhovaný př́ıstup poč́ıtá s matematickou simulaćı (kvazi-) staticky resp. dynamicky
zatěžovaného kloubńıho systému - kyčelńıho resp. kolenńıho, v návaznosti na určeńı geometrie skeletu
odvozeného na základě sńımaných bod̊u na skeletu a virtuálńıho skeletu v ř́ıd́ıćım zař́ızeńı navigované
operačńı techniky v pr̊uběhu navigovaného operačńıho zákroku. Dodržeńı správného napět́ı měkkých
tkáńı zajǐst’uj́ıćı vyváženost ve všech částech kloubu a předevš́ım dodržeńı osových poměr̊u ve smyslu
zachováńı resp. obnoveńı zátěže v mechanické ose dolńı končetiny je pro životnost totálńıch náhrad
kolenńıch kloub̊u zcela zásadńım požadavkem, který muśı zachovávat i matematický model. Podobně
je tomu i u kyčelńıho kloubu. Navrhovaná metodika předpokládá, že po sejmut́ı bod̊u na vyšetřované
části skeletu a následném vygenerováńı geometrie skeletu pacienta se vytvoř́ı matematický model, po-
moćı kterého se analyzuje správnost navrhovaného operačńıho postupu navigované operačńı techniky.
Vytvořený matematický model bude analyzován numericky, jehož algoritmus bude založen na kon-
taktńı úloze teorie lineárńı pružnosti, vazko-pružnosti s krátkou resp. dlouhou pamět́ı, nebo nelineárńı
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 2.5: a),b) vymezeńı mechanické osy končetiny, b),c),d) vymezeńı resekované plochy

pružnosti a metodě konečných prvk̊u. Přitom zatěžovaćı śıly v modelu budou simulovat zatěžováńı
vyšetřovaného kloubńıho systému v okoĺı 16té fáze kroku. Vhodné numerické algoritmy, řeš́ıćı matema-
tické modely kontaktńıch úloh, by měly býti zabudovány do systému obecných algoritmů navigované
operačńı techniky. Aplikace navrhované metodiky záviśı však na umožněńı př́ıstupu k dat̊um z ř́ıd́ıćı
jednotky navigované operačńı techniky, tj. ke geometrii vyšetřované části skeletu a návrhu resekované
části skeletu.

Následně bude na operatérovi, aby posoudil, zda návrh operačńıho postupu z ř́ıd́ıćı jednotky na-
vigované operačńı techniky souhlaśı s jeho představami, a pokud ne, pak muśı požadovat opravu
navrhovaného postupu a vytvořit nový matematický model např. kolenńıho kloubńıho systému s opra-
venou axiálńı úchylkou a analyzovat napjatostńı poměry ve vyšetřovaném kloubńım systému. Pouze
d̊usledná analýza napjatostńıch poměr̊u v kloubńım systému umožńı operatérovi posoudit správnost
navrhovaného operačńıho postupu.

Metodika popsaná v daľśıch částech studie umožňuje numerickou analýzu napjatosti ve studovaném
kloubńım systému při dynamickém resp. kvazistatickém zatěžováńı kloubńıho systému. Matematickou
simulaci navigované operačńı techniky podstatně komplikuje změna polohy vyšetřovaného kloubńıho
systému během operace v čase, což neńı náplńı této studie.
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Na základě platných zákon̊u biomechaniky, informaćı o geometrii studované části skeletu, stanovené
reologii, stavu chováńı studované části skeletu v daném prostoru a počátečńım čase pak můžeme od-
vodit matematický model, který je založen na řadě intuitivńıch krok̊u, které bohužel nikdy nemůžeme
ověřit. Nav́ıc i źıskaná vstupńı data můžeme určit pouze s jistou nepřesnost́ı, danou možnostmi
současných měřeńı materiálových parametr̊u kostńı, chrupavčité a vazivové tkáně a jejich geomet-
rie. Odvod́ıme-li matematický model včetně okrajových a počátečńıch podmı́nek, charakterizuj́ıćıch
vlivy okoĺı v prostoru a čase na vyšetřovanou část skeletu, můžeme analyzovat matematický model
v jeho spojité i diskrétńı podobě a tedy dokázat existenci a př́ıpadně i jednoznačnost řešeńı spojité
a diskrétńı úlohy, konvergenci diskrétńı úlohy k přesnému řešeńı studované úlohy, jakož i konvergenci
užitých numerických metod a algoritmů. Vzhledem k nepřesným (nejistým) vstupńım dat̊um s nimiž
vstupujeme do modelu muśıme se ptát i na přesnost obdržených výsledk̊u.

Obecně lze modelovat lidské klouby za použit́ı r̊uzných reologíı, poč́ınaje lineárńı pružnost́ı až po
vazko-pružné a nelineárńı reologie.

V současné době je výzkum zaměřen na hledáńı vhodných reologíı použitelných pro vytvořeńı
nejlepš́ıho matematického modelu, základńı matematická analýza navržených matematických mo-
del̊u a hledáńı optimálńıho algoritmu řešeńı modelové úlohy a optimálńıch konečně prvkových śıt́ı.
Důležitost optimálńıch algoritmů je evidentńı, nebot’ v pr̊uběhu navigovaného operačńıho zákroku čas
je jedńım z d̊uležitých faktor̊u úspěšnosti operace.

Reologie a konstitutivńı vztahy

Necht’ studovaná oblast lidského kloubu v nedeformovaném stavu zauj́ımá oblast Ω =
r∪

ι=1
Ωι ⊂ RN , N =

2, 3. Budeme předpokládat, že oblast Ω je ohraničena dostatečně hladkou hranićı ∂Ω = Γu ∪ Γτ ∪
Γc(∪Γ0), kde Γu = 1Γu∪ 2Γu označuje hranici, kde část studovaného skeletu je upevněna, zat́ımco na
druhé části této hranice je předepsáno posunut́ı, což se s výhodou už́ıvá při modelováńı operačńıch
postup̊u při osteotomii. Dále necht’ Γτ = 1Γτ∪ 2Γτ je část hranice, kde studovaná část skeletu je
zatěžována resp. je bez zat́ıžeńı a dále necht’ Γc označuje kontaktńı hranici mezi oběma částmi kloubu
které jsou v kontaktu. V některých studovaných př́ıpadech, např. horńıch končetin spolu s pánv́ı se
s výhodou za předpokladu, že pánev je symetrická, může studovat pouze polovina studované oblasti.
Hranici symetrie potom označ́ıme symbolem Γ0. Necht’ t ∈ I ≡ (0, tp), tp > 0, označuje ještě časový
interval, kde tp je celkový čas ve kterém ve studovaném kloubu či jeho náhradě prob́ıhaj́ı všechny
biomechanické procesy. Dále ještě budeme předpokládat, že se zatěžovaćı śıly obecně měńı s časem.

Pohyb studovaného kloubńıho systému je popsán pohybovou rovnićı

ρ

(
∂vi

∂t
+

∂vi

∂xj
vj

)
=

∂τij

∂xj
+ fi, i = 1, .., N,N = 2, 3, (2.1)

kde fi jsou objemové śıly, vi = ∂ui

∂t jsou složky vektoru rychlosti, ui jsou složky vektoru posunut́ı,
τij je tensor napět́ı a ρ je hustota. Jelikož lidský kloub je v konstantńım t́ıhovém poli, potom můžeme
účinek gravitačńıch sil zanedbat.

V př́ıpadě viskoelastického materiálu s krátkodobou pamět́ı vztah mezi napět́ım a přetvořeńım
(malou deformaćı) je dán vztahem

τij(x, t) = c
(0)
ijklekl(u(x, t)) + c

(1)
ijkl

∂ekl(u(x, , t))
∂t

. (2.2)

Napět́ı v tomto př́ıpadě záviśı pouze na deformaci v čase t a v čase těsně předcházej́ıćım času t. Koefi-
cienty c

(0)
ijkl jsou koeficienty pružnosti a koeficienty c

(1)
ijkl jsou koeficienty viskozity a splňuj́ı podmı́nky

c
(0)
ijklεijεkl ≥ αεijεij , c

(1)
ijklεijεkl ≥ α1εijεij ∀εij = εji, α > 0, α1 > 0 (2.3)

a podmı́nky symetrie

c
(0)
ijkl = c

(0)
jikl = c

(0)
klij = c

(0)
ijlk,

c
(1)
ijkl = c

(1)
jikl = c

(1)
klij = c

(1)
ijlk.

(2.4)

V př́ıpadě izotropńıho materiálu
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c
(0)
ijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk),

c
(1)
ijkl = νδijδkl + η(δikδjl + δilδjk),

kde λ, µ jsou Lamého parametry, ν, η - koeficienty viskozity.
V př́ıpadě viskoelastických materiál̊u s dlouhodobou pamět́ı je vztah mezi napět́ım a přetvořeńım

dán vztahem

τe
ij(x, t) = c

(0)
ijklekl(x, t) +

∫ t

0

bijkl(t− τ)ekl(x, τ)dτ, (2.5)

kde c
(0)
ijkl jsou koeficienty elasticity, bijkl(x, t) charakterizuj́ı vlastnosti materiálu s pamět́ı - jsou “pamět́ı

materiálu”. Koeficienty c
(0)
ijkl splňuj́ı podmı́nky symetrie (2.4) a c

(0)
ijkleijekl ≥ ceijeij , koeficienty visko-

zity bijkl splňuj́ı podmı́nky symetrie a podmı́nky regularity

bijkl = bjikl,
bijkl, ∂bijkl/∂t, ∂2bijkl/∂t2 ∈ L∞(Ω× I). (2.6)

Většinou v praktických úlohách “pamět’” ubývá exponenciálně k nule s časem.
A právě materiály s dlouhodobou pamět́ı by byly velmi výhodné pro implantáty umělých kloub̊u,

dř́ık̊u endoprotéz bez cementováńı.

Tepelná napět́ı jsou definována vztahem

T τij = −βij(T − T0), (2.7)

kde βij je koeficient tepelné roztažnosti, jenž je omezený a symetrický, T, T0 jsou skutečné a po-
čátečńı teploty.

Vztah mezi napět́ım a deformaćı ve vazko-pružné reologii je dán vztahem

τij = τe
ij + T τij . (2.8)

Okrajové a kontaktńı podḿınky

Z anatomických a svalových analýz vyplývá, že lidské klouby jsou během pohybu zatěžovány a jejich
části jsou ve vzájemném kontaktu. Působ́ıćı zatěžovaćı śıly jsou funkćı prostorových souřadnic a času.

Matematickým modelováńım okrajových podmı́nek lze simulovat biomechanické procesy prob́ıha-
j́ıćı v lidském kloubu. Je-li kostńı tkáň upevněna, potom posunut́ı jsou nulová, nenulovými posunut́ımi
např. simulujeme operačńı postup při osteotomii. O teplotě na hranićıch Γu a Γτ budeme předpokládat,
že je daná a rovná tělesné teplotě. Potom okrajovou podmı́nku vyjádř́ıme ve tvaru

T (x, t) = T1(x, t),
u(x, t) = u2(x, t) ( 6= 0 nebo = 0) na (1Γu ∪ 2Γu)× I, meas iΓu ≥ 0, i = 1 (2.9)

V některých př́ıpadech je výhodné okrajovou podmı́nku definovat jako pod- mı́nku popisuj́ıćı odvod
tepla okolńı krv́ı.

Svalová tkáň vyvolává v úponech šlachové śıly, které se přes úpony přenášej́ı na kostńı tkáň.
Abychom mohli správně simulovat funkci přirozeného kloubu a funkci jeho umělé náhrady, muśıme
přesně znát fyziologické rozmı́stěńı úpon̊u na kostńı tkáni, absolutńı velikosti sil v těchto mı́stech
p̊usob́ıćıch, jakož i směr jejich p̊usobeńı. Potom tyto svalové (šlachové) śıly jsou zatěžovaćımi povr-
chovými silami. Okrajovou podmı́nku potom vyjádř́ıme ve tvaru

T (x, t) = T1(x, t),
τijnj = Pi (6= 0 resp. = 0) na (1Γτ ∪ 2Γτ )× I, meas iΓτ > 0, i = 1, 2. (2.10)

Vzniká otázka jaké podmı́nky plat́ı v dynamicky zatěžovaném pohybuj́ıćım se resp. staticky zatě-
žovaném nepohybuj́ıćım se kloubu resp. jeho umělé totálńı náhradě. Zat́ım se poč́ıtalo zat́ıžeńı jamky
acetabula a femuru a jejich náhrad zvlášt’ zatěžovaných výslednićı sil p̊usob́ıćı ve vertikálńım směru,
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která u kyčelńıho kloubu procháźı středem hlavice a středem zatěžované plochy acetabula. Při sklonu
zatěžované plochy od horizontály docháźı k porušeńı biomechanické rovno- váhy a podle sklonu plochy
k migraci hlavice laterálně nebo mediálně. Debrunner (1975) uvažuje nav́ıc vliv geometrických poměr̊u
v oblasti kyčle na namáháńı tohoto kloubu a poukazuje na vztah mezi počátkem abduktorového
svalstva ke kyčelńımu kloubu. V r. 1986 Karas tento model ještě zlepšil, když kromě hmotnosti těla
uvažoval i dynamické zat́ıžeńı zp̊usobené setrvačnými účinky těla při ch̊uzi a vliv hlavńıch svalových
skupin abduktor̊u a adduktor̊u. Problematika simulace funkce přirozeného i umělého kloubu je však
značně složitěǰśı a muśı se řešit komplexněji, nebot’ jednotlivé klouby na horńı či dolńı končetině jsou
v kloubńım pouzdře v kontaktu. Těmto podmı́nkám ř́ıkáme kontaktńı podmı́nky.

Kontaktńımi podmı́nkami rozumı́me podmı́nky popisuj́ıćı procesy na hranici kontaktu pomoćı
normálových napět́ı τn resp. tečných napět́ı τt a normálových posunut́ı un resp. tečných posunut́ı ut

resp. rychlost́ı vn resp. vt = u′t, kde u′ = ∂u
∂t . Tyto podmı́nky mohou býti formulovány jako nelineárńı

rovnosti nebo nerovnosti. V jejich d̊usledku pak řešené úlohy vedou na variačńı rovnice nebo variačńı
nerovnice.

Bud’ n = (n1, n2), t = (t1, t2) = (−n2, n1) v 2D př́ıpadě a n = (n1, n2, n3), t = (t1, t2, t3) v 3D
př́ıpadě vněǰśı normála resp. jednotkový tečný vektor, dále označme τi = τijnj vektor napět́ı, jeho
normálovou a tečnou složku τn = τini = τijnjni, τt = τ − τnn a normálové a tečné složky vektoru
posunut́ı un = uini, ut = u − unn, resp. vektoru rychlosti vn = v.n, vt = v − vnn. Dále označme
uk,ul, T k, T l (indexy k, l označuj́ı sousedńı komponenty kloubu resp. jeho umělé totálńı náhrady) jsou
posunut́ı a teploty v sousedńıch komponentách kloubu resp. jejich umělých náhrad. Všechny veličiny
jsou funkcemi času.

V př́ıpadě, že kontaktńı plochy jsou během zatěžováńı kloubu resp. během pohybu zatěžovaného
kloubu neustále v kontaktu, potom normálové složky posunut́ı resp. rychlosti jsou nulové tj. un = 0
resp. vn = 0 a tečná složka napět́ı je bud’ nulová nebo nenulová, tj. τn = 0 resp. τn 6= 0 a hovoř́ıme
o oboustranných kontaktńıch podmı́nkách. Tyto podmı́nky popisuj́ı normálně zat́ıžený kloubńı systém
s nebo bez synoviálńıho mazáńı.

Jiným typem kontaktńıch podmı́nek jsou jednostranné kontaktńı podmı́nky Signoriniho typu s
nebo bez třeńı. V tomto př́ıpadě během deformačńıho procesu komponenty lidského kloubu body
kontaktu měńı svoji polohu, ale komponenty kloubu se vzájemně nepronikaj́ı, tj.

uk
n − ul

n ≤ 0 v posunut́ıch resp. vk
n − vl

n ≤ 0 v rychlostech, (2.11)

kde kladný směr vněǰśı normály k hranici kontaktu n je chápán k oblasti Ωk, tvořené k-tou složkou
vyšetřovaného kloubńıho systému. Podmı́nka v rychlostech plat́ı pouze pro krátké časové intervaly
a uk

n − ul
n = 0 v čase t = 0 (Eck et al. (2005)).

Pro kontaktńı śıly z principu akce a reakce plyne

τk
n(x, t) = τ l

n(x, t) = τn(x, t), τk
t (x, t) = τ l

t (x, t) = τt(x, t).

Jelikož normálové složky nemohou býti kladné t.j. nemohou býti tahovými silami, potom

τn(x, t) = τk
n(x, t) = τ l

n(x, t) ≤ 0 v čase t. (2.12)

Během deformačńıho procesu obě koliduj́ıćı části kloubńıho systému jsou bud’ v kontaktu tj. uk
n −

ul
n = 0 v posunut́ıch nebo vk

n−vl
n = 0 v rychlostech nebo nejsou v kontaktu tj. uk

n−ul
n < 0 v posunut́ıch

nebo vk
n − vl

n < 0 v rychlostech. Odtud

(uk
n − ul

n)τk
n ≤ 0 v posunut́ıch nebo (vk

n − vl
n)τk

n ≤ 0 v rychlostech. (2.13)

Rovnice (2.11)-(2.13) jsou tzv. Signoriniho podmı́nky. V některých př́ıpadech uvažujeme me-
zeru (gap) g mezi koliduj́ıćımi komponentami kloubńıho systému, měřené podél vněǰśı normály, jehož
vymezeńı je dáno funkćı kloubńıho pouzdra.

Jestliže obě kloubńı komponenty jsou v kontaktu, pak nutně na kontaktńı hranici Γkl
c p̊usob́ı třeńı

v Coulombově smyslu a tedy na kontaktńı ploše p̊usob́ı třećı śıly gc = Fc|τn|, jež v absolutńı hodnotě
jsou úměrné absolutńı hodnotě p̊usob́ıćıch normálových sil. Koeficientem úměrnosti je Coulomb̊uv
koeficient třeńı Fc. Vzhledem k p̊usob́ıćım silám a třećım silám mohou nastat následuj́ıćı př́ıpady:
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Jestliže absolutńı hodnota tečných sil τt(x, t) je menš́ı než třećı śıly gc = Fc|τn|, potom třećı śıly
zabráńı vzájemnému pohybu obou kloubńıch komponent. Jestliže však tečné śıly τt(x, t) v absolutńı
hodnotě jsou aspoň rovny třećım silám, potom neńı sil, které by zabránily vzájemnému posunut́ı obou
kloubńıch komponent. Tedy body kontaktu měńı svoji pozici v opačném směru než p̊usob́ı tečné śıly.
Celou situaci popisuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

|τt(x, t)| ≤ gc(x, t) = Fc(x, t)|τn(x, t)| v čase t ∈< 0, tp >
jestliže uk

n(x, t)− ul
n(x, t) = 0 potom

jestliže |τt(x, t)| < gc(x, t) = Fc(x, t)|τn(x, t)| potom
∂/∂t(uk

t (x, t)− ul
t(x, t)) = 0 v čase t ∈< 0, tp >,

což znamená, že třećı śıly jsou dostatečné k tomu, aby zabránily vzájemnému
posunut́ı kloubńıch komponent.
Jestliže |τt(x, t)| = gc(x, t) = Fc(x, t)|τn(x, t)| potom existuje taková funkce
Θ ≥ 0, že ∂/∂t(uk

t (x, t)− ul
t(x, t)) = −Θτt(x, t) v čase t ∈< 0, tp >,

což znamená, že třećı śıly již nemohou zabránit vzájemnému posunu
obou kloubńıch komponent.

(2.14)

Prostor mezi oběma kloubńımi komponentami je vyplněn synoviálńı kapalinou, která jednak d́ıky
svým vynikaj́ıćım viskosńım vlastnostem snižuje třeńı na kontaktńı ploše, jednak přenáš́ı tepelné
poměry v kloubu. Potom na kontaktńı ploše mezi kloubńımi komponentami jsou teplota i tepelný tok
spojité, t.j.

T k(x, t) = T l(x, t), κij
∂T (x, t)

∂xj
nj|(k) = − κij

∂T (x, t)
∂xj

nj|(l) . (2.15)

V př́ıpadě nulového třeńı vyplývá, že tečné složky jsou nulové t.j.

τk
t (x, t) = τ l

t (x, t) = τt(x, t) = 0. (2.16)

K tomu přistupuj́ı ještě počátečńı podmı́nky

T (x, 0) = T0(x), u(x, 0) = u0(x), u′(x,0) = u1(x), (2.17)

Ve stacionárńım př́ıpadě přejdou kontaktńı podmı́nky do tvaru

uk
n − ul

n ≤ 0, τn ≡ τk
n = τ l

n ≤ 0, (uk
n − ul

n)τn = 0,
|τt(x)| ≤ gc(x) = Fc(x)|τn(x)|,
jestliže uk

n − ul
n = 0, v př́ıpadě, že

|τt(x)| < gc(x) = Fc(x)|τn(x)|, potom uk
t (x)− ul

t(x) = 0,
což znamená, že třećı śıly zabráńı vzájemnému posunut́ı kloubńıch komponent,
jestliže |τt(x)| = gc(x) = Fc(x)|τn(x)|, potom existuje taková funkce
Θ ≥ 0, že uk

t (x)− ul
t(x) = −Θτt(x), což znamená, že třećı śıly již nezabráńı

vzájemnému posunu obou kloubńıch komponent.

(2.18)

Podmı́nky na kontaktu můžeme psát také v rychlostech se zobecněným tvarem Coulombova zákona
ve tvaru

u′kn − u′ln ≤ 0, τk
n

(
uk

)
= τ l

n

(
ul

) ≡ τkl
n (u) ≤ 0,(

u′kn − u′ln
)
τkl
n (u) = 0,

u′kt − u′lt = 0 =⇒ ∣∣τkl
t (u)

∣∣ ≤ Fkl
c (0)

∣∣τkl
n (u)

∣∣ ,

u′kt − u′lt 6= 0 =⇒ ∣∣τkl
t (u)

∣∣ = −Fkl
c (u′t)

∣∣τkl
n (u)

∣∣ u′kt −u′lt
|u′kt −u′lt | ,

na Γkl
c × I, (2.19)

resp. v posunut́ıch se zobecněným tvarem Coulombova zákona ve tvaru
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uk
n − ul

n ≤ 0, τk
n

(
uk

)
= τ l

n

(
ul

) ≡ τkl
n (u) ≤ 0,(

uk
n − ul

n

)
τkl
n (u) = 0,

uk
t − ul

t = 0 =⇒
∣∣τkl

t (u)
∣∣ ≤ Fkl

c (0)
∣∣τkl

n (u)
∣∣ ,

uk
t − ul

t 6= 0 =⇒
∣∣τkl

t (u)
∣∣ = −Fkl

c (ut)
∣∣τkl

n (u)
∣∣ uk

t−ul
t

|uk
t−ul

t| ,
na Γkl

c × I. (2.20)

Koeficient Coulombovského třeńı Fkl
c ≡Fkl

c (x,u′) je globálně omezený, nezáporný a splňuje Ca-
rathéodoryho podmı́nky, tj. Fkl

c (.,v) je měřitelná pro všechna v ∈ R, a Fkl
c (x,.) je spojitá pro s.v.

x ∈ Γkl
c a má kompaktńı nosič

SFc ≡sup p
x

(Fc) = {(x, t) ∈ Γc(t) = Γc × I | ∃u′t Fkl
c (x,u′t) 6= 0}. (2.21)

Koeficient třeńı může záviset na prostorové proměnné x a na tečné složce rychlosti u′t (viz obr. 6).
Podobný pr̊uběh je i v závislosti na tečné složce posunut́ı ut.

V ortopedii je však zájem, aby třeńı mezi kloubńımi komponentami přirozeného i umělého kloubu
bylo co nejmenš́ı, aby nemohlo docházet k “zad́ıráńı” kloubu nebo jeho umělé náhrady. Na tomto
mı́stě je třeba připomenout, že dojde-li k částečnému uvolněńı endoprotézy, potom na uvolněné části
endoprotézy jsou splněny podmı́nky (2.11)-(2.13), (2.14) a podmı́nky (2.15).

F
c

u
t
′

Obrázek 2.6: Závislost koeficientu Coulombovského třeńı Fc na tečné složce rychlosti u′t

Při statickém zat́ıžeńı endoprotézy, ukotvené až k ĺımečku při tlakové śıle 2500 N, která se považuje
za optimálńı při zatěžováńı náhrady kyčelńıho kloubu, je pružná deformace krčku cca 0.2 mm ve směru
p̊usob́ıćı śıly. Při zat́ıžeńı tlakovou silou přesahuj́ıćı 2500 N docháźı již k trvalé deformaci (k plastické
deformaci). Jiné poměry jsou u endoprotézy jen částečně ukotvené. V tomto př́ıpadě k trvalé deformaci
docháźı při zat́ıžeńı nižš́ı tlakovou silou. Z těchto poznámek vid́ıme, že lepš́ı výsledky simulace funkce
přirozeného a umělého kloubu obdrž́ıme, budeme-li kostńı tkáň a materiály kloubńı náhrady modelovat
viskoelastickými, v př́ıpadě zmı́něné plastické deformace plastickými materiály.

Materiály viskoelastické jsou materiály s “pamět́ı” a to bud’ s pamět́ı krátkodobou nebo dlouho-
dobou, v tom smyslu, že stav napjatosti v čase t záviśı od všech deformaćı, kterými prošel materiál
v minulosti.

V prvé části studie ukážeme dva z analyzovaných matematických model̊u, založený na lineárńı
(termo-)vazko-pružnosti s krátkou a dlouhou pamět́ı při dynamickém resp. kvazi-statickém zatěžováńı.
Ukážeme, že matematický model kyčelńıho a kolenńıho kloubu v lineárńı (termo-)pružnosti je spe-
ciálńım př́ıpadem studovaného modelu v (termo-)vazko-pružné reologii s dlouhou pamět́ı a podobně
i s krátkou pamět́ı. V druhé části studie budeme vyšetřovat model, založený na speciálńı nelineárńı
pružnosti.

Pro ujasněńı studovaných modelových úloh v následuj́ıćıch odstavćıch ukážeme geometrii mate-
matického modelu kyčelńıho kloubu a kolenńıho kloubu (obr. 7 a 8).
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Obrázek 2.7: Matematický model kyčelńıho kloubu a - pánev (oblast Ω1), b - femur (oblast Ω2),
c - kontaktńı plocha mezi kloubńı jamkou a hlavićı kyčelńıho kloubu (označeńı Γ34

c ), d - chrupavky (oblasti

Ω3, Ω4), e - kloubńı pouzdro (oblast Ω5), f - kloubńı dutina (možno zanedbat)

2.2 Matematický model kyčelńıho a kolenńıho kloubu založený na modelové kontaktńı
úloze v lineárńı (termo-)vazko-pružnosti s krátkou pamět́ı

Úvod

Kloubńı systémy jsou tvořeny systémem element̊u skeletu, jejichž funkćı je pasivńı zprostředkováńı
přenosu akčńıch sil na okoĺı. Tvoř́ı pohyblivý a nosný základ pro uchyceńı sval̊u, vaz̊u a povázek.
Hlavńı funkćı systému kosterńıch sval̊u je aktivńı silové p̊usobeńı a produkce aktivńıho mechanického
výkonu. Hlavńı funkćı systému mezilehlých prvk̊u, spojuj́ıćı segmenty těla vazivem, chrupavkou, kost́ı,
kloubem a jež spojuje svaly se segmenty šlachou, je mechanické spojeńı mezi částmi systému.

V této kapitole budeme studovat dynamickou kontaktńı úlohu několika N -dimensionálńıch těles,
které jsou ve vzájemném kontaktu, s Coulombovským třeńım na kontaktńıch plochách a s útlumem,
kterým modelujeme vliv svalových, šlachových a vazivových struktur. Uvažovat budeme př́ıpad, kdy
na obou částech kloubńıho systému jsou předepsána posunut́ı.

Reologie, formulace úlohy

Necht’ I = (0, tp) je časový interval a necht’ Ω ⊂ RN , N = 2, 3, je systém oblast́ı, který zauj́ımá systém
těles libovolných tvar̊u Ωι takové, že Ω = ∪s

ι=1Ω
ι. Necht’ Ωι má Lipschitzovskou hranici ∂Ωι a necht’

∂Ω = Γτ ∪ Γu ∪ Γc ∪ R, kde disjunktńı části Γτ , Γu, Γc jsou otevřené podmnožiny a R je mı́ry nula.
Necht’ Γu = 1Γu∪ 2Γu a Γc =∪

k,l
Γkl

c , Γkl
c = ∂Ωk ∩ ∂Ωl, k 6= l, k, l ∈ {1, ..., s} . Označme Q = I × Ω

časoprostorovou oblast a Γτ (t) = Γτ × I, Γu(t) = Γu × I, Γc(t) = Γc × I necht’ označuj́ı části jej́ı
hranice ∂Q = ∂Ω× I.

Označme n vněǰśı normálový vektor k hranici, un = uini, ut = u−unn, τn = τijnjni, τ t =
τ−τnn normálové a tečné složky vektoru posunut́ı u = (ui), τ = (τi) a vektoru napět́ı τi = τijnj ,
i, j = 1, ..., N. Bud’ F,P objemové a povrchové śıly, ρ hustota, α(x) ≥ 0 má fyzikálně význam
útlumu. Časovou derivaci označme symbolem “ ′ ”. Vektor rychlosti označme symbolem u′ = (u′k).
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a) b)

Obrázek 2.8: Matematický model kolenńıho kloubu a) řez ve frontálńı rovině, b) řez v sagitálńı rovině

Předpokládejme, že kladný směr vektoru vněǰśı normály n na Γkl
c je vztažen k oblasti Ωk.

Vztah mezi napět́ım a deformaćı je dán Hookeovým zákonem

τij = τij (u,u′) = c
(0)
ijkl(x)ekl(u) + c

(1)
ijkl(x)ekl(u′),

eij(u) = 1
2

(
∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi

)
, i, j, k, l = 1, ..., N,

(2.22)

kde c
(n)
ijkl(x), n = 0, 1, jsou elastické a vazké koeficienty a eij(u) jsou složky tenzoru malé deformace,

N je dimense vyšetřovaného prostoru. Elastické a vazké koeficienty c
(n)
ijkl(x), n = 0, 1, splňuj́ı podmı́nky

c
(n)
ijkl ∈ L∞ (Ω) , n = 0, 1,

c
(n)
ijkl = c

(n)
jikl = c

(n)
klij = c

(n)
ijlk,

c
(n)
ijkleijekl ≥ c

(n)
0 eijeij ∀ eij , eij = eji a pro s.v. x ∈ Ω, c

(n)
0 > 0.

(2.23)

Opakuj́ıćı se indexy označuj́ı Einsteinovu sumaci od 1 do N .
V daľśım budeme řešit následuj́ıćı úlohu, ve které se omeźıme pouze na elastickou část zobecněné

úlohy:
Úloha (P): Necht’ N = 2, 3, s ≥ 2. Hledáme vektorovou funkci u :Ω ×I → R, splňuj́ıćı

ρι ∂
2uι

i

∂t2
+ αι ∂uι

i

∂t
=

∂τij (uι)
∂xj

+ F ι
i , i, j = 1, ...N, ι = 1, .., s, (t,x) ∈ Qι = I × Ωι, (2.24)

τ ι
ij = τ ι

ij(u
ι,u′ι) = c

(0)ι
ijkl(x)ekl(uι) + c

(1)ι
ijkl(x)ekl(u′ι), i, j, k, l = 1, .., N, ι = 1, .., s, (2.25)

τijnj = Pi, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ Γτ (t) = I × ∪s
ι=1 (Γτ ∩ ∂Ωι) , (2.26)
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ui = u2i, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γu ∩ ∂Ωι

)
, (2.27)

ui = 0, i, j = 1, ..., N, on 2Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γu ∩ ∂Ωι

)
, (2.28)

u′kn − u′ln ≤ 0, τk
n = τ l

n ≡ τkl
n ≤ 0,

(
u′kn − u′ln

)
τkl
n = 0,

u′kt − u′lt = 0 =⇒ ∣∣τkl
t

∣∣ ≤ Fkl
c (0)

∣∣τkl
n

∣∣ ,

u′kt − u′lt 6= 0 =⇒ ∣∣τkl
t

∣∣ = −Fkl
c

(
u′kt − u′lt

) ∣∣τkl
n

∣∣ u′kt −u′lt
|u′kt −u′lt | ,

(t,x) ∈ Γc(t) = I× ∪
k,l

Γkl
c ,

(2.29)

u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω, (2.30)

kde u0,u1,u2 jsou dané funkce, u2 má časové derivace u′2, a u0,u1 splňuj́ı např. statickou kontaktńı
úlohu v lineárńı pružnosti s nebo bez Coulombovského třeńı Fkl

c (viz např. Nečas, Hlaváček (1981),
Nedoma (1983), (1987),(1998), Hlaváček et al. (1988), Haslinger et al. (1996)).

Koeficient Coulombovského třeńı Fkl
c ≡Fkl

c (x,u′) je globálně omezený, nezáporný a splňuje Ca-
rathéodoryho podmı́nky a má kompaktńı nosič SFc ≡sup p

x
(Fc) definovaný vztahem (2.21) .

Variačńı formulace úlohy, aproximace pomoćı penalty

Necht’ Ω = ∪s
ι=1Ω

ι ⊂ RN , N = 2, 3, je otevřená omezená podmnožina Euclidova prostoru RN , N = 2, 3,
s dostatečně hladkou hranićı ∂Ω =∪

r
Γr (∈ C1,1), r = τ, u, c, x = (xi), i = 1, .., N . Necht’ I = (0, tp) je

časový interval.
Prostory L2 (M) , L2,N (M) =

[
L2 (M)

]N
, M = Ω resp. Γr, r = u, τ, c, N = 2, 3, Sobolevovy

prostory W k,2 (M) ,M = Ω resp. Γr, definujeme standardńım zp̊usobem, nav́ıc polož́ıme W k,2 (M) ≡
Hk (M) a definujeme

[
Hk (M)

]N ≡ Hk,N (M) , H0,N (M) = L2,N (M) , a odpov́ıdaj́ıćı normy označ́ıme
‖.‖k,N , skalárńı součin a duálńı součin symboly (., .)k,M and 〈., .〉k,M (pro každé celé N). Duálńı

prostor prostoru Hk,N (M) označ́ıme symbolem
(
Hk,N (M)

)′ = H−k,N (M) a odpov́ıdaj́ıćı normy
‖.‖H−k,N (M) ≡ ‖.‖−k,N . Hodnoty na Γr pro funkce v H1(Ω) mohou býti interpretovány jako hod-

noty jejich H
1
2 (Γr) obrazu prostřednictv́ım lineárńıho, spojitého zobrazeńı stop. Norma topologického

duálńıho prostoru H
1
2 (Γr) je ‖u‖

H− 1
2 (Γr)

= sup
v∈H

1
2 (Γr)

〈u,v〉−1/2,1/2,Γr

‖v‖
H1/2(Γr)

, kde 〈., .〉−1/2,1/2,Γr
označuj́ı duálńı

párováńı (“dual pairing”) mezi H− 1
2 (Γr) a H

1
2 (Γr). Duálńı prostory označujeme symbolem “ ′ ”. Pro

ρ 6= 1, α 6= 1, ρ, α ∈ L∞(M) s ρ ≥ ρ0 > 0, α ≥ α0 > 0 s.v. x ∈ M, symbolem (., .)k,M označujeme
také skalárńı součin v prostorech L2,N (M) a symbolem ‖.‖k,M odpov́ıdaj́ıćı normy.

Dále standardńım zp̊usobem zavedeme Bochnerovy prostory L2 (I; X),
W k,2 (I; X), kde X jsou Hilbertovy prostory a Sobolevovy-Slobodetského prostory (viz Besov et al.
(1975), Nečas (1967), Adams (1975)), pro které index k, k > 0, kde k = [k]+λ, 0 < λ < 1, [k] označuje
celou část k a λ zbytek a kde norma je definována

‖u‖2Wk,2(Ω) = ‖u‖2W [k],2(Ω) +
∑

|α|=[k]

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu (x)−Dαu (y)|2
|x− y|N+2λ

dxdy.

Zavedeme prostor B (I; X) jako prostor omezených funkćı z I do X s normou ‖v‖B(I;X) =
‖v‖L∞(I;X) = sup

t∈I
‖v(t)‖X .

Je-li k = (k1, ..., kN ) , ki > 0 a ki = [ki] + λi, 0 ≤ λi < 1, i = 1, ..., N, potom hovoř́ıme o anisot-
ropńıch prostorech. Je-li k = (k1, k2) potom prvńı komponenta definuje hladkost s ohledem na časovou
proměnnou a druhá komponenta pak regularitu s ohledem na prostorové proměnné.

Označme Hγ,1,1,N (I × Ω) , 0 < γ < 1, anisotropńı Sobolev̊uv prostor odpov́ı- daj́ıćı prostoru I×Ω
(dim N) s normou
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‖v‖2γ,1,1,Q = ‖v‖2L2(Q) +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂v

∂xi

∥∥∥∥
2

L2(Q)

+
∫

R

∫

R

‖v (t1, .)− v (t2, .)‖20,N

|t1 − t2|1+2γ dt2dt1,

kde označ́ıme L2 (Q) = L2 (I × Ω) = L2
(
I;L2 (Ω)

)
Pro γ, β ≥ 0 a interval I, zavedeme označeńı

Hγ,β(I ×M) = Hγ(I;L2(M)) ∩ L2(I;Hβ(M)).
Pro analýzu úlohy budeme předpokládat:
Předpoklad 1: Necht’ N ≥ 2 a necht’ Ω = ∪s

ι=1Ω
ι je omezená a spojitá množina s Lipschitzovskou

hranićı ∂Ω = Γτ ∪ Γu ∪ Γc ∪ R, kde disjunktńı části Γτ , Γu, Γc jsou otevřené podmnožiny a R je
množina mı́ry nula. Necht’ Γu = 1Γu∪ 2Γu a Γc =∪

k,l
Γkl

c , Γkl
c = ∂Ωk ∩ ∂Ωl, k 6= l, k, l ∈ {1, ..., s} .

Necht’ I ∈ (0, tp), tp malé, je časový interval. Necht’ Ω (t) = Ω × I a Γτ (t) = Γτ × I, Γu(t) = Γu × I,

Γc(t) = Γc × I označuj́ı části jej́ı hranice ∂Ω(t) = ∂Ω × I. Koeficienty c
(n)
ijkl(u), n = 0, 1, splňuj́ı

(2.23). Daná vstupńı data splňuj́ı ρ, α ∈ C (Ω), F,F′ ∈ L2
(
I;L2,N (Ω)

)
, P,P′ ∈ L2

(
I; L2,N (Γτ )

)
,

u1 ∈ H1,N (Ω) , uk
1n−ul

1n = 0 na ∪
k,l

Γkl
c , u0 ∈ H1,N (Ω) , koeficient třeńı Fkl

c ≡Fkl
c (x,u′t) je omezený,

nezáporný a splňuje Carathéodory podmı́nky.
Definujme množinu virtuálńıch posunut́ı a množinu př́ıpustných posunut́ı

V0 = {v | v ∈ L2(I;us
ι=1H

1,N (Ωι)),v = 0 na Γu(t),
vk

n − vl
n = 0 s.v. na I× ∪

k,l
Γkl

c },
V = u′2 + V0,
K = {v | v ∈ L2(I;us

ι=1H
1,N (Ωι),v = u′2 na Γu (t) ,

vk
n − vl

n ≤ 0 s.v. na I× ∪
k,l

Γkl
c }.

Rovnici (2.24) vynásobme v − u′, kde v jsou libovolné testovaćı funkce, integrujme přes I × Ω,
potom užit́ım Greenovy věty, okrajových a kontaktńıch podmı́nek, dostáváme

Úloha (P)v : hledáme vektorovou funkci u s u′ ∈ K ∩ B
(
I; L2,N (Ω)

)
a u(0, .) = u0, u′(0, .) =

u1, takovou, že

∫
I
{(u′′ (t) ,v − u′ (t)) + (αu′ (t) ,v − u′ (t)) + a(0) (u (t) ,v − u′ (t))+

+a(1) (u′ (t) ,v − u′ (t)) + j (v)− j (u′ (t))}dt ≥ ∫
I
(f (t) ,v − u′ (t)) dt ∀v ∈ K,

(2.31)

kde předpokládáme, že vstupńı data u0,u1 splňuj́ı statickou lineárńı kontaktńı úlohu (viz Nedoma
(1983),(1987), Hlaváček, Nedoma (2002)) a kde jsme označili

(u′′,v) =
∑s

ι=1 (u′′ι,vι) =
∫
Ω

ρu′′i vidx,
(αu′,v) =

∑s
ι=1 (αιu′ι,vι) =

∫
Ω

αu′ividx,

a(n) (u,v) =
∑s

ι=1 a(n)ι (uι,vι) =
∫
Ω

c
(n)
ijklekl (u) eij (v) dx,n = 0, 1,

(f ,v) =
∑s

ι=1 (f ι,vι) =
∫
Ω

Fividx +
∫
Γτ

Pivids,

j (v) =
∑s

ι=1 jι (vι) =
∫
∪

k,l
Γkl

c

Fkl
c

(
u′kt − u′lt

) ∣∣τkl
n (u,u′)

∣∣ ∣∣vk
t − vl

t

∣∣ ds ≡

≡ 〈Fkl
c

(
u′kt − u′lt

) ∣∣τkl
n (u,u′)

∣∣ ,
∣∣vk

t − vl
t

∣∣〉
Γc

,

(2.32)

a kde bilineárńı formy a(n) (u,v) , n = 0, 1, jsou symetrické v u,v a splňuj́ı a(n) (u,u) ≥ c
(n)
0 ‖u‖21,N ,

c
(n)
0 = const. > 0,

∣∣a(n) (u,v)
∣∣ ≤ c

(n)
1 ‖u‖1,N ‖v‖1,N , c

(n)
1 = const. > 0, u,v ∈ V0 = {v | v ∈

us
ι=1H

1,N (Ωι),v = 0 na Γu = 1Γu∪ 2Γu a vk
n − vl

n = 0 s.v. na Γc}.
Každé řešeńı u ∈ C2,N

(
I× Ω

)
úlohy (2.24)-(2.30) je řešeńım úlohy (2.31) a naopak každé do-

statečně hladké řešeńı u ∈ C2,N
(
I× Ω

)
úlohy (2.31) je také řešeńım (2.24)-(2.30).

Existence řešeńı

Důkaz existence řešeńı je založen na technice penalizace a regularizace. Aplikace techniky penalizace
vede na řešeńı kontaktńı úlohy s bilaterálńı kontaktńı podmı́nkou (normal compliance type). Kontaktńı
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podmı́nku (2.29a) nahrad́ıme nelineárńı hraničńı podmı́nkou τkl
n (u,u′) = − 1

δ

[
u′kn − u′ln

]
+

, [.]+ :=
max {., 0} , δ > 0. Potom řeš́ıme následuj́ıćı úlohu:

Úloha (P)vp: nalézt funkci uδ s u′δ ∈ (u′2 + V0) ∩ B
(
I; L2,N (Ω)

)
a uδ (0, .) = u0, u′δ (0, .) =

u1, takovou, že pro všechna v ∈V plat́ı
∫

I
{(u′′δ (t) ,v − u′δ (t)) + (αu′δ (t) ,v − u′δ (t)) + a(0) (uδ (t) ,v − u′δ (t)) +

+a(1) (u′δ (t) ,v − u′δ (t)) +
〈

1
δ

[
u′kδn − u′lδn

]
+

, vk
n − vl

n − u′kδn + u′lδn

〉
I×Γc

+

+
〈
Fkl

c

(
u′kδ − u′lδ

) [
u′kδn − u′lδn

]
+

,
∣∣vk

t − vl
t

∣∣−
∣∣u′kδt − u′lδt

∣∣
〉

I×Γc

}dt ≥
≥ ∫

I
(f (t) ,v − u′δ (t)) dt,

(2.33)

kde předpokládáme, že u′2 je možno rozš́ı̌rit na celou oblast Ω.
V daľśım kroku užijeme techniku regularizace. Funkcionál j (v) neńı diferencovatelný v Gâteauxově

smyslu, proto zavedeme funkci ϕε : R→ R definovanou vztahem

ϕε (x) =
√

x2 + ε2 − ε,

která regularizuje funkci x → |x| . Funkce ϕε je dvakrát diferencovatelná a splňuje následuj́ıćı
nerovnost

||x| − ϕε (|x|)| ≤ ε, ∀x ∈ R, ε ≥ 0.

Potom budeme řešit následuj́ıćı penalizovanou a regularizovanou úlohu:
Úloha (P ′)vpr: nalézt uδε s u′δε ∈ V∩B

(
I;L2,N (Ω)

)
a uδε (x, 0) = u0 (x) , u′δε (x, 0) = u1 (x) ,

takovou, že pro všechna v ∈ V, plat́ı
∫

I
{(u′′δε (t) ,v − u′δε (t)) + (αu′δε (t) ,v − u′δε (t)) + a(0) (uδε (t) ,v − u′δε (t))+

+a(1) (u′δε (t) ,v − u′δε (t))+
+

∫
∪

k,l
Γkl

c

1
δ

[
u′kδεn (t)− u′lδεn (t)

]
+

(
vk

n − vl
n −

(
u′kδεn (t)− u′lδεn (t)

))
ds+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kδεt (t)− u′lδεt (t)

) [
u′kδεn (t)− u′lδεn (t)

]
+

.

.
(
ϕε

(
vk

t − vl
t

)− ϕε

(
u′kδεt − u′lδεt

))
ds}dt ≥ ∫

I
(f (t) ,v − u′δε (t)) dt.

A jelikož ∇ϕε

(
u′kt − u′lt

) (
vk

t − vl
t −

(
u′kt − u′lt

)) ≤ ϕε

(
vk

t − vl
t

) − ϕε

(
u′kt − u′lt

)
potom budeme

řešit následuj́ıćı penalizovanou a regularizovanou úlohu:
Úloha (P)vpr: nalézt uδε s u′δε ∈ V∩B

(
I;L2,N (Ω)

)
a uδε (x, 0) = u0 (x) , u′δε (x, 0) = u1 (x) ,

takovou, že pro všechna v ∈ V0, plat́ı
∫

I
{(u′′δε (t) ,v) + (αu′δε (t) ,v) + a(0) (uδε (t) ,v) + a(1) (u′δε (t) ,v)+

+
∫
∪

k,l
Γkl

c

1
δ

[
u′kδεn (t)− u′lδεn (t)

]
+

(
vk

n − vl
n

)
ds+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kδεt − u′lδεt

) [
u′kδεn (t)− u′lδεn (t)

]
+
·

·∇ϕε

(
u′kδεt − u′lδεt

) (
vk

t − vl
t

)
ds}dt =

=
∫

I
(f (t) ,v) dt.

(2.34)

Existence uδε se dokáže pomoćı Faedo-Galerkinovy metody standardńım postupem. Pro jednoduchost
položme u = uδε. Sestrojme Galerkinovu bázi {vi} prostoru V0, takovou, že Vm = span {v1, ....vm},
∪∞m=1Vm je husté v V0. Položme

um (t,x) = u2 (t,x) +
m∑

j=1

cmj (t)vj (x) , t ∈ I,x ∈ Ω,m ∈ N.

Potom přibližné řešeńı řádu m splňuje systém obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu
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(
u′′m (t) ,vj

)
+

(
αu′m (t) ,vj

)
+ a(0)

(
um (t) ,vj

)
+ a(1)

(
u′m (t) ,vj

)
+

+
〈

1
δ

[
uk

mn (t)− ul
mn (t)

]
+

, vk
jn − vl

jn

〉
∪
k,l

Γkl
c

+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) [
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

.

.∇ϕε

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) (
vk

jt − vl
jt

)
ds = (f (t) ,vj) j = 1, ...,m, s,v. t ∈ I,

(2.35)

s počátečńımi podmı́nkami

〈um (x, 0)− u0 (x) ,vj〉Ω = 0, 〈u′m (x, 0)− u1 (x) ,vj〉Ω = 0. (2.36)

Řešitelnost tohoto systému plyne z teorie systémů obyčejných diferenciálńıch rovnic.
Globálńı existence plyne z apriorńıch odhad̊u.
Apriorńı odhady:
Plat́ı

∫ t

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) [
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

.

∇ϕε

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) (
vk

jt − vl
jt

)
dsdt ≥ 0.

Pro limitńı proces m →∞ Faedo-Galerkinova parametru potřebujeme vhodné apriorńı odhady.
Vynásobme (2.35) c′mj(t), sečtěme přes j, integrujme přes [0, t] , t ∈ I, a položme

u′m(t)− u′2(t) =
m∑

j=1

c′mj(t)vj ,

potom dostáváme

∫ t

0
{(u′′m (τ) ,u′m(τ)) + (αu′m (τ) ,u′m(τ)) + a(0) (um (τ) ,u′m(τ))+

+a(1) (u′m (t) ,u′m(τ)) +
〈

1
δ

[
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+

, u′kmn (τ)− u′lmn (τ)
〉
∪
k,l

Γkl
c

+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

) [
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+

.

.∇ϕε

(
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

) (
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

)
ds}dτ =

∫ t

0
{(f (τ) ,u′m(τ)− u′2(τ)) +

+ (u′′m (τ) ,u′2(τ)) + a(0) (um(τ),u′2(τ)) + a(1) (u′m (τ) ,u′2(τ))}dτ.

(2.37)

Vzhledem k definici prostoru V je uk
2n − ul

2n = 0 na ∪
k,l

Γkl
c , a dále je u′m(0) = u1.

Jelikož ∇ϕε

(
u′kmt − u′lmt

) (
u′kmt − u′lmt

) ≥ 0 (ϕε je konvexńı a má své minimum v 0) posledńı člen
na levé straně je ≥ 0. Dále plat́ı odhady:

∫ t

0

(u′′m (τ) ,u′m(τ)) dτ =
∂

∂t

∫ t

0

1
2
‖u′m(τ)‖20,N dτ =

1
2

[
‖u′m(t)‖20,N − ‖u1‖20,N

]
,

∫ t

0
a(0) (um(τ),u′m(τ)) dτ ≥ 1

2c
(0)
0 ‖um(t)‖21,N − 1

2c
(0)
0 ‖u0‖21,N , c

(0)
0 = const. > 0,∫ t

0
a(1) (u′m(τ),u′m(τ)) dτ ≥ c

(1)
0

∫ t

0
‖u′m(τ)‖21,N dτ, c

(0)
0 = const. > 0,

jelikož a(n) (u,u) ≥ c
(n)
0 ‖u‖21,N , c

(n)
0 = const. > 0, n = 0, 1,

∫ t

0
(αu′m (τ) ,u′m (τ)) dτ =

∫ t

0
‖u′m(τ)‖20,N dτ,∫ t

0

〈
1
δ

[
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+

, u′kmn (τ)− u′lmn (τ)
〉
∪
k,l

Γkl
c

dτ =

=
∫ t

0
1
δ

∥∥∥
[
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+

∥∥∥
2

0,∪
k,l

Γkl
c

dτ,
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∫ t

0
(αu′m (τ) ,u′2 (τ)) dτ ≤

(∫ t

0
‖u′m(τ)‖20,N dτ

) 1
2

(∫ t

0
‖u′2(τ)‖20,N dτ

) 1
2 ≤

≤
(∫ t

0
‖u′m(τ)‖20,N dτ

) 1
2 ‖u′2(t)‖20,1,Q ,

∫ t

0
(f (τ) ,u′m (τ)− u′2 (τ)) dτ ≤ ‖f (t)‖V′0

[(∫ t

0
‖u′m (τ)‖21,N dτ

) 1
2

+ ‖u′2 (t)‖0,1,Q

]
,

∫ t

0
(u′′m (τ) ,u′2(τ)) dτ = (u′m (t) ,u′2(t))−

∫ t

0
(u′m (τ) ,u′′2(τ)) dτ ≤

≤ ‖u′m (t)‖0,N ‖u′2 (t)‖0,N + ‖u′′2 (t)‖0,Q

(∫ t

0
‖u′m (τ)‖20,N dτ

) 1
2

,

∫ t

0
a(0) (um(τ),u′2(τ)) dτ ≤ c

(0)
0

(∫ t

0
‖um (τ)‖21,N dτ

) 1
2

(∫ t

0
‖u′2 (τ)‖21,N dτ

) 1
2 ≤

≤ c1 (tp)
1
2 ‖um (t)‖L∞(I;H1,N (Ω)) ‖u′2 (t)‖0,1,Q .

∫ t

0
a(1) (u′m(τ),u′2(τ)) dτ ≤ c

(1)
0

(∫ t

0
‖um (τ)‖21,N dτ

) 1
2

(∫ t

0
‖u′2 (τ)‖21,N dτ

) 1
2 ≤

≤ c
(1)
0

(∫ t

0
‖um (τ)‖21,N dτ

) 1
2 ‖u′2 (t)‖0,1,Q .

Užit́ım d́ılč́ıch výsledk̊u, Kornovy nerovnosti a Gronwallova lematu, potom existuje konstanta C,
nezávislá na Faedo-Galerkinově indexu m a parametrech δ a ε, taková, že plat́ı

‖u′m (t)‖2L∞(I;L2,N (Ω)) + ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) + ‖u′m (t)‖20,1,Q

+ 1
δ

∥∥∥
[
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

∥∥∥
2

0,Γc(t)
≤ C,

(2.38)

což dokazuje existenci řešeńı um (t) pro všechna t ∈ I.
Dále plat́ı

‖um (t)‖20,1,Q =
∫ tp

0

‖um (t)‖21,N dt ≤ tp ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) ≤ tpC0 = C. (2.39)

Při limitńım procesu m →∞ Faedo-Galerkinova parametru m, kde ε, δ jsou pevná, kromě podpo-
sloupnosti

{
umj

}
, řešeńı Faedo-Galerkinovy rovnice, je třeba silné konvergence

{
u′mj

}
v L2(Γc(t))

(resp. L2(SFc)). Existence takové podposloupnosti může býti dosaženo pomoćı věty o kompaktńım
vnořeńı pro Sobolevovy prostory (compact imbedding theorem) a také a priorńı odhady pro u′m.

Položme v (2.35) za testovaćı funkci vk= u′m (t2)−u′m (t1)−u′2 (t2)+u′2 (t1) pro s.v. t, integrujme
přes t v meźıch od t1 do t2, výsledek vynásobme výrazem |t2 − t1|−2(1−γ)

, 0 < γ < 1
2 a potom

integrujme přes t1 a t2, t1 < t2, 0 < t1 < tp, 0 < t2 < tp. Potom dostáváme

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1
{(u′′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ) +

+(αu′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ) +
+a(0) (um (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ) +
+a(1) (u′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ) +
+

〈
1
δ

[
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

, u′kmn (t2)− u′lmn (t2)− u′kmn (t1) + u′lmn (t1)
〉
∪
k,l

Γkl
c

|t2 − t1|−2(1−γ) +

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) [
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+
∇ϕε(

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

)
.

.
(
u′kmt (t2)− u′lmt (t2)− u′kmt (t1) + u′lmt (t1)

)
) |t2 − t1|−2(1−γ)

ds}dtdt2dt1 =
=

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

(f (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2 (t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1.

(2.40)
Podle Eck (1996), Eck et al. (2005) plat́ı:
je-li h (t) ∈ L2 (I;V ) , w (t) ∈ L2 (I; W ) , kde V, W jsou Banachovy prostory a ‖.‖V , ‖.‖W od-

pov́ıdaj́ıćı normy, potom
∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1
‖h (t)‖V ‖w(t2)− w(t1)‖W . |t2 − t1|−2(1−γ)

dtdt2dt1 ≤
≤ C (tp, γ) ‖h‖2L2(I;V ) ‖w‖2L2(I;W )

(2.41)
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Bud’ H
1
2−γ-seminorma definovaná

|u′m|2H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

=
∫ tp

0

∫ tp

0

‖u′m (t2)− u′m (t1)‖20,N |t2 − t1|−2(1−γ)
dt2dt1. (2.42)

Jelikož
∫ t2

t1

u′′m (t) dt = u′m (t2)− u′m (t1) ,

∫ t2

t1

u′m (t) dt = um (t2)− um (t1) , (2.43)

potom

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1
{(u′′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)

dtdt2dt1=

=
∫ tp

0

∫ tp

t1

{
‖u′m (t2)− u′m (t1)‖20,N − (u′m (t2)− u′m (t1) ,u′2 (t2)− u′2 (t1))

}
.

.|t2 − t1|−2(1−γ)
dt2dt1,∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1
{(αu′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)

dtdt2dt1 =

=
∫ tp

0

∫ tp

t1
1
2

{
‖um (t2)− um (t1)‖20,N − (um (t2)− um (t1) ,u′2 (t2)− u′2 (t1))

}

.|t2 − t1|−2(1−γ)
dt2dt1,

(2.44)

Podle (2.41) s užit́ım Hölderovy nerovnosti dostáváme
∣∣∣
∫ tp

0

∫ tp

t1
(u′m (t2)− u′m (t1) ,u′2 (t2)− u′2 (t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)

dt2dt1

∣∣∣ ≤
≤ ∫ tp

0

∫ tp

t1

∣∣∣(u′m (t2)− u′m (t1) ,u′2 (t2)− u′2 (t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)
∣∣∣ dt2dt1 ≤

≤ 1
2 |u′m|H 1

2−γ(I;L2,N (Ω))
|u′2|H 1

2−γ(I;L2,N (Ω))
,∣∣∣

∫ tp

0

∫ tp

t1
(um (t2)− um (t1) ,u′2 (t2)− u′2 (t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)

dt2dt1

∣∣∣ ≤
≤ 1

2 |um|
H

1
2−γ(I;L2,N (Ω))

|u′2|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

,

(2.45)

Dále

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

a(0) (um (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1 ≤

≤ − ∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

c
(0)
0 ‖um (t)‖1,N

(
‖u′m (t2)− u′m (t1)‖1,N + ‖u′2 (t2)− u′2 (t1)‖1,N

)
.

.|t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1,

(2.46)

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

a(1) (u′m (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2(t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1 ≤

≤ − ∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

c
(1)
0 ‖u′m (t)‖1,N

(
‖u′m (t2)− u′m (t1)‖1,N + ‖u′2 (t2)− u′2 (t1)‖1,N

)
.

.|t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1.

(2.47)

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

〈
1
δ

[
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

, u′kmn (t2)− u′lmn (t2)− u′kmn (t1) + u′lmn (t1)
〉

Γc

.

.|t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1 ≤ − ∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

1
δ

∥∥∥
[
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

∥∥∥
0,Γc

.

.
∥∥u′kmn (t2)− u′lmn (t2)− u′kmn (t1) + u′lmn (t1)

∥∥
0,Γc

|t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1,

(2.48)

∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) [
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+
∇ϕε(

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

)
.

(
u′kmt (t2)− u′lmt (t2)− u′kmt (t1) + u′lmt (t1)

)
) |t2 − t1|−2(1−γ)

ds}dtdt2dt1 ≤
≤ − ∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

1
δ

∥∥Fkl
c

∥∥
∞

∥∥∥
[
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

∥∥∥
0,Γc

.

.
∥∥u′kmn (t2)− u′lmn (t2)− u′kmn (t1) + u′lmn (t1)

∥∥
0,Γc

|t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1,

(2.49)
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∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1

(f (t) ,u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2 (t1)) |t2 − t1|−2(1−γ)
dtdt2dt1 ≤

≤ ∫ tp

0

∫ tp

t1

∫ t2
t1
‖f (t)‖−1,N ‖u′m(t2)− u′m(t1)− u′2(t2) + u′2 (t1)‖1,N |t2 − t1|−2(1−γ)

dtdt2dt1.
(2.50)

Z (2.40) plyne

|u′m|2H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+ |um|2
H

1
2−γ(I;L2,N (Ω))

≤ |u′m|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

|u′2|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+

+ |um|
H

1
2−γ(I;L2,N (Ω))

|u′2|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+

+2C (tp, γ) {
[
c
(0)
0 ‖um‖20,1,Q + c

(1)
0 ‖u′m‖20,1,Q

] (
‖u′m‖0,1,Q + ‖u′2‖0,1,Q

)
+

+
1+‖Fkl

c ‖∞
δ

∥∥∥
[
u′kmn − u′lmn

]
+

∥∥∥
0,Γc(t)

(
‖u′m‖0,Γc(t)

+ ‖u′2‖0,Γc(t)

)
+

+ ‖f‖V′0
(
‖u′m‖0,1,Q + ‖u′2‖0,1,Q

)
},

(2.51)

odtud

|u′m|2H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+ |um|2
H

1
2−γ(I;L2,N (Ω))

≤
≤ C1 |u′m|H 1

2−γ(I;L2,N (Ω))
+ C2 |um|2

H
1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+ C3 (tp, γ, δ) ,
(2.52)

kde C1, C2, C3 jsou konstanty nezávislé na ε a m.
Podle věty o interpolaci (Besov et al. (1975), Jarušek, Eck (1999), Eck et al. (2005)) plyne, že

prostor H
1
2−γ

(
I; L2,N (Ω)

) ∩ L2
(
I; H1,N (Ω)

)
je spojitě vnořen v H( 1

2−γ)2 (
I; H

1
2+γ,N (Ω)

)
. Jelikož

H
1
2+γ,N (Ω (t)) je spojitě vnořen v L2,N (Γc(t)) , potom

|u′m|2
H( 1

2−γ)2

(Γc(t))
+ |um|

H( 1
2−γ)2

(Γc(t))
≤ C (tp, γ, δ) , (2.53)

kde konstanta C (tp, γ, δ) > 0 je nezávislá na m a ε.
Na základě odhad̊u (2.38),(2.39) a (2.53) existuje podposloupnost {uj} ≡

{
umj

}
, lim

j→∞
mj = 0,

taková, že

uj ⇀ u v L2
(
I; H1,N (Ω)

)
,

u′j ⇀ u′ slabě v L2
(
I; H1,N (Ω)

)
a silně v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
,
(
resp.L2 (SFc)

)
,

1
δ

[
u′kjn − u′ljn

]
+

⇀ 1
δ [u′n − u′n]+ v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
,

Fkl
c

(
u′jt

)
⇀ Fkl

c (u′t) slabě-* v L∞
(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
(resp.L∞ (SFc)).

Položme za vj testovaćı funkci v (t) ∈ C1
0 (I; Vm) v (2.35) pro m = mj . Potom integrujme výsledek

přes t v intervalu od 0 do tp a necht’ j →∞. Dostáváme

lim
j→∞

∫ tp

0

(
u′′j ,v

)
dt = − lim

j→∞
∫ tp

0

(
u′j ,v

′) dt = − ∫ tp

0
(u′,v′) dt =

∫ tp

0
(u′′,v) dt,

lim
j→∞

∫ tp

0
a(0) (uj ,v) dt =

∫ tp

0
a(0) (u,v) dt,

lim
j→∞

∫ tp

0
a(1) (uj ,v) dt =

∫ tp

0
a(1) (u,v) dt,

lim
j→∞

∫ tp

0

〈
1
δ

[
u′kjn − u′ljn

]
+

, vk
n − vl

n

〉
∪
k,l

Γkl
c

dt =
∫ tp

0

〈
1
δ

[
u′kn − u′ln

]
+

, vk
n − vl

n

〉
∪
k,l

Γkl
c

dt.

Jelikož u′j → u′ v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
(resp.L∞ (SFc)) , potom

[
u′kjn − u′ljn

]
+
→ [

u′kn − u′ln
]
+

a gradϕε

(
u′kjt − u′ljt

) → gradϕε

(
u′kt − u′lt

)
také v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

) (
resp.L2 (SFc)

)
, a jelikož v,

Fkl
c

(
u′kjt − u′ljt

)
, gradϕε

(
u′kjt − u′ljt

)
jsou omezené, potom
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lim
j→∞

∫ tp

0

〈
1
δFkl

c

(
u′kjt − u′ljt

) [
u′kjn − u′ljn

]
+

grad ϕε

(
u′kjt − u′ljt

)
, vk

n − vl
n

〉
∪
k,l

Γkl
c

dt →

→ ∫ tp

0

〈
1
δFkl

c

(
u′kt − u′lt

) [
u′kn − u′ln

]
+

grad ϕε

(
u′kt − u′lt

)
, vk

n − vl
n

〉
∪
k,l

Γkl
c

dt.

S ohledem na (2.34) pro všechny testovaćı funkce v ∈ ∞∪
m=1

C1
0 (I; Vm) plyne

∫
I
(u′′,v) dt ≤

≤ C

[
‖u′‖0,1,Q + ‖u‖0,1,Q +

1+‖Fkl
c ‖∞

δ

∥∥u′kn − u′ln
∥∥

0,∪
k,l

Γkl
c ×I

+ ‖f‖V′0
]
‖v‖0,1,Q ,

tak, že ‖u′′‖V′0 ≤ C (δ) . T́ım jsme dokázali

‖u′‖0,1,Ω×I ≤ C1, ‖u‖0,1,Ω×I ≤ C2, .

‖u′′‖V′0 ≤ C3 (δ) , |um|
H( 1

2−γ)2

(Γc(t))
≤ C4 (tp, γ, δ) , (2.54)

kde jsme užili označeńı uδ,ε≡ u.
Nyńı dokážeme limitńı proces přes ε, tedy, že (2.34) konverguje k (2.33) pro ε → 0. Potom

podle (2.54) pro každé δ > 0 existuje podposloupnost {uj} ≡
{
uδ,εj

}
posloupnosti {uδ,ε} , lim

j→∞
εj = 0, taková, že

uj ⇀ u v L2
(
I; H1,N (Ω)

)
,

u′j ⇀ u′ slabě v L2
(
I; H1,N (Ω)

)
,

u′j → u′ silně v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
,
(
resp.L2 (SFc)

)
,

u′′j ⇀ u′′ slabě-* v V ′0,
1
δ

[
u′kjn − u′ljn

]
+

⇀ 1
δ

[
u′kn − u′ln

]
+

v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
.

Jelikož Fkl
c (uj) → Fkl

c (u) slabě-* v L∞
(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
(resp.L∞ (SFc)), tedy též Fkl

c

(
u′j

)
⇀

Fkl
c (u′) slabě-* v L∞

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
(resp.L∞ (SFc)), potom

Fkl
c

(
u′kjt − u′ljt

)
⇀ Fkl

c

(
u′kt − u′lt

)
slabě-* v L∞

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
(resp.L∞ (SFc)) .

Necht’ u ≡ uδ je řešeńı (2.33) a uj≡ uδ,εj je řešeńı (2.34) . Potom z (2.34) , polož́ıme-li v ∈
V0 ∩B

(
I;L2,N (Ω)

)
, plyne

lim
j→∞

∫ tp

0

[(
u′′j ,v

)
+ a(0) (uj ,v) + a(1)

(
u′j ,v

)
+

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

[
u′kjn − u′ljn

k
]
+

(
vk

n − vl
n

)
ds

]
dt =

=
∫ tp

0

[
(u′′,v) + a(0) (u,v) + a(1) (u′,v) +

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

[
u′kn − u′ln

]
+

(
vk

n − vl
n

)
ds

]
dt.

Pro j →∞ máme

0 ≤ ∫ tp

0

(
u′′j − u′′,u′j − u′

)
dt =

∫ tp

0

(
u′′j ,u′j

)
dt+

+
∫ tp

0

[
(u′′,u′)− (

u′′j ,u′
)− (

u′′,u′j
)]

dt.

Dále z (2.34) plyne
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lim
j→∞

inf
∫ tp

0

(
u′′j ,u′j

)
dt ≥ ∫ tp

0
(u′′,u′) dt,

lim
j→∞

inf
∫ tp

0

(
αu′j ,u

′
j

)
dt ≥ ∫ tp

0
(αu′,u′) dt,

lim
j→∞

inf
∫ tp

0
a(0)

(
uj ,u′j

)
dt ≥ ∫ tp

0
a(0) (u,u′) dt,

lim
j→∞

inf
∫ tp

0
a(1)

(
u′j ,u

′
j

)
dt ≥ ∫ tp

0
a(1) (u′,u′) dt,

lim
j→∞

inf
∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

[
u′kjn − u′ljn

]
+

(
u′kjn − u′ljn

)
dsdt ≥

≥ ∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

[
u′kn − u′ln

]
+

(
u′kn − u′ln

)
dsdt.

Jelikož ∇ϕε

(
u′kt − u′lt

) (
vk

t − vl
t −

(
u′kt − u′lt

)) ≤ ϕε

(
vk

t − vl
t

)− ϕε

(
u′kt − u′lt

)
, potom

| ∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c
{ 1

δFkl
c

(
u′kjt − u′ljt

) [
u′kjn − u′ljn

]
+

[
ϕεj

(
vk

t − vl
t

)− ϕεj

(
u′kt − u′lt

)]−
− 1

δFkl
c

(
u′kt − u′lt

) [
u′kn − u′ln

]
+

[∣∣vk
t − vl

t

∣∣− ∣∣u′kt − u′lt
∣∣]}dsdt |≤

≤ ∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

∥∥Fkl
c

∥∥
∞

[
u′kjn − u′ljn

]
+
{
∣∣ϕεj

(
vk

t − vl
t

)−
∣∣vk

t − vl
t

∣∣∣∣ +

+
∣∣ϕεj

(
u′kjt − u′ljt

)−
∣∣u′kjt − u′ljt

∣∣∣∣}dsdt +
∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

∥∥Fkl
c

∥∥
∞ .

.
∣∣u′kjn − u′ljn −

(
u′kn − u′ln

)∣∣ (∣∣vk
t − vl

t

∣∣ +
∣∣u′kjt − u′ljt

∣∣) dsdt+
+

∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

∥∥Fkl
c

∥∥
∞

[
u′kn − u′ln

]
+

∣∣u′kjt − u′ljt −
(
u′kt − u′lt

)∣∣ dsdt+

+ | ∫ tp

0

∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δ

[Fkl
c

(
u′kjt − u′ljt

)−Fkl
c

(
u′kt − u′lt

)] [
u′kn − u′ln

]
+

.

.
(∣∣vk

t − vl
t

∣∣−
∣∣u′kt − u′lt

∣∣) dsdt | → 0 pro j →∞.

Takže jsme také dokázali, že

‖u′δ‖0,1,Q ≤ c, ‖uδ‖0,1,Q ≤ c. (2.55)

Závěrem se dokáže konvergence uδ → u, kde u je řešeńı (2.31). Postup konvergence může býti
opakován pro parametr penalty δ → 0. Z (2.55) plyne existence posloupnosti {δj}, lim

j→∞
δj = 0

a odpov́ıdaj́ıćı posloupnosti {uj} takové, že plat́ı

δj → 0,u′j ⇀ u′ slabě v L2
(
I; H1,N (Ω)

)
a silně v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

) (
resp.L2 (SFc)

)
,

− 1
δ

[
u′kjn − u′ljn

]
+

= τn (uj) ⇀ τn (u) v L2

(
∪
k,l

Γkl
c × I

)
.

V limitě j → 0 úlohy (2.33) plyne, že limita u je řešeńım p̊uvodńı úlohy se třeńım.
T́ım jsme dokázali (Nedoma (2005a)):
Věta 1: Necht’ jsou splněny předpoklady o Ω, Γr, r = τ, u, c a vstupńıch fyzikálńıch datech

z Předpokladu 1. Potom existuje alespoň jedno slabé řešeńı dynamické kontaktńı úlohy se třeńım
a útlumem ve vazko-pružnosti s krátkou pamět́ı.

Numerické řešeńı

V této části budeme předpokládat, že setrvačné śıly, útlum a třeńı je možno zanedbat. Předpokládejme,
že jsou splněny předpoklady o fyzikálńıch parametrech jako v předchoźı části. Potom budeme řešit
následuj́ıćı úlohu:

Úloha (P)0: Necht’ N = 2, 3, s ≥ 2. Hledáme vektorovou funkci u :Ω ×I → R, splňuj́ıćı

∂τij (uι)
∂xj

+ F ι
i = 0, i, j = 1, ...N, ι = 1, .., s, (t,x) ∈ Qι = I × Ωι, (2.56)
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τ ι
ij = τ ι

ij(u
ι,u′ι) = c

(0)ι
ijkl(x)ekl(uι) + c

(1)ι
ijkl(x)ekl(u′ι), i, j, k, l = 1, .., N, ι = 1, .., s, (2.57)

τijnj = Pi, i, j = 1, ..., N, (t,x) ∈ Γτ (t) = I × ∪s
ι=1 (Γτ ∩ ∂Ωι) , (2.58)

ui = u2i, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 1Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
1Γu ∩ ∂Ωι

)
, (2.59)

ui = 0, i = 1, ..., N, (t,x) ∈ 2Γu(t) = I × ∪s
ι=1

(
2Γu ∩ ∂Ωι

)
,

meas 2Γu ∩ ∂Ωι > 0 ∀ι = 1, ..., s.
(2.60)

uk
n − ul

n ≤ 0, τk
n = τ l

n ≡ τkl
n ≤ 0,

(
uk

n − ul
n

)
τkl
n = 0,

(t,x) ∈ Γc(t) = I× ∪
k,l

Γkl
c , (2.61)

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω. (2.62)

Definujme množinu virtuálńıch posunut́ı V0 = {v ∈ H1,N (Ω) | v = 0 na Γu}, V = u2 + V0

a množinu př́ıpustných posunut́ı K = {v ∈ V, vk
n − vl

n ≤ 0 na Γc}.
Variačńı formulace úlohy pak vede na řešeńı následuj́ıćı úlohy:
Úloha (P)0v : Hledáme vektorovou funkci u : I→ V takovou, že u(t) ∈ K pro s.v. t ∈ I, a

a(0) (u (t) ,v − u (t)) + a(1) (u′ (t) ,v − u (t)) ≥
≥ (f (t) ,v − u (t)) ∀v ∈ K, s.v. t ∈ I,

(2.63)

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω. (2.64)

Oblast Ω, kterou zauj́ımá studovaný kloubńı systém, aproximujme polygonálńı pro N = 2, resp.
polyhedrálńı pro N = 3, oblast́ı Ωh. Necht’ {Th} je regulárńı tř́ıda konečně prvkového pokryt́ı oblasti
Ω. Necht’ Vh ⊂ V je konečně prvkový prostor lineárńıch prvk̊u odpov́ıdaj́ıćı pokryt́ı Th. Potom Kh =
Vh ∩K je tvořen počástech lineárńımi funkcemi, které jsou nulové v uzlech na Γu a jejichž normálové
složky jsou nekladné v uzlech na Γkl

c . Množina Kh je neprázdná, uzavřená, konvexńı podmnožina Vh.
Necht’ u0h ∈ Kh je aproximace u0.

Potom budeme řešit úlohu:
Úloha (P)0h : Hledáme vektorovou funkci uh: I→ Vh takovou, že uh (x, 0) = u0h (x) , x ∈ Ω, a

pro s.v. t ∈ I, uh(t) ∈ Kh a

a(0) (uh (t) ,v − uh (t)) + a(1) (u′h(t) ,v − uh (t)) ≥
≥ (f (t) ,v − uh (t)) ∀v ∈ Kh,

(2.65)

uh (x, 0) = u0h (x) , x ∈ Ωh, (2.66)

Existenci a jednoznačnost přibližného konečně prvkového řešeńı dává následuj́ıćı věta:
Věta 2: Za výše uvedených předpoklad̊u o vstupńıch datech existuje jediné řešeńı uh ∈ W 1,∞ (I;Vh) .
Důkaz je d̊usledkem obecné věty, kterou lze naj́ıt např. v Barbu (1984) , Kapitola 1.

V daľśım odhadněme chybu řešeńı ‖u− uh‖.
Položme v (2.63) v = uh (t) a v (2.65) v = vh (t) ∈ Kh a sečtěme. Po úpravách dostáváme

1
2 ‖u (τ)− uh (τ)‖21 ≤ a(1) (u′h (τ)− u′ (τ) ,vh) + a(1) (u′h (τ)− u′ (τ) ,u (τ)) +
+a(0) (u (τ)− uh (τ) ,uh (τ))− a(0) (u (τ)− uh (τ) ,u (τ)) +
+a(0) (u (τ)− uh (τ) ,uh (τ))− a(0) (u (τ)− uh (τ) ,u (τ)) + R (t;vh − u (τ)) s.v. τ ∈ I,
kde R (τ ;v) = a(1) (u′h (τ) ,v) + a(0) (u (τ) ,v) ∀v ∈ V, s.v. τ ∈ I.

(2.67)

Bud’ t ∈I. Integraćı (2.67) přes t v meźıch od 0 do t, užit́ım počátečńıch podmı́nek (2.64) a (2.66) ,
integraćı per partes, užit́ım předpoklad̊u o elastických a vazkých koeficientech a vztah̊u
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u (t)− vh (t) = u0 − v0h +
∫ t

0
(u′ (τ)− v′h (τ)) dτ,

‖u (t)− vh (t)‖21 ≤ c ‖u0 − v0h‖21 + c
∫ t

0
‖u′ (τ)− v′h (τ)‖21 dτ,

dostáváme

‖u (τ)− uh (τ)‖21 ≤ c
(
‖u0 − v0h‖21 + ‖u′ − v′h‖21

)
+ c

∫ t

0
‖u (τ)− uh (τ)‖21 dτ+

+c
∫ t

0
‖u′ (τ)− v′h (τ)‖21 dτ + c

∫ t

0
|R (τ ;vh (τ)− u (τ))| dτ.

Užit́ım Gronwallova lematu dostáváme

‖u− uh‖2L∞(I;V ) ≤ c
(
‖u0 − v0h‖21 + ‖u′ − v′h‖2L2(I;V )

)
+

+c
∫ t

0
|R (τ ;vh (τ)− u (τ))| dτ.

Jelikož vh ∈ H1 (I;Kh) je libovolné, potom

‖u− uh‖2L∞(I;V ) ≤ c inf
vh∈H1(I;Kh)

[‖u0 − v0h‖21 + ‖u′ − v′h‖2L2(I;V ) +

+ ‖R (.;vh − u)‖1/2
L1(I)] + ‖u0 − u0h‖1 .

(2.68)

Z posledńı nerovnosti a z hustoty ∪
h
Kh v K plyne konvergence metody a odhad chyby řešeńı (podle

Han, Sofonea (2002)):
Věta 3: Necht’ oblast Ω je mnohoúhelńık pro N = 2, a mnohostěn pro N = 3. Předpokládejme, že

u0h ∈ Kh takové, že ‖u0−u0h‖1 → 0 pro h → 0. Potom numerická metoda konverguje
a plat́ı

‖u− uh‖L∞(I;V ) → 0 pro h → 0. (2.69)

Je-li nav́ıc τn ∈ L∞
(
I; L2 (Γτ )

)
, u ∈ H1

(
I; H2,N (Ω)

)
, un|∪Γkl

c
∈ L1

(
I; H2

(∪Γkl
c

))
a polož́ıme-li

u0h = rhu0, kde rhu0 je konečně prvkový interpolant u0, potom chyba řešeńı je

‖u− uh‖L∞(I;V ) = O (h) . (2.70)

2.3 Matematický model kyčelńıho a kolenńıho kloubu založený na modelové kontaktńı
úloze v lineárńı (termo-)vazko-pružnosti s dlouhou pamět́ı

V této studii budeme uvažovat model kyčelńıho resp. kolenńıho kloubu s kloubńım pouzdrem (viz obr.7
resp. obr.8) a jejich totálńı náhrady. Model umožňuje studovat př́ıpady přirozených kloub̊u i jejich
neuvolněných a uvolněných totálńıch náhrad (Nedoma (2005b)). Omeźıme se na př́ıpad, kdy na obou
částech kloubńıho systému jsou předepsána posunut́ı.

Necht’ Ω ⊂ RN , N = 2, 3, Ω = ∪r
ι=1Ω

ι, kde Ωι jsou oblasti s Lipschitzovskou hranićı ∂Ωι a necht’
∂Ω = Γu∪Γτ∪Γc je definována jako výše. Necht’ t ∈ I = (0, tp), tp > 0. Potom budeme řešit následuj́ıćı
úlohu:

Úloha (Plm): Hledejme dvojici funkćı (T, u) : Ω × I → (R × RN ) × I, N = 2, 3, a tenzor napět́ı
τij : Ω× I → RN×N × I splňuj́ıćı

ρ
∂2ui

∂t2
=

∂

∂xj
τij + fi na Ω× I; (2.71)

ρce
∂T

∂t
− ρβijT0eij(u′) =

∂

∂xj
(κij

∂T

∂xi
) + W na Ω× I; (2.72)

τij = cijklekl(u(t)) +
∫ t

0

bijkl(t− τ)ekl(u(t))dτ − βij(T − T0) = eτij + T τij ; (2.73)

s okrajovými a kontaktńımi podmı́nkami
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T (x, t) = T1(x, t) ( 6= 0 resp. = 0), τijnj = Pi ( 6= 0 resp. = 0)
na (1Γτ ∪ 2Γτ )× I, meas iΓτ > 0, i = 1, 2,

(2.74)

κij
∂T (x,t)

∂xi
nj = 0, u(x, t) = u2(x, t) (6= 0 resp. = 0)

na (1Γu ∪ 2Γu)× I, meas iΓu ≥ 0, i = 1, 2,
(2.75)

T k(x, t) = T l(x, t), κij
∂T (x, t)

∂xi
nj|(k) = −κij

∂T (x, t)
∂xi

nj|(l) na Γkl
c × I, (2.76)

a oboustranné kontaktńı podmı́nky s třeńım Trescova typu na Γkl
c × I tvaru

uk
n − ul

n = 0 a | τk
t |≤ Fkl

c | τk
n |≡ gkl

c (x, t),



jestliže | τk
t |< gkl

c (x, t) potom u′kt − u′lt = 0,
jestliže | τk

t |= gkl
c (x, t) potom existuje λ ≥ 0,

takové, že u′kt − u′lt = −λτk
t ,





na Γkl
c × I, (2.77)

a počátečńı podmı́nky

T (x, 0) = T0(x), u(x, 0) = u0(x), u′(x,0) = u1(x), (2.78)

kde ρ(x) je hustota, ce(x) je specifické teplo, c(x) = ρ(x)ce(x) je tepelná kapacita, κij(x) koeficient
tepelné vodivosti splňuj́ıćı podmı́nky

κij(x) = κji(x), κij(x)ζiζj ≥ κ0 | ζ |2, κ0 = const. > 0, ζ ∈ RN , N = 2, 3, (2.79)

βij(x) je koeficient lineárńı tepelné roztažnosti, W tepelné zdroje, f ,P objemové a povrchové śıly,
cijkl(x) elastické koeficienty splňuj́ıćı podmı́nky symetrie a elipticity

cijkl = cjikl = cijlk = cklij , cijklekleij ≥ c0eijeij , c0 > 0, (2.80)

bijkl = bijkl(x, t) charakterizuj́ıćı pamět’ materiálu, záviśı na t a x, jsou omezené v x, t a splňuj́ı
podmı́nky symetrie a regularity tvaru

bijkl = bjikl, bijkl, ∂bijkl/∂t, ∂2bijkl/∂t2 ∈ L∞(Ω× I), (2.81)

T0(x), T (x, t) jsou počátečńı a aktuálńı teploty, u(x, t), τ(x, t) vektor posunut́ı a vektor napět́ı, τij

tenyor napět́ı, un, ut, τn, τt normálové a tečné složky vektoru posunut́ı a napět́ı, n vněǰśı normála k
hranici ∂Ω, u2 daná funkce a Fkl

c je koeficient Coulombova třeńı, gkl
c (x, t) je mez skluzu (slip limits).

V daľśım uvedeme pouze hlavńı myšlenky matematické analyzy.

Variačńı či slabé řešeńı dané úlohy

Necht’ (v, w)0 označuje skalárńı součin v
[
L2 (Ω)

]N
, ‖.‖k , k ∈ R1, normu v Hk,N (Ω) , Hk,N (Ω) =

ru
ι=1[

Hk (Ωι)
]N

, kde Hk (Ω) označuje Sobolev̊uv prostor, H0,N (Ω) =
[
L2 (Ω)

]N
, a |.|0 normu odpov́ıdaj́ıćı

skalárńımu součinu (v, w) =
∫
Ω

svwdx, s ∈ C
(
Ω

)
, s ≥ s0, v, w ∈ H1,N (Ω) , N = 1, 2, 3.

Necht’ ρι, cι
e ∈ C

(
Ω

ι
)
, ρι ≥ ρι

0 > 0, cι
e ≥ cι

1 > 0, κι
ij ∈ L∞ (Ωι) , cι

ijkl ∈ L∞ (Ωι) , βι
ij ∈ C1 (Ωι) ,

W ι ∈ L2
(
I; L2 (Ωι)

)
, f ι ∈ L2

(
I;

[
L2 (Ωι)

]N
)

, P ∈ L2
(
I;

[
L2 (Γτ )

]N
)

, bι
ijkl ∈ L∞ (Ωι × I) , gkl

c ∈
L∞

(
Γkl

c

)
, gkl

c ≥ 0 na ∪
k,l

Γkl
c , T ι

0 ∈ H1 (Ωι) , uι
0,u

ι
1 ∈ H1,N (Ωι) .

Pro u,v ∈ H1,N (Ω), T, z ∈ H1,1(Ω) definujeme
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a(u,v) =
∑r

ι=1 aι(uι,vι) =
∫
Ω

cijklekl(u)eij(v)dx,
a1(t;u,v) =

∑r
ι=1 aι

1(t;u
ι,vι) =

∫
Ω

bijkl(t)ekl(u)eij(v)dx,
(u′′,v) =

∑r
ι=1(u

ι′′,vι) =
∫
Ω

ρu′′vdx,
(T ′,z) =

∑r
ι=1(T

ι′,zι) =
∫
Ω

ρceT
′zdx,

aT (T, z) =
∑r

ι=1 aι
T (T ι,zι) =

∫
Ω

κij
∂T
∂xi

∂z
∂xj

dx,

(F,v) =
∑r

ι=1 (Fι
,vι) =

∫
Ω

fividx+
∫
Γτ

Pivids,

(W, z) =
∑r

ι=1 (W ι, zι) =
∫
Ω

Wzdx,
jg(v) =

∑r
ι=1 jι

g(v
ι) =

∫
∪klΓkl

c
gkl

c | vk
t − vl

t | ds ≡ 〈
gkl

c , | vk
t − vl

t |
〉
∪klΓkl

c
,

bs(T,v) =
∑r

ι=1 bι
s(T

ι,vι) =
∫
Ω

∂
∂xj

(βijT )vidx,

bp(v,z) =
∑r

ι=1 bι
p(vι, zι) =

∫
Ω

ρT0βij
∂vi

∂xj
zdx.

(2.82)

Jelikož βι
ij ∈ C1(Ω), T ι, T ι

0 ∈ H1,1(Ωι), potom βι
ij(T

ι−T ι
0) ∈ H1,1(Ωι) a tedy ∂

∂xj
(βι

ij(T
ι−T ι

0)) ∈
L2(Ωι).

Necht’

Uad(t) = {v | v ∈ H1,N (Ω),v = u′2(x, t) na Γu},
UTad(t) = (z | z ∈ H1,1(Ω), z = T1(x, t) na Γτ}.

Vynásobme (2.71) výrazem v − u′(t) a (2.72) výrazem z − T (t), integrujme přes Ω, užit́ım okra-
jových a kontaktńıch podmı́nek (2.74)− (2.77) a Greenovy věty potom dostáváme následuj́ıćı úlohu:

Problem (Plm)v : nalézt dvojici funkćı (T (t),u(t)) splňuj́ıćı

T (t) ∈ UTad(t),u′(t) ∈ Uad, ∀t,
(T ′(t), z − T (t)) + aT (T (t), z − T (t)) + bp(u(t), z − T (t)) ≥
≥ (W (t), z − T (t))dt ∀z ∈ UTad(t),

(2.83)

(u′′(t),v − u′(t)) + a(u,v − u′(t)) +
∫ t

0
a1(t− τ ;u(τ),v − u′(t))dτ+

+bs(T (t)− T0,v − u′(t)) + jg(v)− jg(u′(t)) ≥
≥ (F(t),v − u′(t)) ∀v ∈ Uad(t),

(2.84)

a počátečńı podmı́nky (2.78).
Zavedeme funkce ψ(t), ϕ(t) splňuj́ıćı ψ(t) ∈ H1,1(Ω), ψ(t) = T1(t) na Γτ , ϕ(t) ∈ H1,N (Ω), ϕ(t) =

u2(t) na Γu, nahrad’me T − ψ za T a u− ϕ za u, užijme stejné značeńı T a u a definujme prostory

V0 = {z|z∈H1,1(Ω), z = 0 na Γτ},

V = {v | v ∈H1,N (Ω),v = 0 na Γu},
potom budeme řešit následuj́ıćı úlohu:
Problem (Plm)0: naj́ıt dvojici funkćı (T,u) takové, že pro s.v. t ∈ I

T (t) ∈ V0,u(t) ∈ V,
(T ′(t), z) + aT (T (t), z) + bp(u′(t), z) = (Q0(t), z) ∀z ∈ V0,

(u′′(t),v − u′(t)) + a(u(t),v − u′(t)) +
∫ t

0
a1(t− τ ;u(τ),v − u′(t))dτ+

+bs(T (t)− T0,v − u′(t)) + jg(v + ϕ′(t))− jg(u′(t) + ϕ′(t)) ≥
≥ (F0(t),v − u′(t)) ∀v ∈ V,

(2.85)

kde

(Q0(t), z) = (W (t), z)− (ψ′(t), z)− aT (ψ(t), z)− bp(ϕ′(t),z),
(F0(t),v) = (F(t),v)−(ϕ′′(t),v)− a(ϕ(t),v)−
− ∫ t

0
a1(t− τ ; ϕ(τ),v)dτ − bs(ψ(t),v),

(2.86)

s počátečńımi podmı́nkami tvaru
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T (x, 0) = T0(x) (přesněji T (x, 0) = T0(x)− ψ(x, 0)),
u(x, 0) = u0(x) (přesněji u(x) = u0(x)− ϕ(x, 0)),
u′(x, 0) = u1(x) (přesněji u′(x) = u1(x)− ϕ′(x, 0)).

(2.87)

Hlavńı výsledek základńı matematické analýzy této úlohy dává následuj́ıćı věta:
Věta 4: Necht’

f , f ′, f ′′ ∈ L2(I; [L2(Ω)]N ), P,P′,P′′ ∈ L2(I; [L2(Lτ )]N ), W,W ′,W ′′ ∈ L2(I;L2(Ω)),
ρ, ce ∈ C(Ω), ρ ≥ ρ0 > 0, ce ≥ c1 > 0,
βij(x) ∈ C1(Ω) ∀i, j ∈ {1, .., N},
κij ∈ L∞(Ω) splňuje podmı́nky (2.79),
cijkl ∈ L∞(Ω) splňuje podmı́nky (2.80),
bijkl splňuje podmı́nky symetrie a regularity (2.81),
gkl

c nezáviśı na t,
ψ, ψ′, ψ′′ ∈ L2(I; H1,1(Ω)), ψ(0) ∈ H2(Ω),
ϕ, ϕ′, ϕ′′ ∈ L2(I; H1,N (Ω)), ϕ

′′′
, ϕ(iv) ∈ L2(I; [L2(Ω)]N ), ϕ(0) ∈ [H2(Ω)]N ,

gkl
c ∈ L∞(Γkl

c ), gkl
c ≥ 0 na ∪k,lΓkl

c ,
u2(x, t) ∈ L2(I;V ), T1(x, t) ∈ L2(I; V0),
T0 ∈ V0, (Q0(0), z)− aT (T0, z)− bp(u1, z) = (Tp, z), Tp ∈ L2(Ω),
u0 ∈ V, (F0(0),v)− a(u0,v) = (up,v), up ∈ [L2(Ω)]N ,
u1 ∈ V, u1t + ϕ′t(0) = 0 na ∪k,lΓkl

c .

(2.88)

Potom existuje právě jedno řešeńı - dvojice funkćı (T,u) takové, že

T, T ′ ∈ L∞(I; V0),
u,u′ ∈ L∞(I; V ),u′′ ∈ L2(I; V ′) (2.89)

a které splňuje (2.85)-(2.87).
Důkaz: Postup d̊ukazu je následuj́ıćı:
(i) jednoznačnost řešeńı (2.85)-(2.87),
(ii) řeš́ı se regularizovaná úloha (2.85)-(2.87),
(iii) dokazuje se existence regularizované úlohy za pomoci Galerkinovy approximace,
(iv) hledaj́ı se a priori odhady I a II nezávislé na ε,
(v) limitńı procesy přes m (Galerkin) a ε (regularizace).
Jednoznačnost úlohy se dokazuje standardńım zp̊usobem. Po úpravě dostáváme

|T ∗(t)|20 +
{
|u∗′(t)|20 + a(u∗(t),u∗(t))

}
+ 2

∫ t

0
aT (T ∗(τ), T ∗(τ))dτ ≤

−2
∫ t

0

∫ τ

0
a1(τ − τ1;u∗(τ1),u∗′(τ))dτ1dτ − 2

∫ t

0
[bs(T ∗(τ),u∗′(τ)) + bp(u∗′(τ), T ∗(τ))]dτ.

Jelikož forma v → a1(t;u,v) je spojitá na V , potom

a1(t;u,v) = (B(t)u,v), B(t)u ∈ V, B(t) ∈ L(V ;V ′) (2.90)

a tedy

∣∣∣
∫ t

0

∫ τ

0
a1(τ − τ1; ϕ(τ1), ϕ′(τ))dτ1dτ

∣∣∣ =

=
∣∣∣
∫ t

0

(∫ τ

0
B(τ − τ1)ϕ(τ1)dτ1, ϕ

′(τ)
)
dτ

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ t

0

∫ t

τ
(B(τ − τ1)ϕ(τ1), ϕ′(τ))dτdτ1

∣∣∣ =

=
∣∣∣
∫ t

0
(B(t− τ1)ϕ(τ1), ϕ(t))dτ1 −

∫ t

0
(B(0)ϕ(τ1), ϕ(τ1))dτ1 −

∫ t

0

∫ t

τ
(B′(τ − τ1)ϕ(τ1), ϕ(τ))dτdτ1

∣∣∣
≤ c

[∫ t

0
‖ϕ(τ)‖21 dτ + ‖ϕ(t)‖1

∫ t

0
‖ϕ(τ)‖1 dτ

]
.

(2.91)
Odtud užit́ım vlastnost́ı bilineárńıch forem aT (z, z), a(v,v) a odhadu
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|bs(T ∗(t),u′∗(t)) + bp(u′∗(t), T ∗(t))| ≤ c (‖u′∗(t)‖0 ‖T ∗(t)‖1 + ‖u′∗(t)‖1 ‖T ∗(t)‖0) ,

plyne
|T ∗(t)|20 +

∫ t

0
‖T ∗(τ)‖21 dτ + |u∗′(t)|20 + ‖u∗(t)‖21 ≤

≤ c
∫ t

0

[
|T ∗(τ)|20 + ‖T ∗(τ)‖21 + |u∗′(τ)|20 + ‖u∗(τ)‖21

]
dτ.

Užit́ım Gronwallova lematu plyne T ∗(t) = 0,u∗(t) = 0, což dokazuje jednoznačnost.
Existence úlohy se dokáže pomoćı dvoj́ı regularizace p̊uvodńı úlohy. Definujme konvexńı funkci

ψε : R→ R vztahem

ψε(x) =
√

x2 + ε2 − ε, (2.92)

která regularizuje funkci x → |x| , a která je derivovatelná a splňuje nerovnost

||x| − ψε(|x|)| < ε, ∀x ∈ R, ε ≥ 0. (2.93)

Jelikož funkcionál jg(v) neńı diferencovatelný, zavedeme jeho regularizaci jgε : V → R, ε > 0,

jgε(v) =
∫

∪
k,l

Γkl
c

gkl
c (x, t)ψε(

∣∣vk
t − vl

t

∣∣)ds ≡ 〈
gkl

c , ψε(
∣∣vk

t − vl
t

∣∣)〉∪k,lΓkl
c

, (2.94)

požadovaných vlastnost́ı, pro něž

(
j′gε (v) ,w

)
=

〈
gkl

c χε

(
vk

t − vl
t

)
,wk

t −wl
t

〉
∪k,lΓkl

c
, v,w ∈ V, (2.95)

kde jsme položili χε(vk
t − vl

t) = ψ′ε
(∣∣vk

t − vl
t

∣∣) (
vk

t − vl
t

)
.

Potom se řeš́ı již regularizovaná úloha:

(T ′ε(t), z) + aT (Tε(t), z) + bp(u′ε(t), z) = (Q0(t), z) ∀z ∈ V0, (2.96)

(u′′ε (t),v) + a(uε(t),v) +
∫ t

0
a1(t− τ ;uε(τ),v)dτ + bs(Tε(t)− T0,v)+

+(j′gε(u
′
ε(t) + ϕ′(t),v) = (F0(t),v) v ∈ V,

(2.97)

s počátečńımi podmı́nkami

Tε(x, 0) = T0(x),uε(x, 0) = u0(x),u′ε(x, 0) = u1(x). (2.98)

Existence (Tε(t),uε(t)) se dokáže pomoćı Galerkinovy aproximace.
Apriorńı odhady I nalezneme z (2.96) polož́ıme-li z = Tε(t) a z (2.97 polož́ıme-li v = u′ε(t)+ϕ′(t).

Potom po úpravách za použit́ı spojitosti formy a1(t;u,v) na V a (j′gε(w),w) ≥ 0, ∀w ∈ V,

|bs(Tε(t)− T0,u′ε(t) + ϕ′(t)) + bp(u′ε(t), Tε(t))| ≤
≤ c (1 + ‖Tε(t)‖1 ‖u′ε(t)‖0 + ‖Tε(t)‖1 ‖ϕ′(t)‖0 + ‖Tε(t)‖0 ‖u′ε(t)‖1) ,

(2.99)

|a1 (t− τ ;u,v)| ≤ C (t, τ) ‖u‖1 ‖v‖1 ∀u,v ∈ V, kde C (t, τ) ∈ L∞ (I × I) , a vzhledem k (2.91)
∣∣∣
∫ t

0

∫ τ

0
a1(τ − τ1;uε(τ1),u′ε(τ))dτ1dτ

∣∣∣ ≤
≤ c

[∫ t

0
‖uε(τ)‖21 dτ + ‖uε(t)‖1

∫ t

0
‖uε(τ)‖1 dτ

]
,∣∣∣

∫ t

0
a1(t− τ ;u(τ),v)dτ

∣∣∣ ≤
∫ t

0
C (t, τ) ‖u(τ)‖1 ‖v‖1 dτ ≤

≤ ‖v‖1
∫ t

0
C (t, τ) ‖u(τ)‖1 dτ ≤ ‖C (t, .)‖L1(0,t) ‖v‖1

∫ t

0
‖u(τ)‖1 dτ,

(2.100)

a po daľśıch úpravách dostáváme

|Tε(t)|20 +
∫ t

0
‖Tε(τ)‖21 dτ + |u′ε(t)|20 + ‖uε(t)‖21 ≤

≤ c
(
1 +

∫ t

0

(
|Tε(τ)|20 + ‖Tε(τ)‖21 + |u′ε(τ)|20 + ‖uε(τ)‖21

)
dτ

)
.

35



Užit́ım Gronwallova lematu dostáváme odhady

|Tε(t)|0 ≤ c,

∫ t

0

‖Tε(τ)‖21 dτ ≤ c, |u′ε(t)|0 ≤ c, ‖uε(t)‖1 ≤ c, t ∈ I, (2.101)

kde c = const. > 0 označuj́ı konstanty nezávislé na ε.
Z (2.96) a (2.97) pro t = 0 dostáváme, že T ′ε(0) = Tp,u′′ε (0) = up, T ′ε(0) ∈ L2(Ω), u′′ε (0) ∈ [L2(Ω)]N .
A priorńı odhady II dostáváme derivováńım (2.96),(2.97) podle t, a polož́ıme-li z = T ′ε(t), v =

u′′ε (t) + ϕ′′(t), po úpravě dostaneme

1
2

d

dt
|T ′ε(t)|20 + aT (T ′ε(t), T

′
ε(t)) + bp(u′′ε (t), T ′ε(t)) = (Q′0(t), T

′
ε(t)), (2.102)

1
2

d
dt

[
|u′′ε (t)|20 + a(u′ε(t),u′ε(t))

]
+ (B(0)uε(t),u′′ε (t) + ϕ′′(t))+

+
(∫ t

0
B′(t− τ)uε(τ)dτ,u′′ε (t) + ϕ′′(t)

)
+ bs(T ′ε(t),u

′′
ε (t) + ϕ′′(t))+

+( d
dtj

′
gε(u

′
ε(t) + ϕ′(t)),u′′ε (t) + ϕ′′(t)) = (F′0(t),u

′′
ε (t) + ϕ′′(t))−

−(u′′′ε (t), ϕ′′(t))− a(u′ε(t), ϕ′′(t)),

(2.103)

kde
(

d
dtj

′
gε (u′ε(t) + ϕ′(t)) ,u′′ε (t) + ϕ′′(t)

)
=

=
〈

d
dtg

kl
c (x, t)ψ′ε (|u′εt(t) + ϕ′t(t)|) (u′εt(t) + ϕ′t(t)) ,u′′ε (t) + ϕ′′(t)

〉
∪k,lΓkl

c
.

Jelikož

(
d
dtj

′
gε(w(t),v

)
=

∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,t)
∂t χε(wt(t))vtds+

+
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

c (x, t) limk→0
χε(wt(t+k)−χε(wt(t))

k vtds,

potom

(
d
dtj

′
gε(w(t),w′(t)

)
=

∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,t)
∂t χε(wt(t))w′

t(t)ds+

+
∫
∪k,lΓkl

c
gkl

c (x, t) limk→0
χε(wt(t+k))−χε(wt(t))

k
wt(t+k)−wt(t)

k ds = I1 + I2 ≥
≥ ∫

∪k,lΓkl
c

∂gkl
c (x,t)
∂t χε(wt(t))w′

t(t)ds =
∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,t)
∂t

∂
∂tχε(wt(t))ds,

kde I2 ≥ 0 vzhledem k vlastnosti monotonie. Odtud a (2.102),(2.103)

1
2

d

dt
|T ′ε(t)|20 + aT (T ′ε(t), T

′
ε(t)) + bp(u′′ε (t), T ′ε(t)) = (Q′0(t), T

′
ε(t)) (2.104)

1
2

d
dt

[
|u′′ε (t)|20 + a(u′ε(t),u′ε(t))

]
+ (B(0)uε(t),u′′ε (t) + ϕ′′(t))+

+
(∫ t

0
B′(t− τ)uε(τ)dτ,u′′ε (t) + ϕ′′(t)

)
+ bs(T ′ε(t),u′′ε (t) + ϕ′′(t))+

+
∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,t)
∂t

∂
∂tχε(u′kεt(t)− u′lεt(t) + ϕ′kt (t)− ϕ′lt (t))ds ≤

≤ (F′0(t),u
′′
ε (t) + ϕ′′(t))− (u′′′ε (t), ϕ′′(t))− a(u′ε(t), ϕ′′(t)).

(2.105)

Integraćı (2.104) , (2.105) v meźıch 0 do t, potom po úpravách dostáváme

|I| =
∣∣∣∣
∫ t

0

∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,τ)
∂τ

∂χε(u′′kεt (τ)−u′′lεt (τ)+ϕ′′kt (t)−ϕ′′lt (τ))
∂τ dsdτ

∣∣∣∣ =

=| ∫∪k,lΓkl
c

∂gkl
c (x,t)
∂t χε

(
u′′kεt (t)− u′′lεt(t) + ϕ′′kt (t)− ϕ′′lt (t)

)
ds−

− ∫
∪k,lΓkl

c

∂gkl
c (x,t)
∂t χε

(
u′′kεt (0)− u′′lεt(0) + ϕ′′kt (0)− ϕ′′lt (0)

)
ds−

− ∫ t

0

∫
∪k,lΓkl

c

∂2gkl
c (x,τ)
∂τ2 χε

(
u′′kεt (τ)− u′′lεt(τ) + ϕ′′kt (τ)− ϕ′′lt (τ)

)
dsdτ |,

a předpokládáme-li, že ∂gkl
c

∂t = 0, tj. gkl
c nezáviśı na t, a tedy |I| = 0.

Odhady ‖T ′ε(0)‖1 , |u′′ε (0)| plynou z (2.96), (2.97) pro t = 0 a po úpravách nalezneme
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‖T ′ε(0)‖1 ≤ c, ‖u′′ε (0)‖1 ≤ c.

Z (2.104) a (2.105) užit́ım předchoźıch výsledk̊u a užit́ım Gronwallova lematu dostáváme

|T ′ε(t)|20 ≤ c,

∫ t

0

‖T ′ε(τ)‖21 dτ ≤ c, |u′′ε (t)|20 ≤ c, ‖u′ε(t)‖21 ≤ c. (2.106)

Závěrem se dokáž́ı limitńı procesy přes m a ε.
Poznámka: V př́ıpadě, že lze setrvačné śıly zanedbat, potom úloha vede na úlohu kvazi-statickou.

V př́ıpadě, že vektor posunut́ı a teplota nezáviśı na čase t, potom řeš́ıme úlohu statickou.

Kontaktńı úloha v lineárńı pružnosti

Dá se ukázat, že kontaktńı úloha v lineárńı (termo-)pružnosti je speciálńı př́ıpad kontaktńı úlohy
v lineárńı (termo-)vazko-pružnosti.

Bud’ uλ(t), Tλ(t) a u(t), T (t) řešeńı úlohy (Plm) s

τij = cijklekl(u(t)) + λ

∫ t

0

bijkl(t− τ)ekl(u(τ))dτ − βij(T − T0), λ → 0, (2.107)

a
τij = cijklekl(u(t))− βij(T − T0). (2.108)

Potom, za platnosti podmı́nek věty 4, budeme řešit úlohu

Tλ(t) ∈ V0,uλ(t) ∈ V,
(T ′λ(t), z) + aT (Tλ(t), z) + bp(u′λ(t), z) = (Q0(t), z) ∀z ∈ V0,

(u′′λ(t),v − u′λ(t)) + a(uλ,v − u′λ(t)) + λ
∫ t

0
a1(t− τ ;uλ(τ),v − u′λ(t))dτ

+bs(Tλ(t)− T0,v − u′λ(t)) + jg(v + ϕ′(t))− jg(u′λ(t) + ϕ′(t)) ≥
(F0(t),v − u′λ(t)) ∀v ∈ V,

Tλ(x, 0) = T0(x), uλ(x, 0) = u0(x),u′λ(x,0) = u1(x).

(2.109)

Užit́ım regularizace nediferencovatelného funkcionálu jg (v) (tj. jg (v) → jgε(v) =
〈
gkl

c , ψε(
∣∣vk

t − vl
t

∣∣)〉∪k,lΓkl
c

),
dostáváme

Tλε(t) ∈ V0,uλε(t) ∈ V,
(T ′λε(t), z) + aT (Tλε(t), z) + bp(u′λε(t), z) = (Q0(t), z) ∀z ∈ V0,

(u′′λε(t),v) + a(uλε,v) + λ
∫ t

0
a1(t− τ ;uλε(τ),v)dτ+

+bs(Tλε(t)− T0,v) +
(
j′gε (u′λε+ϕ′(t)) ,v

)
= (F0(t),v) ∀v ∈ V,

Tλε(x, 0) = T0(x), uλε(x, 0) = u0(x),u′λε(x,0) = u1(x).

(2.110)

Aplikaćı postupu jako při d̊ukazu věty 4, tj. užit́ım Galerkinovy metody, nalezneme odhady nezávislé
na ε a λ , tj.

|T ′λε(t)|0 ≤ c,

∫ t

0

‖Tλε(τ)‖21 dτ ≤ c, |u′′λε(t)|0 ≤ c, ‖u′λε(t)‖1 ≤ c, ‖uλε(t)‖1 ≤ c. (2.111)

V limitńıch procesech přes ε, podobně jako výše, a λ dostáváme

Tλ → T slabě-* v L∞ (I;V0) ,
T ′λ → T ′ slabě-* v L2 (I; V0) ,
uλ → u,u′λ → u′ slabě-* v L∞ (I; V ) ,
u′′λ → u′′ slabě-* v L∞ (I; V ′) ,

(2.112)

kde u je řešeńı úlohy (Plm) s τij = cijklekl(u) − βij(T − T0) a T je odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice
vedeńı tepla.
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2.4 Matematický model kyčelńıho a kolenńıho kloubu založený na modelové kontaktńı
úloze v nelineárńı (termo-)pružnosti

Úvod

V odstavci 2.1 o modelech lidských kloub̊u bylo ukázáno, jakým zp̊usobem prob́ıhaj́ı tlakové a tahové
systémy ve stehenńı kosti - femuru. Tento tlakový systém je však porušen aplikaćı totálńı náhrady
kyčelńıho kloubu. Z klinických pozorováńı i ze studíı, založených na matematickém modelováńı vid́ıme,
že oblast velkého trochanteru je po aplikaci TEP silně odlehčena, takže po odlehčeńı docháźı k řidnut́ı
kostńı tkáně. T́ım se měńı i fyzikálńı vlastnosti kostńı tkáně. Je proto naš́ım úkolem naj́ıt vhod-
nou reologii, která umožńı studovat zatěžováńı skeletu kloubńıch systémů v závislosti na rozložeńı
skutečného pole napjatosti ve studované části skeletu včetně vazivového systému a stanovit i jejich
odpov́ıdaj́ıćı fyzikálńı vlastnosti a fyzikálńı parametry. Jako vhodná reologie se ukazuje nelineárńı
pružnost speciálńıho typu, která v závislosti na skutečných hodnotách napět́ı ve skeletu dovede po-
psat materiály se zpevněńım v d̊usledku větš́ıho zatěžováńı, resp změkčeńı v d̊usledku jejich nižš́ıho
zatěžováńı, jak pozorujeme v oblasti velkého trochanteru po aplikaci TEP. Záviśı-li koeficienty elasti-
city na posunut́ı u, potom je tato reologie speciálńım typem plasticity deformačńıho typu.

V následuj́ıćı části této kapitoly budeme vyšetřovat dynamickou modelovou úlohu s Coulom-
bovským třeńım v nelineárńı (termo-)pružnosti, která bude s dostatečnou přesnost́ı popisovat chováńı
zatěžovaného kyčelńıho nebo kolenńıho kloubu. V daľśım se omeźıme pouze na elastickou část úlohy
a př́ıpad, kdy na obou částech kloubńıho systému jsou předepsána posunut́ı.

Reologie a formulace úlohy

Při odvozeńı vztahu mezi napět́ım a deformaćı v N - dimenźıch (N = 2, 3) vyjdeme z funkce hustoty de-
formačńı energie (the strain energy density function) E(eij). Označme A skalárńı funkci deformaćı eij

definovanou vztahem

A = cijkl(u)eij(u)ekl(u), eij(u) =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, i, j, k, l = 1, ..., N, (2.113)

kde cijkl(u) jsou elastické koeficienty obecně závisej́ıćı na vektoru posunut́ı u = (ui) a eij(u) jsou
složky tenzoru malé deformace. Tenzor cijkl(u) je symetrický, tj.

cijkl(u) = cjikl(u) = cklij(u) = cijlk(u). (2.114)

kde Einsteinova sumačńı konvence je rovněž uvažována.
Vztah mezi napět́ım a deformaćı odvod́ıme z funkce hustoty deformačńı energie E,

E = Aλ(eij(u)), (2.115)

kde λ je kladný parametr, tj. ze vztahu

τij(u) =
∂E(eij(u))

∂eij
. (2.116)

Potom z (2.113), (2.115), (2.116) dostáváme

τij(u) = λ [A(eij(u))]λ−1 ∂A(eij(u))
∂eij

= 2λ [A(eij(u))]λ−1
cijkl(u)ekl(u) =

= c∗ijkl(u)ekl(u), c∗ijkl(u) = 2λ [A(eij(u))]λ−1
cijkl(u),

(2.117)

kde c∗ijkl(u) jsou nelineárńı elastické koeficienty. Skalárńı koeficient
2λ [A(eij(u))]λ−1 záviśı na tenzoru malé deformace eij(u). Parametr λ simuluje stupeň nelinearity
biomateriálu. Jestliže 0 < λ < 1, potom parameter λ má vlastnost produkce změkčeńı biomateriálu,
jestliže λ = 1 potom biomateriál má vlastnosti lineárńıho pružného materiálu (kde nelinearita bioma-
teriálu záviśı pouze na nelinearitě elastických koeficient̊u závisej́ıćıch na posunut́ı u), a jestliže λ > 1,
potom charakterizuje biomateriály se zpevněńım.
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Necht’ I = (0, tp) je časový interval ve kterém prob́ıhaj́ı biomechanické procesy. Necht’ Ω ⊂ RN , N =
2, 3, je oblast zahrnuj́ıćı studovaný kloubńı systém, jehož části, libovolného tvaru okupuj́ı oblasti
Ωι takové, že Ω = ∪s

ι=1Ω
ι. Necht’ Ωι maj́ı dostatečně hladké (lipschitzovské) hranice ∂Ωι a necht’

∂Ω = Γτ∪Γu∪Γ0∪Γc∪R, kde disjunktńı části hranice Γτ , Γu, Γ0, Γc jsou otevřené množiny aR je mı́ry
nula. Necht’ Γu = 1Γu∪ 2Γu a Γc =∪

k,l
Γkl

c , Γkl
c = ∂Ωk ∩ ∂Ωl, k 6= l, k, l ∈ {1, ..., s} . necht’ Ω (t) = Ω× I

, Γτ (t) = Γτ ×I, Γu(t) = Γu×I, Γ0(t) = Γ0×I, Γc(t) = Γc×I označuj́ı části hranice ∂Ω(t) = ∂Ω×I.
Označme n vněǰśı normálu k hranici, un = uini, ut = u−unn, τn = τijnjni, τ t = τ−τnn jsou
normálové a tečné složky vektor̊u posunut́ı a napět́ı u = (ui), τ = (τi), τi = τijnj , i, j = 1, ..., N.

Předpokládejme, že objemové śıly F ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Ω)

]N
)

, povrchové śıly P ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Γτ )

]N
)

a koeficienty elasticity cijkl = cijkl (x) ∈ L∞ (Ω). Derivaci podle času označme symbolem “ ′ ”.
Předpokládejme, že na kontaktu Γkl

c kladný směr vněǰśı normály n ≡ nk je orientován k oblasti Ωk.
Úloha vede na řešeńı dynamické kontaktńı úlohy s Coulombovským třeńım v nelineárńı reologii

(Nedoma (2005c)):
Úloha (P): Necht’ N = 2, 3, s ≥ 2. Hledáme vektorovou funkci u : Ω× I→ R, splňuj́ıćı

ρι

(
∂2uι

i

∂t2
+ vι

k

∂uι
i

∂xk

)
=

∂τij (uι)
∂xj

+ F ι
i , i, j = 1, ...N, ι = 1, ..., s, v Ωι × I, (2.118)

τ ι
ij(u

ι) = c∗ιijkl(u
ι)ekl(uι),

c∗ιijkl(u) = 2λ [A(eij(uι))]λ−1
cι
ijkl(x), i, j, k, l = 1, ...N, ι = 1, ..., s,

(2.119)

τijnj = Pi, i, j = 1, ..., N na ∪s
ι=1 (Γτ ∩ ∂Ωι)× I, (2.120)

ui = u2i, i, j = 1, ..., N, na ∪s
ι=1

(
1Γu ∩ ∂Ωι

)× I, (2.121)

ui = 0, i, j = 1, ..., N, na ∪s
ι=1

(
2Γu ∩ ∂Ωι

)× I, (2.122)

un = 0, τt = 0, i, j = 1, ..., N na ∪s
ι=1 (Γ0 ∩ ∂Ωι)× I, (2.123)

u′kn − u′ln ≤ 0, τk
n

(
uk

)
= τ l

n

(
ul

) ≡ τkl
n (u) ≤ 0,(

u′kn − u′ln
)
τkl
n (u) = 0,

u′kt − u′lt = 0 =⇒
∣∣τkl

t (u)
∣∣ ≤ Fkl

c (0)
∣∣τkl

n (u)
∣∣ ,

u′kt − u′lt 6= 0 =⇒
∣∣τkl

t (u)
∣∣ =

= −Fkl
c (u′t)

∣∣τkl
n (u)

∣∣ u′kt −u′lt
|u′kt −u′lt | ,

na Γkl
c × I, (2.124)

u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω, (2.125)

kde u0,u1,u2 jsou dané funkce a u0,u1 např. nalezneme tak, že jsou řešeńım statické lineárńı
kontaktńı úlohy v lineárńı pružnosti s nebo bez třeńı charakterizované koeficientem třeńı Fkl

c , ρ = ρ (x)
je hustota. Koeficient třeńı Fkl

c ≡Fkl
c (x,u′) je globálně omezený, nezáporný a splňuje Carathéodoryho

vlastnosti a má kompaktńı nosič SFc ≡sup p
x

(Fc) definovaný vztahem (2.21) .

Závislost koeficientu třeńı na u′ je znázorněn na obr.6. Označme ještě vektor rychlosti v = (vk) ≡
(u′k), (y)+ ≡ max {y, 0} označuje kladnou část veličiny y.

Variačńı řešeńı nelineárńı úlohy

Označeńı funkcionálńıch prostor̊u zavedeme standardńım zp̊usobem. Pro řešeńı úlohy (P) budeme
předpokládat, že koeficienty C∗ = ( c∗ijkl(x,u)) splňuj́ı podmı́nky
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(i) C∗ : Ω× RN → SN ,
(ii) existuje m1 > 0 taková, že
‖C∗ (x, e1)− C∗ (x, e2)‖ ≤ m1 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. x ∈ Ω,

(iii) existuje m2 > 0 taková, že
(C∗ (x, e1)− C∗ (x, e2)) . (e1 − e2) ≥ m2 ‖e1 − e2‖ ∀e1, e2 ∈ SN , s.v. x ∈ Ω,

(iv) pro e ∈ SN , x 7→ C∗ (x, e) je měřitelná v Ω,

(v) zobrazeńı x 7→ C∗ (x,0) ∈ [
L2 (Ω)

]N×N
,

kde SN je prostor symetrických tenzor̊u čtvrtého řádu, objemové a povrchové śıly F ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Ω)

]N
)

,

P ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Γτ )

]N
)
, funkce u1 ∈

[
H1 (Ω)

]N
, uk

1n − ul
1n = 0 na ∪

k,l
Γkl

c , u0 ∈
[
H1 (Ω)

]N
, hus-

tota ρ ∈ C (Ω).
Definujme množiny skutečných a př́ıpustných posunut́ı

V0 = {v | v ∈ [
H1

(
Ω1

)]N × ...× [
H1 (Ωs)

]N
,v = 0 na ∪s

ι=1 (Γu ∩ ∂Ωι) ,
vn = 0 na ∪s

ι=1 (Γ0 ∩ ∂Ωι) , vk
n − vl

n = 0 s.v. na ∪
k,l

Γkl
c }, V = u2 + V0,

K = {v | v ∈ V0, v
k
n − vl

n ≤ 0 s.v. na ∪
k,l

Γkl
c },

V0 = L2(I; V0), V = u′2 + V0, K = L2(I; K).

V př́ıpadech, kdy jednotlivé části kloubńıho systému maj́ı možnost vedle posunu i možnost rotace,
potom zavedeme množinu všech posunut́ı a rotaćı

R = us
ι=1R

ι, Rι = {v | v ∈ [
H1 (Ωι)

]N
, eij (v) = 0 s.v.},

Rι = {v | v ∈ [
H1 (Ωι)

]3
,v = aι + bι × x} pro N = 3,

Rι = {v | v ∈ [
H1 (Ωι)

]2
, v1 = aι

1 − bιx2, v2 = aι
2 + bιx1} pro N = 2,

kde aι,bι jsou libovolné reálné vektory pro N = 3 a aι
1, a

ι
2, b

ι jsou libovolné reálné skaláry pro N = 2.
Množina K je konvexńı kužel a je uzavřená podmnožina V0. Necht’ PV = V0∩R a necht’ V0 = PV ⊕Q0

je orthogonálńı rozklad V0.
Vynásobeńım (2.118) výrazem v − u′, kde v jsou libovolné testovaćı funkce, integraćı přes oblast Ω,

užit́ım Greenovy věty a okrajových a kontaktńıch podmı́nek, dostáváme systém variačńıch nerovnic:
Úloha (P)v : nalézt vektorovou funkci u s u′ ∈ K ∩B(I; L2,N (Ω)), takovou, že

∫
I
{(u′′ (t) ,v − u′ (t)) + a (u (t) ;u (t) ,v − u′ (t)) + b (u′ (t) ,u (t) ,v − u′ (t))+

+j (v)− j (u′ (t))}dt ≥ ∫
I
(f (t) ,v − u′ (t)) dt ∀v ∈ K,

(2.126)

u (x,0) = u0 (x) , u′ (x,0) = u1 (x) , x ∈ Ω, (2.127)

kde předpokládáme, že vstupńı data nelineárńı úlohy splňuj́ı

ur ∈ K,
a (ur;ur,v − ur) + j (v)− j (ur) ≥ (f (rk) ,v − ur) r = 0, 1, ∀v ∈ K,

(2.128)

kde k = tp/m, m celé č́ıslo, je krok v čase a kde

(u′′,v) =
∑s

ι=1 (u′′ι,vι) =
∫
Ω

ρu′′i vidx,
a (w;u,v) =

∑s
ι=1 aι (wι;uι,vι) =

= 2
∫
Ω

λ [A (eij (w))]λ−1
cijkl (w) ekl (u) eij (v) dx,

b (u,v,w) =
∑s

ι=1 bι (uι,vι,wι) =
∫
Ω

ρuk
∂vl

∂xk
wldx,

(f ,v) =
∑s

ι=1 (f ι,vι) =
∫
Ω

Fividx +
∫
Γτ

Pivids,

j (v) =
∑s

ι=1 jι (vι) =
∫
∪

k,l
Γkl

c

Fkl
c (u′t)

∣∣τkl
n (u)

∣∣ ∣∣vk
t − vl

t

∣∣ ds,

kde bilineárńı forma a (w;u,v) je symetrická v u,v a splňuje a (w;u,u) ≥ c∗0 ‖u‖21,N , c∗0 =
const. > 0, |a (w;u,v)| ≤ c∗1 ‖u‖1,N ‖v‖1,N , c∗1 = const. > 0.
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Hlavńı výsledek je dán následuj́ıćı větou:
Věta 5: Necht’ N ≥ 2 a necht’ jsou splněny výše uvedené předpoklady: objemové śıly F ∈

W 1,∞
(
I;

[
L2 (Ω)

]N
)

, povrchové śıly P ∈ W 1,∞
(
I;

[
L2 (Γτ )

]N
)

a koeficienty elasticity cijkl = cijkl (x) ∈
L∞ (Ω). Potom existuje funkce u taková, že

u ∈ L∞ (I;K) ,u′ ∈ K ∩B
(
I; L2,N (Ω)

)
,u′′ ∈ L2 (I; V ′

0) ,

a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) a

∫
I
{(u′′ (t) ,v − u′ (t)) + a (u (t) ;u (t) ,v − u′ (t))+

+b (u′ (t) ,u (t) ,v − u′ (t)) + j (v)− j (u′ (t))}dt ≥ ∫
I
(f (t) ,v − u′ (t)) dt ∀v ∈ K. (2.129)

Důkaz je založen na užit́ı techniky penalizace a regularizace, č́ımž se p̊uvodńı úloha řešeńı variačńıch
nerovnic převede na řešeńı úlohy založené na řešeńı variačńıch rovnic.

Kontaktńı podmı́nku (2.124a) nahrad́ıme nelineárńı okrajovou podmı́nkou τkl
n (u′) = − 1

δ

[
u′kn − u′ln

]
+

, kde [.]+ := max {., 0} , δ > 0, jež je kombinována s jistým zhlazeńım členu se třeńım. Jelikož funk-
cionál j (v) neńı diferencovatelný ve smyslu Gâteauxově, nahrad́ıme jej jeho regularizaćı jε (v) . Proto
zavedeme funkci ϕε : R→ R definovanou vztahem

ϕε (x) =
√

x2 + ε2 − ε, (2.130)

která regularizuje funkci x → |x| . Potom ϕε je diferencovatelná a splňuje nerovnost

||x| − ϕε (|x|)| ≤ ε, ∀x ∈ R, ε ≥ 0.

Funkce ϕε definovaná vztahem (2.130) je konvexńı a dvakrát spojitě diferencovatelná.
Potom budeme řešit následuj́ıćı úlohu:
Úloha (P)vpr: hledáme vektorovou funkci u s u′ ∈ V∩B(I; L2,N (Ω)) a u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) =

u1 (x) takovou, že pro všechna v ∈ V plat́ı
∫

I
{(u′′ (t) ,v) + a (u (t) ;u (t) ,v) + b (u′ (t) ,u (t) ,v)+

+
∫
∪

k,l
Γkl

c

1
δ

[
u′kn (t)− u′ln (t)

]
+

(
vk

n − vl
n

)
ds+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

[
u′kn (t)− u′ln (t)

]
+
∇ϕε

(
u′kt − u′lt

) (
vk

t − vl
t

)
ds}dt =

=
∫

I
(f (t) ,v) dt a.e. t ∈ I.

(2.131)

Existenci uε
∼= u dokážeme užit́ım konečně-dimensionálńı aproximace (Galerkin). Sestroj́ıme se-

parabilńı bázi {vi} prostoru V0, a jelikož prvky báze jsou lineárně nezávislé, potom jejich lineárńı
kombinace jsou husté ve V0, Vm = span{v1, ...,vm},∪∞m=1Vm je husté v V0. Položme

um (t,x) = u2 (t,x) +
m∑

j=1

cmj (t)vj (x) , t ∈ I,x ∈ Ω,m ∈ N.

Potom přibližné řešeńı řádu m splňuje systém obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu

(u′′m (t) ,vk) + a (um (t) ;um (t) ,vk) + b (u′m (t) ,um (t) ,vk) +
+

〈
1
δ

[
uk

mn (t)− ul
mn (t)

]
+

, vk
kn − vl

kn

〉
∪
k,l

Γkl
c

+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

) [
u′kmn (t)− u′lmn (t)

]
+

.

∇ϕε

(
u′kmt (t)− u′lmt (t)

)
.
(
vk

kt − vl
kt

)
ds = (f (t) ,vk) , k = 1, ..., m, a.e. t ∈ I,

(2.132)

〈um (x, 0)− u0 (x) ,vk〉Ω = 0, 〈u′m (x, 0)− u1 (x) ,vk〉Ω = 0. (2.133)

Řešitelnost tohoto systému plyne z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic.
A priorńı odhady:
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Vynásobme (2.132) c′mj (t) , sečteme přes j, integrujme přes [0, t] , t ∈ I a položme

u′m(t)− u′2(t) =
m∑

j=1

c′mj(t)vj ,

potom

∫ t

0
{(u′′m (τ) ,u′m(τ)) + a (um (τ) ;um(τ),u′m(τ)) + b (u′m (τ) ,um (τ) ,u′m(τ)) +

+
〈

1
δ

[
uk

mn (τ)− ul
mn (τ)

]
+

, uk
mn (τ)− ul

mn (τ)
〉
∪
k,l

Γkl
c

+

+
∫
∪
k,l

Γkl
c

1
δFkl

c

(
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

) [
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+
∇ϕε

(
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

)
.

.
(
u′kmt (τ)− u′lmt (τ)

)
ds}dτ =

∫ t

0
{(f (τ) ,u′m(τ)− u′2(τ)) + (u′′m (τ) ,u′2(τ))+

+a (um (τ) ;um(τ),u′2(τ))− b (u′m (τ) ,um (τ) ,u′2(τ))}dτ.

(2.134)

Podle definice prostoru V je uk
2n − ul

2n = 0 na ∪
k,l

Γkl
c , dále je u′m(0) = u′2(0).

Jelikož ∇ϕε

(
u′kmt − u′lmt

) (
u′kmt − u′lmt

) ≥ 0 (ϕε je konvexńı a má minimum v 0) potom posledńı člen
na levé straně je ≥ 0. Dále plat́ı odhady analogické jako v odstavci 2.2.4 a

b (u,v,v) = 0, ∀u ∈ V0,v ∈V0,v ∈ V0 ∩ L2,N (Ω)
b (u,v,w) + b (u,w,v) = 0 ∀u,v,w ∈ V ,

∫ t

0

b (u′m (τ) ,um (τ) ,u′m (τ)) dτ = b (u′m (t) ,um (t) ,um (t))− b (u1,u0,u0) = 0

∫ t

0
b (u′m (τ) ,um (τ) ,u′2 (τ)) dτ ≤

≤ c3 (tp)
3
2 ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) ‖u′2 (t)‖0,1,Ω×I .

Užit́ım všech výše uvedených výsledk̊u a odhad̊u analogických odstavci 2.2.4 dostáváme

1
2 ‖u′m (t)‖20,N + c∗0 ‖um (t)‖21,N +

∫ t

0
1
δ

∥∥∥
[
u′kmn (τ)− u′lmn (τ)

]
+

∥∥∥
2

∪
k,l

Γkl
c

dτ ≤

≤ ‖f (t)‖V′0
[(∫ t

0
‖u′m (τ)‖21,N dτ

) 1
2

+ ‖u′2 (t)‖0,1,Ω×I

]
+ 1

2 ‖u1‖20,N +

+c∗01 ‖u0‖21,N + ‖u′m (t)‖0,N ‖u′2 (t)‖0,N +

+ ‖u′2 (t)‖0,Ω×I

(∫ t

0
‖u′m (τ)‖20,N dτ

) 1
2

+

+c1 (tp)
1
2 ‖um (t)‖L∞(I;H1,N (Ω)) ‖u′2 (t)‖0,1,Ω×I +

+c3 (tp)
3
2 ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) ‖u2 (t)‖0,1,Ω×I .

(2.135)

Potom existuje konstanta C, nezávislá na Faedo-Galerkinově indexu m a parameterech δ a ε, tak,
že máme

‖u′m (t)‖2L∞(I;L2,N (Ω)) + c0 ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) +

+ 1
δ

∥∥∥
[
uk

mn (t)− ul
mn (t)

]
+

∥∥∥
0,∪

k,l
Γkl

c ×I
≤ C, C = const. (2.136)

což dokazuje existenci řešeńı um (t) pro všechna t ∈ I.
Dále plat́ı

‖um (t)‖20,1,Ω×I =
∫ tp

0

‖um (t)‖21,N dt ≤ tp ‖um (t)‖2L∞(I;H1,N (Ω)) ≤ tpC0 = C. (2.137)

Položme v (2.132) jako testovaćı funkci vk= u′m (t2)− u′m (t1)− u′2 (t2) + u′2 (t1) , integrujme přes
t v meźıch od t1 do t2, vynásobme výsledek členem |t2 − t1|−2(1−γ)

, 0 < γ < 1
2 a integrujme přes t1

a t2, 0 < t1 < tp a t1 < t2 < tp. Potom analogickým postupem jako v odstavci 2.2.4 dostáváme
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|u′m|2H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

≤ |u′m|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

|u′2|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+

+2C (tp, γ) [C∗0 ‖um‖0,1,Ω×I

(
‖u′m‖0,1,Ω×I + ‖u′2‖0,1,Ω×I

)
+

+C3 ‖um‖20,1,Ω×I

(
‖u′m‖0,1,Ω×I + ‖u′2‖0,1,Ω×I

)
+

+
1+‖Fkl

c ‖∞
δ

∥∥∥
[
u′kmn − u′lmn

]
+

∥∥∥
0,∪

k,l
Γkl

c ×I
‖u′m‖0,∪

k,l
Γkl

c ×I +

+ ‖f‖V′0
(
‖u′m‖0,1,Ω×I + ‖u′2‖0,1,Ω×I

)
,

(2.138)

odtud

|u′m|2H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

≤ C1 |u′m|H 1
2−γ(I;L2,N (Ω))

+ C2 (tp, γ, δ) , (2.139)

kde C1, C2 jsou konstanty nezávislé na ε a m a jelikož H
1
2+γ,N (Ω) je spojitě vnořen v L2,N

(
Γkl

c

)
,

potom

‖u′m‖
H( 1

2−γ)2

(∪Γkl
c ×I)

≤ C (tp, γ, δ) , (2.140)

kde konstanta C (tp, γ, δ) > 0 je nezávislá na m a ε.

Následně dokážeme limitńı procesy přes m, ε, δ analogicky jako v odstavci 2.2.4.
Poznámka: V př́ıpadě, že lze setrvačné śıly zanedbat, potom úloha vede na úlohu kvazi-statickou.

V př́ıpadě, že vektor posunut́ı a teplota nezáviśı na čase t (řeš́ıme-li úlohu v termo-pružnosti), potom
řeš́ıme úlohu statickou, jež byla řešena v Nedoma et al. (1999a,b), Nedoma, Hlaváček (2002).

3 Shrnut́ı

Studie je výzkumnou zprávou Projektu MPO ČR č. FT-TA/087 - “Komplexńı výzkum biome-
chanických podmı́nek aplikace umělých skeletálńıch náhrad, interakce náhrad s organis-
mem, vyhodnoceńı př́ıčin selháńı a návrh podmı́nek pro zvýšeńı jejich stability” za rok
2005 a úkol:

B.2. Formulace 2D a 3D matematických model̊u v nelineárńı oblasti (termo-pružnosti a (termo-)
vazko-pružnosti).

Ve studii je diskutován problém navigované operačńı techniky ve vazbě na využit́ı matematických
model̊u kloubńıch systémů. Jsou formulovány matematické 2D a 3D modely náhrad lidských kloub̊u
založené na kontaktńıch úlohách lineárńı a nelineárńı teorie pružnosti, termo-pružnosti a (termo-)
vazko-pružnosti. Je provedena jejich základńı matematická analýza pro statické a dynamické zatěžováńı
lidských kloub̊u a jejich totálńıch náhrad. Je diskutováno numerické řešeńı úlohy založené na vaz-
kopružnosti s krátkou pamět́ı a na metodě konečných prvk̊u. Je nalezen odhad chyby přibližného
řešeńı úlohy. Informace o některých d́ılč́ıch problémech, diskutovaných v této studii, lze nalézt např.
v Nečas (1967), Duvaut, Lions (1976), Charnley (1979), Nečas, Hlaváček (1981), Nedoma (1987),
Hlaváček, Haslinger, Nečas, Lov́ı̌sek (1988), Nedoma (1993), Ionescu, Sofonea (1993), Rabinowitz
(1995), Jarušek, Eck (1999), Nedoma et al. (1999a,b), Hlaváček, Nedoma (2002), Han, Sofonea (2002),
Wriggers (2002), Daněk et al. (2004), Nedoma et al. (2003), př́ıpadně v zde uvedených citaćıch.
Předložené modelové úlohy jsou formulovány pro analýzu pole napět́ı a deformaćı vyvolané statickým
resp. dynamickým zat́ıžeńım kyčelńıho resp. kolenńıho kloubu v souvislosti s navigovanou operačńı
technikou a v souvislosti s užit́ım poč́ıtačové tomografie - CT a nukleármı́ magnetické rezonance -
MRI, nedovoluj́ı však studovat analýzu ch̊uze, nebot’ v tomto př́ıpadě se geometrie systému v každém
časovém okamžiku s časem měńı.
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