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Abstrakt:

Ptedlozend studie je vyzkumnou zpravou Projektu MPO CR &. FT-TA/087 - "Komplexni vyzkum
biomechanickych podminek aplikace umélych skeletidlnich ndhrad, interakce nahrad s
organismem, vyhodnoceni pfi¢in selhani a navrh podminek pro zvyseni jejich stability”
za rok 2005 a dkoly:

B. Mechanické a biomechanické hodnoceni

B.2. Formulace 2D a 3D matematickych modeld v nelinedrni oblasti (termo-pruZnosti a (termo-) vazko-
pruznosti).

Ve studii jsou diskutovany mechanickd a biomechanickd hodnoceni dynamického zat&Zovani kloubnich
systémi. Jsou formulovany vhodné matematické 2D a 3D modely nahrad lidskych kloub(li zaloZené na
dynamickych kontaktnich dlohach linedrni a nelinedrni teorie (termo-)pruznosti a (termo-)vazko-pruznosti.
Je provedena zdkladni matematickd analyza Ulloh pro statické a dynamické zatéZovani lidskych kloubi
a jejich totdlnich nahrad. Numerické feSeni vySetfované llohy je zaloZeno na metodé kone&nych prvki. Je
nalezen odhad chyby p¥esného a p¥iblizného ¥eeni tlohy. Je navrZena aplikace matematickych modeld pro
Ucely navigovanych operaénich postupl s moZnosti jejich dalSich zp¥esnéni.
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1 Nastin problematiky namahani umélych kloubnich nahrad
statickou a dynamickou silou

1.1 Uvod

V uvodu shrneme soucasné znalosti z biomechaniky ve vazbé na problémy aloartroplastiky a ve vazbé
na nové postupy vyuzivajici novych zobrazovacich technik jako poé¢itacové tomografie - CT (computer
tomography) a nukledrni magnetické rezonance - MRI (magnetic resonance imaging) a nasledné ve
vazbé na navigovanou opera¢ni techniku. Dodnes, prestoze je rotné implantovano ve svété vice jak
1 milion umélych kycelnich kloubt a vice jak 1/2 milionu kolennich kloubt, existuji stdle nékteré
technické problémy, které znemoznuji dosdhnout stoprocentni tispésnosti implantaci a dlouhodobé
trvanlivosti implantované nahrady. Maji-li totdlni ndhrady kloubt spolehlivé plnit svoji funkci a plné
zajistit dlouhodobou pohybovou aktivitu c¢lovéka, pak jejich konstrukce i naslednd jejich klinicka
aplikace musi respektovat biomechanické poméry v piislusném kloubnim sektoru pohybového systému.
Biologické poznatky umoz- nujici optimélni aplikaci kloubnich nahrad a technické znalosti materidla
a vyrobnich postupu potfebné pro vyrobu kloubnich ndhrad musi byt doplnény o nejnovéjsi poznatky
biomechaniky lidskych kloubt, coz umozni konstrukci optiméalnich tvaru umélych kloubu a to jak
z hlediska jejich funkce, jejich bezpeéného ukotveni, tak i pohybu kloubu pfi jeho ¢asové proménném
zatézovani.

1.2 Biomechanika lidskych kloubd a jejich nahrad p¥i statickém a dynamickém zatéZovani

Biomechanika je védni obor, ktery se zabyva aplikaci zdkonu mechaniky v biologickych a medi-
cinskych védach. Jednim z hlavnich cila biomechaniky je studium odezvy zZivé tkdné na vnéjsi ener-
getické pusobeni z hlediska fyziologického za predpokladu, ze ziva tkan je v podstaté kompozitni ma-
terial s fizenymi vlastnostmi. Biologicky material, oproti materidlu nezivé ptirody ktery je neschopny
samovyvoje, je schopnen samovyvoje, reprodukce a moznosti pfrizpusobeni okoli. Materidly nezivé
piirody jsou proto velmi tézko piijimany nebo dokonce i nepifjimény zivymi systémy, nebot je nelze
dostatecné rychle regenerovat a obnovovat. Jejich nevyhodou jsou téz jejich nedostateéné ptizpusobivé
vlastnosti na rozhrani mezi nezivymi a zivymi systémy. To jsou duvody problému umélych ndhrad
biologickych orgént a jejich ¢asti. Aby bylo mozno tyto materidly pouzit pro vyvoj umélych ndhrad
lidskych orgdnt, musi spliiovat jista zakladn{ kriteria a vlastnosti: (i) bezpodminéénou pfizpusobivost
okolnim materidlum zivych systému, (ii) dostateény rozsah pruznych deformaci s mirnou nelinearitou
a potfebnym elastickym modulem, (iii) vhodnou orientaci deformaé¢nich vlastnosti s ohledem na typ a
smér silového puisobeni, (iv) vhodné nevratné deformace umoziujici pfizptusobeni bez zbytetné velkych
casovych a prostorovych zmén vlastnosti a vyvolaného poskozeni, ale umoziujici relaxaci napéti a za-
mezeni vzniku mikroporuseni, (v) omezeni celkové deformace pfi zvySujicim se napéti se zajisténim
pruzného chovani biomaterialu s vysokou lokalni pevnosti a s minimalni potfebou dodéani dalsi energie,
(vi) vysokou odolnost proti biokorozi, (vii) vysokou pevnost proti cyklickému zatézovani s vysokym
pocéteénim tlumenim, (viii) vysoce kvalitn{ povrchovou tpravu, kterd zajist{ biokompatibilitu a ne-
umozn{ biokorozi, (ix) schopnost jisté regenerace ve vztahu k okoln{ zivé hmoté-tkéni, jako vyss{ formu
biokompatibility. V soucasnosti jako nejnaléhavéjsi a zaroven nejpiistupnéjsi se ukazuje studium bi-
omechanickych a biodynamickych procesu pohybového systému ¢lovéka. Pii biomechanické analyze
pohybového systému se zaméfujeme predevsim na zjisténi a studium pusobeni vnitinich a vnéjsich sil,
které jsou pfendseny kloubnim systémem, a jejich dusled- ki, charakterizované napétim a deformaci ve
skeletu. Analyza rozlozeni napéti a deformaci ve skeletu, resp. jeho nékteré ¢asti, uréi jejich charakter
a jejich vztah k prubéhu pohybu a zatézovani.

Hlavni tloha biomechaniky v mediciné je zaméfeni vyzkumu v biomechanice kosterniho a sva-
lového aparatu na analyzu a syntézu tuhosti a dynamiky lidského skeletu spolu se zahrnutim vliva
pusobicich svalovych sil, reologickych vlastnosti materialu skeletu a mékkych tkani a synovidlnich ka-
palin, vyzkunu vyuziti svalstva a regulace teploty a jejich vlivi na patologické jevy ¢asti skeletu, jako
osteofyty a dalsi patologické deformace lidského skeletu a jeho ¢ésti.

Néplni biomechaniky je studium mechanickych pohybu, jejich pficin v celém biosystému a v jeho
jednotlivych ¢astech. Kromé toho studuje i vztah biosystému s okolnim prostiedim. Modelovani bi-



osystému a simulace jeho funkce se stalo vyznamnym prostfedkem k pochopeni funkci a stavby zivé
hmoty. Modelovani biosystému lze rozdélit do dvou kategorii modelu. Prvni predstavuje matematické
modely modelujici struktury, funkce a vlastnosti zkoumanych biosystému. Sem patii i matematicko-
mechanické modely, jez modeluji urcity biomechanicky systém a simuluji jeho funkci. Déle sem patii
modely fyzikalné-mechanickych vlastnosti, termodynamické modely, strukturalni modely a modely
funkci. Tim se zabyva teoretickd biomechanika. Druhou kategorii modelu tvoii redlné experimentdlni
modely, modelujici urcity biomechanicky proces nebo objekt. Ukolem téchto modeli je ovérit te-
oretické predpoklady tykajici se struktury, funkce nebo ucelu biomechanického objektu jako celku
nebo jeho ¢éasti, ovéfovat spravnost a presnost feseni abstraktnich matematickych modela, zkoumat
diléi biomechanické problémy, jako napjatostni stavy, schopnost deformace ap. Tim se zabyva experi-
mentélni biomechanika. Proto, maji-li umélé ndhrady kloubu plnit spolehlivé a dlouhodobé svoji funkci
v podminkéach normélni pohybové aktivity, musi jejich konstrukce respektovat principy biomechaniky
a biomechanickych poméru v ptislusném kloubnim sektoru pohybového systému. Studiem vSech sil
pusobicich na kloubni systém, at jiz pfirozeny nebo umély, se zabyvaji obory jako biostatika, biody-
namika, biokinematika, biokinetika a tribologie. V biomechanice pohybového systému se zabyvame
studiem vnéjsich a vnitinich sil, které jsou sumarizovany a prendseny klouby. Jako dusledek pusobeni
vnéjsich a vnitinich sil pak studujeme rozlozeni pole deformaci a napéti v pohybovém aparatu, jejich
charakter a vztah k prubéhu pohybu v zavislosti na case.

Usporadani a tvar lidskych kloubtu urcuje jejich kinematickou a dynamickou charakteristiku. Ki-
nematicka charakteristika je dana geometrii kloubu, tvarem kontaktnich ploch a jejich chrupavéitého
povlaku. Vazy pak plni funkci mechanickych zardzek nebo vodicich a stabilizujicich prvkia. Z analyz
pohybu lid{ je zfejmé, ze jejich pohybové organy jsou konstruovany na principu pakového systému se
stiidavym pohybem. Tvar a forma jednotlivych stavebnich prvka kloubniho spojeni jsou tak rozma-
nité, ze nelze zkonstruovat univerzalni umélou ndhradu kteréhokoliv lidského kloubu, aby plné vystihla
specifické funkéni vlastnosti lidského kloubu. Cilem je se tomuto idealnimu stavu co nejvice priblizit.
Tomu mé napomoci i matematické modelovéni funkce lidskych kloubt a jejich optimélnich néhrad.

Z hlediska biomechaniky lze u pohybového tstroji ¢lovéka hovofit o tkanich, o biologickych struk-
turdch, o utvarech pasivnich a aktivnich.

Pasivni elementy jsou tkané, které vznikajici a pusobici sily, jak zevnitf, tak zevné organismu,
prendseji. Soucasné pusobicim sildm museji odolavat a tedy museji spliiovat ur¢ité podminky pevnosti
a pruznosti. Tyto tkdné maji pusobici sily ruznym zpusobem orientovat, usmérnovat a ménit jejich
usporadani. Mezi pasivni elementy zahrnujeme kosti a jejich ¢asti, véetné kloubnich ploch krytych
specializovanou hyalinni chrupavkou, dale vazy, slachy a povazky. Obecné kost, vazy a Slachy jsou
nehomogenni a anizotropni materidly.

Mezi aktivni elementy poc¢itame svaly, které jsou schopny proménit energii biochemickych reakci na
praci a vyvinout urcity vykon. Mechanické vlastnosti aktivnich i pasivnich ¢lent pohybového tustroji
clovéka se béhem jeho zivota méni.

Komponenty pohybového aparatu z hlediska biomechaniky lze shrnout do nésledujicich systému:

a) systém segmentu téla a elementu skeletu, jehoz funkei je pasivni zprostied- kovan{ pfenosu
akénich sil na okoli, tvoii pohyblivy a nosny zdklad pro uchyceni svala, vazu a povazek;

b) systém kosternich svalu, jehoz hlavn{ funkei je aktivn{ silové pusobeni a produkce aktivniho
mechanického vykonu;

¢) systém mezilehlych prvka, jez spojuje segmenty téla vazivem, chrupavkou, kosti, kloubem a jez
spojuje svaly se segmenty Slachou, jeho hlavni{ funkef je mechanické spojeni mezi systémy a) a b)
a v nich samotnych;

d) systém informaéni, tvofeny vnimavymi prvky ve svalech, kloubech, slachdch a vnitinim uchu
tzv. proprioceptory a déle tzv. exteroceptory; visceroceptory a aferentni nervové drahy (ucho,
oko, kozni ¢idla), jeho funkef je mechanickd recepce a prenos informact;

e) systém inerva¢ni, tvofeny motorickymi neurony, nervo-svalovymi ploténka- mi a eferentnimi
neuronovymi drahami, synaptickymi pfechody ap., jeho funkei je aktivace motorickych svalovych
jednotek;



f) systém centrélni, jez je tvofen michou, intro- a intrasegmentalnimi spoji, podkorovymi a ko-
rovymi hybnymi podsystémy, jeho funkci je sbér, selekce, ulozeni a analyza informace, represen-
tace mechanickych vlastnosti prostiedi, reflexni ¢innost, rozhodovani apod.

Systémy v bodech a), ¢) a ¢dste¢né v b) budou predmétem vysetfovani této studie.
Kosti lidské kostry jsou navzdjem spojené. Tato spojeni jsou jednak souvislé (plynulé), jednak
pohyblivé (dotykové). Pohyblivé spojeni je kloub. U kloubt rozeznavéame ndsledujici itvary:

a) kloubni kontaktni (sty¢né) plochy;
b) kloubni chrupavky, které kryji kloubni kontaktni plochy;

¢) kloubni pouzdro, tvofené pevnym vazivem. Pouzdro je tvofeno dvéma vrstvami. Vnitini vrstva,
tzv. synovidlni, vyluc¢uje do kloubni dutiny vazkou tekutinu - synovii, jez plni funkci vazkého
maziva kloubu, vyzivuje chrupavku a zvysuje ptilnavost kloubnich ploch;

d) kloubni dutina je stérbinovity prostor mezi kontaktnimi plochami malych rozméri a uzavieny
kloubnim pouzdrem.

Vlastni pohyblivost v kloubech je kombinaci pohybu kolem tii os:

a) kolem horizontalni osy v roviné frontélni tzv. flexe (ohnuti) a extenze (natazeni);
b) kolem horizontalni osy v roviné vagitélni tzv. addukce (pfitazeni) a abdukce (odtazeni);

¢) kolem podélné osy kosti tzv. rotace (otdceni).

Vzhledem ke stavbé lidské kostry a zpusobu chuze c¢lovéka ve vzpiimené poloze jsou nejvice
naméhany nosné velké klouby dolnich koncetin tj. klouby kycelni, kolenni a hlezenny. V této studii
se budeme podrobnéji zabyvat matematickou simulaci funkce kycelniho a kolenniho kloubu a totalni
néhradou obou kloubi.

Pii vyvoji umélych kloubnich ndhrad musime vychézet z poznatku studia zakladnich funkei priroze-
ného kloubu. Ty se musime pokusit matematicky simulovat, nebot jen srovnani vysledkti matematické
simulace zdkladnich funkei ptirozeného kloubu a vysledkiu simulace funkei ptirozeného kloubu nahra-
i o vhodnosti té které opera¢ni techniky i v pfipadé pouziti navigované opera¢ni techniky. Zabu-
dovany umély kloub piedstavuje totiz, podobné jako piirozeny kloub, rovnovazny systém, kde tvar
odpovidéd funkci. Poruseni této rovnovahy v pfirozeném kloubu mé za nésledek rozvoj artrotickych
zmén s naslednou destrukei kloubnich struktur. V pfipadé umélého kloubu vede poruseni této rov-
novahy k mechanickému selhéni, pfed¢asnému uvolnéni této umeélé nahrady kloubu a pripadné i jeji
destrukce. Odstranéni nasledkt poruseni této rovnovahy je také dalsim z cili matematické simulace
funkce prirozeného a umélého kloubu, predevsim ve vztahu k navigované operacni technice.

Studium kloubu vede na jejich studium z hlediska kinematického, statického, dynamického a z hle-
diska tribologie. Studium kinematiky kloubtu pohybového aparatu ¢lovéka vede k objasnéni relativnich
pohybu v kloubu, a to jak z hlediska kvantitativniho, tak i kvalitativniho. Kinematickd charakteristika
kloubniho spojeni tj. stupen volnosti, prevodové poméry ap. jsou dany predevsim tvarem stykovych
kloubnich ploch, tvarem epifyz kosti a chrupavkového pokryti.

Spolehliva funkce lidského kloubu je podminéna nejen vlastnim tvarem skeletu a jeho kloubniho
chrupavéitého krytu, ale rovnéz pusobenim ruznych svalovych skupin, vazu a vynikajicimi viskézné
elastickymi vlastnostmi synovidlni tekutiny.

Jednotliva kloubni spojeni jsou namédhéna pti béznych pohybech koncetin riizné. V zdsadé muzeme
charakterizovat pusobici sily na kloubni spojeni jako silu tahovou (v piipadé hornich koncetin) a jako
silu tlakovou (v pfipadé dolnich koncetin).

Pii tahové sile jsou kontaktni kloubni plochy od sebe odtahovéany a pusobeni sily je v podstaté
zachyceno vazivovym aparatem piislusného kloubu. Kloub v takovém piipadé slouzi jako pohyblivé
spojeni umoznujici relativni pohyby spojenych ¢asti skeletu avsak s jistym omezenim. Matematicky
tato omezeni modelujeme jako “gap”.



P1i tlakovém charakteru sily jsou kontaktni plochy k sobé pfitlacovany, takze k relativnim pohybum
spojenych c¢asti skeletu dochédzi prevazné v podminkach tésného kontaktu kluznych kloubnich ploch
pod tlakem. Kloub v takovém piipadé vykonavé funkci pruzného tlakového spojeni. Tyto klouby jsou
namdhany mnohem vice nez klouby hornich konc¢etin a také u nich dochazi castéji k degenerativnim
zméndm. Hodnota tlakovych sil, pusobicich napf. na hlavici stehenn{ kosti (femuru), maze byti zjisténa
ze silového paralelogramu, tj. z hmotnosti téla a vyslednice svalovych sil udrzujicich rovnovahu. P#i
statické situaci jsou sily ptsobici v kycelnim, kolennim a hlezennim kloubu vlivem anatomické stavby
téla vétsi, nez je hmotnost téla (pdkovy systém).

Dynamika ve smyslu pohyblivosti ¢lovéka klade mimotfadné naroky na pohybovy aparat, predevsim
pak na klouby a jejich kontaktni plochy. P#i chuzi jsou klouby dolnich konéetin vystaveny dynamickym
sildm, které vzhledem k jejich dlouhodobému cyklickému pusobeni vedou ¢asto k destrukci kontaktnich
chrupavéitych ploch.

Kycelni, kolenni i hlezenny kloub maji kontaktni plochy uzpusobeny tak, aby zachytily dynamické
sily odpovidajici hmotnosti ¢lovéka. Diky elasticité chrupavéitého krytu kontaktnich kloubnich ploch
se tato kontaktni plocha, jez u kyéelniho kloubu ¢éini 430-920 mm?2, pii pietizeni zvétsuje o hodnotu
umérnou tloustee chrupavky, jeji elasticité a piisobici tlakové sile. V piipadé kolenniho kloubu bylo
ukézéno, ze toto zvétseni kontaktni plochy je az 50%, pii flexi velikost kontaktni plochy klesd imérné
s rostouci flexi kolena. Kolenni kloub je tedy pfizpusoben namé&héani, kterému je vystaven po vétsinu
Casu.

V disledku namahéni kloubt dolnich konéetin zna¢nymi silami a koncentraci tlakového napéti na
pomérné malou plochu ma pro dobrou funkci kloubu podstatny vyznam mazani; u lidského kloubu tuto
funkci plni synovialni tekutina. Synovialni tekutina je do kloubni dutiny vyluc¢ovana vnitini vrstvou
kloubniho pouzdra. Ta doddvéa pruznost chrupavéitym krytum kloubnich ploch a pfitom je schopna
svymi viskozné elastickymi vlastnostmi zachytit i ur¢itou hodnotu tlakového napéti. Synovidlni te-
kutina spolu s chrupavkou tvoii z kycelniho kloubu, kolenniho kloubu a kloubu hlezenniho elastické
tlakové kloubni ulozeni.

Lidské klouby jsou tvofeny komponentami z zivych tkéani, které maji schopnost regenerace. To
znamend, ze mikrotrhlinky vzniklé jako dusledek pretizeni, nevedou nésledkem tkanové regenerace
ptimo k destrukci kloubu.

Pti¢inu nedostatecného stavu znalosti 1ze spatiovat v komplikovanosti tilohy, u dosud fesenych jed-
nodussich tloh (rovinnych) a dédle v dosud nedostupné metodé, jez by umozniovala vhodnou exaktn{
rekonstrukei systému. Zde predkladand teorie spolu s vyuzitim poéitacové tomografie (computer tomo-
graphy - CT) a nukledrni magnetické rezonance (MRI), jejich hardwarového a softwarového vybaveni
s rozlisovaci schopnosti cca 1 mm (volitelnosti rozliSeni kontrastu, moznosti provedeni serie tomo-
gramil a souc¢asné provedeni celkového radiogramu ap.) by méla byti tou vhodnou metodou, kterd by
umoznovala vhodnou exaktni rekonstrukci systému a jeho funkce. Navic CT technika rovnéz umoznuje
prostorovou rekonstrukei sledovanych ttvaru (napi. z kosodhlého prumétu grafickou cestou z jednot-
livych fezu lze rekonstruovat prostorové usporadéni napf. ¢asti kolenniho nebo kycelniho kloubu ap.).
Sdélnost téchto zobrazeni je ziejma pro praktické aplikace, v kombinaci se simulaci funkce pfislusného
prirozeného kloubu a simulaci jeho funkce po aplikaci totalni ndhrady kloubu.

Vzhledem ke konstrukci pfirozenych lidskych kloubu, vynikajicim viskoelastickym vlastnostem
synovidlni kapaliny a elasticité hyalinni chrupavky neni tvarové kopirovani lidskych kloubtu idealnim
fesenim jejich umélé nahrady.

Stale ptisnéjsi pozadavky kladené na implantaty, snaha o jejich optimélni funkci a dosazeni ma-
ximalni zivotnosti vedly ke zkouskam ruznych materiala pro tyto ucely - kovi, plastickych hmot a ke-
ramiky (AloO3, ZrO3). Pii daném dynamickém mechanickém naméhéni (odpovidajicf fadové 10°—107
kroku za rok) musi mit tyto materidly vétsinou vyssi pevnostn{ vlastnosti nez puvodn{ kost. To z toho
duvodu, ze dané specifické podminky neumoziiuji u implantatu zvolit takovou optimélni konstrukei,
ktera by odpovidala konstrukei pfirozeného kloubu, jez byla dosazena dlouhym pfirozenym vyvojem.
Nésledkem vys$siho modulu pruz- nosti je i tuhost implantatu jako celku vyssi nez puvodni kosti, coz
se nepriznivé projevuje pii razovém zatizeni. V kazdém materidlu, tedy i v zivé kosti, vznikaji pfi
dlouhodobém proménném zatizeni pod mezi pevnosti latentni poruchy, které za urcitych podminek
mohou zpusobit lom. Ziva kost ma vsak schopnost regenerace svych mechanickych vlastnosti, takze
drobné mikrotrhlinky se zaceli, srostou. Tuto vlastnost vSak nemaji nezivé materialy, jejich mecha-



nické vlastnosti se snizuji nebo v optimélnim piipadé zustavaji zachovany. Tento jev je oznacovan
jako inava materidlu. Navic neziva hmota v téle je napadédna i pusobenim okolni tkané - koroduje.

Stabilni implantaty v ortopedii jsou vystaveny opakovanému vysokému na- mahani s poCtem
106—107 cyklii za rok. Velikost piisobicich sil a jejich Getnost nelze pfesné zjistit. Kromé toho i napétové
podminky se u jednotlivych pacienti v prubéhu doby méni tj. i v prubéhu dlouhodobé funkce totalni
nahrady kloubu. Proto implantaty a jejich spoje s kosti musi byt dimenzovany na teoreticky vy-
sokou zivotnost s maximalni bezpecnosti. Konstrukce umélych ndhrad kloubu jsou vsak omezeny
vlastnostmi pouzitého materidlu. Spolehlivost a Zivotnost totdlnich nahrad kloubti proto zavisi na
pouziti materidli vhodnych mechanickych vlastnosti. Pouzity materidl musi spliiovat i pozadavky bi-
okompatibility a mus{ byti cenové dostupny. Nejvice pouzivanymi materidly jsou kovy (zlato, platina)
a slitiny kovu (ocel, titanové slitiny, ap.). Slitiny maji vétsinou ustdlené chemické slozeni a vyvoj se
nyn{ soustfeduje na technologii jejich zpracovéni. Kromé kovi a jejich slitin se pouzivaji plasty (po-
lyethylén) a nékteré kompozitni materidly, které zachovavaji vyhody plastu pfi zvyseni mechanickych
vlastnosti a v poslednich letech jsou to predev8im keramické materidly. ZvySeni jejich pevnosti pii
tahovém naméhani a ¢astecné snizeni kiehkosti umoznilo vyuzit jejich vynikajici tribologické vlast-
nosti a vynikajici biokompatibilitu (sndsenlivost v lidském téle). Pouziti keramickych materidlu, které
stimuluji rust kostni tkéané ve svém okoli, je zaddouci. Dosud se nepodafilo najit vhodnou ndhradu
za kostni cement, ktery je nejslab§im mistem implantace pii aplikaci totalnich ndhrad kloubu. Zde
by bylo tfeba najit hmotu s vys$i pevnosti, ale také s vétsi poddajnosti pro u¢inné tlumeni razu
pii zachovani vsech vyhod, které jsou na pouzivany polymetylmetakrylat kladeny. V soucasnosti se
pouzivaji s vyhodou umélé ndhrady kloubu, které neni nutno cementovat.

Kloubni ndhrada musi byti konstruovana tak, aby spolehlivé splnila nasle- dujici dvé funkce, totiz:
a) aby plnila funkci kloubu, jejz méa nahradit, za jeho statického a dynamického zatézovani, b) umoznit
spolehlivé ukotveni v kloubnim sektoru skeletu. Funkéni ¢asti umélych nahrad kloubu byvaji voleny
co nejjednoduseji, napi. v piipadé kyéelntho kloubu maji kulovy tvar, nebot jde z hlediska tech-
nického o relativné jednoduché feseni. V pripadé kolenntho kloubu, ktery je v kazdém ptipadé anato-
mickym origindlem, je napodobeni anatomického tvaru velmi obtizné. V takovychto ptipadech se tech-
nické feSeni hleda tak, aby odpovidalo funkci a uzitému technickému materidlu. Pii navrhu umélych
kloubnich néhrad jsou kontaktni plochy kloubnich komponent uréujicim faktorem nejen z hlediska po-
hybu v kloubu, ale také z hlediska rozlozeni tlakového napéti, a tim i zivotnosti umélé nahrady kloubu.
Rozlozeni tlakového napéti vystupuje do popiedi pii konstrukei tvaru kontaktnich ploch zvlasté v sou-
vislosti s tim, ze tloha, kterou maji chrupavka a synovialni tekutina, je dosud technickymi prostfedky
nenahraditelnd. Tato charakteristika je rozhodujici pfedevsim u kloubtu dolnich koncetin, které musi
pfi pohybu ¢lovéka pienaset svalové sily jako zdroj zrychleni hmotnosti ¢lovéka a soucasné zachyco-
vat sily vznikajici pfi prechodu do klidového stavu. Je tedy dulezitd hlavné pii konstrukci kycelniho
a kolenniho kloubu.

Na kontaktnich plochdch mezi jednotlivymi komponentami lidskych kloubu a jejich totdlnich
nahrad dochazi k postupnému opotfebeni, navic na kontaktnich plochdch pfirozenych a umélych
kloubtu pusobi tfeni. Mechanismem opotifebeni tuhych téles a mechanismem tieni se zabyva tribo-
logie. Opotiebeni je nezddouci zména povrchu nebo povrchu tuhych téles, ktera jsou ve vzajemném
tésném kontaktu, zptisobens bud vzdjemnym pisobenim funkénich povrchii nebo funkéntho povrchu
a média, které opotiebeni vyvolava. Treni je pojem vyjadiujici odpor proti pohybu, ktery vzniké
mezi dvéma télesy v oblasti dotyku jejich povrchti v pti¢ném sméru k nim. Mezi télesy, kterd jsou v
kontaktu, muze byt pfitomno médium - tfeci mezivrstva, jez muze byt kapalné, tuhé (vaselina, gra-
fit) nebo plynné. Tteni ve smyslu Coulombové zavisi na norméalové slozce pusobici sily, se zvétSenim
piitlacné (normélové) sily se zvétsuje tfeni i opotiebeni.

Hovoiime o trecich a kluznych dvojicich. Treci dvojice jsou dvé télesa v kontaktu, u nichz dochézi
ke tfeni jako k zddoucimu efektu (napi. brzdy), kluzné dvojice jsou dvé télesa v kontaktu, u nichz
tfeni je nezddoucim jevem (napf. kloubni ndhrady). Z trilobogie lidskych kloubu jsou zndmy vyni-
kajici viskoelastické vlastnosti synovidlni tekutiny. Zd4 se (Walker, Erkman, Weightman, Duff-Barclay,
Spillman), ze synovidlni tekutina se do kloubu po aplikaci umeélé ndhrady kloubu vylucuje ve stejném
chemickém slozeni jako v kloubu pfirozeném.

Matematicka simulace funkce umélého kloubu zalozend na matematické teorii kontaktnich tloh
Signoriniho typu dovoluje studovat napétové a silové poméry na kontaktnich plochich, velikost defor-



mace kontaktnich ploch i pfenos zatézo- vacich sil, pfendsenych z kloubni jamky na hlavici femuru.
Srovnani vysledki matematické simulace piirozeného a umélého kloubu pak umozni posoudit, zda
funkce umélé ndhrady kloubu bude plné uspokojovat funkéni pozadavky na ni kladené, a umozni
rozhodnout jakd vile v kloubu bude optimalni pro plnou funkéni zptsobilost umélé nahrady kloubu.

1.3 Dynamické zatéZovani, mechanika pohybu

Dynamickym zatéZovanim rozumime zatézovani skeletu ¢lovéka nebo jeho €4sti v éase a to bud kon-
stantnimi nebo proménnymi silami, pohybem pak zménu mista nebo polohy v dusledku dynamického
zatézovani svalovymi silami. Kazdy pohyb vychéazi z klidové polohy a opét se do klidové polohy
vraci. Zivé télo miize byti pouze v anatomickém (zdénlivém) klidu, nikdy vsak v diisledku pohybi
pii dychdni, proudéni krve, ¢innosti srdece apod. ve fyziologickém (absolutnim) klidu. Na télo clovéka
i jeho skelet pusobi v kazdém ¢asovém okamziku tize, kterou védomé ¢ nevédomé v klidu i v pohybu
télo musi neutralizovat a tak udrzovat jeho stabilitu. Na télo pusobi systém pusobicich sil. Jestlize se
tyto sily vyrovnavaji, pak hovoiime, ze télo je v rovnovaze. Rovnovaha je staticka, jestlize vSechny
Casti téla jsou v klidu a dynamicka, jestlize je télo nebo jeho ¢asti v pohybu. Dynamicka rovnovdha
je Castéjsi nez statickd a je zakladnim faktorem vsech pohybii. Pusobi-li na télo jesté vnéjsi sila (sily),
pak pro udrzeni rovnovéhy v dusledku kloubniho a vazivového spojeni skeletu, dochédzi k vzdjemnym
posunum diléich ¢dsti skeletu (jako napt. lordosy a kyfosy s rozdilnym napnutim vazu a svalu, ndklon
celého téla apod.). Zachovani rovnovéhy pfi pohybu a pevnost stoje zajistuje tfeni, ¢im je vétsi tim
je vetsi stabilita pfi pohybu i klidu (stoji).

Ke skeletu jsou piipojeny svaly (musculus), majici funkei aktivniho hybného zafizeni, které v dus-
ledku smrsfovani (kontrakce) na nejruznéjsi podnéty (fyzikélni, chemické, mechanické, biologické,
fyziologické) vyvolavaji svalové sily, jez jsou zdkladem pohybu. Spoleéné pusobeni vice svalu pii
ur¢itém pohybu ovliviiuje plynulost pohybu, pficemz vySe unavy jednotlivych svalu (jejich vétsi ¢i
mensi vykon) ovlivni v ¢ase i zménu pohybu. Sval v klidu ¢ast svych vldken mé pod uréitym napétim
- klidovym napétim (svalovy tonus). Funkef svala je jednak fixovat klouby v urc¢ité poloze (statickd
funkce svalu), provddét pohyby kosti v kloubech (dynamickd funkce svalu), produkovat teplo pii
smrsténi, podpofit proudéni krve v zildch, chranit vnitini organy. Na koncetindch prevladaji svaly
dlouhé, vietenité, s dlouhymi dponovymi Slachami, pficemz se zac¢atky téchto svalu nékdy sdruzuji ve
svaly dvojhlavé, trojhlavé a vicehlavé. Déle rozezndvame svaly ¢tyrhranné, trojihelnikové, kruhovité,
stihlé, oblé, siroké, dvojbriskové a vicebtiskové, apod. Nejcastéji se svaly oznacuji podle své funkce -
ohybace ¢i flexory, natahovace ¢i extensory, pritahovace ¢i adduktory, odtahovace ¢i abduktory.

Svaly spolu se skeletem tvoii funkéni jednotu. Skeletni svaly jsou zdrojem sily pro pohyby téla i
jeho ¢ésti. Zakladni vlastnosti svalové tkané jsou extensibilita, elasticita a kontraktilita, tj. svaly mo-
hou byt natazeny, po natazeni se vraceji do puvodni polohy a délky, mohou se zkracovat (kontrahovat).
Svalové vldkna se mohou kontrahovat az na polovinu své klidové délky. Slachy se nikdy nezkracuji.
Prodlouzeni je pfimoumeérné délce vldken a nepiimo umérné jejich tlousce. Rozdily mezi maximalnimi
a minimalnimi délkami svalovych vlidken nazyvame amplitudou jejich akce. Pisobeni svalu na kloub
je dano polohou svalu vzhledem k osdm pohybu v kloubu, napf. na jedné ¢asti kloubu sval vyvolava
flexi, na opactné strané extensi. Jelikoz u Sirokych svalu je vztah jeho jednotlivych ¢asti k osdm po-
hybu v kloubu ruzny, bude i ruzny jejich tc¢in na kloub a tedy kazda ¢ast svalu bude mit odlisnou
funkci. Pohyb v kloubu zavisi téZ na moznosti pohybu v daném kloubu. Funkéné proto svaly délime
podle téchto kloubt na: (i) flexores - extensores, rotatores u jednoosych kloubu (vélcové, kladkovité,
¢epové), (ii) flexores - extensores, abduictores - adduktores u dvojosych kloubu (eliptické, sedlovité),
(iii) flexores - extensores, abduictores - adduktores, rotatores u trojosych kloubu (kulovité - napf.
kycelni kloub).

Zevni sily pusobici na télo jsou neutralizovany pevnosti skeletu, vazu a ¢innosti svalstva. Pusobeni
svalll je pfitom ruzné podle toho, zda maji tyto vnéjsi sily vyrovndvat (tzv. statické kontrakce -
pfi znehybnovéni kloubtu a pii udrzovéni rovnovahy v klidu i pohybu), resp. prekondvat (kontrakce
zkracenim svali - vlastni funkce svalu, provadi vlastni aktivni pohyb, pti¢emz hluboce ulozené svaly
vykondvaji rychly pohyb nebot jsou upnuty v blizkosti kloubti, svaly povrchové ulozené vykonavaji
pomalé pohyby nebot jsou upnuty dale od kloubt), resp. zmirfiovat (kontrakce prodlouzenim sval -
¢ili elastickd kontrakee, je pozvolné uvoltiovani smrsténého svalu, resp. brzdi G¢in akénich svala (tzv.



synergisti) vykondvajicich uré¢ity pohyb napt. pii pfedklonu, svaly antagonisté, provadéjici opacény
pohyb nez akéni svaly, zajistuji aby pohyby byly harmonické, piesné a imérné, dale usmériuji ¢innost
synergisti). Je zfejmé, ze ¢innost svalu musi byt koordinovéna.

Teélo jako celek, ale i jeho jednotlivé ¢asti se pohybuji na zakladé zdkonu mechaniky, dané New-
tonovymi zdkony pohybu a zdkony souvisejicimi s pakovymi systémy, nebot lidské télo je charakteri-
zovdno pakovym systémem. Télo jako celek se pohybuje chuzi (lokomoci) nebo rotaci.

Progresivni pohyb celého téla vlastni silou z mista na misto nazyvame lokomoci. Je to transla¢ni
pohyb zpusobeny thlovym pohybem koncetin. Uéinnost pohybu téla vpied zavisi na pevnosti podlozky
a na tfeni. Télo v pohybu naopak pokracuje vpred pokud neni zastaveno silou. Sila pii lokomoci mé
slozku horizontdlni a vertikalni. Vertikalni slozka pusobi ve sméru proti pusobici tizi zemské, hori-
zontaln{ slozka pusobi ve sméru pohybu (tzv. propulsni fize pohybu) a je pifi¢innou pohybu vpted
nebo ve sméru proti sméru pohybu (tzv. brzdici fize). M4-1i se télo pohybovat vpred, potom hori-
zontaln{ slozka v propulsni fazi je véts{ nez v brzdici fazi. Rychlost pohybu (chuze) je pfimo timérnd
velikosti odrazu a sméru a frekvenci sily odrazu. Tuto silu dodavaji extensoii kycelniho kloubu,
kolenniho kloubu a hlezenného kloubu, smér pak natoceni dolni koncetiny v okamziku svalového
smrsténi, pfitom dolni koncetiny provadéji jakysi kyvadlovy pohyb. Chiize muze byti definovdna
jako stiidavé ztraceni a ndsledné nabyvéani rovnovahy (stability) ziskdnim nové podpérné polohy,
pricemz rovnovéha (stabilita) je pfimo umeérna velikosti podpérné plochy. Tedy pfi chuzi se télo po-
hybuje vpred stiidavou ¢innosti dolnich koncetin, pricemz se télo v kazdé fazi kroku opird alespon
jednou koncetinou (podpurnou ¢i nosnou konécetinou) o podlozku, druhou koncetinu nazyvéme visici
¢i kro¢nou koncetinou. Jedna se o translacni pohyb celého téla, provadény thlovymi pohyby jeho
jednotlivych ¢dsti. Béhem chtize se obé koncetiny stiidaji ve své funkci hnaci a podpérné. Znalost
spravné polohy koncetiny pii analyze chuze je podstatna. Z tohoto duavodu biochemici krok rozfazovali
na 31 fdzi (Bombeli (1983)). Béhem kroku dolnf koncetiny prochdzeji faz{ svihu a faz{ podpory. Faze
podpory se délf na fazi zbrzdeéni (od okamziku, kdy se kroénd noha dotkla podlozky, k okamziku, kdy
kdy opust{ podlozku). Zacatek faze brzdéni jedné koncetiny se piekryva s koncem propulsni féze druhé
koncetiny, hovoiime pak o fizi dvoji opory jez je spole¢nou (Casové kratkou) fézi obou konéetin. V této
fazi se obé nohy dotykaji podlozky, pfedni oporné koncetina se dotyka patou a zadni hnaci se dotyka
podlozky §pickou. Tato faze je v8ak velmi labilni. Detailni analyzu jednotlivych fazi kroku podévaji
anatomické a svalové analyzy chuze. Tézisté téla se pii chuzi stiidavé zvySuje a snizuje, nejvyse je
v poloviné kroku, tj. v okamziku, kdy visici koncetina miji nosnou koncetinu. Délka a doba kroku
zavisi na délce koncetin, idi se tedy zédkony kyvu. Na chuzi mé vliv vék, pohlavi a télesné konstituce.

Matematickd simulace chuze, jak plyne z anatomické a svalové analyzy chuze, je kol nadmiru
tézky, nebot v kazdém ¢asovém okamZiku se méni poloha i tvar pohybujici se konéetiny. V nasi studii
se omezime na studium zatizen{ dolni koncetiny nebo jejich ¢asti (kycelni kloub, kolenni kloub) v 16té
fazi kroku (Bombelli (1983)) pii vysokém naméhani v case, a pii zatizeni odpovidajicim vaze clovéka.

Chceme-li spravné simulovat napétové poméry v totalni ndhradé kloubu, musime znat fyziologické
rozlozen{ pusobicich sil v kloubu samotném i rozlozenf sil, jez se na kloub (napf. kolenni, kycelni,
apod.) piendseji z kosterniho skeletu a navic také fyziologicky spravny smér pusobicich sil.

Vétsina autoru vychdzi z Pauwelsovy tvahy, ktery esil pouze jednorozmeér- nou tlohu s uvazovanim
pouze hmotnosti téla a svalové sily abduktortu. Tyto pfedstavy se rozsifuji do roviny frontdlni pro
staticky stoj na jedné noze a zjednodusené pusobeni svalu. Z této predstavy muzeme potvrdit jen to,
ze sila P jako vyslednice silového pusobeni hmotnosti ¢lovéka a funkce svalovych skupin je rozhodujici
pro urceni tlakového zatizeni hlavice a krcku stehenni kosti a ze namahani horniho konce stehenni
kosti, a tedy i umeélé nahrady kycelniho kloubu, bude mit ohybovy charakter.

Prostorova analyza pusobeni jednotlivych svalovych skupin v sektoru kycelni- ho kloubu zatim
nebyla nikym provedena. Je zfejmé, ze pusobici horizontdlni svalové sily ovlivni smér sily P.

Na zatézovani implantované kloubni ndhrady kycelniho kloubu maé vliv chuze, kterd je rozho-
dujicim faktorem ovliviiujicim charakter zatézovani kloubu dolni konc¢etiny. Chize je dopfedny pohyb
ve sméru kolmém k frontdlni roviné. Proto analyzujeme pusobeni sily v roviné sméru pohybu, tj. v ro-
viné sagitalni. Umélé jamky kycelniho kloubu, které byly pred delsi dobou implantovany a funkéné
zatézovany nds informuji o sméru pusobeni sily na hlavici umélé ndhrady kyéelni- ho kloubu pfi chuzi.

Pohyb téla pii chuzi predpokldddme za pohyb rovnomeérny, ktery je udrzovéan silovymi impulsy



pruznych prvku, totiz svalu. Z experimentalnich méfeni plyne, Ze reakéni sila prevySuje silové pusobeni
vyvolané hmotnosti pokusné osoby celkem nevyznamné. Jeji zvyseni je reakce silovych impulsi. Druhé
zjisténi se tyka radové zvysené sily pusobici na hlavici kycelniho kloubu. Charakteristicky prubéh této
sily v krokovém cyklu odpovidéd prubéhu sily registrované na naslapné desce, je vsak radové vyssi. To
je dusledek puisobeni jednotlivych svalovych skupin zapojenych pii odrazu a doslapu dolni konéetiny.
Pro matematické modelovani a simulovéani tohoto pohybu bude nutno zjistit velikosti téchto pusobicich
sil. Z ptredchozich tivah muzeme dedukovat, ze

(i) reakent sily pii odrazu a doslapu jsou vzdy vétsi nez sily vyvolané hmotnosti testované osoby,
narust je umérny zrychlen{ pii odrazu a doslapu;

(ii) reakén{ sfla pFi odrazu je vétsi nez reaként sila pii doslapu, nebot reakce na podloZce nevyjadiuje
téla;

(iii) sfla, kterou pusobi odrazova noha v kycéelnim kloubu musi byt pro udrzeni dopfedného pohybu
vétsi nez reakeni sila v kycelnim kloubu pii doslapu;

(iv) smér téchto reakénich sil je blizky poloze osy stehenni kosti pfi odrazu a doslapu;
konéetiny nejmensi, nebot svaly oporové nohy nejsou v akci a §vihova noha pitisobi jako rovnovézny
prvek.

Odtud se domnivame, Ze na rozdil od statického stoje o jedné noze, kdy je silové zatizeni hlavice en-
doprotézy zvyseno pusobenim svali udrzujicich rovno- vahu, je situace pti chuzi opaéna. Svaly zvysujici
silové pusobeni v kloubech dolni konéetiny jsou zapojeny pii chuzi v okamziku odrazu a doslapu a ve
fazi plné opory pusobi jako rovnovazny prvek §vihova noha. Snizeni vertikdlniho silového pusobeni
hmotnosti téla na podlozku je zpusobeno horizontdlni silovou slozkou téla v pohybu.

Odtud vyplyva, ze smér sily, ktera pusobi na vSechny klouby dolni koné¢etiny pfi chuzi bez opory,
bude probihat rovinou prolozenou smérem chuze, tedy rovinou sagitdlni. Nejvétsi reakéni sila bude
pusobit na klouby v okamziku odrazu a doSlapu. Smér této sily vzhledem k vertikdle sagitalni roviny
je u kycelniho kloubu urcen délkou kroku a u kolenniho kloubu polohou osy stehenni kosti.

Po implantaci umélé nahrady kycelntho kloubu se biomechanické poméry v kloubnim sektoru
meéni, predevsim v zavislosti na intenzité pohybu pacienta. Z pohybové aktivity vyplyva nejen hodnota
vysledné sily, kterd pusobi na hlavici kyc¢elniho kloubu, ale také mira kolébani panve v roviné frontélni.
S vétsi aktivitou pacienta se smér vysledné sily, ve vztahu k vertikdlni ose panve, odklani lateralné.
Cfm nizsf pohybovou aktivitu pacient projevuje, tim mensi je opotiebent.

Uméla ndhrada kycelniho kloubu je nejvice namdhanym kloubem z hlediska ptsobeni ohybového
momentu. Velkou tilohu zde hraje zpusob ukotveni difku kloubni ndhrady ve dfenovém kanalu stehenni
kosti. Diik méa klinovy tvar zuzujici se smérem k jeho dolnimu konci. Tento tvar je zvolen z toho
duvodu, aby pii zavadéni do drenového kandlu stehenni kosti vyplnéné kostnim cementem PMMA,
pronikal difk hmotou PMMA a pfitom ji vtlacil do spongiézni kosti na vnitinim povrchu kandlu. Tim,
ze PMMA vyplni vSechny nerovnosti v uvolnéném kandlu horniho konce stehenni kosti, vytvori idedlni
loze pro diik kloubni ndhrady. Dalsi duvod pro jeho tvar je snadné jeho uvolnéni smérem nahoru pti
reoperaci. Klinovity diik méa z hlediska pevnosti v ur¢itém misté svuj tzv. kriticky prutez. V piipadé,
ze diik je pevné zafixovan a naléhd na rovinu resekovaného krcku stehenni kosti svym limcem, potom
se endoprotéza chova jako rigidni dvouramenna pdka a namahani ohybovym momentem se projevi
pouze na kréku endoprotézy. Na ditku se ohybovy moment projevi jenom jako vysledna tlakova sila,
kterd pusobi na opacném konci péky, tj. na konci diiku, tlakem na vnitini povrch kostniho kandlu.
V piipadé, ze ditk je ¢astecné uvolnén pak se endoprotéza chové jako ukotveny §tihly prizmaticky
prut. Podle naseho ndzoru a nasich numerickych vysledk ne tak piesné, nebot na uvolnéné &asti
diiku pusobi coulombovské tieni a takto uvolnény diik endoprotézy je tieba chapat a studovat jako
elastické téleso s ¢asti hranice jako kontakt mezi difkem a femurem, tj. studovat jako kontaktni ilohu
se tfenim.

Extrémni zatézovani umeélé nahrady kycelniho kloubu ohybovym momentem po implantaci vy-
volavé nékdy poruchy v kotveni PMMA. To souvisi s rozdilnou elasticitou stehenni kosti, PMMA
a ditku TEP. Proto se hledaji nova konstrukéni reseni diiku a jejich kotveni. Cilem je nalézt takova
nova teeni, kterd by umoznila kotveni ditku bez PMMA pii dlouhodobé funkéni spolehlivosti, ale
také dosdahnout takové elasticity jejitho diiku, ktera by byla blizka elasticité stehenni kosti a navic,



aby po zahtédti na teplotu téla ditk plné dolehl na sténu vyfrézované stehenni kosti. Zde se ukazuji
v prvnim piipadé jako nadéjné kompozitni materidly a keramiky na béazi AloOs a ZrO,. Pritom
hlavnim aspektem pevnostni charakteristiky TEP kycelntho kloubu je rozlozeni napéti vyvolané ohy-
bovym momentem. V tomto pripadé je i¢innym pomocnikem matematickd simulace funkce TEP.

Pfi urc¢eni hodnoty makronapjatosti dfiku ndhrady kycelniho kloubu se v souc¢asnosti predpoklada,
ze sila F' a neutrdlni osa diiku nahrady kycelniho kloubu lezi v jedné roviné. Pro smér pusobici
sily F' se predpokladd vertikalni smeér, tj. smér shodny s polohou osy téla pifi chuzi. Potom na diik
pusobi maximélni ohybovy moment My = Fa, kde a (~ 22mm) je rameno pusobic{ sily F vzhledem
modelu predpokladdme, ze zatizeni dané hmotnosti pacienta se prenasi na panev a z panve na jamku
a odtud na hlavici, ditk a stehenni kost (femur) ve statickém piipadé stoje o jedné noze. V piipade
dynamickém, tj. pti chuzi, predpokladdme, ze se zatizeni dané hmotnost{ téla a pusobicich svalovych
sil prendsi v kazdém ¢asovém okamziku na panev, z panve na jamku a odtud na diik a femur, pficemz
absolutni hodnota a smér pusobicich sil se v ¢ase méni.

2 Matematické modely statického a dynamického zatézovani
kycelniho a kolenniho kloubu a jejich nahrad

2.1 Model kloubnich systémdi
Uvod

Chovani kloubu za dynamickych podminek je ddno konstituénimi vlastnostmi jednotlivych komponent
kloubniho systému. Jejich elastické a viskézné elastické vlastnosti vytvéareji poddajnostni podminky
v kloubu, jeho nitrokloubnich vztahu. Tyto podminky jsou jesté navic ovlivnény stavbou a mohut-
nosti okolniho vazivového a svalového systému. Aplikaci totdlnich ndhrad za poruseny kloub dochéazi
k naru8eni téchto nitrokloubnich vztaht. Pozadavkem proto je, aby toto naruseni nepfesahlo inosnou
mez pro pacienta a tedy, aby nepfekrocilo mez biomechanické a biologické tinosnosti. Biomechanické
pozadavky predstavuji jednak pozadavky tvarové (vyplnéni prostoru v meékkych tkanich, rozlozeni
tlakové sily na kontaktnich plochdch TEP), pozadavky statického namdhdn{ (pevnost, pruznost)
a pozadavky dynamického namdhéni (inavova pevnost, odolnost proti otéru). Proto TEP musi byt
tvarovana tak, aby zajistila jak funkci kycelniho kloubu, tak i spolehlivé jeji ukotveni v kloubnim
sektoru skeletu. Kontaktni plochy kloubnich komponent jsou uréujici pro funkci nahrady kloubu
a to jak z hlediska jeho funkce tak i z hlediska rozlozeni tlakového napéti, coz ma vliv na zivotnost
ndhrady. Konstrukce kontaktnich ploch u TEP musi nahradit funkci chrupavky a synovialni tekutiny
ve zdravém kycelnim kloubu a zajistit prendseni dynamickych zatizeni vznikajicich v dusledku dyna-
mického pusobeni svalovych sil a soucasné zajistit zachycenf sil vznikajicich pfi prechodu do klidového
stavu.

Ky¢elni kloub m4 v téle unikatni postaveni, nebot spojuje konéetinu nesouci hmotnost celého
téla s relativné nepohyblivym pdnevnim kruhem. Velikost tlakové sily ptisobici na hlavici stehenni
kosti (femuru) lze podle klasické biomechaniky ziskat ze silového paralelogramu, t.j. z hmotnosti téla
a vyslednice svalovych sil udrzujicich rovnovahu. Pusobeni této vyslednice svalovych sil probiha od
velkého trochanteru, kde jsou vSechny uvazované abduktory upnuty, smérem k horni hrané panve.

Architektura skeletu kycelniho kloubu je proto uréovédna kombinaci statického zatizeni a dynamic-
kou slozkou danou stahy svalstva a tonusem ligament. Obé slozky dostavaji spole¢ného jmenovatele
v obdobi, kdy ky¢elni kloub za¢ne plnit biomechanické naroky, které pfinasi chuze. Jak ukazala fada
autori (Rydell, Paul, Sorbie et al., Debrunner, Groh et al., Stokes et al., Carlson, Karas, Otdhal)
pro kycelni kloub jsou typické dva vrcholy pusobici tlakové sily béhem oporové fdze jednoho kroku.
Prubeh tlakové sily pii chuzi v kycelnim kloubu v oporové fizi jednoho kroku je na obr.1 (podle
Paula). Analyza kiivky ukazuje, ze pifi prendSeni télesné hmotnosti na oporovou nohu stoupé tlakové
zatizeni kycelniho kloubu nejvyse a pti Svihové fazi klesd na nulu. Kolisani béhem trvani oporové faze
je dusledek ptsobeni dynamickych sil.

Méfeni na kolennim kloubu béhem oporové faze kroku jsou na obr.2 (podle Morissona). Cha-
rakteristické jsou tii vrcholy sily rozlozené mezi doSlapem a odrazem oporové nohy. Horni konec



RS TV i

8 N\
'\/
? :
5 W
oo
i
~[l 02 04 0,6 048 |

¢asové rozliseni krokovych fazi (s)

Obrazek 2.1: Prubeh tlakové sily v kycelnim kloubu pfi chuzi (podle Paula)
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Obrézek 2.2: Prubéh tlakové sily v kolennim kloubu pfi chuzi (podle Morissona)

stehenni kosti je tvofen spongiézni kosti potazenou tenkou vrstvou kosti kortikdlni. Spongiézni kost
je usporadana do systému tramcu prenasejicich sily pusobici na cely horni konec stehenni kosti. Tim
je zabezpeCena vysoka pevnost kosti pfi minimu kostniho materidlu. Na predozadnim rentge- novém
snimku kyéelniho kloubu lze v horn{ ¢dsti stehenn{ kosti rozlisit 5 systému kostnich tramcu (viz. obr.3,
obr.4). Primdrn{ medidln{ tlakovy systém probihd z horniho kvadrantu hlavice téméf kolmo dolu do
oblasti medialni kortikalis proximalni ¢dsti diafyzy stehenni kosti. Primérni lateralni tahovy systém
probiha z dolntho kvadrantu hlavice a obloukem probihd krékem do laterdlni ¢asti horniho konce
diafyzy stehenni kosti v oblasti baze velkého trochanteru. Sekundarni medidlni tlakovy systém probihd
od medialni kortikalis horni ¢asti diafyzy stehenni kosti proximalné a lateralné. Sekundérni laterdlni ta-
hovy systém probihé od laterdlni kortikalis horni ¢asti diafyzy femuru proximalné a medidlné. Tramce
velkého trochanteru probihaji z lateralni kortikalis velkého trochanteru proximélné a medialné. Tento
tlakovy systém je ndsledné porusen aplikaci totalni ndhrady kyc¢elniho kloubu. (Sméry jsou nasledujici:
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Obrézek 2.3: Predozadni rtg. snimek kycelniho kloubu

Obrézek 2.4: Usporadani trabekularniho systému proximalniho femoru, modifikovéno podle Bartos
(1998)

proximélné = nahoru, distalné = dolu, ventralné = dopiedu, dorzélné = dozadu, medidlné = dovnitf,
laterdlné = zevné.).

Kolenni kloub je velmi slozity systém. Kolenni kloub je valcovitého typu a je nejvétsim kloubem
v lidském téle. V kolennim kloubu se stykaji tii kosti, totiz kost stehenni, kost holenn{ a ¢éska. Mohutny
dolni konec stehenni kosti (femuru) je zakon¢en dvéma kondyly, jez jsou oddélené mezikondylovou
jamou. Kloubni plochy kondyla jsou vypouklé v roviné ¢elni a predozadni, vzadu oddéleny a vpredu
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se spojuji v ¢ééskovou jamku. Boky kondylu, t.zv. epikondyly, jsou vnitini a vnéjsi, pricemz vnitini
epikondyl je vétsi nez vnéjsi. Vlastni hlavice kloubu je tvofena vélcovitymi kloubnimi plochami obou
kondylu s nestejnomérnym zakiivenim, vpredu s mensim zakfivenim nez v zadni ¢isti. Oba kondyly
zapadaji jen pfiblizné do ovalnych mélkych jamek na obou kondylech tibie. K vyrovnani nesouladu
v zakfiveni slouzi vazivové prstence, tzv. menisky, jez oslabuji vzdjemné narazy kloubnich ploch,
predevsim pii doskoku. Kondyly femuru jsou konvexni, zatimco kondyly tibie jsou ploché.

jsou vazy zkiizené, postranni a tractus iliotibialis. Zkiizené vazy jsou uloZeny ve fossa intercondylaris.
Predni zacind na medidlni plose zevniho kondylu femuru dorzalné, sméfuje ventro-medio-distalné
a upina se na predni ¢ast interkondylické eminence. Zadni zkfizeny vaz zac¢ina z predni ¢éasti laterdlni
plochy medialniho kondylu, sméfuje dorzo-latero-distalné a upind se na zadni ¢ast interkondylické
eminence. Zkiizené vazy jsou nejvyznamnéjsi vazivové stabilizatory kolenniho kloubu.

Postranni vazy jsou rovnéz dva. Vnitini je soucasti kloubniho pouzdra. Zaéind na vnitinim epikon-
dylu femuru, sméfuje distdlné a upina se do medialni plochy proximélni tibie 6 a 9 cm pod kloubni
Stérbinou. Zevni postranni vaz neni soucasti kloubniho pouzdra, ale probihd nad nim. Za¢ind na
zevnim epikondylu femuru, sméfuje distalné a upina se do $picky hlavicky kosti lytkové.

Chovani kolenniho kloubu v dynamickych podminkach je ddno vlastnostmi jednotlivych komponent
kloubniho systému, pficemz jejich elastické a viskdzné elastické vlastnosti spolu se svalovym systémem
vytvareji podminky poddajnosti v kloubu. K témto vlastnostem pristupuje jesté Coulombovské tieni,
které je v intervalu 0.001-0.025. Ve statickém ptipadé tieci sila roste se zatizenim kloubu. Namah&ani
kolenniho kloubu nezévisi jen na vlastnim zatizeni kloubu, které se prenési pies femur, ale i na ptisoben{
svalovych sil. Podle Maqueta a Pelzera pii zatizeni vlastni hmotnosti (vahou) ¢lovéka cca 540N je
zatizeni svalovymi silami pfi stoji na jedné noze cca 730N a tedy celkové zatizeni kolenniho kloubu je
cca 1270N. Celkové zatizeni na poc¢atku kroku je cca 2400N a pii doskoku pii chuzi ze schodu 4000N.
Velikost kontaktni plochy je cca 320mm?.

Navigovand operaéni technika

Zkvalitnéni navigované operacni techniky je v soucasné dobé jednim z primdarnich tkola biomecha-
nického vyzkumu. Problém soucasné navigované operacni techniky je v jejim kinematickém piistupu
(viz obr. 5 a,b,c,d), kdy se uréuje mechanicka osa koncetiny a vhodny névrh resekce femoralni ¢dsti ko-
lenniho kloubu, nedefinuje vsak vedle zatézujicich sil vliv napéti mékkych tkani na vysetfovany kloubni
systém. O napjatostnich pomérech, tlakovych a tahovych, v kloubnim systému po aplikaci totdlni
nahrady kloubu rozhoduje napéti mékkych ¢asti kloubniho systému v okoli ndhrady, tj. kloubniho
pouzdra, vazu, svalovych dponu a vysledné osové postaveni celé koncetiny. Pozorovani 1ékaiu pii re-
operacich nahrad kloubu nas informuji, Zze u pacienti dochazi k pred¢asnému opotiebeni plastové
vlozky s produkei velkého mnozZstvi polyetylénovych ¢astic, které v organismu iniciuji reakce vedouci
k uvolnovani kovovych komponent totalni nahrady z kosti. Tomu je nutno predem zabréanit jesté pied
samotnym operac¢nim vykonem, tim ze jesté pred opera¢nim vykonem nejprve situaci predem nasimu-
lujeme pfi ruznych situacich, napt. v piipadé kolenniho kloubniho systému u pacienta realnou situaci
ovérujeme pii aplikaci raznych axialnich tchylek a nasledné v prubéhu samotného operac¢niho vykonu
se ovéfuje nejlepsi navrh z fidiciho zafizeni navigované operacni techniky, ktery se snazime podle
vysledku navrzeného postupu matematické simulace ddle vylepsit.

V této studii navrhovany piistup poc¢itd s matematickou simulaci (kvazi-) staticky resp. dynamicky
zatézovaného kloubniho systému - kyc¢elniho resp. kolenniho, v navaznosti na uréeni geometrie skeletu
odvozeného na zakladé snimanych bodu na skeletu a virtualniho skeletu v fidicim zafizeni navigované
operacni techniky v prubéhu navigovaného operacniho zakroku. Dodrzeni spravného napéti mékkych
tkani zajistujici vyvdzenost ve viech ¢dstech kloubu a pfedeviim dodrZeni osovych pomeéri ve smyslu
zachovani resp. obnoveni zatéze v mechanické ose dolni koncetiny je pro zivotnost totalnich nahrad
kolennich kloubu zcela zdsadnim pozadavkem, ktery musi zachovdvat i matematicky model. Podobné
je tomu i u kycelniho kloubu. Navrhovana metodika piedpoklddd, ze po sejmuti bodu na vysSetfované
casti skeletu a nasledném vygenerovani geometrie skeletu pacienta se vytvori matematicky model, po-
moci kterého se analyzuje spravnost navrhovaného opera¢niho postupu navigované opera¢ni techniky.
Vytvoreny matematicky model bude analyzovan numericky, jehoz algoritmus bude zalozen na kon-
taktni Uloze teorie linedrni pruznosti, vazko-pruznosti s kratkou resp. dlouhou paméti, nebo nelinearni
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Obrazek 2.5: a),b) vymezeni mechanické osy koncetiny, b),c),d) vymezeni resekované plochy
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pruznosti a metodé kone¢nych prvku. Pritom zatézovaci sily v modelu budou simulovat zatézovani
vysetfovaného kloubniho systému v okoli 16té faze kroku. Vhodné numerické algoritmy, fesici matema-
tické modely kontaktnich 1loh, by mély byti zabudovany do systému obecnych algoritmu navigované
operacni techniky. Aplikace navrhované metodiky zavisi vSak na umoznéni piistupu k datum z fidici
jednotky navigované operacni techniky, tj. ke geometrii vySetfované ¢asti skeletu a ndvrhu resekované
casti skeletu.

Nésledné bude na operatérovi, aby posoudil, zda navrh operac¢niho postupu z tidici jednotky na-
vigované opera¢ni techniky souhlasi s jeho predstavami, a pokud ne, pak musi pozadovat opravu
navrhovaného postupu a vytvofit novy matematicky model napt. kolenniho kloubniho systému s opra-
venou axidlni ichylkou a analyzovat napjatostni poméry ve vysetfovaném kloubnim systému. Pouze
duslednd analyza napjatostnich poméra v kloubnim systému umozni operatérovi posoudit spravnost
navrhovaného opera¢niho postupu.

Metodika popsana v dalsich ¢dstech studie umoznuje numerickou analyzu napjatosti ve studovaném
kloubnim systému pfi dynamickém resp. kvazistatickém zatézovani kloubniho systému. Matematickou
simulaci navigované opera¢ni techniky podstatné komplikuje zména polohy vySetfovaného kloubniho
systému béhem operace v ¢ase, coz neni naplni této studie.
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Na zakladé platnych zékonu biomechaniky, informaci o geometrii studované ¢asti skeletu, stanovené
reologii, stavu chovani studované ¢ésti skeletu v daném prostoru a poc¢atecnim ¢ase pak muzeme od-
vodit matematicky model, ktery je zalozen na fadé intuitivnich krokt, které bohuzel nikdy nemuzeme
ovérit. Navic i ziskand vstupni data muzeme urcCit pouze s jistou nepiesnosti, danou moznostmi
soucasnych méfeni materidlovych parametru kostni, chrupavcité a vazivové tkané a jejich geomet-
rie. Odvodime-li matematicky model vcetné okrajovych a pocateénich podminek, charakterizujicich
vlivy okoli v prostoru a Case na vySetfovanou ¢ast skeletu, muzeme analyzovat matematicky model
v jeho spojité i diskrétni podobé a tedy dokazat existenci a pripadné i jednoznacnost feSeni spojité
a diskrétni ulohy, konvergenci diskrétni tlohy k presnému feSeni studované ulohy, jakoz i konvergenci
uzitych numerickych metod a algoritmu. Vzhledem k nepfesnym (nejistym) vstupnim dattm s nimiz
vstupujeme do modelu musime se ptat i na pfesnost obdrzenych vysledki.

Obecné lze modelovat lidské klouby za pouziti riznych reologii, poc¢inaje linedrni pruznosti az po
vazko-pruzné a nelinearni reologie.

V soucasné dobé je vyzkum zaméfen na hleddni vhodnych reologii pouzitelnych pro vytvoreni
nejlepstho matematického modelu, zdkladni matematickd analyza navrzenych matematickych mo-
deltt a hledédni optimalniho algoritmu feSeni modelové tlohy a optimélnich koneéné prvkovych siti.
Dtlezitost optiméalnich algoritmti je evidentni, nebot v pribéhu navigovaného opera¢niho zékroku éas
je jednim z dulezitych faktort uispésnosti operace.

Reologie a konstitutivni vztahy

Necht studovan oblast lidského kloubu v nedeformovaném stavu zaujima oblast = LTJI QO CcRY, N =

2,3. Budeme pfedpoklddat, ze oblast €2 je ohrani¢ena dostatecné hladkou hranicibaQ =r,ul';U
I'.(Uly), kde I', = 'T",U 2T, oznac¢uje hranici, kde ¢ast studovaného skeletu je upevnéna, zatfmco na
druhé c¢asti této hranice je predepsano posunuti, coz se s vyhodou uzivd pii modelovani opera¢nich
postupii pti osteotomii. Ddle necht I', = 'T';U 2I'; je ¢4st hranice, kde studovand éist skeletu je
zatézovana resp. je bez zatizen{ a dale nechf I', oznaéuje kontaktni hranici mezi obéma &astmi kloubu
které jsou v kontaktu. V nékterych studovanych piipadech, napt. hornich koncetin spolu s panvi se
s vyhodou za predpokladu, ze panev je symetrickd, muze studovat pouze polovina studované oblasti.
Hranici symetrie potom ozna¢ime symbolem T'g. Necht ¢ € I = (0,¢,),t, > 0, oznacuje jesté casovy
interval, kde t, je celkovy ¢as ve kterém ve studovaném kloubu ¢i jeho ndhradé probihaji vSechny
biomechanické procesy. Déle jesté budeme predpokladat, ze se zatézovaci sily obecné méni s ¢casem.
Pohyb studovaného kloubniho systému je popsan pohybovou rovnici

p (a;; + g;’] vj) - a;’? 4+ fi=1,.,N,N=2,3, (2.1)
kde f; jsou objemové sily, v; = % jsou slozky vektoru rychlosti, u; jsou slozky vektoru posunuti,
Ti;j je tensor napéti a p je hustota. Jelikoz lidsky kloub je v konstantnim tihovém poli, potom muZzeme
ucinek gravitacnich sil zanedbat.
V pripadé viskoelastického materialu s kratkodobou paméti vztah mezi napétim a pfetvofenim
(malou deformac{) je dédn vztahem

86 u(x,, i
Tij (X, 1) = Cz(‘?l)clek‘l(u(xv )+ CE}I)CZW

Napéti v tomto piipadé zavisi pouze na deformaci v ¢ase t a v ¢ase tésné predchédzejicim casu t. Koefi-

cienty cl(.?,)cl jsou koeficienty pruznosti a koeficienty cg;,)cl jsou koeficienty viskozity a spliuji podminky

(2.2)

(0) (1) _
Cz’jklgijgkl > QEijEij, Cijklgijgkl > Q1EijE4 V€ij = E€ji, o> 0, a1 >0 (23)
a podminky symetrie

0 0 0 0
ngl)cl = Cg‘il)cl = Cl(clgj = ngz)ka 94
1 _ oy _ (1) (24)
Cijkt = Cjikl = Criij = Cijik:

V piipadé izotropniho materidlu
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0
ik = MisOa + (B + 6adj).
1
Cl('j;)cl = 100k + 1(dirdj1 + 6adj),
kde A, p jsou Lamého parametry, v, n - koeficienty viskozity.
V piipadé viskoelastickych materidla s dlouhodobou paméti je vztah mezi napétim a pietvorenim
dén vztahem

t
Tiej(X, t) = ngilekl(x, t) + ‘/O bijkl(t - T)ekl(X, T)dT, (25)

kde CE?I)CZ jsou koeficienty elasticity, b;jxi(x, t) charakterizujf vlastnosti materidlu s paméti - jsou “paméti
materialu”. Koeficienty cl(-?,)d splituji podminky symetrie (2.4) a cl(-?,)deijekl > cejje;4, koeficienty visko-

zity bsjr spliuji podminky symetrie a podminky regularity

bijri = bjint, (2.6)
bijkla 8bijkl/8t, 82b¢jkl/8t2 € LOO(Q X I) ’

Vétsinou v praktickych tlohdch “pamét” ubyva exponenciilné k nule s éasem.
A praveé materidly s dlouhodobou paméti by byly velmi vyhodné pro implantity umeélych kloubt,
diika endoprotéz bez cementovani.

Tepelnd napéti jsou definovana vztahem

1 = =B (T — Tp), (2.7)

kde B;; je koeficient tepelné roztaznosti, jenz je omezeny a symetricky, T', Ty jsou skutecné a po-
catecni teploty.
Vztah mezi napétim a deformaci ve vazko-pruzné reologii je dén vztahem

Tij = Tij+ Tri. (2.8)

Okrajové a kontaktni podminky

7 anatomickych a svalovych analyz vyplyva, ze lidské klouby jsou béhem pohybu zatézovany a jejich
Casti jsou ve vzajemném kontaktu. Pusobici zatézovaci sily jsou funkci prostorovych souradnic a casu.

Matematickym modelovanim okrajovych podminek lze simulovat biomechanické procesy probiha-
jici v lidském kloubu. Je-li kostni tkan upevnéna, potom posunuti jsou nulové, nenulovymi posunutimi
napf. simulujeme operac¢ni postup pii osteotomii. O teploté na hranicich I', a I'; budeme pfedpokladat,
ze je dana a rovna télesné teploté. Potom okrajovou podminku vyjadiime ve tvaru

T(x,t) = T1(x,1),

1 2 i S0 —
u(x, ) = us(x.1) (0 nebo = 0) na (T, U “Ty) x I,meas ‘T, >0,i=1 (2.9)

V nékterych piipadech je vyhodné okrajovou podminku definovat jako pod- minku popisujici odvod
tepla okolni krvi.

Svalova tkan vyvolava v uponech §lachové sily, které se ptes upony piendSeji na kostni tkén.
Abychom mohli spravné simulovat funkci pfirozeného kloubu a funkci jeho umélé nahrady, musime
presné znat fyziologické rozmisténi iponu na kostni tkéni, absolutni velikosti sil v téchto mistech
pusobicich, jakoz i smér jejich pusobeni. Potom tyto svalové (Slachové) sily jsou zatézovacimi povr-
chovymi silami. Okrajovou podminku potom vyjadiime ve tvaru

T(x,t) =Ti(x,t),

1 2 i L
7y = P, (# 0 resp. = 0) na (‘T'; U “T';) x I,meas ‘T, > 0,4 =1,2. (2.10)

Vznika otdzka jaké podminky plati v dynamicky zatézovaném pohybujicim se resp. staticky zaté-

zovaném nepohybujicim se kloubu resp. jeho umélé totalni ndhradé. Zatim se pocitalo zatizeni jamky
acetabula a femuru a jejich nahrad zvlast zatézovanych vyslednici sil ptisobici ve vertikdlnim sméru,
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ktera u kycelntho kloubu prochazi sttedem hlavice a stiedem zatézované plochy acetabula. Pi sklonu
zatézované plochy od horizontaly dochézi k poruseni biomechanické rovno- vahy a podle sklonu plochy
k migraci hlavice laterdlné nebo medidlné. Debrunner (1975) uvazuje navic vliv geometrickych poméru
v oblasti kycle na namédhani tohoto kloubu a poukazuje na vztah mezi poc¢atkem abduktorového
svalstva ke kycelnimu kloubu. V r. 1986 Karas tento model jesté zlepsil, kdyz kromé hmotnosti téla
uvazoval i dynamické zatizeni zpusobené setrvacnymi ucinky téla pii chuzi a vliv hlavnich svalovych
skupin abduktoru a adduktoru. Problematika simulace funkce pfirozeného i umélého kloubu je vsak
znaéné slozitéjsi a musi se Fesit komplexnéji, nebot jednotlivé klouby na horni &i dolni konéetiné jsou
v kloubnim pouzdfe v kontaktu. Témto podminkam fikame kontaktni podminky.

Kontaktnimi podminkami rozumime podminky popisujici procesy na hranici kontaktu pomoci
normalovych napéti 7,, resp. te¢nych napéti 7, a normalovych posunuti u,, resp. teénych posunuti u;
resp. rychlosti v, resp. vy = u}, kde u’ = aa—;‘. Tyto podminky mohou byti formulovény jako nelinedrni
rovnosti nebo nerovnosti. V jejich dusledku pak feSené tlohy vedou na varia¢ni rovnice nebo variaéni
nerovnice.

Bud n = (n1,n2), t = (t1,t2) = (—ng,n1) v 2D pifpadé a n = (n1,n2,n3), t = (t1,t2,t3) v 3D
piipadé vnéjsi normaéla resp. jednotkovy teény vektor, ddle ozna¢me 7; = 7;;n; vektor napéti, jeho
normélovou a tecnou slozku 7, = 7;n; = T;;n;N, v = T — TN a normalové a tecné slozky vektoru
posunuti u, = u;n;, Uy = U — uyn, resp. vektoru rychlosti v, = v.n, v = v — v,n. Dale oznacme
u® ul, T* T' (indexy k, [ oznacuji sousedni komponenty kloubu resp. jeho umélé totalni nahrady) jsou
posunuti a teploty v sousednich komponentich kloubu resp. jejich umélych nahrad. Vsechny veli¢iny
jsou funkcemi casu.

V piipadé, ze kontaktni plochy jsou béhem zatézovani kloubu resp. béhem pohybu zatézovaného
kloubu neustale v kontaktu, potom normalové slozky posunuti resp. rychlosti jsou nulové tj. uw,, = 0
resp. v, = 0 a teéna slozka napéti je bud nulové nebo nenulova, tj. 7, = 0 resp. 7, # 0 a hovoifme
o oboustrannych kontaktnich podminkéch. Tyto podminky popisuji normalné zatizeny kloubni systém
s nebo bez synovialnitho mazani.

Jinym typem kontaktnich podminek jsou jednostranné kontaktni podminky Signoriniho typu s
nebo bez tfeni. V tomto piipadé béhem deformaéniho procesu komponenty lidského kloubu body
kontaktu méni svoji polohu, ale komponenty kloubu se vzajemné nepronikaji, tj.

k

uf —ul, <0 v posunutich resp. v¥ — vl <0 v rychlostech, (2.11)

kde kladny smér vnéjsi normaly k hranici kontaktu n je chdpén k oblasti QF, tvofené k-tou slozkou
vySetfovaného kloubniho systému. Podminka v rychlostech plati pouze pro kratké casové intervaly
auf —ul =0vcaset =0 (Eck et al. (2005)).

Pro kontaktni sily z principu akce a reakce plyne

T,’f (x,t) = T,lL(x, t) = To(x,1), Ttk(X, t) = 7',5()(7 t) = 1i(x,t).

Jelikoz normdélové slozky nemohou byti kladné t.j. nemohou byti tahovymi silami, potom
Tu(x,t) = TR (x,t) = 7L (x,1) <0 v case L. (2.12)
Béhem deformaéniho procesu obé kolidujici é4sti kloubniho systému jsou bud’ v kontaktu tj. uf —
u!, = 0 v posunutich nebo v¥ —v!, = 0 v rychlostech nebo nejsou v kontaktu tj. uX —u!, < 0 v posunutich
nebo v¥ — v}, < 0 v rychlostech. Odtud
(u* —ul)r* <0 v posunutich nebo (vF — ! )7¥ <0 v rychlostech. (2.13)
Rovnice (2.11)-(2.13) jsou tzv. Signoriniho podminky. V nékterych piipadech uvazujeme me-
zeru (gap) g mezi kolidujicimi komponentami kloubniho systému, méfené podél vnéjsi normély, jehoz
vymezeni je ddno funkci kloubniho pouzdra.
Jestlize obé kloubni komponenty jsou v kontaktu, pak nutné na kontaktni hranici I'* ptisobf t¥enf
v Coulombové smyslu a tedy na kontaktni plose pusobf tieci sily g. = Fe|7|, jez v absolutni hodnoté
jsou tmérné absolutni hodnoté pusobicich normélovych sil. Koeficientem timérnosti je Coulombuv
koeficient tieni F.. Vzhledem k pusobicim sildm a tFecim sildim mohou nastat nasledujici pfipady:
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Jestlize absolutni hodnota teénych sil 7;(x,t) je mensi nez trec sily g. = F.|7|, potom tfeci sily
zabréni vzdjemnému pohybu obou kloubnich komponent. Jestlize vSak te¢né sily 7;(x,t) v absolutni
hodnoté jsou aspon rovny tiecim sildm, potom nenf sil, které by zabranily vzajemnému posunuti obou
kloubnich komponent. Tedy body kontaktu meéni svoji pozici v opa¢ném sméru nez pusobi tecné sily.
Celou situaci popisuji nasledujici podminky:

|7e(%,8)| < ge(x,t) = Fo(x,t)|Tn(x,t)] v case t €<0,t, >

jestlize uk (x,t) — ul (x,t) = 0 potom

jestlize |1 (x,t)| < gc(x,t) = Fe(x,t)|n(x,t)| potom

d/0t(uf(x,t) —ul(x,t)) =0 v céase t €<0,t, >,

coz znamena, ze treci sily jsou dostatecné k tomu, aby zabranily vzdjemnému
posunuti kloubnich komponent.

Jestlize |74 (x,t)| = ge(x,t) = Fe(X,t)|mn(X, )| potom existuje takova funkce
0 >0, ze 9/0t(ul(x,t) —ul(x,t)) = —O7(x, 1) v case t €< 0,t, >,
coz znamena, ze tfeci sily jiz nemohou zabranit vzajemnému posunu

obou kloubnich komponent.

(2.14)

Prostor mezi obéma kloubnimi komponentami je vyplnén synovialni kapalinou, ktera jednak diky
svym vynikajicim viskosnim vlastnostem snizuje tfeni na kontaktni plose, jednak prenasi tepelné
poméry v kloubu. Potom na kontaktni plose mezi kloubnimi komponentami jsou teplota i tepelny tok
spojité, t.j.

oT(x,t) 0T (x,t)
k l )
T (X7 t) =T (X7 t), IiijTjnﬂ(k) = — IﬁijTj’nﬂ(l) . (215)

V piipadé nulového tieni vyplyva, ze tecné slozky jsou nulové t.j.

¥ (x,t) = 7} (x,t) = 7(x,t) = 0. (2.16)

K tomu pristupuji jeSté pocateéni podminky

T(x,0) = To(x), u(x,0) = up(x), u'(x,0) = u;(x), (2.17)

Ve staciondrnim piipadé pfejdou kontaktni podminky do tvaru

uk —ul, <0, Tn_Tk—’Tl<0 (uk —ul)7, =0,

n

()] < ge(x) = Fo(o0) [ (3],

jestlize uf — ul =0, v pifpade, ze

(3] < 9e(x) = Fol()| 7 (x)], potom ul(x) — u(x) = 0,

coz znamend, ze treci sily zabrani vzajemnému posunuti kloubnich komponent,
jestlize |1¢(x)| = ge(x) = Fe(x)|7n(x)|, potom existuje takova funkce

O >0, 7e uf(x) — ul(x) = —O7(x), coz znamend, 7e tieci sily jiz nezabrani
vzajemnému posunu obou kloubnich komponent.

(2.18)

Podminky na kontaktu muzeme psat také v rychlostech se zobecnénym tvarem Coulombova zdkona
ve tvaru

wk —ut <0, 7F (uk) =7l (ul) =7r(u) <0,

< FH(0) |7k (u)], na T* x T, (2.19)

|
uék — ul/‘/l #0 = ‘Ttkl (u)’ _ _]:écl (u}) ‘Tkl ’ ‘ut —u,:l|

resp. v posunutich se zobecnénym tvarem Coulombova zdkona ve tvaru
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uf —ul, <0, 7F (uF) =7, (u') =7 (u) <0,

3=

(uh — ) b (w) = 0. .

uf —uf = 0= |7} (u)| < FE(0) |7 (w)], na I'e’ x I. (2.20)
k_ .1

uf — w2 0= ot ()] =~ ) |7 ()| 2

Koeficient Coulombovského tieni F¥=F* (x,u’) je globalné omezeny, nezdporny a spliuje Ca-
rathéodoryho podminky, tj. F*! (.,v) je méfitelna pro véechna v € R, a F*! (x,.) je spojita pro s.v.
X € F’C“l a ma kompaktni nosi¢

SF.=supp (Fe) ={(x,t) € Te(t) =T x I | Fu, Fk (x,u}) #0}. (2.21)

Koeficient tfeni muze z&viset na prostorové proménné x a na tec¢né slozce rychlosti u} (viz obr. 6).
Podobny prubéh je i v zavislosti na tecné slozce posunuti uy.

V ortopedii je vSak zajem, aby tfeni mezi kloubnimi komponentami ptirozeného i umélého kloubu
bylo co nejmensi, aby nemohlo dochézet k “zadirani” kloubu nebo jeho umélé ndhrady. Na tomto
misté je tfeba pfipomenout, ze dojde-li k ¢astecnému uvolnéni endoprotézy, potom na uvolnéné ¢asti
endoprotézy jsou splnény podminky (2.11)-(2.13), (2.14) a podminky (2.15).

Obrazek 2.6: Zavislost koeficientu Coulombovského tieni F. na tetné slozce rychlosti u;

Pii statickém zatizeni endoprotézy, ukotvené az k limecku pii tlakové sile 2500 N, kterd se povazuje
za optimalni pfi zatézovani ndhrady kycelniho kloubu, je pruzna deformace krcku cca 0.2 mm ve sméru
pusobici sily. Pii zatizeni tlakovou silou pfesahujici 2500 N dochazi jiz k trvalé deformaci (k plastické
deformaci). Jiné poméry jsou u endoprotézy jen ¢dstecné ukotvené. V tomto piipadé k trvalé deformaci
dochazi pfi zatizeni nizsi tlakovou silou. Z téchto poznamek vidime, ze lepsi vysledky simulace funkce
prirozeného a umélého kloubu obdrzime, budeme-li kostni tkan a materidly kloubni nahrady modelovat
viskoelastickymi, v pfipadé zminéné plastické deformace plastickymi materialy.

Materidly viskoelastické jsou materidly s “paméti” a to bud s paméti krdtkodobou nebo dlouho-
dobou, v tom smyslu, ze stav napjatosti v ¢ase t zdvisi od vSech deformaci, kterymi prosel material
v minulosti.

V prvé ¢ésti studie ukdzeme dva z analyzovanych matematickych modeli, zalozeny na linedrni
(termo-)vazko-pruznosti s kratkou a dlouhou paméti pti dynamickém resp. kvazi-statickém zatézovéni.
Ukézeme, ze matematicky model kyc¢elniho a kolenniho kloubu v linedrni (termo-)pruznosti je spe-
cidlnim piipadem studovaného modelu v (termo-)vazko-pruzné reologii s dlouhou paméti a podobné
i s kratkou paméti. V druhé ¢asti studie budeme vysetfovat model, zalozeny na specialni nelinedarni
pruznosti.

Pro ujasnéni studovanych modelovych tloh v nésledujicich odstavcich ukazeme geometrii mate-
matického modelu kycelniho kloubu a kolenniho kloubu (obr. 7 a 8).
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Obrazek 2.7: Matematicky model kycelntho kloubu — a - pénev (oblast Q'), b - femur (oblast Q?),
c - kontaktn{ plocha mezi kloubn{ jamkou a hlavici kyéelniho kloubu (oznagenf F§4), d - chrupavky (oblasti
0%,0%), e - kloubni pouzdro (oblast 2°), f- kloubni dutina (mozno zanedbat)

2.2 Matematicky model kycelniho a kolenniho kloubu zaloZeny na modelové kontaktni
tloze v linearni (termo-)vazko-pruznosti s kratkou pamé&ti

Uvod

Kloubni systémy jsou tvoreny systémem elementu skeletu, jejichz funkci je pasivni zprostfedkovani
pienosu akénich sil na okoli. Tvoii pohyblivy a nosny zéklad pro uchyceni svall, vazi a povéazek.
Hlavni funkei systému kosternich svalt je aktivni silové pusobeni a produkce aktivniho mechanického
vykonu. Hlavn{ funkei systému mezilehlych prvka, spojujici segmenty téla vazivem, chrupavkou, kosti,
kloubem a jez spojuje svaly se segmenty Slachou, je mechanické spojeni mezi ¢astmi systému.

V této kapitole budeme studovat dynamickou kontaktni tilohu nékolika N-dimensionalnich téles,
které jsou ve vzdjemném kontaktu, s Coulombovskym tfenim na kontaktnich plochach a s utlumem,
kterym modelujeme vliv svalovych, slachovych a vazivovych struktur. Uvazovat budeme piipad, kdy
na obou ¢astech kloubniho systému jsou predepsana posunuti.

Reologie, formulace tlohy

Necht I = (0,t,) je ¢asovy interval a necht  C RN N = 2,3, je systém oblasti, ktery zaujim4 systém
téles libovolnych tvart Q¢ takové, ze Q = US_;Q*. Necht Q* m4 Lipschitzovskou hranici 9 a necht
0N =T,Ul',Ul's UR, kde disjunktni ¢dsti I';,T",, . jsou oteviené podmnoziny a R je miry nula.
Necht T', = 'T',U 2T, a I, :kUl kT = 9QF N 0Lk # 1, k,l € {1,...,s}. Oznacme Q = I x Q

¢asoprostorovou oblast a ', (t) = T, x I, Ty(t) = Ty x I, T.(t) = T x I necht oznacuji ¢ésti jeji
hranice 0Q = 09 x 1.

Oznacme n vnéjsi normalovy vektor k hramici, u, = wuin;, Uy = u—u,n, 7, = 7NN, T¢ =
T—T,n normalové a tecné slozky vektoru posunuti u = (u;), 7 = (7;) a vektoru napéti 7, = 7;;n;,
i,j = 1,..,N. Bud F,P objemové a povrchové sily, p hustota, a(x) > 0 md fyzikdlné vyznam
ttlumu. Casovou derivaci ozna¢me symbolem “’ 7. Vektor rychlosti oznaéme symbolem u’ = (u}).
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a)

b)

Obrézek 2.8: Matematicky model kolenniho kloubu a) fez ve frontdlni roving, b) fez v sagitalni roviné

Piedpoklddejme, Ze kladny smér vektoru vnéjsi normaly n na ' je vztazen k oblasti QF.
Vztah mezi napétim a deformaci je dan Hookeovym zdkonem

7ij = iy (wu') = el (%) () + e (X)ew (),
6zj(u):% g;;—i_% ) i’jakal:17“'7N7

(2.22)

kde cglkl (x),n =0, 1, jsou elastické a vazké koeficienty a e;;(u) jsou slozky tenzoru malé deformace,
N je dimense vySetfovaného prostoru. Elastické a vazké koeficienty CE% (x),n = 0,1, spliuji podminky
cgﬁl €L>®(Q),n=0,1,

() _ () _ (n) _ (n)

Cijkl = Cjikl = Criij = Cijlko (2.23)
nglzleijekl Z COn €ij€45 A €ij, €35 = €4; & Pro s.v. X S Q, C(()n) > 0.
Opakujici se indexy oznacuji Einsteinovu sumaci od 1 do N.

V dalsim budeme tesit nasledujici 1ilohu, ve které se omezime pouze na elastickou ¢ést zobecnéné
tlohy:

Uloha (P): Nechf N = 2,3,s > 2. Hleddme vektorovou funkei u :€) xI — R, splitujict

O%up Oup  Om(w) . .
Pap Ty, :T%JrFi,z,jzl,...N,Lzl,..,s, (t,x) e Q' =1 x ", (2.24)
7 = 1i;(u,u") = cggi;(x)ekl(uL) + cg;,)c;(x)ekl(u”), i,k l=1,,N 1=1,.,s, (2.25)
TijNg = P, i,j=1,..,N, (t,X) S Ff(t) =1x Ule (FT N QQL) R (226)
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up=uy, 4,j=1,.,N, (t,x)€ 'Ty(t)=1xU"_, ('I',No), (2.27)
u;=0, 4,j=1,..,N, on’T,(t)=IxU_, (*T,NoY), (2.28)

'k — /z<0 th=7l =7kl <0, (uF — ) 7H =0,

n

ug’“ —02‘7’“|<]—"” ‘7l|
1k 1l
Wk -l £ 0= |rk| = —FH (b —uft) |7H| |3t :Efl| (2.29)
(t,x) € Te(t) = Ix HFI‘EZ’
u(x,0)=ugy(x), u(x,0)=u;(x), xe€Q, (2.30)

kde ug, uy, us jsou dané funkce, us ma casové derivace uj, a ug, uy spliuji napf. statickou kontaktni
tilohu v linedrni pruznosti s nebo bez Coulombovského tieni F* (viz napt. Necas, Hlavacek (1981),
Nedoma (1983), (1987),(1998), Hlavicek et al. (1988), Haslinger et al. (1996)).

Koeficient Coulombovského tieni F¥=F* (x,u’) je globalné omezeny, nezaporny a spliuje Ca-
rathéodoryho podminky a mé kompaktni nosi¢ SF. =supp (F.) definovany vztahem (2.21).

Variaéni formulace dlohy, aproximace pomoci penalty

Necht Q = U5_;Q* € RN, N = 2,3, je oteviend omezena podmnozina Euclidova prostoru RN, N = 2, 3,
s dostateéné hladkou hranicf 92 =U T, (¢ CY1), r = 7 u, ¢, x = (2;),i = 1,.., N. Necht I = (0,t,) je
Casovy interval. '

Prostory L*(M),L*N (M) = [L? (M)}N, M = Qresp. I',r = u,7,¢, N = 2,3, Sobolevovy
prostory W¥2 (M), M = Q resp. I',., definujeme standardnim zpiisobem, navic polozime W2 (M) =
H* (M) a definujeme [H* (M)]N = HN (M), HON (M) = L?N (M) , a odpovidajici normy oznaéime
[l » skaldrnf souéin a dudlni sou¢in symboly (.,.); 5, and (.,.); 5, (pro kazdé celé N). Dudlni
prostor prostoru H* (M) oznatime symbolem (H*N (M))/ = H~®N (M) a odpovidajici normy
[l g7-x.5ary = -, - Hodnoty na I'; pro funkce v H(©) mohou byti interpretovdny jako hod-

noty jejich H z (T',.) obrazu prostrednictvim linedrniho, spojitého zobrazeni stop. Norma topologického

() _1/21/21, Py 1t
W kde (.,.) 1 /91 /2,p, 0znacuji dudlni

dudlniho prostoru Hz (T',) je ||ul sup
1

H 3T,) ~
veHZ(T,)
pérovan{ (“dual pairing”) mezi H~2(T',) a H2 (T,). Dudln{ prostory oznacujeme symbolem “’ 7. Pro
p#La#l pa€Ll>®M)sp=>po>0,a>a >0sv.x €M, symbolem (.,.), 5, oznacujeme
také skaldrni soucin v prostorech L2V (M) a symbolem [-Il4.5r odpovidajicf normy.
Déle standardnim zptisobem zavedeme Bochnerovy prostory L? (I; X),
Wk2(I; X), kde X jsou Hilbertovy prostory a Sobolevovy-Slobodetského prostory (viz Besov et al.
(1975), Necas (1967), Adams (1975)), pro které index k, k > 0, kde k = [k]+ A, 0 < A < 1, [k] oznacuje

celou ¢ast k a A zbytek a kde norma je definovana

ID" Dou(y)[”
eelfyieaay = lullfyoaec + Z ey

le]=

Zavedeme prostor B (I;X) jako prostor omezenych funkef z I do X s normou [[v||p.x) =
[/l Lo (1,5 = sup [o(t)]] -
tel

Je-li k = (ky,...,kn) ki >0ak; =[k]+ X, 0< )\, <1,i=1,..., N, potom hovoiime o anisot-
ropnich prostorech. Je-li k = (kq, k2) potom prvni komponenta definuje hladkost s ohledem na casovou
proménnou a druhd komponenta pak regularitu s ohledem na prostorové proménné.

Oznac¢me HY 5N (I x ), 0 < v < 1, anisotropni Soboleviiv prostor odpovi- dajici prostoru I x €
(dim N) s normou
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ov
6361

v ( th. —v(tg,.)”gN
o 12 Mo gy gy,
L2(Q) — ta]

kde oznaéime L? (Q) = L* (I x Q) = L*(I;L*(Q)) Pro~,8 >0 a interval I, zavedeme oznacent
HVB(I x M) = HY(I; L>(M)) N L*(I; H5(M)).

Pro analyzu 1lohy budeme pfedpokladat:

Piedpoklad 1: Necht N > 2 a necht Q = U*_; Q" je omezen4 a spojitd mnozina s Lipschitzovskou
hranici 9Q = I'- UT, UT'. UR, kde disjunktni ¢asti ', ", ;. jsou oteviené podmnoziny a R je
mnozina miry nula. Necht I, = 'T",U 2T, a I, :kUl DO TR = 00F N oQL k # 1, k1 € {1,...,s}.
Necht I € (0,t,),t, malé, je ¢asovy interval. Necht Q (t) = Q x [ a ' (t) =T, x I, T, (t) =Ty x I,
T.(t) = T. x I oznacuji ¢ésti jeji hranice 092 (t) = 92 x I. Koeficienty c( ™) w(),n = 0,1, spliuji
(2.23). Dand vstupn{ data splitujf p,a € C(Q), F,F' € L? (I; L>Y (), P, P/ € L*(I; L*N ('),
u; € HHNV (Q), v, —ul,, =0 na U Tk ug € HYY (), koeficient tient fkl_]: (x,u}) je omezeny,

c

||U||’y 1,1,Q — HU||L2(Q

nezaporny a splinuje Caratheodory podmmky
Definujme mnozinu virtudlnich posunuti a mnozinu pfipustnych posunuti

Vo= {v|veL(;i5_H"N (Q)),v =0na T'(t),

vk —ol =0 sv.naIx kUl I
V =+ W, ’
K={v|veLl*;n_ H'"N(Q"),v=u)nal,(t),

vk —ol <0 swv.naIx IE’JZ ki,

Rovnici (2.24) vyndsobme v — u’, kde v jsou libovolné testovaci funkce, integrujme pres I x €,
potom uzitim Greenovy véty, okrajovych a kontaktnich podminek, dostavame

Uloha (P), : hleddme vektorovou funkci u s u’ € KN B (I; LN (Q)) a u(0,.) = ug, u'(0,.) =
uy, takovou, ze

S (), — (1) + (o’ (1) v — (1)) + 0 (u (1) v — w (1)) + 2.5)
+a) (W (1), v =/ (1) + 5 (v) = j (0 (1)}t > [, (£(t),v—u' (1) dt Vv eK, .

kde predpokldddme, ze vstupn{ data ug, uy splituji statickou linedrn{ kontaktn{ tlohu (viz Nedoma
(1983),(1987), Hlavicek, Nedoma (2002)) a kde jsme oznagili

(u// v) = Zf:l (u//L L — fQ pug'vidx,

(au/,v) =37, (abu“,v = fQ aulv;dx,
a™ (u,v) =37 a™ (u,vh) = [, lelek’l (u) ;5 (v)dx,n =0,1,
£v)=Y7_ (f'.v fQ Fivdx + f Pv;ds, (2.32)

(
A ey ) [ (a0 vE v s =
kL,JL ¢
= (1 () [t ) vE vl
a kde bilinearni formy (™ (u,v),n = 0, 1, jsou symetrické v u, v a splauji (™ (u, u) > cén) ||uH?N ,

cgn) = const. > 0, |a™ (u,v)| < c§”) Jully VI s c§") = const. > 0, u,v € V) = {v|v €

s, HY"N(QY),v=0naT,="'T,U%, avk—vl =0 sv.nal.}.
Kazdé feseni u € 02N (Ix Q) dlohy (2.24)-(2.30) je fesenim dlohy (2.31) a naopak kazdé do-

statetné hladké feseni u € C>N (Ix Q) dlohy (2.31) je také Fesenim (2.24)-(2.30).

Existence feseni

Dukaz existence FeSeni je zaloZen na technice penalizace a regularizace. Aplikace techniky penalizace
vede na feseni kontaktni ilohy s bilateraln{ kontaktn{ podminkou (normal compliance type). Kontaktn{
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podminku (2.29a) nahradime nelinedrni hraniéni podminkou 7% (u,u’) = —3 [uf — u’,f]+, [y :
max {.,0}, 6 > 0. Potom Fesime ndsledujici dlohu:

Uloha (P),,: nalézt funkci us s uf € (uy+Vo) N B (I;L*N () a us (0,.) = up, uj (0,.) =
u;, takovou, ze pro vSechna v €V plati

JA@g (), v —ug (1) + (aug (), v — uj (1) + ol (ua (t),v— US (1) +
oV (uh (8) v —wy () + (§ [ufh — ], vh—oh —uh +uf,) o)
+ <]—"Ckl (uf —uf) [uff, - u5n]+, vi—vi| = [uf — uf, > }dt >
> [ (1) v — (1) dt,
kde predpokldddme, ze u} je mozno rozsiiit na celou oblast .

V dalsim kroku uzijeme techniku regularizace. Funkciondl j (v) nenf diferencovatelny v Gateauxové
smyslu, proto zavedeme funkci . : R — R definovanou vztahem

pe(@) = Va? 2 ¢,

kterd regularizuje funkei @ — |z|. Funkee . je dvakrat diferencovatelnd a spliiuje nédsledujici
nerovnost

l|lz] — e (Jz])] <e, VzeR,e>0.

Potom budeme tesit nasledujici penalizovanou a regularizovanou tlohu:
Uloha (P'),,,: nalézt us. s uj, € VNB (I; L2V () a use (x,0) = ug (x), uf, (x,0) = uy (x),

vpr”
takovou, ze pro vSechna v € V, plati

S (), v —uf, (1) + (auf, (8), v —uj. () + 0@ (use (), v — ug (1) +
+a® (uj (1), v — G, (1) +
+ f Tkl % [ugksn (t) - uglsn (t):lJr (’U7kL - U (uéen (t) - uésn ( ))) d5+
+ fu Ikt (15‘?“ ( Uset (t) u:ilst (t)) [ugcsn ( ) u&en t)] +°
'(‘pg (Vf —vi) = e (uff, — ) dstdt > [ (£ (), v — g, (1)) dt.
A jelikoz Vo, (uff —ull) (vi —vi— (uff —u})) < . (vF = vi) — ¢c (uf* —uf) potom budeme

fesit ndsledujici penalizovanou a regularizovanou tlohu:
Uloha (P),,,: nalézt us. s uj. € VNB (I;L*N () a us. (x,0) = ug (x), uf, (x,0) = uy (x),

vpr’
takovou, ze pro vSechna v € V), plati

S (), v) + (o, (1), v) +a @ (use (£),v) + V) (uf, (), v) +

fu rkl % [uéan (t) U(;lan (t)] n (Ufl _ ,U’iL) ds+
k.l <
[ 3R (e, —uily) [, () — i, ()] (2.34)
k,l

Ve (ugl, —ug.,) (vi = vi) dsydt =
= [, (f(t),v)dt
Existence ug. se dokaze pomoci Faedo-Galerkinovy metody standardnim postupem. Pro jednoduchost
polozme u = us,. Sestrojme Galerkinovu bazi {v;} prostoru Vj, takovou, ze V;,, = span {vy,...vp, },
Use_; Vi je husté v V4. Polozme

up, (t,x) = us (t7X)+Zij (t)vj(x), tel,xeQ,meN.

Jj=1

Potom priblizné reseni fadu m spliuje systém obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu
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(uy, (1), v;) + (au), (t),v;) +a® (un (), v;) +a® (u), (t),v;) +

+<%[mxw—¢muﬂ+wﬁ—v%)mm .
ko ¢ 2.35

o BFE (i (8) = wlhy (1) [t (8) = il (0]

T (why (1) — wlly (1)) (vh, = V1) ds = (£(8),v5) j=1,oom, sy t€ ]

s pocatecnimi podminkami

(W, (%,0) —ug (x), ;) =0, (u], (x,0) —uy (x),v;)q =0. (2.36)

Resitelnost tohoto systému plyne z teorie systémi obyéejnych diferencidlnich rovnic.
Globélni existence plyne z apriornich odhadu.

Apriorni odhady:

Plati

t
Jo Jo e 5FE (aime (8) = wing (8) [ () = wnn ()] -
V(pg ( WU, (t) - ufrizt (t)) (V;'ct - Vé’t) dsdt > 0.
Pro limitni proces m — oo Faedo-Galerkinova parametru potfebujeme vhodné apriorni odhady.
Vynésobme (2.35) c,;(t), sectéme pies j, integrujme pres [0,t],t € I, a polozme

m

w,,(8) = u(t) = ) b (8)v,

Jj=1

potom dostavéame

Jo Ly (1) wi, (7)) + (et (7) s, (1) + 0 (wp (7) 0, (7)) +
ol (a8 (1) + (3 [ () — (9], s () = s ()
S 3FE (it (7) = wihy (1) [ulh (7) =l ()] (2:37)
V%( e () —ugs, (7)) (s, (7) — (T))ds}dT—fo {(f (1), 0y, (1) —up(7)) +
(W, (1) (7)) ) (7). w5 (7)) + 0D (), () u(r ))}dT

Vzhledem k definici prostoru V je uf, — ub, = 0 na U [k a dile je u/,(0) = u.

Jelikoz Vi, ( wk, —u, ) (uﬁit uy ) >0 (pe je konvexm a méa své minimum v 0) posledni ¢len

na levé strané je > 0. Déle plati odhady

! " / 0 ‘1 2 1 / 2 2
st ar = 2 [ S 1@ = 5 [0 5 llE ]
0

0 2 0
(M)dr = 3e” [un @7y = 360" [wollfy , e = const. >0,

(1)) dr > cgl) Ot ||u;n(7')||1’N dr, COO) = const. > 0,

fg a(® (W, (7),
Jo a® (u,, (1),

jelikoz a(™ (u,u) > c(n) Hu||1 N c(() ") = const. > 0,n=0,1,

Jy ety (7) st (7)) dr = [t (I
t<1 [uph, (T) = U (T)] il (7) — ity (T)> ar=

3°3°

u
u

+7 mn

ull“’gl
) ,
— 1 k n
SIA1[CREEENEN
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N|=

g () dr < (J Iy dr) (JE Iy dr)* <
O dr) Ol .

(£ (7)), (7) = (7)) dr < ||f ||w [(fo Juty ()12 )+ <t>||0,1,Q] ,
Jo (ay (7) u (7)) dr = (i, (¢ = Jy (W, () w5 (7)) dr <
s||u;n<t>||ON||ug<t>||0N+Hu ||OQ(fo||u Dl nr)

Jy @ (a (7). ws(r)) dr < e (5 I (7) HlNdr)%(fonuz Jindr)” <
<

l
c (tp)? flum (¢ )HLoo(l;HLN(Q)) [ (¢ )”o 1L,Q "

Nl

Ji 0 (0t (7)) < ) (i P (I ) (o (I )

1
1 t 2 2
< i (fo lam (O x ) s @)1,

Uzitim diléich vysledki, Kornovy nerovnosti a Gronwallova lematu, potom existuje konstanta C,
nezavisla na Faedo-Galerkinové indexu m a parametrech § a ¢, takova, ze plati

2 2 2
s 7o (1,2 @)y + [ O o (105 (0)) + 10 Blo 1,0
2

2.38)
1 1k " t H <(C (
+5H[Umn( ) Uy, ( )]+ 0,lu(t) = )
coz dokazuje existenci feseni u,, (t) pro véechna t € I.
Dale plati
2 b 2 2
[, (t)”o,l,Q = /0 [[um (t)Hl,N dt < tp |lum (t)”LOO(I;HLN(Q)) <tpCo = C. (2.39)

Pfi limitnim procesu m — oo Faedo-Galerkinova parametru m, kde €, § jsou pevna, kromé podpo-
sloupnosti {uy,, } , feseni Faedo-Galerkinovy rovnice, je tfeba silné konvergence {u;nj} v L2(T.(t))
(resp. L?(SF.)). Existence takové podposloupnosti mtize byti dosazeno pomoci véty o kompaktnim
vnofeni pro Sobolevovy prostory (compact imbedding theorem) a také a priorni odhady pro u},

Polozme v (2.35) za testovaci funkci vi= ul, (t2) —ul, (t1) —ub (t2) +ub (t1) pro s.v. ¢, integrujme

pres t v mezich od t; do t9, vysledek vyndsobme vyrazem [to — t1|_2(1_7) ,0 < v < 1 a potom

2
integrujme pres ¢y a t2, t1 <, 0 <t1 <tp, 0 <tz <t,. Potom dostdvame
Joo S S, (1w, (82) — ), (01) — h(ta) + wh (1) [bo — | 7T 4
0 t1 t1
+ (auy, (t) (tz) —u] (tl) —u(ts) + uh(t)) [ta — ta| 2 4
A (up, (1) ,u (tg) (tl) — u2(t2) + 112@1)) Ity — 11 |72 1—) n
+a® (u),, (), u),(t2) — (tl) - u2(t2) + uj(t1)) |t2 _ t1|_2(1 "y
< [t (8) =t (D] i, (F2) — iy, (B2) — wig,, (1) + 2, (t1)> L 2 t 20 4
k,l
L 2 0 0 0 [ 0l O, V(0w ).
(g (tz) (tz) —wk, (1) + (1)) [ta — 1] 207 ds}dtdtydty =
B fo ftl ta 7”(t2) w;,, (t1) — uh(te) + uh (t1)) [t2 — t1|_2(1_7) dtdtadt;.

(2.40)
Podle Eck (1996), Eck et al. (2005) plati:
je-li h(t) € L*(I;V),w(t) € L*(I;W), kde V,W jsou Banachovy prostory a .||y, ||.|[; od-
povidajici normy, potom

t —2(1—
Jor L L2 IR @)y llw(t2) — wts) |y - [tz — 12| 7207 dtdtadty <

(2.41)
< C (tps ) 1l 22 vy 0l T2 rowry
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1_ . ,
Bud H 2 7-seminorma definovan

RN _ [ ., (t2) — ul, ()| n [t2 — ta] 207 dtadt.
mIg2 =7 (I;L2:N (Q)) o Jo m m 0,N

Jelikoz
tz t2
/ ul (t)ydt =ul, (t2) —u, (t1), / ul, (t)dt =, (t2) —upy, (t1),
tl tl
potom
Jo fu n (1), (t2) — ul, (1) — Wh(ta) + uh(tr)) |ta — ta| 27 dtdtadt -

= o7 {||u (t2) =l (E0)[5 v = (W (82) = W (02) 105 (£2) — wh (1)) }

Jtg — \‘2“ ") dtgdtl,

Jo ftl 2 {(a, (1) ), (ta) — ), (1) — uh(t2) + uh(tr)) [t — ta| 207 dtdtadty =
= I 1! 3 {Hum (12) = ()l = (i (12) = (11) 18 (82) — w0 (1)) }

Jta — t| 728 dtydty,

Podle (2.41) s uzitim Holderovy nerovnosti dostdvéme

ftl (W, (t2) — . (1), (t2) — ) (t1)) [t — t1| 207 dtpdty | <

< Sy | (02) = () (12) = wh (00) 2 — 2] 0 dtzdty <
— 2|um‘H§*“{(IL2N( ))| | (IL2N(Q))
tpftl (i (62) — 62 53] — ) 12z — 2|0 2dts| <
/
< 2 1umldoa g pam gy 92l 3o )

Dale

IN

o 7 122 al® (g, () w0, (t2) — 0, (t1) — wh(ta) + uh(t)) [tz — 1| 72077 dtdtadty

/
2
t 0
<y ftl It “num ||1N(||u (t2) = iy (1)l v + 1 () = wh ()], )
Jta — 11|20 atdtyaty,

fo J;l . a“ o (8) 1, (t2) — w0, (1) — wh(t2) + wh(t)) [t — 2| > dtdtadty <
NS B, I (||um<z> W () + I (t2) = 5 (8, )
.\tQ - t1|‘2 A=) dedtydt, .
Sy o 12 (G Tk () = (0] s, <t2>fu;£m <t2>fu;'zn (t1) + uhy (1) )
2(1— b [ty t ©
Jto — 1|72 V)dtdtgdt1<ff0 S e |l HOF
itk (2) = ik, (82) =k, (#1) + b (8] 1 |t2—t1| 2(1 V) dtdtydty
tp tP
0 Ji, furkl 5'7:kl( ¢ (1) — ) [“/ mn /l (t)] V(pa((u’k (t) — u:in (t))

(ury (tz)—u ¢ (t2) — iy (t1)+umt(t1)))|t2—t|_2(1 M ds}dtdtadt, <
<=1 g 1 1 0 NOIN /e

Nk, (ba) = il (82) = wik, (1) + i, (00| o, [t2 = 2] 2077 dtdtodty,

mn
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(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)



Iy {;1 W, (t) — ul, (t1) — wh(ta) +uh (1)) [ta — 11| 72077 dtdtadty <
< p P

Z (2.40) plyne

a2 s
mIg2=7(1;L2N (Q))

+ |u77l |

+|um\HT +

lA
(LN (Q) — <|u m|HTW(I L2V (Q)) u |H%*V(I;L2~N(Q))
_|_

H%—W;Lw(m)' 2|H§—~(1;L2,N(Q))

+2C (ty, VA m 1.0 + e 10015 1.0 ] (I llo.0 + ublo 1. ) +

TR N N (™ )+
*llo,re(t)

+ 18y (Inllo. o+ Mblloso)

odtud

ool r2) =

+ O |um‘

"
mIg2 (102N (Q))

< Cl |um|H§*’Y(1 L2 N(Q)) Hfi’y(I L2 N(Q)) + 03 (tp’% 6) ’

kde C1, Cs, Cs jsou konstanty nezavislé na € a m.

L ||f< My v 1, (f2) = W, (t1) — wh(t2) + b (1) |y [t2 — 2] 72077 dtdtadty.

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Podle véty o interpolaci (Besov et al. (1975), Jarusek, Eck (1999), Eck et al. (2005)) plyne, ze
1 1 2 1
prostor Hz 7 (I; L*N (Q)) N L2 (I; HULN (Q)) je spojité vnofen v H(=) (I; HztrN (Q)) . Jelikoz

H3 N (Q(t)) je spojité vnoren v L2N (T.(t)), potom

+ |Um| (1
|um| (3)° (Do (t)) u |H(T”)2(Fc(t))

kde konstanta C' (t,,7,d) > 0 je nezdvisld na m a e.

<C (tpa’Y?(S)a

(2.53)

Na zékladé odhadi (2.38),(2.39) a (2.53) existuje podposloupnost {u;} = {u,,,}, lim m; =0,
j—o0

takova, ze
u, —~u v IL*(LHYY(Q),

u; ~u'  slabe v L? (I; HVY (Q)) a silné v L? <U Ikt x I) , (vesp.L? (S8F.)) ,

1 tk 1 1,0 _ 0 2 ki
S[an “jn]+45[“n upl, v L (kUlFCXI>’

FH(a),) — FF (u})  slabe-* v L <kUl [k x I) (resp.L>® (SF.)).

Polozme za v; testovaci funkei v (¢) € CJ (I; Vi) v (2.35) pro m = m;. Potom integrujme vysledek

pies t v intervalu od 0 do ¢, a nechf j — co. Dostdvame

alfﬁlofo (]’ )dt - hm fop(u’vl) :_fo w, v dt = fo
) — (0)
jlingo f) u,;,v) fo a\V (u,v) dt,
lim fo u;,v fo a® (u,v)dt,
j—oo
10,k l k l _ [t fL K l k l
alggofo <7[ znfug‘n]wv”ivn kUlF'gzdt*fo <5“1 “;L]+’””*U"> o &

Jelikoz uj — v’ v L? (kul [kl x I) (resp.L>® (SF)), potom [ufy, —uff, ] — [uf —ui]

)

a grad<p5( u]t) — grad(ps( — u;l) také v L? (IEJI [k x I> (resp.L2 (Sfc)), a jelikoz v,

FH (ujt — ujt) , grady, (u;t — u;.t) jsou omezené, potom
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J—00

= Jor (3 (=) [ — ] erad . (w —uf) ok =l .

lim | < Fhi ( u;lt) [u% _ } grad ¢ ( u;lt) ok — v£1> Uk dt —

S ohledem na (2.34) pro vSechny testovaci funkce v € 0@1 C} (I; Vi) plyne

J; (" v)dt <
e kol
B

<€ [0+ Tl + 127 Lo i = s+ 1 Wl

tak, ze Hu”||vé < C (). Tim jsme dokézali

[0'llo1.0xr < C1, ullgr0xr < Cos-

Wy, < C5(8), [am| 11 e < Cy(ty,7,6), (2.54)
[l < Co ), Taml 4y S Calty7,0)

kde jsme uzili oznaceni us .= u.
Nyni{ dokdzeme limitni proces pres e, tedy, Ze (2.34) konverguje k (2.33) pro ¢ — 0. Potom
podle (2.54) pro kazdé § > 0 existuje podposloupnost {u;} = {u(;,sj} posloupnosti {us.}, lim
J‘)OO
g; = 0, takovd, ze
u, —~u vL?(LHYW(Q),
u; —~u' slabe v L (I; HVN (Q)),
u; —u' silnév L? (Igl Ikt x I>, (resp.L* (SF.)),
uj —u”  slabe-* vV,
LT,k 17 L[k 2 kl
g[u;nfu;n]+ 3 [ulh u’n]+ v L <kUlFC ><I>.

Jelikoz FM (u;) — FM (u) slabe-* v L>® (}tjl Ik % I) (resp.L> (SF.)), tedy téz FF' (uf) —

C

FF (W) slabs-* v L>® (tJl Dk x I) (resp.L> (SF.)), potom
FE (=) = FF (uf —u))  slabe-* v L ( u Ik I) (resp.L>® (SF,)).
Necht u=us; je feSeni (2.33) a u;=us., je feSeni (2.34). Potom z (2.34), polozime-li v €

VoNB (I; LN (Q)), plyne

lim fO |:( V) + al?) (ujvv) a(l) ( ) + fU rkl % [uﬁl —ul k]+ (’Uk - U,ﬁl) d8:| dt =

Janees Jn n
iy [u V) a® u,v) 4 a® () [ [k =] (o - o) ds} dt.
kol
Pro j — oo mame

0< fg” (u;-’ —u”,u} —u ') dt = t” (u ", ") dt+
—&-fotp [(u”,u (uj,u) (u u’ )] dt.

Déle z (2.34) plyne
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lim 1nff0 (u/ uj,u )dt>f0 ,u’)dt,
j—»OO

lim 1nff0 (ozuj,u )dt > fo (o, u') dt,
J—0o0
lim inf ftp a® (uj,uf)dt > fo al® (u,u’) dt,
j—
hm 1nff at) (u), ] )dt>f0 u’,u’) dt,
]—»OO

'k

jlfgo inf fo f}glrlgl 5w - u;'ln]+ (ujn — uy,) dsdt >

= fOtp kaZF’gl % [u;f Ull]+ (u;f - uiﬁ) dsdt.

Jelikoz Vo, (u futl) (v,’ffv,ls (ut’C ugl))gcps (V fvt) cps( futl), potom
o S ra 3! (g = wh) [wh = ], [ie; (VE = Vi) = e, (w = )] -
1ka< ) [ o] [t = k| = e = s | <
o Jurw 311 Nl i = ] (e, (Vf—vt) [vi = vill+
+|¢5J< () = gk s+ 37 o 37
e, = e — (uit = )| (i = i + [uff —wfy|) ddt+

0o o 178 g Lt = wil], = v - ()| s+
+1 Jo" fuw 5 172t (uiy =) = F (uf —wf)] [ury ],
(‘Vt—vt|—}u —u}|)dsdt| —0 pro j — oo.

Takze jsme také dokézali, ze

||115H0 1,Q = <g, Hu5||071,Q <c (2.55)

Zavérem se dokdze konvergence us — u, kde u je feseni (2.31). Postup konvergence muze byti
opakovdn pro parametr penalty 6 — 0. Z (2.55) plyne existence posloupnosti {0}, lim d; = 0
j—o0

a odpovidajici posloupnosti {u;} takové, ze plati

6; — 0,u) = u’ slabe v L? (I; H"V (Q)) a silné v L? (Icul Ikl x I> (resp.L? (SF.)),

—3 [uk —

i Jn]+ =7, (u;) = 7, (u) v L2 <kul IS XI)

V limité 5 — 0 tlohy (2.33) plyne, Ze limita u je feSenim puvodni tlohy se tFenim.

Tim jsme dokédzali (Nedoma (2005a)):

Véta 1: Necht jsou splnény pfedpoklady o Q,T,.,r = 7,u,c a vstupnich fyzikdlnich datech
z Predpokladu 1. Potom existuje alespon jedno slabé feSeni dynamické kontaktni tlohy se tienim
a utlumem ve vazko-pruznosti s kratkou paméti.

Numerické feSeni

V této ¢asti budeme predpoklddat, ze setrvacné sily, itlum a tieni je mozno zanedbat. Piedpokladejme,
ze jsou splnény predpoklady o fyzikalnich parametrech jako v ptredchozi ¢asti. Potom budeme fesit

nasledujici tlohu:
Uloha (P),: Nechf N = 2,3, 5 > 2. Hleddme vektorovou funkei u :Q xI — R, spliujici

8Tij (uL)

5 +F'=0,4,j=1,.Nut=1,.35, (,x)€Q =1Ix0, (2.56)
€
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74 = th(utu) = e (x)en (u) + )i (x)ew(u), i G k=1, N, t=1,..5, (2.57)

TijNj = P, i,j=1,....N, (t,X) S FT(t) =1x Ule (FT N QQL) R (258)
w; =g, i=1,..,N, (t,x) € 'Ty(t)=1xU_ ('[', N0, (2.59)
B . 2 — s 2 L
u; =0, i=1,...,N, (t,x% € I‘u(tL) Ix Uiy (T, noQY), (2.60)
meas “I', NN >0 Ve=1,...;s
ub —ul <0, F =7l =7k <o, (uk—ul) Th =0,

(tx) €Te(t) = Ix U Ikt (2.61)

u(x,0) =ug(x), x€N. (2.62)

Definujme mnozinu virtudlnich posunuti Vo = {v € H*N (Q) | v=0na T,}, V = uzs + V
a mnozinu pifpustnych posunut{ K = {v € V,vf — !, <0 naT.}.

Variac¢ni formulace tlohy pak vede na feSeni néasledujici tlohy:

Uloha (P)y, : Hleddme vektorovou funkei u: [— V takovou, ze u(t) € K pros.v.te€l, a

a® (u(t),v—u(t)+aV @ (t),v-u(t) >
> (f(t),v—u(t) WweK, sv.tel, (2.63)

u(x,0) =ug(x), x€N. (2.64)

Oblast €, kterou zaujimé studovany kloubni systém, aproximujme polygonalni pro N = 2, resp.
polyhedraln{ pro N = 3, oblasti {j,. Necht {75} je reguldrni t¥ida koneéné prvkového pokryti oblasti
Q. Necht V;, C V' je koneéné prvkovy prostor linedrnich prvki odpovidajici pokryti 7,. Potom K, =

Vi N K je tvotfen pocastech linedrnimi funkcemi, které jsou nulové v uzlech na I',, a jejichz normalové

slozky jsou nekladné v uzlech na I'*'. Mnozina Kj, je neprazdnd, uzaviens, konvexni podmnozina Vj,.
Necht ug;, € K}, je aproximace ug.

Potom budeme fesit tilohu:

Uloha (P)oy, : Hleddme vektorovou funkei up: I— Vj, takovou, ze up (x,0) = ugp (x), x € Q, a
pros.v.t €I, up(t) € Kp a

a® (uy, (1), v =, (1)) +al? (w,(6), v —w, (1)) >

>(f(t),v—u,(t) VveKn, (2.65)

up (x,0) =ugp (x), x€Qy, (2.66)

Existenci a jednoznaé¢nost priblizného koneéné prvkového feSeni dava nasledujici véta:
Véta 2: Za vyse uvedenych predpokladii o vstupnich datech existuje jediné fesenf u, € W1 (I;V},).
Dukaz je dusledkem obecné véty, kterou lze najit napt. v Barbu (1984), Kapitola 1.

V dalsim odhadnéme chybu fedenf |[u — uy||.

Polozme v (2.63) v =uy (t) a v (2.65) v = v (t) € Kp, a sectéme. Po dpravich dostdvame

5lu(r) —w (D)7 < a® (wj, (1) =o' (1), va) + a (), (1) =’ (1) ,u (7)) +
+al” (u (1) —up (1), up (7 ))*a(o( (1) = w (1), u(r)) +

(u(r) = up (1), up (1)) = a'® (u(r) —up (1), u (7)) + R (v —u(r)) s.v. 7 € 1,
kde R (;v) = aM) (0}, (7),v) +a® (u(r),v) WweV, sv.rel.

E (2.67)

Bud t €]. Integrac{ (2.67) ptes t v mezich od 0 do ¢, uzitim po¢ateénich podminek (2.64) a (2.66),
integraci per partes, uzitim predpokladu o elastickych a vazkych koeficientech a vztahu

30



u(t) = vi (t) = g — von + Jy (0 (7) =V (7)) dr,
la (t) = va (D17 < elluo = voull7 +e¢ fy [’ () = v}, (7)][} dr,

dostavame

lu(r) = wn (D)1 < e (Jluo = voull} + Il = viII}) + e fy () = wy (7)1} dr+
e fo u (1) = v, (D) dr + e [y R (759 (1) — u(7))] dr.

Uzitim Gronwallova lematu dostdvame

2 2 2
o= w1y < (0 = vonll} + 10 = Vil ) +
+e 1R (5va (7) = u(r))| dr.

Jelikoz v, € H' (I;K}y,) je libovolné, potom
o= wplffe oy < inf  [l[ug = voull + [0 = VhI[7agr0 +
i vaEH (1K) v (2.68)
1/2
HIIR (5 v — w7 ] + a0 — wonll; -

7Z posledni nerovnosti a z hustoty % K1, v K plyne konvergence metody a odhad chyby feseni (podle

Han, Sofonea (2002)):
Véta 3: Necht oblast € je mnohotihelnik pro N = 2, a mnohostén pro N = 3. Pfedpokladejme, Ze
ugp € K, takové, ze ||lug—uopll; — 0 pro h — 0. Potom numericka metoda konverguje
a plati

[u—up| ey — 0 proh —0. (2.69)

Je-li navic 7, € L (I; L*(T'x)) , uw € H' (I; H*N (Q)) , upuree € L' (I; H? (UTE))  a polozime-li
Ugp = TpUg, kde rpug je koneéné prvkovy interpolant ug, potom chyba feSeni je

[u— uhHLoo(I;V) =0 (h). (2.70)

2.3 Matematicky model kyZelniho a kolenniho kloubu zaloZeny na modelové kontaktni
tloze v linedrni (termo-)vazko-pruZnosti s dlouhou paméti

V této studii budeme uvazovat model ky¢elniho resp. kolenniho kloubu s kloubnim pouzdrem (viz obr.7
resp. obr.8) a jejich totalni ndhrady. Model umoznuje studovat piipady pfirozenych kloubu i jejich
neuvolnénych a uvolnénych totdlnich ndhrad (Nedoma (2005b)). Omezime se na piipad, kdy na obou
¢astech kloubniho systému jsou piredepsana posunuti.

Necht @ C RV N =2,3,Q = U'_,Q*, kde Q* jsou oblasti s Lipschitzovskou hranici 9Q* a necht
90 =T, Ul'; UL, je definovéna jako vyse. Necht ¢ € I = (0,¢,),t, > 0. Potom budeme fesit nésledujici
tlohu:

Uloha (Py,,,): Hledejme dvojici funkei (T,u) : @ x I — (R x RN) x I, N = 2,3, a tenzor napéti
7ij 0 x T — RVXN 5 T splitujici

82Ui 8
P 912 = %jﬂ;j + fl na ) x I, (271)
oT 0 oT
pcea — pﬁijTOeij(u/) = 871'](“1]871'2) + W na Q x I, (272)
t
Tij = cijklekl(u(t)) + / bijkl(t — T)ekl(u(t))dr — ﬁw‘(T — To) = eTij + TTZ'j; (2.73)
0

s okrajovymi a kontaktnimi podminkami
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T(x,t) =Ti(x,t) (#0resp. =0), 7;n; =P (#0resp. =0)

na (I'yU 2T,) x I,meas ‘T, > 0,i=1,2, (2.74)
Kij %;’t)nj =0, u(x,t) = us(x,t) (# 0 resp. =0) (2.75)
na (', U 2T,) x I,meas ‘T, >0,i=1,2,
IT (x,t) OT(x,t)
Tk(x,t) = Tl(x,t)7 Kiijinj‘(k) = —/iiijianl) na F’;l x I, (2.76)
a oboustranné kontaktni podminky s tfenim Trescova typu na I'* x I tvaru
up —uy, =0a |7 [< F |77 = gl (x, 1),
jestlize | 7 |< g*(x,t) potom ujf —u}l =0, Kl
jestlize | 7 |= g¥(x,t) potom existuje A > 0, mal'e x 1, (2.77)
takové, ze ulf —ufl = —A7F,
a pocatecni podminky
T(Xa O) = TO(X)a U(X,O) = Uo(X), u/(x,O) =u (X)7 (278)

kde p(x) je hustota, c.(x) je specifické teplo, ¢(x) = p(x)c.(x) je tepelnd kapacita, x;;(x) koeficient
tepelné vodivosti spliujici podminky

Hij(X) = Hji(X), Hij(X)CiCj Z Ko | C |27I€0 = const. > O,C S RN,N = 2,37 (279)

Bij(x) je koeficient linedrni tepelné roztaznosti, W tepelné zdroje, f, P objemové a povrchové sily,

cijri(x) elastické koeficienty spliujici podminky symetrie a elipticity

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklijs Cijkl€klCij = C0€ij€ij, Co > 0, (2.80)

bijki = bijri(x,t) charakterizujici pamét materidlu, zdvisi na ¢ a x, jsou omezené v x,t a spliuji
podminky symetrie a regularity tvaru

bijkl = bjikts  bijki, Obijri /O, 0%bijr /Ot € L®(Q x 1), (2.81)

To(x), T(x,t) jsou pocatecni a aktudlni teploty, u(x,t), 7(x,t) vektor posunuti a vektor napéti, 7;;
tenyor napéti, u,, u;, 7,, 7% normalové a tecné slozky vektoru posunuti a napéti, n vnéjsi normala k
hranici 99, uy dand funkce a F* je koeficient Coulombova tieni, g5 (x,t) je mez skluzu (slip limits).

V dalsim uvedeme pouze hlavni myslenky matematické analyzy.

Varia&ni &i slabé feSeni dané ulohy

Necht (v, w), oznacuje skalarn{ soucin v [L? (Q)]N NIl s & € RY, normu v HEN (), HMN (Q) :Lﬁl1
[H* (9)] N , kde H* (Q) oznacuje Soboleviv prostor, H*V (Q) = [L? (Q)] N , a .|, normu odpovidajici
skaldrnimu sou¢inu (v, w) = [, svwdx, s € C (Q) s> so, v,w € HYN (Q), N=1,2,3.

Necht p, ¢ € C (Q) P> ph > 0,k > ch >0, kL € L(Q), ey € L (), B € C1(Q)
Wee L2 (I; 12 (), f* € L2 (1; I (QL)]N) P e L2 (1; I (PT)}N) b € L (2 < T), gb e
L> (Ffl) , gk > 0 na lgl TR TS € HY (), ug,uy € HVY (QY).

Pro u,v € HYN(Q), T,z € HY1(Q) definujeme
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a(u,v)=>"_, a‘(u",v fQ cijrer(w)e;; (v)dx,

ai(t;u,v) =37, aj(t;u’, v*) fQ bijri(t)er()es;(v)dx,

(", v)=3%,_(u" v') = [, pu’vdx,

(T'2) =30, (T 2") = [, pceT zdx,

ap(T,z) =Y, ap(T",2") = [ Kij gfz 86); dx,

(F,v) =7 (F',v") = [, fividx+ [ Puids, (2.82)
W, z) = Z;l (WL 9 fQ Wzdx

Jg(v) = ZL 1Jg fuklrkl gc | Vt - Vt | ds = <g(, N Vt - Vzls ‘>Uk1p§z )

bs(T,v) = 3201 bi( TL = ooy 51J Juidx,
bp(v,2) = 221 b (vi,2') = oTofis 3 By 20X

Jelikoz ff; € C*(Q), T*, T € H-'(Q"), potom G, (T* —Ty) € H () a tedy %( (T =1T7)) €
L3(Q).
Necht

Upa(t) = {v | v € HVN(Q),v = uh(x,t) naT,},
Uraa(t) = (2 | z € HYY(Q), 2 = T1(x,t) na T, }.

Vynédsobme (2.71) vyrazem v — u’(t) a (2.72) vyrazem z — T'(t), integrujme pfes ), uzitim okra-
jovych a kontaktnich podminek (2.74) — (2.77) a Greenovy véty potom dostdvéame ndsledujici dlohu:
Problem (P, ), : nalézt dvojici funkeif (7'(t), u(t)) splhujici

T(t) € Uraa(t), 0’ (t) € Ung, Vt,
(T'(t), 2 = T(t)) + ar(T(t),z = T()) + bp(u(t), 2 = T(t)) = (2.83)
> (W(t),z—T(t)dt Vz € Uraqalt),

(W), v —u'(t)) + a(u,v —u'(t)) + fg a1t — mu(r),v —u'(t))dr+
+bs(T(t) = To, v —a'(t)) + jg(v ) Jg(u'(t)) > (2.84)
> (F(t),v—u'(t)) Vv & Uq(t),

a pocdtecni podminky (2.78).

Zavedeme funkce 9(t), ¢(t) spliujici 1 (t) € HYL(Q), () = T1(t) na Ty, ¢(t) € HVN(Q), p(t) =
us(t) na 'y, nahradme T — ¢ za T a u — ¢ za u, uZijme stejné znaceni T' a u a definujme prostory

Vo = {z]2€H"(Q),2 =0 naT,},

V={v|veH"™(Q),v=0 nal,},

potom budeme fesit nasledujici tlohu:
Problem (Pj,,)o: najit dvojici funkei (T, u) takové, ze pro s.v. t € I

T(t) € Vo,u(t) €V,

(T'(t),2) + ar(T(t), 2) + by (W' (2), )Z(Qo( )s Z) Vz € Vo,

(W’ (t),v —u'(t)) + a(u(t),v —u'( )—l—fo ar(t — m;u(r), v —u'(t))dr+ (2.85)
+bs(T'(t) — To, v —u'(1)) + jg(v +¢'(t)) — jg(0'(t) +¢'(1)) =

> (Fy(t),v—u'(t)) Vvev,

kde
(Qo(t),z) = (W(t),2) — (V'(t), 2) — ar (¥ (1), 2) — bp(¥'(1),2),
(Fogt)aV)=(F(t)»V) (@"(t),v) —ale(t), v)— (2.86)
= Jo ar(t = m50(7), v)dT = bs(¥(t), V),

s pocatecnimi podminkami tvaru
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T(x,0) = Ty(x) (presndji T(x,0) = Ty(x) — (x,0)),
u(x,0) = up(x) (presngii u(x) = ug(x) — p(x,0)), (2.87)
W/(x,0) = wy(x)  (presndji w'(x) = wy(x) - ¢/(x,0)).

Hlavni vysledek zakladni matematické analyzy této ulohy dava nasledujici véta:

Véta 4: Necht

£.f £ ¢ L?(1; [L2(Q)]Y), P,P',P" € L*(I; [L*(L,)|N), W,W' \W" € L*(I; L*(Q)),
P Ce € C(Q)7 PZ pPo > O,Ce >c1 > 07

ﬂij(x) S Cl(Q) VZ,] € {1, ..7N}7

kij € L>(Q) spliiuje podminky (2.79),

ik € L (Q) spliluje podminky (2.80),

bijri spliuje podminky symetrie a regularity (2.81),

g¥! nezavisi na t,

b € LI V() 0(0) € H2(Q), (288)
@' " € L(LHYN(Q)), 0,0 € LI [L2QIY), ¢(0) € [H*(Q)]Y,
get € L=(TEY), g8 > 0 ma Uy, ¥,
up(x,t) € L2(I: V), Ti(x,t) € L2(I; Vp),
T() S Vv()7 (QQ(O),Z) — G,T(To,z) — bp(ul,z) = (Tp,Z), Tp S LQ(Q)7
u € V., (Fo(0),v) —a(ug, v) = (u,,v), u, € [LX(Q)]Y,
u; €V, uy + ¢4(0) =0 na Uy Tk,
Potom existuje pravé jedno fesenf - dvojice funkei (T, u) takové, zZe
7,7 € L>*(I; V),
u,u’' € L=(I;V),u” € L*(I; V') (2:89)
a které splnuje (2.85)-(2.87).
Dukaz: Postup dukazu je nasledujici:
(i) jednozna¢nost feseni (2.85)-(2.87),
(ii) Fesi se regularizovand tloha (2.85)-(2.87),
(iii) dokazuje se existence regularizované tlohy za pomoci Galerkinovy approximace,
(iv) hledajf se a priori odhady I a II nezavislé na ¢,
(v) limitni procesy ptes m (Galerkin) a e (regularizace).
Jednoznacnost tlohy se dokazuje standardnim zpusobem. Po upravé dostavame
* * 2 * * t
PO + {0 + a(w* (), w (1)} + 2 ar(T*(7), T (7)) dr <
=2 [ Jg ax(7 = 7w (m), w (7)) dridr — 2 [ [bs (T*(7), 0 (7)) + by(u*'(7), T (7))]dr
Jelikoz forma v — a4 (t;u,v) je spojitd na V', potom
a1 (t;u,v) = (B(t)u,v),B(t)yu e V,B(t) € L(V; V') (2.90)
a tedy
o Jy ax(r = maio(m), ’<T>>dndr\ -
= |fo (Jg B =m) <n>dw dT} ]fo (r = m)p(n), ¢/ (r))drdr| =
= fo (t—11)e(m), (t))dr — fo ))dr — fo f (B'(1 —11)p(11), o(7))drdr
<e[fy le@I dr+ ||90 )l Sy llp(r ||1«:zr].
(2.91)

Odtud uzitim vlastnost{ bilinedrnich forem ar(z, z), a(v,v) a odhadu
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(T (1), 0™ (1)) + bp (0™ (£), T* (1)) | < e (Ju™ (Ol 1T @), + 0™ Ol 1T (B)lo) »

plyne
* * * 2 * 2
T (0l + Jo IT* (DI dr + [u(8)[ + [l (0)II} <

< e fy [T @R+ 1T @I + 1w () + [u ()] d.

Uzitim Gronwallova lematu plyne T*(¢) = 0, u*(¢) = 0, coz dokazuje jednoznacnost.
Existence ulohy se dokaze pomoci dvoji regularizace puvodni tlohy. Definujme konvexni funkci
Y. : R — R vztahem

Ye(x) = Va2 +e? —¢, (2.92)
kterd regularizuje funkci z — |z|, a kterd je derivovatelnd a spliiuje nerovnost

2] = pe(jal)| < &, Vo €R,e>0. (2.93)

Jelikoz funkciondl j,(v) neni diferencovatelny, zavedeme jeho regularizaci jge : V — R, € > 0,
Jge(V) = / . 9" (x,0) P(|vE = vi|)ds = (g5 e ([vE = Vi[)) o, (2.94)
Uk ATE
k1 €

pozadovanych vlastnosti, pro néz

(];a (V) ) ) <gc Xe (Vt - Vi) Wzlﬁc - Wll£>uk7lplccl , V,WE ‘/7 (295)

kde jsme polozili x. (v — vi) = ¢. (|vF —vi|) (vi —v}).

Potom se tesi jiz regularizovand uloha:

(TL(t), 2) + ar(Te(t), 2) + bp(ul(t), 2) = (Qo(t),2) Vz € Vh, (2.96)

(uZ(t),v) + a(uc(t),v) + fg a1(t — myue (1), v)dr + bs (T2 (t) — To, v)+ (2.97)
+(ge(uZ(t) + ¢’ (), v) = (Fo(t),v) veV, '

s pocatecnimi podminkami

T-(x,0) = To(x), us(x,0) = up(x), uL(x,0) = uy(x). (2.98)

Existence (T:(t),u.(t)) se dokdze pomoci Galerkinovy aproximace.
Apriorni odhady I nalezneme z (2.96) polozime-li z = T.(t) a z (2.97 polozime-li v = ul(t) + ¢'(¢).
Potom po tipravach za pouziti spojitosti formy a1 (t;u,v) na V a (ji.(w),w) > 0,Vw €V,

b3 (T2(2) = To, (1) + @' (4) + By (L (1), To(1))| < 2.9
< e(L+ Tl IOl + 1T 19 Oy + 1T o I ()l,) |

la1 (t — 73w, v)| < C(t,7)||ull, [|[vll;, Yu,v eV, kde C(t, 7)€ L>* (I xI), a vzhledem k (2.91)

i a7 = 7 uefr)  (r))dmdr| <

<c[f3||ua >||1d7+||ua ()l Jy (D)l dr]

|y ar(t = mu(r),vydr| < g € (6.7) (@)l vl dr <
<Vl Jyct ) lutr My dr < 1€tz V1L fo Ta(r)l, dr.

a po dalsich upravach dostavame

(2.100)

Tl + fy ITe (DI dr + [l ()]f + e 0] <
<c(1+ fy (IO + 1T} + (o) + (7)) dr )
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Uzitim Gronwallova lematu dostavame odhady

t
2
Tl < 0,/0 1T ()l dr < ¢ [ul(®)ly < e llue(®)lly < et €1,

kde ¢ = const. > 0 oznacuji konstanty nezavislé na ¢.
"

7 (2.96) a (2.97) pro t = 0 dostdvame, ze T7(0) = T, u”(0) = u,, T.(0) € L*(2), uZ(0) €

(2.101)

€ [L2(Q)]V.

A priorni odhady II dostdvame derivovanim (2.96),(2.97) podle ¢, a polozime-li z = T.(t), v =

u’(t) + ¢"(t), po upravé dostaneme

L4 TL()]g + ar(TL(1), TUE) + by(u (1), TL(1)) = (Qu (1), TL(1)),

L [z + alul <t>,u<>>} (B(O)u-(t), w2 () + " (1)+
+ (o B'(t = Puc(r)droal (t) + (1)) + b (T2 0L (0) + " (1) +
+

(geJge (UL(t) + ¢/ (1)), ul (1) + " (1)) = (Fo (1), ul(t) + ¢" (1))~
—(uZ’(t), " (1)) — a(uL(t), ¢"(t)),
kde
(Gge (L) +¢'(1)) 0l (t) + (1) =
= (Goe' (e 0L (July(8) + @i (D) (uly (1) + (1), uZ (1) + " (1), pwr -
Jelikoz
(L5 (w(t),v) = f1, oue 22220 X (wi (1)) veds+
+fuk,l1'"gl gfl(X,t) lim}g*)() Xs(Wt(H-k;C Xs(Wt(t))thS,
potom

(L5 (w(t), w'(£)) = J1, rue 2220 e (wi (1)) wi (1) ds+

+ ka | Tk ggl(x t) limg o
Y 15) x,t Agkt(x,t
20 (wi ()W (E)ds = [, s 222 By (wi(t))ds,

Z ka,LFkl

kde Iy > 0 vzhledem k vlastnosti monotonie. Odtud a (2.102),(2.103)

1d
2.dt
L () + alul (o), wl())] + (BO)u. (1), w2 (1) + " (1) +
+ (Jy Bt = ryuc(r)dr (1) + "<t>) b (TLE), (1) + ¢ (1) +
e 0et) (8)+ (1) - o/ (1))ds <
)

I TL(1)]g + az (TL(E), TLE)) + by(ul (), TL(E) = (Q6 (1), TL(H))

ka LFM ot atXE( ( ) - uEt t

< (Fy(t), ul (1) + ¢ (1) — (' (1), " (1)) — a(ul(t), " (1)).
Integraci (2.104),(2.105) v mezich 0 do ¢, potom po Upravich dostavime

t aght (x,7) Oxe(ulf (T)—uli(T)+o* ()~} (1)
1= [ e e 2 7 Lisdr| =

kl x,
:‘ kaﬁlel agc ( t)Xa( /E/tk(t) //l( )_|_<pl/k( ) //l( )) ds—
o x
— S rm an( 1E(0) — u(0) + @ (0) — @ (0)) ds—
—Jo S rm L(XT)XE( 1B () —wl(r) + () — (7)) dsdr |,

Et

=0, tj. g* nezdvisi na t, a tedy |I| = 0.

Xs(Wt(t-‘rk)k): Xe (W (t)) Wt(t"rk]i—wt(t) ds=1, + I, >

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

5
Odhady HTE’( )H1 , \ug( )| plynou z (2.96), (2.97) pro t = 0 a po uipravdch nalezneme
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ITZ0)]l, < ¢ [[uZ(0)]], <

Z (2.104) a (2.105) uzitim pfedchozich vysledku a uzitim Gronwallova lematu dostdvdme
2 ¢ 2 2 2
0 < e [T dr < e O < ) < e (2.106)

Zavérem se dokazi limitni procesy pies m a e.
Poznamka: V piipadé, ze lze setrvacné sily zanedbat, potom tloha vede na 1lohu kvazi-statickou.
V piipadé, ze vektor posunuti a teplota nezavisi na case t, potom fesime 1lohu statickou.

Kontaktni tloha v linedrni pruznosti

Da se ukdzat, ze kontaktn{ tloha v linedrn{ (termo-)pruznosti je specidlni ptipad kontaktni dlohy
v linedrni (termo-)vazko-pruznosti.

Bud uy(t),Th\(t) a u(t),T(t) feSeni tlohy (Pi,) s
t
Tij = cijklekl(u(t)) + )\/ bijkl(t - T)ekl(u(T))dT - ﬂzg(T - To), A— 0, (2107)
0

Tij = Cijriexi(u(t)) — Bi; (T — To). (2.108)

Potom, za platnosti podminek véty 4, budeme fesit tlohu

Tx(t) € Vo,un(t) €V,
(0.2 40, + 40, = @0.2) vee Vo
(uy(t), v —u) (1)) + a(uy, v —u)(t)) + )‘fo ar(t — m;un(r), v —uj(t))dr (2.109)
+bs(Ta(t) = To, v = u)\ (1)) + jg (v + @' (1)) — Jg(u)(t) + ¢'(t)) =
(Fo(t),v —u\(t)) Vv e,
T (x,0) = Th(x), ux(x,0) = up(x), u)(x,0) = u, (x).
Uzit{m regularizace nediferencovatelného funkciondlu j, (v) (tj. jg (V) — jge(v) = (g, 1. ’vf - VH)>U)9JFM)
dostavame
Tre(t) € Vo,un(t) €V,
(The (1), 2) + ar(The(t), 2) + b (UAE( ),2) = (Qo(t),2z) Vz e Vo,
(uX,(t),v) +a(uxe, v) + )\fo as (t sune(7), v)dr+ (2.110)

g
+bs(Tae(t) = To, v) + (Jge (Wi 4/ (1), V) = (Fy(t),v) Vv eV,
Tre(x,0) = To(x), uro(x,0) = up(x), u).(x,0) = u, (x).
Aplikaci postupu jako pii dukazu véty 4, tj. uzitim Galerkinovy metody, nalezneme odhady nezévislé
naca i, tj.

t
2
T3 (®)]o < C’/o [Tac (7)1 d7 < e [ul.(t)]g < ¢ Wi (D)l < e [ur-(®)]; < e (2.111)

V limitnich procesech pies €, podobné jako vyse, a A dostavame

T\ — T slabée-* v L™ (I; V),

T, =T slabe-* v L2 (I; V),

uy, — u,uy —»u’  slabé-* v L> (I} V),
uy —u”  slabé-* v L™ (I; V'),

(2.112)

kde u je feseni ulohy (Pim) s 7 = cijmer(u) — Bi; (T — Tp) a T je odpovidajici FeSeni rovnice
vedeni tepla.
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2.4 Matematicky model ky&elniho a kolenniho kloubu zaloZeny na modelové kontaktni
dloze v nelinedrni (termo-)pruZnosti

Uvod

V odstavci 2.1 o modelech lidskych kloubu bylo ukazano, jakym zptsobem probihaji tlakové a tahové
systémy ve stehenni kosti - femuru. Tento tlakovy systém je vSak porusSen aplikaci totalni ndhrady
ky¢celniho kloubu. Z klinickych pozorovéni i ze studii, zalozenych na matematickém modelovani vidime,
ze oblast velkého trochanteru je po aplikaci TEP silné odlehcéena, takze po odlehéeni dochazi k fidnuti
kostni tkané. Tim se méni i fyzikdlni vlastnosti kostni tkané. Je proto nasim tkolem najit vhod-
nou reologii, kterd umozni studovat zatézovani skeletu kloubnich systému v zavislosti na rozlozenf
skute¢ného pole napjatosti ve studované casti skeletu véetné vazivového systému a stanovit i jejich
odpovidajici fyzikalni vlastnosti a fyzikdlni parametry. Jako vhodna reologie se ukazuje nelinedrni
pruznost specidlniho typu, kterd v zavislosti na skuteénych hodnotach napéti ve skeletu dovede po-
psat materialy se zpevnénim v dusledku vétstho zatézovani, resp zmékéeni v dusledku jejich nizsiho
zatézovani, jak pozorujeme v oblasti velkého trochanteru po aplikaci TEP. Zavisi-li koeficienty elasti-
city na posunuti u, potom je tato reologie specidlnim typem plasticity deformaéniho typu.

V néasledujici ¢ésti této kapitoly budeme vysetfovat dynamickou modelovou tlohu s Coulom-
bovskym tfenim v nelinedrni (termo-)pruznosti, ktera bude s dostateénou presnosti popisovat chovani
zatézovaného kycelniho nebo kolenniho kloubu. V dalsim se omezime pouze na elastickou ¢ast tlohy
a piipad, kdy na obou ¢astech kloubniho systému jsou predepsdna posunuti.

Reologie a formulace ulohy

Pfi odvozeni vztahu mezi napétim a deformaci v N- dimenzich (N = 2, 3) vyjdeme z funkce hustoty de-
formaé¢ni energie (the strain energy density function) E(e;;). Ozna¢me A skalarni funkei deformaci e;;
definovanou vztahem

1 /0u; Ou;
A= ciju(u)ej(wew(u), eij(u) =5 (81:» " o,
J (2

kde ¢;;xi(u) jsou elastické koeficienty obecné zévisejici na vektoru posunuti u = (u;) a e;;(u) jsou
slozky tenzoru malé deformace. Tenzor c¢;jx;(u) je symetricky, tj.

) gk, l=1,..,N, (2.113)

cijri(u) = ¢ (0) = craij(u) = cijur(u). (2.114)

kde Einsteinova sumacni konvence je rovnéz uvazovana.
Vztah mezi napétim a deformaci odvodime z funkce hustoty deformaéni energie F,

E = A*eij(n)), (2.115)
kde A je kladny parametr, tj. ze vztahu
O0FE(e;;(u
Tij(u) = 7(8674( ). (2.116)
ij
Potom z (2.113), (2.115), (2.116) dostdvédme
7ij(w) = A[A(es; ()] w = 2A[A(eyg ()] cijua (w)er(u) = (2.117)

* * A—
= cijkl(u)ekl(u)v cijkl(u) = 2XA[A(ei5(u))] ! cijri(u),
kde c;j;,;(u) jsou nelinedrnf elastické koeficienty. Skaldrn{ koeficient

2X [A(ei; (u))]** zavisf na tenzoru malé deformace e;;(u). Parametr A simuluje stupen nelinearity
biomateridlu. Jestlize 0 < A < 1, potom parameter A ma vlastnost produkce zmékéeni biomateridlu,
jestlize A = 1 potom biomateridl m4 vlastnosti linedrniho pruzného materiélu (kde nelinearita bioma-
teridlu zdvisi pouze na nelinearité elastickych koeficientt zavisejicich na posunut{ u), a jestlize A > 1,
potom charakterizuje biomateridly se zpevnénim.
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Necht I = (0, 1,) je casovy interval ve kterém probihaji biomechanické procesy. Necht Q C RN N =
2,3, je oblast zahrnujici studovany kloubni systém, jehoz ¢asti, libovolného tvaru okupuji oblasti
O takové, ze Q = US_; Q" Necht Q° maji dostateéné hladké (lipschitzovské) hranice 9Q° a necht
00 =T Ul', Ul Ul' .UR, kde disjunktni ¢4sti hranice ', I, I'g, I jsou oteviené mnoziny a R je miry
nula. Necht I, = 1T',U 2", a T, =y TROTR = 90k NoOL Kk # 1, k1 € {1,...,s} . necht Q(t) = Qx [

y () =T, x I, Ty (t) =T, x I, FO( ) Ty xI,T.(t) =T.x I oznacuji ¢asti hranice 09 (t) = 9Q x I.
Ozna¢me n vnéjsi normalu k hranici, u, = u;n;, w4 = u—u,n, 7, = 73NN, T¢ = T—T,N jSOU
normélové a te¢né slozky vektort posunuti a napéti u = (w;), 7 = (1), 7 = 7;n;, i,j =1, ..., N.
Predpokladejme, 7e objemové sily F € W1 (I; (L2 ()] N) . povrchové sily P € Wlee (I; (L2 (T,)] N)
a koeficienty elasticity cijr = cijr (x) € L (). Derivaci podle ¢asu ozna¢me symbolem “’ 7.
Piedpoklddejme, ze na kontaktu I'* kladny smér vnéjsi normély n = n” je orientovén k oblasti QF.

Uloha vede na feseni dynamické kontaktni tilohy s Coulombovskym tfenim v nelinedrni reologii
(Nedoma (2005c¢)): i

Uloha (P): Necht N = 2,3,s > 2. Hleddme vektorovou funkci u : 2x [— R, spliiujici

82 b ou aTij (ub)
=———= 4 F 4,j=1,..N, 1 =1,... Q' x 1 2.118
<at2 + kaxk> ax] + i U ) , L yeey S,V X 1, ( )
L(ut) = ¢l (u)eg (ut),
Tij( ) zgk:l( ) kl( )A—l o (2119)
Cit(w) = 2X [Ae;;(u)]" 7 ¢y (%), 4,4,k l=1,..N, t=1,..;s,
Tijn; =P, 4,7 =1,..,N na Ule (FT ﬂ@QL) x I, (2.120)
u;=uy, 4,j=1,.,N, na U_, ('T,NoQ") x I, (2.121)
u;=0, 4,j=1,..,N, na U_, (*I[,NoQ")xI, (2.122)
up, =0, =0, i,7=1,..., N na U_, (T N9IN*) x (2.123)
uk -l <o, Tk (uk) =7l (ul) =7M(u) <0,
(s — ) 5 () = 0,
ugz ug =0= TtZ (w)| < FF(0) ‘Tkl (u)], na DF x 1, (2.124)
u® —uy #0= |7," (u)| =
= —FF (u}) |7’kl | |uf _ufl|
u(x,0)=ug(x), u(x,0)=u;(x), xe€Q, (2.125)

kde ug,up,us jsou dané funkce a ug,u; napt. nalezneme tak, ze jsou feSenim statické linearni
kontaktni tilohy v linedrni pruznosti s nebo bez tteni charakterizované koeficientem tteni F* p = p (x)
je hustota. Koeficient tfeni F*=F* (x,u’) je globdlné omezeny, nezdporny a spliiuje Carathéodoryho
vlastnosti a ma kompaktni nosi¢ SF. =supp (F.) definovany vztahem (2.21).
X

Zavislost koeficientu tfenf na u’ je zndzornén na obr.6. Oznacme jesté vektor rychlosti v = (vg) =
(u},), (y)+ = max {y, 0} oznacuje kladnou ¢ést veliciny y.

Varia&ni ¥eSeni nelinedrni tlohy

Oznaceni funkciondlnich prostoru zavedeme standardnim zpusobem. Pro feSenf tlohy (P) budeme
predpoklddat, ze koeficienty C* = ( cfjkl(x, u)) spliuji podminky
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(i) C*: QxRN — SN,
(ii) existuje my > 0 takovd, ze
[C* (x,e;) — C* (x,€5)|| < mq|ler — es]| Ver,ex €SN, sv.x€Q,
(iii) existuje mg > 0 takovd, ze
(C* (x,e) —C* (x,e,)). (€1 — €2) > malle; —ea] Ver,ex € SV sv.x€Q,
(iv) proe € SV, x+ C*(x,e) je méiitelnd v ,
(v) zobrazeni x— C*(x,0) € [L*(Q)] N

kde SV je prostor symetrickych tenzort ¢tvrtého fadu, objemové a povrchové sily F € W1 (I s [L2 ()] N) ,
Pl (1; I (FT)]N), funkee wy € [HY (@), wk, —ub, =0 na U TH, wo e [H (@), hus-
tota p € C' ().
Definujme mnoziny skuteénych a ptripustnych posunuti
Vo={v|ve[H (Ql)]N X .. x [H! (QS)]N ,v=0 naU_, (T',NoN),
v, =0 naUs_; (o NoN), vk —vl =0 sv.na J MYy, V=uy+V,
K={v|veVy,vt-v <0 s.v.nakulff,l}, /
Vo= L2I;Vy), V=uy)+V,, K=L*I;K).
V piipadech, kdy jednotlivé ¢asti kloubniho systému maji moznost vedle posunu i moznost rotace,
potom zavedeme mnozinu v8ech posunuti a rotaci
R=r_ R, R ={v|ve[H (Q‘)]N,eij (v)=0 s.v.},
R ={v|ve [Hl(QL)}g,v:aL—FbL x x} pro N =3,
R ={v|vel[H! (Qb)fﬂ)l =a} —b'ag, va =ab +b'z1} pro N =2,
kde a*, b* jsou libovolné redlné vektory pro N = 3 a aj, a5, b* jsou libovolné redlné skalary pro N = 2.
Mnozina K je konvexni kuzel a je uzaviend podmnozina V. Necht Py = VyN R a necht Vo = Py © Qo
je orthogonalni rozklad V.
Vyndsobenim (2.118) vyrazem v — u’, kde v jsou libovolné testovaci funkce, integraci ptes oblast €,

uzitim Greenovy véty a okrajovych a kontaktnich podminek, dostdvame systém variacnich nerovnic:
Uloha (P), : nalézt vektorovou funkci u's u’' € KN B(I; LV (Q)), takovou, ze

JA@W (), v—u' @) +a(a(t);u),v-u'(t)+b {),u),v-u'(t)+ (2.126)
+j(v) =g (t)}dt > [, (£(t),v—u'(t)dt VYvek, ’
u(x,0) =ug(x), u(x,0)=u;(x), x€, (2.127)

kde predpokladame, ze vstupni data nelinearni ulohy splnuji

u, € K,
a(usu,v—u)+j(v)—ju)>E@k),v—u,) r=01,¥ekK, (2.128)

kde k = t,/m, m celé &islo, je krok v ¢ase a kde

) -1 V) = fQ Puglvid&

a(w;u,v) =37 a" (whu',vt) =

b (ut, v wt) = pukgT”fcwldx,

(f,V) = Zf:l (fL7VL) = fQ Evidx + fFT Pi’U,de,

FO) =S e = ) [ ) ok s
kL,JL <

kde bilinedrn{ forma a(w;u,v) je symetrickd v u,v a spliuje a(w;u,u) > ¢ ||uH?N, =
const. >0, |a(wiu,v)| < cf [lully 5Vl y, i = const. > 0.
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Hlavni vysledek je dan néasledujici vétou:
Véta 5: Necht N > 2 a nechf jsou splnény vySe uvedené predpoklady: objemové sily F €
Wheo (I; [Lz (Q)]N) , povrchové sily P € W1 (I; [L2 (I‘T)]N) a koeficienty elasticity ¢;jx = ciju (X) €

L (Q). Potom existuje funkce u takovd, ze
ue L* (LK), e KNB(;L2N (Q)),u" € L*(I;V}),

a spliiujici pocdtecni podminky u (x,0) = ug (x), v’ (x,0) = u; (x) a

f[ V - u/ (t)) + a (u (t) 7u(t) 7V - 11/ (t)) + (2 129)
+b(u () u(t),v—u/(t))ﬂ(\’)—j(u/(t))}dtzfI(f(t),V—U’(t))dt Vv e K. '

Dukaz je zaloZen na uziti techniky penalizace a regularizace, ¢imz se puvodni tiloha FeSeni varia¢nich
nerovnic prevede na feSeni ulohy zaloZené na feSeni variacnich rovnic.

Kontaktn{ podminku (2.124a) nahradime nelinedrni okrajovou podminkou 7% (u’) = — % [u/* — u!!] N
, kde [], :=max{.,0}, § > 0, jez je kombinovéna s jistym zhlazenim clenu se ttenim. Jelikoz funk-
ciondl j (v) nenf diferencovatelny ve smyslu Gateauxové, nahradime jej jeho regularizaci j. (v) . Proto
zavedeme funkci ¢, : R — R definovanou vztahem

o (¥) = Va2 + 2 —e, (2.130)

kterd regularizuje funkci  — |z|. Potom ¢, je diferencovatelnd a spliiuje nerovnost

kl(

|z] = e (lz])| <&, Vo eR,e=0.

Funkce ¢, definovand vztahem (2.130) je konvexni a dvakrét spojité diferencovatelnd.

Potom budeme tesit nasledujici ilohu:

Uloha (P)vpr hleddme vektorovou funkci us u’ € VNB(I; LN (2)) au (x,0) = ug (x), 0’ (x,0) =
u; (x) takovou, ze pro vSechna v € V plati

S @).,v) +a(u () u(t) . v) +b (W (1) u(t),v)+
+fur,§l%[ :ff<t) (1), (vh—oL) ds+

+fkulr” é}'kl[ (t) —ult t)]+Vng( k) (vF — vl) ds}dt = (2.131)
*fl v)dt ae.tel.

Existenci u; = u dokdzeme uzitim kone¢né-dimensionédlni aproximace (Galerkin). Sestrojime se-
parabilni bazi {v;} prostoru Vj, a jelikoz prvky béze jsou linedrné nezdvislé, potom jejich linedrni
kombinace jsou husté ve Vo, V, = span{vy, ..., vin },UX_, V,, je husté v V;. Polozme

m
U, (t,x) = uy (t,x)—&—chU t)v;(x), tel,xeQmeN.
j=1

Potom priblizné feseni fadu m splnuje systém obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu

(u/T:l (t) 7Vk:) +a (um (t) y Um (t) 7vk) +b (u;n (t) » Um, (t) 7Vk) +
(8 [k () = b (O] 0 = v ) |+
kL€ (2.132)
+fu i 5 (uiy (8) = uiy (8) [ui, () = whn (1)) -
VQDE ( wk, (t)—ul, (). (vi, —vi)ds=(f(t),vi), k=1,..,m, ae tel,

(U, (%,0) —ug (x),vi)o =0, (u), (x,0) —uy (x),vg)g = 0. (2.133)

Resitelnost tohoto systému plyne z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic.
A priorni odhady:
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Vyndsobme (2.132) c;nj (t), seCteme pfes j, integrujme pies [0,t],¢ € I a polozme

m

w, () = wh(t) = Y el (v,

j=1

potom

Jol(ui (7 ,U’())+a(um(7);um(7)7UQn(T))+b(U’m(T),um(7),U’m(T))+

m

+ (3} [l () - <T>]+,u:sm<7>—uzm<7> ot

+ o rw éf’”(  (7) — (7)) [u;'zm Wl ()], Vo (wh (7) —wly (7). (2139
(ot (7) =, (1)) dshar = [ (7)1 () — () + (uy (7)) +

A ) ok 5 ) i

Podle definice prostoru V je u5, —ul, =0 na U ['# déle je ul,(0) = ub(0).

Jelikoz Vo (uk, —ull,) (uk, —ull,) > 0 (¢ je konvexm’ a mé minimum v 0) potom posledni ¢len

na levé strané je > 0. Déle plati odhady analogické jako v odstavci 2.2.4 a
b(u,v,v) =0, Yuc Vy,veVy,veVynL>N(Q)
b(u,v,w)+b(u,w,v) =0 VYu,v,welV,

A b (ul (T) » Um, (T) ’ulm (T)) dr =b (u/m (t) » Um, (t) » Uy (t)) —b (u1>u07 uO) =0

Jo b (W () (1) 0 (7)) dr <
< s (tp)? [lum (¢ )||2Lo<>(1;H1>N(Q)) [ug (1)

Uzitim vech vyse uvedenych vysledku a odhadu analogickych odstavei 2.2.4 dostdvame

|0,1,Qx1-

2
2 *
L O + 5l Oy + fo § || [ () =t (][, a7 <
k1 €
2
< IE@)l, [(fou Iy dr)” +||u'2<t>||0,1,9x1]+;u1||0,N+
e ol + 1y Dl 105 ©) o + (2.135)

s ()l s (Jo I (TG )+
1 (1) () e i g 1198 (Dl 1 s +
tcs (tp)% [[wm (t)HiOO(I;HLN(Q)) az (O)llo1,0x7 -
Potom existuje konstanta C, nezévisld na Faedo-Galerkinové indexu m a parameterech ¢ a e, tak,

7Ze mame

2 2
s, Oz (1,025 (0)) + €0 1m ()| oe (1,103 () +

5 || [wr l _ 2.136)
5 H = uby, (0], <C, C=const. (
+6 H[umn( ) umn( )]+ 0, Ul—‘k’XI cons
coz dokazuje existenci feSeni u,, (t) pro vsechna t € I.
Dile plati
2 te 2 2
||U_m (t)HO,l,SZXI = /0 ||U-m (t)Hl,N dt < tp Hum (t)HLOO(I;Hl,N(Q)) <t CO C. (2.137)

Polozme v (2.132) jako testovaci funkci vi=u), (t2) — ul, (t1) — ub (t2) + v} (¢1), integrujme pies
t v mezich od t; do to, vyndsobme vysledek ¢lenem [to — t1|_2(1_7) 0<y < % a integrujme pies t;
aty, 0 <t <t,at <ty <t, Potom analogickym postupem jako v odstavci 2.2.4 dostdvdme
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u < +

’ 2 / /
mley = (rran @) S Wnlgi= vy W2l g = v @)
+2C (tp,7) [CF ”um”O,l,QxI [ug, |0,1,Q><I + Hu/QHO,l,QxI +

2
+Cs [l 1 s (Il + 10l 1 s ) + (2.138)

14| FE
e [T

u/
Oylcl{lF’éle H nLHOka,JlF);I'XI +

11y (Il s + bllo, 7))

odtud

|11 < Cl |11 + CQ (tpa s 5) ) (2139)

r 2 ’
1
m‘H§*‘Y(I;L2,N(Q)) m|H%*’Y(1;L2,N(Q))

kde C1, Cs jsou konstanty nezavislé na ¢ a m a jelikoz HatN () je spojité vnoten v LN (Ffl) ,
potom

li
< .
HumHH(%_’Y)?(UF’ngI) = C (tpfy»é)a (2 140)

kde konstanta C' (t,,v,d) > 0 je nezdvisld na m a e.

Naésledné dokazeme limitni procesy pfes m, e, analogicky jako v odstavci 2.2.4.

Poznamka: V piipadé, ze lze setrvacné sily zanedbat, potom tloha vede na lohu kvazi-statickou.
V piipadé, ze vektor posunuti a teplota nezavisi na ¢ase t (fesime-li ilohu v termo-pruznosti), potom
fesfme 1lohu statickou, jez byla fesena v Nedoma et al. (1999a,b), Nedoma, Hlavacek (2002).

3 Shrnuti

Studie je vyzkumnou zpravou Projektu MPO CR ¢. FT-TA/087 - “Komplexni vyzkum biome-
chanickych podminek aplikace umeélych skeletalnich nahrad, interakce nahrad s organis-
mem, vyhodnoceni pfi¢in selhani a navrh podminek pro zvysSeni jejich stability” za rok
2005 a tukol:

B.2. Formulace 2D a 3D matematickych modeli v nelinedrni oblasti (termo-pruznosti a (termo-)
vazko-pruznosti).

Ve studii je diskutovan problém navigované operacni techniky ve vazbé na vyuziti matematickych
modelu kloubnich systému. Jsou formulovany matematické 2D a 3D modely ndhrad lidskych kloubu
zalozené na kontaktnich tlohdch linedrni a nelinedrn{ teorie pruznosti, termo-pruznosti a (termo-)
vazko-pruznosti. Je provedena jejich zakladni matematicka analyza pro statické a dynamické zatézovani
lidskych kloubu a jejich totdlnich nahrad. Je diskutovdno numerické teseni lohy zalozené na vaz-
kopruznosti s kratkou paméti a na metodé kone¢nych prvku. Je nalezen odhad chyby pfiblizného
feSeni tlohy. Informace o nékterych dilé¢ich problémech, diskutovanych v této studii, lze nalézt napt.
v Necas (1967), Duvaut, Lions (1976), Charnley (1979), Necas, Hlavacek (1981), Nedoma (1987),
Hlavacek, Haslinger, Necas, Lovisek (1988), Nedoma (1993), Ionescu, Sofonea (1993), Rabinowitz
(1995), Jarusek, Eck (1999), Nedoma et al. (1999a,b), Hlavicek, Nedoma (2002), Han, Sofonea (2002),
Wriggers (2002), Danék et al. (2004), Nedoma et al. (2003), piipadné v zde uvedenych citacich.
Predlozené modelové tlohy jsou formulovany pro analyzu pole napéti a deformaci vyvolané statickym
resp. dynamickym zatizenim kycelniho resp. kolenniho kloubu v souvislosti s navigovanou operaéni
technikou a v souvislosti s uzitim pocitacové tomografie - CT a nukledrmi magnetické rezonance -
MRI, nedovoluji viak studovat analyzu chiize, nebot v tomto piipadé se geometrie systému v kazdém
casovém okamziku s ¢asem meéni.
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