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Kapitola 1

Simplexova metoda

1.1 Znaceni

Transponovanou matici zna¢ime AT. Vektory povazujeme vzdy za sloupcové vektory, tj. matice o
jednom sloupci; fadkovy vektor piSeme jako transponovany sloupcovy vektor. Plati (Az)T = z7 AT
az’y =3, xjy; je skaldrni soucin vektori = a y; ziejmé ¢y = yx. Jsou-li z,y € R", definujeme
x > y jestlize z; > y; pro kazdé j, a podobné x > y jestlize z; > y; pro kazdé j. Vektor z splhujici
z > 0 se nazyva nezdporny. Je-li # >y a z > 0, potom 2Tz > 2Ty. A; znadi j-ty sloupec matice A,
takze pro maticovy soucin plati (AC); = AC;. I je jednotkova matice.

1.2 Uloha linedrniho programovani

Zakladni problém:
min{c’z; Az = b, 2 > 0} (P)

(historie, motivac¢ni piiklady atd. - na cviceni). Jde tedy o tlohu minimalizace linearni funkce ¢’z =

> ; ¢jj namnoziné nezdpornych reSeni soustavy linedrnich rovnic Axz = b. Pfredpokladame A € R™*"™,
kde m < n (neni na ijmu obecnosti), potom b € R™, ¢,z € R™. Funkce ¢’ se nazyva t¢elova funkce,
podminky Az = b, x > 0 nazyvadme omezujici podminky (omezeni) tlohy (P).

Vektor x, ktery splije omezujici podminky Az = b, x > 0, se nazyva piipustné feseni tlohy (P).
Piipustné feSeni z* se nazyva optimalnim feSenim (P), jestlize plati ¢’ 2* < ¢’'x pro kazdé pripustné
ieseni (P); hodnotu ¢’ z* nazyvame optimalni hodnotou. Optimalni hodnota je uréena jednoznacéné,
kdezto optiméalnich Feseni miZe byt vice: je-li * optimalni fedeni a plati ¢’ z* = ¢T & pro jisté pFipustné
feSeni &, potom & je rovnéz optimalnim reSenim.

1.3 Elementdrni operace

Pripomenme pojem elementarnich operaci:
1) néasobeni i-tého Fadku ¢islem a # 0,

2) nasobeni i-tého fadku ¢islem « a pricteni k fadku j # i.

Tvrzeni 1 Matice A, kterd je vysledkem provedeni posloupnosti elementdrnich operaci s matict A, je

tvaru
A= PA,

kde P je jistd ¢tvercovd matice.



Diikaz Proi,j € {1,...,m}, a € R' definujme P;;(«) jako matici, kterd vznikne z jednotkové matice
I nahrazenim ji-tého prvku! ¢islem a. Snadno nahlédneme, 7e elementarni operace 1) je ekvivalentn{
vynasobeni zleva matici P;;(a), a elementdrni operace 2) je ekvivalentni vyndsobeni zleva matici
P;j(a). Tedy vysledek A posloupnosti elementarnich operaci s matici A lze psat ve tvaru

A=P,(ap)...-Pj(a1)A,
a polozime-li P = P,,j,(cv) - ...~ Py, (1), je
A=PA.
O
1.4 Tabulka
Necht A je matice m x n, m < n, a necht B = (By,..., By,) je uspofadand m-tice vzdjemné riznych
¢isel z {1,...,n}. Potom symbolem Ap znac¢ime ¢tvercovou matici o sloupcich Ap,,..., Ap, , tj.
(AB); = A,
pro j = 1,...,m. Podobné definujeme zp = (zg,,...,z5,, )", ti. (zg); = rp; pro j = 1,...,m;

analogicky cp.
Véta 1 Necht matice
A b
c’ 0
je elementdrnimi operacemi s pivoty jen v ¢asti A prevedena na tvar

A0
I A

kde Agp = I ach = 0T pro jisté B (tj. v Bj-tém sloupci vznikne j-ty sloupec jednotkové matice
(j =1,...,m)). Potom pro vyslednou matici plati

A = A4,

b = Agp'd,

¢l = AR A,
h = —cpLAg'.

Dukaz Podle tvrzeni 1 je

A b - A b
(33)=r(41)

kde P = Pi,j,(ag) - ... P, j(a1) je matice (m + 1) x (m + 1). Jelikoz pivot se nikdy nevybird v
poslednim radku, je iy <m+1pro k =1,...,¢, tj. v poslednim sloupci kazdé matice P;, j, (ay) stoji
posledni sloupec jednotkové matice I, a totéz tedy plati (indukci) i pro matici P. To znamend, ze P

je tvaru
~ P 0
P_<yT 1)

Ipovsimnéte si prehozenych indexii



pro jistou m x m matici P a jisty vektor y. Tedy upravend matice ma tvar

A5\ (P o\/A b\ [ PA P
¢ h ) Lyl 1 ' o)\ yTA+ct oty )

To znamend, ze A = PA a podle piedpokladu je I; = (Ap); = Ap; = (PA)p, = PAp, = P(Ap); =
(PAg); pro kazdé j, tedy PAg = I a P = Ag'. Podobné ¢ = yTA + ¢! a podle predpokladu
0=(cp)j =cB; = WA+, =y"Ap, + e, = (y"Ap)j + (ch); = (y" Ap + ¢f); pro kazdé j,
coz znamena, ze yL Ap + 5 = 07, tedy y? = —chgl, takze vyslednd matice méa tvar

A b AGtA AG'y
¢ h )T\ h—chAgtA LA )

Misto s matici

N
L
S

N——

budeme dale pracovat s tabulkou

B A b (T)

ar h

ktera navic obsahuje prvni sloupec s indexovou mnozinou B, kterou budeme nazyvat bazi. Je ziejmé,
ze tohoto sloupce se eliminace netyka. Dalsi tfi véty vysvétluji vyznam jednotlivych bloki tabulky

(T).

1.5 Bazicka reseni

Véta 2 Jestlize v tabulce (T) je b > 0, potom vektor xP definovany piedpisem

(xB)Bj = l_)] (.7 = ]-7"')m)
(@¥); = 0 (J ¢ B)
je pFipustngm Fesenim tilohy (P) a plati h = —cTzB.

Dtikaz Z definice 2Z plyne, ze 22 > 0 a podle véty 1 je 28 = (zB)p = b= Ag,lb, tedy AprB = b,
coZ znamena, ze

4P =T 4,0 = X A8, = 3 A, (50, = Anf =
j JjEB Jj=1

Tedy P je ptipustnym fesenim (P) a h = —chglb = —ckal = —cTab. |

Jestlize v tabulce (T) je b > 0, nazyvame ji simplexovou tabulkou. Véta 2 iika, Ze ze simplexové
tabulky je mozno vy¢ist piipustné feseni =7, které nazyvame bazickym piipustnym fesenim s bazi B.

1.6 Kritérium optimality

Véta 3 Jestlize v simplexové tabulce (T) plati
>0,

potom xP je optimdlni veseni ulohy (P).



Dikaz Necht x je libovolné piipustné feseni tlohy (P). Potom z ¢ > 0 podle véty 1 plyne
" >cLAG' A
a prenasobenim nezdpornym vektorem z

'z > chAG Az = cEAR'D = chal = T 2P,

tedy = je optimalni. ]

1.7 Kritérium neomezenosti

Véta 4 Necht v simplexové tabulce (T) existuje s tak, Ze s <0 a As <0 (tj. ajs <0 pro kazdé j).
Potom
inf{c'z; Az = b,z > 0} = —o0,

tj. hodnota tucelové funkce neni na mnoziné pripustnyjch teseni zdola omezend.

Diikaz Protoze ¢, < 0, je s ¢ B. Definujme » € R" pifedpisem zp = —A; (tj. 2, = —aj, pro
j=1,....,m), zs =1, z; = 0 jinak. Potom z > 0 a podle véty 1 je

Az = Agzp + As = —AB(AglA)S +A;=—-A;+A,=0

a dale
'z = clng + cgzs + Z CjZj = C5 — c%A]}lAS =cs < 0.
JE€B,j#s
Z toho plyne, ze kazdy bod tvaru 8 +az, a € R', a > 0 je pfipustnym fesenim (P) (nebot 28 +az > 0
a A(xP + az) = AzP =) a plati

lim cT(mB +az) = lim (cTa:B + ag,) = —o0,
a—r00 a— 00

coZ znamena, ze
inf{c"z; Az = b,z > 0} = —o0.

O

Povsimnéte si, ze v tomto piipadé obsahuje mnozina piipustnych feseni polopiimku {2 +az; a > 0}
podél niz ucelova funkce klesa do —oo.

1.8 Bézny krok algoritmu

Véta 5 Necht v simplexové tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality ani kritérium neomezenosti.
Potom urcime-li indexy s,r ze vzorci

s = min{j; ¢; < 0}, (1.1)
. by . _
B, =min{ B; — =min{ ——;a;s >0, ags >0 (1.2)
Qs Qjs

(tzv. Blandovo pravidlo)?, provedeme-li eliminaci s pivotem @, a poloZime-li B, := s, dostdvdme opét
simplezovou tabulku

. 2nikoliv_ZS < 0 (Castéd chyba u zkouSek, snad zpisobend analogii s predchozim ¢ < 0); potom by v p¥ipadé Ze
As <0a As £ 0 doslo k selhani algoritmu, viz véta 5 dale
3chybnd formulace pravidla (1.1), (1.2) je nejast&jsi chybou u zkoudek z linedrniho programovéni



! =

B’ A

=T
¢ h

(. b > 0) a nové bazické piipustné reseni 2B’ splituje

Je-li navic b, > 0, potom

Dukaz Jelikoz v tabulce (T) neni splnéno kritérium optimality, je €; < 0 pro jisté j, takze s je
vzorcem (1.1) dob¥e definovdno. Rovnéz, jelikoz neni splnéno kritérium neomezenosti, existuje j pro

které @;; > 0, takZe mnozina {Eb—], ajs > 0} je neprazdnd a tedy ir je vzorcem (1.2) dobte definovano.
is

Navic a,s > 0, takze @,s lze vybrat za pivota.

V tabulce (T) byl v Bj-tém sloupci j-ty sloupec jednotkové matice, j = 1,...,m (véta 1). Pri
eliminaci s pivotem @, se vytvori r-ty sloupec jednotkové matice v s-tém sloupci tabulky, pricemz
zadny z ostatnich sloupct jednotkové matice se nezméni (ty maji v r-tém radku nuly, takZe eliminace
se jich nedotkne). To znamen4, Zze nova tabulka odpovidd indexové mnoziné

B = (Bla"'aBT‘—lasaBT+17"'7Bm)'

Eliminaci v ptivodni tabulce

BT ars I_)T‘
BJ Ajs BJ
Cs h

s pivotem @,s dostaneme tabulku

s 1 L
Urs
- _ 5
B] 0 bj—a]sﬁm
——"
0o ... ... h—¢s=-

tj. I_):n = b g 5;- = I_)j —aj by pro j # r. Dokazeme, ze 3 > 0. Protoze b, > 0 a @,, > 0, je l_):n > 0.

Qrs Sars

Je-li j #r aa;s <0, potom I_);- = 5]- —Ejsﬁb—" > I_)j > 0. Nakonec, je-li j #r a@;s > 0, potom ze vzorce
(1.2) vyplyva

br :min{bj;6j5>0}§_bj,

Qs Qjs

Ajs



z Cehoz plyne 5]- — Gjs EE: > 0, cili 5;- > 0. Tim jsme dokazali, ze b > 0. Tedy tabulka po provedeni

eliminace odpovida bazickému pripustnému reseni :L’B’, pro které podle véty 2 plati
) - — b _
TeB' = 3 = —h +C— < —h=cl2P

Qrs

(nebot ¢, < 0, b, > 0, @y, > 0), tedy

a pii by > 0 je G2 < 0, takie

1.9 Simplexovy algoritmus
Shrneme-li dosavadni poznatky, mtizeme formulovat tento algoritmus:

Algoritmus (simplexovd metoda; Dantzig 1947)

sestav vychozi simplexovou tabulku;
opt: = false; neom: = false;

repeat
if ¢ > 0 then opt: = true else
begin
s :=min{j; ¢; < 0};
if A, <0 then neom:= true else
begin
urci r, pro které B, = min {Bk; E:s = min{;js; ajs > 0} , Qs > 0};
proved eliminaci s pivotem @,;
B, :=s
end
end

until (opt or neom);
if opt then {2? je optimalni fegeni} else {tloha je neomezena}.

1.10 Konecnost algoritmu

Cyklem rozumime konec¢nou posloupnost krokt simplexového algoritmu, kterd zac¢ind i konéi stejnou
bazi B (a tedy i stejnou simplexovou tabulkou).

Tvrzeni 2 V pribéhu cyklu:

(i) zistavd posledni sloupec beze zmény,

(ii) v kaZdém kroku pro vddek r obsahugici pivota plati b, = 0.

Diikaz Jestlize algoritmus konstruuje cyklus B, B2, ..., B® = B!, potom podle véty 5 plati

1 2 £ 1
TyB™ > TyB™ > > Tl = TP

- - - Y

C



z ¢ehoz plyne

TaB = TP = = T2B’,
Potom podle véty 5 v kazdé tabulce cyklu s pivotem @,, musi byt b, = 0 (jinak by tcelova funkce
klesla). Z toho pak plyne, Ze pii eliminaci se sloupec b neméni (viz vzorce pro 5; v dikazu véty 5),
stejné tak jako hodnota tucelové funkce h. |

Ukazeme, ze v uvedené verzi simplexového algoritmu s Blandovym pravidlem pro vybér pivota cyk-
lus nemtZe nastat (mtize vSak nastat pri modifikaci tohoto pravidla, jak bude ukdzéno pozdéji). To
znamena, ze algoritmus se nemuze vratit do baze, kterou uz jednou prosel, a protoze bazi je konecné
mnoho, bude z toho plynout konec¢nost algoritmu.

Véta 6 Simplexovy algoritmus je konecny.

Dikaz Predpokladejme, ze algoritmus se pro jistou tlohu zacykli. Ozna¢me T mnozinu vsech indext
s, vstupujicich do béze béhem cyklu, a necht ¢ = maxT. Necht ¢ vstupuje do béaze v tabulce

By
Yg <0
a vystupuje v tabulce
q e ETS e ET
s <0
s bazi B. Definujme z piedpisem zp = A, (tj. zp; = Gjs pro j = 1,...,m), z; = —1, z; = 0 jinak,

tedy zp = Ap' Ay, Az = Agzp + (—1)As = 0, coz dava
Zykzk = ylz=(" - CJJ;OA]};A)Z =clz=cLep +c,2, = c%Ag,lAs —cs
k

= —(c" —cpAz'A)y = =2, > 0,

to znamend, 7e existuje k takové, ze yrzr > 0. Protoze yi, # 0, je k & By; z; # 0 implikuje bud k € B,

nebo k = s, tj. bud je v béazi, nebo do ni pravé vstupuje, tedy k € T. Dale y,z, = y,a,s < 0 (nebot

pivot je kladny), tedy k # ¢. DokéZzeme, Ze ¢ < k, to bude spor s volbou ¢ jako maximéalniho prvku T'.
Protoze yrzx > 0, je bud a) y, < 0, 2z < 0, nebo b) yi, > 0, z; > 0.

a) Je-li y, < 0, potom k pripadalo v ivahu pro vstup do béze By, ale nebylo vybrano, takze podle
pravidla (1.1) je ¢ < k.

b) Je-li y > 0, 2, > 0, potom z; = 2B, = @ps > 0 pro jisté p. Protoze y; > 0, k nebylo v bazi By,
ale je v B, tedy muselo vstoupit, coz podle predchoziho tvrzeni znamend ze Ep =0, tj.
b b;
Qps Ajs
Tedy p bylo vhodné pro vybér, ale nebylo vybrano, takze podle pravidla (1.2) muselo byt B, < By,
tj. ¢ < k.

V obou pripadech je ¢ < k, tedy jsme nalezli k € T, k > ¢q, kde ¢ = maxT, a to je spor. Proto
cyklus nemtize nastat. O



1.11 Dvoufazova simplexovd metoda

Simplexovy algoritmus popsany v ¢asti 1.9 nefesi otdzku sestaveni vychozi simplexové tabulky (kde
b > 0). Ta se sestavuje v ramci faze I tzv. dvoufizové simplexové metody, pii¢emz - na prvni pohled
paradoxné - se k jejimu sestaveni opét pouziva simplexového algoritmu.

Pii feSeni dlohy (P) mtZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Zze b > 0, jinak v soustavé
omezeni nahradime kazdou rovnici (Az); = b;, kde b; < 0, rovnici —(Az); = —b;. Pro tlohu v tomto
tvaru sestavime vychozi tabulku

B A I b
0 (To)

—eTA oT —eTh

kde I je jednotkova matice m x m, e = (1,...,1)T € R™ a By = (n + 1,...,n +m). Z véty 1 plyne,
7e (Typ) je simplexovd tabulka pro tlohu

min{07z +ela’; Az + 12" =b, 2 >0, 2' >0} (1.3)

s bazi By (kde 2’ = (Tp11,.-.,Tnem)? je vektor tzv. umélych promeénnych), nebot Ag, =1, cg, = e
a b > 0. Aplikujeme-li na alohu (1.3) s vychozi tabulkou (Ty) simplexovy algoritmus (tzv. faze I),
dojdeme po koneéném poctu kroku (véta 6) k tabulce

B A T b
(Ty)

a7 > o7 a > 07 _h

kterda dava optimdlni FeSeni tlohy (1.3) s optimalni hodnotou h* (celovéa funkce (1.3) je omezend
zdola 0, takZe kritérium neomezenosti nemize byt nikdy splnéno a h* > 0). Nyni mohou nastat
dvé moznosti. Je-li h* > 0, neni tloha (P) pfipustnd a jeji FeSeni mizeme ukonéit (kdyby totiz (P)
méla piipustné feSeni z, potom pro 2’ = 0 bychom dostali p¥ipustné feSeni tlohy (1.3) s hodnotou
ticelové funkce 0, coz je ve sporu s h* > 0). Je-li h* = 0, je v optimalnim feSeni (1.3) e’z’ = 0, tedy
z' = 0 (nebot 2’ > 0), takze z-ova ¢ast optimélniho feSeni tlohy (1.3) je pfipustnym feSenim (P). Z
tabulky (T;) mizeme nyn{ vySkrtnout bloky I a ET, které dohraly svou roli, a nahradit posledni radek
hodnotami, které odpovidaji ti¢elové funkci ptivodni tlohy (P) (pficemz bloky B, A, b se neméni), ¢imz
dostaneme tabulku

B A b (T»)

T _ T4 T}
¢’ —cgA —cgb

kterou miizeme pouzit jako vychozi tabulku simplexového algoritmu pro FeSeni ptivodni tlohy (P),
jenZ po konefné mnoha krocich (véta 6) nalezne optimalni feseni tilohy (P) nebo ovéri jeji neomezenost
(féze II).

Poznamka 1. Jestlize v tabulce (T1) je B; > n pro jisté j, potom v bazi zlistala uméld proménna
T, _, a pred piechodem k redukované tabulce (T2) je tfeba se ji zbavit. K tomu Gcelu nalezneme
libovolny prvek @j; # 0 a provedeme s nim jako s pivotem obvyklou eliminaci, ¢imz dostaneme
Bj := s < n. Protoze I_)]- = 0 vzhledem k z' = 0, miZe byt v tomto p¥ipadé pivot i zdporny, nebot
nenarusi nezdpornost pravé strany. Je-li @;; = 0 pro vSechna s, obsahuje cely j-ty fadek tabulky (T2)
nuly, je tedy linedrné zavisly a lze jej vyskrtnout.

Poznamka 2. Pfi prfechodu k tabulce (T5) neni ve skutec¢nosti nutno pocitat posledni fadek podle
uvedenych vzorci. Stac¢i vyjit od tabulky



B A b

cT 0

a eliminaci vynulovat prvky kriteridlniho fadku pod sloupci jednotkové matice, ktera je jiz v A obsa-
Zena. Tim dostaneme tabulku tvaru (Ts).

1.12  T¥i moznosti ukonceni

Véta 7 Pro kazdou tlohu (P) nastivd prdvé jedna ze tii moznosti:
(i) idloha nemd pFipustné fesent,
(i1) dloha md bdzické optimalni Fesent,

(iii) icelovd funkce je na mnoziné pripustnych feSeni neomezend zdola.

Dikaz Faze 11 II jsou podle véty 6 konecné a proto po koneéném poctu krokd dojde k jednomu ze
tT1 moznych zastaveni. O

V piipadech (i), (iii) se Casto pro zjednoduSeni ¥ikd, Ze tloha (P) je nepfipustnd resp. neomezena.
Tuto terminologii pouzijeme v kapitole 2.

1.13 Mnozina optimalnich reSeni

Véta 8 Necht v simplexové tabulce (T) je nalezeno optimdlni feseni (tj. ¢ > 0). Potom mnoZina vsech
optimdlnich Teseni je popsand soustavou

Az = b
ez = 0
z* > 0.

Dtikaz Je-li 2* optimalni feseni, potom je p¥ipustné, tedy z Az* = b plyne Az* = AE,IA:L“* = Ag,lb =
acz = (¢ —cgdp ¢ =c' 2t —cgAgb=c 2" —cgryg =c 2¥ —c 7 = 0. Naopak, z

b, T ,.x T gABlA * T % ]I;ABlb T % gg T % T,.B 0. N k,
Az* = b plyne Az* = b, tedy z* je pripustné, a 0 = ¢l 2* = cTa* — chal = o — 2B, takze
cTzP kde zP je optimdalni fefeni, a proto i z* je optimalni Feseni. |

Véta 9 Je-li v posledni simplexové tabulce
¢; > 0 pro kazdé j ¢ B,
potom P je jedingim optimdlnim vesenim ilohy (P).
Diikaz Kazdé optimélni feSeni z* spliwje podle véty 8 ¢l a* = Zj ¢jz; =0,kdec; > 0az; >0 pro

kazdé j, tedy ¢;jz; = 0 pro vSechna j. Z predpokladu potom plyne, ze 7 = 0 pro kazdé j ¢ B. To

znamend, ze Az* = Apzy = b, tedy 2 = Ag,lb =ba z; = 0 pro kazdé j ¢ B, takZe podle véty 2 je

z* = 2P a optimalni fedeni je jediné. O
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1.14 Ukdazka vypoctu a zacykleni

Pti pocatecni simplexové tabulce

1.000  0.000 0.000 0.000 0.600 —6.400 4.800 | 0.000
0.000 1.000 0.000 0.000 0.200 —1.800 0.600 | 0.000
0.000 0.000 1.000 0.000 0.400 —1.600 0.200 | 0.000
0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000  0.000 | 1.000
0.000 0.000 0.000 0.000 —0.400 —0.400 1.800 | 0.000

= N =

postupuje simplexovy algoritmus v nasledujicich krocich (véta 5):

) 1.667 0.000 0.000 0.000 1.000 —10.667 8.000 | 0.000
2| —=0.333 1.000 0.000 0.000 0.000 0.333 —1.000 | 0.000
3| —0.667 0.000 1.000 0.000 0.000 2.667 —3.000 | 0.000
4 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 | 1.000
0.667 0.000 0.000 0.000 0.000  —4.667 5.000 | 0.000
5| —9.000 32.000 0.000 0.000 1.000 0.000 —24.000 | 0.000
6 | —1.000 3.000 0.000 0.000 0.000 1.000  —3.000 | 0.000
3 2.000 —8.000 1.000 0.000 0.000 0.000 5.000 | 0.000
4 1.000 —=3.000 0.000 1.000 0.000 0.000 3.000 | 1.000
—4.000  14.000 0.000 0.000 0.000 0.000  —9.000 | 0.000
5 | 0.000 —4.000 4.500 0.000 1.000 0.000 —=1.500 | 0.000
6 | 0.000 —1.000 0.500 0.000 0.000 1.000 —0.500 | 0.000
1| 1.000 —4.000 0.500 0.000 0.000 0.000 2.500 | 0.000
4] 0.000 1.000 —-0.500 1.000 0.000 0.000 0.500 | 1.000
0.000 —2.000 2.000 0.000 0.000 0.000 1.000 | 0.000
5 | 0.000 0.000 2.500 4.000 1.000 0.000 0.500 | 4.000
6 | 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 | 1.000
1] 1.000 0.000 —=1.500 4.000 0.000 0.000 4.500 | 4.000
21 0.000 1.000 -0.500 1.000 0.000 0.000 0.500 | 1.000
0.000  0.000 1.000 2.000 0.000 0.000 2.000 | 2.000

Vyslednd tabulka (véta 3) dava optimélni feSeni (véta 2)
¥ =(4,1,0,0,4,1,0)T.

Uvazujme nyni tentyz algoritmus s touto modifikaci Blandova pravidla (1.1), (1.2) pro vybér s, r:
s = min{k; ¢ = min¢,},
j
by, b;
r = min {k; _—k = min{_—a;ﬁjs > 0} , Qps > 0} .
ks Qjs
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Pii této modifikaci ziistavaji hlavni vlastnosti bézného kroku (udrzeni nezdpornosti b a klesani tiéelové
funkce, viz véta 5) zachovany. Nicméné modifikovany algoritmus se u stejného prikladu po 6 krocich
vrati k puvodni tabulce a vzhledem k deterministi¢nosti modifikovaného pravidla bude donekonecna
obihat ve stejném cyklu (nejlépe je jeho mechanismus patrny ze sloupce B):

1] 1.000 0.000 0.000 0.000 0.600 —6.400 4.800 | 0.000
2| 0.000 1.000 0.000 0.000 0.200 —1.800  0.600 | 0.000
3| 0.000 0.000 1.000 0.000 0.400 —1.600  0.200 | 0.000
4| 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000  0.000 | 1.000
0.000  0.000 0.000 0.000 -0.400 —0.400 1.800 | 0.000
) 1.667 0.000 0.000 0.000 1.000 —10.667 8.000 | 0.000
2| -0.333 1.000 0.000 0.000 0.000 0.333 —1.000 | 0.000
3| —0.667 0.000 1.000 0.000 0.000 2.667 —3.000 | 0.000
4 0.000  0.000 0.000 1.000  0.000 1.000 0.000 | 1.000
0.667  0.000 0.000 0.000 0.000 —4.667 5.000 | 0.000
5| —9.000 32.000 0.000 0.000 1.000 0.000 —24.000 | 0.000
6 | —1.000 3.000 0.000 0.000 0.000 1.000  —=3.000 | 0.000
3 2.000 —8.000 1.000 0.000 0.000 0.000 5.000 | 0.000
4 1.000 —-3.000 0.000 1.000 0.000 0.000 3.000 | 1.000
—4.000 14.000 0.000 0.000 0.000 0.000  —=9.000 | 0.000
) 0.600 —6.400 4.800 0.000 1.000 0.000 0.000 | 0.000
6 0.200 —1.800 0.600 0.000 0.000 1.000 0.000 | 0.000
7 0.400 —1.600 0.200 0.000 0.000 0.000 1.000 | 0.000
4| —0.200 1.800 —0.600 1.000 0.000 0.000 0.000 | 1.000
—0.400 —0.400 1.800  0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000
1| 1.000 -—10.667 8.000 0.000 1.667 0.000 0.000 | 0.000
6 | 0.000 0.333 —1.000 0.000 -0.333 1.000 0.000 | 0.000
7 | 0.000 2.667 —3.000 0.000 —0.667 0.000 1.000 | 0.000
4| 0.000 —-0.333 1.000  1.000 0.333 0.000 0.000 | 1.000
0.000  —4.667 5.000  0.000 0.667 0.000 0.000 | 0.000
1] 1.000 0.000 —=24.000 0.000 —=9.000 32.000 0.000 | 0.000
21 0.000 1.000  —3.000 0.000 —1.000 3.000 0.000 | 0.000
7 1 0.000 0.000 5.000  0.000 2.000 —8.000 1.000 | 0.000
4 | 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000  0.000 | 1.000
0.000 0.000  —9.000 0.000 —4.000 14.000 0.000 | 0.000
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1.000  0.000 0.000 0.000 0.600 —6.400 4.800 | 0.000
0.000 1.000 0.000 0.000 0.200 —1.800 0.600 | 0.000
0.000 0.000 1.000 0.000 0.400 —1.600 0.200 | 0.000
0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000  0.000 | 1.000
0.000 0.000 0.000 0.000 -0.400 -0.400 1.800 | 0.000

N N

Tento piiklad ukazuje vyznam Blandova pravidla (1.1), (1.2) pro zarudeni konecnosti simplexového
algoritmu.

1.15 Dodatek: Vlastnosti bazickych reseni

Véta 10 Necht radky matice A jsou linedrné nezavislé. Potom pro dané pfipustné feseni x jsou
ndsledugici turzeni ekvivalentni:

(i) x je bazické (tj. x = z® pro jisté B),
(i) mnoZina {Aj; x; > 0} je linedrné nezdvisld,

(iii) = je vrcholem mnoZiny pripustnyjch fesend.

Pozniamka Bod = € X se nazyva vrcholem* mnoziny X jestlize neexistuji z', 2% € X, ' # 22 tak,
7e x = §(z' +2?) (tj.  neni stiedem zadné Gsecky s koncovymi body v X).

Dukaz Dokézeme (i)=(ii)=(iii)=-(ii)=(i). Polozme J = {j; z; > 0}.

(i)=(ii): Pro piipustné fegen{ = tvaru x¥ je podle véty 2 {4;;j € J} C {Ag,,...,Ap,. }, piicemz
{Ap,,...,Ap, }, jakozto mnozina sloupct reguldrni matice Apg, je linedrné nezavisla, tedy i
{A;; j € J} je linedrné nezavisla.

(ii)=(iii): Predpokladejme sporem, Ze existuji piipustnd feseni z',z?, ' # 22, pro kterd z = L (2! + 2?).
Potom pro kazdé j takové, ze :L“; > 0 nebo m? >0, jex; >0,tj. 7€ J, takze

S Ajrt=Act =b=As? =Y Aja?,
jedJ JjeJ

coz implikuje

ZAJ-(:L“} —x?) =0

jeJ
kde :r; # m? pro jisté j € J, tedy mnozina {A;; j € J} je linedrné zavisla, coz je spor.

(iii)=(ii): Sporem: predpoklddejme, ze mnozina {A;; j € J} je linedrné zavisld, takze existuji z;, j € J
tak, ze EjeJ Ajzj =0, pficemz z; # 0 pro jisté j € J. Protoze z; > 0 pro kazdé j € J, existuje
dostate¢né malé « s vlastnosti x; — az; > 0, x; + az; > 0 pro kazdé j € J. Dodefinujme z; = 0
proj ¢ J, potom Az =0 a z # 0, a polozme #' = x —az, 2> = v+ az. Potom je ' > 0, 2% > 0,
Az = Az® = b, takze ' a 2? jsou pripustnd feSeni takova, ze z' # 2% a x = F(a' +27), tj. =
neni vrcholem mnoziny piipustnych feseni, coz je spor.

4ngkdy té7 ,krajnim bodem*
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(il)=(i): Jelikoz A mé rddkovou hodnost m, mé i sloupcovou hodnost m, proto existuje m-prvkovd mno-
zina B takovd, ze J C B a {A;; j € B} je linedrné nezévisla. Potom Ag je reguldrni a pro z; > 0
je j € B, tedy x spliuje Agpzrp = b, tj. zp = Aglb >0ax; =0proj ¢ B, takze tabulka s bézi

B je simplexové a podle véty 2 plati z = 2B,

O

Vlastnost (ii) je v mnohych uéebnicich alternativné pouzivana k definici bézického feseni. Tvrzeni
(iii) fika, ze bazickd feSeni jsou pravé v8echny vrcholy mnoziny p¥ipustnych feSeni (ve smyslu vrcholi
konvexniho polyedru). Simplexovy algoritmus lze tedy geometricky interpretovat tak, Ze postupuje po
vrcholech mnoziny pripustnych feseni a v kazdém kroku prechdzi k jednomu ze sousednich vrcholi s
mensi nebo stejnou hodnotou tcelové funkce.
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Kapitola 2

Teorie duality

2.1 Primarni a dudlni Gloha

K dloze
min{c"z; Az = b,z > 0}, (P)

kterou v této kapitole budeme nazyvat primarni, uvazujme tzv. dudlni tlohu
max{b"y; ATy < c}. (D)

Vektor y spliwjici ATy < ¢ se nazyva pifpustnym fegenim (D); optimdlni fegeni se definuje analogicky
jako u primarni Glohy. Pro tlohu (D) opét nastavé pravé jedna ze tif moznosti ukonc¢eni uvedenych ve
vété 7 (nepfipustnost, existence optiméalniho feSeni, neomezenost). V této kapitole ukdZzeme, Ze mezi
obéma tlohami existuje izky vztah, ackoliv jejich pripustnd reseni patii obecné do rtiznych prostort
(r € R*, y € R™).

2.2 Slaba véta o dualité

Véta 11 Jsou-li x, y pFipustnd feseni (P), (D), potom plati
e >bTy.
Navic, plati-li pro jistou dvojici pripustnych reseni

T*:bT*

potom x* je optimdlni feSeni (P) a y* je optimdlni teseni (D).
Dikaz Vzhledem k nezapornosti vektoru x plati
r=aTe>2TATy = (Ax)Ty = bTy.

Je-li c'z* = bTy*, potom pro kazdé piipustné feseni z je podle pravé dokidzané nerovnosti ¢’z
bTy* = cTz*, tedy z* je optimélni feseni (P), a analogicky pro kazdé piipustné feseni y je bTy*
cTz* > b7y, tedy y* je optimélni fefeni (D).

oV

2.3 Vypocet duadlniho optimalniho reseni

Véta 12 Je-li o8 bdzické optimdlni veseni ilohy (P) nalezené v poslednim kroku simplezového algo-
ritmu, potom vektor
y* = (Ap)""en
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()=

(i) =

je optimdlnim fesenim ulohy (D), plati
'l =pTy* (2.1)

a mnoZina optimdlnich teseni ulohy (D) je popsand soustavou

ATy < o (2.2)

bTy — bTy*.
Je-li navic £8 > 0, potom y* je jedinym optimdlnim resenim (D).
Diikaz V posledni tabulce je ¢! := 7 — cBA YA > 07, tedy ¢T — ((AE)~? cB)TA =cl—yTA>0T,
tj. ATy* < ¢, takze y* je pﬁpustne fegeni (D). Dale TP — cngmB = cLAL'b = ((AL)tep)Th =
y*Tb = bTy* a podle druhé ¢asti véty 11 je y* optimdlni fegeni (D). Je-li y Fesenim soustavy (2.2),
(2.3), potom je to pripustné feseni (D), ve kterém se nabyva optimalni hodnota, je to tedy optimélni

feseni (D), a naopak zfejmé kazdé optimalni feseni y tilohy (D) spliwje (2.2), (2.3). Jestlize 25 > 0 a
y je libovolné optimdlni feSeni (D), potom z (2.1) plyne

(I'B)TC _ CTI'B _ bTy* — bTy — (AI'B)Ty — (Z’B)TAT:U,
coz implikuje

Zx (c— ATy) ]—Zx (c—ATy); = (@B (c—ATy) =0

JjEB

Jelikoz 2P > 0 a (c— ATy); > 0 pro kazdé j € B, znamend to, 7e (c — ATy); = 0 pro kazdé j € B,
tedy ALy = cp a odtud y = (4%) lep = y*, takze optimAlni feseni je jediné. O

Jak je vidét, y* je fesenim soustavy ALy* = cp.

2.4 Veéta o dualité

vvvvvv

niho programovam.

Vé&ta 13 Pro dvojici uloh (P), (D) jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:
(i) (P) md optimdlni fesent,
(i) (D) md optimdlni Tesent,
(iii) obé dlohy (P), (D) jsou pripustné.
Plati-li libovolné z téchto turzeni, potom obé ilohy maji stejnow optimdlni hodnotu' .
Diikaz Dokézeme (i)=>(ii) = (iii)=>(i).

(i1): Mé&-li (P) optim&lni feseni, potom podle véty 6 simplexova metoda po koneéné mnoha krocich
najde tabulku s optimalnim feSenim (P), z ni lze podle véty 12 zkonstruovat optimalni reSeni
(D) a podle téze véty se optimélni hodnoty rovnaji.

(iii): Necht (D) ma optimélni feSeni y*. Uvazujme pomocnou tlohu linedrniho programovani

T

—b Y1 Y1 U1
min b yo |3 (AT AT D[ v2 | ==¢,| »2 | >0} (2.4)
0 Y3 Y3 Y3

Inikoliv stejné optimalni Fegeni
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(i) = (i):

*

Zvolme libovolny vektor y; takovy, ze y; > y*, y; > 0 (to lze) a polozme yh = yi — y*,
ys = c— ATy*. Potom y5 > 0, y5 > 0, y* =y} — y5 a plati
ATy + ATy —yy = —ATy" -y = —c,

coz znamend, ze Uloha (2.4) je pfipustna. Déle, je-li y1,y2,ys libovolné piipustné feSeni (2.4),
potom z
—ATy + ATyy —ys = —c
plyne
AT(yl - y2) S &

tedy y1 — ¥ je pripustné feseni (D) a proto plati b (y; — y2) < bTy*, takze
_bTyl + bTy2 + OTy3 _ —bT(y1 _ y2) > —bTy*.

Tedy tloha (2.4), kterd je v primarnim tvaru, je pfipustnd a jeji G¢elova funkce je omezené zdola,
takze podle véty 7 mé optimdlni feSeni, proto podle dikazu ¢ésti ,,(i)=(ii)“ mé optimalni reseni
i k ni duélni tloha

—A —b
max { —c’z; A Jx< b ,
—I 0

kterou lze psat ve tvaru
max{—cTa:;Aa: =b,x> 0} ,

a tedy ma optimalni (tj. piipustné) feseni i uloha
min {ch;Aa: =b,x> 0} ,
coz je (P).

Je-li (P) pfipustnd a ma-li (D) pfipustné feseni yo, potom podle véty 11 pro libovolné piipustné
feSeni z ulohy (P) plati
x> by,

takze jeji icelova funkce je zdola omezend a podle véty 7 méa (P) optimalni feSeni.

O

V nékterych ucéebnicich se za vétu o dualité oznacuje pouze ekvivalence ,(i)< (ii)“, pripadné implikace
L(111)= (1) A®GL)“.

2.5 Podminky optimality

Véta 14 Nechl z, y jsou pfipustnd feseni uloh (P), (D). Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) x, y jsou optimdlni feseni (P), (D),
(i) 27 (c — ATy) =0,

(iii) (Vj)(z; > 0= (ATy); = ¢)),

(i) (V) ((ATy); < ¢j = 2; =0).

Dukaz Dokazeme (i)=-(ii)=(iii)=(iv)=(i).
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(i)=(ii): Jsou-li z, y optimdlni feSeni, potom podle véty o dualité ¢’z = by a podle slabé véty o dualité

(véta 11) je cTa > (Az)Ty =bTy = cTx, tedy 2Tc = 2T ATy a 2T (c — ATy) = 0.

(ii)=(iii): Protoze 2" (c — ATy) = 3, zj(c — ATy); = 0, pficemz z; > 0 a (¢ — ATy); > 0 pro vSechna j,

J

znamen4 to, 7e pro kazdé j je z;(c — ATy); = 0 a tedy z; > 0 implikuje (ATy); = ¢;.

(iii)=(iv): Tvrzeni (iv) vznikne obracenim implikace (iii) s pfihlédnutim k tomu, ze z, y splauji = > 0,

ATy < e.

(iv)=(i): Plati-li (iv), potom 27 (c — ATy) =3 . x;(c; — (ATy);) =0 a odtud Tz = 2T ATy = (Az)Ty =

j
bTy, takze podle slabé véty o dualité jsou z, y optimdlni feseni (P), (D).

2.6 Farkasova véta

Véta 15 (Farkasova véta®) Necht A € R™*", b € R™. Potom soustava
Axr = b,
z > 0
mda reseni prave kdyZ plati

(Vy)(ATy > 0= by > 0).

Dikaz Uvazujme tlohu
min {OTCE; Ar =b,z > 0}

a k ni duélni alohu
max{bTy;ATy < 0} .

(Po)

(Do)

Jestlize soustava (2.5), (2.6) m4 feSeni z, potom pro kazdé y spliujici ATy > 0 je AT (—y) <0, tedy
—y je ptipustné feseni (Dg) a podle slabé véty o dualité je 0 = 07z > b7 (—y) = —bTy, takze b7y > 0.
Naopak, necht plati (2.7). Potom (Dg) je pFipustnd, protoze y = 0 je pripustné. Déle, jeji tcelova
funkce je omezena: je-li ATy <0, potom AT (—y) >0 = bT(—y) > 0= bTy <0, tedy (Dg) méa podle
véty 7 optimélni feSeni, a podle véty o dualité mé i (Pg) optimélni feSeni, které spliuje Az = b, x > 0.0

Dusledek Az = b, z > 0 nemd veseni pravé kdy? existuje yo tak, Ze ATys > 0, bTyy < 0.

Farkasova véta je vyznamnym teoretickym vysledkem; v praxi vSak pro ovéreni resitelnosti soustavy

(2.5), (2.6) pouzijeme fazi I simplexového algoritmu.

2.7 Charakteristika neomezenosti

Vé&ta 16 Necht (P) je piipustnd. Potom ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:
(i) (P) je neomezend,
(ii) (D) je nepFipustnd,

(iii) existuje vektor z pro ktery plati Az =0,2>0ac’z <0.

2n&kdy t6% Farkasovo lemma (vysl. ,FarkaZovo“)
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Diikaz Dokézeme (i)=>(ii)=>(iii)=>(i).
(i)=(ii): Jestlize (P) je neomezend, potom (D) nemiize byt pripustné (kdyby byla pfipustnd, potom podle
véty o dualité, implikace ,,(iii)=(i)“ by (P) méla optimdlni Feseni, coZ je spor).
(if)=(iii): Je-li (D) je nepfipustnd, potom soustava
ATyr — ATys +y3 =,
Y1 207y2207y320
nems4 feseni (jinak by platilo AT (y; —y2) < ¢ a y; —ys2 by bylo pfipustnym fesenim (D)), coz podle
dtsledku Farkasovy véty implikuje existenci vektoru z takového, ze Az > 0, —Az >0,z >0 a
cl'z2<0,tj. Az=0,z>0aclz <0.
(iii)=(i): Je-li  libovolné pripustné feseni (P), potom pro kazdé o > 0 je x + az > 0 a A(z + az) =
Ax + aAz = Az = b, tedy x + az je pripustné a plati

lim cT(:r +az) = lim (cTa: + acTz) = —00,
a—00 a—00

tj. (P) je neomezena.

O
Vektor z s vlastnosti (iii) lze vy¢ist ze simplexové tabulky, viz dikaz véty 4.
2.8 Ulohy s nerovnostmi
Uvazujme nyni tlohu v primarnim tvaru s omezenim ve tvaru nerovnosti:
min{c’z; Az > b,z > 0}. (P
Tuto Glohu lze prevést na primarni ilohu s omezenim ve tvaru rovnosti
min{c"z +07z'; Az —2' = b2 > 0,2' >0}, (2.8)

ktera je zFejmé nepfipustnd (neomezend, ma optimalni feseni) pravé kdyz (P’) ma stejnou vlastnost;
navic v poslednim p¥ipadé maji tlohy (P’), (2.8) stejnou optimdlni hodnotu. Na tlohu (2.8), ktera je
v primarnim tvaru (P), mZzeme tedy aplikovat predchozi teorii. Dudlni Gloha k (2.8), a tedy i k (P’),
je?

max{b'y; ATy < ¢,y > 0}. (D)

Véta 17 Slabd véta o dualité (véta 11) a véta o dualité (véta 138) plati ve stejném znéni i pro ulohy

(P’), (D).

Dukaz plyne z vét 11 a 13, aplikovanych na dvojici (2.8), (D’), a z vySeuvedené korespondence mezi
ulohami (P’) a (2.8). m|

Podminky optimality jsou v8ak odlisné (srv. s vétou 14):

Véta 18 Pripustnd feseni x, y uloh (P’), (D’) jsou jejich optimdlni reseni pravé kdyz

zl(c—ATy) = o, (2.9)
yT(Az —b) = 0. (2.10)

3poviimnéte si omezeni y > 0, které v tloze (D) chybi
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Dikaz z, y jsou optimdlni feSeni (P’), (D’) pravé kdyz x, #' = Az — b a y jsou optimélni feSeni (2.8),
(D%), coz je podle véty 14 ekvivalentni podmince

(2) (")
’ =0
x y
xT(C_ATy) =Y
Ty =yT(Az —b) = 0.

resp.

O

Protoze z > 0,y > 0, c— ATy > 0 a Az — b > 0, lze podminky (2.9), (2.10) ekvivalentné piepsat ve
slozkovém tvaru

(V])(Z’J >0 = (ATy)j = C]'),
(Vi)(y; >0 = (Az); =b;).

Analogickym postupem muZzeme dokazat, ze Farkasova podminka pro soustavu

Az

T

b,
0

vV v

mé tvar
(Vy <0)(ATy > 0=b"y >0)

a 7e charakteristika neomezenosti (véta 16) plati i pro tlohy (P’), (D’) jestlize v tvrzeni (iii) zaménime
,2Az = 0“ na ,Az > 0“.
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Kapitola 3

Aplikace linedarniho programovani

3.1 Teorie her: zakladni pojmy

V konecné maticové hie hraji proti sobé hrac¢i 1 a 2, ktefi maji k dispozici m resp. n tzv. ¢istych
strategii. Voli-li hra¢ 1 ¢istou strategii ¢ € {1,...,m} a hra¢ 2 Cistou strategii j € {1,...,n}, je
vysledek jednozna¢né urcen a hrac 2 vyplaci hraci 1 ¢astku a;; (v pripadé a;; < 0 to znamend, ze hrac
1 vyplaci hraci 2 ¢astku |a;;|). Hra je tedy Gplné urfena tzv. vyplatni matici A = (a;;) € R™*".

Necht z; je pravdépodobnost pouziti ¢isté strategie ¢ hrdcem 1 (i = 1,...,m). Potom vektor
= (2;) € R™ spliwje ef2 = 1,2 > 0 (kde e = (1,...,1)T) a nazyva se smiSenou strategii hrace 1,
podobné vektor y = (y;) € R™ spliujici ely =1,y > 0 se nazyva smiSenou strategii hrace 2 a slozku
y; interpretujeme jako pravdépodobnost pouziti cisté strategie j hracem 2.

Necht se hraje N her, kde N je velké ¢islo, a oba hra¢i se pridrzuji smiSenych strategii x, y. Potom
pravdépodobnost stfetu i-té Cisté strategie hrace 1 a j-té Cisté strategie hrace 2 je x;y;, o¢ekdvany
zisk hrace 1 je a;;z;y;IN, v sumé pfes vSechny mozné dvojice smiSenych strategii Z” aj;jriy; N =
(z7 Ay) N, priimérny ocekavany zisk hrdée 1 na jednu hru je tedy z? Ay. Z toho vyplyvé snaha hrace
1 maximalizovat T Ay, kdezto snahou hrace 2 je tuto hodnotu minimalizovat. To vede k této tivaze:
predpokladejme, ze existuji smisené strategie z*, y* hraca 1, 2 s vlastnosti

2T Ay* < T Ay* < 2T Ay (3.1)

pro libovolné smisené strategie x, y. Z levé nerovnosti je ziejmé, ze pouzije-li hrac¢ 2 smiSenou strategii
y*, potom hra¢ 1 nemize dosdhnout vétsiho zisku nez z*7 Ay*, naopak z pravé nerovnosti plyne, ze
pii volbé smiSené strategie z* hracem 1 nemulze hrac¢ 2 zadnou smiSenou strategii snizit jeho zisk
pod hodnotu z*T Ay*. Predpokladé-li kazdy z obou hraél, ze jeho soupef hraje jak nejlépe je mozné,
je vyslednd hodnota z*7 Ay* prijatelnd pro obé strany, protoze kazdy z hrac¢t vi, ze pii sprévné
hie soupefe nemize ziskat vice. Proto se z*, y* (paklize existuji) nazyvaji optimalnimi smiSenymi
strategiemi a ¢islo 2*7 Ay* se nazyvé cenou hry. Pfedeviim ukazeme, e cena hry nezavisi na volbé
optimalnich smiSenych strategii:

Tvrzeni 3 Jsou-li x*, y* a &, § optimdini smisené strategie, potom z*T Ay* = &7 Ajj.

Dikaz Z definice plyne, ze plati (3.1) a
eT A < #TAg < zT Ay (3.2)

pro kazdé smiSené strategie x, y. Dosazenim z := z*, y := y* do (3.2) a x := &, y := § do (3.1)
dostavame
Z’*TAg S i‘TAg S i‘TAy* S l’*TAy* S :L’*TAg,

z ¢ehoz plyne ze viude plati rovnost a tedy z*7 Ay* = &7 Aj. |

Lpro prehlednost zépisu nevyznaéujeme dimenzi vektoru e; ve vyrazu el z je e € R™, kdezto ve vyrazu el'y je e € R™
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V dalsi ¢asti dokazeme prekvapujici fakt, ze kazdd koneCnd maticovd hra skuteéné ma optimalni
smigené strategie obou hraca.

3.2 Existence optimalnich smiSenych strategii

Oznacme
1 1 1
11 ... 1
E = L i € R™*™,
1 1 1

Véta 19 Pro danou hru zadanou vyplatni matici A, necht A = A+ aF, kde oo = 1 — min a;;. Potom
ij

dvojice dudlnich uloh linedrniho programovdni’
min{e”z; A >e,xz >0} (P
max{e’y; Ay < e,y >0} (D')

mda optimdalni Feseni. Jsou-li xo, yo libovolnd optimdlni Teseni (P’), (D’), potom

* Lo * Yo
- Lyt = 3.3
V=T VT (3-3)

jsou optimalni smisen€ strategie obou hracu,
w= l'*TAy*
je cena hry a pro mnoziny optimdlnich smisenych strategii obou hraci plati

Xopt = {=; ATz > we,eTe =1,z > 0},
Yop = {y; Ay <we,e’y =1,y >0}.

Dtikaz 7Z «a = 1 — min;; a;; plyne a;; + a > mingj a;; + a = 1 pro kazdé i, j, tedy A = A+ aF > 0.
Uloha (D) je pifpustna (y = 0 je piipustné) a pro kazdé jeji pripustné feSeni y a pro kazdé j plati
a1y < (Ay); <1, tedy 0 < y; < a%j’ z Cehoz plyne, ze mnozina piipustnych feseni (D’) je omezend,
proto (D’) mé podle véty 7 optimélni feSeni a podle véty 17 mé i (P’) optimalni feseni.

Necht g, yo jsou optimalni feseni (P’), (D’). Potom podle véty o dualité je eTzg = eTyo a z
—T . y . . y
A" g > e plyne zo # 0, tedy e’'zo > 0, tudiz vektory z*, y* definované vztahy (3.3) jsou nezdporné

;T % _ eTag 1 _ T x . i~ g .
aplati e’ z* = e =1l=ey", tedy jsou to smiSené strategie.

Necht z, y jsou libovolné smiSené strategie. Potom z Ayy < e plyne 2TAy, < ez = 1, tedy
— . —T —T . — —
e Ay* < o7~ a analogicky z A" zo > e plyne y" A"z > €Ty = 1, tj. a0 Ay > 1a a*TAy > -,
celkem

_ 1 _
T * w1
Ay* < = < Ay. 3.4
TAY S = e ST A (3.4)

Aviak o7 Ay* = 2T(A + aE)y* = T Ay" + a(z"e) = «T Ay* + «, analogicky z*" Ay = =T Ay + a,
diky ¢emuz miZeme od matice A prejit k plvodni matici A a z (3.4) tak dostavame

o7 Ay* < *T Ay

2pov&imnéte si, Ze na rozdil od obvyklé formulace je zde transponovana matice v primarni tiloze
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pro kazdou dvojici smiSenych strategii x,y. Nyni, dosazenim za prvé y := y*, za druhé z = z
dostavame odtud
T * *T * *T
T Ayt <z Ayt <z Ay,

tedy podle definice jsou z*, y* optimalni smigené strategie obou hract a w = 2*7 Ay* je cena hry.
Je-li 7 libovoln4 optimé&lni smiSen4 strategie hrace 2, potom z 7 Ajj < w plyne proz = (0,...,1,...,0)T
=1I;, 7e (Af); < w pro kazdé i, tedy Aj < we, a oviem eT§ =1, § > 0, tedy § € Yopt- Naopak, necht
7§ € Yopt- Potom z Ajj < we plyne pro kazdou smigenou strategii z, ze 27 Aj < w(zTe) = w, tedy

2T Aj < w < z*T Ay,
a pro ¢ := x*, y := ¢ dostavdme odsud w = z* Ay, coz znamena, Ze plati
el Aj < 2T Ag < *T Ay
pro kazdé smigené strategie obou hrac¢a a podle definice jsou x*, § optimalni smiSené strategie, tedy

¥ je optimdlni smiSend strategie hrace 2. Tim jsme dokézali, Ze Y,p¢ je mnozina vSech optimélnich
smiSenych strategii hrace 2, podobné X,y pro hrace 1. O

Véta 20 (von Neumann®) KaZdd konecnd maticovd hra md optimdlni smisené strategie obou hrdci.

Dtikaz Plyne piimo z predchozi véty. |

3toto je piivodni von Neumanntv vysledek dokdzany nekonstruktivné v dobé&, kdy je¥té neexistovalo linedrni progra-
movani
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