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Z�kladn�m n�strojem a dominantn� metaforou um�l� inteligence je digit�ln� po��ta�
prov�d�j�c� manipulaci se symboly na z�klad� pravidel� Alternativy k tomuto p	�stupu
k modelov�n� vlastnost� inteligence byly uva�ov�ny ji� ve ���letech� kdy zakladatel�
kybernetiky diskutovali o takov�ch vlastnostech mozku jako je mnohon�sobn� propo�
jen� velk�ho po�tu neuron
� nelokalizovan� ukl�dan� informac� a jejich zpracov�n� bez
centr�ln�ho procesoru a bez pravidel�

Na z�klad� my
lenek McCullocha a Pittse ������� kte	� uva�ovali zjednodu
en�
model mozku prov�d�j�c� logick� dedukce pomoc� vz�jemn�ho propojen� neuron
 reprezen�
tovan�ch sp�na�i s nastaven�mi prahov�mi hodnotami� Rosenblatt a Wightman postavili
v roce ���� prvn� neuropo��ta� Mark I Perceptron� Rosenblatt
v neuropo��ta� byl ses�
taven z v�po�etn�ch jednotek naz�van�ch perceptrony� Perceptron jako�to zjednodu
en�
model neuronu po��t� v��enou sumu sign�l
 p	ich�zej�c�ch na jeho vstupy �v�hy odpov��
daj� s�le synaps��� porovn�v� tuto sumu s prahem a v�sledek je transformov�n ve v�s�
tupn� sign�l pomoc� tzv� aktiva�n� funkce �Rosenblatt pou�il jako aktiva�n� funkci
nespojitou prahovou funkci� roz
�	en� gradientn�ch metod u�en� vedlo pozd�ji k je�
j�mu nahrazen� r
zn�mi spojit�mi aproximacemi tzv� sigmoidami�� Algoritmus u�en�
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spo��val v adaptaci v�hov�ch a prahov�ch parametr
 tak� aby funkce neuropo��ta�e
odpov�dala a� na malou chybu dan� mno�in� dvojic vstup�v�stup�

Meze tehdej
�ch technologick�ch mo�nost� �v�hy Rosenblattova neuropo��ta�e byly
implementov�ny pomoc� potenciometr
 	�zen�ch elektromotory� spole�n� s nespr�vnou
interpretac� teoretick�ho v�sledku �d
kaz� �e jedin� perceptron nen� schopen po��tat
logickou funkci XOR� Minsky � Papert� ����� byl vyu�it jako argument dokazuj�c�
omezen� v�po�etn� schopnosti po��ta�
 slo�en�ch z perceptron
� vedly ke zna�n�mu
poklesu z�jmu o konekcionistick� modely�

K o�iven� z�jmu o neuropo��ta�e do
lo a� v osmdes�t�ch letech d�ky rozvoji tech�
nologie �snadn� p	�stup k rychl�m po��ta�
m� i teorie �znovuobjeven� princip
 samoor�
ganizace ve fyzice a v neline�rn� matematice�� Av
ak v dob�� kdy konekcionismus p	e���
val pouze v takov�ch oborech jako adapt�vn� zpracov�n� sign�l
 nebo biologick� mode�
lov�n�� se poda	ilo Werbosovi� ����� roz
�	it Rosenblatt
v algoritmus u�en� perceptronu
na s�t� slo�en� z v�po�etn�ch jednotek obecn�ho typu� Werbos
v algoritmus zp�tn�ho

�	en�� kter� byl znovuobjeven�mmetody stochastick� regrese studovan� ve statistice od
pades�t�ch let� otev	el mo�nosti efekt�vn�ho u�en� neuronov�ch s�t� mnoha typ
� N�zev
Werbosovy dizertace �Beyond regression v�sti�n� vyjad	uje mo�nosti konekcionistick�
�ch model
� !loha nalezen� optim�ln�ch parametr
 k	ivky dan�ho typu nejl�pe aprox�
imuj�c� ur�itou mno�inu dat je klasick� probl�m� kter� 	e
� nap	�klad line�rn� regrese
nebo Fourierova reprezentace� Av
ak tradi�n� metody se sna�� nal�zt pouze optim�ln�
parametry line�rn� kombinace pevn� dan� mno�iny funkc� �nap	� mno�iny trigono�
metrick�ch funkc� s pevn� dan�mi frekvencemi�� zat�mco algoritmus zp�tn�ho 
�	en�
v procesu optimalizace krom� parametr
 line�rn� kombinace vyb�r� rovn�� nejvhod�
n�j�� mno�inu funkc� �ur�enou vnit	n�m nastaven�m parametr
 v�po�etn�ch jednotek
dan�ho po�tu a typu�� Optimalizace vnit	n�ch parametr
 umo�"uje dosa�en� v�razn�
lep
� aproximace� ne� jak� by bylo mo�no dos�hnout pouh�m line�rn�m kombinov�n�m
jednotek s pevn� dan�mi parametry�

Od po��tku ���let byly konekcionistick� modely s #sp�chem pou�ity pro 	e
en�
mnoha #loh klasi�kace a rozpozn�v�n� tvar
 $ nap	� vokalizace textu �Sejnowski �
Rosenberg� ������ rozpozn�v�n� ru�n� psan�ch znak
 a mluven�ho slova �Burr� �����
a odez�r�n� samohl�sek �Sejnowski � Yuhas� ������

V expertn�ch syst�mech a ve standartn�ch metod�ch rozpozn�v�n� tvar
 je ne�
jobt��n�j
�m krokem nalezen� pravidel �i p	�znak
� na jejich� z�klad� doch�z� ke klasi�
�kaci �i rozhodov�n�� V konekcionistick�ch modelech nejsou ��dn� pravidla ani p	�z�
naky explicitn� implementov�ny do syst�mu $ informaci� kterou p	edstavuj� obsahuje
cel� syst�m �typ jednotek a zp
sob propojen� a jejich parametrizace�� Vhodn� struk�
tura je nalezena pomoc� u�en� syst�mu metodou pokus a omyl $ po ka�d�m omylu jsou
parametry syst�mu pozm�n�ny tak� aby se sn��ila chybamezi aktu�ln�m a po�adovan�m
v�stupem�

Konekcionistick� p	�stup dob	e ilustruje paradigmatick� p	�klad vyu�it� neuronov�
s�t� NETtalk� Sejnowski � Rosenberg ������ jej vytvo	ili pro porovn�n� schopnost�
konekcionistick�ho syst�mu s expertn�m syst�mem� NETtalk pln� stejnou #lohu jako
expertn� syst�m DECtalk $ konverzi gra�ck�ch znak
 na fonetick�� Av
ak zat�mco
DECtalk �te nahlas anglick� text tak� �e na z�klad� slo�it�ch pravidel v�slovnosti
p	i	azuje spr�vn� zvuk �fon�m� posloupnosti � znak
 obsahuj�c� spole�n� s vyslovo�
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van�m znakem rovn�� t	i p	edch�zej�c� a t	i n�sleduj�c� znaky �v�slovnost znaku v an�
gli�tin� z�vis� na kontextu $ viz nap	� prost	edn� �o ve slovech �through a �rough ��
NETtalk se obejde bez explicitn� formulovan�ch pravidel v�slovnosti� Na z�klad� u�en�
na p	�kladech spr�vn� v�slovnosti je NETtalk schopen vyslovovat anglick� text stejn�
dob	e jako DECtalk�

NETtalk vyu��v� pro konverzi psan�ho textu v mluven� slovo dop	ednou neu�
ronovou s�% s ��� vstupn�mi jednotkami �ka�d� ze � znak
 m
�e nab�vat �� hodnot
odpov�daj�c�ch p�smen
m anglick� abecedy a odd�lovac�m znak
m�� Vstupn� vektor
p	edstavuje tedy bin�rn� k&dovan� 	et�zec � znak
 �ten�ho textu� V�stupy s�t� odpov��
daj� �� anglick�m fon�m
m� Ve skryt� vrstv� je �� sigmoid�ln�ch perceptron
 a u�en�
je prov�d�no standartn�m algoritmem zp�tn�ho 
�	en��

NETtalk je bl�zk� lidsk�mu zp
sobu rozpozn�v�n� tvar
� kter� zpravidla nen� prov�zeno
schopnost� explicitn� popsat p	�znaky t�chto tvar
 �i pravidla� na jejich� z�klad� tyto
tvary t	�d�me� Aspirace konekcionismu jsou mnohem skromn�j
� ne� aspirace um�l�
inteligence $ m�sto strojov�ho dokazov�n� matematick�ch v�t se pokou
� napodobit
schopnosti �iv�ch syst�m
 orientovat se v z�plav� smyslov�ch dat� Vych�z� z p	edpok�
ladu� �e velk� mno�stv� vz�jemn� propojen�ch jednoduch�ch procesor
 zvl�dne tyto
#lohy rychleji a l�pe ne� metody zalo�en� na symbolick� reprezentaci a manipulaci se
symboly pomoc� jasn� formulovan�ch pravidel�

��� Dop�edn� neuronov� s	t�

V pr
b�hu minul�ho desetilet� bylo navr�eno mnoho nov�ch typ
 v�po�etn�ch jed�
notek� architektur jejich vz�jemn�ho propojen� a algoritm
 u�en�� V�po�etn� jednotky
pou��van� v t�chto modelech b�vaj� sice st�le �asto naz�v�ny um�l� neurony� ale mnoh�
z nich se v
bec nepodobaj� p
vodn�m prahov�m perceptron
m� Typick� pro sou�asn�
modely neuropo��t�n� nejsou vlastnosti jednotliv�ch v�po�etn�ch jednotek� ale jejich
vz�jemn� propojen� do s�t� a schopnost 	e
it probl�my na z�klad� adaptace �i u�en��
Modely neuropo��t�n� vych�zej� dnes sp�
e z vhodn�ch matematick�ch vlastnost� a
technologick�ch mo�nost� implementace ne� z biologick�ch analogi��

V z�vislosti na zp
sobu vz�jemn�ho uspo	�d�n� v�po�etn�ch jednotek rozli
ujeme
r
zn� typy model
 neuronov�ch s�t�' nap	� Booleovsk� obvody� dop	edn� a rekurentn�
s�t�� Hop�eldovy s�t� a Kohonenovy mapy�

D
le�it�m typem vhodn�m pro #lohy rozpozn�v�n� a klasi�kace jsou dop�edn�
neuronov� s�t�� Z teoretick�ho hlediska m
�eme pova�ovat tyto s�t� za n�stroje na
po��t�n� funkc� na podmno�in�ch v�cedimenzion�ln�ch prostor
� Proto�e v konkr�t�
n�ch aplikac�ch jsou vstupn� vektory v�dy omezen�� �asto se p	i studiu vlastnost� funkc�
po��tateln�ch t�mito s�t�mi omezujeme na funkce de�novan� na d�dimenzion�ln� Euk�
leidovsk� krychli (�� �)d nebo Boolovsk� krychli f�� �gd� Funkce vstup�v�stup dop	edn�
neuronov� s�t� z�vis� na architektu�e s�t� a na parametrech v�po�etn�ch jednotek�

Architektura je d�na typem a po�tem jednotek �nap	� perceptrony nebo radi�ln� jed�
notky�� typem jejich vz�jemn�ho propojen� �jednotky mohou b�t nap	�klad uspo	�d�ny
v n�kolika vrstv�ch tak� �e pouze jednotky v sousedn�ch vrstv�ch jsou propojeny� n�kdy
mohou b�t p	id�na i horizont�ln� propojen� v r�mci t��e vrstvy�� D
le�it�m typem jsou
vrstevnat� s�t�� kde jsou jednotky um�st�ny v n�kolika line�rn� uspo	�dan�ch vrstv�ch
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tak� �e ka�d� jednotka v p	edchoz� vrstv� je propojena s ka�dou jednotkou v n�sledu�
j�c� vrstv�� V prvn� tzv� vstupn� vrstv� jsou vstupn� jednotky� kter� identicky p	en�
ej�
jednotliv� slo�ky vstupn�ho vektoru� Posledn� vrstva se naz�v� v	stupn� a mezilehl�m
vrstv�m se 	�k� skryt�� Nej�ast�ji pou��van�mi typy vrstevnat�ch s�t� jsou s�t� s jednou
nebo se dv�mi skryt�mi vrstvami�

V	po
etn� jednotky po��taj� funkce z�visej�c� na dvou vektorov�ch prom�nn�ch' na
vstupn�m vektoru a na vektoru parametr�� Obecn� tyto jednotky po��taj� funkce tvaru
� ' Rp �Rd �R� kde � odpov�d� typu jednotky� p a d dimenz�m prostoru parametr

resp� vstupn�ho prostoru a R zna�� mno�inu re�ln�ch ��sel �R� zna�� mno�inu nez��
porn�ch re�ln�ch ��sel�� Standartn� typy v�po�etn�ch jednotek jsou line�rn� jednotky�
perceptrony a radi�ln� jednotky �RBF jednotky��

Line�rn� jednotka po��t� v��enou sumu sv�ch vstup
� tj� funkci � ' Rn �Rn tvaru
��w�x� *

Pn
i��wixi * w � x�

Perceptron s aktiva�n� funkc� � ' R � R po��t� funkce tvaru ���v� b��x� *
P��v� b�x� * ��v � x + b� ' Rd�� � Rd � R� kde v � Rd je vstupn� v�hov	 vektor
a b � R je pr�h �bias�� Pd��� * ff ' (�� �)d �R� f�x� *

Pn
i� ��v � x+ b�� n � N��v �

Rd� b � Rg zna�� mno�inu funkc� na (�� �)d� kter� lze po��tat ��perceptronov�mi s�t�m s
libovoln�m po�tem jednotek ve skryt� vrstv� �N� zna�� mno�inu kladn�ch p	irozen�ch
��sel��

Rosenblatt pou�il jako aktiva�n� funkci nespojitou prahovou tzv� Heavisidovu
funkci � ' R �R de�novanou ��t� * � pro v
echna t � � a ��t� * � pro v
echna t � ��
Dnes b�vaj� pou��v�ny jej� spojit� aproximace� tzv� sigmoidy� Term�nem sigmoid�ln�
funkce b�v� zpravidla ozna�ov�na spojit� neklesaj�c� funkce � ' R � R s limitami
limt��� ��t� * � a limt�� ��t� * �� Nej�ast�ji pou��van� sigmoidy jsou logistick�
sigmoida �

��e�t
a hyperbolick� tangens �po vhodn� zm�n� po��tku sou	adnic a m�	�tka

lze jednu obdr�et z druh�� tak�e z teoretick�ho hlediska je jejich pou�it� ekvivalentn���
Radi�ln� �RBF� jednotka s radi�ln� funkc� � ' R � R� po��t� funkce tvaru

���v� b��x� * B��v� b�x� * ��bkx� vk�� kde v � Rd je st�ed� b � R� je ���ka a k�k je
norma na Rd� Bd��� * Bd��� k�k� * ff ' (�� �)d � R� f�x� *

Pn
i�� ��bkx� vk�� n �

N��v � Rd� b � Rg zna�� mno�inu funkc� na (�� �)d� kter� lze po��tat RBF s�t�mi s
radi�ln� funkc� �� Nej�ast�ji pou��vanou radi�ln� funkc� je Gaussova funkce ��t� * e�t

�

�
Sigmoid�ln� perceptrony a RBF jednotky jsou geometricky opa�n�' Perceptrony

aplikuj� sigmoid�ln� funkci na v��enou sumu vstup
� k n�� je p	i�ten pr�h $ odpov��
daj� tedy nelokalizovan	m oblastem vstupn�ho prostoru� kter� rozkl�daj� pomoc� v�ce
�i m�n� rozmazan�ch nadrovin �v z�vislosti na strmosti sigmoidy� na dva poloprostory�
zat�mco radi�ln� jednotky po��taj� vzd�lenost od st	edu� n�sob� ji 
�	kou a pak aplikuj�
radi�ln� funkci $ odpov�daj� tedy lokalizovan	m oblastem� Funkce po��tan� perceptrony
pat	� do t	�dy funkc� naz�van�ch rovinn� vlny nebo t�� h�ebenov� funkce $ jejich hod�
nota je toti� konstantn� pod�l v
ech nadrovin rovnob��n�ch s nulovou nadrovinou a�nn�
funkce v �x+b dan� vnit	n�mi parametry perceptronu vahou v a prahem b� tj� nadrovi�
nou Hv�b * fx � Rd�v � x+ b * �g�

S�t� s jedinou line�rn� v�stupn� jednotkou a s jednou skrytou vrstvou s jednotkami
po��taj�c�mi funkci � se naz�vaj� ��s�t�� ��s�t� po��taj� tedy funkce tvaru

Pn
i��wi��ai� ���

kde ai � Rp jsou parametry ��s�t� a n je libovoln� nez�porn� p	irozen� ��slo �odpov��
daj�c� po�tu jednotek s�t���
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Algoritmy u�en� �nap	� gradientn�� genetick� nebo inkrement�ln�� hledaj� lok�ln�
nebo glob�ln� minima chybov�ch funkcion�l
 ud�vaj�c�ch� jak se li
� po�adovan� funkce
vstup�v�stup od funkce� kterou s�% s konkr�tn�mi parametry po��t�� Chyba se m�	�
pomoc� standartn�ch norem pou��van�ch ve funkcion�ln� anal�ze� Volba normy z�vis�
na konkr�tn� aplikaci s�t�� nap	� na tom� zda je po�adov�na stejn� p	esnost aproxi�
mace pro v
echny vstupn� vektory nebo zda je p	edpokl�d�na n�jak� pravd�podobnost
v�skytu �i d
le�itost n�kter�ch vstup
�

��
 Aproximace v normovan�ch line�rn	ch prostorech

Po��tky teorie aproximace funkc� sahaj� do druh� poloviny ��� stolet�� kdy se Weier�
strass a ,eby
ev zab�vali aproximac� spojit�ch funkc� pomoc� algebraick�ch a trigono�
metrick�ch polynom
� Na z�klad� jejich pr�ce byla postupn� vybudov�na teorie line�rn�
aproximace� tj� aproximace pomoc� funkc� z n�jak�ho kone�n� dimenzion�ln�ho line�rn�ho
podprostoru �nap	� n�dimenzion�ln�ho line�rn�ho prostoru tvo	en�ho v
emi polynomy
stupn� men
�ho ne� n� �viz nap	� Singer� ������ Pokud mno�ina aproximuj�c�ch funkc�
netvo	� line�rn� podprostor �tj� nen� uzav	en� na s��t�n� funkc� nebo na jejich n�soben�
skal�rem�� nemus� platit v�hodn� vlastnosti line�rn� aproximace jako je jednozna�nost
nejlep
� aproximace� spojitost aproxima�n�ho oper�toru apod� Av
ak neline�rn� aprox�
ima�n� mno�iny mohou zaru�it aproximaci s mnohem men
� chybou� ne� jakou lze
dos�hnout line�rn�mi aproxima�n�mimno�inami stejn� slo�itosti� P	�kladem takov� ne�
line�rn� aproxima�n� mno�iny jsou racion�ln� funkce tvaru p

q
� kde p je polynom stupn�

nejv�
e n a q je polynom stupn� nejv�
e m �viz nap	� Braess� ������ Funkce� kter�
lze po��tat neuronov�mi s�t�mi dan�ho typu s nejv�
e n skryt�mi jednotkami rovn��
netvo	� line�rn� podprostor� tak�e zkoum�n� aproximace funkc� neuronov�mi s�t�mi
pat	� do teorie neline�rn� aproximace�

V teorii aproximace funkc� neuronov�mi s�t�mi se zab�v�me aproximac� funkc� z
n�jak�ho vhodn�ho re�ln�ho line�rn�ho prostoru� nej�ast�ji prostoru C�K� v
ech spo�
jit�ch funkc� na n�jak� kompaktn� podmno�in� K � Rd �nej�ast�ji d�dimenzion�ln�

krychli (�� �)d� nebo n�kter�ho z prostor
 Lp�K� * ff ' K � R� �
R
fpd	�

�

p 	 
g pro
p � (��
) �	 zna�� Lebesgueovu m�ru� mohou b�t ale pou�ity i jin� m�ry��

Aproxima�n� chybu m�	�me pomoc� vhodn� normy� zab�v�me se tedy aproximac�
v normovan	ch line�rn�ch prostorech� V prostoru C�K� se zpravidla u��v� supremov�
norma ozna�ovan� k�kC �de�novan� kfkC * supx�K jf�x�j�� v prostorech Lp�K� se

u��vaj� Lp�normy ozna�ovan� k�kp �de�novan� kfkp * �
R
fpd	�

�

p �� Supremov� norma
je vhodn� v p	�pad�� kdy je po�adov�na stejn� p	esnost aproximace pro v
echny vstupn�
vektory� Lp�normy vystihuj� pravd�podobnost v�skytu �i d
le�itost n�kter�ch vstup
�

N�kter� vlastnosti aproximace funkc� je vhodn� formulovat pro obecn� normovan�
line�rn� prostory spl"uj�c� ur�it� p	edpoklady� nap	� pro Banachovy nebo Hilbertovy
prostory a pro striktn� konvexn� prostory�

P	ipome"me� �e Banach�v prostor je normovan� line�rn� prostor� kter� je #pln� a
Hilbert�v prostor je Banach
v prostor� jeho� norma je generov�na skal�rn�m sou�inem�
tj� kfk *

p
f � f � P	�kladem Hilbertova prostoru je kone�n� dimenzion�ln� Euklei�

dovsk� prostor Rd s l��normou kxk� *
qPd

i�� x
�
i a prostor L��K� s normou kfk� *

�



qR
f�d	�
Br�k�k� zna�� kouli o polom�ru r vzhledem k norm� k�k� tj� Br�k�k� * ff �

X� kfk 	 rg� Normovan� line�rn� prostor je striktn� konvexn�� jestli�e pro x� y � X

takov�� �e x �* y a kxk * kyk * � plat� kx�y
�
k � � �to znamen�� �e jednotkov� koule

B��k�k� nem� rovn� plochy�� Nap	� ka�d� Hilbert
v prostor je striktn� konvexn��
Podmno�ina normovan�ho line�rn�ho prostoru� kter� m� tu vlastnost� �e pomoc�

jej�ch prvk
 lze s libovolnou p	esnost� aproximovat ka�dou funkci z tohoto prostoru�
se naz�v� hust�� Pro matematickou de�nici pojmu hustoty pot	ebujeme topologick�
pojem uz�v�ru mno�iny Y � X ozna�ovan� cl Y ' f � cl Y � jestli�e pro v
echna 
 � �
existuje g � Y takov�� �e kf � gk � 
� Podmno�ina Y � X je tedy hust�� jestli�e
cl Y * X�

Je�li G podmno�ina line�rn�ho prostoru X� pak line�rn� obal G ozna�ovan� spanG

je mno�ina v
ech line�rn�ch kombinac� prvk
 G� tj� spanG * fPn
i�� wigi�wi � R� gi �

G�n � N�g� spannG zna�� mno�inu v
ech line�rn�ch kombinac� nejv�
e n prvk
 G�
tj� spannG * fPn

i��wigi�wi � R� gi � Gg� conv G zna�� konvexn� obal mno�iny G�
tj� mno�inu v
ech konvexn�ch kombinac� jej�ch prvk
� tj� conv G * fPn

i�� aigi� ai �
(�� �)�

Pn
i�� ai * �� n � N�g� convnG zna�� mno�inu v
ech konvexn�ch kombinac� nejv�
e

n prvk
 G� tj� convnG * fPn
i�� wigi�wi � (�� �)�

Pn
i�� wi * �� gi � Gg�

V prostoru C�(�� �)d� je tedy mno�ina funkc�� kter� lze po��tat P��s�t�mi rovna
mno�in� span P��

Teorie aproximace studuje vlastnosti chybov�ch funkcion�l
 ud�vaj�c�ch chybu aprox�
imace m�	enou pomoc� vzd�lenosti od mno�iny aproximuj�c�ch funkc�� Pro podmno�inu
Y normovan�ho line�rn�ho prostoru �X� k�k� je chybov� funkcion�l eY ' X � R� de��
nov�n formul� eY �f� * kf�Y k * infg�Y kf�gk� P	ipome"me� �e pro ka�dou mno�inu
Y je eY spojit� zobrazen�� kter� ale nemus� b�t line�rn�� dokonce ani v p	�pad�� kdy Y

je kone�n� dimenzion�ln�m line�rn�m podprostorem X �viz Singer� ������
Mno�ina t�ch prvk
 Y � kter� jsou nejbl��e k dan� funkci f � X se naz�v� projekce f

na Y a je ozna�ov�na PY �f� * fg � Y � kf � gk * kf �Y kg� Mno�inov� zobrazen� PY '
X � P�Y �� kde P�Y � zna�� mno�inu v
ech podmno�in Y � p	i	azuj�c� ka�d�mu prvku f
prostoru X jeho projekci na Y se naz�v� metrick� projekce nebo jen projekce X na Y �
Jestli�e PY �f� je pro v
echna f � X nepr�zdn�� potom Y se naz�v� proximin�ln� �nebo
t�� existen
n� mno�ina�� jestli�e pro v
echna f � X je projekce PY �f� jednobodov��
pak se Y naz�v� Cheby�evova mno�ina� V tomto p	�pad� ozna�ujeme pY ' X � Y

jednozna�n� de�novan� projek
n� zobrazen� z X do Y �
Nech% A ' X � P�Y � je mno�inov� zobrazen�� V	b�r z A je zobrazen� � ' X � Y

takov�� �e pro v
echna f � X plat� ��f� � A�f�� Zobrazen� p ' X � Y � kter�
je v�b�rem z PY � se naz�v� oper�tor nejlep�� aproximace pomoc� prvk
 mno�iny Y �
Mno�ina Y je tedy proximin�ln� pr�v� tehdy� kdy� m� oper�tor nejlep
� aproximace�
a je ,eby
evova pr�v� tehdy� kdy� je takov� oper�tor jedin�� Spojit	 v	b�r z PY je
oper�tor nejlep
� aproximace� kter� je spojit� v ka�d�m f � X�

V teorii aproximace nesta�� studovat aproximaci jedn� funkce� ale je t	eba posou�
dit vhodnost aproxima�n�ho schematu pro aproximaci cel� mno�iny funkc� �zpravidla
mno�iny funkc� maj�c�ch shora omezenou n�kterou z norem� nap	� Sobolevovu normu
omezuj�c� velikost parci�ln�ch derivac��� Vhodnost aproxima�n� mno�iny lze m�	it
chybou aproximace nejhor
�ho p	�padu� tj� nejh
	e aproximovan� funkce� co� vysti�

�



huje pojem odchylky 
deviace� mno�iny funkc�� kter� maj� b�t aproximov�ny� B � X

od mno�iny aproximuj�c�ch funkc� Y � Odchylka B od Y je de�nov�na 
�B�Y � *
supf�B kf � Y k�

� Univerz�ln� aproximace

Matematick� teorie aproximace funkc� pomoc� neuronov�ch s�t� teoreticky zd
vodnila
#sp�
n� vyu�it� t�chto s�t� v 
irok�m spektru aplikac� t�m� �e uk�zala� �e neuronov�
s�t� mnoha typ
 jsou �univerz�ln� v tom smyslu� �e mohou b�t nastaveny na z�klad�
vhodn�ch u��c�ch algoritm
 pro takov� #lohy rozpozn�v�n� obrazc
 �i klasi�kace� kter�
lze formulovat jako zobrazen� mezi podmno�inami v�cedimenzion�ln�ch prostor
� Mezi
univerz�ln� s�t� pat	� nejen s�t� v
ech standartn�ch architektur u��van� v sou�asn� dob�
v aplikac�ch� ale i mnoh� dal
�� kter� doposud nebyly pou��v�ny�

��� Univerz�ln	 aproximace pro perceptronov� a radi�ln	 s	t�

Prvn� teoretick� ot�zka t�kaj�c� se dan�ho typu architektury neuronov� s�t� je� zda�li
dostate�n� velk� s�% tohoto typu je schopna po��tat s po�adovanou p	esnost� libovolnou
funkci� kter� se m
�e vyskytnout v aplikac�ch� V terminologii neuronov�ch s�t� se tato
schopnost t	�dy neuronov�ch s�t� naz�v� univerz�ln� aproxima
n� vlastnost�

Matematicky lze univerz�ln� aproxima�n� vlastnost de�novat pomoc� topologick�ho
pojmu hustoty v n�kter�m ze standartn�ch normovan�ch line�rn�ch prostor
� Vzhledem
k tomu� �e v praktick�ch #loh�ch jsou vstupn� vektory v�dy omezen�� sta�� studovat
hustotu mno�in funkc� vstup�v�stup de�novan�ch na n�jak�m omezen�m a uzav	en�m
�tj� kompaktn�m� podprostoru Rd� kde d odpov�d� po�tu vstupn�ch jednotek� Ne�
j�ast�ji jsou v�sledky formulov�ny pro funkce de�novan� na (�� �)d�

T	�da neuronov�ch s�t� m� univerz�ln� aproxima�n� vlastnost� jestli�e pro ka�d�
kladn� p	irozen� ��slo d je mno�ina funkc�� kter� lze po��tat s�t�mi z t�to t	�dy s
d vstupn�mi jednotkami a s libovoln�m po�tem skryt�ch jednotek� hust� v mno�in�
C�(�� �)d� nebo Lp�(�� �)d��

N�sleduj�c� v�ta o redukci vstupn� dimenze dok�zan� Stinchcombem a Whitem
������ ukazuje� �e pro perceptronov� s�t� sta�� ov�	it univerz�ln� aproxima�n� vlastnost
pouze pro s�t� s jednou vstupn� jednotkou�

V�ta ��� Nech� � ' R � R je libovoln� funkce� Potom P���� je hust� v C�(�� �)�
pr�v� kdy� pro ka�d� kladn� p�irozen� 
�slo d je Pd��� hust� v C�(�� �)d��

D
kaz t�to v�ty je zalo�en na existenci aktiva�n� funkce ur�it�ch vhodn�ch vlast�
nost� $ funkci exp� Mno�ina funkc�� kter� lze po��tat perceptronov�mi s�t�mi s touto
aktiva�n� funkc� Pd�exp� toti� pro v
echna kladn� p	irozen� ��sla d spl"uje p	edpoklady
Stone�Weierstrassovy v�ty o hustot� mno�in funkc��

Stoneovo roz
�	en� klasick�Weierstrassovy v�ty o hustot� polynom
 d�v� dv� posta�u�
j�c� podm�nky pro to� aby mno�ina spojit�ch funkc� A na kompaktn� podmno�in�
K prostoru Rd byla hust� v prostoru C�K� se supremovou normou' prvn� z nich
po�aduje� aby A byla algebra �tj� aby byla uzav	en� na s��t�n� a n�soben� funkc���

�



druh� po�aduje� aby A odd�lovala body K �tj� aby pro ka�d� dva r
zn� body x� y � K

existovala funkce f � A takov�� �e f�x� �* f�y� ��
Mno�iny funkc�� kter� lze po��tat ��s�t�mi� jsou v�dy uzav	en� na s��t�n�� pro mnoh�

funkce � t�� odd�luj� body� ale neb�vaj� uzav	en� na n�soben�� Pouze v p	�pad� per�
ceptron
 s exponencielou jako aktiva�n� funkc� tvo	� mno�ina Pd�exp� pro libovoln� d
algebru a tedy je dle Stone�Weierstrassovy v�ty hust� v C�(�� �)d��

Jestli�e P���� je hust� v C�(�� �)�� lze pomoc� funkc� z P���� aproximovat s libo�
volnou p	esnost� funkci exp� Pomoc� superpozice t�to aproximace lze uk�zat� �e pro
libovoln� d je Pd��� hust� v Pd�exp� a tedy je hust� i v C�(�� �)d��

Stone�Weierstrassova v�ta o hustot� polynom
 je standartn�m n�strojem pro ov�	ov�n�
hustoty mno�in spojit�ch funkc�� Hornik� Stinchcombe � White ������ ji pou�ili pro
d
kaz univerz�ln� aproxima�n� vlastnosti s�t� s jednou skrytou vrstvou sigmoid�ln�ch
perceptron
� Stone�Weierstrassovu v�tu rovn�� vyu�ili Leshno et al� ������� kte	�
v�sledek Hornika et al� roz
�	ili a podali #plnou charakterizaci aktiva�n�ch funkc�� pro
kter� perceptronov� s�t� maj� univerz�ln� aproxima�n� vlastnost� Uk�zali� �e univerz�ln�
aproxima�n� vlastnost nen� omezena na perceptronov� s�t� se sigmoid�ln� aktiva�n�
funkc� vych�zej�c� z biologick� motivace $ s v�jimkou polynom
 zaru�� univerzalitu
t�m�	 jak�koliv aktiva�n� funkce�

V�ta ��� Nech� � ' R � R je lok�ln� omezen� po 
�stech spojit� funkce� Potom
Pd��� je hust� v C�(�� �)d� pro v�echna kladn� p�irozen� 
�sla d pr�v� kdy� � nen�
algebraick	 polynom�

D
kaz t�to v�ty vyu��v� mo�nost vyj�d	it v
echny mocniny� tj� funkce xk� jako lim�
ity parci�ln�ch derivac� dostate�n� vysok�ho 	�du vzhledemk prom�nn� v funkce ��vx+
b� �za p	edpokladu� �e � je analytick� funkce� kter� nen� polynomem� a na pozorov�n��
�e formule de�nuj�c� parci�ln� derivaci vzhledemk parametru v lim���

����v���x�b����vx�b�
�

je limitou posloupnosti funkc�� kter� lze po��tat perceptronov�mi s�t�mi s aktiva�n�
funkc� �� T�mito s�t�mi lze tedy aproximovat s libovolnou p	esnost� funkci �k��vx�b�

�vk
*

xk��k��vx+b�� Pokud � nen� polynom� derivace jak�hokoliv 	�du funkce � nem
�e b�t
identicky rovna nule� Po dosazen� parametr
 v * � a bk� pro kter� ��k��bk� * ck �* ��
dostaneme posloupnost s�t�� kter� aproximuj� funkci ckxk� Jestli�e v
echny mocniny
mohou b�t aproximov�ny s�t�mi dan�ho typu� pak polynomy� kter� jsou line�rn�mi
kombinacemi mocnin� mohou b�t aproximov�ny s�t�mi� kter� jsou line�rn� superpozic�
s�t� po��taj�c�ch mocniny� Jestli�e lze pomoc� funkc� z P��� aproximovat s libovolnou
p	esnost� v
echny polynomy a pomoc� polynom
 v
echny spojit� funkce na (�� �)d� je
Pd��� hust� v C�(�� �)d�

Hornik ������ si pov
iml� �e d
kaz� kter� podali Leshno et al� plat� i tehdy� jsou�
li v
echny parametry s�t� omezeny shora� a to dokonce libovoln� malou konstantou�
To znamen�� �e univerz�ln� aproxima�n� vlastnost plat� i pro perceptronov� s�t� s
omezen�mi vahami �pokud je aktiva�n� funkce nepolynomi�ln� a analytick���

Av
ak parametry s�t� nemohou b�t omezen� sou�asn� zdola i shora $ k tomu aby�
chom zachovali hustotu� je toti� t	eba� aby mno�ina parametr
 skryt�ch jednotek m�la
bu-to kone�n� nebo nekone�n� akumula�n� bod�

Dal
� standartn� metoda ov�	ov�n� hustoty mno�in funkc� je zalo�ena na Hahn�
Banachov� v�t�' sta�� ov�	it� �e ka�d� line�rn� funkcion�l� kter� je nulov� na t�to

�



mno�in�� mus� b�t roven nule na cel�m line�rn�m prostoru� Tuto metodu pou�il pro
d
kaz univerz�ln� aproxima�n� vlastnosti sigmoid�ln�ch perceptronov�ch s�t� Cybenko
������� Jin� metody d
kazu hustoty perceptronov�ch s�t� jsou zalo�eny na vhodn�ch
funkcion�ln�ch reprezentac�ch $ nap	� integr�ln� reprezentace jako Radonova trans�
formace �Carroll � Dickenson� ����� nebo Kolmogorova reprezentace spojit�ch funkc�
n�kolika prom�n�ch pomoc� superpozice spojit�ch funkc� jedn� prom�nn� �K.urkov/a�
������

A�koliv d
kazov� technika v�
e uveden� v�ty o redukci vstupn� dimenze neumo�"uje
roz
�	en� na s�t� s radi�ln�mi jednotkami� pro mnoh� radi�ln� funkce lze odvodit uni�
verz�ln� aproxima�n� vlastnost radi�ln�ch s�t� pomoc� konvoluc�� kter� lze pou��t pro
v
echny vstupn� dimenze� Girosi � Poggio ������ dok�zali univerz�ln� aproxima�n�
vlastnost pro Gaussovsk� radi�ln� s�t� a Park � Sandberg ������ roz
�	ili jejich v�sledek
na dal
� radi�ln� funkce� D
kaz n�sleduj�c� v�ty je zalo�en na klasick� metod� aproxi�
mace funkc� pomoc� posloupnosti konvoluc� s j�dry� kter� konverguj� k Diracov� delta
funkci�

V�ta ��� Pro ka�d� kladn� p�irozen� 
�slo d a pro ka�dou funkci � ' R � R� kter�
m� kone
n	 nenulov	 integr�l a pro ka�dou normu k�k on Rd je Bd��� k�k� hust� v
C�Rd��

Univerz�ln� aproxima�n� vlastnost dokonce plat� i pro Gaussovsk� radi�ln� s�t� s
pevnou konstantn� 
�	kou �prom�nn� jsou pouze parametry odpov�daj�c� st	ed
m a
v�stupn�m vah�m� $ pomoc� vlastnost� Hermitovsk�ch polynom
 ji dok�zal Mhaskar
�������

��� Nejlep�	 aproximace a reprezentace funkc	 s kone
n�m

de�ni
n	m oborem

V praktick�ch aplikac�ch neuronov�ch s�t� je velikost parametr
 a po�et jednotek s�t�
v�dy omezen�� Nech% Pd��� n� c�� Bd��� n� c�� resp�� zna�� mno�inu funkc�� kter� lze
po��tat perceptronov�mi� radi�ln�mi� resp�� s�t�mi s jednou skrytou vrstvou s akti�
va�n�� radi�ln� resp�� funkc� � s nejv�
e n skryt�mi jednotkami a se v
emi parametry
omezen�mi shora konstantou c� tj� spl"uj�c�mi jwij 	 c� jbij 	 c a kvik 	 c pro v
echna
i * �� � � � � n�

N�sleduj�c� v�ta �K.urkov/a� ����� ukazuje� �e mno�iny funkc�� kter� lze po��tat
s�t�mi s jednou skrytou vrstvou s omezen�mpo�tem jednotek i velikost� parametr
 jsou
proximin�ln� v prostorech C�(�� �)d�� To znamen�� �e existuje glob�ln� minimum chy�
bov�ho funkcion�lu� V terminologii teorie aproximace funkc� se tato vlastnost naz�v�
vlastnost nejlep�� aproximace�

V�ta ��� Pro libovoln� kladn� p�irozen� 
�sla d� n� pro ka�d� re�ln� 
�slo c a pro ka��
dou omezenou spojitou funkci � ' R � R� � ' R �R�� resp�� je mno�ina Pd��� n� c��
Bd��� n� c�� resp�� proximin�ln� podmno�ina C�(�� �)d��

Neuronov� s�t� b�vaj� pou��v�ny pro aproximaci funkc� dan�ch kone�n�mi mno�i�
nami dvojic vstup�v�stup� Jedn� se tedy o funkce s kone�n�m de�ni�n�m oborem
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a proto se na n� vztahuj� v�sledky teorie interpolace� Tyto v�sledky ukazuj�� �e
v p	�pad� funkc� de�novan�ch pouze na kone�n� podmno�in� Rd m
�eme nahradit
univerz�ln� aproximaci p	esnou reprezentac�� Jeden z hlavn�ch v�sledk
 interpola�n�
teorie� Micchelliho v�ta �Micchelli� ������ ukazuje� �e ka�d� re�ln� funkce na kone�n�
podmno�in� Rd m
�e b�t interpolov�na line�rn� kombinac� Gaussovsk�ch funkc� s
vhodn� nastaven�mi st	edy a 
�	kami� V terminologii neuronov�ch s�t� to znamen��
�e ka�d� funkce s kone�n�m de�ni�n�m oborem m
�e b�t p	esn� reprezentov�na s�t�
s Gaussovsk�mi radi�ln�mi jednotkami� Obdobn� v�sledek pro sigmoid�ln� percep�
tronov� s�t� dok�zal Ito ������� Av
ak tyto p	esn� reprezentace vy�aduj� line�rn� kom�
binaci stejn� velk�ho po�tu funkc� jako je de�ni�n� obor reprezentovan� funkce� co� v
p	�pad� neuronov�ch s�t� znamen� stejn� po�et jednotek ve skryt� vrstv� jako je po�et
dvojic dat vstup�v�stup�

Vybudov�n� interpola�n� teorie bylo motivov�no pot	ebou sestrojovat povrchy ur�it�ch
vhodn�ch vlastnost� tak� aby proch�zely dan�mmal�mpo�tem bod
� P	esto�e v�sledky
t�to teorie plat� pro libovoln� kone�n� po�et bod
� jejich vyu�it� v oblasti neuronov�ch
s�t� je zna�n� omezeno� nebo% konstrukce s�t� se stejn�m po�tem skryt�ch jednotek
jako je po�et dvojic vstup�v�stup v p	�pad� velk�ch mno�in dat nar��� na meze dan�
implementac�� S�t�mi s men
�m po�tem jednotek je mo�no z�skat pouze aproximaci�
jej�� p	esnost lze odhadnout pomoc� obdobn�ch metod jako pro funkce s nekone�n�m
de�ni�n�m oborem�

� Odhady rychlosti aproximace

Univerzalita nem
�e b�t nikdy dosa�ena v r�mci prakticky realizovateln�ch mez� slo�i�
tosti� Ka�d� univerz�ln� v�po�etn� model ur�uje jinou hierarchii slo�itosti v�po�etn�ch
#loh� Slo�itost neuronov�ch s�t� lze m�	it pomoc� r
zn�ch m�r slo�itosti de�novan�ch
na z�klad� mo�nost� implementace� V p	�pad� simulace s�t� na klasick�ch po��ta��ch je
d
le�itou m�rou slo�itosti po�et jednotek s�t��


�� Line�rn	 a neline�rn	 aproximace

V teorii aproximace funkc� je studov�na rychlost konvergence aproxima�n� chyby vy�
pov�daj�c� o z�vislosti p	esnosti aproximace na slo�itosti aproximuj�c� funkce� Pokud
aproximuj�c� funkce pat	� do n�jak� parametrick� mno�iny funkc�� pak lze slo�itost
aproximuj�c�ch funkc� m�	it d�lkou vektoru parametr
 �odpov�daj�c�ho nap	� stupni
polynomu nebo racion�ln� funkce� po�tu uzl
 splinu nebo po�tu skryt�ch jednotek v
neuronov� s�ti�� Takov� parametrick�mno�inymohou b�t reprezentov�ny jako posloup�
nosti navz�jem do sebe vno	en�ch mno�in funkc� s postupn� rostouc� d�lkou paramet�
rick�ch vektor
� V tradi�n�ch aproxima�n�ch schematech �jako jsou polynomy nebo
	ady funkc�� tvo	� tyto mno�iny do sebe vno	en� line�rn� podprostory rostouc� di�
menze� Aproximac� pomoc� funkc� z line�rn�ch podprostor
 se zab�v� teorie line�rn�
aproximace�

Je�li fYn�n � N�g posloupnost do sebe vno	en�ch podmno�in normovan�ho line�rn�ho
prostoru �X� k�k�� pak rychlost aproximace funkce f pomoc� fYn�n � N�g je m�	ena

��



pomoc� rychlosti poklesu hodnoty chybov�ch funkcion�l
 eYn�f�� Rychlost aproximace
mno�iny funkc� K je charakterizov�na chybou nejh
	e aproximovan� funkce odpov�da�
j�c� odchylce 
�K�Yn� * supf�K eYn�f� * kf � Ynk�

Pokud je
S
n�N�

Yn hust� podmno�ina X� m�me sice teoreticky zaru�eno� �e pro
ka�dou funkci f posloupnost eYn�f� konverguje k �� ale pro praktick� aplikace je t	eba�
aby tato konvergence byla dostate�n� rychl�� tj� aby po�adovan� p	esnost aproximace
byla dosa�ena pro takov� n� pro kter� je je
t� mo�n� v
echny funkce z mno�iny Yn
implementovat�

V p	�pad� funkc� n�kolika prom�nn�ch� tj� kdy� mno�ina aproximovan�ch funkc�
je tvo	ena funkcemi na Rd� se st�v�� �e odchylka je 	�dov� O� �

d
p
n
�� To znamen��

�e pro dosa�en� p	esnosti aproximace 
 pro v
echny funkce z aproximovan� mno�iny

je t	eba pou��t aproximuj�c� funkce slo�itosti 	�dov�
�
�
�

�d
� Slo�itost tedy z�vis� na d

exponencion�ln�� Tento jev se naz�v� �proklet� dimenzionality � nebo% omezuje u�it�
takov� aproxima�n� metody na funkce mal�ho po�tu prom�nn�ch�

Je zn�mo� �e k exponencion�ln� z�vislosti slo�itosti aproximuj�c�ch funkc� na po�tu
prom�nn�ch doch�z� p	i line�rn� aproximaci mnoha mno�in funkc� �viz Pinkus� ������
Pro neline�rn� aproxima�n� mno�iny sice neplat� mnoh� z v�hodn�ch vlastnost� �jako
nap	� jednozna�nost� spojitost� homogeneita� projek�n�ch oper�tor
 do line�rn�ch pod�
prostor
� ale tato ztr�ta je v n�kter�ch p	�padech kompenzov�na v�razn�m zlep
en�m
rychlosti aproximace� n�kdy dokonce bez exponencion�ln� z�vislosti slo�itosti aprox�
imuj�c�ch funkc� na po�tu prom�nn�ch�

Aproximace dop	edn�mi neuronov�mi s�t�mi pat	� do oblasti neline�rn� aproxi�
mace� Nap	�klad mno�iny funkc�� kter� lze po��tat neuronov�mi s�t�mi s jednou line�rn�
v�stupn� jednotkou netvo	� line�rn� prostor� jsou toti� sjednocen�m mnoha line�rn�ch
podprostor
 �v
ech kone�n� dimenzion�ln�ch prostor
 generovan�ch funkcemi� kter�
po��taj� v�po�etn� jednotky ve skryt� vrstv���

Jestli�e G� * f��a� �� ' Rd � R�a � Rpg je parametrick� mno�ina funkc� odpov��
daj�c� typu v�po�etn� jednotky� potom ��s�% s n jednotkami ve skryt� vrstv� je schopna
po��tat jako funkce vstup�v�stup v
echny line�rn� kombinace n funkc� z mno�iny
G�� tj� v
echny funkce z mno�iny spannG�� Tato mno�ina je sjednocen�m v
ech
n�dimenzion�ln�ch podprostor
 generovan�ch n�ticemi prvk
 G� a je mnohem v�t
�
ne� jedin� n�dimenzion�ln� podprostor� Lze tedy o�ek�vat� �e pro n�kter� t	�dy funkc�
bude rychlost konvergence p	i aproximaci neuronov�mi s�t�mi v z�vislosti na po�tu
prvk
 n v�razn� rychlej
� ne� v p	�pad� aproximace funkcemi pouze z jednoho n�
dimenzion�ln�ho line�rn�ho podprostoru� V 	ad� aplikac� byly skute�n� s pot	ebnou
p	esnost� aproximov�ny funkce n�kolika stovek prom�nn�ch s�t�mi s mal�m po�tem
jednotek �viz nap	� Sejnowski � Rosenberg� ����� Sejnowski � Yuhas� ������


�� Variace vzhledem k mno�in� funkc	

Popsat vlastnosti mno�in funkc� mnoha prom�nn�ch� kter� lze aproximovat neuronov�mi
s�t�mi s jednotkami dan�ho typu� jejich� po�et neroste exponencion�ln� v z�vislosti na
po�tu prom�nn�ch� je mo�n� pomoc� normy �
it� ma m�ru typu jednotek neuronov�
s�t��

Pro ��s�t� je rychlost kles�n� aproxima�n� chyby nejh
	e aproximovan� funkce z

��



mno�inyK m�	ena odchylkou 
�K� spannG�� mno�inyK od mno�iny spannG� odpov��
daj�c� mno�in� funkc� vstup�v�stup ��s�t� s n jednotkami� Na z�klad� n�sleduj�c� v�ty�
kter� je Barronov�m ������ up	esn�n�m Jonesova ������ v�sledku� lze pro mno�iny K
spl"uj�c� ur�it� podm�nky odvodit horn� odhad t�to odchylky kter� je 	�dov� O� �p

n
�

nez�visle na po�tu prom�nn�ch� V�ta je formulov�na pro aproximaci funkcemi z
mno�iny convnG * fPn

i�� aigi� ai � (�� �)�
Pn

i�� ai * �g� av
ak plynou z n� d
sledky
pro aproximaci pomoc� fspannG�n � N�g�

V�ta ��� Nech� �X� k�k� je Hilbert�v prostor� b kladn� re�ln� 
�slo a G podmno�ina
X takov�� �e pro ka�d� g � G kgk 	 b� Potom pro ka�dou f � cl conv G a pro ka�d�

kladn� p�irozen� 
�slo n plat� kf � convnGk 	
q

b��kfk�
n

�

Jones�Barronova v�ta d�v� horn� odhad rychlosti aproximace pomoc� posloupnosti
mno�in fconvnG�n � N�g a to pouze pro funkce v konvexn�m uz�v�ru mno�iny G�
Pokud mno�ina G nen� uzav	en� na n�soben� skal�rem� je mno�ina conv G vlastn�
podmno�inou mno�iny spanG� obdobn� t�� cl conv G je vlastn� podmno�inou cl spanG�
tak�e hustota mno�iny spanG �tj� cl spanG * X� nezaru�uje� �e v
echny prvky X

spl"uj� p	edpoklady v�ty V�ty ���� Pokud ale chceme odhadnout rychlost aproximace
pomoc� posloupnosti fspannG�n � N�g� m
�eme postupn�m zv�t
ov�n�m mno�iny G
t�m� �e p	id�v�me n�sobky v
ech jej�ch prvk
 skal�ry a� do velikosti c �tj� G nahrad�me
mno�inou G�c� * fwg� jwj 	 c� g � Gg�� doc�lit toho� �e libovoln� prvek mno�iny
spanG lze vyj�d	it pro dostate�n� velk� c jako prvek mno�iny conv G�c�� Plat� toti�
spanG *

S
c�R�

conv G�c�� Pro ka�d� c � � takto odhadneme rychlost aproximace
mno�inami convnG�c�� vzhledem k tomu� �e convnG�c� � spannG� dostaneme tak
horn� odhad pro v
echna f � Sc�R�

cl conv G�c��
Jones�Barronovu v�tu tedy m
�eme aplikovat i na funkce� kter� nejsou v konvexn�m

uz�v�ru mno�inyG� ale kter� jsou v konvexn�m uz�v�ru mno�inyG�c� pro n�jak� c � ��
pak ov
em konstanta b ve jmenovateli horn�ho odhadu mus� b�t vyn�sobena c� Nej�
men
� c� kter� sta�� pro danou funkci f k tomu� aby f � cl conv G�c�� m
�eme charak�
terizovat pomoc� normy �
it� na m�ru mno�in� G �nap	�klad mno�in� G� obsahuj�c�
funkce� kter� po��taj� jednotky neuronov� s�t���

P	ipome"me� �e ka�d� norma je jednozna�n� ur�en� svou jednotkovou koul�' je�li
toti� B��k�k� * ff � X� kfk 	 �g jednotkov� koule vzhledem k norm� k�k� potom
pro ka�d� f � X plat� kfk * inff	 � R�� ��f � B��k�k�g� M��li tedy mno�ina
B � X v
echny vlastnosti jednotkov� koule� m
�eme pomoc� formule kfk * inff	 �
R�� ��f � Bg de�novat normu k�k na line�rn�m prostoru X �tato formule se naz�v�
Minkowsk�ho funkcion�l mno�iny B�� K tomu� aby mno�ina mohla b�t jednotkovou
koul� n�jak� normy� mus� b�t tato mno�ina uzav	en�� konvexn� a balancovan�� tj� mus�
platit cl B * B� conv B * B a 	g � B pro v
echna 	 � (��� �) a v
echna g � B�

Norma nazvan� G�variace �variace vzhledem k mno�in� G� je de�nov�na jako
Minkowsk�ho funkcion�l uzav	en� konvexn� balancovan� mno�iny cl conv G���� G�
variace je tedy norma na podprostoru ff � X� kfkG �
g � X� Snadno lze ov�	it� �e
kfkG * inffc � �� f � cl conv G�c�g a �e pro ka�d� f � X plat� kfk 	 kfkG supg�G kgk�

Pojem variace zavedl Barron ������ pro mno�imu charakteristick�ch funkc� polo�
prostor
 odpov�daj�c� mno�in� funkc�� kter� po��taj� perceptrony s nespojitou prahovou

��



aktiva�n� funkc�� Nazval tento funkcion�l variace vzhledem k poloprostor�m� proto�e
pro funkce jedn� prom�nn� se tento pojem a� na konstantn� faktor shoduje s pojmem
tot�ln� variace studovan� v teorii integrace� K.urkov/a ������ zavedla obecn� pojem
variace vzhledem k mno�in� funkc� G neboli G�variaci�

Pokud je mno�ina funkc� G ortonorm�ln� b�z� separabiln�ho Hilbertova prostoru
�X� k�k�� pak je G�variace rovna l��norm� vzhledem k t�to b�zi� tj� je�li f *

P
g�G f �

g� pak plat� kfkG *
P

g�G jf � gj� Nap	�klad variace vzhledem k Fourierov� b�zi je
spektr�ln� norma� Pojem G�variace je tedy krom� zobecn�n� pojmu tot�ln� variace
tak� zobecn�n�m pojmu l��normy�

N�sleduj�c� v�ta je ekvivalentem Jones�Barronovy v�ty formulovan�m pomoc� po�
jmu G�variace �K.urkov/a� ����� ������ G� zna�� mno�inu normalizovan�ch prvk

mno�iny G� tj� G� * f g

kgk� g � Gg �pou��v�me ji zde proto� abychom nemuseli kon�
stantu ve jmenovateli n�sobit supg�G kgk ��

V�ta ��� Nech� �X� k�k� je Hilbert�v prostor a G je jeho podmno�ina� Potom pro

v�echna f � X a pro ka�d� kladn� p�irozen� 
�slo n plat� kf � spannGk 	 kfk�
G�
�kfk�
n

�

Jones
v d
kaz i Barronova modi�kace tohoto d
kazu jsou konstrukt�vn� $ jsou
zalo�eny na horn�m odhadu chyby kf�convnGk vyj�d	en�m pomoc� rekurz�vn� formule�
Stejn� horn� odhad kf �convnGk jako v Jones�Barronov� v�t� odvodil Maurey pomoc�
pravd�podobnostn�ho argumentu �viz Barron� ����� pova�uj�c�ho reprezentace funkce f
jako�to prvku mno�iny conv G� f *

Pm
i�� aigi� za kone�n� pravd�podobnostn� rozd�len�

na mno�in� G de�novan� P �g * gi� * ai� Je�li fn *
Pn

j��
�
n
hj n�hodn� prom�nn�

odpov�daj�c� barycentru n�tice prvk
 G vybran�ch z G s pravd�podobnost� P � pak lze
uk�zat �e st	edn� hodnota kf � fnk� je omezen� shora b��kfk�

n
� Mus� tedy existovat

n�jak� n�tice h�� � � � � hn � G takov�� �e kf �Pn
j��

�
n
hjk 	

q
b��kfk�

n
� Roz
�	en� tohoto

odhadu na cl conv G d�v� tut�� horn� mez jako Jones�Barronova v�ta� Tak�e Jones�
Barronova v�ta odhaduje shora rychlost konvergence nejlep
�ch aproximant
 z mno�iny
convnG pomoc� rychlosti konvergence barycentr
 pr
m�rn�ch n�tic prvk
 G�

Darken et al� ������ roz
�	ili Jones�Barronovu v�tu na Lp�prostory pro p � ���
�

$ v tomto p	�pad� je rychlost konvergence o n�co pomalej
�� 	�dov� O�n�
�

q �� kde
q * max�p� p

p���� Darken et al� tak� uk�zali� �e Jones
v konstrukt�vn� d
kaz nelze
pou��t v p	�pad� norem� kter� nejsou hladk� �v normovan�ch line�rn�ch prostorech� v
nich� m� jednotkov� koule ostr� roh�� Av
ak Maurayho pravd�podobnost� d
kaz m
�e
b�t modi�kov�n tak� aby platil i pro supremovou normu �Barron� ����� Girosi� �����
Gurvits � Koiran� ���� � K.urkov/a� Savick/y � Hlav/a0ckov/a� ������

Jones
v konstrukt�vn� d
kaz v�ty ��� a jeho r
zn� roz
�	en� d�vaj� nav�c krom�
horn�ho odhadu aproxima�n� chyby tak� d
kaz konvergence inkrement�ln�ch aproxi�
mant
� Tento d
kaz slou�� jako teoretick� z�klad pro studium inkrement�ln�ch algo�
ritm� u�en� neuronov�ch s�t�� tj� algoritm
 ur�uj�c�ch parametry s�t� pomoc� posloup�
nosti krok
� kde v ka�d�m kroku je p	id�na nov� skryt� jednotka �viz K.urkov/a� ������

��




�
 Dimenzion�ln� nez�visl� aproximace

Jones�Barronova v�ta d�v� horn� odhad rychlosti aproximace funkcemi z posloup�
nosti mno�in tvaru fspannG�n � N�g vyj�d	en� pomoc� dvou norem aproximovan�
funkce' jej� G�variaci kfkG a jej� norm� kfk� kde k�k je norma� v n�� je m�	ena chyba
aproximace� N�sleduj�c� d
sledek V�ty ��� ukazuje� �e pro v
echny funkce s G�variac�
omezenou danou konstantou r �tj� pro funkce z koule Br�k�kG� o polom�ru r� je tato
rychlost shora omezen� rp

n
�

D�sledek ��� Nech� �X� k�k� je Hilbert�v prostor a G je jeho podmno�ina� Potom
pro ka�d� kladn� p�irozen� 
�slo n plat� 
�Br�k�kG�� spannG� 	 rp

n
�

Aplikujeme�li tento horn� odhad na aproximaci funkc� n�kolika prom�nn�ch �nap	�k�
lad z Hilbertova prostoru L��(�� �)d�� dostaneme popis mno�in funkc� n�kolika prom�n�
n�ch� kter� lze aproximovat mno�inami typu fspannG�n � N�g bez �proklet� di�
menzionality � D
sledek ��� toti� zaru�uje pro v
echny funkce z Br�k�kG� p	esnost 


p	i aproximaci funkcemi ze spannG� kde n *
�
�
�

��
nez�visle na po�tu prom�nn�ch d�

Slo�itost aproximuj�c�ch funkc� tedy neroste exponencion�ln� s po�tem prom�nn�ch� ale
z�vis� na �

�
pouze kvadraticky bez ohledu na to� kolik prom�nn�ch maj� aproximovan�

funkce� Nap	�klad� v
echny funkce s G��variac� men
� nebo rovnou r lze aproximovat ��
s�t�mi s po�tem jednotek nerostouc�m exponencion�ln� s po�tem vstupn�ch prom�n�ch
$ chyba nejh
	e aproximovan� funkce mezi nimi je p	i aproximaci ��s�t�mi s n jed�
notkami ve skryt� vrstv� nejv�
e rp

n
� Rychlost aproximace tedy nez�vis� na vstupn�

dimenzi d� na vstupn� dimenzi ale z�vis� velikost mno�in Br�k�kG��
Abychom mohli pou��t Jones�Barronovu v�tu pro odhad chyby p	i aproximaci neu�

ronov�mi s�t�mi� je ov
em t	eba odhadnout G��variaci pro � odpov�daj�c� standartn�m
v�po�etn�m jednotk�m� Jednou z nej�ast�ji pou��van�ch skryt�ch jednotek je per�
ceptron se sigmoid�ln� aktiva�n� funkc�� Nejjednodu

� sigmoida je nespojit� prahov�
Heavisidova funkce �� Vzhledem k tomu� �e mno�ina P	 funkc�� kter� po��taj� per�
ceptrony s Heavisidovou aktiva�n� funkc�� je toto�n� s mno�inou charakteristick�ch
funkc� poloprostor
 Rd omezen�ch na (�� �)d� naz�v� se P	�variace variace vzhledem k
poloprostor�m �p	esn�ji variace vzhledem k charakteristick�m funkc�m poloprostor
��

Variace vzhledem k poloprostor
m �P	�variace� se v Lp�prostorech rovn� P
�variaci
pro libovolnou spojitou sigmoid�ln� funkci � �K.urkov/a� Kainen � Kreinovich� ������
Sta�� se tedy p	i studiu rychlosti aproximace sigmoid�ln�mi perceptronov�mi s�t�mi
omezit na variaci vzhledem k poloprostor
m�

Jedna z mo�nost�� jak odhadnout shora variaci vzhledem k mno�in� funkc� v�po�et�
n�ch jednotek� je odhadnout ji pomoc� variace n�jak� vhodn� ortogon�ln� mno�iny�
pro ni� variace odpov�d� L��norm�� Barron ������ takto odhadl variaci vzhledem k
poloprostor
m pomoc� varianty spektr�ln� normy �L��normy vzhledem k Fourierov�
b�zi vyn�soben� vhodn�mi vahami� a uk�zal p	�klady funkc�� pro kter� je aproximace
perceptronov�mi s�t�mi v�razn� lep
� ne� line�rn� aproximace� Popsal toti� mno�iny
funkc�� pro kter� p	i aproximaci perceptronov�mi s�t�mi po�et prvk
 pot	ebn�ch pro
danou p	esnost aproximace roste jen kvadraticky� zat�mco line�rn� aproximace vy�aduje
dimenzi line�rn�ho podprostoru rostouc� exponencion�ln� s po�tem prom�nn�ch�

��



Pojem variace lze tak� popsat geometricky na z�klad� #hlu mezi aproximovanou
funkc� a aproximuj�c�mi funkcemi� N�sleduj�c� v�ta� kterou dok�zali K.urkov/a� Savick/y
� Hlav/a0ckov/a ������� d�v� takovou geometrickou interpretaci� G� zna�� ortogon�ln�
dopln�k mno�iny G�

V�ta ��� Nech� �X� k�k� je Hilbert�v prostor a G je jeho nepr�zdn� podmno�ina� Po�

tom pro v�echna f � X plat� kfkG * suph�S
jf �hj

sup
g�G

jg � hj � kde S * fh � X �G�� khk *

�g�

Pokud tedy f nen� ortogon�ln� ke G� pak kfkG � kfk
supg�G jf �gj� co� znamen�� �e ��m

v�t
� je #hel arccos jf � gj� t�m v�t
� je G�variace funkce f � Velkou G�variaci tedy maj�
funkce� kter� jsou �t�m�	 ortogon�ln� k mno�in� G�

K.urkov/a� Savick/y � Hlav/a0ckov/a ������ vyu�ili tuto geometrickou charakterizaci
G�variace pro popis t	�dy funkc� s variac� vzhledem k poloprostor
m rostouc� s po�tem
prom�nn�ch exponencion�ln�� Tyto p	�klady popisuj� typy funkc�� kter� bude patrn�
obt��n� aproximovat perceptronov�mi s�t�mi� Nen� v
ak zn�mo� zda pro funkce s
velkou variac� vzhledem k poloprostor
m je rychlost aproximace pomoc� neuronov�ch
s�t� skute�n� tak pomal�� �e dosahuje horn� odhad plynouc� z Jones�Barronovy v�ty�
Pro tyto funkce toti� nen� zn�m ��dn� doln� odhad rychlosti aproximace neuronov�mi
s�t�mi� Jedn� se obt��n� otev	en� probl�m souvisej�c� se slo�itost� Boolovsk�ch obvod

�viz Hajnal et el�� ������

Pokud um�me vyj�d	it aproximovanou funkci pomoc� integr�ln� rovnice odpov�da�
j�c� ��s�ti s kontinuem skryt�ch jednotek� m
�eme alespo" teoreticky odhadnout variaci
t�to funkce vzhledem k mno�in� funkc� v�po�etn�ch jednotek� N�sleduj�c� v�ta� kterou
dok�zali K.urkov/a� Kainen � Kreinovich ������� d�v� takov� horn� odhad variace�

V�ta ��� Nech� d� p jsou kladn� p�irozen� 
�sla� J � Rd a f � �C�J�� k�kC� je funkce�
kterou lze reprezentovat jako f�x� *

R
Y w�a���a�x�da� kde A � Rp� w � C�A� m�

kompaktn� nosi
 a nech� G� * f��a� �� ' J � R�a � Y g� Potom kfkG�
	 R

A jw�a�jda�

Integr�ln� rovnice� jej�� platnost je p	edpokl�d�na ve v�t� ���� se naz�v� line�rn�
integr�ln� rovnice prvn�ho ��du s j�drem �� Tak�e G��variace �vzhledem k supremov�
norm�� integr�ln� transformace w je omezen� shora L��normou v�hov� funkce w� Po�
moc� vhodn�ch integr�ln�ch reprezentac� odvodili r
zn� auto	i odhady G��variace pro
n�kter� typy v�po�etn�ch jednotek' nap	� Barron ������ pou�il k odhadu variace
vzhledem k poloprostor
m variaci vzhledem k ur�it� variant� Fourierovy b�ze� kterou
odhadl pomoc� v��en� Fourierovy transformace� Girosi � Anzellotti ������ odhadli
variaci vzhledem ke Gaussovsk�m radi�ln�m funkc�m pomoc� Fourierovy reprezentace
funkc� s omezen�mi frekvencemi� K.urkov/a� Kainen � Kreinovich ������ odvodili in�
tegr�ln� reprezentaci ve tvaru neuronov� s�t� s kontinuem perceptron
 s Heavisidovou
aktiva�n� funkc� f��e � x+ b�� e � Sd��� b � Rg s v�stupn�mi vahami w�e� b� odpov�da�
j�c�mi ortogon�ln�m �pr
tok
m 	�du d funkce f nulovou nadrovinou Heb perceptronu
s vahou e a prahem b �vektor e je kolm� k nadrovin�He�b� ur�uje tedy jej� sm�r� zat�mco
pr�h b ur�uje jej� posun vzhledem k po��tku sou	adnic��

��




�� Spojitost a p�esnost aproximace

V klasick� line�rn� aproxima�n� teorii lze vyu��t pro odhady rychlosti aproximace
v�hodn� vlastnosti aproxima�n�ch oper�tor
 jako je jednozna�nost� homogeneita �tj�
pro v
echna f � X a pro v
echna 	 � R plat� pY �	f� * 	py�f�� a spojitost� N�sleduj�c�
v�ta� kterou dok�zali Kainen� K.urkov/a � Vogt ������� ukazuje� �e v n�kter�ch nor�
movan�ch prostorech geometrick� vlastnosti mno�in aproximuj�c�ch funkc� zp
sobuj��
�e neexistuje ��dn� spojit� oper�tor nejlep
� aproximace�

V�ta ��� Nech� �X� k�k� je striktn� konvexn� Banach�v prostor se striktn� konvexn�m
du�lem a nech� Y je jeho nekonvexn� podmno�ina� Potom PY ' X � P�Y � nem�
spojit	 v	b�r�

P	edpoklady t�to v�ty spl"uj� nap	�klad v
echny prostory Lq�(�� �)d� pro q � ���
��
Sjednocen� v
ech n�dimenzion�ln�ch podprostor
 mno�iny G� spannG� je konvexn� jen
v krajn�m p	�pad�� pokud spannG tvo	� line�rn� podprostor� Pro mnoh� v�po�etn�
jednotky � jsou mno�iny spannG� nekonvexn�� Pro s�t� s takov�mi jednotkami nelze
dos�hnout nejlep
� aproximaci spojit�m zp
sobem a to dokonce ani v p	�pad�� kdy�
se omez�me na libovoln� mal� okol� nuly� Nav�c za ur�it�ch dodate�n�ch podm�nek na
mno�inu v�po�etn�ch jednotek nelze pomoc� spojit�ho aproxima�n�ho oper�toru z�skat
ani aproximaci� kter� se od nejlep
� aproximace odchyluje o p	edem danou libovoln�
malou konstantu 
 �viz Kainen� K
rkov� � Vogt� ������

Geometrick� vlastnosti mno�in funkc� po��tateln�ch neuronov�mi s�t�mi tedy zp
�
sobuj� nespojitost aproxima�n�ch oper�tor
� co� m� za n�sledek� �e odhady p	esnosti
aproximace neuronov�mi s�t�mi odvozen� pomoc� spojit�ch aproxima�n�ch oper�tor

nemohou b�t p	esn�� Rovn�� metody odhadu doln�ch mez� p	esnosti aproximace� kter�
zna�n� omezuj� line�rn� aproxima�n� metody� se nedaj� pou��t pro neuronov� s�t� $ tyto
meze vyzna�uj�c� se exponencion�ln�m r
stem slo�itosti s po�tem prom�nn�ch jsou toti�
odvozeny na z�klad� spojitosti �viz Pinkus� ����� DeVore at al�� ������
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