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1 Umeélé neuronové sité a teorie aproximace

1.1 Umeéla inteligence a konekcionismus

Zakladnim nastrojem a dominantni metaforou umélé inteligence je digitalni pocitac
provadéjici manipulaci se symboly na zakladé pravidel. Alternativy k tomuto pfistupu
k modelovani vlastnosti inteligence byly uvazovany jiz ve 40.letech, kdy zakladatelé
kybernetiky diskutovali o takovych vlastnostech mozku jako je mnohonéasobné propo-
jeni velkého poc¢tu neuront, nelokalizované ukladani informaci a jejich zpracovani bez
centralniho procesoru a bez pravidel.

Na zakladé myslenek McCullocha a Pittse (1943), kterl uvazovali zjednoduseny
model mozku provadéjici logické dedukce pomoci vzajemného propojeni neuronti reprezen-
tovanych spinaci s nastavenymi prahovymi hodnotami, Rosenblatt a Wightman postavili
v roce 1958 prvni neuropocita¢ Mark I Perceptron. Rosenblattuv neuropocitac¢ byl ses-
taven z vypocetnich jednotek nazyvanych perceptrony. Perceptron jakozto zjednoduseny
model neuronu poéita vazenou sumu signalt pfichazejicich na jeho vstupy (vahy odpovi-
daji sile synapsi), porovnava tuto sumu s prahem a vysledek je transformovan ve vys-
tupni signal pomoci tzv. aktivaéni funkce (Rosenblatt pouzil jako aktivaéni funkei
nespojitou prahovou funkeci; rozsiteni gradientnich metod uceni vedlo pozdéji k je-
jimu nahrazeni ruznymi spojitymi aproximacemi tzv. sigmoidami). Algoritmus uceni



spocival v adaptaci vahovych a prahovych parametri tak, aby funkce neuropocitace
odpovidala az na malou chybu dané mnoziné dvojic vstup/vystup.

Meze tehdejsich technologickych moZnosti (vahy Rosenblattova neuropocitace byly
implementovany pomoci potenciometru fizenych elektromotory) spoleéné s nespravnou
interpretaci teoretického vysledku (dtukaz, Ze jediny perceptron neni schopen pocitat
logickou funkci XOR, Minsky & Papert, 1960, byl vyuzit jako argument dokazujici
omezené vypocetni schopnosti pocitacu slozenych z perceptront) vedly ke zna¢nému
poklesu zajmu o konekcionistické modely.

K ozZiveni zajmu o neuropocitace doslo az v osmdesatych letech diky rozvoji tech-
nologie (snadny pristup k rychlym poéitacim) i teorie (znovuobjeveni principt samoor-
ganizace ve fyzice a v nelinedrni matematice). Avsak v dobé, kdy konekcionismus prezi-
val pouze v takovych oborech jako adaptivni zpracovani signalt nebo biologické mode-
lovani, se podarilo Werbosovi, 1970, rozsitit Rosenblattiv algoritmus uceni perceptronu
na sité slozené z vypocetnich jednotek obecného typu. Werbosuv algoritmus zpétného
siteni, ktery byl znovuobjevenim metody stochastické regrese studované ve statistice od
padesatych let, oteviel moznosti efektivniho uc¢eni neuronovych siti mnoha typu. Nazev
Werbosovy dizertace “Beyond regression” vystizné vyjadruje moznosti konekcionistick-
ych modelii. Uloha nalezeni optimalnich parametrii k¥ivky daného typu nejlépe aprox-
imujici uré¢itou mnozinu dat je klasicky problém, ktery tesi napriklad linearni regrese
nebo Fourierova reprezentace. Avsak tradiéni metody se snazi nalézt pouze optimalni
parametry linearni kombinace pevné dan€ mnoZiny funkei (napf. mnoZiny trigono-
metrickych funkei s pevné danymi frekvencemi), zatimco algoritmus zpétného Sifeni
v procesu optimalizace kromé parametru linearni kombinace vybira rovnéz nejvhod-
n€jsi mnoZinu funkci (urenou vnitinim nastavenim parametrua vypocetnich jednotek
daného poétu a typu). Optimalizace vnitinich parametra umoziuje dosaZeni vyrazné
lepsi aproximace, nez jaké by bylo mozno dosahnout pouhym linearnim kombinovanim
jednotek s pevné danymi parametry.

Od pocatku 80.let byly konekcionistické modely s tspéchem pouzity pro fesent
mmnoha tloh klasifikace a rozpoznavani tvara — napt. vokalizace textu (Sejnowski &
Rosenberg, 1987), rozpoznavani ruéné psanych znaka a mluveného slova (Burr, 1988)
a odezirani samohlasek (Sejnowski & Yuhas, 1991).

V expertnich systémech a ve standartnich metodach rozpoznavani tvaru je ne-
fikaci ¢i rozhodovani. V konekcionistickych modelech nejsou zadna pravidla ani priz-
naky explicitné implementovany do systému — informaci, kterou predstavuji obsahuje
cely systém (typ jednotek a zptsob propojeni a jejich parametrizace). Vhodna struk-
tura je nalezena pomoci uceni systému metodou pokus a omyl — po kazdém omylu jsou
parametry systému pozménény tak, aby se snizila chyba mezi aktualnim a pozadovanym
vystupem.

Konekcionisticky pristup dobte ilustruje paradigmaticky priklad vyuziti neuronové
sité NETtalk. Sejnowski & Rosenberg (1987) jej vytvofili pro porovnani schopnosti
konekcionistického systému s expertnim systémem. NETtalk plni stejnou tlohu jako
expertni systém DECtalk — konverzi grafickych znaku na fonetické. Avsak zatimco
DECtalk cte nahlas anglicky text tak, Zze na zakladé slozitych pravidel vyslovnosti
piifazuje spravny zvuk (foném) posloupnosti 7 znaka obsahujici spoleéné s vyslovo-



vanym znakem rovnéz tii predchazejici a tii nasledujici znaky (vyslovnost znaku v an-
gli¢tiné zavisi na kontextu — viz napf. prostredni “o” ve slovech “through” a “rough”),
NETtalk se obejde bez explicitné formulovanych pravidel vyslovnosti. Na zakladé uceni
na prikladech spravné vyslovnosti je NETtalk schopen vyslovovat anglicky text stejné
dobre jako DECtalk.

NETtalk vyuziva pro konverzi psaného textu v mluvené slovo doprednou neu-
ronovou sit s 203 vstupnimi jednotkami (kaZzdy ze 7 znaki muZe nabyvat 26 hodnot
odpovidajicich pismentum anglické abecedy a oddélovacim znakum). Vstupni vektor
predstavuje tedy binarné kédovany retézec 7 znakt ¢teného textu. Vystupy sité odpovi-
daji 30 anglickym fonémuam. Ve skryté vrstvé je 80 sigmoidalnich perceptronti a uceni
je provadéno standartnim algoritmem zpétného Siteni.

NETtalk je blizky lidskému zptusobu rozpoznavani tvaru, které zpravidla neni provazeno
schopnosti explicitné popsat priznaky téchto tvaru ¢i pravidla, na jejichz zakladé tyto
tvary tridime. Aspirace konekcionismu jsou mnohem skromnéjsi nez aspirace umélé
inteligence — misto strojového dokazovani matematickych vét se pokousi napodobit
schopnosti Zivych systémt orientovat se v zaplavé smyslovych dat. Vychazi z predpok-
ladu, ze velké mnozstvi vzajemné propojenych jednoduchych procesoru zvladne tyto
ulohy rychleji a lépe nez metody zaloZené na symbolické reprezentaci a manipulaci se
symboly pomoci jasné formulovanych pravidel.

1.2 Dopredné neuronové sité

V pribéhu minulého desetileti bylo navrzeno mnoho novych typu vypocetnich jed-
notek, architektur jejich vzajemného propojeni a algoritmii uceni. Vypocetni jednotky
pouzivané v téchto modelech byvaji sice stale casto nazyvany umélé neurony, ale mnohé
z nich se viibec nepodobaji puvodnim prahovym perceptronum. Typické pro soucasné
modely neuropocéitani nejsou vlastnosti jednotlivych vypocetnich jednotek, ale jejich
vzajemné propojeni do siti a schopnost resit problémy na zakladé adaptace ¢i uceni.
Modely neuropocitani vychazeji dnes spise z vhodnych matematickych vlastnosti a
technologickych moznosti implementace nez z biologickych analogii.

V zavislosti na zptusobu vzajemného usporadani vypocetnich jednotek rozlisujeme
ruzné typy modelt neuronovych siti: napr. Booleovské obvody, dopredné a rekurentni
sité, Hopfieldovy sité a Kohonenovy mapy.

Dalezitym typem vhodnym pro tlohy rozpoznavani a klasifikace jsou dopredné
neuronové sité. 7, teoretického hlediska muZeme povazovat tyto sité za nastroje na
pocitani funkel na podmnozinach vicedimenzionalnich prostort. Protoze v konkrét-
nich aplikacich jsou vstupni vektory vzdy omezené, ¢asto se pri studiu vlastnosti funkci
pocitatelnych témito sitémi omezujeme na funkce definované na d-dimenzionalni Euk-
leidovské krychli [0, 1]¢ nebo Boolovské krychli {0,1}¢. Funkce vstup/vystup dopiedné
neuronové sité zavisi na architekture sité a na parametrech vypocetnich jednotek.

Architektura je dana typem a poc¢tem jednotek (napt. perceptrony nebo radialni jed-
notky), typem jejich vzajemného propojeni (jednotky mohou byt naptiklad uspofadany
v nékolika vrstvach tak, Ze pouze jednotky v sousednich vrstvach jsou propojeny; nékdy
mohou byt pridana i horizontalni propojeni v ramci téze vrstvy). Dulezitym typem jsou
vrstevnaté sité, kde jsou jednotky umistény v nékolika linearné usporadanych vrstvach



tak, ze kazda jednotka v predchozi vrstvé je propojena s kazdou jednotkou v nasledu-
jici vrstvé. V prvni tzv. vstupni vrstvé jsou vstupni jednotky, které identicky prenaseji
jednotlivé slozky vstupniho vektoru. Posledni vrstva se nazyva vystupni a mezilehlym
vrstvam se rika skryté. Nejcastéji pouzivanymi typy vrstevnatych siti jsou sité s jednou
nebo se dvémi skrytymi vrstvami.

Vypocetni jednotky pocitaji funkce zavisejici na dvou vektorovych proménnych: na
vstupnim vektoru a na vektoru parametri. Obecné tyto jednotky pocitaji funkce tvaru
6 :RP x RY = R, kde ¢ odpovida typu jednotky, p a d dimenzim prostoru parametrii
resp. vstupniho prostoru a R zna¢i mnoZinu realnych éisel (R4 znadi mnozinu neza-
pornych realnych ¢isel). Standartni typy vypocetnich jednotek jsou linearni jednotky,
perceptrony a radialni jednotky (RBF jednotky).

Linedrni jednotka pocita vazenou sumu svych vstup, tj. funkei ¢ : R™ x R"™ tvaru
AW, X) =21 wr; =W - X.

Perceptron s aktivaéni funkei ¢ : R — R pocita funkce tvaru ¢((v,b),x) =
Py(v,b,x) = (v -x+b) : R* x RY - R, kde v € R? je vstupni vihovy vektor
a b e R jeprih (bias). Py() = {f:[0,1]Y = R; f(x) = " (v -x+b),n e Ny, v e
R b € R} znadi mnozinu funkei na [0, 1]¢, které lze poéitat 1-perceptronovymi sitém s
libovolnym poctem jednotek ve skryté vrstvé (N, zna¢i mnozinu kladnych pfirozenych
Cisel).

Rosenblatt pouzil jako aktivacni funkei nespojitou prahovou tzv. Heavisidovu
funkci ¥ : R — R definovanou ¥(¢) = 0 pro vSechna t < 0 a 9(f) = 1 pro véechna ¢t > 0.
Dnes byvaji pouzivany jeji spojité aproximace, tzv. sigmoidy. Terminem sigmoiddlni
funkce byva zpravidla oznacovana spojita neklesajici funkce o : R — R s limitami
limi oo o(t) = 0 a limy_ o(t) = 1. Nejcastéji pouzivané sigmoidy jsou logistickd
sigmoida 1-|-le—t
1ze jednu obdrzet z druhé, takze z teoretického hlediska je jejich pouziti ekvivalentni).

Radidlni (RBF) jednotka s radialni funkei ¢ : R — R4 pocita funkce tvaru
o((v,b),x) = By(v,b,x) = ¥(b]|x — v||), kde v € R? je stied, b € Ry je sivka a ||.|| je
vorma nia RL. By() = B | ) = 1f : 10,11 — R: f(x) = ey (bl — v]on €
Ni,v € R4 b € R} znaéi mnozinu funkei na [0, 1]%, které Ize pocitat RBF sitémi s
radialni funkei ¢b. Nejéastéji pouzivanou radialni funkei je Gaussova funkce () = et

a hyperbolicky tangens (po vhodné zméné pocatku souradnic a méfitka

Sigmoidalni perceptrony a RBF jednotky jsou geometricky opacné: Perceptrony
aplikuji sigmoidalni funkeci na vazenou sumu vstupu, k niz je pricten prah — odpovi-
daji tedy nelokalizovanym oblastem vstupniho prostoru, ktery rozkladaji pomoci vice
¢i méné rozmazanych nadrovin (v zavislosti na strmosti sigmoidy) na dva poloprostory,
zatimco radialni jednotky pocitaji vzdalenost od stredu, nasobi ji $itkou a pak aplikuji
radialni funkci — odpovidaji tedy lokalizovanym oblastem. Funkce poc¢itané perceptrony
patii do tridy funkci nazyvanych rovinné viny nebo téz hiebenové funkce — jejich hod-
nota je totiz konstantni podél vsech nadrovin rovnobéznych s nulovou nadrovinou afinni
funkce v-x+ b dané vnitinimi parametry perceptronu vahou v a prahem b, tj. nadrovi-
nou Hyp = {x € R v-x+b=0}.

Sité s jedinou linearni vystupni jednotkou a s jednou skrytou vrstvou s jednotkami
pocitajicimi funkci ¢ se nazyvaji ¢-sité. ¢-sité poéitaji tedy funkce tvaru 31, w;¢(a;, .),
kde a; € R? jsou parametry ¢-sité a n je libovolné nezaporné piirozené ¢éislo (odpovi-
dajici poctu jednotek sité).



Algoritmy uceni (napf. gradientni, genetické nebo inkrementalni) hledaji lokalni
nebo globalni minima chybovych funkcionalu udavajicich, jak se lisi pozadovana funkce
vstup/vystup od funkce, kterou sit s konkrétnimi parametry poc¢ita. Chyba se méfi
pomoci standartnich norem pouzivanych ve funkcionéalni analyze. Volba normy zavisi
na konkrétni aplikaci sité, napf. na tom, zda je pozadovana stejna presnost aproxi-
mace pro vsechny vstupni vektory nebo zda je predpokladana néjaka pravdépodobnost
vyskytu ¢ dulezitost nékterych vstupi.

1.3 Aproximace v normovanych linearnich prostorech

Pocatky teorie aproximace funkei sahaji do druhé poloviny 19. stoleti, kdy se Weier-
strass a CebySev zabyvali aproximaci spojitych funkei pomoci algebraickych a trigono-
metrickych polynomu. Na zakladé jejich prace byla postupné vybudovana teorie linedrni
aprorimace, tj. aproximace pomoci funkeci z néjakého koneéné dimenzionalniho linearniho
podprostoru (napt. n-dimenzionalniho linearniho prostoru tvoreného viemi polynomy
stupné mensiho neZ n) (viz napt. Singer, 1970). Pokud mnozina aproximujicich funkei
netvoii linedrni podprostor (tj. neni uzaviena na séitani funkei nebo na jejich nasobeni
skalarem), nemusi platit vyhodné vlastnosti linearni aproximace jako je jednoznac¢nost
nejlepsi aproximace, spojitost aproximacniho operatoru apod. AvsSak nelinearni aprox-
imacni mnoziny mohou zaruc¢it aproximaci s mnohem mensi chybou, nez jakou lze
dosahnout linearnimi aproximacnimi mnozinami stejné slozitosti. Piikladem takové ne-
linearni aproximacni mnoziny jsou racionalni funkce tvaru 2—7, kde p je polynom stupné
nejvyse n a ¢ je polynom stupné nejvyse m (viz napt. Braess, 1986). Funkce, které
lze pocitat neuronovymi sitémi daného typu s nejvyse n skrytymi jednotkami rovnéz
netvori linearni podprostor, takze zkoumani aproximace funkci neuronovymi sitémi
patii do teorie nelinearni aproximace.

V teorii aproximace funkci neuronovymi sitémi se zabyvame aproximaci funkei z
néjakého vhodného redlného linedrniho prostoru, nejcastéji prostoru C(K') vsech spo-
jitych funkei na néjaké kompaktni podmnoziné K C R? (nejéastéji d-dimenzionalni
krychli [0,1]%) nebo nékterého z prostorit L,(K) = {f: K — R;([ fpd)\)z% < oo} pro
p € [1,00] (A znaci Lebesgueovu miru, mohou byt ale pouZity i jiné miry).

Aproximacni chybu méfime pomoci vhodné normy, zabyvame se tedy aproximaci
v normovanych linedrnich prostorech. V prostoru C(K') se zpravidla uziva supremova
norma oznacovana ||.||¢ (definovana |[fllc = sup,cx |f(x)]); v prostorech L,(K) se

uzivaji L£,-normy oznacované ||.||, (definované || f||, = (f fpd)\);%)_ Supremova norma
je vhodna v pripadé, kdy je pozadovana stejna presnost aproximace pro véechny vstupni
vektory, £,-normy vystihuji pravdépodobnost vyskytu ¢i dialezitost nékterych vstupi.

Nékteré vlastnosti aproximace funkci je vhodné formulovat pro obecné normované
linearni prostory splnujici urcité predpoklady, napf. pro Banachovy nebo Hilbertovy
prostory a pro striktné konvexni prostory.

Pripomenme, ze Banachuv prostor je normovany linearni prostor, ktery je tplny a
Hilbertiv prostor je Banachtuv prostor, jehoz norma je generovana skalarnim soucinem,

tj. ||fll = Vf-f. Piikladem Hilbertova prostoru je konecné dimenzionalni Euklei-
dovsky prostor R? s ly-normou ||x|ly = /2%, 27 a prostor L2(K) s normou || f||2 =



/[ [RdA.

B.(]].]]) znac¢i kouli o poloméru r vzhledem k normé ||.||, tj. B.(||.|) = {f €
X;||fll < r}. Normovany linearni prostor je strikiné konverni, jestlize pro x,y € X
takové, ze @ # y a ||z|| = |ly|]| = 1 plati H%H < 1 (to znamena, Ze jednotkova koule
Bi(][-]]) nema rovné plochy). Napt. kazdy Hilbertuv prostor je striktné konvexni.

Podmnozina normovaného linearniho prostoru, ktera ma tu vlastnost, ze pomoci
jejich prvku lze s libovolnou presnosti aproximovat kazdou funkci z tohoto prostoru,
se nazyva husta. Pro matematickou definici pojmu hustoty potrebujeme topologicky
pojem uzavéru mnoziny Y C X oznacovany ¢l Y: f € ¢lY, jestlize pro vSechna ¢ > 0
existuje g € Y takové, Ze ||f — ¢|]| < e. Podmnozina Y C X je tedy hustd, jestlize
Y = X.

Je-li ' podmnozina linearniho prostoru X, pak linedrni obal GG oznacovany span GG
je mnoZina vsech linedrnich kombinaci prvka G, tj. span G = {3°7, w;g;;w; € R,¢g; €
G,n € Ni}; span,G znadf mnoZinu viech linedrnich kombinaci nejvyse n prvki G,
tj. span,G = {37 wgi;w; € R,g; € G}. convG znadi konvexni obal mnoZiny G,
tj. mnozinu vSech konvexnich kombinaci jejich prvka, tj. conv G = {30 a;¢:;a; €
[0,1],>", a; = 1,n € N, }; conv, G znadéi mnozinu viech konvexnich kombinaci nejvyse
n prvki G, tj. conv,G = {37 wigi;w; € [0,1], X0, w; = 1,¢9; € G}.

V prostoru C([0,1]%) je tedy mnozina funkci, které lze poéitat Py-sitémi rovna
mnozineé span Py.

Teorie aproximace studuje vlastnosti chybovych funkcionalia udavajicich chybu aprox-
imace méfenou pomoci vzdalenosti od mnoziny aproximujicich funkci. Pro podmnozinu
Y normovaného linearniho prostoru (X, ||.||) je chybovy funkcional ey : X — R, defi-
novan formuli ey (f) = || f = Y|| = inf ey || f —g||. Pfipomenme, Ze pro kaZzdou mnozinu
Y je ey spojité zobrazeni, které ale nemusi byt linearni; dokonce ani v pripadé, kdy Y
je kone¢né dimenzionalnim linearnim podprostorem X (viz Singer, 1970).

Mnozina téch prvkua Y, které jsou nejblize k dané funkci f € X se nazyva projekce f
naY aje oznacovana Py(f) ={g € Y;||f—gll = ||f = Y]|}. Mnozinové zobrazeni Py :
X — P(Y), kde P(Y) zna¢i mnozinu vSech podmnozin Y, ptitazujici kazdému prvku f
prostoru X jeho projekci na Y se nazyva metrickd projekce nebo jen projekce X na'Y.
Jestlize Py (f) je pro vSechna f € X neprazdna, potom Y se nazyva prozimindlni (nebo
téZ existencni mnoZina); jestlize pro vSechna f € X je projekce Py (f) jednobodova,
pak se Y nazyva Chebysevova mnoZina. V tomto pripadé oznacujeme py : X — Y
jednoznacné definované projekéni zobrazeni z X do Y.

Necht A : X — P(Y) je mnoZinové zobrazeni. Vybér z A je zobrazeni a: X — Y
takové, Ze pro vsechna f € X plati a(f) € A(f). Zobrazeni p : X — Y, které
je vybérem z Py, se nazyva operdtor nejlepsi aproximace pomoci prvku mnoziny Y.
Mnozina Y je tedy proximinalni pravé tehdy, kdyz ma operator nejlepsi aproximace,
a je Cebysevova pravé tehdy, kdy?z je takovy operator jediny. Spojity vybér z Py je
operator nejlepsi aproximace, ktery je spojity v kazdém f € X.

V teorii aproximace nestaci studovat aproximaci jedné funkce, ale je tfeba posou-
dit vhodnost aproximac¢niho schematu pro aproximaci celé mnoZiny funkei (zpravidla
mnoziny funkei majicich shora omezenou nékterou z norem, napt. Sobolevovu normu
omezujici velikost parcialnich derivaci). Vhodnost aproximacéni mnoZiny lze méfit
chybou aproximace nejhorsiho pripadu, tj. nejhufe aproximované funkce, coz vysti-



huje pojem odchylky (deviace) mnoZiny funkci, které maji byt aproximovany, B C X
od mnoZiny aproximujicich funkei V. Odchylka B od Y je definovana 6(B,Y) =
SUPysep Hf - YH

2 Univerzalni aproximace

Matematicka teorie aproximace funkci pomoci neuronovych siti teoreticky zduvodnila
uspésné vyuziti téchto siti v Sirokém spektru aplikaci tim, ze ukazala, Ze neuronové
sité mnoha typu jsou “univerzalni” v tom smyslu, Ze mohou byt nastaveny na zakladé
vhodnych uéicich algoritmt pro takové tlohy rozpoznavani obrazcu ¢i klasifikace, které
Ize formulovat jako zobrazeni mezi podmnozinami vicedimenzionalnich prostoria. Mezi
univerzalni sité patii nejen sité vsech standartnich architektur uzivané v souc¢asné dobé
v aplikacich, ale i mnohé dalsi, které doposud nebyly pouzivany.

2.1 Univerzalni aproximace pro perceptronové a radialni sité

Prvni teoreticka otazka tykajici se daného typu architektury neuronové sité je, zda-li
dostatecné velka sit tohoto typu je schopna pocitat s pozadovanou presnosti libovolnou
funkci, ktera se muze vyskytnout v aplikacich. V terminologii neuronovych siti se tato
schopnost tfidy neuronovych siti nazyva univerzalni aproximacni vlastnost.

Matematicky lze univerzalni aproximacni vlastnost definovat pomoci topologického
pojmu hustoty v nékterém ze standartnich normovanych linearnich prostorti. Vzhledem
k tomu, ze v praktickych tlohach jsou vstupni vektory vidy omezené, staci studovat
hustotu mnozin funkei vstup/vystup definovanych na né¢jakém omezeném a uzavieném
(tj. kompaktnim) podprostoru R?, kde d odpovida poctu vstupnich jednotek. Ne-
jéastéji jsou vysledky formulovény pro funkce definované na [0, 1]%.

Trida neuronovych siti ma univerzalni aproximacni vlastnost, jestlize pro kazdé
kladné prirozené cislo d je mnozina funkci, které lze pocitat sitémi z této t¥idy s
d vstupnimi jednotkami a s libovolnym poctem skrytych jednotek, husta v mnoziné
C([0,1]%) nebo L£,([0, 1]%).

Nasledujici véta o redukci vstupni dimenze dokazana Stinchcombem a Whitem
(1990) ukazuje, Ze pro perceptronové sité staci ovérit univerzalni aproximacni vlastnost
pouze pro sité s jednou vstupni jednotkou.

Véta 2.1 Necht v : R — R je libovolnd funkce. Potom Py(v) je hustd v C(]0,1])
pravé kdy? pro kazdé kladné prirozené cislo d je Py(x)) hustd v C([0,1]%).

Dikaz této véty je zaloZen na existenci aktivacni funkce urcitych vhodnych vlast-
nosti — funkei exp. MnozZina funkci, které 1ze pocitat perceptronovymi sitémi s touto
aktivacni funkei Py(exp) totiz pro vSechna kladna pfirozena ¢isla d splije predpoklady
Stone-Weierstrassovy véty o hustoté mnozin funkei.

Stoneovo rozsiteni klasické Weierstrassovy véty o hustoté polynomu dava dvé postacu-
jici podminky pro to, aby mmnoZina spojitych funkci A na kompaktni podmnoziné
K prostoru RY byla hustd v prostoru C(K) se supremovou normou: prvni z nich
pozaduje, aby A byla algebra (tj. aby byla uzaviend na s¢itani a nasobeni funkei),
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druha poZaduje, aby A oddélovala body K (tj. aby pro kazdé dva rtizné body x,y € K
existovala funkce f € A takova, ze f(x) # f(y) ).

Mnoziny funkci, které lze poéitat ¢-sitémi, jsou vzdy uzaviené na séitani, pro mnohé
funkce ¢ téz oddéluji body, ale nebyvaji uzaviené na nasobeni. Pouze v pripadé per-
ceptrontu s exponencielou jako aktivacni funkel tvorfi mnoZina Py(exp) pro libovolné d
algebru a tedy je dle Stone-Weierstrassovy véty husta v C([0, 1]%).

Jestlize P1(¢)) je husta v C([0,1]), 1ze pomoci funkel z Py(v)) aproximovat s libo-
volnou presnosti funkci exp. Pomoci superpozice této aproximace lze ukazat, Ze pro
libovolné d je Py(z)) husta v Py(exp) a tedy je hustd i v C([0, 1]%).

Stone-Weierstrassova véta o hustoté polynomu je standartnim nastrojem pro ovérovani
hustoty mnozin spojitych funkei. Hornik, Stinchcombe & White (1989) ji pouzili pro
diukaz univerzalni aproximacni vlastnosti siti s jednou skrytou vrstvou sigmoidalnich
perceptront. Stone-Weierstrassovu vétu rovnéz vyuzili Leshno et al. (1993), ktefi
vysledek Hornika et al. rozsifili a podali Gplnou charakterizaci aktiva¢nich funkci, pro
které perceptronové sité maji univerzalni aproximacni vlastnost. Ukazali, ze univerzalni
aproximacni vlastnost neni omezena na perceptronové sité se sigmoidalni aktivacni
funkei vychazejici z biologické motivace — s vyjimkou polynomu zaruc¢i univerzalitu
témér jakakoliv aktivacni funkce.

Véta 2.2 Necht' vv : R — R je lokdlné omezend po édstech spojitda funkce. Potom
Pa(xp) je hustd v C([0,1]%) pro vSechna kladnd prirozend ¢isla d pravé kdy? + neni
algebraicky polynom.

Dikaz této véty vyuziva moznost vyjadiit viechny mocniny, tj. funkce 2*, jako lim-
ity parcialnich derivaci dostateéné vysokého radu vzhledem k proménné v funkce ¢ (va+

b) (za predpokladu, ze 1 je analyticka funkce, ktera neni polynomem) a na pozorovani,
o (w((v+n)x+b) P(vo+b)

ze formule definujici parcialni derivaci vzhledem k parametru v lim,
je limitou posloupnosti funkci, které lze pocitat perceptronovymi sitémi s aktlvacm
funkei ¢. Témito sitémi lze tedy aproximovat s libovolnou presnosti funkci ﬂ;}f——kbl =
2*p*) (v +b). Pokud ¢ neni polynom, derivace jakéhokoliv fadu funkee ) nemtize byt
identicky rovna nule. Po dosazeni parametri v = 0 a by, pro které ¢ (b,) = ¢ # 0,

dostaneme posloupnost siti, které aproximuji funkei ¢pz”.

Jestlize vsechny mocniny
mohou byt aproximovany sitémi daného typu, pak polynomy, které jsou linearnimi
kombinacemi mocnin, mohou byt aproximovany sitémi, které jsou linearni superpozici
sTt1 pocitajicich mocniny. JestliZe 1ze pomoci funkei z P (1)) aproximovat s libovolnou
presnosti viechny polynomy a pomoci polynomi viechny spojité funkce na [0,1]¢, je
P4(xp) husta v C([0, 1]%.

Hornik (1993) si pov§iml, Ze dikaz, ktery podali Leshno et al. plati i tehdy, jsou-
li vSechny parametry sité omezeny shora, a to dokonce libovolné malou konstantou.
To znamenéa, ze univerzalni aproximac¢ni vlastnost plati 1 pro perceptronové sité s
omezenymi vahami (pokud je aktiva¢ni funkce nepolynomialni a analyticka).

Avsak parametry sité nemohou byt omezené soucasné zdola i shora — k tomu aby-
chom zachovali hustotu, je totiz tieba, aby mnozina parametra skrytych jednotek méla
budto konecny nebo nekoneény akumulacni bod.

Dalsi standartni metoda ovérovani hustoty mmnozin funkci je zalozena na Hahn-
Banachove vété: staci overit, ze kazdy linearni funkcional, ktery je nulovy na této



mnoziné, musi byt roven nule na celém linearnim prostoru. Tuto metodu pouzil pro
dikaz univerzalni aproximacni vlastnosti sigmoidalnich perceptronovych siti Cybenko
(1989). Jiné metody diikazu hustoty perceptronovych siti jsou zaloZeny na vhodnych
funkcionalnich reprezentacich — napr. integralni reprezentace jako Radonova trans-
formace (Carroll & Dickenson, 1989) nebo Kolmogorova reprezentace spojitych funkei
nékolika proménych pomoci superpozice spojitych funkei jedné proménné (Karkova,
1992).

Ackoliv dikazova technika vyse uvedené véty o redukei vstupni dimenze neumoznuje
rozsifeni na sité s radialnimi jednotkami, pro mnohé radialni funkce 1ze odvodit uni-
verzalni aproximacni vlastnost radialnich siti pomoci konvoluci, které lze pouzit pro
viechny vstupni dimenze. Girosi & Poggio (1990) dokézali univerzalni aproximacni
vlastnost pro Gaussovské radialni sité a Park & Sandberg (1993) rozsifili jejich vysledek
na dal$i radialni funkce. Dukaz nasledujici véty je zalozen na klasické metodé aproxi-
mace funkci pomoci posloupnosti konvoluci s jadry, ktera konverguji k Diracové delta
funkei.

Véta 2.3 Pro kazdé kladné prirozen€ cislo d a pro kaZdou funkci o : R — Ry kterd
md konecny nenulovy integrdl a pro kazdou normu ||.| on R? je Ba(v,].||) hustd v

C(RY).

Univerzalni aproximacni vlastnost dokonce plati i pro Gaussovské radialni sité s
pevnou konstantni §itkou (proménné jsou pouze parametry odpovidajici stfedim a
vystupnim vaham) — pomoci vlastnosti Hermitovskych polynomi ji dokazal Mhaskar

(1997).

2.2 Nejlepsi aproximace a reprezentace funkci s kone¢nym
defini¢nim oborem

V praktickych aplikacich neuronovych siti je velikost parametru a pocet jednotek sité
vzdy omezeny. Nechf Py(,n,c), By(,n,c), resp., znac¢i mnozinu funkei, které lze
pocitat perceptronovymi, radidlnimi, resp., sitémi s jednou skrytou vrstvou s akti-
vacni, radialni resp., funkei ¢ s nejvyse n skrytymi jednotkami a se vSemi parametry
omezenymi shora konstantou ¢, tj. splnujicimi |w;| < ¢, |b;] < ca |[vi]| < ¢ pro vSechna
r=1,...,n.

Nésledujici véta (Kurkova, 1995) ukazuje, Ze mnoziny funkei, které lze pocitat
sitémi s jednou skrytou vrstvou s omezenym poctem jednotek i velikosti parametri jsou
proximinalni v prostorech C([0,1]%). To znamend, Ze existuje globdlni minimum chy-
bového funkcionalu. V terminologii teorie aproximace funkci se tato vlastnost nazyva
vlastnost nejlepsi aprorimace.

Véta 2.4 Pro libovolnd kladna prirozend cisla d,n, pro kazZdé redlné cislo ¢ a pro kaz-
dou omezenou spojitou funkeip : R — R, 1 : R — Ry, resp., je mnoZina Py, n,c),
Ba(,n,c), resp., prozimindlni podmnozina C([0, 1]%).

Neuronové sité byvaji pouzivany pro aproximaci funkci danych koneénymi mnozi-
nami dvojic vstup/vystup. Jedna se tedy o funkce s koneénym defini¢nim oborem



a proto se na né vztahuji vysledky teorie interpolace. Tyto vysledky ukazuji, Ze
v piipadé funkei definovanych pouze na koneéné podmnoziné RY muZeme nahradit
univerzalni aproximaci presnou reprezentaci. Jeden z hlavnich vysledku interpolac¢ni
teorie, Micchelliho véta (Micchelli, 1986), ukazuje, Ze kazda realna funkce na konecné
podmnoziné R¢ miize byt interpolovéna linedrni kombinaci Gaussovskych funkei s
vhodné nastavenymi stfedy a sitkami. V terminologii neuronovych siti to znamena,
ze kazda funkce s konecnym defini¢nim oborem muzZe byt presné reprezentovana siti
s Gaussovskymi radialnimi jednotkami. Obdobny vysledek pro sigmoidalni percep-
tronové sité dokazal Ito (1992). Avsak tyto presné reprezentace vyZzaduji linearni kom-
binaci stejné velkého poétu funkei jako je definiéni obor reprezentované funkce, coz v
piipadé neuronovych siti znamena stejny pocet jednotek ve skryté vrstvé jako je pocet
dvojic dat vstup/vystup.

Vybudovani interpolac¢ni teorie bylo motivovano potrebou sestrojovat povrchy urcitych
vhodnych vlastnosti tak, aby prochazely danym malym poctem bodu. Prestoze vysledky
této teorie plati pro libovolny kone¢ny pocet bodu, jejich vyuziti v oblasti neuronovych
siti je znacné omezeno, nebot konstrukce siti se stejnym poctem skrytych jednotek
jako je pocet dvojic vstup/vystup v pfipadé velkych mnoZin dat narazi na meze dané
implementaci. Sitémi s mensim poctem jednotek je mozno ziskat pouze aproximaci,
jejiz presnost lze odhadnout pomoci obdobnych metod jako pro funkce s nekoneénym
defini¢nim oborem.

3 Odhady rychlosti aproximace

Univerzalita nemuze byt nikdy dosazena v ramci prakticky realizovatelnych mezi slozi-
tosti. Kazdy univerzalni vypocetni model urcuje jinou hierarchii sloZitosti vypocetnich
uloh. Slozitost neuronovych siti 1ze mérit pomoci riaznych mér slozitosti definovanych
na zakladé moznosti implementace. V pripadé simulace siti na klasickych pocitacich je
duleZitou mirou slozitosti pocet jednotek siteé.

3.1 Linearni a nelinearni aproximace

V teorii aproximace funkei je studovana rychlost konvergence aproximacni chyby vy-
povidajici o zavislosti presnosti aproximace na slozitosti aproximujici funkce. Pokud
aproximujici funkce patii do néjaké parametrické mnoziny funkeci, pak lze sloZitost
aproximujicich funkei méfit délkou vektoru parametra (odpovidajiciho napt. stupni
polynomu nebo racionalni funkce, po¢tu uzla splinu nebo poc¢tu skrytych jednotek v
neuronové siti). Takové parametrické mnoZiny mohou byt reprezentovany jako posloup-
nosti navzajem do sebe vnofenych mnozin funkci s postupné rostouci délkou paramet-
rickych vektoru. V tradi¢nich aproximaénich schematech (jako jsou polynomy nebo
fady funkci) tvorl tyto mmnoZiny do sebe vnorené linearni podprostory rostouci di-
menze. Aproximaci pomoci funkci z linearnich podprostort se zabyva teorie linedarni
aprorimace.
Je-1i {Y,;;n € N} posloupnost do sebe vnofenych podmnozin normovaného linedrniho

prostoru (X, ||.||), pak rychlost aprozimace funkce f pomoci {Y,;n € N,} je méfena
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pomoci rychlosti poklesu hodnoty chybovych funkcionalu ey, (f). Rychlost aproximace
mnoziny funkci A je charakterizovana chybou nejhufe aproximované funkce odpovida-
jici odchylee 6(K,Y,) = supsep ey, (f) = |[f — Yzl

Pokud je U,en, Y husta podmnozina X, mame sice teoreticky zaruceno, ze pro
kazdou funkci f posloupnost ey, (f) konverguje k 0, ale pro praktické aplikace je treba,
aby tato konvergence byla dostatecné rychla, tj. aby pozadovana presnost aproximace
byla dosazena pro takové n, pro které je jesté mozné vsechny funkce z mnoziny Y,
implementovat.

V pripadé funkci nékolika proménnych, tj. kdyZz mnozina aproximovanych funkci
je tvofena funkcemi na RY, se stavé, Ze odchylka je Tadové O(%ﬁ). To znamena,

ze pro dosazeni presnosti aproximace £ pro vsechny funkce z aproximované mnoziny

d
je treba pouzit aproximujici funkce slozitosti radové (%) . Slozitost tedy zavisi na d

exponencionalné. Tento jev se nazyva “prokleti dimenzionality”, nebot omezuje uziti
takové aproximacni metody na funkce malého poctu proménnych.

Je znamo, ze k exponencionalni zavislosti slozitosti aproximujicich funkei na poctu
proménnych dochazi pii linearni aproximaci mnoha mnozin funkei (viz Pinkus, 1985).
Pro nelinearni aproximac¢ni mnoziny sice neplati mnohé z vyhodnych vlastnosti (jako
napf. jednoznacnost, spojitost, homogeneita) projekénich operatortu do linearnich pod-
prostoru, ale tato ztrata je v nékterych pripadech kompenzovana vyraznym zlepsenim
rychlosti aproximace, nékdy dokonce bez exponencionalni zavislosti slozitosti aprox-
imujicich funkei na po¢tu proménnych.

Aproximace doprednymi neuronovymi sitémi patii do oblasti nelinedrni aproxi-
mace. Napriklad mnoziny funkci, které lze poé¢itat neuronovymi sitémi s jednou linearni
vystupni jednotkou netvori linearni prostor, jsou totiz sjednocenim mnoha linearnich
podprostort (vSech kone¢né dimenzionalnich prostort generovanych funkcemi, které
pocitaji vypocetni jednotky ve skryté vrstvé).

Jestlize Gy = {¢(a,.) : R? — R;a € RP} je parametrickd mnozina funkei odpovi-
dajici typu vypocetni jednotky, potom ¢-sit s n jednotkami ve skryté vrstvé je schopna
pocitat jako funkce vstup/vystup vsechny linedrni kombinace n funkel z mnoZiny
Gy, tj. vsechny funkce z mnoziny span,Gy. Tato mnozina je sjednocenim vsech
n-dimenzionalnich podprostori generovanych n-ticemi prvka Gy a je mnohem vétsi
nez jediny n-dimenzionalni podprostor. Lze tedy ocekavat, Ze pro nékteré tridy funkci
bude rychlost konvergence pri aproximaci neuronovymi sitémi v zavislosti na poctu
prvka n vyrazné rychlej$i nez v pripadé aproximace funkcemi pouze z jednoho n-
dimenzionalniho linearniho podprostoru. V tadé aplikaci byly skute¢né s potrebnou
presnosti aproximovany funkce nékolika stovek proménnych sitémi s malym poctem
jednotek (viz napt. Sejnowski & Rosenberg, 1987, Sejnowski & Yuhas, 1991).

3.2 Variace vzhledem k mnozZiné funkci

Popsat vlastnosti mnozin funkci mnoha promeénnych, které lze aproximovat neuronovymi
sitémi s jednotkami daného typu, jejichZ pocet neroste exponencionalné v zavislosti na
poc¢tu proménnych, je mozné pomoci normy “s$ité ma miru” typu jednotek neuronové
sité.

Pro ¢-sité je rychlost klesani aproximacni chyby nejhure aproximované funkce z
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mnoziny K méfena odchylkou 6( K, span,Gy) mnoZziny K od mnoZiny span, Gy odpovi-
dajici mnozZiné funkei vstup/vystup ¢-sité s n jednotkami. Na zakladé nasledujici véty,
ktera je Barronovym (1993) upfesnénim Jonesova (1992) vysledku, 1ze pro mnoziny K
splnujici ur¢ité podminky odvodit horni odhad této odchylky ktery je radove O(ﬁ)
nezavisle na po¢tu proménnych. Véta je formulovana pro aproximaci funkcemi z
mnoziny conv,G = {3 a;g;;a; € [0,1],30, a; = 1}, aviak plynou z ni dusledky
pro aproximaci pomoci {span, G;n € N, }.

Véta 3.1 Necht (X, ||.||) je Hilbertiv prostor, b kladné redlné ¢islo a G podmnoZina
X takova, Ze pro kaZdé g € G ||g|| < b. Potom pro kazdou f € clconv G a pro kaZdé

kladné prirozen€ ¢islo n plati || f — conv, G| < \/Erjbi“i.

Jones-Barronova véta dava horni odhad rychlosti aproximace pomoci posloupnosti
mnozin {conv, G;n € N;} a to pouze pro funkce v konvexnim uzavéru mnoziny G.
Pokud mnozina G neni uzavfena na nasobeni skalarem, je mnozina conv GG vlastni
podmnozinou mnoziny span (G, obdobné téz ¢l conv (G je vlastni podmnozinou ¢l span G,
takZe hustota mnoziny span G (tj. c¢lspan G = X)) nezaruéuje, %e vsechny prvky X
splnuji predpoklady véty Véty 3.1. Pokud ale chceme odhadnout rychlost aproximace
pomoci posloupnosti {span,G;n € N}, mizeme postupnym zvétSovanim mnoziny ¢
tim, Zze pridavame nasobky viech jejich prvku skalary az do velikosti ¢ (tj. G nahradime
mnozinou G(c¢) = {wg;|w| < ¢,g € G}), docilit toho, ze libovolny prvek mnoZiny
span G lze vyjadiit pro dostatecné velké ¢ jako prvek mnoziny conv G(c). Plati totiz
span G = U.er, conv G/(c). Pro kazdé ¢ > 0 takto odhadneme rychlost aproximace
mnozinami conv,G(c); vzhledem k tomu, ze conv, G(c) C span, G, dostaneme tak
horni odhad pro vSechna f € U.cr, cl conv G(c).

Jones-Barronovu vétu tedy muzeme aplikovat 1 na funkce, které nejsou v konvexnim
uzavéru mnoziny (7, ale které jsou v konvexnim uzavéru mnoziny Gi(¢) pro néjaké ¢ > 0;
pak ovsem konstanta b ve jmenovateli hornitho odhadu musi byt vynasobena ¢. Nej-
mensi ¢, které staci pro danou funkci f k tomu, aby f € ¢l conv G(¢), miuZeme charak-
terizovat pomoci normy “§ité na miru” mnoziné GG (napiiklad mnoziné (G4 obsahujici
funkce, které pocitaji jednotky neuronové sité).

Pripomenme, Ze kazda norma je jednoznac¢né urcena svou jednotkovou kouli: je-li
totiz By(||.||) = {f € X;||f]| < 1} jednotkovéa koule vzhledem k normé ||.|[, potom
pro kazdé f € X plati ||f|| = inf{X € Ry;5f € Bi(|l.]])}. Ma-li tedy mnozina
B C X vsechny vlastnosti jednotkové koule, muZeme pomoci formule ||f|| = inf{\ &€
Ryi;+f € B} definovat normu ||.|| na linedrnim prostoru X (tato formule se nazyva
Minkowského funkcional mnoZziny B). K tomu, aby mnozina mohla byt jednotkovou
kouli néjaké normy, musi byt tato mnozina uzavrena, konvexni a balancovana, tj. musi
platit ¢/ B = B, conv B = B a A\g € B pro vSechna A € [—1,1] a viechna ¢ € B.

Norma nazvana G-variace (variace vzhledem k mnoziné (i) je definovana jako
Minkowského funkcional uzaviené konvexni balancované mnoziny el conv G(1). G-
variace je tedy norma na podprostoru {f € X;||f|la < oo} € X. Snadno lze ovéfit, ze
[flle = inf{e > 0; f € el conv G(e)} a e pro kaidé f € X plati [[/]] < [/l supyec 9]

Pojem variace zavedl Barron (1992) pro mnoZimu charakteristickych funkei polo-
prostoru odpovidajici mnoziné funkci, které pocitaji perceptrony s nespojitou prahovou
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aktivacni funkci. Nazval tento funkcional variace vzhledem k poloprostorium, protoze
pro funkce jedné proménné se tento pojem az na konstantni faktor shoduje s pojmem
totalni variace studované v teorii integrace. Kurkova (1997) zavedla obecny pojem
variace vzhledem k mnoziné funkei GG neboli G-variaci.

Pokud je mnozina funkci G ortonormalni bazi separabilniho Hilbertova prostoru
(X, |I.l); pak je Gi-variace rovna li-normé vzhledem k této bazi, tj. je-li f =3 ¢ f -
g, pak plati ||fll¢ = X,eq|f - 9| Napfiklad variace vzhledem k Fourierové bazi je
spektralni norma. Pojem (G-variace je tedy kromé zobecnéni pojmu totalni variace
také zobecnénim pojmu [;-normy.

Nasledujici véta je ekvivalentem Jones-Barronovy véty formulovanym pomoci po-
jmu G-variace (Kurkové, 1997, 1998). G° znadi mnozinu normalizovanych prvki
mnoziny G, tj. G° = {”Z—”;g € (i} (pouzivame ji zde proto, abychom nemuseli kon-

stantu ve jmenovateli nasobit sup,cq [lg]| ).

Véta 3.2 Necht (X, ||.]|) je Hilbertiv prostor a G je jeho podmnoZina. Potom pro

2 g2
viechna f € X a pro kaZdé kladné ptFirozen€ ¢islo n plati || f — span, G| < M

Jonesuv dukaz 1 Barronova modifikace tohoto ditkazu jsou konstruktivni — jsou
zaloZeny na hornim odhadu chyby || f —conv, G|| vyjadieném pomoci rekurzivni formule.
Stejny horni odhad || f — conv, (|| jako v Jones-Barronové vété odvodil Maurey pomoci
pravdépodobnostniho argumentu (viz Barron, 1993) povazujictho reprezentace funkce f
jakozto prvku mnoziny conv G, f = 3" a;g;, za konecné pravdépodobnostni rozdéleni
na mnoziné ¢ definované P(g = ¢;) = a;. Je-li f, = Y7, L1; ndhodné proménna
odpovidajici barycentru n-tice prvkia ¢ vybranych z (G s pravdépodobnosti P, pak lze
ukézat Zze stfedni hodnota ||f — f.||* je omezend shora Egﬂli Musi tedy existovat

néjaka n-tice hy,. .., h, € G takova, ze || f — 37, Lh;|| < \/Enm'i. Rozsiteni tohoto
odhadu na ¢l conv G dava tutéz horni mez jako Jones-Barronova véta. Takze Jones-
Barronova véta odhaduje shora rychlost konvergence nejlepsich aproximantu z mnoziny
conv, G pomoci rychlosti konvergence barycentrii prumérnych n-tic prvka G.

Darken et al. (1993) rozsitili Jones-Barronovu vétu na L,-prostory pro p € (1, 00)
— v tomto pripadé je rychlost konvergence o néco pomalejsi, radové O(n_lg), kde
g = max(p, ]%). Darken et al. také ukazali, Ze Jonestuv konstruktivni dukaz nelze
pouZit v pripadé norem, které nejsou hladké (v normovanych linearnich prostorech, v
nichZ mé jednotkova koule ostry roh). Av§ak Maurayho pravdépodobnosti dukaz muze
byt modifikovan tak, aby platil i pro supremovou normu (Barron, 1992, Girosi, 1995,
Gurvits & Koiran, 1997 , Kurkova, Savicky & Hlavackova, 1998).

Jonesuv konstruktivni dikaz véty 3.1 a jeho ruzna rozsiteni davaji navic kromé
horntho odhadu aproximacni chyby také dikaz konvergence inkrementalnich aproxi-
manti. Tento dikaz slouzi jako teoreticky zaklad pro studium inkrementdalnich algo-
ritmi uceni neuronovych siti, tj. algoritmu urcujicich parametry sité pomoci posloup-
nosti kroku, kde v kazdém kroku je pridana nova skryta jednotka (viz Karkova, 1998).
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3.3 Dimenzionalné nezavisla aproximace

Jones-Barronova véta dava horni odhad rychlosti aproximace funkcemi z posloup-
nosti mnozin tvaru {span,G;n € N,} vyjaddfeny pomoci dvou norem aproximované
funkce: jeji G-variaci || f]|¢ a jeji normé || f||, kde ||.|| je norma, v niZ je méfena chyba
aproximace. Nasledujici dusledek Véty 3.2 ukazuje, ze pro vSechny funkce s GG-variaci
omezenou danou konstantou r (tj. pro funkce z koule B,(||.||¢) o poloméru r) je tato
rychlost shora omezena ﬁ

Diusledek 3.3 Necht (X, ||.||) je Hilbertiv prostor a G je jeho podmnoZina. Potom

pro kazd€ kladné prirozené éislo n plati 6(B.(]].]|¢), span,G) < T

Aplikujeme-li tento horni odhad na aproximaci funkei nékolika proménnych (naprik-
lad z Hilbertova prostoru £5([0, 1]%), dostaneme popis mnozin funkei nékolika promén-
nych, které lze aproximovat mnoZinami typu {span,G;n € N} bez “prokleti di-
menzionality”. Dusledek 3.3 totiz zarucuje pro viechny funkce z B,(]|.||¢) presnost ¢

pfi aproximaci funkcemi ze span, G, kde n = (%)2 nezavisle na poctu proménnych d.
Slozitost aproximujicich funkeci tedy neroste exponencionalné s poc¢tem proménnych, ale
zavisi na % pouze kvadraticky bez ohledu na to, kolik proménnych maji aproximované
funkce. Napriklad, vSechny funkce s G4-variaci mensi nebo rovnou r lze aproximovat ¢-
sitémi s poctem jednotek nerostoucim exponencionalné s poc¢tem vstupnich proménych
— chyba nejhtife aproximované funkce mezi nimi je pri aproximaci ¢-sitémi s n jed-
notkami ve skryté vrstvé nejvyse \/Lﬁ Rychlost aproximace tedy nezavisi na vstupni
dimenzi d; na vstupni dimenzi ale zavisi velikost mnozin B,(||.||a)-

Abychom mohli pouzit Jones-Barronovu vétu pro odhad chyby pfi aproximaci neu-
ronovymi sitémi, je ovSem tfeba odhadnout G-variaci pro ¢ odpovidajici standartnim
vypocetnim jednotkam. Jednou z nejcastéji pouzivanych skrytych jednotek je per-
ceptron se sigmoidalni aktivacni funkci. Nejjednodussi sigmoida je nespojita prahova
Heavisidova funkce . Vzhledem k tomu, Ze mnozina Py funkei, které pocitaji per-
ceptrony s Heavisidovou aktiva¢ni funkci, je totozna s mmnozinou charakteristickych
funkei poloprostortt R? omezenych na [0, 1]¢, nazyva se Py-variace variace vzhledem k
poloprostorim (presnéji variace vzhledem k charakteristickym funkeim poloprostori).

Variace vzhledem k poloprostorum (Ps-variace) se v L,-prostorech rovna P,-variaci
pro libovolnou spojitou sigmoidalni funkci o (Kurkova, Kainen & Kreinovich, 1997).
Staci se tedy pri studiu rychlosti aproximace sigmoidalnimi perceptronovymi sitémi
omezit na variaci vzhledem k poloprostorum.

Jedna z moznosti, jak odhadnout shora variaci vzhledem k mnoziné funkci vypocet-
nich jednotek, je odhadnout ji pomoci variace néjaké vhodné ortogonalni mnoziny,
pro niz variace odpovida L£i-normé. Barron (1993) takto odhadl variaci vzhledem k
poloprostorim pomoci varianty spektralni normy (£;-normy vzhledem k Fourierové
bazi vynasobené vhodnymi vahami) a ukazal piiklady funkci, pro které je aproximace
perceptronovymi sitémi vyrazné lepsi nez linearni aproximace. Popsal totiz mnoziny
funkei, pro které pri aproximaci perceptronovymi sitémi pocet prvka potiebnych pro
danou presnost aproximace roste jen kvadraticky, zatimco linearni aproximace vyzaduje
dimenzi linearniho podprostoru rostouci exponencionalné s poctem proménnych.
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Pojem variace lze také popsat geometricky na zakladé thlu mezi aproximovanou
funkel a aproximujicimi funkcemi. Néasledujici véta, kterou dokazali Kurkova, Savicky
& Hlavackova (1998), déva takovou geometrickou interpretaci. Gt znali ortogondlni
doplnék mnoziny G.

Véta 3.4 Necht (X, ||.||) je Hilbertiv prostor a G je jeho neprizdnd podmnoZina. Po-
tom pro vSechna f € X plati || f]lc = supjes — PR kde S = {he X — G ||h]| =

sup |g - h|’
geG
1.

Pokud tedy f neni ortogonalni ke G, pak || f||¢ > SHPLGHUM, coZ znamena, ze ¢im
g€

vétst je thel arccos | f - g], tim vétsi je G-variace funkee f. Velkou G-variaci tedy maji
funkce, které jsou “témér ortogonalni” k mnoziné G.

Kurkova, Savicky & Hlavackova (1998) vyuzili tuto geometrickou charakterizaci
(G-variace pro popis tfidy funkei s variaci vzhledem k poloprostorum rostouci s poctem
proménnych exponencionalné. Tyto piiklady popisuji typy funkci, které bude patrné
obtizné aproximovat perceptronovymi sitémi. Neni vSak znamo, zda pro funkce s
velkou variaci vzhledem k poloprostorim je rychlost aproximace pomoci neuronovych
siti skutecné tak pomala, ze dosahuje horni odhad plynouci z Jones-Barronovy véty.
Pro tyto funkce totiz neni znam zadny dolni odhad rychlosti aproximace neuronovymi
sitémi. Jedna se obtizny otevreny problém souvisejici se slozitosti Boolovskych obvodi
(viz Hajnal et el., 1987).

Pokud umime vyjadrit aproximovanou funkei pomoci integralni rovnice odpovida-
jici ¢-siti s kontinuem skrytych jednotek, muZzeme alespon teoreticky odhadnout variaci
této funkce vzhledem k mnoziné funkci vypocetnich jednotek. Nasledujici véta, kterou
dokazali Kurkova, Kainen & Kreinovich (1997), dava takovy horni odhad variace.

Véta 3.5 Necht d,p jsou kladnd p¥irozend ¢isla, J C R a f € (C(J),]|.llc) je funkee,
kterou lze reprezentovat jako f(x) = [, w(a)¢(a,x)da, kde A C R?, w € C(A) md
kompakini nosic a necht Gy = {¢(a,.): J — Ryac Y}. Potom |flla, < [4|w(a)|da.

Integralni rovnice, jejiz platnost je predpokladana ve vété 3.5, se nazyva linedrni
integralni rovnice prontho fadu s jadrem ¢. TakZze (Gy-variace (vzhledem k supremové
normé) integralni transformace w je omezena shora £4-normou vahové funkce w. Po-
moci vhodnych integralnich reprezentaci odvodili rizni autori odhady G-variace pro
nékteré typy vypocetnich jednotek: napt. Barron (1993) pouzil k odhadu variace
vzhledem k poloprostorum variaci vzhledem k urcité varianté Fourierovy baze, kterou
odhadl pomoci vazené Fourierovy transformace, Girosi & Anzellotti (1993) odhadli
variaci vzhledem ke Gaussovskym radialnim funkcim pomoci Fourierovy reprezentace
funkei s omezenymi frekvencemi, Karkova, Kainen & Kreinovich (1997) odvodili in-
tegralni reprezentaci ve tvaru neuronové sité s kontinuem perceptroni s Heavisidovou
aktivaéni funkei {J(e-x +b);e € S¥1 b€ R} s vystupnimi vahami w(e, b) odpovida-
jicimi ortogonalnim “prutokum radu d” funkce f nulovou nadrovinou Hg, perceptronu
s vahou e a prahem b (vektor e je kolmy k nadroviné He, urcuje tedy jeji smér, zatimco
prah b uréuje jeji posun vzhledem k pocatku souradnic).
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3.4 Spojitost a presnost aproximace

V klasické linearni aproximacni teorii lze vyuzit pro odhady rychlosti aproximace
vyhodné vlastnosti aproximacnich operatoru jako je jednoznacnost, homogeneita (tj.
pro viechna f € X a pro véechna A € R plati py (Af) = Ap,([f)) a spojitost. Nasledujici
véta, kterou dokazali Kainen, Kurkova & Vogt (1999), ukazuje, Ze v nékterych nor-
movanych prostorech geometrické vlastnosti mnozin aproximujicich funkci zpusobuji,
7e neexistuje zadny spojity operator nejlepsi aproximace.

Véta 3.6 Necht (X, ||.||) je strikin€ konvexni Banachiv prostor se strikiné konvexnim
dudlem a necht Y je jeho nekonvexni podmnoZina. Potom Py : X — P(Y) nemd
spojity vyber,

Piedpoklady této véty spliuji napiiklad viechny prostory £,([0, 1]¢) pro ¢ € (1, 00).
Sjednoceni vSech n-dimenzionalnich podprostorua mnoziny G, span,, (G, je konvexni jen
v krajnim pripadé, pokud span, GG tvori linearni podprostor. Pro mnohé vypocetni
jednotky ¢ jsou mnoziny span, GG, nekonvexni. Pro sité s takovymi jednotkami nelze
dosahnout nejlepsi aproximaci spojitym zpusobem a to dokonce ani v pripadé, kdyz
se omezime na libovolné malé okoli nuly. Navic za urcitych dodateénych podminek na
mnozinu vypocetnich jednotek nelze pomoci spojitého aproximacniho operatoru ziskat
ani aproximaci, ktera se od nejlepsi aproximace odchyluje o predem danou libovolné
malou konstantu ¢ (viz Kainen, Kurkova & Vogt, 1999).

Geometrické vlastnosti mnozin funkei pocitatelnych neuronovymi sitémi tedy zpu-
sobuji nespojitost aproximacnich operatort, coz ma za nasledek, ze odhady presnosti
aproximace neuronovymi sitémi odvozené pomoci spojitych aproximacnich operatoru
nemohou byt presné. Rovnéz metody odhadu dolnich mezi presnosti aproximace, které
znacné omezuji linearni aproximacni metody, se nedaji pouzit pro neuronové sité — tyto
meze vyznacujici se exponencionalnim rustem slozitosti s po¢tem proménnych jsou totiz
odvozeny na zakladé spojitosti (viz Pinkus, 1985, DeVore at al., 1989).
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