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Numerické optimaliza¢ni metody

pro
ulohy bez omezujicich podminek

(ucebni text)

L. Luk3an

Vyzkumnd zprdva ¢. V-640, kvéten 1995
Tato prace byla podpofena grantem ¢. 201/93/0429 poskytnutym grantovou agenturou CR,

1. Uvod

V tomto textu jsou studovany zékladni metody pro nepodminénou minimalizaci véetné jejich
konvergencnich vlastnosti. Po stru¢ném tvodu do problematiky jsou v kapitole 2 uvedeny metody

nou metrikou). Kapitola 3 je vénovdna metodadm s lokdlné omezenym krokem vhodnym zejména ke
globalné konvergentni realizaci Newtonovy metody a Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci
souctu ctvercu. V kapitole 4 jsou pak popsany specidlni metody pro rozsahlé a strukturované op-
timaliza¢ni Glohy. Véty a lemata jsou v této praci vidy dokazovany. Tvrzeni z pfibuznych oboru,
ktera lze nalézt v béznych ucebnich textech, jsou uvadény bez dikazu. Vétsinu chybéjicich dukaza
lze nalézt v knize: L.Luksan, Metody s proménnou metrikou, Academia, Praha 1991.

1.1. Zakladni pojmy

Budeme pouzivat oznacovani:

z € R" pro n — dimensionalni vektor
F(z) pro funkci F' : " — R
g(x) = [0F )0z, ..., 0F [0x,]"

O?F /o2, o, 0*F/Ox,0x,
G = | -
0?F/0x,0xy, ..., 0*F/0x2

Zde F(z) je tcelova funkce, g(x) je jeji gradient a G(z) je jeji Hessova matice (matice druhych
parcidlnich derivaci). Spojitost druhych parcidlnich derivaci implikuje symetrii matice G(z). P¥i
vySetfovani konvergence optimalizaénich metod budeme ¢asto pouzivat pfedpoklady (F1)-(F5):

Definice 1 Rekneme, ze funkce F : R® — R je zdola omezend jestlize plati
Fxy>F VereR® (F1)
Definice 2 Rekneme, 7e funkce F' : R® — R m4 kompaktni hladiny, jestlize mno#ina

LFy)={xeR": F(z) < F} (F2)
je kompaktni VF (prazdna mnozina se piedpoklada kompaktni).

Definice 3 Rekneme, 7e funkce F : R — R mé4 omezené druhé derivace, jestlize plati



|dTG(e)d] <G || d |? (F3)
Yz € R", ¥d € R". Je to ekvivalentni podmince || G(z) [|< G Vz € R".
Poznamka 1 Misto omezenosti druhych derivaci staci obvykle lipschitzovskost prvnich derivaci:
lge+d)—g@) 1< T d]
Ve e R, Vd e R”
Definice 4 Rekneme, 7e funkce F': R™ — R je stejnomérné (nebo silné) konvexni, jestlize platf
d'G(x)d > G || d|]* (F4)
Ve € R*, Vd € R” (zde G > 0).
Definice 5 Rekneme, ze funkce F' : R — R mé lipschitzovské druhé derivace, jestlize
| GG+ d) — G@) < T d] (¥5)
Ve e R", Vd e R".
Pfi konvergenénich dikazech budeme ¢asto pouzivat véty o stfedni hodnoté:
(a) F(z +d) = F(z) +d"g(x) + +dTG(#)d, kde = + Ad a 0 < A < 1.
Z (F3) plyne
Fletd) = F@) < ") + 3G | d |

Z (F4) plyne

1
P +d)= () > (o) + 2G| d |
(b) g(z + d) = g(e) + [, Gz + Ad)ddA
z (F3) plyne

| g(z+d)—g(e) <G| d]
d"(g(x +d) = g(2)) < T d|?
z (F4) plyne

| 9(z+d)—g(z) > G| ]
d"(g(x +d) — g(x)) > G| d |

Diikaz posledniho tvrzeni:

1 1
g+ d) - g@) = [ @G adarz [ Gl =g d)f
0] 0]

Gl d|P<d"(gla+d) = g(2)) <[ d[I[| 9(x + d) = g(2) ||
1.2. Podminky optimality

Definice 6 Rekneme, 7e bod z* € R” je lokalnim minimem funkce F' : R* — R, jestlize existuje
¢islo € > 0 takové, ze

F(z*) < F(z) VYax € B(z",¢)



kde B(z*,¢) = {x € R" ;|| + — z* ||< ¢}. Jestlize navic F(z*) < F(x) pokud z* # x, fekneme, ze bod
z* € R” je ostrym lokalnim minimem funkce F': R* — R.

Tvrzeni 1 Necht bod z* € R™ je lokalnim minimem funkce F' : R* — R a necht F' € C! (spojité
diferencovatelnd) na B(z*, ). Pak plati

g(z*)=0

jestlize navic F' € C? (dvakrat spojité diferencovatelnd) na B(z*,¢), pak plati
G(z") >0

(matice G/(x*) je positivné semidefinitni)

Tvrzeni 2 Necht F': R* — R € C? na B(z*,¢) a necht plati

g(z") =0

G(x*) > 0

(matice G(x*) je pozitivné definitn{). Pak bod #* € R" je ostrym lokdlnim minimem funkce F :

R" — R.
1.3. Zakladni pojmy z teorie konvergence

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi konvergentnich posloupnosti.
Definice 7 Necht @; € R™, i € N, je posloupnost bodi. Jestlize pro libovolné £ > 0 existuje index
k € N tak, 7e z; € B(x*,¢) Vi > k, fekneme, ze posloupnost #; € R™, i € N konverguje k bodu
z* € R" a piSeme x; — x*. Pouzivame znadeni F; = F(x;), ¢;: = ¢(x;), Gi = G(&;).

Véta 3 Necht z; € R", d; € R", i € N, jsou dvé posloupnosti. Necht ¢; = x#; — 2*, ¢ € N, kde
z* € R" je lokalni minimum funkce F' € C?| kterd vyhovuje podmince (F5). Pak plati

1
F(xg+d;) — F(x) = df g; + §diTGidi +0(|l di |I°)

g(wi + di) — g(w;) = Gidi + O(]] d; ||*)

1
Fla;) = F(e") = 5ef Gei + O(|| e [I°)

g(xi) =G e + O(|| e: |I*)
Zde || O(&) lI< C |1 & || pokud | & [|— 0.

Dukaz 7 (F5) a z véty (a) o stfedni hodnoté plyne

1 ~
F(e;+di)— F(x;) = dlgi+ idiTG(xi + Md;)d; =

1 1 -
= dlgi+ 5df Gidi + 5d (G(ai + Mdy) = Gi)d; <

IN

1 1 .
dfg; + §diTGidi +3 | G(xi + Adi) — Gi ||| ds |IP<
< dTg; ldTG»d» 5_ d; |I?
=~ igz+2i zz+2L||Z||

kde 0 < A < 1. Podobné z (F5) a z véty (b) o stfedni hodnoté plyne



1
ot d) =gle) = [ Gl Addidr =
0

1
0

IN

1 1
| [ Gaitad) = Godianll < [ G +3d) = G Il ds | ah <
0] 0]

IN

1
[P =T P
0

Tim jsme dokézali prvni dva vztahy. Druhé dva vztahy se dokazuji Giplné stejné. Provede se zdména
z; misto #; + d;, #* misto z;, e; = x; — &* misto d; = z; +d; — x; a piihlédne se k tomu, 7e g(z*) = 0.

Pozndmka 2 Bez podminky (F5) lze odvodit odhady

1
Fx; +di) — F(x;) = dl g + §diTGidi +o(|| d; |I”)

g(x; + di) — g(z;) = Gidi + o(]| d; |])

1
Fla;) = F(e") = gef Gei o]l e |1*)
g(wi) = Gei+ o]l & |])
Zde || o(&) I / I & ll— 0 pokud [| & ||— 0.
Definice 8 Necht @; — x*. Jestlize existuje index k¥ € N a hodnoty 0 < My < oo a0 < ¢ < 1, tak ze
| @i — 2™ [|< Mypq'™" || 2 — 2™ ||
Vi > k, fekneme, ze posloupnost z; € R™, 1 € N, konverguje k bodu z* R-linearné.

Véta 4 Posloupnost z; € R”, ¢ € N, konverguje k bodu «* R-linedrné pravé tehdy jestlize

limsup || &; — 2™ ||"=¢< 1

1—00

(lim sup existuje a je mensi nez 1).
Duikaz 7 definice 8 plyne
| @i — 2™ [|< Mypq'™" || 2 — 2™ ||

Vi > k, kde ¢ < 1, takze

1

P (M || g — 2 () g % < max(1, My || 2 — 2 |)

[| 2 — 2™
Tato posloupnost je omezena, takze existuje lim sup a plati

=g < lim (Mg ||op—2" )id T =q< 1
T—00

limsup || #; — «*
i— 00

7 druhé strany nechf existuje vyraz na levé strané posledni nerovnosti a je roven ¢ < 1. Pak pro
libovolné ¢islo ¢ < ¢ < 1 existuje index k € N tak, ze plati

1
<y

[Errs



neboli '
| i — 2" [|< ¢’

Vi > k. Zvolme

qk

M, = ———
T e — e ]

Pak plati
| @i — 2™ [|< Mypq'™" || 2 — 2™ ||
Definice 9 Posloupnost z; € R?, i € N, konverguje k bodu «* R-superlinedrné, jestlize

=90

lim || & — 2”
— 00

Definice 10 Posloupnost z; € R?, i € N, konverguje k bodu z* Q-linedrné, jestlize existuje index
k € N a konstanta 0 < ¢ < 1 tak, ze

| Zi1 — 2" |
| zi — ||

Vi> k

Definice 11 Posloupnost z; € R", i € N, konverguje k bodu z* @Q-superlinedrné, jestlize

[
§—00 || r; —x* ||

Vé&ta 5 Necht 2; — 2* Q-linedrné (@-superlinedrné). Pak #; — #* R-linedrné (R-superlinedrné)

Dukaz R-linearni konvergence plyne z @Q-linedrni konvergence bezprostiedné (staci volit My = 1).
Necht 0 < ¢ < 1 je libovolné (malé) éislo. Z Q-superlinedrni konvergence plyne existence indexu
k € N takového, ze

lowi—a"ll o,
| i =2 | — -
takze podle véty 4 plati
limsup || #; — 2™ %gq
i— 00
Protoze ¢ je libovolné (malé) musi platit
lim || & — 2” T=0

11— 00

Pozndmka 3 @-linedrni (@-superlinedrni) konvergence implikuje monotonnost posloupnosti || #; —
z* ||, ¢ € N (podinaje vhodnym indexem k € N).

Definice 12 Posloupnost z; € R™, i € N, konverguje k bodu «* Q-kvadraticky, jestlize existuje index
k € N a konstanta 0 < My < oo tak, ze

i — 2 1< My [ ai— 2" |7 ¥iz k

Definice 13 Posloupnost z; € R, i € N, konverguje k bodu z* @-m-krokové kvadraticky, jestlize
existuje index k& € N, ¢islo m € N a konstanta 0 < M} < oo tak, ze

i — 2 1< My |2 — 2" |2 ¥izk

Poznamka 4 Nékdy se pouzivé slabsf piedpoklad || #ji4m —2* [|[< M || zji— 2™ ||* Vj € N (vybrana
posloupnost ¢ = jl).



1.4. Zikladni optimalizaéni metody

Zakladni optimalizacni metoda je itera¢ni proces, jehoz vysledkem je posloupnost z; € R, 1 € N,
takova, ze

Tit1 = i + 585

kde smérovy vektor s; € R" se uréuje na zakladeé hodnot z;, F}, ¢;, G;, 1 < j <%, a délka kroku
a; > 0 se urcuje na zakladé chovéani funkce F': R — R v okoli bodu z; € R”.

Definice 14 Rekneme, #e zékladni optimalizaéni metoda je globalné konvergentni, jestlize pro libo-
volny pocatecni vektor ;1 € R" plati

liminf [| g(z;) ||= 0

Mezi nejjednodussi a nejznaméjsi optimalizacni metody patii metoda nejvétsiho spadu a Newtonova
metoda:

Metoda nejvétsiho spadu je definovina vztahy
si = —g(x;)

i = in F'(z; i
o = arg 1;1121{)1 (x5 + asy)
Vyhody:

e je globalné konvergentni

e pouziva pouze vektory z R”
O(n) - pamétovych mist
O(n) - operaci na iteraci
Nevyhody:
e presny vybér délky kroku

e je pouze R-linearné konvergentni s asymptotickou rychlosti

limsup || #; — «*

i—oo H(G(l‘*))

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realisticky (nem nadhodnoceny). Napiiklad jestlize
k(G(z*)) = 103 potiebujeme ke snizenf chyby ||  — 2* || o 4 F4dy zhruba 4600 iteraci a jestilze
k(G(z*)) = 10° potiebujeme ke snizeni chyby ||  — 2* || o 8 f4d@ zhruba 9200000 iteraci!

Newtonova metoda je definovina vztahy
si = =G Haxi)g(x;)
Q; = 1
Vyhody:

e je - kvadraticky konvergentni. Pokud konverguje, staci k nalezeni lokalntho minima pouze
nékolik iteraci

e jednoduchy vybér délky kroku



Nevyhody:
e neni globalné konvergentni. Pokud #; je daleko od z*, nemusi konvergovat.

e pouziva matici a je tfeba Tesit soustavu linearnich rovnic.
O(n?) - pamétovych mist
O(n®) - operaci na iteraci

e je tfeba pocitat druhé derivace

Aby se odstranily nevyhody téchto jednoduchych metod, byly vyvinuty dimyslnési a tudiz i

a) Metody spadovych smérl vyvinuté z metody nejvétdiho spadu:
e nepiesny vybér délky kroku
o urychlen{ konvergence (princip sdruzenych sméri),

b) Metody s lokalné omezenym krokem vyvinuté z Newtonovy metody:
e zajisténi globalni konvergence

e snizeni poctu operaci (nepfesné fedeni linedrnich rovnic)

2. Metody spadovych smérua

2.1. Zakladni vlastnosti metod spadovych sméru

Klicovy vyznam pro konstrukci metod spiddovych smérd mé pojem spadovych a stejnomérné
spadovych smérovych vektora.

Definice 15 Rekneme, ze smérové vektory s; € R*, i € N, jsou spadové jestlize plati

SZ»TgZ' <0 (Sla)
Vi € N. Rekneme, ze smérové vektory s; € R*, i € N jsou stejnomérné spadové, jestlize existuje
konstanta 0 < g9 < 1 takové, ze plati
T
—s; gi o || si |lll g: || (S1b)
Vie N.

Smeérové vektory s; € R", ¢« € N, se Casto urcuji nepresnym fesenim soustav linearnich rovnic
Bisi+9;,=0,2€ N.
Véta 6 Nechf B;, ¢ € N, je posloupnost symetrickych pozitivné definitnich matic takovych, ze
B <AB;) < A(B;) < BYi€e N (A(B;) a A(B;) je nejmensi a nejvétsi vlastni ¢islo matice B;). Nechf

|| Bisi +¢: ||<@|| g: || Vi € N, kde @ < B/B. Pak je splnéna podminka (S1b) s

B/B-w
En =
0 1+o

Dukaz Oznacme ; = Bis; +¢i, 1 € N, takie || r; [|[<T || g: ||, i € N. Ziejmé plati s; = B (r; — g1),
1 € N, takze

—si gi = g; B 'gi =l BT gi 2[ g IIP /XBO~ v lll gi | JABy) > (1/B = @/B) || i |

Dale plati



s =0 B (ri = ga) (1< (s 1+ (] ga D/A(B:) < (1 +@) [l g || /B

coz po dosazeni dava

st gi /B-©/B _B/B-Ta_
Isillle:ll = L+@/B ~ 1+m "

Dalsi vyznamnou souc¢éasti metod spadovych smért je vybér délky kroku, na ktery je tfeba klast
fadu omezeni.

Definice 16 Rekneme, 7ze délka kroku a; > 0, i € N, spliuje bud silnou Wolfeho podminku nebo
slabou Wolfeho podminku nebo Goldsteinovu podminku nebo Armijovu podminku, jestlize existuji
¢isla 0 < g1 < 1/2 a g1 < g3 < 1 (nezdvisld na indexu ¢ € N) tak, ze

Fiy1 — Fi < ey04s] gi (52)
a bud
|57 gi1] < e2ls7 gil (S3a)
nebo
s i1 > €257 gi (S3b)
nebo
Fip1 — Fy > eaayst g; (S3¢)
nebo a; > 0 je prvni ¢len posloupnosti ozg, j € N, takové, 7e a} = 1 a
Bol <olt <al VjenN (S3d)

pro ktery plati (S2) (0 < 8 < 1 je né&jaka konstanta).
Podminky (S1)-(S3) tvoii zaklad k definovan{ metod spadovych sméri.

Definice 17 Rekneme, 7e zakladni optimalizaéni metoda z; 41 = *; + a;s;, i € N, je metodou
spadovych sméri, jestlize smérové vektory s; € R", ¢ € N, spliuji podminku (Sla) a délky kroku
a; > 0, i € N, spliuji podminku (S2) a nékterou z podminek (S3a)-(S3d). Rekneme, 7e zékladnf
optimalizaéni metoda ;11 = #; + a;s;, ¢ € N, je stejnomérnou metodou spadovych smért je-li
metodou spadovych sméra a plati-1i (S1b).

Poznamka 5 Pro metody sdruzenych gradienti odvozené z metody nejvétsiho spadu se pouzivi
podminka (S3a). Pro metody s proménnou metrikou odvozené z Newtonovy metody (kde a; — 1
pro ¢ — oo) se pouzivad podminka (S3b). Pro bezderivaéni metody se pouziva podminka (S3¢). Pro
nehladké dlohy se pouzivad podminka (S3d).

Poznamka 6 Metoda nejvétsiho spadu je stejnomérnou metodou spadovych smért, nebot s; = —g;,
takie sTg; = — || ¢i ||>= — || 5: ||| 9: || a (S1b) plati pro g5 = 1.

Lemma 7 (Konzistence) Necht funkce ' : R — R spliuje podminky (F1) a (F3) a smérovy vektor
s; splituje podminku (Sla). Pak pro libovolnou z podminek (S3a)-(S3d) existuje délka kroku e«; > 0,
kterd vyhovuje této podmince i podmince (S2).

Dukaz (pro (S3b)). Oznadme

Mi={a>0:Fle;+as)—F; < Elasz'Tgi}

ziejmé M; # 0 nebot 0 € M;. Necht a; = sup M;. Podle (F1) plati F(z; + as;) > F takze pro
a; € M; dostaneme o; < (F — Fy)/e1s7 g; < co. Ukazeme nyni, e plati s g(z; + a;s;) > €157 ;.
Piedpokladejme naopak, ze



siTg(xi +a58) = ESZ»TgZ'

kde £ > £1. Potom podle (F3) plati

1—
Flui+asi)— F, < F(ui+aisi) — Fi 4 5] g(w; + aisi)(a — o) + 3¢ | si 17 (@ — ai)? <
1—
< elaisiTgi +e(a — ai)siTgi + §G | si || (@ — ai)? =
1—
= ozElsiTgi —(e1 —&)(a — ai)siTgi + §G [ i ||2 (o — ai)z

aproa=a; +(e1 —¢)sl g;/G || s; ||*> a; dostaneme

(€ —£1)*(s/ 9:)°

1 < T
— — E1S; ;
2 Glls P 1o

Fle; +as;) — F; < aelsiTgi —

coz je spor nebot a; = sup M;. Z s! g(x; + a;s;) > €157 gi a 51 g; < 0 plyne a; > 0.

V dal§im textu budeme vétsinou pfedpokladat, ze plati (S1b), nebot stejnomérné metody spé-
dovych smért maji velmi vyhodné vlastnosti.

Vé&ta 8 (Globalni konvergence) Necht funkce F' : R" — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Pak
stejnomérna metoda spadovych sméru je globalné konvergentni.

Dukaz (pro (S3b)) Dokazeme nejprve, 7e existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro libovolny index i € N
plati

ai Zcllgill /I s |l (a)

Fip1 — F; < —eoerc | g: || (b)
Z podminky (S3b) dostaneme
easl g0 < T gl + aisi) < sl gi + G || i |

neboli

(ea—Dslgi _ eo(l—ea) [ gl
T OGs P T Gsill

takze plati (a) pro ¢ = eo(1 — £2)/G > 0. Déle z podminky (S2) a z (a) dostaneme

Fiy1 — Fi < e10ys] gi < —eoera || si ||| 96 |I€ —oeic ] gi |

takze plati (b). Nyni mizeme psat

Fipn=Fi+ Z(Fj+1 =) < B - 606122 g5 II”
j=1

=1
Podle (b) je posloupnost F;, i € N klesajici a podle (F1) je zdola omezend. Existuje tedy limita
(o]
L< lim Fy <1y — 606192 Il g: II”
1=

takze

(o]

h-F
dolla <
=1 €p&1C

10



takze nutné || g; ||— 0.
Dusledek Metoda nejvétsiho spadu je globalné konvergentni.

Pozndmka 7 Tvrzeni || g; ||— 0 je silnéjsi nez podminka v definici 14. K tomu aby metoda spadovych
smérl byla globalné konvergentni ve smyslu definice 14 staéi, kdyz (S1b) plati pro néjakou nekoneénou
podmnozinu mnoziny N.

Poznidmka 8 Je-li zakladni optimalizaéni metoda globalné konvergentni (ve smyslu definice 14),
nemus{ jesté platit »; — z*. Spliuje-li funkce F' : R® — R podminku (F2) nemize posloupnost
z; € R, 1 € N divergovat, muze vsak mit vice hromadnych bodi. Vyhovuje-li néjaky hromadny bod
z* € R" posloupnosti #; € R”, ¢ € N, nutnym podminkam pro lokalni minimum (Tvrzeni 2), pak jiz
plati #; — «*. V dalsim vykladu budu predpokladat, ze globalni konvergence automaticky znamena
x; — x*.

Vé&ta 9 (Linedrn{ konvergence) Necht z; € R™, i € N, je posloupnost generovana stejnomérnou
metodou spadovych sméri takova, 7ze x; — x*. Necht funkce F' : R® — R vyhovuje podminkam (F3)
a (F4). Pak pro libovolny index k € N plati

|| @i — || E ¢k
loe = || = V&

Vi >k, kde ¢ = /1 — 2e0e,¢G*/G.

Dukaz (pro (S3b)) Podle (b) plati

Fip1— F* < F, — F* —epeie || gi |)?

z vét o stfedni hodnoté dostaneme

1—
Fi—F" <SG |la—a" | (c)
* 1 * (12
FimF* 2 2G |lei- 0" | (@)
19 IS Gl — 2" |] (e)
lgi [ G| @i — 2" | ()
Miuzeme tedy psat
Fipy — F* Il g: |1 2G7 || @i — 2~ || 2 2
———— < l—-¢gg1ce——<1—geic=————=1—2¢061¢G" /G =
i — e = Ol_Fi—F*_ Ol_GHl‘z’—l‘*Hz 0e1cG/ q (9)

Pro podminku (S3b) plati ¢ = g9(1 — £2)/G (dikaz véty 8), takie
g2 =1—22e1(1 — e2)G2/G > 1— 221 (1 — e)G2/G > 1262 /G >0
nebot 0 < eg < 1,0 < g1 < 1/2, &1 < g2 < 1. Nékolikandsobnym pouzitim nerovnosti (g) dostaneme

By — 1 < 20
Fp — F*

coz s pouzitim (¢) a (d) dava
|| r; —x* G [F,—F* G
||l‘k—l‘ ||_ G Fk—F*_ G
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Poznamka 9 Casto se (F4) predpoklada az od né&jakého indexu k (naptiklad, kdyz z; — 2* a z*
splituje postacujici podminky pro lokdlni minimum, pak pfedpoklddame (F4) az v okoli bodu z*).

Pozndmka 10 Podle véty 9 je || e;41 ||= O(]] € ||). Tento vztah plati dokonce i tehdy, jeslize ¢ =0
(takze ¢ = 1), neboli pro libovolnou metodu spadovych sméri.

Definice 18 Rekneme, ze vybér délky kroku je asymptoticky presny, jestlize

T
S, 9
T
s; G*s;

(L+O(l e 1)

Q; =

Lemma 10 Necht z; € R™, i € N, je posloupnost generované stejnomérnou metodou spadovych
sméri s asymptoticky pfesnym vybérem délky kroku, takova, ze x; — x*. Necht funkce I': R* — R
vyhovuje podminkam (F3)-(F5). Pak plati

1(s]g:)*

Fiyi1—F,=—-=
+ 2 SZTG*SZ'

(L+O(l e 1)

Dukaz Budeme psat u; ~ v; jestlize u; = O(v;) a v; = O(u;). Podle véty 4 plati

gi =G ei + Ol e 1)

coz s pouzitim (F3) a (F4) dava g; ~ e;. Jelikoz z (F3) a (F4) plyne s? G*s; ~|| s; ||, z (S1b) plyne
sTgi ~| si ||| 9i || a predpokladame, ze || e; [|— 0, mizeme psat

s} gi Il g |l
;= — @ It 1 O 7 ~ !
takze || di ||=|] @is;i ||~ g: ||~|| €: || a podle véty 3 plati
1
Fipr —Fy = aisi gi + 5%25?(;2'52' +0(| di |PP) =

1 1

= o8] gi + §Oé?5iTG*5i + §diT(Gi — G +O(]| di |IP) =
1

= oot 2ot G O e )

Dosadime-li do tohoto vyjadfeni vztah pro asympticky presny vybér délky kroku, dostaneme

1 (sFg;)?
Py — F; = ——~4
+ 2 SZTG*SZ'

(1+0(] e 1)
nebot (s7gi)* /s G*si ~|| gi [|*~[| i |I*.

Lemma 11 Necht B je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice. Jestlize vektory u € R™ a
v € R™ vyhovuji podmince
T,3\2
utv
(T ; <e
uluvlv
kde 0 < e < 1, pak plati

(" Bv)® _ <H(B) — 1+ (r(B) + 1)5)2
uT BuvT Bv = \ k(B) + 1+ (x(B) — 1)¢

Jestlize vektory v € R” a v € R”® vyhovuji podmince

(uT)?

>1—¢?
uTuvTo

kde 0 < e < 1, pak plati
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(ulv)? 4k(B)(1 — £?)
uT BuvT B=1v = (k(B) + 1+ (k(B) —

(zde k(B) je spektralni &islo podminénosti matice B).

e)?

Diikaz (a) Necht vektory u € R® a v € R vyhovuji podmince (u?v)?/(ufuvTv) < 2. Bez Gjmy
na obecnosti budeme pfedpokladat, ze || u [|= 1, || v [|= 1 a budeme pouzivat oznaceni V = [u, v].
Necht vektor w je linedrni kombinaci vektorii u a v, pti¢emz || w [|= 1 a uTw = 0. Pak existuji &fsla
a a 3 takova, ze

v = au+ fw
a piihlédneme-li k tomu, ze || v ||= 1 a || w ||= 1, plati uTv = a a vTv = a? + 2. Z nerovnosti

(uT'v)?/(uTuvTv) <e? az || v||=1 pak plyne

a? < ¢?

0[2 4 62 -1
Polozmé W = [u, w]. Pak zfejmé plati V = WM, kde

1, «
w=[y 5]
Jelikoz VT BV = MTWT BW M, mizeme psét

(VI BV) < k(MTM)x(WT BW)
Jelikoz vektor w byl zvolen tak, aby platilo W W = I, dostaneme

tTWTBWa _ tTWTBWa _ y! By

2Ty T 2TWTWe YTy
kde y = Wz, takie nutné A(WTBW) = X(B), A\WTBW) = X(B) a

A (B
K(WEBW) = _ N ):n(B)
A A
Jelikoz a? < e? a a? 4+ 8% = 1, plati
MTM = [ Lo ]
a, 1
takie AMTM) =1 — |a|, \MTM) =1+]|a| a

) 1+al 14e¢
) l—Ja] 1-¢

X(MTM
MTM) =
Kj( ) A(MTM

Miuzeme tedy psat

1+¢

w(VIBV) < k(MTM)k(WTBW) = K(B) 1 .

Necht A a X jsou vlastni ¢isla matice VT BV sefazend podle velikosti. Pak plati
det(VIBV) = A\ = Mk(VT BV)

2
7 nerovnosti (\/ uT Bu — v/ UTBU) > 0 plyne, ze
VuT BuvT By <

(u” Bu +v" Bv) = %Tr(VTBV) = %(AJF ) = A1+ x(VTBYV))

N | —
N | —
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Miuzeme tedy psat

k(VIBV)—1\" _ [r(B)H= -1 2_
(sme) < (7) -
(

(

(ul Bv)? det(VT BV) 4x(VTBV) B
uT BuvT By uT BuvT Bv — (1+x(VTBV))?2

R(B) TS+ 1

(funkce (¢ — 1)/(xz + 1) je pro kladna # rostoucf)

(b) Necht vektory u € R® a v € R” vyhovuji podmince (
w = BHv, kde

ul'v)? /(uTuvTv) > 1 — €2, Polozme

H=B"1'- u(uTBu)_luT
Pak plati

wlw= uTB(B_1 — u(uTBu)_luT)v — Ty — uTBu(uTBu) LTy =0

takze vektory u a w jsou ortogonalni. Zvolme v R™ ortogonalni bazi v;, 1 < ¢ < n, tak, aby platilo
vi =u/||u|l ave=w/| wl|. Pakplati

v= (UTUZ)UZ
=1
a
n T,\2 T, \2
T T T T (v7w) (v w)
v U—Z(U vZ)ZZ(v v1)” + (v v2)2 T T,
1=1
takze
T, \2 T,\2
o
wlwvlv ulyvTy
a pouzijeme-li (a), dostaneme

(!B’ (

wl B~lwyT B~1y —

k(B) + 14 (k(B) - 1)
7 druhé strany (vzhledem k definici matice H, vektoru w a ortogonalité u?'w = 0) plati

#(B) — 14 (k(B) + 1)5)2

w? B~ w w! B"'BHv = wT B~ v — wTu(uTBu)_luTv
w'B™Yw=vTHBB v =T Hu
a
v Ho =o' B 'y — (uTv)Z(uTBu)_1
takze
(uTv)2 ] oI Ho _q (wTB_lv)2
uT BuvT B—1y

By

wl B~lwyT B~1y =

- <H(B) — 1+ (x(B) + 1)5)2 = 55

v

4k(B)(1 — &

k(B)+ 14 (k(B) — 1) + 14+ (k(B) = 1))?)
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Véta 12 Necht jsou splnény podminky lemmatu 10. Pak plati

limsup || z; — 2 1 K(G*) =14 (k(G*) + 1)y/1 — €3
i—+o00 T R(G)+ 14 (k(GF) = 1)y/1 —¢2

Dukaz Podle véty 4 plati
1
e
9i=Gei +O(|| e ||
takze s pouzitim (F3) a (F4) a z toho, e || ¢; ||~|| & || dostaneme

ei = (G") g1+ O] e 1))

Fim B = SgT (G a4 O( e )
Pouzijeme-li lemma 10 muzeme psat
Fiy — F* 1 Fiy1 — I 1 (sTg:)?
Fy— P> Fy— F* sTGrsigl (G*)~1yg;
(plati (1+O(]] e ))/(1+O(|] e [1)) = 1+ O(|| €; |)). Podle (Sib) plati (s{g;)* > & || i [l 9: |I”

takze s pouzitim lemmatu 11 dostaneme

(L+O(l e )

(L9 AK(G)23

st Gsigl (GF) 790 = (6(G7) + 14 (5(G7) = 1)/1 = €3)?

takze

Fipg — F* < (K(G*) — 1+ (k(G*) + 1)/1 — &2
= = (K(G*) + 1+ (k(G*) — 1)\/1 — &2
= ¢(1+0(le 1)

) (L+O(le: ) =

K libovolnému ¢islu ¢, ¢ < g < 1, tedy existuje index k € N tak, ze
Fign — F7 <
F,—F* —
Vi > k. Muzeme tedy postupovat stejné jako v dukazu véty 9, takze

Py =" 2(i—k)

— <
Fo— =1
a
|z —a || Eqi_k
o =2 || ~ V&
a podle véty 4 plati
limsup || #; — 2™ %g q

1—00

Jelikoz to plati pro libovolné ¢islo ¢, ¢ < ¢ < 1, dokazali jsme tvrzeni véty.

Poznamka 11 Pro metodu nejvétsiho spadu je g = 1, takze
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) K
lim sup <
i— 00 K

Poznamka 12 Asymptoticky presny vybér délky kroku dostaneme, vybirdme-li délku kroku pomoci

kvadratické nebo kubické interpolace (viz pozndmku 15).

Vé&ta 13 (Superlinedrni konvergence). Necht funkce F' : R” — R vyhovuje podminkam (F3) a (F4).
Necht #; € R™, i € N, je posloupnost ziskand metodou spadovych sméri takova, ze x; — «*, pfi¢emsz

|| Bisi +gi ||

lim =0 o

S TIPAT (e
a

e P @

Necht a; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podminkdm (S2) a (S3). Pak je splnéna podminka
(S1b) (stejnomérnéd spadovost), existuje index k& € N takovy, ze a; = 1 Vi > k, a posloupnost x;,
t € N, konverguje superlinearné k bodu z* € R".

Dukaz (a) ukdzeme, ze existuje index k; € N tak, ze

loi 1/G <l si Ml i 1 /G

Vi > ky, pokud G < AM(G*)a G > X(G*) Oznatme w; = (Bisi+¢:)/ || 9 || a ¥ = (Bi —Gi)si/ || s: |-
Pak plati

Gisi = (Bisi +9:) — (Bi = Gi)si — gi = wi || g || =04 || s || =g

takze

1=l wi |l
[lsi 1= Z | [l g:

| Gil| + [] 9 |
a jelikoz || 9; [|= 0 a || wi [|—= 0 (podle (o) a (3)) a || G; [|=|] G* [|= MG*) < G, existuje index
ko € N tak, ze || s; ||>]| 95 || /G Vi > ko. Podobné plati

si = G wi || gi ] =94 || si |l —g0)

takze

|Gl flwi )
s 1< |
A

a jelikoz || ¥; [|— 0 a || wi ||— 0 (podle (o) a (B8)) a || Gi* ||—=|| (G*)~! ||= 1/A(G*) < 1/G, existuje
index k1 > ko tak, ze || s; ||<|| g; || /G Vi > k.
(b) Ukazeme, ze existuje index ks > ky takovy, ze —si g; > & || si I gi || Vi > k2, pokud &9 <

1/k(G*). Zvolme G < AG*) a G > A(G*) tak, aby platilo &y = G/G. 7 definice w; a ¥; a z (a)

plyne, ze

—slgi = SZT(GiSij (Bi — Gi)si — (Bisi + gi)) > (A(Ga)— | 03 1) I 'si |” = [ wi (|1} si [Il] g: 11>
MG/ G= 19 || /G [T wi (D) 1] s Il gi 1]

a jelikoz || w; |[= 0 a || ¥; [|— 0 (podle (o) a (8)) a A(Gi) — AMG™) > G, existuje index ky > & tak,
¢~ gs > (G/O) || si Il 95 1= 2o Il 1 Il g | Vi > ks. Polozimei

v

eo = min(Zo, min (=sfgi/ || s [l g: (1)

plati (S1b).
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(¢) Ukazeme, 7e existuje index k > ko tak, ze hodnota «; = 1 vyhovuje podminkam (52) a (S3b).
Oznacme

T T
_5i it s Gisi
R L Bt

T
5, 9i

Pak podle predchozich vysledku dostaneme pro ¢ > ks

| _ sigi + 57 Gisi] < sillll i + Gisa ||
' S; i — co| s s
il 5Tl s Mo ]

¢ (Il git+ Bisi || || (Bi = Go)si ||)
-G

(K2 I gi

a podle («), (5) a (a) plati |n;| — 0. Nyni pouzijeme véty o stifedni hodnoté.
1
Flai+s:) = F(wi) = s gi + 557 Gasi + o] 54 |1*)

st g(x; + 1) = s gi + 5] Gisi +o(|| si |

Miuzeme tedy psat

Fla; +s;) — F(ay 1 .1 !
zliglo g +SSZT)gz e —3 +z'1£?o(§m +olllsi IP)/ 11 s 1) = 2
. sTglei+s)
Jim T o Jim (i + o([] 1)/ [ si [I7) =0

a protoze 0 < g1 < 1/2 a g1 < g2 < 1 existuje index k > ko tak, ze (S2) a (S3b) (s a; = 1) plati
Vi > k.

(d) Superlinearni konvergence. Pouzijeme vétu o stiedni hodnoté

g(zi 4+ s;) = gi + Gisg +o(]] s: |])

Podle pfedchozich vysledki dostaneme ;41 = @+ s; Vi >k a || s; ||~|| g: [|— 0
Miuzeme tedy psat

|| zig1 — " || Gl gi | <
| & — o || G lg:ll —
< G (H g(xi + 8i) —gi — Bisi || n || Bisi + gi ||) <
G Il g |l Il gi |
G <|| (Bi —Gi)si || | || Bisi +gi |
< = + +olll s [N/ 1] si |l
G Il g: I Il gi |
takze podle («), (5) a (a) plati
P EREEIE
Sy Py

Nyni se budeme zabyvat implementaci metod spadovych smért. Popiseme nejprve algoritmus pro
vybér délky kroku.

Algoritmus 1 (S3b) Data 0 < 51 < B2 < 1 <71 < 7a.
Krok 1 Zvolime pocateéni délku kroku v > 0. Polozime @ = 0.

Krok 2 Polozime @ = @ a @ = «. Jsou-li splnény podminky (S2) a (S3b), ukonéime vypocet s
a; = «. Neni-li splnéna podminka (52), pfejdeme na krok 4.

Krok 3 Urcime hodnotu a pomoci extrapolace tak, aby y1o@ < o < vo@ a prejdeme na krok 2.

Krok 4 Uréime hodnotu o pomoci interpolace tak, aby f1 (& — o) < (o — o) < fa(@ — ).
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Krok 5 Jsou-li splnény podminky (S2) a (S3b), ukoncime vypolet s a; = «. Neni-li splnéna
podminka (S2) polozime @ = « a prejdeme na krok 4. V opaéném pifpadé polozime
a = « a prejdeme na krok 4.

Pozndmka 13 Jsou-li splnény podminky (F1) a (F3) najde algoritmus délku kroku vyhovujici pod-
minkdm (S2) a (S3b) po koneéném poctu kroki. Je-li splnéna podminka (F4) nezavisi tento pocet
na indexu ¢ € N.

Poznamka 14 Extrapolace a interpolace. Oznaéme (o) = F(z; + as;), ¢'(a) = s¥ g(z; + as;) a

(@—a)e'(a)
P
B sol(a)
()
Kvadraticka interpolace (dvé hodnoty):
a —
—g=——_2 K
CTET -4 (Ka)
Kvadraticka interpolace (dvé derivace):
o — o
—a= = Kb
“TeT 18R (Kb)
Kubicka interpolace:
= — "% (C)

D++D?—-3C
kde

C=(B-1)—2A-1)

D=(B-1)—3(A-1)

Poznidmka 15 Urcuje-li se délka kroku pomoci (Ka) nebo (Kb) nebo (C) a plati-li (F3) a (F4), je
vybér délky kroku asymptoticky pfesny.

Poznamka 16 Pocdteéni vybér délky kroku. Pro superlinearné konvergentni metody volime oo = 1.
U metod sdruzenych gradienti volime o = 2(F;_; — FZ)/SZTgZ nebo (v prvnim iteraénim kroku)
a=2F—F;)/slg.

Shrnuti: Pro stejnomérné metody spadovych sméri (s parametry £q,£1,2 vystupujimi v pod-

minkach (S1), (52), (S3)) plati tyto implikace:

a) (F1) - (F3) = globdlni konvergence
b) (F3) - (F4) = linedrni konvergence
¢) (F3) - (F5) = asymptoticky odhad

b K(GT) =14 (K(GT) + 1)Y=

limsup || z; —z" ||7 <
i—co | | k(G*) 4+ 14 (k(G*) = 1)\/1 — €2

d) (F3) - (F4) = superlinedrni konvergence pokud

[| Bisi + g; ||
A
I g: ll
(G~ Bosi ||
I g: ll

0
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2.2. Metody sdruZenych gradientu

Definice 19 Rekneme, ze zakladni optimalizaéni metoda je metodou sdruzenych gradientt jestlize
S1=—g1a

Yl git1
Si41 = —giy1 + — T, i (CGa)
(Hestenes, Stiefel) nebo
T,.
Sitl = —git1 + %&152’ (CGb)
(Polak, Ribiere) nebo
T
Ji119i+1
Sit1 = —git1 + %Si (CGe)

(Fletcher, Reeves) pro i € N. Pfitom y; = ¢;41 — ¢s-

Poznidmka 17 Metoda (CGa) je teoreticky nejpodlozenéjsi. Metoda (CGb) dava nejlepsi praktické
vysledky. Metoda (CGec) je nejjednodussi a je globalné konvergentni bez pferusovani iteracniho
procesu.

Vé&ta 14 (Globalni konvergence). Necht funkce F' : R® — R spliuje podminky (F1)-(F3). Pak
metoda sdruzenych gradientii Fletchera a Reevese (CGce) s vybérem délky kroku splinjicim silnou
Wolfeho podminku (S2) a (S3a), kde g1 < g2 < 1/2, je globalné konvergentni.

Dukaz (a) (Al-Baali) Dokdzeme indukei nerovnost

T
€9 S: g [35]
B T & LIy g P
L—ey = [l g |]” ~ 1—e

Vi € N. Proi = 1 to plati, nebot s; = —g; a tedy s? g1/ || g1 ||?= —1. Pouzijeme-li (CGc), dostaneme

52'T+19i+1 - 1 | gigs II* s gisa — 14 51 gig1
| gita [I? lgi 117 1 gigr |17 Il g II?
Podle (S3a) plati
|s{ giy1] < —eas] gi
takze
STgi st 19i+1 S»Tg'
—1+€2—Z < ik i S—l—Ez ¢ 2
Il g: 117 Il gis1 II? Il g: (17
T
€ 419 €
—1—52<1+1_2 ) < %g—H@(Hlj )
€2 Il git1 |l €2
1 15] 52'T+1gi+1 < 14 £9
l—e = flgip P ~ l—es

(b) Z (S3a) plyne (S3b). Podle (F3) a (S3b) plati
ea5 gi < 5] gip1 < ] gi + G || s |7

takze

(1—e2)s]gs
- Gls P

67}

Podle (S2) plati
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B By s —eragsl gy s ST a1 =) (5790 LI
% % - 195 Yi

- Gls 12 G et sl
Z Al-Baaliho nerovnosti (prava ¢ast) plyne
Ty; 1-2
_Szg221_ €2 _ €2>0
| gi |l l—ey  1-e
nebot g1 < g9 < 1/2. Plat{ tedy
: S o~ el = 222)° |l i ||
Fy—F> lim () — Fipg) = (Fi— Fiyp) > Z >
e i=1 i=1 1 o 62) || 5i ||
Piedpokladejme, ze neplati
lim it || g1 [|= 0

Pak existuje € > 0 tak, ze || g; ||> £ Vi € N, takze

(Fy — F)G(1 — e3)
>
o 551(1—252 Z||52||2

(¢) Z (S3a) plyne (S3b). Podle (S3b) a Al-Baaliho nerovnosti (lev4 ¢ést) plati

€9 €2
—s! giy1 < —eas] gi < &3 (1 t1z 62) | g: II°= T—< |7
Pouzijeme-li (CGc), dostaneme
oL gita I” I gitr [I*
sivr 1P < [lgiga I” — g Z N 1 gir1 + ||27||4 s 1
2e5 Mg I
< Naar |2 e =
< g P+ o 7+ el [l |]
_ 14 2 || gi+1 |I* 2
1— ey H git1 H H ||4 H i H
Toto je rekurzivni vztah pro || s; ||. Postupnym dosazovinim dostaneme
1+e lgien I” *
2 2 2
H Sit1 H P H git1 H H ||4 H 8 H =
1+e o g | <1+€2 2 ||gz I* 2)
< 1 |17+ )2 4 s
P H Ji+1 H H i ||4 1— ey H 9i H H ||4 H i—1 H
1
1+eés s
< git+1
ol P
Piedpokladejme, ze neplati
lim inf [| g; [|= 0
— 00

Pak existuje 0 < £ < T < oo tak, ze £ <|| ¢; || E Vi € N (existence Z plyne z (F2) a (F3)), takze

a mtzeme psat
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1 — 62
=00
ZHS R 4;
coz je spor, nebot v (b) jsme dokézali ze tento souéet je koneény.

Poznidmka 18 Oznatme f; koeficient u s; v (CGa)-(CGc). D4 se dokdzat, ze metoda sdruzenych
gradientu je globalné konvergentni, pokud

, 2
0< 8 < — ||gl+1|2| Vie N
2e3 [ gi ||
kde 0 < g9 < €3 < 1/2. Toto vSak nelze obecné zarucit. Proto se pouzivd prerusovani iteraéniho
procesu (s; = —g; pokud podminka nenf splnéna).

Véta 15 (Kvadratické ukoncenf) Necht @) : R” — R je ryze konvexni kvadratickd funkce, Q(z) =

%(x — 2*)TG(x — 2*). Necht z;, i € N, je posloupnost generovanid metodou sdruzenych gradientt s
piesnym vybérem délky kroku (plati s¥g;41 = 0 Vi € N). Pak existuje index k < n tak, ze gry1 = 0

arper ="

Dukaz (Pro CGa). Pfedpokladejme, ze g; # 0 V1 < ¢ < n. Dok4Zeme indukei, ze s; Z0a a; #0
V1 <i<n aze plati

(o) SJTgZ'IO Vi<j<i<n+l1
(B) 9/ 9: =0 Vi<j<i<n+1
(7) SJTGSZ'IO Vi<j<i<n

Z (B3) plyne, ze gradienty g;, 1 < i < n, jsou nenulové a vzdjemné ortogondlni, tudiz linedrné nezévislé,
takze nutné g,41 = 0.

Proi = 1plati sTg; = —g¥ g1 < 0 takie s; # 0 a oy # 0 a déle neni co dokazovat. Indukéni krok:
(a) Necht ¢ < n. Podle indukéniho pfedpokladu () plati:

T T T T T
5 gi+1 = 8; gi +5; yi = 5; gi + a5, Gs; =0

V1 < j < i, nebot pro kvadratickou funkei Q() plati v; = giy1 — 9i = @;Gs;. Z presného vybéru
délky kroku plyne sl g;11 = 0. Je tedy SJ»TgH_l =0VvVl<j<u.
(b) Necht i < n. Z (CGa) plyne

g1 = —5
g9; = —sj+Pj-18j-1 Vi<j<i
takze podle (a) plati
g1 giv1 = —sigip1 =0
T _ T T _ S
9; 9i+1 = —8j git1+ 0i-18;_19i+1 =0 Vi<yj<i

(¢) Necht i < n. Z (CGa) a (a) dostaneme

vl g 1
i 51 giv1 = —gi 11041 <0

T
Siy19i41 = gz+1gz+1 +

Z i

takze s;11 #0 a a;41 # 0. Z (CGa) a (b) dostaneme
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1 1
s] Gsip1 = —s] Ggip1 + Pis] Gsi = —s] Ggip1 = —;ijgiH = _E(gj+1 — ) 9ix1 =0
J J

V1 < j < i nebot podle pfedpokladu () plati SJTGSZ' =0 V1 < j < i Déle podle (CGa) plati

yg+1 TGgin
Ji Jrrl TGSZ 2 TZIO

= —s! Ggiy1 + Tyz s

ZZ i 0

s; G52+1 = =35 ng+1 + —

takze SJTGSZ'+1 =0vVl<j <z

Poznamka 19 Dikaz byl proveden pro CGa. Véta 15 platii pro ostatni metody sdruzenych gradienti
nebot podle (3) plati

Yl gid1 = 9hagie1 — 97 giv1 = 9l agim
a z («) plyne

T T T T T T T
Yy $i = 91415 — 9 Si = —9; 80 = 9; 9i — Bi-19i si-1=9; i

Poznamka 20 Metoda sdruzenych gradienti s pfesnym vybérem délky kroku najde minimum
kvadratické funkce po nejvyse n krocich. Neplati to vsak jestlize

e vybér délky kroku neni pfesny
e funkce neni kvadraticka

e Hessova matice je $patné podminéné a projevuji se zaokrouhlovaci chyby.

Pak je tfeba pokracovat ve vypoctu. Aby byly i nadéale splnény predpoklady véty 15, je tfeba iteraéni
proces prerusit (sp41 = —gn41)-

Definice 20 Rekneme, #e zékladni optimalizaéni metoda je pferusovanou metodou sdruzenych gra-
dientd, jestlize s; = —g; pro ¢ € M a jestlize plati néktery ze vzorci (CGa), (CGb), (CGe) proi & M,
kde M ={nk+1:k € N}.

Poznimka 21 Pferusovand metoda sdruzenych gradienti je globalné konvergentni (sta¢i modifikovat
dikaz véty 8 tak jak je to naznaceno v poznamce 7).

Véta 16 Nechf 2; € R™, i € N, je posloupnost ziskana prerusovanou metodou sdruzenych gradienti
Fletchera a Reevese (CGe) s vybérem délky kroku spliujicim silnou Wolfeho podminku (S2) a (S3a),
kde 1 < g2 < 1/2, takova, ze x; — x*. Necht funkce I : R” — R vyhovuje podminkdm (F3) a (F4).
Pak smérové vektory || s; ||, 7 € N jsou stejnomérné spadové a plati || s; [|~|| ¢: |-

Dukaz (a) Ziegmé || ¢; [|= O(|| e;-1 ||) (pozndamka 10) a || ¢; ||~|| e || (pozndmka 2), takze
[| gi ||= O(|] gi—1 ||). Existuje tedy konstanta ¢ < oo tak, ze

g |l

<e Yig M
lgi-v |
Necht ¢ &€ M. Pak podle (CGc) plati
g I?
Il si [I1<I 9: |l +W [l si-1 |l

takze

|| s: ||_ 14 il ||5i—1||S si-a |l

[l i |l Il giza (11 giza | Magim I
Necht k& = sup{j € M,j < i}. Protoze s = —gi, plati || sz || / || g5 ||= 1, takze rekurentnim

pouzitim posledni nerovnosti dostaneme
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||l>
ol

b g <3

(b) Pouzijeme-li Al-Baaliho nerovnost (levou ¢4st) dostaneme

_ SZ»Tgl'z Z 1— E9 _ 1—262
[l i |l l—es  1-¢
coz spolu s (a) d4va
~ostg o stg el 1 osTg 112
Isllllgall [lgalPllsill = ellgall® = ¢ 1—e2

takie —sl g; > o || si ||| gi || kde g0 = (1 — 222)/(2(1 — 2)).
(¢) Pouzitim Al-Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme

1—262
Fsi Wl gi 11> =57 95 > 5—

coz dava || s; ||[> ¢ || ¢s ||, kde e = (1 — 2e5) /(1 — &2).

9 II?

Tvrzeni 17 (n-krokova kvadratickd konvergence) Necht jsou splnény pfedpoklady véty 16 a nechf
vybér délky kroku je asymptoticky presny. Necht funkce F': R" — R spliuje navic podminku (F5).
Pak existuje index k € M a konstanta C' < oo tak, ze Vi € M, ¢ > k plati

| @ign — 2" [[<C | i — 2™ |
Lemma 18 Nechf jsou splnény predpoklady véty 15. Nechtf ¢; # 0 pro néjaky index 1 < ¢ < n. Pak
plati

Qrit1) — Q") 5 2
< P;(A
Q1) — Q") = e, (Pilw))
kde P;(}) je libovolny polynom stupné i takovy, ze P;(0) = 1, a Ag, 1 < k < n, jsou vlastni &sla

matice G.

Dukaz (a) Dokézeme indukei, ze pro 1 < j <iplati g; € K; as; € K;, kde

K; = span{gi,Gyg1,...,G' g1}
je Kryloviav podprostor stupné j generovany matici GG a vektorem ¢;. Pro j = 1 je to zfejmé. Predpok-
ladejme, 7e to plati pro j = ¢ — 1. Protoze z x; = #;—1+@;_18;—1 plyne ¢; = g;—1 + @;_1Gs;_1 (vlast-
nost kvadratické funkee (Q)) a protoze plati g;1 € Ki_1 a Gs;_1 € span(Gyg1,G%g1,..., G g1) C K;
(indukéni predpoklad), dostaneme g; € K;. Dale protoze s; = —g; + fi—15i—1 (CG) a protoze plati
si—1 € K;j—1 C K; (indukéni predpoklad) a g; € K; (dokdzana inkluze), dostaneme s; € K;

(b) Podle (a) plati

g — % = xl—x*—i—Zajsj = -2+ P (G =
ji=1
= wm—a"+ PL(G)G(er —27) = (I + GPL(G)) (w1 — 27)

kde P’ 1(G) je uréity polynom stupné ¢ — 1 v . Oznadme P =TI+ GP" | (takie P je stupné i a
P (0) = 1). Jelikoz z dikazu véty 15 plyne, ze 5 git1 =0V <j <1 je

iy = 2" + F:(G)(xl — ") = arg _min Qx)
z=z*+P;(G)(x1—2*)
takze
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Qie) = Q") = Llrny =) Glais — 1) = 5 (o — 2 PHOGP(G) w1 —#7) <

< (x - x*)TPi(G)GPi(G)(xl — ")

M| — DO

pro libovolny polynom P; stupné i takovy, ze FZ(O) = 0. Necht Ay a vy 1 < k < n jsou vlastni éisla
(nezédpornd) a vlastni vektory (ortonormalni) matice GG a necht

n
*
1 — :g Yk Vg
k=1

Pak

Q1) = Q) = 51 —a) Glar — 07

T n n
(Z ’Vkvk) G (];'kak) = %;’Y%Ak

l\DI»—k

1 — _
Qrist) - Q") < §<x1—x*)TPxG)GPi(G)(m—x*):
_ L7 Ar) ZP Ar) =
= 3 Pi(Me)yrvk B)7RvE | =
k=1
= lnF?(A)M -l /\)Z 2)
—kalzk'}/kk 212555 k Vi Ak
Po vydéleni dostaneme
Qrit1) — Q(z")
<
Qer) — Q) = 2, T ()

Véta 19 Necht jsou splnény predpoklady véty 15. Nechf ¢; # 0 pro néjaky index 1 < ¢ < n. Pak
plati

Qris) = QU _, ( WG - 1)
Q) — QG =\ Ve +1

Dikaz Podle lemmatu 18 plati

Qrit1) — Qz") 5 2
< P;(A
Q(xl) — Q(l‘*) = 121;2(”( ( k))
pro libovolny polynom P;(A) stupné nanejvys i takovy, ze P;(0) = 1. Zvolime polynom P;(}) tak,

aby minimalizoval hodnotu

Pi(A
Al?xagXAJ (Ml

Tuto vlastnost ma Cebyseviiv polynom transformovany na interval A; < A < ), a normovany tak,
aby nabyval hodnotu 1 pro A = 0, tedy polynom

( AntAi—2X
7 (i)

| AntAr
7 (:4)
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kde T;(€) = cos(iarccos€) pro |€] < 1 a Ti(€) = ((€ + /€2 — 1) + (€ — /€2 — 1))/2 pro €] > 1.
Jelikoz |T;(€)] < 1 pro |£] < 1, plati
An +A1
(An _/\1)

Zbyvé tedy vyéislit hodnotu na pravé strané posledni nerovnosti. Oznaéme & = (A, + A1)/(Ap — A1).
Ziejmé [€| > 1, takze

P,(N| < 1/T;
AI?A%J M <1/

(E+VEe-D' +(E-Ve-1) 2
S(VET T+ VE T

() = (E+Ve-1)'=

N = N =
N | —

nebot

(VE+1T+VE-1)? =2(6+ /€2 - 1)
An

Dosadime-li hodnotu £, dostaneme
27 ;
n(EE) () —a (Yt -

! An — A1 - 2 An — A An — A1 T2 An — A1 o

V An + V A1

- (R

Plati tedy

IN

Qrit1) — Q(z") P 2 :
S awr < (s Pow) (k)

() (T
Van+ VA VE(G) + 1

Disledkem Tvrzeni 17 (s vysledky ziskanymi pfi jeho dikazu) a véty 19 je toto tvrzeni.

Tvrzeni 20 (Asymptoticky odhad) Necht jsou splnény predpoklady véty 16 a necht vybér délky
kroku je asymptoticky pfesny. Nechf funkce F': R — R spliiuje navic podminku (F5). Pak plati
1 K?(G*) —1

limsup [| @; — 2™ ||*<

i—o00 ~ VE(GH)+1

Poznamka 22 Odhad (\/x — 1)/(y/k + 1) je mnohem piiznivéjsi nez odhad (x — 1)/(k + 1) platny

pro metodu spadovych smért jak ukazuje tato tabulka:

SD CG
k=102 ¢ =101 460 45
k=10% ¢ =10"° 69077 | 690
k=10 ¢ =108 | 9210340 | 9210

V tabulce je uveden pocet iteraci potiebny k dosazeni pozadované presnosti ¢.

Nyni uvedeme nékolik poznamek k implementaci metod sdruzenych gradientu.

1) Metody sdruzenych gradientu vyzaduji nékteré apravy algoritmu pro vybér délky kroku:
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a)

Pouziva se pocateéni odhad

2F; — Fyo1) 20(F — FZ))

a=min | 1,
T , T
( 5; 9i 5; 9i

kde F je dolni odhad pro minimalni hodnotu funkce F.
Misto slabé Wolfeho podminky (S3b) se pouziva silnd Wolfeho podminka (S3a)

st giy1] < e2ls? g

kde g5 = 1071, Algoritmus 1 je tieba pozménit tak, Ze v ném ponechdme podminku (S3b) ale
k podmince (52) pfiddme podminku

si gip1 < €2ls7 gil
kterd je ¢asti podminky (S3a).
Je vyhodné metodu sdruzenych gradienti skalovat (nejjednodussi pfedpodminéni). Misto
—Sit1 = gi+1 — Pisi

pouzijeme vzorec

—s$i41 = Yit1(gix1 — Bisi)

kde

(Y = Git1 — gi,di = x341 — & = a5s8;) V tomto piipadé véak musime vzorce pro parametr j3;
upravit tak, ze

T
g = Yi 79jz+1 (CGa)
Y; Si
1yl gipa
g = — gL CGh
Vi 9l gi (CGb)

igz’T+1gi+1

5=
Ty Ty

(CGe)

Parametr y;41, je nutné udrzovat v uréitych mezich (0.005 < ;41 < 200).
Pouziva se tizené prerusovani iteracniho procesu:
Klasicky zptusob. Itera¢ni proces se prerusi vzdy po n iteracich, nebo kdyz g8; < 0.
Srovnani s (CGe). Tteraéni proces se prerudi, pokud neplati
mBI < B < mapf "t

kde BfF =gl 1giv1/9F giam~01-03an~11-13
Test na sdruzenost sméru. Iteracni proces se prerusi pokud

T

Sip1¥i 2 13 | sipa (Il i |l

kde 13 = 0.04 — 0.05.
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d) Test na ortogonalitu gradienti. Tteraéni proces se prerusi pokud

9iv1gi > nall gir Il gs |

kde n4 = 0.4 — 0.5.

Algoritmus metody sdruzenych gradientii lze zhruba popsat takto (¢isla a pismena se vztahuji k
poznamkam k implementaci metod sdruzenych gradienti):

Algoritmus 2 (CG) Data ey = 107% g5 = 1071, 9y = 0.3, 92 = 1.2, 93 = 0.05, g = 0.46, ¢ > 0.
Krok 1 Zvolime pocateéni odhad z; € R", vypodteme Fy = F(x1), g1 = g(#1) a polozime i = 1.

Krok 2 Pokud || ¢; ||< g ukoncime vypocet. V opaéném pifpadé uréime koeficient £;_1 podle
nékteré z metod (CGa), (CGb), (CGc) a rozhodneme o preruseni iteracniho procesu
podle nékteré ze strategii 3a, 3b, 3¢, 3d. Urcime skalovaci koeficient v; a uréime smérovy
vektor s; podle 2.

Krok 3 Uréime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1 upraveného podle la a 1b. Polozime ;1 =
z; + oysg, vypolteme Fypq = F(®iy1), gig1 = 9(xip1), zvétsime ¢ o 1 a pFejdeme na

krok 2.

Nasledujici tabulka ukazuje srovnani jednotlivych metod sdruzenych gradientu pfi minimalizaci
24 testovacich funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot
NFV, jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT-NFV selhani Cas
CGe + 3a | 10152 - 18772 1 2:13.90
CGe + 3¢ 4508 - 8952 - 1:01.84
CGe + 3d 4140 - 8397 - 1:00.91
CGb + 3a | 7568 - 14917 1 1:48.20
CGb + 3b | 5690 - 11248 - 1:09.10
CGa + 3a | 10357 - 20423 1 1:31.51
CGa + 3b | 5140- 10111 - 1:07.18

2.3. Metody s proménnou metrikou
Definice 21 Rekneme, ze zdkladni optimaliza¢ni metoda je metodon s proménnou metrikou, jestlize

s; = —H;g; Vie N (VMl)

kde H;, i € N, jsou symetrické pozitivné definitn{ (SPD) matice konstruované podle rekurentniho
vztahu

HZ'_|_1 I’yi(HZ'—i-UZ'MZ'UZ»T) (VM?)
kde U; € R"*?, M; € R?**? (symetrickd) a 7; > 0, a vyhovujici podmince
Hiv1y: = pid; (VM3)
kde y; = git1 — ¢i, di = 2ip1 — @ = ays; a p; > 0.

Poznamka 23 Matice H;y; se ziskdva z matice H; aktualizaci jejiz hodnost je nanejvys 2. Nejefek-
tivné)si metody s proménnou metrikou patii do Broydenovy tfidy, ktera je charakterizivand vybérem

Ui = [di, Hiyi].
Véta 21 (Kvadratické ukonéenf) Necht »;, ¢ € N, je posloupnost generovana metodou s proménnou

metrikou z Broydenovy tifdy s presnym vybérem délky kroku (plati s¥g;41 = 0 Vi € N) aplikovana
na ryze konvexni kvadratickou funkci (Q)). Pak existuje index k < n tak, 7e gp11 =0 a xp41 = 2.
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Dukaz Predpokladejme, ze g; # 0 V1 < i < n. Dokadzeme indukei, 7e s;, Z0aa; Z0V1I<i<na
ze plati

() Hy;=Xd;  Vi<j<i<n+l
(3) Ty =0 VI<j<i<ntl
(7) SJTGSZ'IO Vi<ji<i<n

Z (VM1) a (y) plyne, ze s;, 1 < i < n, jsou nenulové a vzajemné sdruzené (G-ortogondlni), tudiz
linedrné nezévislé, takze podle (3) nutné g,41 = 0. Pro i = 1 plati s7g; = —sT Hysy < 0 (Hy je
SPD) takze s1 # 0 a oy # 0 a déle neni co dokazovat. Indukéni krok:

(@) Necht ¢ < n. Z (7) a (Q) plyne dfy; = dTGd; = ajajsl Gs; = 0 a («) navic dava y! Hyy; =
Myl'd; = MdFGd; =0, takze Uly; = 01 < j <i. Podle (VM2) a (a) tedy platf

.
Hiy1y; = vi(Hiy; + U MUl y;) = villiyy = viMd; = N, d;

V1 < j < i. Pouzijeme-li (VM3) dostaneme H;11y; = pid; 2 A§+1di, takze Hiy1y; = /\g_l_ldi

V1<j<i.
(b) Necht ¢ < n. Z (y) a (@) plyne 5]T9i+1 = SJ'Tgi _|_5],Tyl. _ SJ'Tgi n OliSJTGSZ' —ovi<j<iZ
presného vybéru délky kroku dostaneme SiTgi+1 =0, takze celkem 5]'T9i+1 —O0VI<j<i

(c) Podle (VM1) je gy 1siy1 = —giv  Hiz19i41 < 0 takze sip1 # 0 a ajp1 # 0. Pouzijeme-li (VM1),
(@), (a), (b) dostaneme

My

T j T
di giv1 = =X, 15 gig1 =0

1

T T

5; Gsit1 = ——y; Hit1gi41 = —
Oz]' j

V1<j<i

Véta 22 (Aproximace Hessovy matice). Necht jsou splnény predpoklady véty 21 sy, =1l ap, =1
Vi € N. Pak plati H,y3 = G™1.

Dukaz 7 dikazu véty 21 plyne, ze

Hy1y; = dj Vi<ji<n

a ze vektory d; a y; = Gd;, 1 < j < n, jsou linedrné nazévislé. Z tohoto diivodu musi platit
Hn+1 =G,

Poznidmka 24 Nyni se budeme zabyvat vysetfovanim aktualizace (VM3). Pro zjednodusgen{ budeme
index ¢ vynechévat a index ¢ 4+ 1 nahradime symbolem +.

Véta 23 Necht Hy = v(H + UMUY), kde U = [d, Hy] je matice hodnosti 2. Pak H,y = pd plati
praveé tehdy, jestlize

kde 5 je volny parametr a kde
a=y" Hy, b=y'd, c=d"'H'd

Dukaz Podle (VM2) a (VM3) musi platit
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— mp M2 b _
Hyy = ~ (Hy—l—[d,Hy] [ - ] [ . ]) =
= y(Hy+ (mib+ moa)d + (mab+ maa)Hy) = pd
takze nutné
mlb —|— maa = p/*‘y
mzb + msa = —1
Jeden parametr je nadbyteény. Zvolime ms = —n/b a zbylé prvky mj, m3 uréime fesenim soustavy.

Tim dostaneme matici M uvedenou ve vété 23.

Poznamka 25 Vztah Hy = v(H + UMU7T) miizeme roznésobit. Pak plati

pl 1 T, N[ a r
H. = H+ =—dd" — —Hy(H ~(-d—Hy)(—-d—H H
+ 7( +23 —Hy( y)+a(b e y) (H)
(Broydenova tiida). Nejznadméjsi ¢leny Broydenovy tfidy dostaneme, polozime-li n = 0 (metoda
DFP):
_ pl 1 T
nebo n =1 (metoda BFGS):
_ a , plop 1 T T
Hy =« H—I—(E—I—;)de —Z(Hyd +d(Hy)") (HB)

nebo n = (p/7)/(p/y — a/b) (metoda hodnosti 1):

Hy =~ (H + m (%d— Hy) (%d— Hy)T) (HR)

7 téchto t¥i konkrétnich metod je bez dalsich Gprav prakticky pouzitelna pouze metoda BFGS. Metoda
DFP vyzaduje presny vybér délky kroku nebo disledné skalovani, jinak konverguje velmi pomalu
(podrobnéjsi zdivodnéni udava poznadmka 34). Metoda hodnosti 1 obecné nespliuje podminku pro
pozitivn{ definitnost matice Hy (tuto podminku udava véta 25), takze mize dojit ke ztraté globalni
konvergence vlivem poruseni{ podminky spadovosti (Sla). Metoda hodnosti 1 se casto kombinuje s
metodou BFGS.

Lemma 24 Necht H je SPD matice, a > 0, b > 0, ¢ > 0, ac — b? > 0 a necht plat{ (H) kde y > 0 a
p > 0. Pak matice (l/y)H_%H+H_% mé n — 2 jednotkovych vlastnich ¢isel a zbyla dvé vlastni ¢isla
jsou fesenim kvadratické rovnice.

M _pA+q¢=0
kde

_ 1 2 2 pc
p_bz(n(ac—b)—l-b)-l-Pyb

pl 2 2
= —— —b b
0= L plntae =) 40?)

Dukaz Podle (VM2) plati

1 1 1 1 1
—H *HyH =14+ H UMUTH" >
Y
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Tato matice mé n — 2 jednotkovych vlastnich ¢isel odpovidajicich n — 2 vlastnim vektoram kolmym k
H-3U. Zbylé dva vlastni vektory muzeme vyjadfit ve tvaru H~3Uz takze odpovidajici vlastni ¢isla
musi vyhovovat rovnici

H U +MUTH ')z = AH™3U 2
neboli (po vynasobeni (UTH_lU)_lUTH_% zleva)

(1= +MUTH'U)2 =0
Dosadime-li M z véty 23 a

oty =| ¢ °?
a

>~

muizeme psat

o
o
=+
Py
Py
—
|
o
s
~
+
S
=

|
—
=
s
|
o
o
=+
TN
| —— |
—
N
—
| o
p
| o= —
+

co? po apravé dava A? — pA + ¢ s koeficienty uvedenymi v lemmatu 24.

Véta 25 Necht jsou splnény pfedpoklady lemmatu 24. Pak Hy je SPD pravé tehdy, jestlize n(ac —
b?) + 0% > 0.

Drtikaz Je tieba najit podminku pro to, aby rovnice A2 —pA+¢ s koeficienty uvedenymi v lemmatu 24
meéla kladné kofeny. Oznacme A; a Ay tyto kofeny. Pak A1 +As = pa Ay =qtakie Ay > 0a Ay >0
pravé tehdy. kdyz p > 0 a ¢ > 0. Z definice p a ¢ plyne, Ze

R

b pq + vb

Jelikoz pfedpokladdme a > 0, b6 > 0, ¢ > 0,y > 0, p > 0, plati p > 0 kdykolivg > 0. Z ¢ > 0
dostaneme podminku n(ac — b?) + b% > 0.

p

Poznamka 26 Posledni nerovnost lze zapsat ve tvaru n > n*, kde

b2
* - __ 0
" ac —b? <
Podminky a > 0, ¢ > 0 jsou splnény, je-li matice H SPD a d # 0, y # 0. Podminka & > 0 je splnéna,
vybirame-li délku kroku podle (S3b), nebot

y'd=a(gr —g)'s > alea—1)g"s >0
Jestlize b < 0, neni matice H+ SPD pro zadné hodnoty parametrt v, p a 7.

Véta 26 (Aktualizace matice B = H~!). Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24. Nechf
B = H=! a nechf H, je matice uréen4d pomoci aktualizace (H). Necht By = H_l__l. Pak plati

vl oo 1 B c T
Bi=—-B+ ~-- — —Bd(Bd — |-y — Bd —y — Bd B
v =2 (4 Lo - Lpawa + 2 (5 5a) (5 - 1) ®)
kde

Bn(ac = %) + (8 +n)b* = b

Diikaz Inverzi vztahu Hy = y(H + UMU7T) dostaneme

1
By = —(B—-BUM™*+UTBU)*UTB) &

(B+ BUKU"B)
v

=2 | =
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(Woodburyho véta), kde K € R?*2. Jelikoz podle (VM3) plati Hyy = pd, musi platit Bod = (1/p)y
neboli

1 k1 k ¢ 1 1
Bid= . (Bd—i— [Bd, y] [ k; k; ] [ ) D = ;(Bd—i— (kyc + kob)Bd + (kac + k3b)y) = P

takze nutné

klc + k’zb =-1

koc+ ksb=~v/p
Zvolime ko = —f5/b a zbylé prvky ki, ks uréime Fesenim soustavy. Tim dostaneme

g=1 _%
K=| ¢ .
[ -+ (%+3)

coz po dasazen{ do By = (1/7)(B + BUKUY B) dava (B). Vztah svazujici 3 s n lze ziskat naptiklad
z rovnosti

K=—-(M"1'+U"BU)™!
(nebudeme to provadét).

Pozndmka 27 (Dualita) Vztah (B) dostaneme ze vztahu (H) zdménou v — 1/v, p — 1/p, a — ¢,
c—a,d—y y—d, H— B n— 3 Metody DFP a BFGS jsou navzajem dualni. Metodu DFP
dostaneme pro g = 1:

1 c, v L p 1 T T
B, =—-1(B -+ —)- — —(Bd Bd BD
v = (B G Dy - B + (B (BD)
Metodu BFGS dostaneme pro g = 0:
1 1 1
By =~ (B b Loy - —Bd(bd)T) (BB)
Y pb ¢
Metoda hodnosti 1 je samodudlni, dostaneme ji pro 3 = (y/p)/(v/p — ¢/b):
1 1 04 04 r
B, =~ B—|—7<—y—Bd) (—y—Bd) BR
¥ 'y( (v/p)b —c \p p (BR)
Poznamka 28 Matice By je SPD praveé tehdy, jestlize 3 > 5%, kde
b2
* - __ 0
g ac — b? <

Véta 27 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24 pricem?z

% (n(ac—b*) +b*) >0

(-2)2) =

Necht H = SST a necht H, je matice uréena pomoci aktualizace (H). Oznaéme U=581U =
[S71d, 5Ty] 2 [d, 7). Pak plati Hy = 5457, kde

<
Il
=2 |

Sl

Sy = 78I+ UTwtUT) (S)
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r_ L[ 24aym [ vi-bv/m
1 R | e e

pricemz
A= (ﬁc—b) + (b—za)\/_—l— (ac—b?)/m
7 p !

Diikaz (a) Dosadime-li vztah (S) do vztahu Hy = S ST, dostaneme
Hy =y(I +Uw " UTH"YH(I + Uw U H-Y)T
Porovname-li tento vztah se vztahem Hy = y(H + UMUT), miizeme psat

TrT -1
M:uvT—l—vuT—l—uvTUTH_lUvuT:[u,v][v vtHET e 1][3

1 , 0
a podle véty o nasobeni determinantd plati
(uyve — vluz)z = (det[u, v])2 =—detM =m

nebot z vyjadfeni matice M (véta 23) plyne, ze

det]\i:—i n a_r —|—£ =—-m
ab b v 04

Pouzijeme-li tento vysledek mtzeme psat

0 ,  ULV2 — VU2 :| _ |: 0, —|—\/E

ViUz — UVy 0 m, 0

UUT —UUT = |:

(b) Dosadime-li vztah (S) do vztahu Hy = S;5T, dostaneme
1 - - - -
;H+ =S+ Uuw"UTYI + Uvu” UT)ST
Jelikoz z dikazu lemmatu 24 vime, 7e plati det(H ;. /y) = ¢ det H, mizeme psét

det(I + Uuwo"UT) = Nz
takze podle Shermanova-Morrisonova vzorce plati
- - 1 - -

I+ UTw Uy =T - —Uw" U

( ) Vi
a podminku H;y = pd muzeme zapsat ve tvaru

(I+ UUUTUT)g g (I— L[juvTﬁT) d
Y N{

vynésobime-li tuto rovnici zleva matici U7 a pfihlédneme-li k tomu, ze plati
g dtd d"y b
gtd gy b, a
dostaneme

coz po tpravé dava
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o[ o ][ A1l [ 14

Pouzijeme-li nyni (a), dostaneme

(][5 [

7 tohoto vyjadieni je patrné, ze vektor u € R? je skaldrnim nésobkem vektoru na pravé strané
posledni rovnosti. Jelikoz skalarni nasobek muzeme zvolit libovolné, polozime

=AU

Pak pro vektor v € R? dostaneme rovnici

o) o (o 20)
v b+ —==¢c)+valat+—=b) =1
1( Va ? Vi

a z (a) plyne

o1 (14 by/m) + va (£+aﬁ) =Vm

v

Resenim téchto dvou rovnic je vektor

L by
LY —%\/ﬁ—l— e/m
kde
_ [P gl 2
A= (—c—b) + (b— —a) Vi + (ac—b*)/m
v P
Poznidmka 29 Vzorec (S) mizeme pouzit tak, Ze misto vztahu s = —Hg pouzivame vztahy

.a:STga :_ga §=.55

g
Jelikoz d = as, mlzeme polozit d=asa g = ST (g4 — g). Matici S pak aktualizujeme podle vzorce

Sy = AS(I 4 av")

kde @ = u1d + sy a ¥ = vid + v2y (Eisla uy, us a v1, vy jsou uréeny vétou 27). Tento zptsob se
pouziva zejména tehdy, neni-li matice S ¢tvercova, napriklad pii feseni Gloh s linedrnimi omezenimi,
kdy ma matice S vice fadki nez sloupcu.

Poznidmka 30 Pro metodu DFP plati n = 0, ¢ili ¢ = pb/(ya) a m = p/(yab), takie po dosazeni do

(S) dostaneme
Sy :ﬁ(S—l— és (gj—g) gT) (SD)

Pro metodu BFGS plati n = 1, ¢ili ¢ = pe/(yb) a m = 1/b?, takze po dosazen{ do (S) dostaneme

T
1 [pb-
Sy =7 S+ESd( %d—g) (SB)

Pro metodu hodnosti 1 plati n = (p/v)(p/y — a/b), &li ¢ = ((p/y)c — )/ (b — (v/p)a) a m = 0, takze
po dosazeni do (S) dostaneme
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Sy =7 |5+ zﬁ ! S( ci—g) (ﬁj—g) (SR)
(ﬁ) c—22b+a 7
&t &t
Poznamka 31 Podle véty 27 plati H = SST kde matice S je aktualizovdna podle vztahu (S).
Piedpokladejme nyni, 7e B = AT A = (S~1)T'S~1 = H~!. Vztah pro aktualizaci matice 4 = S~}
miuzeme odvodit pomoci Shermanova-Morrisonova vzorce. Plati

=2 |

Ay = (ﬁS (I—I—ﬁuvTUT))_l:%(I—%UUUTUT)A (A)

+ % ( Z—abg - ci) gTA) (AD)

(viz dikaz véty 27). Pro metodu DFP plati

Pro metodu BFGS plati

Pro metodu hodnosti 1 plati
1 141 2 AT
Ap=— A+ Jﬂ (%j—d) (%j—d) A (AR)
&l (%) a— Q%b 4+ N P

kde 1/q¢ = ((v/p)a — b)/(b — (p/7)c). Aktualizace (A) se pouzivd zejména v tlohdch na nejmensi
¢tverce.

Ukazeme jesté jednu vlastnost metod s proménnou metrikou.

Véta 28 Nechf W je symetrick4 pozitivné definitni matice. Pak Frobeniova norma || W='/%(yB, —
BYW =12 ||p je minimélni na mnoziné véech matic spliujicich podminku

('yB+—B)d:zy—Bdéw
p

pravé tehdy, plati-li

B 1 B deT—i—w(Wd)T wld Wd(Wd)T
Ty dTWd dATWd dTWd

Diikaz Jelikoz matice yBy — B je symetrick4, miizeme polozit yBy — B = X + X7 kde X je zatim
neznama ctvercovid matice . Nutnost dokdzeme pomoci Lagrangeovy funkce

1
L= WX+ XTOW 2 G 4l (w = (X + XT)d) =

n

1L ) i "
- ZZZ(eZTW X+ XYW 1/2%’)24-2“2' wi_zeiT(X-i-XT)@jdj
i=1

i=1 j=1 ji=1

kde u € R” je vektor Lagrangovych multiplikdtort (e;, e; jsou sloupce jednotkové matice fadu n).
Derivovanim Langrangovy funkce dostaneme
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oL ~1/2 Ty —1/2 Tor=1/2,. T T 1/2,
—_— = = X X)W Ne; W W= —
X1 ; 1: ; 1: + ) ej)(e; (exer +ereg) €;)

n n
T, T T
- E U E e; (exe; + erey )e;d; =
i=1 ji=1

1 n n
= 3 ZZ@%W_UZ@Z'QTW_UZ(X + XT)W_l/Zeje]»TW_l/Zel +

i=1 j=1

+= ZZ W 2 el WX + XT)W =2 T W12, +
i=1 j=1

n n

T
—1—5 E ui( e ekel ej +€; eleke])d]:

i=1 j=1
= eZW_l(X + XT)W_lel — (ukdl + uldk)
Podminka pro stacionaritu Langrangovy funkce ma tedy tvar
vBy — B = W(ud® + du®)W

Dosadime-li tento vektor do vztahu (yB4y — B)d = w, dostaneme po fipravé

(d"Wd - W+ WdWd) " u=w

Pouzijeme-li Shermantuv-Morrisontiv vzorec miuzeme vypocitat inverzi

1 dd”
TWd- W + Wdwd)T)-t = w1l _
(dTWd- W+ Wd(Wd)) dTWd ( 2dTWd)

(z pozitivni definitnosti matice W plyne d¥ Wd # 0 pro d # 0). Plati tedy

1 dd”
U= —— (W = ——— | w
dTWd 2dTWd
coz po dosazeni do vztahu pro vB; — B dava tvrzeni véty. Postacitelnost plyne z konvexity Frobeniovy
normy.

Poznamka 32 Zvolime-li matici W tak, aby platilo Wd = y — ABd, kde A se voli tak, ze

b(b— A*(7/p)c)
(b—Ae)?
dostaneme aktualizaci (B). Jestlize A = 0 (neboli Wd = y), dostaneme metodu DFP. Jestlize
A =+/(p/7)(b/c) dostaneme metodu BFGS. Jestlize A = p/y dostaneme metodu hodnosti 1. Zvolime-
li W = I, dostaneme metodu, kterd nepatii do Broydenovy tfidy a kterd se nazyvd Powellovou
symetrizaci Broydenovy metody (PSB).

1 B dw” + wdT wTdﬂ
dTd dTd dTd

=p

Metoda PSB nezarucuje pozitivni definitnost matice By, takze nemusi globalné konvergovat. Pfesto
je této, obecné velmi neefektivni, metodé vénovana velkd publicita, kterd souvisi s jeji pribuznosti s
nékterymi metodami pro #{dké Glohy (Véta 55).

Lemma 29 Nechf z;, ¢ € N je posloupnost generovani metodou s proménnou metrikou z Broydenovy

tiidy takovou, ze 1 <% <7, p<pi <pa(l=A)F < B <1—2A kde 0 <A < 1. Necht funkce
F: R" — R spliiuje podminky (F3) a (F4). Pak plati
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vl yi df Bid;

1 Vi vl yi
Tr(B; = —|Tr(Bi)+ =+ 0
(Bis1) %’( (Bi) pi yrd; vld; yld;
T T
y; Bid; (Bid;)" Bid;
—26; — (1 - ) i) <
7— é 26 (871 /\Q (871
< Te(B)+ G ; - s
< I )+£ B TP TS
(T)
a
1 v Td, Z' 11 1-—
det(Biy1) = — 2 det(B;)—2 (1 - ﬁ—) > — 2 det(B;)A\—= (D)
V7 pi d; Bd; B; 7P @;

kde a; > 0 je délka kroku a k; > 0, je smérovy kosinus (|g7 d;| = &4 || 9: ||| di |])-

Dukaz Vztah (B) mizeme po rozndsobeni zapsat takto

8 =1
T B;d;

1 5 Ys T d»TBZ'dZ' 5 I 1
(Bi+ly Y; + B YiY; B (BidiyiT‘Fyi(Bidi)T))—i—

B'+1 = — —
' ; pi y¥ d; Cylds yldi o yld

K3

Bidi(Bidi)T)
Vyuzijeme-li toho, ze stopa je linedrni maticovou funkei a toho, ze pro libovolné dva vektory u € R”,

v € R" plati Tr(uv?) = vTu, dostaneme prvni ¢ast vztahu (T). Druhou ¢ast tohoto vztahu odvodime
pomoci vét o stfedni hodnoté

1
Yi = Git1— 9 = / G(xi + Ad;)d;dA 2 Gyd; (a)
0

1
Fiy1—F; Zgdei+§Q||di 1? (b)

a pomoci vztahtt Fipy — F; < e197d; (S3a) a yl'd; > (1 — £2)|gFd;] (S3b) a Bid; = —a;g; (VM1).
Podle (a), (S3b) a (VM1) plati

i‘/z’Tyi _ dzTézzdz <
yld; drGid; ~
dZ»TBidi _ aigdei < «;
vldi  (gis1—9))Tdi T (1—e3)
|yl Byd;| | Geli |ll] g || . oG

<
yidi  —  (I—e)lgfdil = (1 —e2)r
Pouzijeme-li (b) a (S3a) dostaneme
1
(1=en)lgl dil > 5G || ds |
Neboli || g; || / || di ||> G/(2ki(1 — £1)), takze mizeme psat

(BZdZ)TBZdZ Oy || 9i H a;G
dZTBZdZ || d; || K; 2(1 — 61)/4222
Dosadime-li ziskané nerovnosti do prvni ¢asti vztahu (T) a uzijeme-li toho, 7e 3; < (1 — X)) < 1,
dostaneme druhou ¢ast tohoto vztahu. Pfi dikazu vztahu (D) vyjdeme z toho, Ze plati

det('}/z’BH-l) = det Bi/Qi

36



(lemma 24). Vztah pro 1/¢; lze odvodit pomoci duality (pozndmka 28) nebo pouzitim vztahu svazu-
jictho B; s m; (véta 26). Dostaneme
¢  pidTBid; \© 37

(poznémka 29), coz po dosazeni do vztahu pro det(y; Biy1) dava prvni st vatahu (D). Druh4 ¢ést
tohoto vztahu plyne z jiz dokdzanych nerovnosti.

Vé&ta 30 (Globalni konvergence) Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 29. Pak

lim inf [| g; [|= 0
Dukaz Podle vztahu (T) dostaneme
T =l di 1P [ Bads || ol i |||| di || || Bid; ||
T?“(BZ'_H) < T?“(BZ)—F -G+ G <
P yldi || di || Td; Il s |l
v _ G G G
< TT(BZ')-I'%G-F(G-FQ ) | B [|< G+<1+35) Tr(B;)

(pouzivame véty o stfedni hodnoté). Tento linedrni rekurentni vztah implikuje existenci konstanty
C > 1 takové, ze

Tr(Biy) <Ot "

(hodnotu Tr(By), k < i, povazujeme za poéatecni). Podle druhé ¢ésti (D) je

detn) > o gy Lo (M) g I

Y ap —\ PY

Pouzitim nerovnosti pro geometricky a aritmeticky prumér dostaneme

D)) < o(my < @0t

det(Bi41) < (

takze

g —n i+1—k
H i < e A 1
i A(l = e2) min(1, det(By,) Ttk

neboli podle nerovnosti pro geometricky a aritmeticky prameér

1
ji=k =k
Oznactme
G 2G MG

& =

= (I—eo)r;  2(1 —e1)K?

a piepoklddejme, ze liminf;_.., || g; [[> 0. Pak podle dikazu véty 8 nutné plati x; — 0 a tedy
& — —oo. Existuje tedy index k € N takovy, ze & < —27G/p < 0 Vi > k. Pak ale podle (T) a (x)
plati

37



Tr(Bip1) < Tr(B;)+ +G+ aé; <

I [

)

< Te(Bi)+ 1Gi+1-k) - 22T oy <
4 L
< Tr(By)— LG(i+1—k)
£
Zvolime-li index 7 tak aby platilo
Tr(B
i>k—1+ pTr(By) > k

G
je posledni vyraz zaporny, coz je spor, nebot stopa SPD matice je kladné.

Poznamka 33 Véta 30 je nejobecnéjsim doposud zndmym tvrzenim o globéln{ konvergenci metod
s proménnou metrikou. Tato véta vyzaduje aby byla splnéna podminka (F4) (exitence konstanty
C > 0), takze ji lze pouzit pouze pro konvexni funkce. Podminka y; < 1,47 € N, je pro dikaz Véty 30
dulezita a je pouzita i v Algoritmu 3.

Poznimka 34 Véta 30 teoreticky zdivodiiuje $patné konvergencni vlastnosti metody DFP (s nepfes-
nym vybérem délky kroku). Metoda DFP odpovida volbé 8 =1, i € N, takze neni splnén predpoklad
B <1=X<1,i€e N. Ve vztahu (T) vymizi posledni ¢len a nelze pak pouzit princip diikazu.

Nyni uvedeme tvrzeni o superlinearni konvergenci metod s proménnou metrikou. Jelikoz super-
linedrni konvergence vyzaduje aby v jistém smyslu platilo B; — G* (véta 13), budeme pozadovat
splnén{ predpokladi véty 22 (p; = 1,3, = 1, Vi € N).

Tvrzeni 31 (Superlinedrni konvergence) Necht jsou splnény piedpoklady lemmatu 29 s p; = 1,
v = 1, a necht navic x; — z*, funkce F' : R* — R spliuje podminku (F5) a a; = 1 se vybird vidy,
kdyz tato hodnota vyhovuje slabé Wolfeho podmince. Pak jestlize

> <
i= k3
Fi<0
plati
i NEirr =" [
imco || @ —z* ||

Pozndmka 35 K diikazu tvrzeni 31 se pouZiva invariance Broydenovy tfidy metod s proménnou
metrikou k transformaci proménnych. Oznacime-li x = T'z pak g = TTg, G =TTGT ataké d = Td,
y =T7y. Omacime-li B = TTBT, Bt = TTB*T, pak z (B) plyne

~ ~ T
=L 2y Lpamayr 0 (¢ nd) (S- Bd (B)
Y pb ¢ ¢ \b b

kde a = QTB_lgj, b= QTCZ, ¢ = d” Bd a kde parametry 3, v, p jsou stejné jako v (B). Pro teoretické
Gcely se poklada T = (G*)~3.
Nyni uvedeme nékolik poznamek k implementaci metod sproménnou metrikou.

1) Vybér délky kroku: Metody s proménnou metrikou nejsou citlivé na vybér délky kroku. Je
mozné pouzit algoritmus 1 beze zmény. Voli se pocatecni odhad

o i (1,1 0)

T
5 95
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2) Stabilizace (parametr p): Oznatme @(A) = F(x + Ad). Parametr p se voli tak, aby platilo
d" Byd ~ ¢"(1). Pouzitim zpétného rozvoje ¢(0) = ¢(1) — ¢'(1) + ¢”(1)/2, kde 0 < X < 1,
miizeme psat ¢”(A) = 2(p(0) — (1) + ¢'(1)), takie po dosazeni dT Bod = ¢ (A) &~ ¢"(1) do
(VM3) dostaneme dy/p = d¥ By d = 2(¢(0) — (1) + ¢’ (1)), coz dava

dTy
208 = Fy+dTgy)

p:

Tuto hodnotu pouzivime pouze tehdy, jestlize 0.01 < p < 100, v opa¢ném pripadé pokladame
p=1

3) Skalovani (parametr v): Jelikoz podle (VM3) ma platit Byd = y/p, je v¥hodné volit parametr
v tak, aby Bd/v bylo co nejblize k y/p. Tedy naptiklad

d"Bd/y =d"y/p=~/p=c/b

nebo

y'd/y =y "B y/p=/p=1bla
Dalsi moznost je geometricky stied v/p = (¢/a)z. Tedy k danému p najdeme y = pe/b nebo
v = pb/a nebo v = p(c/a)%. Pokud pro takto ziskanou hodnotu neplati 1 <+ < 10 poklddame
v = 1.

4) Vybér konkretni metody (parametr 5): Praktické zkusenosti ukazuji, ze z jednoduchych metod
Jje nejucinnéjsi metoda BFGS a ze metoda DFP je velmi spatna. Ackoliv metodu BFGS lze
celkovym zlepenim Gcinnosti), takze lze doporucit stabilizovanou a gkalovanou metodu BFGS
realizovanou algoritmem 3.

Algoritmus 3 (VM) Data g, = 107%, £, = 0.9, > 0, p = 0.01, 5 = 100, y = 1, ¥ = 10.

Krok 1 Zvolime podateéni odhad #, € R” vypoéteme Iy = F(x1), g1 = g(#1), zvolime pocateéni
SPD matici Hy (obvykle Hy = I) a polozime i = 1.

Krok 2 Pokud || ¢; [|< £ ukonéime vypocet. V opatném piipadé polozime s; = —H;g; a uréime
délku kroku «; pouzitim algoritmu 1. Polozime z;41 = #; + a;s; a vypolteme Fi1q =
F(zit1), giv1 = 9(xig1).

Krok 3 Polozime d; = #;41 — i a ¥ = giq1 — ¢;- Uréime parametr p; podle 2. Jestlize p; < p
nebo p; > 7 polozime p; = 1. Uréime parametr 4; podle 3. Jestlize i > 1 a soutasné
¥ < 7 nebo v; > ¥, polozime v; = 1. Zvolime n; = 1 (metoda BFGS). Uréime matici
H;y1 podle (H), zvétsime i o 1 a prejdeme na krok 2.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani t¥f metod (CG - metoda sdruzenych gradient, VM metoda
s proménnou metrikou, MN modifikovand Newtonova metoda) p¥i minimalizaci 24 testovacich funkei
s 10, 20, 40 a 80 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot NFV| jakoz
i celkovy Cas vypoétu).
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Metoda | n | NIT - NFV Cas
CG 10 | 1211 - 2643 1.54
20 | 1346 - 2897 3.52
40 | 2105 - 4397 11.59
80 | 4035 - 8125 54.37
VM 10 959 - 1125 1.10
20 | 1115 - 1261 2.53
40 | 1491 - 1666 7.85
80 | 2200 - 2433 35.37
MN 10 425 - 527 1.15
20 407 - 508 3.30
40 433 - 571 15.54
80 514 - 686 | 1:54.24

3. Metody s lokalné omezenym krokem

3.1. Zakladni vlastnosti metod s lokdlné omezenym krokem

Pii vykladu metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

1
Qi(s) = gls + §5TBZ'5

pro kvadratickou funkci, ktera lokalné aproximuje rozdil F'(x; + s) — F'(z;) a oznadeni
wi(s) = (Bis+gi)/ | gi |l
pro presnost urceni smérového vektoru. Déle budeme pouzivat oznaceni

NERCESELG

pro podil skutecného a predpovédéného poklesu funkce F: R" — R.

Definice 22 Rekneme, Ze zékladni optimalizacni metoda ;41 = x; + a;8;, i € N, je metodou s
lokalné omezenym krokem, jestlize smérové vektory s; € R”, i € N, se urcuji tak, ze

[lsi [1< A (T1a)
I'si [I<A; =||wi(si) [|[<@; <@ (T1b)
—Qi(si) > a || gi || min(|| si ||, 1] g: | /1] Bi |I) (Tle)

kde 0 < o< 1,a0<w<1akde délky kroku «; > 0, 2 € N, se vybiraji tak, ze
pi(s;) <0=a; =0 (T2a)
pi(si) >0=>a; =1 (T2b)
Pfitom posloupnost A; > 0, ¢ € N, se konstruuje tak, ze

pilsi) <p= Bl silI< Aipr < Bl si || (T3a)

kde0<B<fA<l<yal<p<l.
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Poznamka 36 Jestlize @ = 0 nebo @ > 0 dostaneme piesné nebo nepfesné metody s lokalné
omezenym krokem.

Pozndmka 37 Normy v (T1) a (T3) mohou byt i jiné nez euklidovské. Nékteré podminky mohou
byt oslabeny.

Poznidmka 38 Oznacime N; C N mnozinu index@ takovych, ze || s; ||[< A;, No C N mnozinu indext
takovych, ze p;(s;) > 0, a N3 C N mnozinu indexi takovych, ze p;(s;) > p.

Lemma 32 Aplikujeme-li metodu s lokdlné omezenym krokem (T1)-(T3) na funkci F' : R* — R,
kterd spliuje podminku (F3), existuje konstanta ¢ > 0 takovi, ze

II'si [1> emi/M; (*)
kde
mi = min | g; |
M; = max || B; ||
1<5<4

Dukaz (a) Necht i € N;. Pak podle (T1b) plati

LI Bisi | = [ gi [| | <[| Bisi 4 gi [|=l] wilsi) [lll g: (IS @[] g: |l
isi |1>1] i || nebo || Bisi ||<]] g5 || a |l Bisi [|> (1=) || g; ||- Spojenim téchto nerovnosti
dostaneme || B; |||| s; ||>|| Bisi ||= (1 =@) || 9: ||, coz dava || s; ||> (1 — @)m; /M.
(b) Necht i ¢ N3. Pak podle definice mnoziny N3 a funkce @;(s) plati

1 1
Ple ) = F(ei) 2 pQuls) = (a4 o7 B ) 2 0 (s = 518 s )

7Z druhé strany (véta o stfedni hodnoté) dostaneme
T 1= 2
Fxi+si) = Fai) < giosi+ 5G] i ||

coz dohromady dava

(G +pll Bi ) ll'si 1> (p = Do s

N | —

z (Tlc) dostaneme

, 1
=a |l gi [l min(( i [I, 11 g: | /1 Bi ) > Qi(s:) = 9 s = 5 1| B [lll s |

coz spolu s pfedchozi nerovnosti dava

T2 50— D1 Bl | -
< 1) {1 g ) min((] se 111 g 11/ 1 Bi 1D

v

1 —
(G Hpll Bill) ] si 1?

neboli

(G+ 1B D1l si (17> 2(1 = p) | g [ min([| i [| 0 g I /] B )

1211 gi |l / 1| Bi [|= mi/M; nebo

1 —
S(GMi/ || B[] +Mi) || i [[2 2(1 = p) || g: ]

coz dava || s; || [2a(1 = p) || By || /(G+ || By [D]mi/M;
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(¢) Necht ¢ = 1. Pokud || g1 ||= 0, plati zfejmé || s1 [|>]| 91 || / || B1 [|> m1/M;1. Pokud || g1 ||# 0
muizeme psat

sl Bl [l g ll
lgull 11 Bl

151 (1=

takze || sy {|> (|| so (Il By I/ 1] g1 [[yma /My
(d) Necht ¢ ¢ Ny, i € N3 ai# 1. Necht k < ¢ je nejvétsi index pro ktery neplati soucasné k ¢ Ny,
k € N3 ak # 1. Pak podle (T3) a (Tla) plati
50 [1= A = Aggr 2 min(Ag, B[] sp ||) = min([] sg [, B[ sk []) = B[] s |l
takze podle (a)-(¢) plati

I'si [|1> B8] sk [|> emp /My > em;/M;
kde

¢ = Fmin

20(1—p) || B
<(1 o e =p) [[Bull |51l Bs ||)
G+ [ By | g1l

Véta 33 Necht z; € R™, i € N, je posloupnost generovania metodou s lokdlné omezenym krokem

(T1)-(T3) takova, ze

SN
— M;
=1
kde M;, i € N, jsou ¢&isla definovana v lemmatu 32. Necht funkce F' : R*® — R spliuje podminky
(F1) a (F3). Pak plati
lim inf [| g; [|= 0

Dukaz (a) Predpoklddejme, 7ze existuje ¢islo € > 0 tak, ze || ¢; ||> £ Vi € N. Pak podle lemmatu 32
plati

ce
I 112 g
Vi € N. Protoze N3 C N», muzeme psat
Fy— Fiyr = F(x) — F(z; + 5;) > —pQi(s;) > poemin(|| s; ||, £/M;) > poe’e/M;
Vi € N3, takze

Fl_Eth( z+1 io:F Fz+1 Z(F Fz+1 Z U_QZ
tree i=1 i€N3 €N3

Plati tedy
3 1
— M,
i€N3

b) Necht i € NV, nechﬁ r je prirozené &islo takové 2e 75 < 1 (takové &slo existuje nebot < 1 a
v

¥ < o0) a necht p(i) je pocet indexii z mnoziny = , 1}, které jsou prvky mnoziny N3 (¢ili

¥ ht t ind 1,...,1}, které ] k ziny N3 (cili

p(%) je mohutnost mnoziny [1, ¢ N N3). Oznacme

Ny={i e N :rp(i)<i}
Pak podle (T1a) a (T3) plati
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(7‘—1)) (i—1)/r
Ay

A; < VP(i_l)Bi_l_p(i_l)Al < 7(2»_1)/7«5(7«—1)(2'—1)/7«A1 < (75

Protoze podle predpokladu je 7BT_1 < 1, mizeme psat

(i-1)/r

Z A < Z (VB(T_D)

Ay < i (VB(T_l))(i_l)/r Ay = 21 < o0
€N, 1EN, i=1

Pouzijeme-li nyn{ (T1a) a (%), dostaneme
1 1 1
— < — i< — A;
oSzl lsls 2 ) A<
1EN, 1EN, IEN,
(¢) Nyni staci dokézat, ze
> <
e~ M,
i€ N5
kde N5 = N \ Ny, takze N5 = {i € N : rp(¢) > i}. Oznalme

N3 = {iy,io,03...}
N5 = {kl,kz,kg...}

(pfedpoklddame usporadani prvki podle velikosti) a sestrojme mnozinu

N6 = {11,12,13...} = {il,...,il,iz,...,iz,ig,...,ig,...}
S—— —— ——
r—krat r—krat r—krat

7 konstrukce mnoziny Ns plyne, ze

Tp(k‘]') >k;>j VYjEN

takze podle definice mnoziny Ng dostaneme

b <o) S o) Sk VIEN
nebot i,y je posledni prvek mnoziny [1, k;] N N3. Plati tedy M;; < My, Vj € N, takze podle (a)

dostaneme
1 =1 1 1 1
ZM':;M;C],SZM;':ZMZ':TZMZ'<OO

i€Ns ' j=1 Y ieNs i€Ns

Poznamka 39 Piedpoklady véty 33 jsou splnény napifklad tehdy, jestlize || B; [|[< B Vi € N. Diikaz
tohoto dil¢tho tvrzeni je velmi jednoduchy. Staci ¢ast (a) dikazu véty 33 pozménit tak, ze

oQ

. 1
Fl_EZiliIg;(Fl_Fi-l—l): g (Fy — Fip1) > g (Fi_Fi+1)Z£U_522 g i
i=1 i€N3 1EN3

Je-li mnozina N3 nekoneénd, dojdeme ihned ke sporu. Je-li mnozina N3 koneénd, musf podle (T3a)

platit A; — 0, coz spolu s (Tla) dava || s; ||— 0, coZ je ve sporu s ().

Vé&ta 34 (superlinearni konvergence). Nechf z; € R™, i € N, je posloupnost generovand metodou
s lokalné omezenym krokem (T1)-(T3) takova, ze #; — z*. Necht funkce F' : R" — R spliuje
podminky (F3) a (F4). Necht

lim @; = 0 (cv)

43



fim LB = Gasill _ (B)

a|l Bi ||< GVie N, kde G > A(G*). Pak posloupnost z;, i € N, konverguje Q-superlinearné k bodu
z* € R".

Dukaz (a) Ukdzeme, ze existuje index ko € N takovy, ze

1
AR
a
cG? 9
—Qi(si) 2 —= || s
(s 2 EL i
Vi > ko, pokud G < A(G™). Oznacme 9; = (B; — Gy)s;/ || si ||. Pak plati

si Bisi = 5] Gisi +s{ Vi | si ||> s] Gisi— [| 0; ||| s |”
a jelikoz || ¥; [|— 0, Gy — G* a G < A(G"), existuje index ky € N takovy, ze s! Bis; > G || si ||?
Vi > ko. 7 definice Q;(s;) a z (Tlc) plyne

0> Qi(si)=gfsi+ =sf Bisi > =G || si [|I> = || 9: |ll] 54 |

coz dava || ¢; ||> (G/2) || 85 || Vi > kz2. Pouzijeme-li jesté jednou (Tlc), muzeme psat
9 O

min(l, =) || si [I°= | s

2G 4G
(b) Ukazeme, ze existuje index ks > ko tak, ze i € N3 Vi > k3. Podle véty o stiedni hodnoté plati

. oG G cG?
—Qi(si) > e[| gi [fmin(l| si [, [} g: | /1] B: 1) > =~ 1?

1 1
Fi+si) — Fa;) = s gi + §SZ'TGi5i + o(l| si |I°) = Qi(si) + 55?(@ — By)si +o(|| si |I°)
takze

s s{ (Gi — Bi)si + o(|| si [I”)

Podle (a) vsak plati

si (Gi= Bosi+o(|lsi [I*)| o 2G |14 [ll] i [I* +o(ll s 1)
2Qi(s:) - oG? [l si [I?

nebot || J; ||— 0. Plati tedy p;(s;) — 1 a jelikoz p < 1, existuje index k3 > k2 takovy, ze pi(s;) > p
Vi > ks. B B
(c) Ukdzeme, 7ze existuje index k > k3 takovy, 7e i € Ny Vi > k. Poznamenejme nejprve, Ze mnozina
N1 C N je nekonecnd. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit || s; [|> A; > Ay, ¥i > ks, nebot z
(b) plyne i € N3 Vi > k3. To je vSak spor, nebot podle (a) plati || s; ||<|| g: || /G, takze || g; ||— O
implikuje || s; ||— 0. Omezme se nyni pouze na indexy i > k3, ¢ € N1 a oznaéme w; = w;(s;). Podle
(«), () a (T1b) plati || w; ||— 0 a || ¥; ||— 0, takze stejnym zpisobem jako v dukazu véty 13 se da
ukézat, ze existuje index k4 > k3, k4 € Ny takovy, ze

— 0

loi 1/G <l si Ml i 1 /G

Vi > ka, ¢ € N1. Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, muzeme psat

giv1 = g(®i +5;) = gi + Gisi +o(|| si ])
nebot i € N3 C Ny. Oznacme
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Ji+1 — i — Bis;

[l g |l
Pak podle pfedchozi Gvahy plati || A; ||<|| 9: || /G + o(|| si )/ || si [|— 0. Jelikoz zaroven || w; ||— 0,
existuje index k > k4, k € Ny takovy, ze || A [|< (G/G)/2 a || w; ||< (G/G)/2 Vi > k, i € Ny1. Pak

muizeme psat

A=

IN

[l si |l = || git1 [I< (II git1 = 9i = Bisi || + || Bisi + 9 [|) <

< gm Al i 1) [ s ll< (§+ %) Fsill=l sl

Jelikoz ¢ € N3 podle (b), plati A;11 > Ay, coz dava || s;41 ||<]] 85 || Ay < Ayya, takze i+ 1 € Ny
Indukei dostaneme ¢ € Ny Vi > k.
(d) Superlinearni konvergence. Plati

| giv1 | _ || 941 — 9i — Bisi || + || Bisi + gi ||
<
g ll — Il g [l

coz spolu s || A [|[— 0 a || w; [|— 0 dava

<[ A+ (e |l

P e = |

e
o Tai—a ]

i—oo || gi |l

G
G

3.2. Metody s optimalnim lokilné omezenym krokem

Definice 23 Metody s optimalnim lokalné omezenym krokem pouzivaji smérové vektory s; € R",
1 € N, takové, ze

s; = arg min (s T1
i g” <A, (s) (T1)
pficemz || s; ||= Ay, pokud toto minimum neni jediné.

Vé&ta 35 Smérovy vektor uréeny podle (T1) vyhovuje podminkdm (T1) s@ =0a o = 1/2.

Dikaz Podminka (T1a) je piimo soucasti podminky (T1).
(a) Predpokladejme, ze s; € R™ je feSenim tlohy (T1), pFicemz || s; [|< A;. Pak nutné @Q;(s) je ryze
konvexni funkce a B;s; + ¢; = 0, takze w;(s;) =0 a

1 1
—Qi(si) =g/ B9 = 500 B 9 = 50! B '0i > S P /1B
(b) ; ||= A;. Polozme
_ _ 9i 9i g
9 Bigi™"

a predpokladejme, ze || s ||< A; a gf Big; > 0. Pak plati

(¢79:)*  1(sl 9)°9] Bigi _ 1(9?92)
9fBigi 2 (9T Bigi)* 29 Bigi ~
Podle (T1) musi byt Q:(s:) < Qi(s) takze nutné

—Qi(s) =

1
1 g; B;
> e P/ 1B

1
—Qi(si) 2 =Qils) 2 5 [ vi 1/ 11 Bi |l

(¢) Necht || s; ||= TBig: <0, kde s € R" je vektor definovany v (b).
Jestlize || s ||> A; a g7 Bigi > 0, pak || ¢; ||° /g7 Big: > A; neboli
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g Bigi <|l9: I’ /A
Stejna nerovnost plati pro g B;g; < 0. Polozme § = —(A;/ || gi ||)g: takze || 5 ||< A;. Pak plati

2

A 1 1 1
—Qi(5) =Ai |l gi | = ||2g Bigi > A gi || _§Ai | g: ||I= §Ai | g: ||I= 3 I'si Ml 9 |

2||

nebot || s; ||= A;. Podle (T1) musi byt Q;(s;) < Q:(5) takze nutné

1
~Qils:) 2 ~Qu(3) 2 5 Il I s |

3.3. Vypocdcet optimalniho lokalné omezeného kroku

Vé&ta 36 Vektor s; € R" je fesenim tlohy (T1) pravé tehdy, jestlize || s; ||< A; a jestlize existuje
¢islo Ay > 0 takové, ze matice B; + A;I je pozitivné semidefinitni a plati (B; + A\ I)s; +g9; = 0 a
(II'si [l =A)Ai = 0.

Dukaz Dokazeme nejprve nutnost. Jestlize || s; ||< Ay, pak nutné B;s; +¢g; =0a (|| s; || —A;) #0 a
funkce @;(s) je konvexni, takze matice B; je pozitivné semidefinitni. Jsou tedy splnény dokazované
podminky s A; = 0. Jestlize || s; ||= A; musi byt splnény Kuhnovy-Tuckerovy podminky (B; +
Ail)si +gi = 0a (|| s || —A:)A = 0 kde A; > 0. Zbyva dokézat pozitivni semidefinitnost matice
B; + A 1. Pro libovolny vektor s € R™ takovy, ze || s ||= A; plati

1 1
Qi(s) = Qi(si) = (s—s:)"gi+ §5TBi5 - 55?32'52' =

1 1
s§; — S)T(BZ' + /\ZI)SZ + §5TBz’5 - §S'TBi5i =

(l
Vaun

(si—s)T(Bi—l—/\iI)( —5)—1— /\ (5 SZ—STS)

N = DN =

(52' — S)T(BZ' + /\ZI)(SZ — 5) >0

takze matice B; + A;1 musi byt pozitivné semidefinitni. Nyni dokdzeme postacitelnost. Jestlize
[| si [|< Ay, je funkce @;(s) konvexni (matice B; + A1 je pro A; = 0 pozitivné semidefinitni) |
takze nutné podminky jsou zdroven postacujicimi podminkami. Jestlize || s; [|= A;, pak dokazované
podminky implikuji (tak jako d¥ive), ze

Qi(s) — Qi(s:) = @—&Fm+%me—%§&&:
= %(52 - S)T(Bi +XD)(si —s)+ /\ (5 $; — sTs) >
1
> 5(52 — )" (Bi+ MID)(si —s) >0

pro véechny vektory s € R™ takové, ze || s [|<[] si ||= A
Tvrzeni véty 36 tvoii zaklad algoritmu, ve kterém se nelinedrni rovnice ¢(A) 2 AL — m Fesi

pomoci Newtonovy metody (zde vektor s;(A) je feSenim soustavy linedrnich rovnic (B; + Al)s;(A) +

q; = 0):
Algoritmus 4 Data 0 < § < 1 < 6 (obvykle§ =0.9a 6 = 1.1).

Krok 1 Uréfme v jako maximalni diagonalni prvek matice —B. Polozime A = 0 a A =|| ¢ ||

/A4 || B ||. Polozfme A = max(y,A).
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Krok 2 Polozime A = max(y, ). Jestlize A < v polozime A = VAN

Krok 3 Je-li matice B + AI SPD, uréime rozklad RTR = B 4+ Al a piejdeme na krok 4. V
opacéném pifpadé uréime vektor v € R takovy, ze || v ||= 1 a vT (B +A)v < 0, polozime
y=A- v (B 4 M)v a piejdeme na krok 2.

Krok 4 Uréime vektor s € R” fesenim rovnice RT Rs4g = 0. Jestlize || s ||> 6A, polozime A = X
a prejdeme na krok 6. Jestlize A <|| s ||< 6A ukonéime vypocet. Jestlize || s [|< §A
a A = 0 ukonéime vypocet. Jestlize || s ||< §A a A # 0 polozime A = A a piejdeme na
krok 5.

Krok 5 Urcime vektor v € R” tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaci vlastniho vektoru
matice B piislusného vlastnimu ¢&islu A(B) a aby platilo || v ||= 1 a vTs > 0. Uréime
&slo @ > 0 tak, aby platilo || s4av [|= A. Jestlize o® || Rv ||?< (1—=8%)(]| Rs ||> +AA?),
polozime s := s+ av a ukonéime vypoéet. V opaéném pifpadé polozime vy = A— || Rv ||?
a prejdeme na krok 6. B

Krok 6 Uréime vektor v € R” feenim rovnice RTv = s a polozime
s II? (ll s |l —A)
A=A+
o l? A
Pokud A < A polozime A = A. Pokud A > X polozime A = A. Piejdeme na krok 2

3.4. Nepresné metody s lokialné omezenym krokem

K urceni lokalné omezeného kroku muzeme velmi efektivné pouzit metodu sdruzenych gradientu
aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

1
Q(s) =g7 s+ §STBS
vynechavame index 7). Metoda sdruzenych gradientu pouziva rekurentni vztah
y yeh g p y

51=0, g1=9 p1=-—g

a
g = Bpi, i =gl /pfa (CG)
Siy1 = 8i +agp;
giv1 = gi +oigi, B =l gip 1P/ 1 i )P
Pi+1 = —gi+1 + Gipi
pro 1 <i<n.

Poznamka 40 Plati g; = Bs; +¢.

Poznamka 41 Hodnota «; =|| g; ||* /p¥ ¢; realizuje presny vybér délky kroku, nebot plati
pi givr =l gi+ o] g = — |l gi I+l g: II” /o] g:)pi 4: = 0

Pouzili jsme indukéni krok

plgi=— g ||> +8i-ipl 190 =— || 9i |)?

Vé&ta 37 Aplikujeme-li metodu sdruzenych gradientii na kvadratickou funkei Q(s) a plati-li pl Bp; >0
pro 1 < i < m, pak

1
Qsiv) < =31y /11 B ||
Qsiv1) < Q(s:)
Isipa Il > [l sill
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pro 1 <i<m.
Duikaz 7 dakazu véty 15 plyne, ze
p]»TBpiIO Vi<j<i<m

9l gi =0 Vi<j<i<m+l1
plgi=0 Vi<j<i<m+l1
pouzijeme-li (CG) dostaneme
Qsiv1) = ¢ (si+aipi) + %(Si + aipi)” B(si + ipi) =

1
= Q(si) + aig’ pi + a;s? Bp; + §0é?PZ'TBPi =

1
= Q(si)+ aigiTpi + 5042217?31% =
el el
p! Bp; ' 2p! Bp;

1 gi |*
- QPZTBPZ < Q(Sl)

I [

= Q(si)

= Qs:)
Dale plati
[ sign P = (si+ cip)" (si + aups) = i |I” +07 [ pi |I” +20us] pi =
i1
= sl +af (1o 1P +2ailz:ajp]'Tpi =

ji=1

i—1 2
N
= sl o? o P 4200 S o L2 s 2

2 g, P
nebot
pipi = p)(—gi+ Bicipic1) = Bicap] pio1 =
i-1
= (TI8 ) N P=lai 1P /g5 1IP) w5 P
k=j
protere Lol Lol
g1 g
$9 = 81 + = — g
F T Bpy 9" By
plati podle éasti (b) diikazu véty 35
1 2
—Qs2) 2 S gl /1 B

coz spolu s Q(s;4+1) < Q(s;) pro 1 <i < m davad Q(s;+1) < —(1/2) [l g |I* /|| B |I-

Poznamka 42 Jestlize p! Bp; < 0 pak

1
Q(si + aipi) = Q(si) + cig] pi + 5@?1331% <Q(si) — i |l gi [I°< Q(s4)

pro libovolnou hodnotu a; > 0. Jestlize || s; [|[< A a p! Bp; < 0, uréime ¢islo a; > 0 tak, aby platilo
|| si +cipi ||= A a polozime s = s; + a;p;. Podle véty 37 plati Q(s) < —(1/2) [ ¢ [I* / || B || pro
i > 2. Podle ¢asti (c¢) dukazu véty 35 to plati i pro i = 1.
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Poznamka 43 Cislo «; > 0, pro které platf || s; + a;p; [|[= A, uréujeme podle vzorce

@ = =l s+ /(T 50)2 + A2 || s |2

Poznamka 44 Metoda sdruzenych gradienti generuje cestu v piistupné oblasti, to znamend kfivku
s(t) € R™ takovou, 7e

d | s@) |l

- >0
dQ(s(1))

o <0

Tvrzeni véty 37 tvori zaklad jednoduchého algoritmu:

Algoritmus 5 Data 0 <w < 1,0 <A, m>n
Krok 1 Polozimes =0,r=—g, o =||r|*, p=rak=1

Krok 2 Polozime p = o, vypocteme vektor ¢ = Bp a ¢islo 7 = p?q. Jestlize 7 < 0, uréime &islo
a > 0 tak, aby platilo || s + ap [|= A, polozime s := s + ap a ukoncime vypocet

Krok 3 Polozime o = p/7. Jestlize || s+ap ||> A, uréime &islo o > 0 tak, aby platilo || s+ap ||=
A, polozime s := s + ap a ukonéime vypocet

Krok 4 Polozime s :== s +ap, r :==r —aq a o =|| r ||?. Jestlize ¢ < w? || g ||* nebo k > m,
ukonéime vypocet

Krok 5 Polozime 8 =0/p, p:=r+ Bp, k := k + 1 a pfejdeme na krok 2

(Obvykle volime m = n + 3).

3.5. Vyuziti sméru nejvétsiho spiddu (metody psi nohy)

Nevyhodou metod s optimalnim lokalné omezenym krokem je nutnost feSeni n-rozmérné tlohy
(T1) coz vyzaduje opakované feSeni soustavy rovnic (B; + AI)s;(A) + ¢g; = 0. V priméru se tato
soustava Tesi 2-3 krat v kazdém iteraénim kroku. Proto se rozmérnéjsi tiloha (T1) Casto nahrazuje
tlohou

5; =

Qi(s(a, B)) (T1)

arg  min
lls(e, Pl <A

kde

s(a, B) = ag; + BB ' g;

Uloha (Tl) méa dimenzi 2 a soustava rovnic s matici B; se Fesi pouze jednou (k uréeni vektoru
B lg:). Vektor s; ziskany fesenim Glohy (Tl) vyhovuje opét podminkdm (T1)sw =0a g = 1/2
a jeho pouzitim dostaneme metody, které konverguji témér stejné dobte jako metody s optimalnim
lokalné omezenym krokem. Ukazuje se ze efektivita metod zalozenych na promitani do podprostoru
generovaného vektory ¢; a Bi_lgi se prili§ nezméni nahradime-li pfesné feseni Glohy (Tl) specidlnim
pribliznym vybérem koeficienti o a 3, ktery se nazyva metodou psi nohy. V tomto textu se budeme
zabyvat obecnéjsim algoritmem, ktery prejde na metodu psi nohy pokud m = 1.

Vé&ta 38 Necht jsou splnény predpoklady véty 37 pro m > 1, pficemiz || $m41 [|< A a Bspmy1 +9 # 0.
Necht s, € R™ je vektor takovy, ze Bs, + ¢ = 0. Pak plati

dQ(5m+1 + a(sn - 5m+1))

da = (1 - a)(sn - 5m+1)Tgm+1

Dukaz Jelikoz
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plati

dQ(sm+1 + a(sn — 8m+1))
do

Sp — 5m+1)Tg + (Sn - 5m+1)TB(5m+1 + a(sn - 5m+1)) =

Sn = Sm41)! B(smg1 — sn + a(sn — smp1)) =
1= a)(sn = Sm41)" B(smy1 — sn) =
L—a)(sn = smy1)" (Bsmi1 +9) =

L—a)(s, — 5m+1)Tgm+1

(l
N TN N S

Tvrzeni véty 38 tvori zaklad algoritmu, ktery je kombinaci algoritmu 5 a metody psi nohy:

Algoritmus 6 Data 0 < A, m < n
Krok 1 Jako v algoritmu 5.
Krok 2 Jako v algoritmu 5.
Krok 3 Jako v algoritmu 5.

Krok 4 Polozime s := s+ ap, r :== r —aq a o =|| r ||>. Jestlize & < m polozime 3 = o/p,
p:=r+ 0p, k:=k+ 1 a prejdeme na krok 2.

Krok 5 Resime soustavu rovnic Bs* 4+ g = 0. Pokud (s* — s)Tr > 0, uréime é&slo o > 0 tak,

aby platilo || s + a(s* — s) [|= A. Jestlize & > 1 polozime s := s* a ukoncime vypocet.
Jestlize o < 1 polozime s := s + a(s* — s) a ukonéime vypocet. Pokud (s* — s5)Tr <0,
uréime &islo o > 0 tak, aby platilo || s — a(s* — s) [|= A, polozime s := s — a(s* — s) a

ukonéime vypocet.

(Obvykle volime m < 3. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu psi nohy).

3.6. Maticové rozklady pro symetrické indefinitni matice
1) Gillav-Murrayav rozklad matice B ma tvar

R'TR=B+F

kde R je regularni horni trojihelnikova matice a F je pozitivné semidefinitni diagondlni matice (muze
byt F = 0). Na zacdtku é-tého elimina¢nfho kroku mame matici

Ry i1y Ry Bii-1)(n—i)
* B~V BEZ(;l—)i)
pi-b
) (n—1%),(n—1)
kde hornf index v zavorce znaci pocet jiz provedenych eliminaé¢nich krokd a dolni indexy v zavorkach
znadi submatice s (i — 1) faddky nebo (n — ¢) sloupci. Eliminaéni krok vypadé takto:

) 77 )

* *

bl

.= Bli-b
ot ggﬂwl)
i—1 7'2
ﬁ:mMO$—méﬁﬁ
Ry = ps
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i-1
Ritn-iy= BE,(H_)Z»)/RM

(4) _ pt-1 _pT o
B(n—i),(n—i) - B(n—i),(n—i) B iy B (n—i)
kde 6 je malé &slo a > /|| B [|). Tento proces se od Choleského rozkladu ligi pouze tim ze mize

platit p? # BZ(Z_I). Blizsim rozborem uvedenych vztaht se da dokazat ze pro prvky matice E plati
i—1
Ei=p} - B = p} + Ri (n—iyR{ (s — Bii
kde Bj;; je prvek puvodni matice.

Véta 39 Necht RT R = B + E je Gilliv-Murraytv rozklad s 6 = 0 a 3 > /|| B ||. Necht

a necht v € R™ je vektor uréeny FeSenim rovnice Rv = e, (e ke k-ty sloupec jednotkové matice).
Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, plati

B(k—l)
v By = % <0
Pi

Dukaz Z rovnice Rv = ey, plyne, ze v, = 1/pi. Plati tedy

v By = UT(B + E)v — v Bv < v’ RTRv — v%Ekk =
2 _ B B(k—l)
= egek - Ekk/p% = 2k PE = kpkz
3 3

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, musi existovat index 1 < ¢ < n tak, ze E; # 0, neboli

P # BZ(Z_I). Mohou nastat dva pifpady. Bud p? = |B§Z_1)| + BZ(Z_I), takze B}f‘l) < 0 a tedy i
B;ﬁc_l) < 0, nebo p? = y?/B%. Ve druhém piipadé musi existovat index i < j < n tak, ze y; = |BZ(]Z»_1)|,
takze

GV
1Al = ;)' B 7'7/6 =7
coz dava
By~ = p? = Eii = Bii = Rin-iyRl (1) < B = <|| B|| = || B||=0

2) Bunchiiv-Parlettiv rozklad matice B mé tvar

LDILT = pRPT

kde
I, 0, ..., 0 Dy, 0, ... 0
Loy, I, ..., 0 0, Dss, ..., 0
L= . . .|, D= . . . .
Lpi, Lpo, ..., I 0, 0, ..., Dun

Tedy L je dolni trojthelnikova matice s jednotkovymi bloky na diagonale a D je blokové diagonalni
matice (bloky maji rozmér 1 x 1 nebo 2 x 2). Na za¢atku i-tého elimina¢nfho kroku mame matici
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Di, Lia, ooy Liio1, Lim—igy)

*, Doo, ooy Loy, Ly (m—it1)
*, k0 o Dicrion, Licagm—-itn)
" B(z—l)

bl

Eliminaéni krok ma tvar:
i—1
G = mkaX|Bl(€Zk )|

_ (i-1)
Vi = H%%X|Bkl |
a; = Bi /v
Jestlize a; > (\/ 17+ 1) /8 volime v i-tém kroku blok 1 x 1, jinak volime blok 2 x 2. Je tFeba provadét

permutace (pivotovy blok s indexy k a [ se prenese do levého horniho rohu matice B(i_l)).Pak se
provede transformace

i—1 Diia Li,(m—i)
kde

D;; = BUY

— p-1pli-1
Liom-iy = Dii” B;

i,(m—1)

B — gli-1) 7 (i-1)

(m—14),(m=3) ~ “i,(m=9)" (m—i)

Vé&ta 40 Necht LDLT = PBPT je Bunchiiv-Parlettiiv rozklad. Necht u; = 0, pokud A(Dy;) > 0, a

necht w; je normalizovany vlastni vektor pifslusny A(Dy;), pokud A(Dy;) < 0. Necht LT Pv = u, kde

u? = [uy, ..., uy]. Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, plati

V'Bv= > ADi) <0
A(D;i)<0

Dukaz Z rovnice LT Pv = u dostaneme
vI By =o" PTLDL" Py =u"Du = ul Diju; = > A(Dy)
i=1 A(D;4)<0

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, existuje alespon jeden blok Dy matice D, ktery neni pozi-
tivné semidefinitni, takze A(Dyy) < 0. Plati tedy

v By = Z A(Dii) < A(Drr) <0
A(D;;)<0

3.7. Newtonova metoda

Newtonova metoda pouziva matice B; = G(x;),7 € N, takie z (F3) plyne || B; [|=|] G(z;) [|<
G,i€N.

Vé&ta 41 Nechf jsou splnény podminky (F1) a (F3). Pak Newtonova metoda realizovana jako metoda
s lokdlné omezenym krokem je globalné konvergentni. Jsou-li navic splnény podminky (F4) a (F5) a
plati-li #; — #* a w;(s;) — 0, je rychlost konvergence Q-superlinearni.
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Diikaz Globalni konvergence plyne bezprostiedné z véty 33 (plati || B; ||< G,i € N). Jestlize
z; — ¥, plati B; = G(x;) — G(2*), neboli

1 (G" = Bi)si |
[lsi ll

NG =Bifl—=0

coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje @-superlinedrni konvergenci (véta 34).

v

Nejpouzivanéjsi jsou tyto realizace Newtonovy metody:

1) Nepfesnd Newtonova metoda (w;(s;) > 0). Jestlize plati (F3)-(F5) a w;(s;) — 0, je tato realizace
Q)-superlinedrné konvergentni (soustava B;s; + g; = 0 se fesf nepfesné metodou sdruzenych gradientt
= méné nez O(n>) operaci na iteraci, coz je vyhodné pro rozsahlé tlohy).

2) Newtonova metoda s optimalnim lokalné omezenym krokem. Pro tuto realizaci plati obzv]4sté
silné tvrzeni:

Tvrzeni 42 Necht jsou splnény predpoklady (F1)-(F3). Necht z;, ¢ € N je posloupnost urcena
Newtonovou metodou s optimalnim lokalné omezenym krokem. Pak existuje hromadny bod z* € R”
posloupnosti x;, i € N takovy, 7ze g(z*) = 0 a G(2*) > 0. Necht navic bod z* € R" vyhovuje
postacujicim podminkdm pro extrém (g(z*) = 0 a G(x*) > 0). Pak z* € R" je jedingm hromadnym
bodem posloupnosti z;, i € N, a posloupnost ;, ¢« € N, konverguje Q-superlinearné k bodu z* € R”.

Nisledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika realizaci Newtonovy metody (S - metoda spadovych
smért, T - metoda s lokadlné omezenym krokem, G - Gillav-Murrayuv rozklad, B - Bunchiv-Parlettuv
rozklad) pfi minimalizaci 15 testovacich funkei s 20 proménnymi (jsou uvedeny celkové poéty iteraci
NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG, jakoz i pocet selhdni a celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT - NFV - NFG | selhani cas
S-G 312 - 508 - 508 1 7.63
S-B 342 - 488 - 488 1 16.03
T - G (optimalnf) 281 - 321 - 296 - 4.61
T - B (psi noha ) 292 - 325 - 307 - 10.38

3.8. Gaussova-Newtonova metoda pro soudet ¢tvercu

Pfedpokladejme, ze Glelova funkce F'(z) ma tvar

F@) = L/ @) = 5 R )

kde fy : R® — R, 1 < k < m, jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce. Pak plati

g(2) = T (@) f(z) = Y fulx)gu(x)

m m

Gx) = J"(2) ] (2) + Clx) = D gn(@)gf (2) + D fo(2) G (2)

k=1 k=1

Gaussova-Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody tim, ze ve vyrazu pro G(;) zanedbdme
élen Cxy), takze

Bi=JlJi = ng(m)gf(rz)

k=1

Zdavodnéni:
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1) Ulohy s nulovym reziduem (F(z*) = 0). Z x; — z* plyne F(z;) — F(2*) = 0 a tedy fi(z;) — 0
V1 < k < m. Jestlize || Gi(z) ||< G, pak i

I C(x |—||ka DTS 1 felwi)| — 0
k=1

a tedy || G(x;) — B ||=]] C(#;) ||— 0 z &ehoz plyne @-superlinedrni konvergence.

2) Linearizace. Plat{

(f(ai) + T(a)s) " (f() + T (2)s) =

i)s + %STJT(l‘i)J(l‘i)S

F(z; + )

1., 1
§f (i + 8)f(zi + ) = 5
= @)+ I )T

takze

1
Fle;+s)— F(z) ~ gT(J:Z')s + §5TBZ'5
coz je lokélni kvadraticka aproximace s matici B; = JI J;.

Pro dalsi Gvahy je tfeba ponékud upravit podminky kladené na funkeci ¥ : R* — R. Podminka
(F1) je splnéna vzdy, nebot F(z) > 0 Vo € R". Podminku (F3) nahradime podminkou

| Gi(2) <G (F3)
Ve € R, V1 <k <m. Z (F2) a (F3) plyne omezenost gradienti i funkénich hodnot

I 9x(2) <7

(@) < F
Vo € L(F(x1)), V1 < k < m, a tudiz i (F3).

Vé&ta 43 Necht jsou splnény podminky (F2) a (F3). Pak Gaussova-Newtonova metoda realizované
jako metoda s lokdlné omezenym krokem je globalné konvergentni. Jsou-li navic splnény podminky
(F4) a (F5) a plati-li z; — 2*, F(2*) = 0 a w;(s;) — 0, je rychlost konvergence @Q-superlinedrni.

Dukaz 7 (F2) a (F3) plyne || Gr(2) ||[< G, || gx(2) ||< 7, |fr(®)| < f Yz € R*, V1 < k < m. Plati
tedy jednak

| G ||<Z||gk ||2+Z|fk W Gr(x) [|< mg® + mfG

(podminka (F3)) a jednak

m
I Bi =11 gr(wi)g ||<Z||gk ) [I7< mg?
k=1

takze podle véty 33 je Gaussova-Newtonova metoda globalné konvergentni. Jak jiz bylo ukazéano z

F(z;) — F(2*) = 0 plyne B; — G(z;) — G(z*), neboli

1 (G" = Bi)si |
[lsi ll

coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje @-superlinedrni konvergenci (véta 34).

NG =Bifl—=0

Smeérovy vektor odpovidajici Gaussové-Newtonové metodé muzeme urcit tfemi moznymi zpusoby:

1) Redenim normalni soustavy rovnic. Rovnice B;s; + ¢; = 0 ma tvar
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I Jisi+ JTfi =0 (NE)

2) Resenim linearizované tlohy pro soucet &tverci (pfeuréené soustavy rovnic). Linearizovand Gloha
ma tvar

R;

Pouziva se Q R-rozklad J; = @); [ 0

], kde QT Q; = I, takze

QF Jisi = [ f ] s = QLS

R; - horni trojthelnikova matice. Q) R-rozklad je stabilni a je mozné urcit pseudohodnost matice J; a
nasledné snizit dimenzi soustavy. Pfi realizaci s lokdlné omezenym krokem mtizeme soustavu

JEJ+ADs+JTfi=0

nahradit linearizovanou Glohou
Ji fi |
e[ ] =0

3) Resenim systémovych rovnic. Oznaéme r; = —(J;s;+ f;). Smérovy vektor hleddme tak, aby platilo

JZ»Tm' = 0. To dohromady dava
I J; i fi
e vl )= %)

coz Je soustava m 4+ n rovnic se symetrickou indefinitni matici. Je to vhodné pro #idké tlohy nebo
pro vazené tlohy. Jestlize

F) = L @ W)

kde W je vahova matice, pak normalni soustava ma tvar
JEW Jisi + JFWfi =0
a oznacime-li r; = —W(J;s; + f;), dostaneme
w-t i fi| _
L]

takze nékteré vahy mohou byt i nekone¢né (tlohy s omezenimi).

3.9. Hybridni metody pro soudet ¢tvercu

Gaussova-Newtonova metoda je velmi efektivni pro tilohy s nulovymi rezidui, muze vsak selhavat
v pfipadé tloh s velkymi rezidui. Proto se nabizi tato strategie:

F; — F* = 0 = Gaussova-Newtonova metoda
F; — F* > 0 = Metoda BFGS (s proménnou metrikou)

Lemma 44 Necht F; — F™* = 0 Q-superlinearné. Pak

F; — F
lim ——* —

11— 00 FZ

Necht F; — F* > 0. Pak
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Fy—Figy

li =0
Duikaz Jestlize F; — F* = 0 (J-superlinearné, pak plati
I, — Fy . By -
Jim S = 1 i S =1 0=
Jestlize F; — F* > 0 pak
. Fi—F 1.
i = = g (= Fi) =0

Nejjednodussi hybridni metodu miizeme popsat takto: Necht By = J{J;. Jestlize i > 1 a
(F; — Fiy1)/Fi > 9, polozime
Biy1 = ] Jipa
Jestlize ¢ > 1 a (F; — Fiq1)/Fi <9, polozime

viyl  Bidi(Bid;)T

Bii1 = B; —
+ + yZ»T dz dZT Bi dz

kde yi = ¢iy1 — 9i a d; = ;41 — x;. Obvykle # = 0.01 pro metody spadovych sméra a ¥ = 0.0001
pro metody s lokalné omezenym krokem.

Neékteré dalsi hybridni metody jsou popsany v oddilu 4.7. Nasledujici tabulka ukazuje srovnani
nékolika metod pro minimalizaci souétu ¢tverci (S - metoda spaddovych smért, T - metoda s lokalné
omezenym krokem, GN - Gaussova-Newtonova metoda, VM - metoda s proménnou metrikou, GN+VM
- hybridni metoda) pii Fedeni 30 testovacich problémi s 2-12 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty
iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG, jakoz i pocet selhani a celkovy ¢as vypoctu).

Metoda IT - IF - IG selhani | cas
S-GN 1917 - 2974 - 2974 3 9.67
S-VM 1543 - 3256 - 3256 2 5.71

S-GN+VM | 635 - 1037 - 1037 - 4.12
T- GN 605 - 748 - 634 - 2.64
T-VM 2155 - 2542 - 2183 2 7.58

T - GN+VM 936 - 664 - 565 - 2.58

4. Metody pro rozsahlé ridké a separovatelné tlohy
Rozsahlé tlohy nemuzeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych hustych matic.

Nejcastéji se pro tento Gicel pouzivaji nékteré specidlni metody:

e Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti.

e Diferencni verze nepresné Newtonovy metody.

Metody pro #idké tlohy (N, VM).

Metody pro separovatelné alohy (N, VM).

Ridké modifikace Gaussovy-Newtonovy metody pro souéet &tverct.
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4.1. Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti

Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti jsou zalozeny na pouziti omezeného poctu

krokd metody BFGS.

Lemma 45 Aktualizace ziskanad metodou BFGS se d4 zapsat ve tvaru

Hy =+VTHV + %ddT

kde
1
V=1——yd"
b
piicemi y =g, —g, d=xy —raa=y Hy, b=y"d.

Dukaz Roznisobenim dokazovaného vztahu dostaneme

1 pl
H, =~ H- =(Hyd" +d(H ——ddT Pl adr
v= o (1= G 4 a4 a4 L)

Tentyz vysledek ziskdme Gpravou vztahu
pl o+ 1 r 1 (a ) (a )T
H. = H+ =—dd" — —Hy(H —(-d—H —d—H
+ 7( +23 JHy(Hy) +— {5 v) (3 y
odpovidajictho metodé BFGS.

Definice 24 Necht m > 0 a m = min(,¢ — 1). Rekneme, 7e zdkladni optimaliza¢n{ metoda je
m-krokovou metodou BFGS s omezenou pametl, Jestlize

= —Higi
kde Hf_m =1a
i1 gy Pi 4 T
Hjpy =2 Vi H;V; + 5, G
proi—m<j<i—1. Piitom~yl_  =b_1/a;_; a'y;: =lprot—m<j<i—1.
Véta 46 Pro m-krokovou metodu BFGS s omezenou paméti plati

e () () £ 2 (1)

k=i—m k=i—m I=i—m k=Il+1 k=Il+1

Diikaz (Indukei) pro j =i — m to plati (sta¢f dosadit v¢_, = b;_1/a;_1 a Hi_ = I do vztahu pro
BFGS). Indukéni krok:

T .

j—1

7 3 Pj z 1
Hip = VJ'THJ'VJ"i'b_;dJ'dJT— (H Vk) (H Vk)vj+

k=i—m k=i—m

j=1 T
I=i—m k=I+1 k=i+1
] ' : L ! J
- (Hvk) (H )+Z (Hvk) dld?(Hvk)
a;—1 k=i—m k=i—m I=i—m k=Il+1 E=I4+1
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Tvrzeni véty 46 ukazuje, ze matici H{ mtizeme uréit pomoci 2m vektorti dj,y;,t—m < j<i—1,
aniz je tfeba uchovavat matice H]Z:, t—m < j <i—1. Tuto matici vSak nemusime konstruovat explic-
itné, staci poéitat vektor s; = —Hlg,, coz se provadi pomoci dvou rekurentnich vztahi (Strangova
formule). Nejprve se pocitaji zpétnou rekurzi vektory

i—1
uj = — HVk gi

prot—m < j <2—1. Protoze

- df ujq
uj = Vit = (L= p=yidy ) ujpn = wjpn — ==
J J
prot—m<j <i¢—1, kde u; = —g;, mizeme psat
U = —gi
a

_Jr
oj = dj uj1/b;

Uj = Uj1 — 0jY; (R1)

prot—m < j <i¢— 1. Potom poc¢itame pfimou rekurzi vektory

. T . . T
bi_ J J J
Vigl = L ( H Vk) Ui —m + Z g—; ( H Vi dlleuH_l

a; _
=l \pSilm I=i—m E=l41

prot—m < j <2—1. Protoze

Pj 1
vigr = Vi + Prdidj w0 = (I - ;djy]r) vj +pioid; = v+ (pjoj —yj vi/b;)d;
J J

kde v;—pm = (bi—1/a;—1)t;_pm, mizeme psat

Viem = (bic1/ai—1)ti—m

vit1 = vj + (pjoj — yf vj)d; (R2)

pro ¢ —m < j < ¢— 1. Nakonec polozime s; = v;.

Poznédmka 45 Je tieba uchovavat pouze ¢isla oj, ¢ —m < j < ¢ — 1. Vsechny vektory uj, vj,
t—m < j < ¢ mohou byt uloZzeny na témze misté v paméti pocitace. Celkem tedy potiebujeme ulozit
2m+3 vektort (d;, y;, 1—m < j < i—1 a 3 vektory pro zédkladni optimalizaén{ metodu) a pouzijeme
O(mn) numerickych operaci.

Tvrzeni 47 (Kvadratické ukonéeni). Nechf z;, ¢ € N je posloupnost generovand m-krokovou
metodou BFGS s omezenou paméti s piesnym vybérem délky kroku (plati sXg;41 = 0 Vi € N)
aplikovand na ryze konvexni kvadratickou funkei (Q). Pak existuje index k& < n tak, ze gr41 = 0 a
Zpe1 = 2"

Strangova formule (R1) a (R2) je nejstarsi a nejjednodussi realizaci metody BFGS s omezenou
paméti. Pro nékteré aplikace jsou vyhodnéjsi kompaktni schemata, kterd nyni odvodime.

Lemma 48 Necht N = —M ', kde M je matice vystupujici ve vété 23 s p = 1, v = 1. Pak plati
(n=1)b? nab

N = | WO T, )
mat(i-me 4T jar(i-n)e
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Dukaz 7 vyjadieni matice M (véta 23) plyne

N Mt ! [ o % ]
= M =— a
det M [ 3, (g +1)
Dosadime-li za — det M vyjadieni m vystupujici ve vété 27, dostaneme po Gpravé tvrzeni lemmatu.

Poznamka 46 Pro metodu DFP je n = 0, takze

_ _dTya 0
N = [ 0, T Hy ] (ND)
Pro metodu BFGS je n = 1, takze
_[o dy
M= [ dty, dTy+y" Hy ] (NB)

Lemma 49 Necht B je étvercova regularni matice a 3 — b7 B='b # 0. Pak plati

B, b ][ AT 1T -1 T p-1pn—13T g1 4T _ T
[A,a] | 7 f I | =ABT A HAUBT b —a)(B-b6TBTE)T (b BTAT —a)

Duikaz Vynasobenim se snadno presvédcime, ze plati

B, b 17" [ B 4B (B -bTB )T B, —B (3 — b7 Bp)"!
N R R N (5 —b7B~10)~!

Zbytek tvrzeni snadno ovérime dosazenim tohoto vyjadfeni do vychoziho vzorce a naslednym rozné-
sobenim.

V dalsim textu budeme pfedpokladat, ze H; je symetrickd pozitivné definitni matice a ze pro
libovolny index 1 < k < m plati

dT
Hyy1 = Hy — [dy, Hpyp|IN7L | Ok ] 3|
e+ = Hi— [de, K]V [ngk (1)
kde Nj je matice specifikujici konkrétni metodu s proménnou metrikou. Budeme se snazit nalézt
vyjadreni

T
Hip1 = Hy — [Dy, V]V, [ %Hl ] ()
kde Dy = [dy,...,ds], Ye = [y1,...,¥%] a kde N} je symetrickd matice fadu 2k. Budeme pfitom
pouzivat oznaceni Ry pro horni trojihelnikovou matici fadu k takovou, ze (Rg)i; = dZ»Tyj, 1< j,a
(Rg)i; = 0, i > j, a Cy pro diagonaln{ matici fadu k takovou, ze (Cy)ij = d¥y;, i = j, a (Cy)ij = 0,
i £ j. Abychom zjednodusili zapis budeme v dikazech index k vynechévat a index k& + 1 nahradime
symbolem +. V této souvislosti budeme pouzivat oznalen{ D = [dy,...,dk-1], Y = [y1, ..., yk—1] a

R= Rk—l, C = Ck—l, takze Dk = [D,d], Yk = [Y, y] a

| R, DTy | R-C, DTy
Rk—|:0’ ATy ], Rk—Ck—[O’ 0

Poznamenejme, ze pomoci (H) a (H) mizeme indukéni krok, pouzivany v dikazech, zapsat ve tvaru

—1 [ DT
H+ = H- daHly_[DaHly]N YTH1 Yyl
dT
N1 —1[ DT =
yTHl—yT [D,H1Y]N |: YTH1 :|
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B —1[ 0, DTy
= H—([d,Hly]—[D’Hly]N [0, YTHM/D.

d’ 0 0 —1 [ DT
-1 _ )
L ] Lo o 17 [V ])
(*)
kdeN:Nk_laN:Nk.

Vé&ta 50 Necht H; je SPD matice a necht pro libovolny index 1 < k& < m plati (H), kde matice Ny,
je uréend vztahem (ND) (metoda DFP). Pak lze psat
-1
_Ck Rk - Ck DT —_
Hgyy = Hy — [Dg, H1Y] ’ k o
k+1 1 [ k 1 k] (Rk _ Ck)Ta YkTHlyk YkTHl ( )

Diikaz Pro k = 1 je (HD) ekvivalentni s (HD) (s (H) kde matice N je uréena pomoci (ND)). Dale
budeme postupovat matematickou indukei. Predpokladejme, ze (HD) plati pro v8echny indexy mensi
nez k. Pro index k& mizeme (HD) zapsat (po permutaci) ve tvaru

-, RrR-C, 0, DTy DT
R—OY', YTHyy, o, YTH YTH
H, =IH, —[D,HY,d, Hl (() ) 0, L Caty 1y o
y' D, y" HiY, 0, y' Hyy y" H,
pouzijeme-li lemma 49 a oznacime-li
- -C, R-C
Tl (R-O), YTHY
dostaneme
—1 [ DT
Hy = Hi—[D HY]N [YTHl]_
—1[0, DTy
([daHly]_ [D,H1Y]N |: 0’ YTHly :|) :

~dTy, 0 o, 0 1[0 DTy -
0, y' Hyy y'D, y"HY 0, YTHy

ar To 0 w1 [ pT B

yl 0y yI'D, y'HY yTH, o

—1[ 0, DTy
H— ([d,Hly] —[D, HiY]N [ 0, YTHyy D '

—dTy, 0 LT dr o 0 ~1[ D7
0, y'Hy y' Hy y'D, y"HY YT H,

co? je pravé vztah (x) s matici N uréenou pomoci (ND) (pozndmka 46)

Vé&ta 51 Necht H; je SPD matice a necht pro libovolny index 1 < k& < m plati (H), kde matice Ny,
je uréend vztahem (NB) (metoda BFGS). Pak lze psat

0, R “'r pr
Hyr = Hy — [Dy, HY, : k k B
k+1 1 [ kyLll k] [ RZ, Ck —|—YkTH1Yk :| [ YkTHl :| ( )

Diikaz Pro k = 1 je (HB) ekvivalentni s (HB) (s (H) kde matice N je uréena pomoci (NB)). Déle
budeme postupovat matematickou indukei. Predpoklddejme, ze (HB) plati pro vechny indexy mensi
nez k. Pro index k& mizeme (HB) zapsat (po permutaci) ve tvaru
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0, Ra 0’ DTy DT

RT,  C+YTHyY, 0, Y'H yoH
H_l_IHl—[D,HlYadaHly] 0 0 ' 0 dTy v dT 1

y' D, y"HY, d"y, d"y+y" Hy y" Hy

Pouzijeme-li lemma 49 a oznacime-li

dostaneme
— [ DT
Hy = H —[D HY]N [ e ] _

—1[ 0, DTy
([d, Hyy| - [D,HiY]N [ 0, Y'Hyy D .
0, dy B T bt I
dTy, dTy+y"Hyy y'D, y"HY 0, YTHy

a1 o, o — -
y' Hy y'D, y'H1Y YT H, -

) —1[0, DTy
= H—([d,Hly]—[D’Hly]N [0, YTHM/D.

0, dTy LT dr “To, 0 <[ T
dTy, d"y+y"Hy y' H, y'D, yTHY YTH,
co? je pravé vztah (%) s matici N uréenou pomoci (ND) (pozndmka 46).
Véta 52 Necht H; je SPD matice a necht pro libovolny index 1 < k < m plati

Hyq1 = Hy + (dy — Heye)(di ye — v Heye) ™' (de — Hyye)™ (HR)
(metoda hodnosti 1). Pak lze psét

Hipr = H+ (Dy — HiY)(Re + RE — Cp = VP H V) "N Dy — Hi Vi)Y (HR)

Diikaz Vztah (HR) je pro k = 1 ekvivalentni se vztahem (HR). Déle budeme postupovat matemat-
ickou indukei. Predpokladejme, ze (HR) plati pro vSechny indexy mensi nez k. Pro index k& mtzeme
(HR) zapsat ve tvaru

T _ ~ 7T T 5T -1 T T
Hy = Hy —[D— HY.d— Hy R+ R C—-Y'"HY, D'y YHly] [D YHl]

y' D —y" Y, dTy —y" Hy d" —y" H,
Pouzijeme-li lemma 49 a oznacime-li

N=R+R'—C-YTH,Y

dostaneme

Hi+(D-HY)N Y (D- ) +
[(D —HVN DY) y—(d— Hly)] .

=
+
l

(dTy T Hy—yT (D—HY)N (D—- HY)" y) -
(D - Y) N (D= 1Y)y (d- Hly)]T =

= HA4(d—Hy) (dTy—y"Hy) " (d—1y)"
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coz je pravé vztah (HR).

Poznédmka 47 Podobna kompaktni schemata mizeme odvodit pro matici B = H~1'. Lze k tomu
pouzit dualitu (pozndmka 27). Jelikoz pfitom dojde k vyméné Dy — Y3, Yi — Dy, je tieba horni
polovinu matice Dg Y} nahradit horni polovinou matice YkT Dy, neboli transponovanou dolni polovinou
matice Dng. Proto misto horni trojahelnikové matice Rj pouzijeme dolni trojihelnikovou matici
Ly, takovou, ze (Ly)ij = 0,1 < j, a (Lg)ij = dly;, i > j. Pro metodu DFP dostaneme

0, LT ryr _
Bry1 = By = [Ye, BLDy] [ Ly, Cg +D£B1Dk ] [ DgB1 ] (BD)
Pro metodu BFGS dostaneme

—Ch, (Ly — Cp)T ]_1 [ v,r ] e
B =B —[Y,,B1D BB
k41 1 [ ks, D1 k]|: Lk_Ck, DgBle DgBl ( )

Pro metodu hodnosti 1 dostaneme
-1 -
Biy1=Bi+ (Yi — BiDy) (Li + LY — G — DYB. D)™ (Vi — BiDy)" (BR)

Nyni ukdzeme, jak 1ze kompaktni schémata pouzit v souvislosti s metodami s proménnou metrikou
s omezenou paméti. Omezime se pritom na metodu BFGS, kterd je z popsanych metod obecné
nejefektivnéjsi. Matici (HB) lze po dosazeni Hy = 41, kde v = d¥yy, /yl yy,, zapsat ve tvaru

—1\T T -1 _(p-1\T T
Hyqp1 =y, + [Dr, 72 Y%] (B )" (Ce ¥y V)R, —(R) ] [Dk ]

-R;, 0 Y

Lze se o tom presvédéit explicitnim invertovanim tak, jako v dikazu lematu 49. Nyni pokladame
Dy = [di—m, -, di—1], Y& = [Yk—m, - - -, Yr—1]. Matice C} obsahuje diagondlu matice Dng a matice
R obsahuje horni polovinu matice D%Yk. Matice Dy41, Yi41 se ziskaji z matic Dy, Yy jednoduse
ubranim prvniho a pfidianim posledniho sloupce. Podobné jednoduse se ziskaji matice D£+1Yk+1a
Ykﬂ1Yk+1 z matic Dng, YkTYk a tudiz 1 matice Cy41, Riy1 2z matic Cf, R. Tim mame k dispozici
véechny matice potfebné k vypoétu matice Hpyq.

Matici (BB) mtizeme po dosazeni B; = (1/7;)I zapsat ve tvaru

1 1 Ty
By = —I—[Yk,—Dk] G 7 (Elil(Lk Cr))
I wodle @)
“ C [ ]
—Ly (Lr = C), Ly 7 D

kde
.70 T3 L
LyLy = (Lk - Ck) Ck (Lk - Ck) + 'y_ka Dy

Lze se o tom presvédcit explicitnim invertovanim a nasobenim. Je vidét, ze potfebujeme rozkladat
C g PR . = 77 P ST} o gve s .
pouze matici fadu k (k ziskdni matice Ly L} ). Zatimco vzorec (HB) nepiinasi pfilis mnoho vyhod ve

srovnani se Strangovou formuli, je vzorec (BB) velmi uziteény, nebot ho lze pouzit tam, kde je nutné
pracovat s matici B.

4.2. Diferenc¢ni verze nepiesné Newtonovy metody
Diferencni verze nepiesné Newtonovy metody jsou v podstaté nepfesné metody s lokalné omezenym

krokem (algoritmus 5), kde se nepouzivad matice B = (G a nésobeni ¢ = Bp = G'p se nahrazuje num-
erickym derivovanim
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g(z + 8p) — g()

)
kde & je mala diference (6 = \/Zar/ || p ||, kde eas je strojova presnost). Jinak se algoritmus 5 neméni.
Jestlize vypocet gradientu vyzaduje O(n) operaci, je tento zpusob fGspornéjsi nez nasobeni matice
vektorem (obecné O(n?) operaci). Navic nenf tfeba poéitat druhé derivace.

G(z)p ~

4.3. Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro ridké tlohy

Diferencni verze Newtonovy metody jsou zalozeny na aproximaci sloupcu Ge;, 1 < i < n, Hessovy
matice G pomoci diferenc¢nich vzorca

g(z +de;) —g()

6 bl
kde ¢ je mald diference (¢ = (/epr). Je-li viak Hessova matice G Fidkad, mize nastat piipad, kdy
pomoci jedné diference gradientd urcime vice sloupct této matice. Jako priklad uvedeme pasovou
matici:

Gll, Glz, 0, 0, 0
Gat, Gaa, Gaz, 0, 0
G = 0, Gso, G33, Gay, 0 (Gl)
0, 0, Gaz, G, Gas
0, 0, 0, G54, G55

Necht
1 = [1a0a0a1’O]T
V2 = [0,1,0,0,1]T
vz = [analaO’O]T
Pak plati
Gv, = [Gll, Gzl, G34, G44, G54]T
Gvy = [Glz, Gzz, G32, G45, Gss]T
Gvy = [0, G23, G33, G43, O]T

takze vsechny prvky matice G muzeme urcit pomoci tii diferen¢nich vzorca

gz + &v1) — g(x)

5 ~ G
g(z + 61};) —g(x) ~ Gu
g(z + 61};) —g(x) ~ G

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim pfipadé muzeme snadno zobecnit. Rozdélme sloupce
matice G do k disjunktnich skupin §; C {1,...,n}, 1 < i <k, tak, aby submatice G(S;), slozené ze
sloupct matice G patficich do skupin §;, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak
muzeme vSechny sloupce matice GG uréit pomoci k diferenci

g(x +6vi) — g(z)
5
kde v;, 1 < ¢ < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvi, 1§Z§]€
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(Ui)]’ Ieijl'Il<:>j€SZ’

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G(S;)). Takto lze postupovat pro libovolnou (i nesy-
metrickou) matici G. Je-li matice G symetrickd, mtizeme jeji symetrii vyuzit k dalsimu snizeni poctu
potiebnych diferenci. Uvazujme matici

Gll, GlZ, G113, G14, G15
Gzl, Gzz, 0, 0, 0
G= G31, 0, G33, 0, 0 (GQ)
G41, 0, 0, G44, 0
G51, 0, 0, 0, G55

Pouzijeme-li pfedchozi postup, potiebujeme k urceni prvkit matice G pét diferenci gradienti. Polozime-
li vsak

v = [1a0a0a0’O]T
Vg = [Oalalalal]T
plati
Gv, = [Gll,G21,G31,G41,G51]T

Gvs [*, G2, G33, Gaa, Gss]T

kde hvézdickou je oznacen prvek, ktery nas nezajima. Urcili jsme tedy prvky Gii1, Ga1, Gs1, Gai,
G51, Gzz, G33, G44, G55 a protoie matice GJe symetrické 1 pI’ka G12 = G21, G13 = G31, G14 = G41,
G115 = G's1, to v8e pomoci dvou diferenci gradientu.

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim pfipadé muzeme opét zobecnit. Sloupce matice
G rozdélime opét do k disjunktnich skupin §;, 1 < ¢ < k. Pfi urcovani téchto skupin vSak nebudeme
pracovat s celou matici GG, ale pouze s jejimi submaticemi, které dostaneme vyskrtnutim znamych
Fadki a sloupci. Necht GG; je submatice matice G, kterou dostaneme, vyskrtneme-li v matici G fadky
a sloupce s indexy j € S U...US;_1, a necht G;(S;) je submatice matice G, kterd obsahuje sloupce
této matice s indexy j € &y, takze G4(S;) = G; N G(S;):

Rozdélime-li sloupce matice G do k digjunktnich skupin S;, @ € [1, k], tak aby submatice G;(S;),
i € [1,k], mély v kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek, mizeme sloupce matice G uréit
pomoci k diferenci

gz +6vi) — g(z)
5
kde v;, 1 < ¢ < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvi, 1§Z§]€

(Ui)]’ Ieijl'Il<:>j€SZ’

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice G;(S;) = G;NG(S;), ostatni prvky submatice G(S;) jsou
urfeny symetrii matice ).

Zatim jsme se nezabyvali urcovanim skupin &;, 1 < i < k. Je Gcelné volit tyto skupiny tak,
aby jejich pocet byl miniméalni. To je v8ak slozity kombinatoricky problém, ktery je ekvivalentni
s problémem barveni jistého grafu. V praxi se obvykle pouzivaji jednoduché a dostateéné rychlé
algoritmy, které najdou dostateéné maly (i kdyz ne minimaln{) pocet skupin. Pfi urovani skupin S;,
1 < ¢ < k se pouziva sekvenéni postup. Sloupce submatice (; se nejprve prerovnaji podle néjakého
pravidla a potom se probiraji postupné podle vzristajicich indext. Index j € {1,...,n}\(S1 U ... U
S;—1) se prida do skupiny S; pouze tehdy, neporusi-li se pfitom pozadavek, aby submatice G;(S;)
méla v kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek.

Na prerovnani sloupct submatice GG; obvykle dosti zalezi. Nasledujici matice se lis{ pouze poradim
Fadkd a sloupci (nenulové prvky jsou zndzornény symbolem #).

64



*
* % ¥ ¥ ¥
* % ¥ ¥ ¥
*

Probirdme-li sloupce prvni matice sekvenéné podle vzrustajicich indexu, potfebujeme k uréeni vsech
nenulovych prvka celkem pét diferenci gradient. Probirame-li sloupce druhé matice sekvencéné podle
vzrustajicich indext, staéi k urcéeni vsech nenulovych prvka pouze dvé diference gradientu.

Zatim jsme se zabyvali pfimymi metodami pro vypocet prvku fidké Hessovy matice pomoci difer-
enci. Nyni obratime pozornost na substituéni metody, které obvykle vyzaduji mensi pocet diferenci
nez primé metody. Uvazujme opét matici (G1) a polozme

v1 = [1a0a1a0’1]T
V2 = [0,1,0,1,O]T

Pak plati

Gy

Ga1 + Gas

~ le = G33
Gaz+ Gas

| Gss

g(z + 6vy) — g(2)

G2

Ga2

~ Guy = | Gaz+Gaa
Gaa

e

g(z + 8v2) — g(2)
)

7, téchto rovnic uréime pfimo hodnoty Gi1, Gss, Gss, G2, Gao, G44, G54 a protoze matice G
je symetrickd 1 hodnoty G271, G45. Dosadime-li hodnoty Ga1, Gas zpét do uvedenych rovnic, uréime
hodnoty (a3, Gla3 a protoze matice G je symetricka 1 hodnoty G'ss, G'za. Pottebujeme k tomu pouze
dvé diference gradient (pfima metoda pouziva t¥i diference gradienti).

Postup, ktery jsme pouzili v tomto konkrétnim pfipadé muzeme snadno zobecnit. Nechf Gy je
horni trojihelnikova matice, jejiz horni trojthelnikova ¢ast mé stejnou strukturu (rozlozeni nenulovych
prvki) jako horni trojihelnikova ¢4st matice G. Rozdélme sloupce matice Gy do & disjunktnich
skupin §; C {1,...,n}, 1 < i <k, tak, aby submatice Gy (S;) slozené ze sloupcti matice Gy patiicich
do skupin &;, mély v kazdém fadku nanejvys jeden nenulovy prvek. Pak muzeme vSechny sloupce
matice G urcit pomoci k diferenci

gz +6vi) — g(z)
5
kde v;, 1 < ¢ < k jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

%Gvi, 1§Z§]€

(Ui)]’ Ieijl'Il<:>j€SZ’

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice Gy (S;), ostatni prvky submatice G(S;) jsou uréeny
symetri{ matice ). P¥i uréovani prvki matice G je nutné postupovat podle vzristajicich indexi:

Urcujeme-li prvky v j-tém tadku matice Gy, je nutné od prvku oznaceného krouzkem odeéist
prvky oznacené kfizkem, jez se v dusledku symetrie rovnaji jiz uréenym prvkam lezicim v j-tém
sloupci matice Gy .

Smyslem téchto ivah bylo ukézat, ze urceni Hessovy matice pomoci diferenci gradientt muze byt
casové nenarocné , je-li tato matice fidka. To stavi diferencni verze Newtonovy metody do zcela
jiného svétla, nebot pro fidké Glohy mohou konkurovat metodam s proménnou metrikou a metodam
sdruzenych gradientt nebo je i prekonat.
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Diferencni verze Newtonovy metody pro fidké tilohy se obvykle realizuji jako metody s optiméalnim
lokalné omezenym krokem (algoritmus 4) nebo jako nepfesné metody s lokalné omezenym krokem
(algoritmus 5). Metody s optimalnim lokalné omezenym krokem vyzaduji opakované feseni soustavy
rovnic (G4 AIs 4+ g = 0 (pro riizné hodnoty parametru A > 0). Pouziva se pfitom Fidky Choleského
rozklad

RT'R=P(G+ )P

kde R je regularni horni trojtihelnikovd matice a P je permutacni matice, jejiz jedinym tGcelem je
prerovnat fadky a sloupce matice G+ Al tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvka byl co
nejmensi. Nalezeni permutacni matice P a nésledné urceni struktury horni trojthelnikové matice
R se nazyvé symbolickou faktorizaci. Symbolick4 faktorizace se provadi pouze jednou (na zaéatku
iteracniho procesu) a proto je mozné pouzivat ¢asové naro¢néjsi slozité postupy, které minimalizuji
pocet nové vzniklych nenulovych prvki. Tyto postupy maji kombinatoricky charakter a jejich popis
se vymykd rozsahu tohoto textu (jsou jim vénovany samostatné monografie). Vypocet prvkd hornf
trojihelnikové matice R (numericka faktorizace) se provadi podle vzorct uvedenych v oddilu 3.6.

Nepiesné metody s lokdlné omezenym krokem pouzivaji metodu sdruzenych gradienti (CG), kde
se Tidka Hessova matice G pouziva pouze k vypoctu soucini ¢; = Gp;, 1 < ¢ < n, a neni ji tudiz
treba rozkladat. V souvislosti s diferen¢nimi verzemi Newtonovy metody je ¢asto vyhodné pouzivat
predpodminénou metodu sdruzenych gradienta

s1=0, g1=g p1=-Clyg

¢ = Bpi, ;=g C g/} qi (CG)
Si+1 = Si + o4pi
Giv1 = g +5q;, G = giT+1C_1gi+1/giTC_19i

piv1 = —C7 g1 + Bipi

kterou dostaneme, pouzijeme-li metodu sdruzenych gradienti (CG) na minimalizaci kvadratické
funkce

a7~ Ll
QG)=g"5+ §STBS

kde § = C~3g, § = C3s, B = C~3BC~% a polozime-li g; = C3§;, s; = C~%5;, p; = C~3p;,
4 = C%(ji, 1 < i < n (vzorce pro §; a ¢; musime vynasobit matici C'% a vzorce pro §; a p; musime
vynésobit matici C~ %).

Vyznam piedpodminén{ spoéiva v tom, ze matice C' se voli tak, aby matice B byla lépe podminén4
nez matice B. Metoda (CG) pak konverguje rychleji nez metoda (CG). Idedlni volba je C' = B. V
tomto pfipadé najdeme minimum kvadratické funkce jiz v prvnim kroku.

V souvislosti s diferen¢ni verzi Newtonovy metody pro fidké Glohy se osvédcilo predpominovani
pomoci netplného Choleského rozkladu. Princip tohoto postupu spoéiva v provadéni Choleského
rozkladu, pfi némz se zanedbévaji véechny nové vznikajici nenulové prvky (nékdy se nové vznikajicimi
nenulovymi prvky modifikuje diagondla rozkladané matice). Ziskana horni trojihelnikova matice R
mé stejnou strukturu jako horni trojithelnikova ¢ast matice B a aproximace RRT ~ B je ¢asto velmi
dobra, coz dava velmi i¢inné predpodminéni.

Nyni ukdzeme, jak lze reprezentovat fidkou Hessovu matice G. Budeme pfitom pracovat s horni
trojthelnikovou matici G, kterd vznikne z matice G vynulovanim vsech poddiagonalnich prvka.

Definice 25 Ridkou reprezentaci Hessovy matice ¢ nazveme trojici vektorti num (Gy) € R™V,
ind (Gy) € R™ | ord (Gy) € R"™! kde my je poéet nenulovych prvkii matice Gyy. Vektor num (Gy)
obsahuje numerické hodnoty nenulovych prvki matice Gy uspofadanych po fadceich. Vektor ind (Gy)
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obsahuje sloupcové indexy téchto nenulovych prvki. Vektor ord (Gy) obsahuje ukazatele umisténi
diagondlnich prvki matice Gy ve vektorech num (Gy) a ind (Gy). Posledni prvek vektoru ord (Gr)
(i indexem n + 1) mé hodnoty mgr41.

Pro matici (G1) plati

num(GU) = [Gll,G12,G22,G23,G33,G34,G44,G45,G55]T
ind(Gy) = [1,2,2,3,3,4,4,5 57
ord(Gy) = [1,3,5,7,9,10]"

Pro matici (G2) plati

num(GU) = [Gll,G12,G13,G14,G15,G22,G33,G44,G55]T
ind(Gy) = [1,2,3,4,5,2,3,4,5]7
ord(Gy) = [1,6,7,8,9,10]"

4.4. Metody s proménnou metrikou pro ridké Glohy

Metody s proménnou metrikou pro fidké tlohy pouzivaji aktualizace, které zachovavaji strukturu
Fidké Hessovy matice. Toto zachovavani struktury je nasilnym omezenim, které eliminuje nékteré
jiné dilezité vlastnosti metod s proménnou metrikou (napiiklad nalezeni minima kvadratické funkce
po koneéném poctu kroki), nicméné lze ziskat metody, které jsou @Q-superlinedrné konvergentni.
Nastdvaji vSak potize s globalni konvergenci, nebot ziskand aproximace Hessovy matice nemusi byt
pozitivné definitni.

Od metod s proménnou metrikou pro fidké Glohy pozadujeme, aby aktualizace splnovaly kvazinew-
tonovskou podminku, neporusovaly symetrii a zachovavaly strukturu fidké Hessovy matice. Oznac¢me

Vo = {BeR"™ :Bd=y}
Vs = {BeRrRY™" BT =B}
Ve = {BER”XHZGZ']'IOZ>BZ']'IO}

(pfedpokladame, ze Gy # 0 V1 < i < n). Zfejmé Vo C R"*", Vs C R™™", Vg C R™ " jsou linearni
variety (Vg a Vg jsou podprostory) v R**™. Jelikoz Frobeniova norma matice je euklidovskou normou
v R**" mizeme definovat operatory ortogonalni projekce Pg, Ps, Pg do Vg, Vs, Vg predpisem

PoB = in ||BT-B
Q arg min [ Ir
PsB = arg min || BT — B ||r
Btevs
PsB = i Bt —B
o = ey 15T B

Podobné miizeme definovat operdtory ortogondlni projekce Pgs, Pgg, Psc a Pgse do Vg N Vs,
Vo NVg, VsNVa a Vo NVsNVea. Je ziejmé, 7e nase pozadavky na fidkou aktualizaci splituje matice
Bt = PngB.

V dalsim textu ukéazeme, ze 1 jednoduché aktualizace zalozené na skladani projekci mohou vést k
superlinearné konvergentnim metodam.

Véta 53 Necht B € R"*" a necht Pg, Ps, Pg jsou operatory ortogonalni projekce do Vg, Vs, Va.
Pak plati
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(y — Bd)d"

PQB = B+ 7d
1
PsB = Z(B+B")
a
(PagB)ij = Bij, Gij £0
(PgB)Z']' = 0 , GZ']' =0

Dikaz Budeme postupovat podobné jako v dikazu véty 28. Vztah pro PgB odvodime pomoci
Lagrangeovy funkce

1
L= SIBY =B+ (w— (B~ B)d) =
1 n n n n
S 2 D RS ol P o)
i=1j=1 i=1 ji=1
Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvkt matice BT dostaneme
oL
3BT = (B — Bij) — uid;
i

V1 <i<n,Vl<j<n. Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce ma tedy tvar Bt = B+ud”,
coz po dosazen{ do kvazinewtonovské podminky BTd = y dava ud” d = y — Bd, neboli

y — Bd
YT

Dosadime-li tento vyraz do vzorce Bt = B + ud”, dostaneme vztah pro PoB. Vztah pro PsB
odvodime minimalizaci funkce

n

n—1 n
1 1 1
5l Bt — B |p= 3 > (B - Bi) + 3 >0 > (B - By + (B - Bji)?)
i=1 i=1 j=i+1

Derivujeme-li tuto funkei podle prvkt matice BT, a polozime-li derivace rovny nule dostaneme pod-
minky

Bf—By = 0,i=j
(B = Bij) +(Bf; =Bji) = 0 ,i#]

coz dava BY = (B + BT

~—

/2. Vztah pro Pg B odvodime minimalizaci funkce

1 1
|5t = BlE= 1 Y (BB 5 Y B
Gi;#0 G

N | —

”':0

nebot podle piedpokladu BZ»"]'» = 0 pokud G;; = 0. Derivujeme-li tuto funkci podle prvki matice BT
a polozime-li derivace rovny nule dostaneme

B — By 0,G;#0
Bt = 0,G;=0
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coz jsme méli dokazat.

V dalsim textu zavedeme vektory d' € R”, 1 < i < n takové, ze

d; = dj , Gy #0

d; = 0 ,G;=0
a misto standardni kvazinewtonovské podminky Btd = y pouzijeme fidkou kvazinewtonovskou pod-
minku

D (Bl = (PaB)ij)d; =wi, 1<i<n

i=1
kde w =y — (PgB)d.
Véta 54 Necht B € R™*" a necht Pgs, Pga, Psa jsou operatory orthogonalni projekce do Vg NVs,
Vo NVg, Vs NVg. Pak plati

(y— Bd)dT +d(y — Bd)T  (y— Bd)Td dd”

PosB = B+ aTd T 4 &4
PoaB = Pa(B+ud")
PsagB = PsPeB =PsPsB

kde vektor u € R™ je feSenim soustavy rovnic Qu = w s diagonalni pozitivné semidefinitni matici
n
_ 7 (12 T
Q= Il | e
i=1

Dukaz Vztah pro PgsB plyne bezprostiedné z véty 28 (metoda PSB). Staéi dosadit W = I. Zfejmé
plati PgeB = PgaPaB. Vztah pro PoeB = PggPe B odvodime pomoci Lagrangeovy funkce

n

L= %Z D (B = (PeB)ij)* + > _ui | wi = Y (Bf — (PaB)ij)ds

i=1 j=1 i=1 ji=1

obsahujici fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvka mat-
ice BT dostaneme

ar

9By = (B = (PaB)ij) — wid;

¥l < i < n, Vl < j < n Podminka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce méa tedy tvar BZ»"]'» —
(PgB)ij = uid;:, 1 <i<n,1<j<n, cozjsme méli dokazat. Dosadime-li toto vyjadreni do Fidké
kvazinewtonovské podminky, dostaneme

n
Zuidj»d;:wi, 1<i<n
j=1

neboli Qu = w, kde @ je diagondlni matice vystupujici v tvrzeni véty (pozitivni semidefinitnost
je zfejmda). Vztahy pro PgeB plynou bezprostiedné z identit PggB = Pgg(PsB) a PsgB =
Psg(PgB).

Véta 55 Necht B € R**" a necht Pgga je operdtor ortogondlni projekce do Vg NVe N V. Pak plati

PoscB = Pg(B + ud” + du™)

kde vektor u € R™ je feSenim soustavy rovnic Qu = w se symetrickou pozitivné semidefinitn{ matici
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Q="Pa(dd") + || d"|]* ese]
i=1

kterd ma stejnou strukturu jako matice G.

Dukaz Ziejmé plati PosaB = PgsaPaB. Jelikoz matice BT — P B je symetrickd, mizeme polozit
Bt —PgB =X 4+ X7 kde X je zatim nezndma ¢étvercova matice. Pouzijeme Lagrangeovu funkci

1 n n n n )
L=7 SN Xy X))+ D w [ wi = D> (X + X )d
i=1 j=1 i=1 ji=1

obsahujici fidkou kvazinewtonovskou podminku. Derivovanim Lagrangeovy funkce podle prvka mat-
ice X dostaneme

ar

o
aX; H

K3

= (Xyj + Xji) — wid} —

V1 <i<n,V1<j<n. Podminkapro stacionaritu Lagrangeovy funkce mé tedy tvar BT —(PgB);; =
uld; +u;d!, coz jsme méli dokdzat. Dosadime-li toto vyjadreni do F{dké kvazinewtonovské podminky,
dostaneme

n

wi = D2+ gy =) (v Y g
j=1

j=1

neboli Qu = w, kde @ je symetricka matice vystupujici v tvrzeni véty. Matice () méa ziejmé stejnou
strukturu jako matice G. Necht v € R” je libovolny vektor. Pak plati

vIQu = Zn:idgdj'ij +Zn: I d' ||2 Uz'z = Z didjvivy + Z dyz'viz =
i=1

i=1 j=1 Gi;#0 Gi;#0

1
= 5 Z (dﬂ}]’ + djvi)z >0
Gi;#0

(*)

(matice G; je symetrickd), takze matice ) je pozitivné semidefinitni. Zbyva dokézat, ze rovnice
Qu = w m4 TeSeni. Pfedpoklddejme nejprve, ze || ' ||# 0 V1 < ¢ < n. Ukdzeme, ze v tomto piipadé
je matice () pozitivné definitni. Pokud by matice () nebyla pozitivné definitni, existoval by vektor
v # 0 takovy, ze vI Qv = 0. Pak by podle vyjadfeni (*) musel existovat index 1 < i < n takovy, ze
v, 70 a

div]' + d]'vi =0 VGZ']' 75 0

Jelikoz predpokladame, ze Gy # 0 musf nutné platit d;v; = 0, neboli d; = 0, coz po dosazen{ do
posledni rovnosti dava d;v; = 0 VG4 # 0, neboli dj = 0 VGy; # 0. To je ale ve sporu s pfedpokladem,
7e

n

ld P= Yy = S 2 #0

ji=1 Gi;#0

Piedpokladejme nyni, ze pro n&jaky index 1 < i < n plati || d' ||= 0. Pak matice Q ma nulovy i-ty
radek a ¢-ty sloupec a plati

W; = Y; — Z Bi]'d]' = Z (G”—B”)d; =0

Gi;#0 G20
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(Matice G je definované vztahem (a) v diikazu lemmatu 29). Mizeme tedy é-tou rovnici vypustit
a polozit u; = 0. Timto zptisobem muzeme eliminovat vSechny nadbyte¢né rovnice. Zbyla soustava
rovnic ma pozitivné definitni matici.

Metoda s proménnou metrikou, ktera pouziva aktualizaci

Bt =PgsaB (BT)

se nazyva Tointovou metodou. Jeji realizace je pomérné pracnd, nebot je tfeba fesit dodateénou
soustavu rovnic Qu = w (Tointiv systém). V hustém piipadé je tato metoda ekvivalentni metodé
PSB, ktera neni prilis efektivni. Proto byly navrzeny dalsi aktualizace, které vsak v jistém smyslu
narusuji splnéni kvazinewtonovské podminky. V tomto textu se budeme zabyvat Marwilovou metodou
s aktualizaci

Bt = PsPqgeB (BM)
Powellovou metodou s aktualizaci

Bt = PcPqsB (BP)
a Steithaugovou metodou s aktualizaci

Bt = PsgPqoB (BS)

Lemma 56 Necht Bt je matice uréend pomoci nékteré z aktualizaci (BT), (BM), (BP), (BS). Pak
plati

B+EV50VG

Dukaz Pro aktualizaci (BT) a (BS) je toto tvrzeni zfejmé. V pripadé aktualizace (BM) tvrzeni
plyne z toho, ze projekce Pg, urcend symetrii matice, neovlivni symetrickou fidkou strukturu. V
pfipadé aktualizace (BP) tvrzeni plyne z toho, ze projekce Pg, uréend symetrickou Fidkou strukturou,
neovlivni symetrii matice.

Ve vzorcich (BT), (BM), (BP), (BS) vystupuji vidy dva operatory ortogonalni projekce P4, Pp do
linearnich variet V4, Vp (v pFipadé Tointovy aktualizace je druhy operator indentickym operdtorem),
pri¢emz plati V4 C Vg aVaNVp =Vo N Vs NVg.

Lemma 57 Necht BT = PP, B, kde P4, Py jsou operatory ortogonalni projekce do V4, Vg, kde
Va C R**™ Vg C R™" jsou linearni variety takové, ze V4 C Vg a Va NVp = Vg N Vs NVg. Pak
pro libovolnou matici G € Vg N Vs N Vg plati

ly—Bd|J

Dukaz Jelikoz G € Vg a Pg Je operator ortogonalni projekce, muzeme pouzit Pythagorovu vétu
| PEPAB = G |[7=|| PaB =G || = | PPaB = PaB |[3<|| PaB - G ||7
Jelikoz P4 B € V4 C Vg, miizeme psat Py Bd = y, takie plati
|y = Bd||=|| (PaB = B)d [|<| PaB = Bl d lI<|| PaB = B lpll dl

Jelikoz G € V4 a P4 je operator ortogonalni projekce, mizeme psat

|PaB =G [p=|| B~ G |z — | PaB ~ B ||}

spojenim vsech dokazanych nerovnosti dostaneme tvrzeni lemmatu.
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Nyni se budeme zabyvat konvergenci metod s proménnou metrikou pro fidké Glohy. Omezime se
pouze na metody s lokdlné omezenym krokem nebot fidké aktualizace nezarucuji pozitivni definitnost
aktualizovanych matic.

Véta 58 Necht #; € R", i € N, je posloupnost bodi generovand metodou s lokalné omezenym
krokem (definice 22). Necht B;11 = PpPa(Bi), ¢ € No, a Biy1 = By, i € Na (PpPa(B;) znadi
nékterou z Fidkych aktualizaci (BT), (BM), (BP), (BS) a mnoziny Ny, Na, N3 jsou definoviny v
poznamce 38). Pak jestlize funkce F': R" — R spliiuje podminky (F1), (F2), (F3) a (F5), plati

liminf || g; |= 0
T— 00

Dukaz (a) nejprve ukdzeme, 7e plati || B; ||< C;, ¢ € N, kde Cy, i € N, jsou ¢isla splinjici rekurentni
nerovnosti

Copt <Ci+Clldi|l, ieN (©)
Necht ¢ € Ny a necht G; je matice definované vztahem (a) v dikazu lemmatu 29. Pak plati

| Gi—Gillr

1 1
I [ (6o +3d) = Gleir o< Vi [ 1 Glas +7do) - Gl | dh <
0] 0]
1
< TVl [ adv=Tva |
0]

(pouzivédme predpoklad (F5) a skutecnost, ze Frobeniova norma nenf vétsf nez 1/n ndsobek spektraln{
normy). Podobnym zptisobem dostaneme

_ 1—

|| Gi = Gig1 ||P< §L\/ﬁ Il di |
Pouzijeme-li nerovnost || Bi11 — Gi |lr<|| B; — Gi [|F, kterd plyne z lemmatu 57, mizeme psét
| Byt = Gi llp + || Gi = G lr<|| Bi = Gillp + || Gi = Giga |Ir<

| Bi = Gillp + | Gi = Gi ||r + || Gi = Gig1 ||lF <
| Bi — Gi llp +L/n || d; ||

| Bit1 — Gita ||F

ININIA

Tato nerovnost je splnéna i pro ¢ ¢ No, nebot pro ¢ & Na plati Biy1 = By, Gig1 = Gy ad; =0, a
pouzijeme-li ji nékolikrat po sobé, dostaneme

| Biy1 — Gi |p<|| B1 — G [|[p +Lvn > _ || d; ||

Pouzijeme-li predpoklad (F3) a polozime-li C; = 2G+\/n+ || By ||r a C = L/n, dostaneme nerovnosti
[| Bi [|< Ci, i € N, kde ¢isla €y, i € N, spliiuji nerovnosti (C).

(b) Z ptedpokladu (F2) plyne existence konstanty A takové, 7e || d; ||< A, i € N. Zvolme tuto
konstantu tak velkou, aby platilo C; < CA. Jelikoz || d; ||< A, i € N, a jelikoz plati (C), mizeme
psat C; < iCA, i € N. Oznaéime-li

M; = max || B; ||
1<5<4

muzeme psat M; < C;, ¢ € N, takze dostaneme

=1 > 1 1
Yuzloemlic™

a muzeme pouzit vétu 33.
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Tvrzeni 59 Necht jsou splnény piedpoklady véty 58 a necht z; — #*. Necht funkce F': R — R,
splituje podminky (F3), (F4), (F5). Pak plati

[}
Y lldifl<oa
i=1

Poznamka 48 7 tohoto tvrzeni, jehoz dikaz je formélné dosti komplikovany, plyne existence kon-
stanty B takové, ze || B; |[|[< B Vi € N. Z (C) totiz snadno dostaneme

7—1 [e%e)
B ISCi<Ci+CY ([ di[|[<Ci+CY [1di |2 B
j=1 ji=1

Vé&ta 60 Necht jsou splnény pfedpoklady Tvrzeni 59, pficemz || w;(s;) ||— 0. Pak z; — z* Q-
superlinearné.

Dukaz Necht ¢ € Ny. Pouzijeme-li lemma 57 a prvni dvé nerovnosti z dikazu véty 58, mizeme psat

~ - 2
1 Biss = Giss < (| Biss = Gillr + | Gina = G llr ) <
. 19 _ -
< 1B = Gillp 5L n 1 di [P +Lvn || Biya = Gi|lell di [|<
~ Z_Bzdz 2 l—2 — — =
< | Bi—GillF —W-i- (ZL nA—I—L\/ﬁ(B—I—G)) [| d; ||

~ ~ 2
1B Gillp < (I Bi=Gille + 11 Gi = Gillr) <

12 —
< || Bi—Gi |3 +ZL nl| di ||* +Lvn || Bi — Gi ||F|| di ||<
1o —  — o
< || Bi=Gi |3+ (ZLGA—FL\/E (B +G)) Il d: ||

(existence konstanty A plyne z tvrzeni 59, existence konstanty B plyne z poznamky 48, existence
konstanty G plyne z (F3)). Spojenim obou nerovnosti dosteneme

| yi — Bidi || _
“ap SIE-G 17 = || Bigr = Giga |7 +M || ds ||
kde M = %onZJr 2L\/n(B+G). Tato nerovnost plati forméalnéi pro i ¢ Ny (pro i € No, kdy d; = 0

a y; = 0, mlzeme vyraz na levé strané nahradit nulou). Pouzijeme-li tuto nerovnost a Tvrzeni 59,
dostaneme

o~ i = Bids |? - G . ey LTSS
> EAE < Y (I Bi=Gillp = | Byt = Giga |7) + MY [ ds ||<

i=1 i=1

I By =G [ +M Y |l di ||< o0

i=1

IN

Déle podle (F5) plati
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1(G"=B)di || _ [1G"di—yill | [l = Bidi|]

Il di | - Il di | [ —
« % || vi — Bid; ||
< ||G—Gi||+||Gi—Gi||+W§
=1 1— | i — Bud ||
< LHx —x; ||+§L\/ﬁ||d2 ||+W

(viz dikaz véty b8), takze
1 (G" = Bi)di ||
[l di |l

nebot #; — x* podle pfedpokladu, || d; [|— 0 podle tvrzeni 59 a || y; — Byd; || / || d; ||— 0 podle (x).
Jelikoz || w;(s;) ||— 0 jsou splnény pfedpoklady véty 34 a #; — «* @Q-superlinedrné.

— 0

Metody s proménnou metrikou pro #idké tlohy mizeme také realizovat jako metody spadovych
smért, kdy se soustava linearnich rovnic Bs + ¢ = 0 fesi nepfesné metodou sdruzenych gradienti

(oddil 3.4).

Véta 61 Aplikujeme-limetodu sdruzenych gradientt (CG) na kvadratickou funkei Q(s) = (1/2)s” Bs+
g's, kde B < A(B) < X(B) < B, aplati-li p/ Bp; > 0 pro 1 < i < m, pak, polozime-li s = 5,41, je
splnéna podminka

—sTg>eo |l slllgll

Eog =

Selffisy

1
m
Duikaz 7 dakazu véty 37 plyne, ze

p]»TBpiIO Vi<ji<i<m

g]»TgiZO Vi<j<i<m+41
p]»TgiZO Vi<j<i<m+41

Pouzijeme-li (CG), dostaneme

T
i—1
gipi= 9+ ajBpi| pi=g"p
ji=1
a

o dfe i Biopic) g
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D; Dpi D; Dpi p; Dpi

V1 < i < m, takze
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takze

m

||PP || pl p
||5||<Z =) 70— ||g||<m||g||/3
i= 1
Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme
Sy el B _ 1B
Isllgll = B mllgl? mB

Tvrzeni véty 61 tvori zaklad jednoduchého algoritmu.

Algoritmus 7TData 0 < w < 1,0 <z <1, m>n.
Krok 1 Poloiimes=0,r=—g, 0 =||r|> p=r,6=[|r|* k=1

Krok 2 Polozime p = o, vypocteme vektor ¢ = Bp a ¢isla 7 = pTq, v = 7/6 a pokud k = 1
polozime ¥ = ~. Jestlize £k = 1 a v < 0 polozime s = r a ukonc¢ime vypocet. Jestlize
k > 1 a~y <&y ukonéime vypocet.

Krok 3 Polozime o = p/r. Polozime s := s+ ap, r :=r—aqa o =| r||?. Jestlize 0 < w? || ¢ ||?
nebo k£ > m, ukoncime vypocet.

Krok 4 Poloiime 3 =¢c/p, p=7r+fBp, 6 : =0+ 326, k := k + 1 a prejdeme na krok 2.

(obvykle volime m = n + 3).

Pouziti metody sdruzenych gradienti je velmi vihodné, nebot tato metoda, aplikovand na kvadrat-
ickou funkci Q(s) s pozitivné definitni matici B, ddva spddové sméry bez ohledu na to, jak pfesné se
fesi soustava rovnic Bs + g (obecné véta 6 vyzaduje, aby platilo || Bs + ¢ [|<@ || g || a@ < B/B). 1
kdyz konvergencni teorie, kterou jsme se dosud zabyvali, neni aplikovatelnd na metody s proménnou
metrikou realizované jako metody spaddovych sméru, jsou tyto metody obvykle G¢innéjsi nez metody
s proménnou metrikou realizované jako metody s lokélné omezenym krokem.

Nisledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod pro #{dké tlohy (CG - metoda sdruzenych gra-
dientt, 5-BFGS - pétikrokova metoda BFGS s omezenou paméti, diferencéni verze nepresné Newtonovy
metody, diferenc¢ni verze fidké Newtonovy metody s iteracnim CG nebo s pfesnym GM fesenim sous-
tavy linedrnich rovnic, fidkd VM metoda (Marwilova projekce) s itera¢nim CG nebo s pfesnym GM
fedenim soustavy linedrnich rovnic, hustd BFGS metoda) pfi minimalizaci 10 testovacich funkef se
100 proménnymi (jsou uvedeny celkové poéty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG,
jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2066 - 3903 - 3903 | 7.19
5-BFGS 1965 - 2149 - 2149 | 7.63
Nepresna Newtonova

(dif. verze) + CG 702 - 822 - 6188 7.25
Ridka Newtonova

(dif. verze) + CG 518 - 567 - 2461 7.69
Ridka Newtonova

(dif. verze) + GM 377 -405- 1722 7.03
Ridkd VM + CG

(Marwilova projekee) | 1318 - 2009 - 2009 | 12.58
Ridkd VM + GM

(Marwilova projekce) | 2440 - 4841 - 4841 | 36.41
Hustd BFGS 1498 - 1656 - 1656 | 23.73

4.5. Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné alohy
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Rozsahlé Glohy jsou casto formulovany tak, ze plati

F(x) =Y fi(x)

kde m = O(n) a kde kazda z funkei f; : R” — R, 1 < k < m, zévisi na ni; = O(1) proménnych.
Pak vypocet hodnoty a gradientu funkce F'(z) spotiebuje O(n) operaci a Hessova matice této funkce
obsahuje O(n) nenulovych prvkia. Gradient a Hessovu matici funkce F' : R — R muzeme vyjadfit
ve tvaru

kde gradienty gp(x) a Hessovy matice Gp(z) funkei fr : R” — R, 1 < k < m, obsahuji O(1)
nenulovych prvki, takze je lze uchovavat v isporném tvaru. Oznacéme

f(l‘) = [fl(l‘),,fm(l‘)]T
J(z) = [g1(l‘),~~~,gm(l’)]T

pak plati F(z) = fT(2)e, g(x) = J¥(x)e, kde e = [1,...,1]T € R™ je vektor, ktery obsahuje samé
jednotky. Jacobiova matice J(z) je ¥{dka (jeji k-ty Fadek gi(x) obsahuje ny = O(1) nenulovych
prvki, 1 < k < m). Hessova matice G(x) ma stejnou strukturu jako matice J* (z)J(z). Struktura
fidké Glohy je tedy plné uréena strukturou Jacobiovy matice.

Definice 26 Ridkou reprezentaci Jacobiovy matice J nazveme trojici vektori num (J) € R",

ind (J) € R", ord (J) € R™*! | kde

m
n= E ng
k=1

je potet nenulovych prvki matice J. Vektor num (J) obsahuje numerické hodnoty nenulovych prvki
matice J uspofadanych po radcich. Vektor ind (J) obsahuje indexy téchto nenulovych prvki. Vektor
ord (J) obsahuje ukazatele umisténi prvnich nenulovych prvki v fadcich matice J (ukazatele umistén{
ve vektorech num (J) a ind (J)), takze

k-1
ord(J)kzl—l—an, 1<k<m+1
i=1

V dalsim vykladu budeme pouzivat spakované gradienty gp(x) € R™, které obsahuji pouze
nenulové prvky gradientti gix(z) € R", 1 < k < m, a spakované Hessovy matice Gj(z) € Rk
které obsahuji pouze nenulové prvky Hessovych matic Gi(z) € R ", 1 < k < m. Zfejmé plati

num(J) =[47,...,45]"

Diferencni verze Newtonovy metody pro separovatelné tilohy jsou zalozeny na numerickém vypoctu
prvkia spakovanych Hessovych matic. Pouzivaji se pfitom diferenéni vzorce

gr(x +6¢j) — gr(x)

5
kde ¢;, 1 < j < ng, jsou sloupce jednotkové matice fadu ny. K uréeni prvki spakovanych Hessovych
matic je tedy zapotiebi

Gr(2)éj ~

> ni =mO(1) = O(n)
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operaci.

Poznamka 49 Ridk4 Jacobiova matice J a numerické hodnoty spakovanych Hessovych matic G’k(x),
1 < k < m, jednoznacné urcuji gradient g a fidkou Hessovu matici G. Zname-li fidkou reprezentaci
Jacobiovy matice (definice 26) a numerické hodnoty spakovanych Hessovych matic, mizeme snadno
uréit fidkou reprezentaci Hessovy matice (definice 25). Spakované Hessovy matice je mozné zpracov-
avat sekvencéné (neni t¥eba je ukladat soucasné v paméti poéitace).

Diferencni verze Newtonovy metody pro separovatelné tilohy se lisi od diferencénich verzi Newtonovy
metody pro F{dké lohy pouze zplsobem ziskani Fidké Hessovy matice G(z). V8echny ostatni Gvahy
zustavaji stejné. Lze opét pouzit realizaci ve formé metody s optiméalnim lokalné omezenym krokem
(oddil 3.3) nebo realizaci ve formé nepfesné metody s lokdlné omezenym krokem (oddil 3.4).

Numerickym porovnanim diferencnich verzi Newtonovy metody pro separovatelné tlohy s difer-
encnimi verzemi Newtonovy metody pro fidké tlohy lze zjistit, ze oba dva typy metod vyzaduji
priblizné stejny pocet operaci na jednu iteraci. Metody pro fidké Glohy jsou algoritmicky narocnéjsi
(je t¥eba hledat rozklady sloupci Hessovy matice) ale vzhledem k tomu, Ze se tyto naroéné operace
provadéji pouze jednou, pred zahajenim itera¢niho procesu, je celkova doba feSeni o néco kratsi nez
u metod pro separovatelné tilohy. Oba dva typy metod vyzaduji pfiblizné stejny pocet iteraci.

4.6. Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy

Metody s proménnou metrikou pro separovatelné alohy pouzivaji misto spakovanych Hessovych
matic Gk( ), 1 < k < m, jejich aproximace Bk, 1 < k < m, které se aktualizuji pomoci metod s
proménnou metrikou.

T L B T L L N . I 4 PP W P
Bl = — | Be + — =¥, — —Brdy (Bkdk) +— | =Yr — Brdi ) | —ur — Brdy
P Ck Cr \ b by
kde gp = g,j —gr a dy € R je vektor, ktery mé stejnou dimenzi jako vektor yp a ktery obsahuje
prvky vektoru d s indexy odpovidajicimi prvkim vektoru g (v8e pro 1 < k < m). Pfitom by = 3}% dp,
Cp = ngkdk, 1<k <m, a9, pr, B, 1 <k < m jsou volné parametry.
Uvedeme nejprve nékolik poznamek k metodam s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy:

e Metody s proménnou metrikou pro separovatelné tilohy jsou Géinnéjsi nez metody s proménnou
metrikou pro Fidké tlohy, jak je zfeymé z numerického porovnani uvedeného v zavéru tohoto

oddilu.

e Vzhledem k tomu, Ze spakované matice Bk, 1 < k < m, se aktualizuji pomoci vektoru yz,

dp, 1 < k < m, je Gcelné aby platilo B, — Gk, 1 < k < m, takze se obyc¢ejné poklada
e = 1, pr = 1, 1 < k < m (jiné volby téchto volnych parametrii obycejné zhorsuji rychlost
konvergence).

e Da se dokazat, ze metody s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy jsou @-superlinedrné
konvergentni. Kupodivu obtiznéjsi je dokézat globalni konvergenci téchto metod, coz se zatim
bez zavedeni dodatecnych predpokladu nepodafilo. Souvisi to se skutecnosti, ze neni obecné
zarucena platnost nerovnosti y;, L, > 0, 1 <k < n, takze matice Bk , 1 <k < m, nemusi byt
pozitivné definitni.

Popiseme nyni efektivni realizaci metod s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy. Tato
realizace je metodou spadovych sméri (definice 17) a aktualizace se provadi podle vzorct

BY

R T U
By + — kit — —Brdy (Bkdk) . Urdy >0
b Ck

Bf = B . 9rdy <0
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kde 1 < k < m (metoda BFGS). Tyto vzorce zarucuji pozitivni definitnost matic B;’, 1<k <m.
Je-1i matice By pozitivné definitni a plati-li y{cik < 0, je matice B;’ = By pozitivné definitni. Je-li
matice By, pozitivné definitni a plati-li ;t)gcik > 0, je matice B;’ pozitivné definitni podle véty 25.
Znéme-li aproximace By, 1 < k < m spakovanych Hessovych matic G, 1 < k < m, mizeme podle
poznamky 49 zkonstruovat fidkou aproximaci Hessovy matice G. Metody s proménnou metrikou

véak maji jednu nevyhodu, kterd spociva v tom, zZe je tieba ukladat soucasné vsechny matice By,
1 <k < m. To vyzaduje rezervaci dalsich

"1
m:;iﬁk(n}c—i—l)

mist v paméti poéitace (Cislo 1 je obvykle znaéné vétsi nez poéet nenulovych prvku #idké Hessovy
matice ().

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika metod pro separovatelné tlohy (CG - metoda
sdruzenych gradienti, 5-BFGS - pétikrokovad metoda BFGS s omezenou paméti, diferen¢ni verze
nepfesné Newtonovy metody, diferenéni verze separovatelné Newtonovy metody s iteracnim CG
nebo s presnym GM feSenim soustavy linedrnich rovnic, separovatelhd BFGS metoda s itera¢nim
CG nebo s presnym GM Fesenim soustavy linedrnich rovnic) pfi minimalizaci 10 testovacich funkef se
100 proménnymi (jsou uvedeny celkové poéty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti NFG,
jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2390 - 4501 - 4501 | 12.75
5-BFGS 2389 - 2586 - 2586 | 11.91
Nepresna Newtonova

(dif. verze) + CG 644 - 813 - 6280 11.09
Separovatelna Newtonova

(dif. verze) + CG 556 - 607 - 2328 16.64
Separovatelna Newtonova

(dif. verze) + GM 416 - 446 - 1635 14.28
Separovatelna BFGS + CG 841 - 995 - 995 12.96
Separovatelna BFGS + GM 7H3 - 882 - 882 10.54

4.7 Modifikace Gaussovy - Newtonovy metody pro ridky soudet ¢tvercu

Pfedpokladejme, ze téelova funkce F'(z) ma tvar

> f@)

kde m = O(n) a kde kazda z funkei f; : R” — R, 1 < k < m, zévisi na ni; = O(1) proménnych.
Dostavame tak specialni pfipad separovatelné tlohy. Tuto separovatelnou tilohu bychom mohli fesit
pomoci diferenc¢nich verzi Newtonovy metody nebo pomoci metod s proménnou metrikou. Specialni
tvar Gcelové funkce vSak dovoluje pouzit nékteré modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, které
mohou byt mnohem Géinnéjsi.

Gaussovu-Newtonovu (GN) metodu mtizeme realizovat bud pomoci fidké reprezentace Hessovy
matice (feSenim normalni soustavy rovnic (NE)) nebo pomoci #{dké reprezentace Jacobiovy matice
(fesenim preuréené soustavy rovnic (OE)). Prvni zptisob je zalozen na pouziti matice B = JT J, ktera
ma stejnou strukturu jako matice G a ktera se snadno sestrojuje. Zname-li matici B, muzeme GN
metodu realizovat bud jako metodu s optimalnim lokdlné omezenym krokem nebo jako nepresnou
metodu s lokalné omezenym krokem (tak jako diferenéni verzi Newtonovy metody pro ¥idké tlohy).

Protoze GN metoda muze selhavat v piipadé Gloh s velkymi rezidui, je vyhodné kombinovat tuto
metodu s jingmi metodami (oddil 3.9). V praxi se pouzivaji tii hybridni metody pro fidky soucet
ctvercu.

F(z) =

N | —
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1) Kombinace GN metody s Marwilovou metodou. V prvnim iteraénim kroku pokladame B = JT J.
Po skonceni kazdého itera¢niho kroku pokladame

By=J{Jy , F—F>0F
B_|_ :PSPQSB s F—F_|_ SQF

(viz (BM) v oddilu 4.4), kde Jy = J(x4). Globalni konvergence této metody plyne z véty 43 a
véty b8. Superlinearni konvergence této metody plyne z véty 43 a véty 60.

2) Kombinace GN metody s diferenéni verzi Newtonovy metody. V prvnim iteraénim kroku pok-
ladame B = JTJ. Po skonéeni kazdého iteracniho kroku pokladame

By=J{Ji |, F-Fy>9F

By =J{Jy+y [FGf , F—Fy<9F
k=1

kde J4y = J(z4) a f;’ = fu(zy), GZ’ = Gr(zy), 1 <k <m (Gp(zq) je diferenéni aproximace Hessovy
matice funkce fr(z1)). Globalni a superlinedrni konvergence této metody plyne z véty 41 a véty 43.

3) Kombinace GN metody s metodou hodnosti 1. V prvnim itera¢nim kroku poklddame B = J7J a
Br = I, 1 <k < m (B je aproximace Hessovy matice G, a I se od jednotkové matice lisi pouze
tim, ze (I )5 = 0, pokud (Gp)i = 0). Po skonéen{ kazdého iteraéniho kroku pokladdme

T
+ _ wkwk T
Bk = Br + d{wk , |dkwk|>é
Bf =By , |diwg| <8

prol <k <m,a

By=JlJy , F—Fy>90F

By=J{Ji+Y [¥Bf , F—F <dF
k=1

Pfitom wy = yp — Brdip a yi, = gu(2y) — g1(2), diy = 24 —x, 1 < k < m. Ackoliv pro tuto metodu
nejsou dokazany konvergenéni véty, jsou jeji numerické vlastnosti velmi dobré. Jedinou nevyhodou
této metody (podobné jako metod s proménnou metrikou pro separovatelné tlohy) je nutnost ukladat
soutasné véechny matice By, 1 < k < m (ve skutecnosti se pracuje se spakovanymi maticemi By,
1<k <m).

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani jednotlivych hybridnich metod pouzivajicich fidkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatnimi metodami pro ¥idké a separovatelné tlohy pfi minimalizaci 22 testovacich
funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradienti
NFG jakoz 1 celkovy pocet selhani a celkovy ¢as vypoctu
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Metoda NIT - NFV - NFG | selhani cas

GN 1584 -1819 - 1603 - 31.47
GN + VM (Fidké) 1039 - 1136 - 1061 - 20.92
GN + VM (separovatelné) 980 - 1064 - 1002 - 28.24
GN + Newton 947 -1042 - 1247 - 25.92
Newton 1139 - 1269 - 3732 - 1:20.02
VM (F{dké) 3411 - 5131 - 5131 1 1:07.17
VM (separovatelné) 3014 - 3793 - 3793 1 1:23.43
CG 8024 - 15670 - 15670 3 2:23.68
5 - BFGS 7106 - 7762 - 7762 3 1:47.00
Nepresna Newtonova + CG | 1486 - 16608 - 16383 - 2:34.34

Selhani znamend, ze nestac¢ilo 1000 iteraci nebo 2000 vycisleni souctu ¢tverca pro vyfeseni tlohy. 7
této tabulky je patrné, ze pro fidké nejmensi ¢tverce jsou modifikace GN metody mnohem efektivnéjsi
nez obecné metody pro fidké nebo separovatelné tlohy.

Ridkou reprezentaci Hessovy matice nemiizeme pou#it, ma-li Jacobiova matice J alespoil jeden
husty fadek (ng ~ n pro n&jaky index 1 < k < m). V tomto pfipadé je matice G hustd (stej-
nou strukturu ma matice J7J) a je tudiz tieba pracovat s i{dkou reprezentaci Jacobiovy matice.
Pracujeme-li s matici J, jsou moznosti pouziti informaci druhého tadu znacéné omezené a zde se jimi
zabyvat nebudeme. Zamérime se pouze na Gpravy metody sdruzenych gradient pro feseni normalni
soustavy rovnic J7Js 4+ JTf =0.

Nejjednodussi dpravou metody CG pro feSeni norméalni soustavy rovnic je metoda CGNE.

Definice 27 Necht J € R™*™ je matice s linedrné nezavislymi sloupci a f € R™. Pak iteracni proces
pouzivajici rekurentni vztahy

s51=0, w=f g=JFf p=-n

vi=Jpiar =l gi|” /[ vi |
Sit1 = S; + a;p;, Uip1 = U; + @305
givr = T iy, B =l giva 17/ 1 gi |17

Pit1 = —giv1 + Gipi

prol <i<mn,kdeu; € R, v; € R™, 1 < i< n, nazveme metodou CGNE uréenou matic{ J € R™*"
a vektorem f € R™.

Snadno se piesvédéime (polozime-li B = JTJ a ¢; = JTv;, 1 < i < n), ze metoda CGNE je
ekvivalentni metodé CG popsané v oddile 3.4. Vlastnosti metody CGNE se ptilis nelisi od vlastnosti
metody CG. Jestlize viak m > n, vyzaduje metoda CGNE vétsi pocet operaci a ma vétsi pamétové
naroky nez metoda CG.

Mnohem lepsi stabilitu nez metoda CGNE maji metody zalozené na pouziti symetrického Lanc-
ZOSOVa, Procesu.

Definice 28 Necht B € R**" je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice a g € R™. Pak itera¢ni
proces pouzivajici rekurentni vztahy
w=0, bfign=y

a; = qiTqu (SL)
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Biv1Gi+1 = B — aiqs — Biqi—1

pro 1 < < n, kde koeficienty 5;, 1 <7 < n se voli tak, aby vektory ¢;, 1 <7 < n mély jednotkovou
normu, nazveme symetrickym Lanczosovym procesem uréenym matici B € R**" a vektorem ¢ € R".

Pozndmka 50 Necht 3; # 0, 1 < ¢ < k, pro n&aky index 1 < k < n. Pak podle (SL) plati
9= Qr(fre1) a

BQr, = QrTy + Bry1qrsier (SL)
kde Qr = [q1,92, .-, qx—1, 9], el =[1,0,...,0,0], e{ =10,0,...,0,1] a

oy, 62a sy Oa 0
62, a2, sy Oa 0
Thi=| -— —— —— —— —-
0, 0, ..., ak-1, B
Oa Oa R 61@" O

(matice Ty, € RFXE je tridiagondalni). Muzeme se o tom snadno pfesvédcit rozndsobenim a pouzitim
rekurentnich vztaht (SL).

Véta 62 Uvazujme symetricky Lanczostv proces uréeny SPD matici B € R*"*™ a vektorem ¢ € R".
Necht 8; £ 0, 1 < i < k pro néjaky index 1 < k < n. Pak vektory ¢;, 1 < i < k, tvoif ortonormalni
bazi v Krylovové podprostoru K = span (g, By, ..., B¥~1g).

Dukaz (indukei). Pro k = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot ¢1 = ¢/ || ¢ ||. Predpoklddejme, ze tvrzeni
plati pro néjaky index 1 < k < n a ze Bpy1 # 0. Podle indukéniho pfedpokladu plati Q{Qk =1,
takze Q{BQk =T + Bk“Q{que{. Matice Q{BQk je symetricka stejné jako matice T}, takze
nutné Qg_lqk+1 = 0. Déle podle (SL) plati 6k+1ngk+1 = quqk —ap = ap — ap = 0. Vektor ¢p41
je tedy ortogonaln{ k vektorim ¢;, 1 < ¢ < k, a ma jednotkovou normu. Podle (SL) lezi vektory ¢;,

1 <i¢<k+1v Krylovové podprostoru Ki41 a jelikoz jsou vzajemné ortogonalni a maji jednotkovou
normu, tvofi tam ortonormalni bézi.

Poznamka 51 Jelikoz QT Qr = I a Q¥ q,11 = 0 (ditkaz véty 62), mlizeme psat

Qi BQy =Ty

takze symetricky Lanczosuv proces lze pouzit k tridiagonalizaci matice B.

Poznamka 52 Symetricky Lanczosiv proces mizeme pouzit k feSeni soustavy rovnic Bs + ¢ = 0.
Pokladame s; = 0 a vektory s;41, 1 < ¢ <k, hledame tak, aby platilo

. 1 7 T
- TR
Sit1 arg ?ellla (25 s+4q 5)
Jelikoz s € K; pravé tedy, jestlize s = Q;z, kde 2 € R, miizeme psat s;y1 = Q;z;, kde
) 1
z; = arg min (—zTTiz + ﬁlefz)
z€ER? 2

(plyne to ze vztahi ¢ = Q;(S1e1) %QZTQZ = I). Pokud fry1 = 0, je vektor spy1 € K FeSenim
soustavy rovnic Bs + g = 0. Podle (SL) totiz plati BQr = QT a jelikoz matice T}, je regularni, lze
polozit zp = —Tk_l(ﬁlel), coz dava Byspy1 = BQrzp = —QkaTk_l(ﬁlel) = —Qr(Bie1) = —g.

Véta 63 Vektory s;41, 1 <7 < k definované v poznamce 52 jsou shodné s vektory 5,41, 1 <i <k,
generovanymi metodou CG:
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7, =B, @ =|7l"/pT
Sit1 = 5 + p;
Ik

G =0+ o, Bi=lT 1P/ 13

Pi41 = —Gip1 + BiD;
pro 1 < i < k. Navic plati oy = 1/@; a

Qip1 = bi + !
" o o4
Bi
i1 = —
2

¢ = (=1)"*g;/ g, |l
pro 1 <i<k.

Dtkaz 7 dikazu Véty 15 plyne, ze vektory 5,41, 1 <1 < k, uréené metodou CG, lezi v Krylovovych
podprostorech K;, 1 < i < k, a realizuji tam minimum kvadratické funkce Q(s) = (1/2)s” Bs + ¢7s.
To je vsak pravé definice vektort s;y1, 1 < ¢ < k, v poznamce 52. Jelikoz vektory g,, 1 < i < k
jsou vzajemné ortogonalni a lezi v Krylovovych podprostorech K;, 1 < i < k, musi byt kolinearni s
vektory ¢;, 1 < ¢ < k, neboli

Gy = QrDy

kde Gr, = [gy, .-, Tk) a Dy =diag (e1 || g1 [, ex || G 1) (Cisla g5, 1 < i < k, mohou nabyvat
hodnot +1). Polozme Py = [p;,...,P;]. Pak z rekurentnich vztahii metody CG plyne

Gy = PpByg
kde
_1a Bla 3 0
L
0, 0, .., -1

. RN (1.2 . o « v oS5 o5 . 1, oo
je horni bidiagonalni matice. Z dikazu véty 15 plyne, ze matice P, BP}, je diagonalni. Pouzijeme-

li rekurentni vztahy metody CG, dostaneme FfBFk = diag(|| 71 |I* /a1, | 9% |7 /o) =
Dkdiag(l/al, cey 1/Ek)Dk, takze
T 1= = -1 157 ET b5 7 -1
T, = QTBQy=D;'G, BG,D;' = D;'B, P, BPyByD;' =
1= . _ _ - —_
= Dy'B, Dydiag (1/@y,...,1/a,) Dy B D} !

Ale

DkBka‘l: 0, -1, o, 0 _ 0, -1, .., 0

Dosadime-li tento vztah do vyjadfeni pro matici Ty, muzeme psat
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_L —5152\/5_1 0
ay ’_ _ al bl AR
—c1e2V 8 B 1
Tk: 1521 la a_i+a_2a ey 0
Bro 1
0, 0, R R
coz porovnanim se (SL) davd a; = 1/@; a
Bi 1
Xip1 = =+ —
£%3 Q41
3 5i5i+1\/5i \/Ei
A @; om
pro 1 < i < k (jelikoz @; > 0, B; > 0 B41 > 0, musi platit g;6;4.1 = —1). Protoze podle (SL) plati
Big1 =g =7, a B > 0, dostaneme g1 = 1, coZ spolu s e16,41 = —1, 1 < i < k, davd g; = (=1)'T1,
takze

g =(=1)""g/ 117

Definice 29 Necht J € R™*™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteracni proces
pouzivajici rekurentni vztahy

Sur=f ma=J"u

div1tiv1 = Jqi — iy (BL)

T
Yit1Qi+1 = J " U1 — S

pro 1 < ¢ < n, kde koeficienty 7;, 6;, 1 < 7 < n se voli tak, aby vektory uw; € R™, ¢; € R",
1 < ¢ < n mély jednotkovou normu, nazveme bidiagonaliza¢nim Lanczosovym procesem urcenym
matici J € R™*™" a vektorem f € R™.

Pozndmka 53 Necht y; # 0, & # 0, 1 < i < k pro néjaky index 1 < k < n. Pak podle (BL) plati
f = Uk+1(6161) a

JQr = Ury1 By
T'Ukt1 = QuBl + Yk41qr416h41 (BL)
kde Qk‘ = [Q1aQZa .- 'an]a Uk-l—l = [ulaUZa .- 'aukauk-l-l]a 6? = [1a0a .- 'aoao]a 6{4_1 = [ana .. 'aOa 1] a
Y1, 0, cey 0
62a 72, 3 0
Bi=| — — — ——
Oa Oa ] Yk
0, 0, ceey Ok

(matice By € RETDXF je bidiagonalni).

Véta 64 Uvazujme bidiagonalizaén{ Lanczostv proces uréeny matici J € R™*" a vektorem f € R™.
Necht ~v; # 0, 6; # 0, 1 < ¢ < k, pro néjaky index 1 < k < n. Pak vektory ¢;, 1 < ¢ < k, tvori
ortonormélni bazi v Krylovové podprostoru K; = span (g, By, ..., B*"lg), kde B=JTJag=JTf,
a vektory u;, 1 <1 <k, jsou vzajemné ortogonélni a maji jednotkovou normu.
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Diikaz (indukei). Pro k = 1 je tvrzeni ziejmé, nebot ¢ = JLf/ || JEf |law = £/ || f |
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n¢jaky index 1 <k < n a ze y541 # 0, 6r+1 # 0. Pouzijeme-li
(BL), dostaneme

JTIQr = J"Ury1 By = Qe Bl Br + Yi1u+164 41 Br = Qe Te + Ye410k 410k 4164

kde
’7%—1—6%, ’7262, ceey 0, 0
Y20y, Y2462, ..., 0, 0
T,=BI'B =| —— - -
0, 0, RN 7,%_1—1—6,%, ~yk6k
0, 0, RN 7k6k, ’yg—l—(sg_l_l

Je symetrickd tridiagonalni matice fadu k. Plati tedy (SL), kde B = JTJ, T}, = BBy, a o; =
v + 62»2+1, Gi = 7v:6;, 1 <@ < k a muzeme pouzit vétu podle které tvori vektory ¢;, 1 < i < k+1
bazi v Krylovové podprostoru K; = span (g, By, ..., B*"1g), kde B = JTJ a g = JT f. Pouzijeme-li
prvni ze vztaht (BL) dostaneme

UL JQr = Ul Uk 1 By

a druhy ze vztaht (BL) dava

U1 J Q1 = BrQF Qk + Yet1€x4+10441Qr = B
takze UkT+1Uk+1 = I (vektory w;, 1 < ¢ < k4 1, jsou vzajemné ortogondlni a maji jednotkovou

normu).

Poznamka 54 7 dikazu véty 64 plyne, ze symetricky Lanzcostv proces uréeny SPD matici B €
R" ™ a vektorem g € R"™ je ekvivalentni bidiagonalizaénimu Lanzcosovu procesu uréenému matici
J € R™ " a vektorem f € R™, pokud B = J7J a g = JT f. Ekvivalence spo¢iva v tom, Ze oba dva
procesy generuji stejné vektory ¢;, 1 < i < k, a plati oy = 77 + 62»2+1, Gy = 76, 1 < i <k, kde k je
index takovy, ze a; 0, 3 20,7 £ 0,6 £0, 1 < < k.

Poznamka 55 Bidiagonalizaéni Lanczostv proces miizeme pouzit k feseni soustavy rovnic JJs +
JTg = 0. Pokladame s; = 0 a vektory s;;1, 1 < i < k, hledame tak, aby platilo

R nllJ
si41 = arg min || Js + [ ]
Jelikoz s € K; pravé tehdy, jestlize s = Q;z, kde z € R', miizeme psat s;y1 = Q;z;, kde
zi = argmin || B;z 4 61e1 ||
z€ER?

(plyne to ze vztaht f = U;11(b1e1), JQ; = Uiy1B; a Uz'T+1Ui+1 = I). Pokud 7416541 = 0 je vektor
sg+1 € Ky, fesenim soustavy rovnic J¥ Js+ JT f = 0 (plyne to z poznamky 52 a poznamky 54).

Poznamka 56 Vektory s;41, 1 < i < k, definované v poznamce 55 jsou shodné s vektory s;41,
1 < i <k, generovanymi metodou CGNE uréenou matici J € R™*" a vektorem f € R™ (plyne to z
véty 63 a poznamky 54).

Vyhodou bidiagonalizacniho Lanczosova procesu je skutecnost, ze vektory s;y1, 1 <17 < k, mohou
byt uréeny pomoci stabilnich operaci (Givensovy elementarni rotace). To tvoif zdklad metody LSQR.
Princip metody LSQR spociva v tom, ze se rekurentné urcuji rozklady

R; hi
PZ'BZ'I i s Piée = _Z
[ 0 ] (rer) [772'+1]

kde
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P1, 02, )
R = Oa P2, ) 0 ) hz = 2
Oa Oa ) .
Pi i

Piitom P; € R 1 < i < k, jsou ortogonalni matice (souéiny Givensovych elementarnich rotaci) a
R; € R*** 1 < i <k, jsou horni bidiagonalni matice. Ukazeme nejprve dva kroky tohoto procesu.
Na zacatku prvniho kroku mame matice

ne[z]. so-[8]

kde p; = v1 a®y; = 1. Polozime-li

=t [ P 0]
VA + e L =0 P
dostaneme
1 =2 62 [
P1B1:7_2 2[p1—(|)_2]é pol]
VP 63 L
1 2] ] A [ n ]
Pi(6161) = —— AT =
1( 1 1) /7ﬁ1+6§ |: —627]1 s
a

(15>
—
NON
[ I

3] 32
Y2 P63 L P2

Na zaéatku druhého kroku mame matice

P1 ’ 0 ﬁl ) 0 1, 52 P1 ’ 0 ﬁl 21
0 1 62a Y2 = Oa P2 ) 0 1 0 - Mo
) 0, b 0, b ) 0 0

a muzeme polozit

melb A )[5 0] Pl 8]
2710, P, 0, 11 T /Byl —0 P

Pokracujeme-li takto déle, dostaneme rekurentni vztahy

ﬁl =M,

/. Pi 5'+1
pi = pzz + 622+1 ) AZ = p_:a T = Zp—l

Pig1 = Nivitl 5 Citl = TiYif1
= AT, My = T

pro 1 < i < k. Nyni odvodime rekurentni vztahy pro vektory s;y1, 1 <¢ < k. Jelikoz

0 i1
a PT'P; = I, miizeme polozit s;41 = Q;z;, kde

z; = arg Hel}:Iil [| Riz + A ||
LERi
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Jelikoz matice R; € R™*? je regularni, musi platit R;z; + h; = 0. Vzhledem k jednoduché struktufe
matic R;, 1 <7 < k, mazeme vektory z;, 1 < ¢ < k, a tudiz i vektory s;41, 1 < 7 < k, urcovat
rekurentné. Ukazeme nejprve dva kroky tohoto procesu. Na zacatku prvniho kroku plati

Ry =[p1],  h1=[n]

a vektor z; = [¢11]7 miizeme urcit ze vztahu

Rizi 4+ hy = [p1][Cua] + [m] =0
coz dava (11 = —n1/p1. Plati tedy

s2=Cnq1 =851+ 77—1]71
1
kde

51=0, p1=-q
Na zacatku druhého kroku plati

Ry = p1, 02 By = m
0, p2 |’ 12
a vektor zs = [(21, {22] miZeme urcit ze vztahu
Rotothy=| P 2 ¢t Ll m] =0
0, po a2 72
coz dava (og = —na/p2 a (o1 = —n1/p1 + (a202/p1. Plati tedy
o
53 = (2141 + C22q2 = (2141 + (o2 <Q2 - —th) =582+ ﬂpz
1 P2
kde
a2
p2=—q2+—pn
1
Postupujeme-li takto déle, dostaneme rekurentni vztahy
51=0, pp=-q

i
sig1 = Si+ —pi

Oi41

Pi+1 = —q¢i+1+ pi

2
pro 1 <i<k.

Definice 30 Necht J € R™*™ je matice s linedrné nezdvislymi sloupci a f € R™. Pak iteracni proces
pouzivajici rekurentni vztahy

s1=0, &ui=f ya=J"u, p=q

SiiUip1 = J @ — Vi

T
Yit1Qi+1 = J " U1 — S
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- 1z dit1
pi =P 0, A= p_z" T = —sz

Pit1 = ANiYitl,  Oigl = TiYigl
N = A, Mig1 = — TN

i
Siy1 = 8; + —Z'Pz'

k3

Oi41

Pi+1 = —¢i+1 + pi

2
pro 1 < ¢ < n, kde koeficienty v;, é;, 1 < ¢ < n, se voli tak, aby vektory u; € R™, ¢; € R", 1 <i < n,
mély jednotkovou normu, nazveme metodu LSQR uréenou matici J € R™*" a vektorem f € R™.

Metodu LSQR mizeme pouzit k realizaci neptesné metody s lokalné omezenym krokem taplné
stejné jako metodu CGNE (nebo CG), nebot podle pozndmky 56 generuji obé metody stejné vektory
sig1, 1 <i<k kdek <naJVJspi1 4+ JTf=0. Ukdzeme jesté, jak je mozné odhadovat piesnost
Feseni.

Véta 65 Necht s;11 € Ry, ¥it1, 6ig1, pi > 0,1, 1 < ¢ < k, jsou veliéiny generované metodou LSQR.
Pak pro 1 < i < k plati

A
1T Ui + ) [1= 7141850 'p,

k3

Dukaz Necht y;41 # 0, §;41 # 0. Pak pouzitim (BL) a pozndmky 55 dostaneme

JE(Tsizi+ ) = J7UQizi + 1) = T U1 (Bizi + 6161) =
= (@Bl + 7i+1Qi+1eiT+1)(BiZi +éb1e1) = 7i+1Qi+1eiT+1BiZi =
= Yip1bip1dipi€l zi

nebot BY(B;z + é61e1) = 0 podle definice vektoru z;, 6Z'T+161 =0a 6Z'T+1Bz' =bpel Ale QTQ, =1
a tudiz QF s;11 = QT Qizi = 2, takze el z; = eI Q¥ si11 = qF'si41, coz spolu s || gig1 ||= 1 davé

| I (Isigr + F) 1= vig1 6 la siza
Ale

. . o .
sigr = si+ Lglpi = 7 Qirziy — Ll + 2 qTpy = -2
Pi Pi PipPi—1 Pi

nebot ¢ Q;—1 =0, ¢7 ¢; = 1 a vektor p;_; je linearni kombinaci sloupcti matice Q;_1, tudiz ¢l p;—1 =
0. Jestlize y,41 = 0, 8,41 = 0, plati || JT(Jsiz1 + f) ||= 0 (pozndmka 55).

Vétu 65 miizeme vyuzit k zastaveni iteraénfho procesu (nenf tieba poéitat reziduum || JT (Js;11 +
nl.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nepresné QN metody s lokélné omezenym krokem realizované
pomoci fidké reprezentace Hessovy matice a pomoci metody CG se dvéma nepfesnymi QN metodami s
lokalné omezenym krokem realizovanymi pomoci fidké reprezentace Jacobiho matice a pomoci metod
CGNE nebo LSQR. Je opét pouzito 22 testovacich funkef se 100 proménnymi (jsou uvedeny celkové
pocty iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a gradientt NFG jakoz i celkovy pocet selhani a celkovy
cas vypoctu
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metoda MT-NFV-NFG | selhani cas

GN + CG 1584-1819-1603 - 31.47
GN + CGNE | 1602-1835-1621 - 43.67
GN + LSQR | 1358-1584-1377 - 51.08

7 této tabulky je patrné, ze pokud nejsou tfadky Jacobiovy matice pfilis zaplnény, je vyhodnéjsi
pracovat s fidkou reprezentaci Hessovy matice (GN4+CGQ), kterd pracuje s méné zaplnénou matici B.
V opacném pripadé se rozhodujeme podle slozitosti optimalizacniho kriteria. Metoda CGNE pouziva
jednodussi maticové operace a metoda LSQR potfebuje méné iteraci a méné vyéisleni optimalizacniho
kriteria.

5. Metody pro Feseni soustav nelinearnich rovnic

Necht f: R® — R™ je spojité diferencovatelnd funkce. Nadim dkolem bude nalézt bod z* € R”
takovy, ze f(z*) = 0. K feSeni této Glohy bylo vyvinuto mnoho metod zaloZenych na riznych
piistupech. Zde se omezime pouze na metody pribuzné optimalizacnim metodam, které jsou obvykle
jednoduché a Géinné. Pomineme napiiklad homotopické a simplicidlni metody a metody zalozené na
feseni soustav diferencialnich rovnic.

Piibuznost metod pro feSeni soustav nelinearnich rovnic s optimaliza¢nimi metodami plyne z toho,

e Optimalizatni metody mizeme chipat jako metody pro feSeni soustavy rovnic g(x) = 0, kde
g : R" — R" je gradient minimalizované funkce F' : R® — R. V tomto pfipadé jde o specialni
pfipad soustavy rovnic, nebot Jacobiova matice funkce g : " — R"™ je Hessovou matici funkce
F: R™ — R aje tedy symetrickd (za standardnich podminek kladenych na funkei ' : R* — R).

¢ Reseni soustavy rovnic mfizeme pfevést na minimalizaci funkce F : R* — R definované vztahem
F(z) = (1/2) || f(z) ||? (soucet &tverctt). V tomto pifpadé viak miizeme ziskat lokdlni minimum
funkce F': R® — R, které nenf feSenim soustavy rovnic f(z) = 0.

Vztah mezi lokdlnimi extrémy funkce F'(z) = (1/2) || f(x) ||* a Fesenim soustavy rovnic f(z) =0
udava tato véta.

Véta 66 Necht f : R* — R" € C! a necht bod z* € R" je lokdlnim minimem funkce F(z) =
(1/2) || f(z) ||, pfi¢emz Jacobiova matice J(z*) funkce f : R® — R™ v bodé z* € R™ je regularni.
Pak plati f(z*) = 0.
Duikaz Gradient funkce F': R* — R v bodé z* € R” lze vyjadfit ve tvaru
(@) = T (") f(&")
Jelikoz matice J(x*) je regularni, mizeme psat
fla®) = (I (@) Hg(a”)

takze f(x*) = 0 pravé tehdy, jestlize g(z*) = 0, coz je podminka pro lokdlni extrém funkce F': R* —
R.

V souvislosti s Fesenim soustavy rovnic f(z) = 0, budeme pouzivat tyto standardni podminky
kladené na Jacobiovu matici funkce f : R* — R”™.

1. Stejnomérna omezenost:

| 7() lI< 7 (J3)

Yere R"
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2. Stejnomérna regularita:

|77 ) [I< 1/ (J4)
Yo € R?

3. Lipschitzovskost:

| J(z+d)—J(@) <L d] (J5)
Ve e R", ¥d € R™.

Tyto podminky maji podobny vyznam jako podminky (F3)-(F5) kladené na funkei ' : R* — R.
Je-li splnéna podminka (J3), mizeme podminku (J4) nahradit ekvivalentni podminkou

w(J(x)) < T/ (J4)

Vo € R™, kde x(J(x)) je spektralni &slo podminénosti matice J(z).

Podobné jako jsme definovali zdkladni optimaliza¢ni metodu (oddil 1.4), mizeme definovat zék-
ladni metodu pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic jako itera¢ni proces, jehoz vysledkem je posloup-
nost #; € R” ¢ € N, takova, ze

Tip1 = Ty + QS

kde smérovy vektor s; € R, se uréuje na zakladeé hodnot z;, f;, J;, 1 < j <14, a délka kroku o; > 0
se uréuje na zékladé chovani funkece F'(z) = (1/2) || f(z) ||* v okoli bodu z; € R".

Definice 31 Rekneme, 7e zdkladni metoda pro feseni soustav nelinearnich rovnic je globalné konver-
gentni, jestlize pro libovolny pocateéni vektor #; € R™ plati

Jim || 7 (1= 0

Mezi nejjednodussi a nejznaméjsi metody pro feseni soustav nelinearnich rovnic patii Newtonova
metoda. Tato metoda je definoviana vztahy

s = —J_l(l‘l)f(l‘l)
&; = 1
Smeérovy vektor Newtonovy metody pro feseni soustav nelinearnich rovnic je shodny se smérovym

vektorem Gaussovy-Newtonovy metody pro minimalizaci souétu &tverci F(z) = (1/2) || f(z) ||%,
nebot (je-li splnéna podminka (J4)) plati

(T (@) T ()T (s) = T~ ()

Matice B; = J¥(z;)J(x;) je v tomto pifpadé pozitivné definitni, takze Newtonovu metodu pro fesent
soustav nelinedrnich rovnic mizeme realizovat jako metodu spadovych sméri (na rozdil od Newtonovy
metody pro nepodminénou minimalizaci popsané v oddilu 3.7) .

V dalsim textu se budeme zabyvat metodami, které misto Jacobiovych matic J; = J(z;), i € N
pouzivaji jejich aproximace A;, 1 € N, splnujici podminky

A - 7l <7 (A3)

471 <1/4 (A4)
kde ¥ >0 a A>0.

s ovs

Lemma 67 Necht jsou splnény piedpoklady (J3)-(J4) a necht y > 0. Pak existuji ¢isla 9>0,A>0,
¥ < yA, a matice A;, i € N, vyhovujici podminkam (A3)-(A4).
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Dikaz Necht J a J jsou konstanty z (J3)-(J4). Oznacme k = J/J, A = 2x7/(1 + 2k7) a polozme
29 = JA/&. Necht A; je matice vyhovujici podmince (A3). Protoze A;s = Jis + (A; — J;)s, mizeme
psat

||A25||2 = STJZ»TJZ'S + QST(AZ' — JZ')TJZ'S + ||(Az — JZ)SHZ
LSl = 2775l = (1= N2l

v

Vs € R, takze ||AZ_1|| <1/A kde A=Jv1—X>0 (nebot 0 < A < 1). Navic A = 26y(1 — A) takze
0<20=JNKk=2Jy(1-2X)<2JyV/1 - =274
coz bylo tieba dokéazat.

1. Metody spadovych sméru

Pii vykladu metod spadovych smérti budeme pouzivat oznaéeni h; = AT f; pro aproximaci gradi-
entu g; = JT fi .

Definice 32 Reknéme, 7e zakladni metoda pro Feseni soustav nelinearnich rovnic i1l = ¥ + ais;,
1t € N, je metodou spadovych smeért, jestlize:
1) Smérové vektory s; € R", i € N, se uréuji tak, ze

[Aisi + fill < @ fil]

S
w2
—_

~—

kde 0 <@ < 1.
2) Délky kroku «; > 0, i € N, se uréuji tak, ze a; je prvni élen posloupnosti o, j € N (kde o} =1

a Bo/ < o/+1 < o/ Vj € N) takovy, ze

Fi+1 — Fi S BaZhZTSZ (SQa)
kde 0 < < 1a0<p<1(poznamenejme, ze (S1) implikuje h's; = f A;s; < 0).
Lemma 68 Necht funkce f : R” — R" vyhovuje pfedpokladim (J3)-(J5). Necht matice 4;, i € N,
spliuji podminky (A3)-(A4) s ¥ < yA, kde v = (1 —©)/(1 + @) (splnéni téchto podminek zarucuje
lemma 67) a necht p < (yA — 9J)/(vA). Pak Ize v kazdém iteracnim kroku nalézt smérovy vektor
s; € R™ vyhovujici podmince (S1) a délku kroku a; > 0 vyhovujici podmince (S2a). Navic existuje
konstanta o > 0 takova, ze ay > a Vi € N.

Diikaz Existence smérového vektoru s; € R™ vyhovujiciho podmince (S1) plyne bezprostredné z
(A4) (je-li matice A; reguldrni, mizeme vektor s; zvolit tak, ze ||A;s; + fi|] = 0). Pouzijeme-li (S1),
dostaneme

(L=@fill < [[Assill < (L + @)1l
coz spolu s (A4) dava

1 1—|—w
lIsill < lldisill < ||fz|| = ||fz||
takze
—hisi =—f (Aisi+ f) + £ i > (L= Hl1* > vAllfilll]s4]] (*)
Protoze gl s; = hls; — fF'(A; — J;)s;, mizeme psat

gf si < b s+ )| fillllsall,

coz dohromady s predchozi nerovnosti dava

<’YA—79

giTsi < hZ»Tsi <0
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7 nerovnosti g} s; < 0 plyne existence délky kroku o > 0 vyhovujici podmince Fiy1 — Fy < eja;g7 s;
pro libovolnou konstantu 0 < ¢; < 1 (Lemma 7). Pouzijeme-li nerovnost svazujici gl's; s hls; a
polozime-li p = £1(yA — ¥)/(vA), dostaneme (S2a). Plati pfitom bud a; = a} = 1 nebo a; = of =
60[5»“_1, kde 3 <@ <1a F(x; + ozf_lsi) — F(x;) > Baf_lhiTsi. Pokud «; < 1, mizeme psit

Fla; 4+ —s;) — F(x;) >p

o (879 (879
F(ai4+ —s;)— Fx;) = —slgle; +p—s;
( 5 ) — F(xi) 3 g( g )
(67 T (€7
< — gy s+ ||sillllg(xi + p—s;) — g(x; )
ﬁ( Jsllls + 1 %50) = o)
< & ('VA—_hT »+%(72+LF)||5»||2)
- 8 vyA 'Y B ‘ '

nebot 0 < < 1 apro d; = (o /F)s; plati

lg(zi + pdi) = g(z:)]] 197 (s + pedi) f (i + pdy) — T () ()

< T (@ + pdi) (2 + pdi) — F(25))]
I o+ ) = T (@) o)
< TN+ pdi) = Fle)|| 4 Lpllds|]] £l

1
T [ e+ ridoydidr] + Talld 1]
0
< (T + IR
(F je libovoln4 konstanta takova, ze F' > ||fi]|). Spojime-li obé nerovnosti a pouzijeme-li odhad (*),
dostaneme

%(72+ﬁ>||5i||2

coz dohromady s @ > f a s nerovnosti svazujici normy ||s;|| a || f;|| davd a; > a, kde

i (1 ByA -1 — mA)A)
N " (1+@) (T +IF)

> (A= 9 = py Al fillllsil

Poznamka 57 Lemma 68 ukazuje, ze nestaci dostateéné piesné fedit soustavu linedrnich rovnic
Aisi + f; = 0 tak jako v pfipadé nepodminéné minimalizace, ale ze je téz tieba dostatecné presné

aproximovat Jacobiovu matici J; (nerovnost ¥ < y4). Je to zplsobeno tim, ze ve vztazich pro
gradienty funkce I : R” — R vystupuji Jacobiovy matice J;, které jsou rtizné od matic A; (nepfesna
aproximace Jacobiovy matice implikuje nepfesnost gradientu).

Vé&ta 69 (globalni konvergence). Necht jsou splnény piedpoklady lemmatu 68. Necht #; € R*, i € N
je posloupnost generovani metodou spadovych smért (S1)-(52). Potom #; — #* a f(«*) = 0.

Dukaz Pouzijeme-li (A3), dostaneme

|l Assill < | Jisill + 1(Ai = Jo)sill < (T + )]sl

coz spolu s (%) a s nerovnostmi ziskanymi v dikazu lemmatu 68 dava
1
Ifill el = 1D < S farall + DAD Uil = (15l = Frgr = Fi
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1

< OzihZ»TSZ'<— AO[ 1 54 < — AOz_ — 1 Aisi

< p < —prAal|fillllsi]] < m_JJrﬁIIfIIII I
1-w

< —pyAa=—— Z'z.

< m_JJrﬁIIfII

Plati tedy

1-w
< (1= prAda—2
Ifisil < (1= prdat=2

) EX I

kde 0 < ¢ < 1, takze

= 1
SNl = ——IIAll < oo,
i=1 1 q

coz implikuje f; — 0. Z nerovnosti svazujici normy ||s;|| a ||f;|| (dtikaz lemmatu 68) dostaneme

S llsll < EE S Al <

i=1 - i=1
takze posloupnost x;, i € N, splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Proto #; — @* coz dohromady
s fi — 0 dava f(«*) = 0.

Pozndmka 58 7 odhadu || fiz1 (IS ¢ || fi |, ¢ € N, kde 0 < ¢ < 1, plyne, ze z; — 2 R-
superlinearné.

Poznamka 59 Tvrzeni lemmatu 68 a véty 69 zlistane v platnosti nahradime-li podminku (S2a)
nékterou z podminek

Fi+1 — Fi S _BaiFi (82 )
nebo L
| figall = [1fill < —pevillfill (52¢)
kde nynf 0 < p < 2(1 —@)(yA — 9)/(74). Plyne to z nerovnosti
(1-D)(vA-9) 2(1 -~ )(vA - 9)

gf si < —(vA =) fillllsill < — 17l = - By

vA

vA

kterd mtize byt pouzita stejnym zpisobem jako (S2a) v ditkazu Lematu 68 a z rovnosti (Fyy —

F)/Fi = (fisall? = [15112)/11/il1?, kterd déva

21 £l = 1D/ fll < (Figr = )/ Es < ([ fiall = 1 SAD/ 1]

Vé&ta 70 (superlinedrni konvergence). Necht z; € R™ i € N, je posloupnost ziskand metodou
spadovych sméri takova, ze z; — x*. Nechf jsou splnény predpoklady (J3)-(J5). Necht «; = 1,
kdykoliv tato hodnota vyhovuje podmince (S2¢) (nebo (S2b) nebo (S2a)). Necht plati

o Aisi + il
lim ¥————— =0 (o)
imeo ] fil
a
Ai = Ji)si
i L= "
11— 00 52'

Pak existuje index k£ € N takovy, ze a; = 1, V¢ > k a posloupnost z;, 2 € N, konverguje superlineadrné

k bodu z* € R™.

Dukaz Dikaz povedeme ponékud obecnéji, nebot ziskané vysledky pouzijeme v dikazu véty 87. To
znamend, ze v Castech (a)-(b) budeme predpoklddat pouze, 7e
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Jimm sup A% fill
i—oo £l
Plati-li (&), mtizeme ve vSech vzorcich polozit @ =0
(a) Ukazeme, ze existuje index k; € N tak, ze

<w<l1 (@)

1A N A=@)/T <[l s < fi [l A+ @)/L

Vi > ky, pokud || J* ||< J a || (J*)"t |< 1/J. Oznaéme w; = (A;s; + f;)/ || fi || a 9 = (A — Ji)si/ ||
si ||. Pak plati

Jisi = (Aisi+ fi) = (Ai = T)si — fi =wi || fi || =04 || si || =1
takze

1=l wi |l
[lsi 1= ; | I £ |l

I i [ + 1] i |
a jelikoz || w; [[<K @ a || 9; ||— 0 (podle (@) a (8)) a || Ji ||=]| J* [|< J, existuje index ko € N tak, ze
[| s: ||=]] fi || (1 =)/ J Vi > ko. Podobné plati

si=J7 N wi || fill =9 | si || = fi)

ke 17 s D
Jz'_ 14+ || w;
|| 5 ||§ -1 79

s

ajelikoz || w; [|[< @ a || i ||— 0 (podle (@) a (B)) a || J7 [|—|| (J*)~" ||< 1/, existuje index ki > ko
tak, ze || s; ||<|| fi | (L +@)/] Vi> kq.

(b) Ukézeme, ze existuje index k& > k; tak, ze hodnota a; = 1 vyhovuje podmince (S2c), pokud
p < 1 —@ (analogicky se postupuje v pifpadé podminky (S2b) nebo podminky (S2a)). Pouzijeme-li
vétu o stiedni hodnoté, dostaneme

I 7 ]

fzi+si) = fi + Jisi +o(|] s ||) = (Aisi + fi) — (Ai = Ji)si + o(]] si |])
neboli
| fi+si) |l
I £l
takze limsup; . || f(z:i +s:) || / || fi [|[< @ (podle (@) a (8)). Pokud p < 1 —@ , existuje index
k > ky tak, ze podminka (S2¢) s a; = 1 je splnéna Vi > k (plati-li (o), miize byt ¢islo 0 < p < 1/2
libovolné, nebot || f(as +s:) || / || fi [|— 0).

(¢) Predpoklddejme nyni ze plati («). Pomoci vét o stifedni hodnoté dostaneme

Slwi [l + 11 9: (| A+ @)L+ ol fi D/ 1] fe

| zip1 —2” || _ T fira |
lwi—a || = L [ fill
takze podle (o), (#) a (c) plati
. Tiy1 — " . _
tim 1= iy T 4 0 L @) ol 1D 5D = 0
T— 00 ||l‘l—l‘ || Z—»OOi
a ¥ — x @-superlinearné.
5.2 Metody s lokalné omezenym krokem
Pfi vykladu metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaéeni L;(s) =|| Ais + f; ||
—|| fi || pro funkei, kterd lokalné aproximuje rozdil || f(z; + s) || — || f(zs) || a oznadeni p;(s) =
(| flxs +8) || = || fi(x:) |])/Li(s) pro podil skuteéného a predpovédéného poklesu normy funkee

f R*— R"

Definice 33 Reknéme, ze zdkladn{ metoda pro feseni soustav nelinedrnich rovnic z;41 = 2; + «;8;,
1 € N je metodou s lokalné omezenym krokem, jestlize:
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1) Smérové vektory s; € R", i € N, se uréuji tak, ze

[lsi [1< A (TTa)
|'si ll< Ai =[] Aisi + fi IS @llfill (T1b)
—Li(si) > 20 || Aisi || (TIc)
kde 0<w; <w<lal<ag<1/2.
2) Délky kroku «; > 0, i € N, se uréuji tak, ze
pi(s;) <0=a; =0 (T2a)
pi(s;) > 0= a; =1 (T2b)
3) Meze 0 < A; < A i € N, se uréuji tak, ze
pi(si) <p= Bl silI< A1 <5 s |l (T3a)
pi(si) > p=> Ay <Ajp1 <A (T3b)

kde0< f<fB<lal<p<l1/2

V dal$fm textu budeme pouzivat oznaceni Ny, Ny a N3 pro mnoziny indexti takové, ze ||s;|] < Ay,
pi(si) >0 a pi(si) > p.

Lemma 71 Necht funkce f : R® — R" vyhovuje predpokladim (J3)-(J5). Necht matice A4;, ¢ €
N, spliwji podminky (A3)-(A4) s ¥ < yA, kde v = (1 — 2p)a (splnéni téchto podminek zarucuje
lemma 67). Necht z; € R", i € N, je posloupnost generovana metodou s lokalné omezenym krokem
(T1)-(T3). Pak existuje konstanta ¢ > 0 takova, 7e

[sill = el fill Vie N

Dukaz (a) Necht i € Ni. Potom z (T1b) plyne

[114ssill = 1£: 1] < 1Aisi + fill < @ISl
takze (1 —)||fi]| < |Aisi||- Z druhé strany podminka (A3) dava

[ Assill < [ ssill + [1(Ai = Ji)sall < (T +9)|lsq]
Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme

1-w
il > ===

(b) Necht i € Ny a i & N3. Z (Tlc) plyne, ze L;(s;) < 0, takie

(MAssi + £l = LD £l = ([Aisi + fill* = [1£:]7)

1
2 (fZTAZSZ + §SZ'TAZ'TAZ'SZ') = 2Qi(si) )

Li(si)| fill

Jestlize || f(x; + s4)|| < ||f(2:)]], pak nerovnost p;(s;) < p spolu s () dava

F(l‘l + 52’) — F(l‘z)

% (1f i + s)lI* = [1F(=a)l)?)
(£ Cs 4 sl = 1)) 1 ()l
pLi(s)|lfill > 2pQi(s:)

(AVARAY/

Jestlize || f(zi + s:)|| > [|f(2:)]], plati tato nerovnost trividlné. Muzeme tedy psét
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Fzg +si) = Fag) > 2pQi(s;)
Z druhé strany predpoklady (J3)-(J5) spolu s vétou o stfedni hodnoté davaji

17 (s + pusi ) f (@i + psi) — I (i) f ()]

lg(zi + psi) — g(i)l|

< T (s 4 psi)(F(i + psi) — F(24))]]
HTT (s + psi) — T (2:)) F ()|
< 7||(f(1xi+F‘5i)—f($i)||+fﬂ||5i||||fi||
7l / T (@i + rusi)usidrl + Tllsi |1
0
< (T +IF)|s|

pro 0 < pu < 1, takze

F(xi+s:) — Fz:) < gl'si+|lg(xi + psi) — g(x:)||]]si]
< glsi+ (T +IF)|si|?
= JTAisi+ [T (Ji = Ai)si + (T + IF)|Jsil|?
< Qils) + Dsillllfill + (T +TE)|sil,

Spojime-li obé nerovnosti, dostaneme
— —2 N
2pQi(5:) < Qilsi) + Ilsilllfill + (T~ + LE)|]sq?
neboli
— —2 N
~(1=2p)Qi(s:) < Ilsillllfill + (T~ + LF)||sql|”

Podminky (T1c) a (A4) spolu s nerovnosti (*) davaji

1
—Qi(s1) > =5 Li(so)lfill = ellAsillllfil] = eAllsallll fill

Dosadime-li tento vztah do pfedchozi nerovnosti, dostaneme

(1= 2p)cAllsil I fill < —(1 = 2p)Qu(5) < Dsilllfill + (T + TF) il

neboli

(1—-2p)cA—7
lIsil] > ——=———IIfill
J F
(¢itatel je kladny, nebot ¥ < (1 — 2p)aA).
(c¢) Necht ¢ = 1. Jestlize || f1]] = 0, pak jisté ||s1]| > ¢||f1]] pro libovolnou konstantu ¢ > 0. Jestlize
[|f1]| # 0, dostaneme

[[s1]]

1
1/l

(d) Necht ¢ € Ny, i € N3 ai# 1. Necht k < ¢ je maximalni index pro ktery soucasné neplati & ¢ Ny,
k € N3 and k # 1. Pouzijeme-li (T3a)-(T3b) a (Tla), mizeme psit

[Is1]] =

1/l

[Isill = A; > Agps > min(Ag, fl|sgl]) > min (|[se]], fllsel]) = Bllsel]
takze podle (T2a)-(T2b) a (a)-(c) plati

1sill = Bllsell = cllfell = ell £l
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kde

f1-m (1—=2p)gA—17 ||s]|
c¢c=fmin| =——, S )
= J+9 T 4LTE A

Vé&ta T2 (globalni konvergence). Nechf jsou splnény predpoklady lemmatu 71. Pak z; — «* a
fa®) = 0.
Dukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze f; — 0. Pfedpokladejme,ze toto tvrzeni neplati. Protoze posloupnost
[|£:]], ¢ € N, je nerostouci podle (T2a)-(T2b), existuje ¢islo £ > 0 takové, ze || fi|| > g, Vi € N a podle
lemmatu 71 plati

lsill 2 ec, Vie N,

Piedpokladejme nejprve, ze mnozina N3 je nekoneénd. Protoze N3 C No, miuzeme psat

Wil = [lfigall = ([ Ge)ll = [ (i +s0)ll 2 —pLi(si)
> 2pa||Assi|| > 2paAce, Vi € N3.
Odtud plyne
A0 = dim (Al = i l) = D Al = il
i=1

v

ST = el > S 2podee = oo

SE SE
coz dava spor. Predpokladejme nyni, ze mnozina N3 je konecnd. Potom (T3a) implikuje A; — 0,
coz dohromady s (T1la) dava ||s;|| — 0. Ale to je ve sporu s nerovnosti ||s;[| > cc Vi € N.
(b) Pouzitim (T1c) dostaneme L;(s;) = || Ass: + fil| — || fil] <0, takze
fill = [[Aisi + fill = [[Aisal| = [Ifill
Tato nerovnost implikuje ||4;s;]] < 2||fi||, takze

Allsil] < [|Aisi]| < 2[|fi]

Nynf ukézeme, ze Y ;= ||s;|| < co. Je-li mnozina N3 koneén4, existuje index [ ¢ N3 takovy, ze i & N3
Vi > [. Plati tedy

ZIISZII<ZIISZII+IISIIIZB <(=DA+[sl/(1-5) <0

podle (T3a). Je-li mnozina N3 nekoneénd, muzeme tak jako v (a) psat

A0 = Dol = D) = D ALl = il
i=1 iEN3
> 20 ) [[Aisill > 2p0A Y lsill-

SE SE

Oznaéme N3 = {ly,ls,13,...}. PouZijeme-li lemma 71, dostaneme

2
lIstall < M fis4all < ||fl < IISI |

a (T3a) implikuje IIst, 4%l < B||51j+k—1|| V2 <k <lj4y1—{; —1. Plati tedy
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-1 ]+1—l]‘—1

ZIISZIIJrZ sl > llstsl

[}
> llsil
i=1

k=1
= 9 J+1—l'—1
< <11—1>A+]Z_;||su|| 1+ Z
S R v DL
i€N3
~ 2 1 1 Al
< (L-1A+ |1+
< (& )+[ Al—ﬁ]?paA

Z nerovnosti > oo ||z — i|| < Doy ||si]] < o plyne, ze posloupnost z;, i € N, spliiuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku, takze z; — #*, coz spolu s f; — 0 dava f(z*) = 0.

Véta 73 (superlinedrni konve&ence)i\lecht’ z; € R®, ¢ € N, je posloupnost generovana metodou
s lokdlné omezenym krokem (T1) — (T3) takova, e x; — «*. Necht funkce f : R — R" spliuje
podminky (J3)-(J5). Necht

lim @; = 0 (cv)
a
A; — J3)ss
iy L= 201 "
11— 00 52'

Pak posloupnost z;, i € N, konverguje @J-superlinearné k bodu z* € R".

Dukaz (a) Ukdzeme, ze existuje index ko € N takovy, ze

—Li(si) > 2a || s ||

1
1412 20 s
Vi > ko, pokud J < 1/ || (J*)7! ||. Oznaéme 9; = (A; — J;)s;/ || si ||. Pak plati

| Aisi [|=]] Jisi + i || i |21 Jisi | — || 9i (ll] s: ]

a jelikoz || 9; ||— 0, J; — J"a L <1/ (J*)=1 ||, existuje index ks € N takovy, 7e || A;s; ||>
J || s || Vi > ka. Pouzijeme-li (Tlc), muzeme psat

—Li(si) > 2 || Aisi [|= 22 || 5: ||

7 definice L;(s;) a z (T1lc) plyne

0> Li(si) =|| Aisi + fi || = || f |l

neboli

[ Assi [l = 11 Il <N Assi + fi (1< £ ]

takze || Aisi ||< 2| fi ||, coz spolu s nerovnosti || A;s; ||> || s || dava || fi [|> (J/2) || si || Vi > ka.
(b) Ukazeme, 7e existuje index ks > ko takovy, ze i € N3 ¥i > k3. Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté
dostaneme

f(@i+s0) = f(@i) + Jisi +o(|] 55 []) = flai) + Aisi — (A = Ji) s +o(]] s [])
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takze

_ @)= Wi +si) [ —LiCsi)— (19 Il s (] 4ol s 1)
> 1o 0 (Il si ll +olllsi ll)
20 || si ||

nebot || ¥; ||— 0. Jelikoz p < 1, existuje index k3 > k2 takovy, ze p;(s;) > p Vi > ks.

(c) Ukdzeme, ze existuje index k > k3 takovy, ze i € Ny Vi > k. Poznamenejme nejprve, ze mnozina
N1 C N je nekonecnd. Kdyby tomu tak nebylo, muselo by platit || s; [|> A; > Ay, ¥i > ks, nebot z
(b) plyne i € N3 ¥i > k3. To je viak spor, nebot podle (a) plati || s; [|[< 2| fi || /J, takze || fi [|[— 0
implikuje || s; ||— 0. Omezme se nyni pouze naindexy ¢ > ks, ¢ € Ny aoznacme w; = (A;s;+fi)/|]s:]-
Podle («), (8) a (T1b) plati || w; ||— 0 a || ¥; ||— 0, takize stejnym zpiisobem jako v ditkazu véty 70
(s w = 0) se d& ukazat, ze existuje index k4 > ks, k4 € Ny takovy, 7e

ISl /T <l s lI<IVF /L

Vi > ka, ¢ € N1. Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, muzeme psat

Jiv1 = flxi+55) = fi + Jisi +o(]] s 1)
nebot i € N3 C Ny. Oznacme
A = Jiv1 — fi — Aysy
Il fi |l

Pak podle piedchozich tivah plati || A; ||<|| ¥; || /T +o(|| si )/ || 5i ||— 0. Jelikoz zaroven || w; [|— 0,
existuje index k > ki, k € Ny takovy, ze || A ||< (J/])/2 a || wi [|< (J/J)/2 Vi >k, i € Ny . Pak

muizeme psat

IN

1
II'siv1 |l | fisr I j(|| fivr = fi = Aisi || + || Aisi + fi |]) <

<

[ ] ] =

1 1
(H&H+HMHHMAK<§+§)H&HﬂHH

Jelikoz ¢ € N3 podle (b), plati A;11 > Ay, coz dava || s;41 ||<]] 85 || Ay < Ayya, takze i+ 1 € Ny
Indukei dostaneme ¢ € Ny Vi > k.
(d) Superlinearni konvergence. Plati

| fix1 Il < [| figr = i — Aisi ||+ || Aisi + 95 ||

< <[ A ||+ [ wi ]
Il il I £l Z Z
coz spolu s || A [|[— 0 a || w; [|— 0 dava
B A T
imeo lwi—a* || — L | fil

5.3. Newtonova metoda
Newtonova metoda pouziva matice 4; = J(x;) Vi € N, takze ¥; = (4; — Ji)si/ || s [|[=0 Vi € N.

Vé&ta T4 Nechf jsou splnény podminky (J3)-(J5) anecht || w; [|=|| Aisi+ L | /| i | @< 1VieN.
Pak Newtonova metoda realizovana bud jako metoda spidovych smért nebo jako metoda s lokdlné

omezenym krokem je globdlné konvergentni. Plati-li ; — #* a || w; ||— 0 je rychlost konvergence
-superlinearni.

Duikaz Globalni konvergence plyne bezprostiedné z véty 69 a véty 72. Superlinearni konvergence
plyne bezprostfedné z véty 70 a véty 73, nebot J; = 0 Vi € N.

98



Poznamka 60 Newtonova metoda pro feseni soustav nelinedrnich rovnic muaze byt realizovana jako
globalné konvergentni metoda spadovych sméra, coz neni mozné v pripadé Newtonovy metody pro
minimalizaci bez omezujicich podminek.

Nejsou-li Jacobiovy matice zadany analyticky, muzeme pouzivat diferen¢ni verze Newtonovy
metody. V tom pfipadé je vS8ak tfeba odhadnout neptesnosti, které vznikaji pii diferencni aprox-
imaci Jacobiovych matic.

Lemma 75 Necht je splnén pfedpoklad (J5) a necht plati

Aej = f(l‘+5eg)—f(l‘) (D)

pro 1 <j <n, kde ¢;, 1 <j < n, jsou sloupce jednotkové matice fddu n. Pak plati

1—
| A= J() lI< S Tvs
Dukaz Pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, dostaneme

flz 4+ 6e;) = f(x) + T(x)be; + /0 (J(x + Téej) — J(x))be;dr

takze
be;) — 1 !
la-s@ne Il = 1 22D 2IE g < 1) [ e+ roey) - s@poeir <
11—, 2 1—
< 5§L5 [l e [I7= 2L5

Necht s € R™ je libovolny vektor s jednotkovou normou. Pak plati

n

A= TNl = YA = TDesel s s 32 Ielsl | (4= J@)es 1< 5763 1eTs] <

ji=1

IN

1— 1—
a jelikoz

| A—J(x) |I= i | (A= J(z))s ||
dostaneme tvrzeni lemmatu.

Vé&ta 76 Necht jsou splnény pfedpoklady (J3)-(J5) a necht matice A je uréena podle vzorce (D), kde

JA
L\/nk

a kde &, A, v jsou é&isla pouzita v ditkazu lemmatu 67. Pak plati [|A — J(z)|| < ¥, kde 7 < vA.

6 <

Duikaz 7 lemmatu 75 a z predpokladu véty 76 a z dukazu lemmatu 67 plyne, ze

—J(@)|| < sLVn6 < I = JA(2k) < 7A
A Ve <92 A A

Poznidmka 61 Véta 76 ukazuje, ze lze zvolit diferenci § > 0 tak, aby matice uréend podle vztahu (D)
spliiovala podminku pro globalni konvergenci metody spadovych sméru 1 metody s lokdlné omezenym
krokem. Je vidét, Ze diferenci § je tfeba zvolit tim mensi, ¢im mensi je ¢islo J v (J4) a &m vétsi jsou
&sla J a L v (J3) a (J5). Pro metodu spadovych smérit (S1)-(S2) plati v = (1 —w)/(1 +@). Pro
metodu s lokalné omezenym krokem (T1)-(T3) plati v = (1 — 2p)c.
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5.4 Kvazinewtonovské metody

Definice 34 Rekneme, ze zékladni metoda pro feseni systémi nelinedrnich rovnic je kvazinewtonovskou
metodou, jestlize

Aisi+ fi=0 (QN1)
kde A;, ¢ € N, jsou regularni matice konstruované podle rekurentniho vztahu
Aip1 = A +uvf (QN2)
kde u; € R*, v; € R”, a vyhovujici podmince

Aiprd; = yi (QN3)
kde y; = fit1 — fi, di = @ip1 — ;.
Poznamka 62 V tomto oddilu se budeme zabyvat pouze pfesnymi kvazinewtonovskymi metodami

(podminka (QN1)), takze (A;s; + fi)/ || fi ||= 0 Vi € N. Neplati vak (A; — J;)s;/ || fi|l=0Vie N

(matice A; se mohou od matic J; dosti ligit).

Véta T7 Necht Ay = A +ww? a Ad # y. Pak Ayd = y pravé tehdy, jestlize vI'd # 0 a u =
(y — Ad)/vT d, takie

(y — Adp”
vTd
Jestlize Ad = y staci polozit u = v = 0, takze Ay = A.

A_|_ = A+ (K)

Diikaz 7 podminky A, d = y dostaneme A,d = Ad + wv'd = y. Jestlize Ad = y, staéi polozit

u=v=0,takze Ay = A. Jestlize Ad # y, musi platit vI'd £ 0 a u = (y — Ad)/vTd.

Poznamka 63 Polozime-li v = d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

(y — Ad)d" =
Ay = A+ —F%70—F— A
Polozime-li v = ATy, dostaneme Broydenovu §patnou metodu
4y =4y WD ADTA (AB)
T yT Ad
Necht
e%d = max eZ»Td
1<i<n
Polozime-li v = ey, dostaneme pfimou metodu aktualizace sloupcu
(y — Ad)ef T
Ay =A AD

ktera aktualizuje vidy pouze jeden sloupec matice A.

Vé&ta 78 Necht A je regularni matice a necht plati (A). Pak matice Ay je regularni pravé tehdy,
jestlize v A~ 1y £ 0.

Diikaz Necht A, = A + uv”. Pak podle Shermanova-Morrisonova vzorce plati
A=ty T A1
1+ 0T A1y

takze Ay je regularni pravé tehdy, jestlize 1 4+ v7 A='u # 0. Dosadime-li do této nerovnosti u =
(y — Ad)/vTd, dostaneme

—1 _
A7t =amt
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T 4—1 T T 4-1
T o1 vi ATy —vtd vt ATy
1+v A7 u=1+ T4 O

takze Ay je regularni prave tehdy, jestlize vT A=ly # 0.

Poznamka 64 Véta 78 opodstatiuje pouzit! Broydenovy §patné metody. Jestlize y # 0 a matice A
je regularni, pak volba v = ATy davd vT A=ty = yT AA~ Ly = yTy =|| y ||?4£ 0.

Véta 79 (Aktualizace matice S = A~1). Necht jsou splnény pfedpoklady véty 78. Necht S = A1 a
necht A, je matice uréena podle aktualizace (A), kde v A~ly # 0. Necht Sy = A_T_l. Pak plati

(d— Sy)Ts

S+ = S + UTSy (S)

Dukaz Podle Shermanova-Morrisonova vzorce (dikaz véty 78) plati

SuvT S (d — SywTs
§vTd

kde ¢ je zatim neznamé ¢islo. Z rovnice Sty = d vSak plyne
vT Sy

Sty =Sy+ 5Ty

(d—Sy)=d
takze nutné 6 = vTSy/vT d.
Poznamka 65 Polozime-li v = d, dostaneme Broydenovu dobrou metodu

B (d — Sy)d*'s
Sy =5+ TSy

Polozime-li v = (S71)Ty, dostaneme Broydenovu $patnou metodu

(d — Sy)y”
Sy =5+ —F

* yly
Necht

T T
[ = Imax ¢;
kY 1<i<n iy

Polozime-li STv = ¢;, dostaneme inverzni metodu aktualizace sloupcii

(d — Sy)e oT

S+ = S + 7 (SI)
€Ly

Poznimka 66 (Dualita). Vztah (S) dostaneme ze vztahu (A) zdménoud — y, y — d, A — S. Dobra
a Spatnd Broydenova metoda jsou vzajemné dualni. Podobné piiméa a inverzni metoda aktualizace
sloupct jsou vzajemné dualni.

Poznamka 67 Prakticky pouziteln4 je pouze dobré Broydenova metoda a pfima metoda aktualizace
sloupcii. Metody k nim dudlni (8patnd Broydenova metoda a inverzni metoda aktualizace sloupci)
jsou méné efektivni.

Kvazinewtonovské metody spliuji kvazinewtonovskou podminku podobné jako metody s promén-
nou metrikou (staéi porovnat (QN3) a (VM3)). Metody s proménnou metrikou s pfesnym vybérem
délky kroku nalezenou minimum kvadratické funkce (Q) po koneéném poctu kroku. Ukazeme, ze
kvazinewtonovské metody s jednotkovym vybérem délky kroku («; = 1 Vi € N) naleznou feSen{
soustavy linearnich rovnic

Tz — ") =0 (L)
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s regularni matici J* také po konecném poctu krok. Pti dikazu tohoto tvrzeni budeme pouzivat
vyjadreni

Tiy1 =2 — Sifi (o)

di — Siyi)=
Sigr = 5 4 B Sz )

2 Yi

Vi € N, kde S; jsou regularni matice f; 20 a 2l y; 0 Vi € N (zde 2z = ST v;).

Lemma 80 Uvazujme iteraéni proces («), (3) aplikovany na soustavu linedrnich rovnic (L) s regularn{
matici. Pak pro libovolny index i € N a pro libovolny exponent k& > 0 je vektor (J*S;41)* fi41 linearni
kombinaci vektort (I — J*S;)(J*S;) fi, 0 < j < k.

Diikaz (indukef). Piedpokladejme, #e pro n&jaky exponent k > 0 je vektor (J*S;11)* fiy1 linearni
kombinaci vektordt (I — J*S;)(J*S;) fi, 0 < j < k. Plati to zcela jisté pro k = 0, nebot z (L) a ()
plyne

vi=fimn— fi=Jdi==J"S;fi (7)

takze

(J*Sit )’ fivi= i = fitvi= i = J*Sefi = (I = J*S)(J*S)° fi
Pouzijeme-li (3) a (), dostaneme

zT zT
J*Sip1 =TS + (J*di — J*Siyi)+ =J"S; — (I — J*SZ)J*SZfZ+
2 Yi Z; Yi
Jelikoz vektor (J*Siy1)*fit1 je linearni kombinaci vektorii (I — J*S)(J*S;)/ fi, 0 < j < k a je-
likoz matice J*S; a (I — J*S;) komutuji, je vektor (J*S; 1)t firts = J*Sip1(J*Siq1)* fir1 linedrni
kombinaci vektorti (I — J*S;)(J*S;)/ f;, 0 < j < k+ 1.

Lemma 81 Necht jsou splnény piedpoklady lemmatu 80 a necht i € N je index takovy, ze vektor
fit1 neni nasobkem vektoru f;. Pak vektory (J*Si_21+2)kfi_21+2, 0 < k <1, jsou linearné nezavislé
pro kazdé éislo [ € N takové, ze 21 < i+ 1.

Diikaz (indukef). Piedpoklddejme, ze vektory (J*S;_ai42)* fi—air2, 0 < k < [, jsou linedrné nezévislé
pro né&jaké éislo | € N takové, ze 21 < ¢ — 1. Plati to zcela jisté pro [ = 1, nebot podle (y) dostaneme

(J*S)°f = f;

(TS fi = —yi=fi—fin
a tyto vektory jsou linedrné nezavislé, nebot vektor f;11 nenf nasobkem vektoru f;.
(a) Podle lemmatu 80 je vektor (J*S;_242)* fi_2142 linedrni kombinaci vektortt (I—J*S;_a/41 )(J*Si—a141)’
ficair1, 0 < j < k. Jelikoz { + 1 linearné nezévislych vektort (J*S;_ai12)* fi_aiqa, 0 < k < I, vy-
jadiujeme pomoci [+ 1 vektort (I —J*S;_a141)(J*Si—2i41)* fi—aiy1, 0 < k < I, musi byt tyto vektory
také linearné nezavislé. Odtud bezprostiedné plyne, ze i vektory (J*S;_a141)* ficaip1, 0 < k < [, jsou
linearné nezévislé.
(b) Pouzijeme-li (y), dostaneme

Yicor = —J " Si—aficar £ 0

Ukézeme, ze vektor y; _s; neni linedrni kombinaci vektora (J*Si_21+1)kfi_21+1, 0 < k <. Pouzijeme-
li kvazinewtonovskou podminku

Si—op1Yioo = di—or = (J*) Myia
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muizeme psat

(I —=J"Si—2141)¥i—21 =0 (6)

Piedpokladejme, ze vektor y;_o; je linearni kombinaci vektortu (J*Si_le)kfi_le, 0< k<l Pak
odpovidajici linearni kombinace vektorti (I — J*S;_2141)(J*Si—2141)* fi—2ir1, 0 < k < I, by musela
byt nulova (viz (8), coz je spor s linedrni nezavislosti téchto vektort (viz (a)).

(¢) Podle lemmatu 80 je vektor (J*.S; _2141)* fi_ai41, linedrni kombinaci vektort (1—.J*.S;_o;)(J*Si_21)!
fi—a, 0 < j < k, a tedy i linearni kombinaci vektorti (J*S;_9;)’ fi—a1, 0 < j < k + 1. Navic vektor
Yi—o lze vyjadiit ve tvaru y;_or = —J*S;_ o1 fi—ar, (viz (7). Jelikoz {4 2 linedrné nezavislych vektort
Yi—or a (J*Si—aip1)* ficair1, 0 < k < 1 (viz (b)) vyjadiujeme pomoci | + 2 vektorti (J*S;_21)* fi_ar,
0 <k <141, musi byt tyto vektory také linedrné nezavislé.

Véta 82 Necht jsou splnény piedpoklady lemmatu 80. Pak existuje index 1 < i < 2n — 1 takovy, ze
fira = 0, takze bod ;42 € R" je fedenim soustavy linedrnich rovnic (L).

Dtkaz Piedpokladejme, 7e pro i = 2n — 1 neni vektor f;41 nasobkem vektoru f;. Pak podle lem-
matu 81 jsou vektory (J*Szn_21+1)kf2n_21+1, 0 < k <[, linedrné nezavislé pro kazdé ¢islo I € N
takové, ze [ < n. Pro [ = n je téchto vektora n+ 1, coz je ve sporu s tim, ze maji dimenzi n. Existuje
tedy index 1 < i < 2n — 1 takovy, ze vektor fiy1 je nasobkem vektoru f;, neboli

Jiv1 = Xi(fig1 = fi) = N
Podle (5) a () pak plati

fivo = fiv1 + i1 = firr = I S fivr = My — " Sivays) = Xy — J°di) = Ny —93) = 0
takze bod 2,12 € R" je feSenim soustavy linedrnich rovnic (L).

Nevyhodou kvazinewtonovskych metod je to, ze neni zarucena jejich globalni konvergence (matice
Ai, ¢ € N, mohou byt obecné $patnymi aproximacemi Jacobiovych matic J;, i € N). Proto je tfeba
tyto metody kombinovat s diferenéni verzi Newtonovy metody. Kvazinewtonovské metody spadovych
smérti se obvykle realizuji tak, ze se pokldda A; = J; a kdykoliv nelze splnit podminku (S2a) (nebo
(S2b), nebo (S2c¢)), iteracni proces se prerusi a polozi se A; 41 = J;11. Kvazinewtonovské metody s
lokalné omezenym krokem se obvykle realizuji tak, ze se poklada A; = J; a v pifpadé (T3a), se poloii
Aix1 = Jiy1 zatimeo v piipadé (T3b) se matice A;;; aktualizuje podle (A). Tyto Gpravy maji své
opodstatnéni, nebot plati toto tvrzeni.

Tvrzeni 83 Necht z* € R" je bod takovy, ze f(x*) = 0 a matice J(x*) je reguldrni. Pak existuji
¢sla & > 0 a @ > 0 takova, ze pokud || #; —z* ||< & a || Ay — J1 ||< ¥, posloupnost z;, i € N, uréené
dobrou Broydenovou metodou (AG) s jednotkovym vybérem délky kroku (o; = 1 Vi € N) konverguje
@-superlinearné k bodu z* € R”.

Tvrzeni 83 je specialnim pfipadem véty 87.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnéani diferenéni verze Newtonovy metody s dobrou Broydenovou
metodou pii minimalizaci 28 testovacich problémt s 2-16 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty
iteraci NIT, funkénich hodnot NFV a Jacobiovych matic NFJ, jakoz i celkovy ¢as vypoctu). Obé
metody byly realizovany jako metody s lokdlné omezenym krokem.

Metoda NIT-NFV-NFJ | cas
Newtonova 504-5890-504 | 6.37
(diferencni verze)

Broydenova 723-1844-93 2.75
(dobrd)

6. Metody pro rozsahlé ridké systémy nelinearnich rovnic
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Rozsahlé fidké systémy nelinearnich rovnic nemizeme fesit metodami, které vyzaduji uchovavani
velkych hustych matic. Nejcastéji se pro tento tcel pouzivaji nékteré specidlni metody

¢ Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti
e Diferencni verze nepfesné Newtonovy metody
e Diferencni verze Newtonovy metody pro fidké alohy

e Kvazinewtonovské metody pro fidké alohy

Metody pouzivajici nékteré specialni aktualizace

6.1. Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti

Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti jsou zalozeny na pouziti omezeného poctu kroku
Broydenovy dobré metody nebo piimé metody aktualizace sloupcti. Necht M = {i € N : ¢ =
(J—1m+1, j € N}, kde m je pocet krokli kvazinewtonovské metody s omezenou paméti. Pak
pokladame S; = (Jl_l) prol e M a

(di = Siyi)v!' S;

_ T
P = (I 4+ w;ivi )S;

Sit1 =5 +

pro | < i <[+ m (viz (S)), kde v; = d; (Broydenova dobra metoda) nebo v; = e; (piima metoda
aktualizace sloupcti) a

w; = diT— SiYi
vi Sy
vektory v; € R*, w; € R?, [ <1 <[+ m, se uchovavaji v paméti pocitace.
Zname-li vektory v; € R*, w; € R*, | < j < [+ m, uréime nejprve vektor p§+1 = —=Sifit1

(matice S; je obvykle reprezentovana trojihelnikovym rozkladem (5;)~! = L;U;, ktery je tplnym
nebo netplnym trojihelnikovym rozkladem matice J;). Pak poc¢itame vektory

Pl = (I + wyo] )pit!
pro ! < j <i— 1. Nakonec uréime vektory v; a

_di— (0 + )
I s

kde s; = —S; fi je smérovy vektor z pfedchoziho iteraéniho kroku (obvykle s; = d; /o) a polozime
Sig1 = —Sig1 fiyr = —(I + wvl )pit!
Kvazinewtonovské metody s omezenou paméti muzeme také realizovat pomoci kompaktnich sché-
mat. PFi odvozovani kompaktnich schémat budeme pouzivat oznaceni Dy = [dy,...,di], Y& =
[vi, -, k), Vi = [v1,...,v;]. Déle oznaé¢ime Ry horni trojihelnikovou matici Fadu & takovou, ze

(Rp)ij = vdej, i <ja(Rg); =0,i>j Abychom zjednodusili zapis budeme v dikazech index
k vynechavat a index k + 1 nahradime symbolem +. V této souvislosti budeme pouzivat oznaceni
D=1[dy,....,de=1], Y =[v1, -, ¥k-1], V = [v1,...,vp—1] a R = Rg_1, takze Dy = [D,d], Yr = [V, 9],
Vk = [Va U] a

R, V7'd
R’“:[o de]

Véta 84 Nechf A; je regularni matice a necht plati (A) s v? dy # 0 pro libovolny index 1 < k < m.
Pak lze psat

Appr = A1+ (Vi — A DRV (AA)
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Diikaz Pro k = 1 je (AA) ekvivalentni s (A). Dale budeme postupovat matematickou indukei.

Piedpokladejme, ze (AA) plati pro vechny indexy mensi nez k. Pro index k mtizeme (AA) zapsat
ve tvaru

0, v7d vT

R, VTda1 ' [VT
A+IA1—|—[Y—A1D,y—A1d]|: ’ :| |: :|

Jelikoz plati

R, VTa ™' [ Rp-l, —Eld
0, oTd = o, 1

vTd

(coz lze snadno ovéfit vyndsobenim), mizeme psat

doT T — AT
Ap = A+ (Y — A, D)R™VT (I_U;_d)+(y_Ald)va_d:A+(y Ju

coz je prave vztah (A).
Poznamka 68 Piimou inverzi vztahu (AA) (pouzitim Woodburyho véty), dostaneme

Al = ATV = ATY (Ve — AL D) (R + VP AT (Ve — A1Dy)) VAT

neboli

Skp1 =51+ (D — S1Y)(Cr — L + VI S1 V)TV S, (SS)

kde Ly je dolni trojtihelnfkovd matice takové, e (Ly)i; = 0, i < j, a (Ly)y; = vldj, i > j, a Cy je
diagonalni matice fadu k takova, ze (Cy)i; = vid;, i =j, a (Cy)i; = 0,1 # j.

Kompaktni schémata pouzivame nejcastéji ve spojeni s iteracnim fesenim soustavy rovnic A;s; +
fi=0,i€ N. Pokladame A; = J; prol € N a

Ai+1 = A+ (Yk — Ale)RI;leT

prol < i< l+m (viz (AA), kde Dy = [di,...,di], Yi = [, -, uil, Vi = [v1,...,v] a Ry je horni
trojthelnikovd matice fadu k = ¢ — [+ 1 takova, ze (Ry);; = Uﬁ.i_1dl+]’—1a i<j,a(Rg)j=0,i>].
Poznamenejme, ze matice V4 se obvykle neukldda (pro Broydenovu dobrou metodu plati Vi, = Dy, a
pro pifimou metodu aktualizace sloupcu staci ukladat indexy prvka s maximéalni absolutni hodnotou
sloupcit matice Dy). Misto matice Y3 ukldddme matici Uy = Y — A; Dy a soudin A;41p poditame
podle vzorce A;y1p = Aip 4+ Up R, 'V p.

6.2. Diferenéni verze nepiresné Newtonovy metody

Diferencni verze neptesné Newtonovy metody se vyznacuji tim, Ze se systémy linearnich rovnic
fesi nepfesné iteracnimi metodami. Nepouziva se pfitom matice A = J a nasobeni ¢ = Ap = Jp se
nahrazuje numerickym derivovanim

f(z +6p) — f(=)
o

kde ¢ je mala diference (6 = \/epr/ || p ||, kde epr je strojova pTesnost). Jestlize vypocet vektoru
f(z) vyzaduje O(n) operaci, je tento zptisob tisporné&jsf nez ndsoben{ matice vektorem (obecné O(n?)
operaci). Navic nenf tfeba poéitat zadné derivace. Tteraéni metody pro Feseni systémi linedrnich
rovnic véak nesmi pouzivat transponovou matici AT = J7 | coz ponékud omezuje jejich vybér (iteraéni
metody pro Fesen{ systémi linedrnich rovnic jsou popsany v oddilu 6.7).

J(x)p &

6.3. Diferenéni verze Newtonovy metody pro ridké Glohy

Diferenéni verze Newtonovy metody pro {dké tlohy lze rozdélit do dvou skupin (sloupcové a
fadkové metody) podle toho jakym zptsobem je organizovan pfiblizny vypocet derivaci. Sloupcové
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metody jsou zaloZeny na aproximaci sloupct Jej, 1 < 7 < n, Jacobiovy matice J pomoci diferencnich
vzorcu

flz 4+ be;) — f(o)

5
kde 6 je mala diference (¢ = /epr). Je-li matice J fidkda muze nastat pfipad, kdy pomoci jedné
diference vektoru funkénich hodnot uréime vice sloupci této matice (podobné jako v oddilu 4.3).
Rozdélme sloupce matice J do k disjunktnich skupin &; C {1,...,n}, 1 <7 <k, tak, aby submatice
J(S8;), slozené ze sloupcl matice J patficich do skupin S;, mély v kazdém Fadku nanejvys jeden
nenulovy prvek. Pak muzeme vSechny sloupce matice J urcéit pomoci k diferenci

[z +6v;) = f(z)
5
kde v;, 1 < ¢ < k, jsou vektory obsahujici pouze nuly a jednotky takové, ze

J(x)e; =

~Ju, 1<i<k

(Ui)]’ Ieijl'Il<:>j€SZ’

(pomoci vektoru v; uréime prvky submatice J(S;)). Ziskani rozkladu {1,...,n} = S U ... U Sy,
takového, aby pocet skupin k& byl minimalni je slozity kombinatoricky problém, jehoz feseni se vymyka
rozsahu tohoto textu.

Radkové metody uréuji jednotlivé nenulové prvky Jacobiovy matice podle vzorett

((a))y L) 2 S02)

Pro kazdy tadek 1 < ¢ < n, se pocitaji jen ty diference, které odpovidaji nenulovym prvkam
(J(2))i; # 0. Numerickym porovnanim sloupcovych a fadkovych metod lze zjistit, ze oba dva typy
metod vyzaduji priblizné stejny pocet operaci ne jednu iteraci. Sloupcové metody jsou algoritmicky
naro¢néjsi (je tfeba hledat rozklady sloupci Jacobiovy matice) ale vzhledem k tomu, ze se tyto
narocné operace provadéji pouze jednou, pred zahajenim iteracniho procesu, je celkova doba feseni o
néco kratsi nez u fadkovych metod.

Pouziti diferenénich verzi Newtonovy metody je podlozeno teorif uvedenou v oddilu 5.3 (lemma 75).

6.4. Kvazinewtonovské metody pro ridké Glohy
Kvazinewtonovské metody pro fidké tilohy pouzivaji aktualizace, které zachovéavaji strukturu fidké

Jacobiovy matice. Oznacme

Vo = {A€eRV": Ad=y}
Ve = {AER”XHZJZ']'IOZ>AUIO}

Podobné jako v oddilu 4.4 miizeme definovat operdtory ortogondlni projekce Pg, Pg do linedrnich
variet Vg, Vg predpisem

A = i Ay — A
Pa A Ay = Alle
PecA = min ||Ayr—Al|lr

Ve

A+E

Podobné miizeme definovat operdtor ortogonalni projekce Pge do Vg N Vg. Podle véty 54 plati

PQgA = Pg(A + udT)

kde vektor u € R™ je fesenim soustavy rovnic Qu = y— Ad s diagonalni pozitivné semidefinitni matici

n .
Q=) [Id|* el
i=1
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kde d, 1 < i < n, jsou vektory takové, 7e dj» =d;, Jij # 0 a dj» = 0, J;; = 0. Ogznaéime-li
At = Pge A, mizeme vzorec PoaAd = Pa(A + ud?) zapsat formalné ve tvaru

Ty — Ad)e; (d)T -
A+_A—|—Z — (AS)
kde ¢leny s d' = 0 odpadnou. Metoda, kterd pouziva aktualizaci (AS) se nazyva Schubertovou

metodou a jelikoz je zobecnénim Broydenovy dobré metody, ma podobné vlastnosti jako Broydenova
dobra metoda. Neni zarucena globaln{ konvergence Schubertovy metody, takze je ¢asto nutné iteraéni
proces prerusovat a pokladat Ay = Jy. Je viak mozné dokazat, ze Schubertova metoda konverguje
lokalné @)-superlinearné.

Lemma 85 Necht A je matice urfend podle (AS). Pak pro libovolnou matici Je Vg N Ve plati

ly—Ad]|?

Duikaz Jelikoz J € Vo NVa, Pge je operator ortogonalni projekce do Vo NVg a Ay = Poa4,
muzeme pouzit Pythagorovu vétu

| Ay =T lE=Il A= T 1lF = 1 A+ = AllF
Jelikoz Vg N Vg C Vg, plati Ayd =y, takze

'y = Ad[|=[] (A4 = A I<|| Ay = Al d[I<] Ay = Al ]

coz po dosazeni dava tvrzeni lemmatu.

Lemma 86 Nechf A, je matice uréena podle (AS) a necht plati (J5). Pak
| Ap = Ty lp<ll A= T |lr +Lv/n [ d ||

Dukaz Oznaéme

1
J= / J(x + Ad)dA
0

stejnym zpisobem jako v ¢4sti (a) dikazu véty 58 (pouzitim véty o stiedni hodnoté) se ukaze, ze
plati

~ 1—
17=Jlr < SLvnlld]
~ 1—
17 =Jpllr < SLvnlld]

Pouzijeme-li lemma 85, dostaneme

I As =T llr+ 1 T = T lle<l A= Tlle + 11 = Ty lIp<
NA=T e+ 7= llr+1I /= T+ [lr

| Ay = J4 [IF

INIA

coz po dosazeni dava tvrzeni lemmatu

Véta 87 Necht plati (J5) a necht z* € R" je bod takovy, ze f(z*) = 0 a matice J(z") je regularni.
Pak existuji &fsla 6 > 0, A > 0 takova, ze pokud || #, — 2* ||< 8, || A1 — J1 [|< A a pokud plati

| Adi + fi ] < @ fill
Tip1 = xi+d;
Ai+1 = PQGAi
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Vi € N, kde 0 < w < 1 (nepfesnd Schubertova metoda), posloupnost z;, i € N, konverguje k bodu
z* € R". Jestlize navic || w; ||=|| Aids + fi | / || fi ||— 0 pak #; — «* @Q-superlinedrné.

Dukaz Vysledky dosazené v ¢astech (a) - (b) dikazu véty 70 mizeme pfeformulovat (pomoci okolf)
tak, Ze existuji ¢isla & > 0, ¥ > 0 takovd, 7e pokud || @ — ™ [|< 6, || (A= J(z)d || d | d]| a
| Ad+ <@ £ 1], kde 0 < < 1, platd

1-w 1+w

Il f 1l
kde || J*||< J al (J*)" < 1/] a

| f+d)[|[<r ]l f]]

(kde @ < r < 1). Zdiraznéme, ze &slo 0 < @ < 1 mize byt libovolné zatimco ¢isla § > 0 a ¥ > 0
mohou vychdzet mala.
(a) Zvolme &sla § > 0 a ¥ > 0 tak, aby platilo

J14+w
Sl1+ =% <4
<+J1—r)_

14w
1—r

d+1L

§<9/v/n

Necht || 1 — 2* [|[< 6 a || (A1 — J(x1) ||< ¥. Dokéazeme indukei, ze pro libovolny index i € N plati
[|z;i—x* |[<6al| Ai—J(z;) [|< 9. Pro i =1 je toto tvrzeni zfejmé. Pedpokladejme platnost tohoto
tvrzeni pro 1 < i < k. Pak plati

S|

IN

| Zrs1 — 2" |

k k
. Lol
| 21— = |I+Z|Idi||§|lx1—r I+ ZIIfiIIS

1—|—w i Jl—i—w .
||f1||Z P -t ||+ B |
- Jl+w

< 6<1+7 +“)<5

a pouzijeme-li lemma 85, dostaneme

IN
B
|
H*
+

|| (Axt1 = Jeq1)dryr ||
I dis1 ]

IN

| Aks1 = Jogr IS Akt1 = Jog1 [|[<

IN
%I
EI

| A= J1||F+L\/_Z||d ||<79\/_+L\/_— — <Y

|K4

(b) Podle (a) plati || fix1 [ 7| LIS 7| i ]l Vi € N, kde @ < r < 1, takie > o, ||Ifi]] < o,
S il < oo a tedy 11| i 1= 0, ds - 0 a 25 — &~
(¢) Podle lemmatu 85 plati

ly—Ad]|?

A= TIf =1l Ax = T |l=
I " "

(A= Tle =11 Ay = Tllp) (1A= Tlle + 1 As = T llr) <

M (1A= Tlle =1l Ay =T lIr)

IN

Existence konstanty M plyne z toho, ze
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JA=T P+l Ay =T ||r A= T llr+ 1| Ay = Jo [lp +LVn || d [|<
2| A= Jllr +2Lvn |l d <

2[| A= Jllr +2Lvn ([ oF =" [+ |2 — 2" |])

ININIA

takze podle (a) plati

1A= e+ [ Ay — T [lo< 2/m0 + 4T /ms 2 77
Dale lze psat

| Ay = Ty el Ap = Tl + | Jx = T |lr
takze

NA=Jllr =1 Ay =Jllr < NA=JTllp+[1J=Jllr =l Ar = Jy llr + | J4 = J [Ir<
< JA=Tllr =1 A4 = T4 llr +LVn || ||
coz dava
i — Agd; — . S
ZHde B i < M(||A1—J1 I = Jim [] Aipr = Jigs ||F)+ML\/EZ||CI¢||§
=1 ? F_
_ ___Jl+4w

Plati tedy nutné || y; — A;d; || / || di ||— 0, coz spolu s || w; ||=|| Aidi + f5 || / || fi ||— 0 (stejné jako
v dikazu véty 60) implikuje, ze z; — x* (-superlindrné.

6.5. Metody zaloZené na aktualizaci nesymetrického trojahelnikového rozkladu

Soustavu linearnich rovnic As + f = 0 muzeme Fesit bud piimo nebo iteracné. Piimé Feseni je
zalozeno na pouziti nesymetrického trojuhelnikového rozkladu

PA=LU

kde P je permutac¢ni matice, ktera si vybira tak, aby pocet nové vzniklych nenulovych prvka byl co
nejmensi, L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonéle a U je horni trojthel-
nikova matice. Nalezeni permuta¢ni matice P a nasledné urceni struktury trojihelnikovych matic, L
a U se nazyva symbolickou faktorizaci. Na rozdil od fidkého Choleského rozkladu (oddil 4.3) nestaci
provadét symbolickou faktorizaci pouze na zacatku iteracniho procesu, nebot permutace fadki (vybér
pivotil) mize ovlivnit stabilitu eliminaéniho procesu. D4 se tedy konstatovat, ze nesymetricky tro-
juhelnikovy rozklad je casové dosti narocny, takze je vyhodné omezit jeho provadéni. Tato myslenka
je zékladem metod zalozenych na aktualizaci nesymetrického trojahelnikového rozkladu. Na rozdil
od Schubertovy metody, kde se matice AT vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka
Ayd=y, d=24 —x,y = fr — f, se pokladda PA, = LU, a matice U} se vybird tak, aby byla
splnéna kvazinewtonovska podminka

U+d_v_L lpy

Jelikoz musi byt zaroven zachovana struktura horni trojthelnikové matice, mizeme pouzit postup
popsany v oddilu 6.4. Vysledkem je aktualizace

Uded _
R (¥D)

109



kde d’, 1 < i < n, jsou vektory takové, 7e dj» =d;, Uy #0 a dj» =0, U;; = 0 (Cleny s d =0
odpadnou). Metoda, kterd pouziva aktualizaci (AD) se nazyvé Dennisovou-Marwilovou metodou.
Obvykle se realizuje tak, ze se provede nesymetricky trojahelnikovy rozklad PJ = LU pak se v m
po sobé nasledujicich iteraénich krocich pouzije aktualizace (AD). Po m aktualizacich (AD) nebo
po vynuceném preruseni itera¢niho procesu se opét provede nesymetricky trojahelnikovy rozklad

PJ=LU.
Jesté jednodussi metodou je metoda skalovani radkt. V tomto pripadé se pokladda PAy = Dy LU
a diagonalni matice Dy se vybira tak, aby byla splnéna kvazinewtonovska podminka

DyLUd = Py
Zapiseme-li tuto podminku ve tvaru
n

> Dyeiel LUd = Py

i=1
a prihlédneme-li k tomu, ze matice Dy je diagonalni, mtzeme psat

el Dyeiel LUd = el Py
1 <7 < n, neboli

eTPy S
L AR
eZTLUd (AR)

Také metodu skilovani fadku je tieba po m itera¢nich krocich prerusovat s tim, ze se provede nesy-
metricky trojthelnikovy rozklad PJ = LU.

T
e; Dye; =

6.6. Nedokonalé diferencni verze Newtonovy metody

Nedokonalé diferencni verze Newtonovy metody jsou zalozeny na myslence, ze se piiblizny vypocet
derivaci provadi pouze v nékterych iteracnich krocich. Nejjednodussi je Shamanského metoda, kdy
se polozi A = J a pak se v.m po sobé jdoucich iteracnich krocich pouziva tatdz matice (A4 = A).
Dimyslnéjsi metody jsou zalozeny na podobném principu jako sloupcové diferen¢ni verze Newtonovy
metody. Opét se uréf rozklad {1,...,n} = 8 U...US sloupci matice J do k disjunktnich skupin
Si, 1 <1 <k, tak, aby submatice J(S;), slozené ze sloupcti matice J patiicich do skupin S;, mély v
kazdém Fadku nanejvys jeden nenulovy prvek (oddil 6.3). Pak se v kazdém iteraénim kroku uréuji
sloupce matice J patifci pouze do jedné skupiny a ostatn{ sloupce se neméni. Konkrétnéji, necht
! = mody? (modyi je zbytek po déleni ¢isla i ¢islem k). V i-tém iteraénim kroku se pouzije vektor v;
takovy, ze

(Ui)]’ IGJ»TUZ' =l<=je8

a pomoci diference

fle +év) — f(»)
]
se urci sloupce matice J patrici do skupiny &;. Sloupce patfici do ostatnich skupin se ponechaji beze
Zmeény.
Tuto metodu, kterd se nazyva Liovou metodou, lze kombinovat se Schubertovou metodou tak,
ze se v kazdém iteracnim kroku po uréeni sloupcu matice J, patficich do skupiny &;, provede navic

aktualizace (A_S)

~ Ju;

¥ »

6.7. Iteracni FeSeni systému linearnich rovnic s nesymetrickou matici

Pro feseni systému linearnich rovnic As + f = 0 s nesymetrickou matici A existuje celda fada
iteracnich metod. Muzeme je zhruba rozdélit na dvé skupiny

e metody s kratkymi rekurentnimi vztahy
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e metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy

Vyhodou metod s kratkymi rekurentnimi vztahy (jsou to dvojélenné nebo trojélenné rekurence) je
nizky pocet numerickych operaci a uklddanych hodnot (je jich O(n)). Nevyhodou téchto metod je
moznost selhdni (déleni nulou) béhem iteracniho procesu. Metody s dlouhymi rekurentnimi vztahy
maji opacné vlastnosti. V n-tém iteracnim kroku se pracuje s n vektory dimenze n, coz vyzaduje
O(n?) numerickych operaci a uklddanych hodnot (teoreticky je zapotfebi k ziskan{ fesen{ n iteraénich
kroki). Zato nedochdzi k selhani béhem itera¢niho procesu (kazdy jeho krok je korektné definovan).

V tomto textu, ktery si necini naroky na Gplnost, se budeme zabyvat pouze zhlazenou metodou
CGS pouzivajici kratké rekurentni vztahy a metodou GMRES pouzivajici dlouhé rekurentni vztahy.

Definice 35 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R, f € R™. Pak itera¢ni proces pouzivajici
rekurentni vztahy

s51=0, fi=f f=f m=—-f, h=-h

g =Ap;, @G=ATH, o =Fffi/Pl
Sit1 = S8 + aip;
fivi = fi+oigi,  firi = fi+d,  Bi= fgﬂfﬁl/ﬁfi

Pigr = —fixr + Bipi,  Pix1 = —fip1 + Bibs
pro 1 < i < n, nazveme metodu bikonjugovanych gradienti (BCG) urcenou matici A € R"*" a

vektory f € R*, f € R".

Véta 88 Uvazujme metodu bikonjugovanych gradientii uréenou regularni matici A € R"*" a vektory
feR feR" Necht fifi 20 apjq; 0 V1 <i < n. Pak plati f,41 = 0 a vektor s,41 je feSenim
soustavy rovnic As+ f = 0.

Duikaz Predpokladejme, ze ﬁTfZ #0apl ¢ #0V1 <i<n. Dokézeme indukei, ze plati

(@) prfi=plfi=0 Vi<j<i<n+l
) fFfi=fFfi=0 Vi<j<i<n+1
(7) ﬁJ'TQi:PjT(L'IO Vi<j<i<n

Z () plyne, ze vektory fi, 1 < i < n (a také fi,1<i< n), jsou linedrné nezavislé. Jestlize totiz
MA+ .+ A fn =0, pak pro 1 < i < n plati

fr Z,\jfj =Nflfi=0
ji=1
a jelikoz ﬁTfZ # 0, musi byt A; = 0. Podobné z (y) plyne, ze vektory p;, 1 < i < n (a také p;,

1 <i < n), jsou linedrné nezévislé. Jelikoz f,41 = As,i1+ f (plyne to z rekurentnich vztahii metody
BCQ), vektory fi, 1 <i < n, jsou linedrné nezavislé a

fThsr=0 V1<j<n
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musi platit fo41 = Aspy1 + f = 0.
Pro i = 1 («) — () plati, nebot neni co dokazovat.
(a) Necht ¢ < n. Podle indukénich pfedpokladi («) a () plati

Pi fivr =B fi+ cib) i =0
Pl fiyr =l fi + aipl 4 = 0
V1 <j<i. Z(a)a(y) pak plyne

5T 7 fir
=Ji fi+ Bicapi_afi + [)T—pi . =10

i fiv1 = B fi + b i '

;i
T 7 T 7 T ~ T ¢ T 7 szj:Z T~
pi fivr =07 fi H oy o= —f7 i+ Bicapi 1 fi + el 0

'3 K3

Je tedy pf fizr = 0, pf firn =0¥1 < j <
(b) Necht i < n. Z rekurentnich vztahi metody BCG plyne

Ji=-p1
fi=-pj+0Bi-1pj-1 Vi< <
fi=-p;

fi=-pj +8j—pj—1 V1<j<i
takze podle (a) plati

flfipr==p{ fiy1 =0
NT _ NT ~ _ . .
fi fiv1n = =05 fip1 + Bj—1pj—1fipr =0 VI<j <
i ==plfig1 =0

Hhivr ==l fipr 4+ Bicapjorfipr =0 V1< j <i
(¢) Necht i < n. Z rekurentnich vztaht metody BCG a z (a) plyne

Pidiv1t = D, Apip1 = =P, Afiy1 + Bib] Api =
. \T
= —(fmi— ) firfos+ BT e =0
P]'T(jz’+1 = P]'TAT@'H = —P]'TATfiH + 5iP]'TATI~7i =

= —(fis1— )" Firr/aj + Bip] G = 0

V1 < j < i. Pouzijeme-li navic (b), dostaneme

1 /- AT g - E i
~T ~T 3 4t T i+1Ji+1 op
Pi i1 = —— (fi+1 - fi) Jiv1+ Bivi ¢ = —= 1 firnt =P =0
2 O[i 2 fZ/TfZ 2 fZ/TfZ 2
1 - Ta . fT fi
T~ T T ~ i qi 7 i+1Ji+1 .
PiGiv1 = ——(fix1 = fi) firi +08ipi Gi = —5—finnJimn + ——pi G =
2 O[i 2 fZ/TfZ 2 fZ/TfZ 2
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takze pf giy1 = 0ap] gip1 =0V <j< 1.

Poznamka 69 Iteraéni proces metody BCG mize skoncit dfive nez po n krocich. Bud f; = 0 pro
néjaky index k < n (takze dostaneme feeni soustavy rovnic As + f = 0 po méné nez n krocich)
nebo fr 0 a fkT fr = 0 (principiélni selhdni spoleéné vem metoddm odvozenym z nesymetrického
Lanczosova procesu) nebo f; # 0 a ﬁqu = 0 (selhan{ vlastni metodé BCG). V bé&znych piipadech k
selhani nedochézi (je vyjimeéné), mohou v8ak nastavat potize se stabilitou, pokud f; # 0 a fkT fr =0

nebo fr # 0 a plqp = 0.

Lemma 89 Necht jsou splnény pfedpoklady véty 88. Pak vektory f;, 1 < j < i <n, (a také vektory
p;, 1 <j <i<n)tvoil bazi v Krylovové podprostoru

ICi = Span{fa Afa M 'aAi_lf}
a vektory j:j, 1 <j<i<n(ataké vektory p;, 1 < j <i < n) tvoii bazi v Krylovové podprostoru

Ki = span{f, (AT)f,....(AT)"'f}

Dukaz (indukei) pro ¢ = 1 je tvrzeni zfejmé. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n&aky index
i < n. Jelikoz f; € K; a p; € K, dostaneme fz+1 = fi+a;Ap; € IC2+1 api+1 = _fz+1 + Bips € IC2+1’
a jelikoz vektory f;, 1 <j<i+1 (a také vektory i, 1<5j<i+ 1) jsou linedrné nezavislé (dukaz
véty 88), tvofi tam bézi. Jelikoz fZ € IC ap € ICZ, dostaneme fz+1 = fZ + o ATp; € ICZ_H a
Dit1 = —fl+1 + Gips € ICZ_H, a jelikoz vektory f], 1 <j<i+1(ataké vektory p;, 1 < j<i+1)
jsou linedrné nezavislé (dikaz véty 88), tvoii tam bazi.

Poznamka 70 Necht jsou splnény predpoklady véty 88. Pak plati

fi=e A, fi=el(A)f

pi=—%i(A)f , b=y (A)f
V1 <i<n+41, kde ¢; a1p; jsou maticové polynomy stupné nejvyse ¢ — 1. Tyto polynomy lze pocitat
pomoci rekurentnich vztahu o1 =1, ¢ =1 a

Piy1 = @i — gAY,
Yir1 = iyl + By

1 <i < n. Plyne to bezprostiedné z rekurentnich vztaht metody BCG.
Koeficienty «; a §;, 1 < ¢ < n, lze vyjadiit pomoci polynomt ¢; a ¢;, 1 <i <n, tak, ze

A C))

A FTAY(A)f
nebot matice A a polynom ;(A) komutuji). Jelikoz koeficienty «; a §;, 1 < i < n lze pouzit také
k uréeni polynomii p?(A) a 1/)_2»2(14), 1 < i < n, mazeme definovat novy iteraén{ proces 5; € R",
1 <i<n+1tak, aby platilo f, = A5, + f = @7 (A)f, 1 <i<n+ 1.

Lemma 90 Necht maticové polynomy ¢; a t; spliuji rekurentni vztahy

pr=1, Y1=1

Piy1 = @i — gAY,
Yir1 = iyl + By

pro 1 < i < n. Pak maticové polynomy ¢? a ? spliiuji rekurentn{ vztahy
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@%:Ia %:Ia @11/)121

a
i1t = @it — o AP
e = 0 — aiAleiti + pit1thi)
Pir1tizt = i+ Bipip1t
P = eirtip + Bi(pipat + Bid})
pro 1 <i<n.

Dtkaz Vynasobime-li rekurentni vztah pro ¢;41 polynomem v;, dostaneme

i1 = itk — a; Ay

Umocnime-li vztah pro ¢;41, dostaneme

P = 9 — 20 Apis + af AT = of — 0 A0 — 0 A)) =
= ! —  A(piti + @iv1ti)

Vynasobime-li rekurentni vztah pro ;41 polynomem ¢;11, dostaneme

Cit1%it1 = 80224-1 + Biviv1;

Umocnime-li vztah pro 1;41, dostaneme

P = P 200t 4 BEYT = 0f iy + Bigiits + Bi(pip1thi + Bik}) =
= @intit + Bi(pip1i + Biv?)

Polozime-li nyni f; = 9 f, pi = Vi f, vi = AVIf = Api, wi = pithif, @i = pirathif = wi — ajvy,
dostaneme rekurentni vztahy, které jsou zakladem metody CGS.

Definice 36 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R", f € R™. Pak itera¢ni proces pouzivajici
rekurentni vztahy

5120, lefa plzfa ulzf

v; = Ap;, ai:fTTi/fTUi
q; = Uj — QU5
Sig1 =5 — ai(ui + ;)
Fipr=TFi—oid(ui+ i), =T /f1 T
wipt = fipr + Bigi
Pi+1 = Uit1 + il + Fipi)

pro 1 <i < n, nazveme umocnénou metodou sdruzenych gradientti (CGS) urcenou matici A € R**"
a vektory f € R*, f € R".

Poznamka 71 Jsou-li splnény piedpoklady véty 88 plati

175 =0 ef (AP i(A) i (A NI=1 (A (1] ]
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1 < i< n+1, takze metoda CGS najde feseni soustavy rovnic As + f = 0 po nejvyse n krocich
(|| fat1 [|= 0 podle véty 88).

Vyhodou metody CGS je to, ze nepouziva transponovanou matici, coz je nutné pro konstrukei
diferenénich verzi nepfimé Newtonovy metody, kdy se nésobeni J(z)v nahrazuje diferenci (f(z +
§v) — f(x))/6. Nevyhodou metody CGS (stejné jako metody BCG) je to, Ze nenf zalozena na zddném
minimaliza¢nim principu. Normy rezidui nemaji monotonni prubéh a mohou dosti silné oscilovat.
Proto se pouzivaji dalsi Gpravy metody CGS zalozené na zhlazeni norem rezidui.

Lemma 91 Nechf f;, i € N, je posloupnost reziduf uréend metodou CGS. Necht f; = f; a

T

Fii(fi = Fi1)

NTENE

firi = figr (i = i)

As

1 <¢ < n. Pak plati
A = arg min | fior A = Fign) |l

1 <@ < n, takze || fixr |I<]] fi || (normy rezidui monotonné klesaji) a || fit1 ||<]| Ti+1 | (Feseni je
nalezeno po nejvyse n krocich).

Dukaz Ziejmé pro 1 < ¢ < n plati

— T — —
I fisr 1P=0 Fogr (P 20 Fipa (Fi = Figd) =X N i = Figa P
tato kvadratickd funkce nabyva minima pro A; = —TZ'TH(fi —Fix)/ I i = Fagr 1%

Rekurentni vztahy pro f; (lemma 91) spolu s odpovidajicimi rekurentnimi vztahy pro s; jsou
zékladem jednoduse zhlazené metody CGS.

Definice 37 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R", f € R™. Pak iteraén{ proces

51:0, 51:0’ flzfa lefa plzfa ulzf

vi=Api, i = L) v
i = Ui — Q50
Sip1 =5 — o (s + ¢5)

fiv1 = Ji — o Alwi + i),  Bi = i1/ I 7
Uipr = fip1 + Bigi
Pit1 = Uit1 + Bi(q + Bips)
T

Ti+1(fi - Ti+1)

TN

Sit1 = Sig1 + Ai(si — Sig1)
fix1 = Fipr + X (i = i)
pro 1 < i < n, nazveme jednoduge zhlazenou metodou CGS (SSCGS) uréenou matici A € R**" a

vektory f € R”, fE R™.

Ai =

Ackoliv normy rezidui jednoduse zhlazené metody CGS maji monotonni pribéh, pro konstrukei
metod s lokalné omezenym krokem je vhodnéjsi dvojnasobné zhlazena metoda CGS.

Definice 38 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R", f € R™. Pak iteraén{ proces
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51:0, 51:0’ flzfa lefa plzfa ulzf

vi=Ap, o= T /T v
i = Ui — Q50
Sip1 =5 — o (s + ¢5)
iy =Fi—aidui+qi), fBi= fTTi+1/fTTi

Uiy1 = fiy1 + Bid
Pit1 = Uit1 + Bi(q + Bips)

A, Z'T:ar min _Z» + A i__z' + pw;
RYNTH g[A,u]TePRHf‘H (f f+1) pvi ||

Sit1 = Siqp1 + Ai(8i — Fig1) + paps

fz’+1 = Ti+1 + /\z(fz - fi-|—1) + piv;

pro 1 <i < n, nazveme dvojnisobné zhlazenou metodou CGS (DSCGS) uréenou matici A € R"*" a

vektory f € R”, fE R™.
Poznamka 72 Vektor [);, ;] realizujici minimum normy || fi11 || mfizeme uréit podle vzorce

| =
Hi
kde V; = [fi — Ti-l—l’vi] € R™ 2 (odvozeni tohoto vzorce je analogické odvozeni vzorce pro \; v
lemmatu 91). Dosadime-li toto vyjadfeni do vztahu pro f;;1, dostaneme fi11 = Pi?i+1’ kde P; =
I —Vi(VFV;)='V.T je matice ortogonélni projekce do podprostoru generovaného vektory fi — 7i+1a
(I

Metody CGS, SSCGS, DSCGS lze modifikovat tak, ze se pouziva pfedpodminéni. Vzhledem k
tomu, ze pfi nepfesném feseni soustavy rovnic As + f = 0 nas zajima reziduum As 4 f, pouziva se
pravé pfedpodminéni, coz znamen4, ze se fesi soustava rovnic AC~ 13+ f = 0 s pfedpodmifiovaci
matici C~' a pak se pokladd s = C~'5. Jelikoz tipravy metod CGS, SSCGS, DSCGS jsou prakticky
stejné uvedeme pouze predpodminénou verzi metody DSCGS, kterd pouziva rekurentni vztahy

51:0, 5120’ flzfa lefa plzfa ulzf

vi = ACT'ps, i = fTF ) f
qi = Wi — QU
Sit1 =5 + o C 7w + 47)
i =T+ i AC  (wi+ i), Bi= [T /TTT
uip1 = figr + Bids
Pit1 = uit1 + Bi(q; + Bipi)
i) = (VI TV T
Siv1 = Fip1 + Ai(si —Fip1) + i C s
fisr = Fipr + Milfi = Figr) + pivs
pro 1 <i <, (zde V; = [fi — fi1,vi] € R™?).
Predpodmiiiovaci matice se obvykle voli tak, aby platilo C'~ A. Pak matice AC~! a I je dobie
podminéna. Velmi G¢inné je pfedpodminovani pomoci netiplného trojihelnikového rozkladu.
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P(A+ E)= LU

kde L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale, U je horni trojthelnikova
matice, P je permuta¢ni matice a F je matice zahrnujici vliv potlacovani nové vznikajicich nenulovych
prvki. Permutaéni matice se voli tak, aby matice PA méla nenulové prvky (pivoty) na hlavni
diagonale.

Nyni se budeme zabyvat metodou GMRES, kterda patii mezi metody s dlouhymi rekurentnimi
vztahy. Princip metody GMRES spociva v tom, ze se generuji ortogonalnimi vektory ¢; 1 < i < n,
tak, ze ¢; 1 < j <, tvoif bazi v Krylovové podprostoru K;. Vektor s;1.1 € R” se voli tak, aby platilo

sips = argmin || s+ f | (M)

Metoda GMRES je tedy zalozena na minimaliza¢nim principu, coz znamené, ze normy rezidui mono-
tonné klesaji.

Ortonormalni vektory ¢; 1 < j < n se generuji pomoci Grammova-Schmidtova ortogonaliza¢niho
procesu. Klasicky Grammiuv-Schmidtav ortogonalizacni proces pouziva rekurentni vztahy

b =f

ql'1+1 = Aq;
T 1
e hisis
Y1 = Gy1 — @5l
Bit1dir1 = 417
1 < ¢ < n—1, kde koeficienty 5;, 1 < i < n se vybiraji tak, aby vektory ¢;, 1 < ¢ < n, mély

vrvs

jednotkovou normu. Stabilnéjsi je modifikovany Grammuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

b =f

gy = Ags

Tyl
Ty SIS
Y1 = Gy1 — @5l
Bis1giy1 = 451
1 <i<n-—1. Grammuv-Schmidtiv ortogonalizaé¢ni proces generujici ortonorméalni baze Krylovovych
podprostort K;, 1 < i < n, se také nazyva Arnoldiovym procesem uréenym matici A € R**" a
vektorem f € R™.
Oznaéime-li Q; = [q1,q2,...,¢i] a

@11, 12, ..., Qg

62; 92, cey 24

Hi = Oa 63a () [e%:1]
Oa Oa ceey Bi-l-l

(H; € RUFTDXT je hornf Hessenbergova matice), muzeme Arnolditiv proces zapsat v maticovém tvaru

AQi = Qiy1 H;
Polozime-li s;41 = @;z;, kde z; € B, plati

|| Asiy1 + F|I=I| AQizi + [ ||=]] Qiv1 Hizi + Qiga(Brer) ||[=|) Hizi + Bien ||
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takze minimaliza¢ni podminku mizeme zapsat ve tvaru

z; = arg Helgl [| Hiz + Prer || (M)

Véta 92 Necht K; # K41, 1 <j <4, K; = K41 a necht plati (M). Pak As;41 + f = 0.

Dikaz Uvazujme Arnolditv proces uréeny regularni matici A € R"*" a vektorem f. Jestlize K; #
Kit1, 1 <j<iak; =K1, pak vektory ¢;, 1 < j <4, jsou linedrné nezavislé a 3,11 = 0. Plati tedy

AQ; = Q;H;
kde H; € R je horni Hessenluyova matice, kterd vznikne z matice H; € RUTDX? yyskrtnutim

posledniho #adku. Jelikoz matice AQ; ma linedrné nezavislé sloupce a A je regularni), je matice H;
regularni a existuje feSeni soustavy rovnic H;z; 4+ B1e1 = 0. Polozime-li s;11 = @;2; plati

| Asigr + f (1=l Hizi + Brer |= 0

Dusledek Metoda GMRES nalezne teseni soustavy rovnic As+ f = 0 po nejvyse n krocich. Jestlize
totiz K; # Kj41, 1 < j < n, pak nutné K, = K,,41 = R". Metoda GMRES nemtize selhat, nebot
Git1 = 0 implikuje As;41 + f = 0.

Abychom mohli uréit vektor z; vyhovujici podmince (M), je tfeba provést ortogonalni rozklad

i hi
Pi(Hizi + Brer) = [ }S ] zi + [ _ ]
Ni+1

kde P; = P; P;_1 ... Py je sou¢in Givensovych matic elementarnich rotaci a

m
P11, P12, ..., Pli s

R = 0, pa2, ..., pu |, h=
Oa Oa sy P 772

Je to postup, ktery byl jiz pouzit v metodé LSQR (oddil 4.7), proto ho nebudeme znovu odvozovat.
Uvedeme pouze vysledné rekurentni vztahy metody GMRES.

Definice 39 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R™. Pak iteraéni proces

Bip=f, Mm=pH

gy = Ags

— T 1 2 1 —
¥1i =41 95415 9it1 = 441 — Y141

R O | J+L _ s
Qi = 4G G4 Qi1 = Giy1 — @5i4;
Pi—1i = Njo1@—1i + Tjo10; IT<j<i
Qji = —Aj_1®_1 + Tjo1ag;

o itl
Bit1qi+1 = 41,

pii = \/ @i + B4
A = @’ S Bit1
Pii Pii
N = A, Mig1 = — TN

1 <7 < n, nazveme metodou GMRES urcenou matici A € R"*" a vektorem f &€ R".
Pouzivame-li metodu GMRES, muzeme minimalizacni podminku pfepsat ve tvaru
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=t [0 ] ]
z; = arg min || 24+ | = [
ZER™ 0 Mit1

Plati tedy R;z +h; = 0 (matice R; je horni trojihelnikova) a polozime-li s,11 = Q;z;, plati || As;p1+
f |I= g1 Cisla®;, 1 <i<n+1, jsou tedy normy rezidui f; = As; + f, 1 < i < n+ 1. Jakmile
metoda GMRES ziska dostatectné, malé rezidium (7, <@ || f ||) mizeme proces ukoncit a polozit
Sip1 = Q;zi, kde R;z; + h; = 0.

Metodu GMRES mtzeme ruznym zpusobem modifikovat. Generujeme-li ortonormalni bazi v
posunutych Krylovovych podprostorech

AK; = span{Af, cey Alf}

odpadne pouziti ortogondlniho rozkladu. Vektory ¢;, 1 < j < ¢ se opét urcuji pomoci Grammova-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu, takze plati

AQi—1 = Qi H; 4

kde H;_; € R*0=1) je horn{ Hessenbergova matice. Zvolime-li vektor ¢; tak, ze f1q; = Af, mizeme
psat

[Af, AQi_1] = Qi[Brer, Hi—1] = Qi R;

kde
B1, @11, @12, ..., Q-1
0, B2, a2, ..., a1
Ri = Oa Oa 63a BRIP4 7. v |
Oa Oa Oa cey BZ

(R; € R je horni trojthelnikovi matice). Polozime-li

siy1 = [f, Qi—1]z

plati s;41 € Ky, nebot vektory f a ¢;, 1 <j <i—1, jsou linearné nezavislé. Déle plati

| Asiv1 + f = [Af, AQi—1]zi + f ||=]| QiRizi + £ ||
takze minimaliza¢ni podminku mizeme zapsat ve tvaru
zi =argmin || Q; Rz + f ||
z€ER?

Normalni soustava rovnic pro tento problém nejmensich étvercti mé tvar R Q7 Q; R;z;+RY QT f =0,
takze

Ty _
Rizi+ Qi f =0
coz po dosazeni do vzorce pro reziduum dava

firr = Asipi + f= (T - QiQ1)f = fi —aidl |
Jelikoz z ortogonality plyne ¢7 Q;—1 = 0, mizeme psat ¢7 f; = ¢ (I — Qi—1QT ) f = ¢ f, coz dava

fivi = fi—qidl i

Tento vzorec zlepsuje stabilitu modifikované metody GMRES. Shrneme-li dosazené vysledky, muzeme
modifikovanou metodu GMRES definovat takto.
Definice 40 Necht A € R"*" je regularni matice a f € R™. Pak iteraéni proces

h=Ff  big=Af
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vi=q fi
fivi=fi —via
q2'1+1 = Ag;

=Tl
T rsis
Tiv1 = iy — Q5i4;
Bis1gi41 = 4,51

1 € 7 < n — 1, nazveme modifikovanou metodou GMRES uréenou matici A € R"*™ a vektorem
fer.

Jakmile modifikovand metoda GMRES ziska dostateéné malé rezidium (|| fiz1 (IS @ || £ I]),
mizeme proces ukonéit a polozit s;y1 = [f, Qi—1]zi, kde

51, i1, ooy, Qi1 71

0, B2, ..., w1 e
Z; =

Oa Oa C) BZ Yi

Pozndmka 73 Zikladn{ i modifikovanou metodu GMRES lze snadno pfedpodminovat (pouziva se
pravé pfedpodminén{). V tomto pifpadé se misto matice A pouzivd matice AC~! a vektor s;1; € R"
se urcuje podle vzorce

Siy1 = —C_lQiRi_lhi

(zakladni metoda) nebo

siv1 = —CTf, Qic ] R7IQT f

(modifikovana metoda). Piedpodminovaci matice C~! se opét voli tak, aby platilo C' & A.
6.8. Metody s lokalné omezenym krokem

Poznamka 74 Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES muzeme pouzit ke konstrukei nepies-
nych metod s lokalné omezenym krokem. V tomto pfipadé se generuje posloupnost vektorua s;1 € R",
1 < ¢ < n, které aproximuji feseni soustavy rovnic As + f = 0, a pak se poklada s = s;41, pokud
[| sivi [|[<Aal| fir1 [T FI,0<@ < 1, nebos=s+a;(si11—s;) alls||=A, pokud || 5; [|< A,
51> fI,1<j<i al siy1]||> A. Tato volba ziejmé spliluje podminky (T1la), (T1b) metody
s lokdlné omezenym krokem (definice 33). Navic je tfeba zformulovat pfedpoklady, aby byla splnéna
i podminka (T1c), neboli

I FI =1 As+ f 1> 20 || As|])

kde o je néjaka konstanta. V dal$im textu budeme predpokladat, ze matice A spliiuje podminku
I — Al <7< 1, coz lze docilit vhodnym predpodminénim (misto matice A se pouzivd matice AC ™!
takova, ze ||[I — AC~Y| <7< 1).

Lemma 93 Necht ||[7— A|| <7 < 1 anecht s;41 € R?, i =1,...,n, jsou vektory generované metodou
GMRES nebo dvojnasobné zhlazenou metodou CGS. Pak

AP = llragall® > 22| £11?
kde n=(1-7)/(147).
Dukaz (a) Nejprve ukdzeme, ze
1

T —U
Af| >

[FIIASIE = nll AT AL
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Podle predpokladu plati

|FTAf| FT =TT = A > 1 = 171 Af

> AP =17 = AlllIAP = =D

\Y

AL < AN+ (17 = AflAN < T+ DAl

coz dohromady dava dokazovanou nerovnost.
(b) Protoze posloupnost norem rezidui metody GMRES i dvojnasobné zhlazené metody CGS je
nerostouci, staci dokazat, ze

1117 = NIl > 0?1117
Uvazejme nejprve metodu GMRES. Jelikoz s; = 0 a Ky = span{ [}, plat{

= min||A
Irall = min | AGeS) + 1
7 podminky optimality

A . .
pu = argmin||A(uf) + fII* = arg min(u®(|Af|)* + 2uf T AS + || £11%)
HER HER

dostaneme p; = —fT Af/||Af||* takze pro normu residua ry plati
s UTARR e JUTADE e s GTAD®
Iral? = SIS = 2SI = 11 =

Tato nerovnost spolu s (a) dokazuje tvrzeni lemmatu pro metodu GMRES. Uvazujme nyni dvojné-
sobné zhlazenou metodu CGS. Pak plati

= 1 T AMf—T < mi = mi A
Irelf = min (172 4 A = 7o) + porl| < minflf + o] = min Lf + AL

(po dosazeni A = 1) coz d4va stejny vysledek jako v pFipadé metody GMRES.

Lemma 94 Necht jsou splnény pfedpoklady lemmatu 93 a necht s € R” je vektor uréeny metodou
GMRES nebo dvojnasobné zhlazenou metodou CGS tak jako v poznamce 74. Pak plati

11l = [l As + fil > 2a]]As]
kde 20 = 5*/8.
Dukaz (a) Necht [|s;1]] < A a||ri41]] < @ f|]. Pak podle lemmatu 93 plati
20 A1 AF = Mragall) > AP = llragall > 0?11 £

coz dohromady z odhadem Al|s|| < [|4s|| < 2||f|| dava

1’| As]|

N

2|1 £l >

(b) Necht ||s;41]| > A ai> 1. Pak plati s = 7385401 + (1 — 73)s; 8 0 < 1 < 1, takze

N | —

1A= 1lriall =

1As + fll = [Ims(Asipa + ) + (L= 7)(Asi + O < millrigall + (1= 7)1l

a lemma 93 spolu s odhadem Al|s|| < [|As|| < 2||f]|| dava

1
1A= As + A1l = 7 (LA = vl + (= 7 (= Ml 2 5110 = o2l As]

N | —

(c) Necht ||sj+1]| > A a i = 1. Pak plati s = 1182, kde 0 < 7 < 1. Mizeme tedy psét

17117 = 1145 + fII* IF11* = 7| Asa||* — 271 f7 Asy — || fI]?
—7{||Aso||* = 2m1 fT Asy > 71 (= || Asa||” — 2f7 Ass)

7 (1117 = [l 4s2 + FII)
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(nebot 72 < 11 pro 0 < 7y < 1), nebo

71 QAN = As + 1D > AP = (1As + P > 7 (AP = lle?)
> A = M2 0D
takze ) )
A1} = 1As + FII = 5 (1A = [lrl]) = 171Q2||f||

jako v pfipadé (a). Plat{ tedy
2 £l = llr2 = fI| = [|As2|l

coz po dosazeni do predchozi nerovnosti dava

1 1
1A= l1As + 71l > Srull sl = 572145

Véta 95 Necht ||T — 4] <7 < 1,i € N anecht s; € R*, i € N, jsou smérové vektory uréené
metodou GMRES nebo dvojnasobné zhlazenou metodou CGS tak jako v poznamce 74. Pak jsou
splnény podminky (Tla)-(Tlc) a smérové vektory s; € R™, ¢ € N, muzeme pouzit ke konstrukei
nepfesné metody s lokalné omezenym krokem. Je-li tato metoda aplikovana na funkei f : R* — R"
vyhovujici predpokladim (J3)-(J5) a spliuji-li matice A;, ¢ € N podminky (A3)-(A4), plati #; — «*
a f(z*)=0.

Duikaz Tvrzeni véty je bezprostfednim dusledkem lemmatu 94 a véty 72.

Metodu GMRES nebo dvojnasobné zhlazenou metodu CGS miuzeme také pouzit ke konstrukei
metod, které se nazyvaji metodami psi nohy. V tomto pfipadé se generuji vektory s;41 € R",
1 < i< m, kde m < n (obvykle 1 < m < 3). Jestlize pro néjaky index 1 < ¢ < m plati || s;41 [|< A
all irt IS@ F I, 0 <@ < 1, pokladame s = s;41. Jestlize pro néjaky index 1 < i < m plati
si I<A =@ FI,1<i<i all sit1||> A, pokladdme s = s; + a;(si1 — s5) tak, ze
[| s [|[= A. Nenastane-li ani jeden z téchto piipadi uréime pomoci nékteré p¥imé eliminaéni metody
fedeni s* € R™ soustavy rovnic As+ f = 0 a pokladame s = spp41+ami1(8* —8m41). Jednoduse se dd
ukézat (podobné jako v dikazu lemmatu 94 nebo v diikazu lemmatu 97), ze pokud plati A >~ || f ||
nebo [fLAf| > €|l f Il Af ||, je splnéna podminka (Tlc).

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika realizaci diferenéni verze Newtonovy metody pro
Fidké tlohy (DSCGS znati dvojnasobné zhlazenou metodu CGS, GMRES(30) nebo GMRES(10) znadi
metodu GMRES restartovanou vzdy po 30 nebo 10 krocich Arnoldiova procesu, S znaci metodu spa-
dovych sméra, T znaci metodu s lokalné omezenym krokem a LU znaci predpodminovani pomoci neti-
plného LU rozkladu) pro feseni 18 rozsahlych fidkych systémi nelinedrnich rovnic se 100 neznamymi
(jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a funkénich hodnot NFV, jakoz i celkovy ¢as vypoctu).

Metoda NIT-NFV cas

Newtonova + DSCGS (S) 330-2010 | 8.07
Newtonova + DSCGS (S + LU) 235-1184 | 3.79
Newtonova + GMRES(30) (S) 346-2081 | 14.78
Newtonova + GMRES(10) (S + LU) 235-1184 | 3.85

Newtonova piimé (S + kompletni LU) | 238-1200 | 5.21

Newtonova + DSCGS (T) 431-1851 8.96
Newtonova + DSCGS (T + LU) 234-1050 3.79
Newtonova + GMRES(30) (T) 337-1570 | 13.07

Newtonova + GMRES(10) (T + LU) 236-1061 | 3.95
Newtonova piimé (T + kompletni LU) | 221- 975 | 5.00

V dalsi tabulce je uvedeno srovnani nékolika metod (diferenéni verze Newtonovy metody pro Fidké
Glohy, Schubertova kvazinewtonovskd metoda, pétikrokova Broydenova metoda s omezenou paméti,
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diferenéni verze nepfesné Newtonovy metody, Liova metoda se Schubertovou aktualizaci) realizo-
vanych s lokalné omezenym krokem s metodou DSCGS bez predpodminéni pro feseni 18 rozsahlych
Fidkych systémi nelinedrnich rovnic se 100 nezndmymi (jsou uvedeny celkové pocty iteraci NIT a
funkénich hodnot NFV, jakoz i celkovy ¢as vypoétu).

Metoda NIT-NFV cas

Newtonova 389-1784 | 7.58
Schubertova 739-1288 | 10.98
5 - Broydenova 647-1322 | 12.03
Nepiesnd Newtonova (diferenéni verze) | 517-6668 | 15.65
Liova s aktualizaci 681-1592 | 11.09

7. Optimalizace dynamickych systému

Uvazujeme tGlohu s ticelovou funkei

F(x)z/t 1fA(y(l‘,t),t)dt—I—fT(y(x,tl)) )
kde
dyiii’t) = [s(z,y(e,0),1),  yle,lo) = fr(z) . (D)

Pfitom ¢ € R™, y : R" X [to,t1] — R*$, F : R® — R, fa : R"S x [to,t1] — R, fr : R*® — R,
fs : R" x R™S X [tg,t1] — R™, fr : R® — R"<. Odstranéni integréilu:

F(x) = Fa(e,t1) + fr(y(z,t1)) 5
kde
dy(;,ﬂ = fs(z, oy, t),  ylw,to) = fr(z)
% = faly,t),  Fale,te)=0 o)

Celkem se tesi ng + 1 diferencidlnich rovnic v pfimém sméru. Staci spoéitat hodnoty na konci
intervalu. Uloha (O) + (D) se fesf pomoci gradientnich optimaliza¢nich metod (CG, VM, N) proto
je tfeba podéitat derivace tGéelové funkce. Predpoklady:

(A1) Existuje spojité feSeni systému (D) na intervalu [tg, 1] kdykoliv z € X C R".
(A2) Funkce fa, fr, fs, fr jsou dvakrit spojité diferencovatelné na X C R".

Pritom X C R” je oblast obsahujici véechny body z; € R* i € N, ziskané béhem itera¢niho procesu.

7.1. Pi¥imy vypocdet gradientu
Oznaéme u(z,t) = dy(z,t)/dz, takie u : R" x[tg, ;] — R"s*". Derivovanim (O) a (D) dostaneme

(@) = et + LLUE D o ©1)
kde
du(z,t)  dfs(x,y,t Ofs(z,y,t d
U(dxt ): fs(g‘yy )u(x,t)—I—ifs(gxy ), u(x,to):—f;ix)
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dgli(z,t)  Ofaly,t D1
gAcEf )= an(;/ )“(l‘,t), ga(z,to) =0 (D)

Piitom g% (z) = dF(z)/dz, g% (z,t) = dFa(x,t)/dz. Celkem se ¥esi (ns + 1)(n + 1) diferencidlnich
rovnic v piimém smeéru.

7.2. Zpétny vypocet gradientu

Necht p(t) je libovolna funkce takova, ze p : [to, 1] — R™S a necht y(z,t) je feseni systému (D),
takze fo(x,y,t) — dy(x,t)/dt = 0 pro t € [tg,t1]. Pouzijeme-li (O), muzeme psat

P = [ ate 0+ O - LDy praen)

a pouzitim pravidla integrovani per partes dostaneme

o) = [ a0+ osse o + L0 0

+pT (to)y(z, o) — p* (t1)y(x, t1) + fry(z,t1)) .

Nyni mizeme F'(z) derivovat podle #, takze

gT(l,) _ /tl{[ﬁfA(y,t)+pT(t)8f5(x,y,t)+de(t)] dy(, 1)

dy 0y dt dx
+pT(t)afS(§;yat)} dt
+pT(t0)dfCI[§f) i [3fT(3/a(;,t1)) —pT(tl)] dy(;;tl) .

Zvolime-li funkei p(¢) tak, aby vypadly vSechny ¢leny s dy(x,t)/dt, ¢ili tak, ze

D SIS Oy gy (A ) = (LU D)y

pak plati

11 d
gT(J:) :/tD pT(x,t)Wdt—l—pT(x,to)%.

Dohromady to lze zapsat takto

o(@) = daeto) + (L0 1) ©2)
kde
D BBy gy (O ey = (AR
Jdalel) OOy e =0 (D2)

Celkem se fesi ng + 1 diferencidlnich rovnic v pifimém sméru a 2ng + n diferencialnich rovnic ve
zpétném smeéru.

7.3. Piimy vypodet Hessovy matice
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Oznaéme v(z,t) = du(zx,t)/dx = d*y(x,t)/dz?, takie v : R™ x [tg,t;] — R*SX"*". Derivovanim
(O1) a (D1) dostaneme

* fr(y(z,t1))
Oy?

G(z) = Gale,t1) + ul(z, 1) oy

u(z,ty) + v(x, 1) (03)

kde

dv(z,t)  Ofs(x,y,t)
dt B dy v, 1)

asz (l‘, Y, t)
Oy?

asz (l‘, Y, t)
+ Oxdy

32f5(x, yat)
W U(l‘,t)
32f5(x, yat)

Ox? ’

+ uw(z, )+

uw(z, )+

dzf](l‘)
dz?
dGalx,t) _ 7, 0 faly1) dfaly,t) B —
o = (ar:,t)iay2 u(z,t) + 733} v(e,t), Ga(z,tg)=0 (D3)
Piitom G(x) = d*F(z)/dz? a Ga(x) = d*fa(x,t)/dz?. Celkem se fesfi (ng + 1)(n? 4+ n + 1) diferen-

cialnich rovnic v pfimém smeéru.

v(x,to) =

7.4. Prim4 aproximace Hessovy matice (soudet ¢tvercu)

Falw1) = 5o 1) = =(O) WOyl 1) — =(0)

D) o) ), S <y

a podobné
fr(y(e, 1)) = %(y(l‘,tl) — 2(t0)) T Wily(e, t1) — 2(t1))

dfr(y(z, t1)) O fr(y(z, 1))
dy dy*
Pfitom z : [to,t1] — R, W : [to,t1] — R"5*"5 (SPD) (obecné Wy # W(t1)). Jestlize F(x) — 0, pak
nutné y(z,t) — z(t) takze 0fa(y(x,1),t)/0y — 0 a Ofr(y(x,t1))/0y — 0. Mizeme tedy zanedbat
tyto ¢leny v (O3) a (D3). Dostaneme tak

:Wl(y(x,tl)—z(tl)), IW1

G(r) & B(r) = Bale,t1) + ol (o, t)Wru(a, 1) (o)
kde
dBAT(tx’t) = uT(l‘,t)W(t)U(l‘,t), BA(l‘,to) =0 (m)

Celkem se fesf (ng + 1)(n + 1) 4+ n? diferencilnich rovnic v pfimém sméru.
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Oznaceni stranky
F1-F5 1-2
S1-S3 7-8

CG 18, 25, 46
VMI1-VM3 26

H 28
HD,HB ,HR 28

B 29
BD,BB,BR 30

S 30
BD,BB,BR 32

A 33

AD ABAR 33
T1-T3 39
NE,OE,SE 54
R1-R2 57
N,ND,NB 58

it 58
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J3-Jb 87-88
S2 89

S4 91
T1-T4 93

D 98
QN1-QN3 98-99
A 99
AG,AB,AD 99

S 100
SG,SB, ST 100
AA 103

SS 104
AS 105
AD AR 108-109
M 116

M 116
01-04,D1-D4 122-124
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