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Lukšan, Ladislav
1995
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Numerick� optimaliza�n� metody

pro

�lohy bez omezuj�c�ch podm�nek
�u�ebn� text�

L� Luk�an

V�zkumn� zpr�va �� V���	
 kv�ten �

�

Tato pr�ce byla podpo�ena grantem �� ����	
����	 poskytnut�m grantovou agenturou 
R

�� �vod

V tomto textu jsou studov�ny z�kladn� metody pro nepodm�n�nou minimalizaci v�etn� jejich
konvergen�n�ch vlastnost�� Po stru�n�m �vodu do problematiky jsou v kapitole � uvedeny metody
sp�dov�ch sm�r� a jejich nejtypi�t�j�� realizace �metody sdru�en�ch gradient� a metody s prom�n�
nou metrikou�� Kapitola 
 je v�nov�na metod�m s lok�ln� omezen�m krokem vhodn�m zejm�na ke
glob�ln� konvergentn� realizaci Newtonovy metody a Gaussovy�Newtonovy metody pro minimalizaci
sou�tu �tverc�� V kapitole � jsou pak pops�ny speci�ln� metody pro rozs�hl� a strukturovan� op�
timaliza�n� �lohy� V�ty a lemata jsou v t�to pr�ci v�dy dokazov�ny� Tvrzen� z p��buzn�ch obor��
kter� lze nal�zt v b��n�ch u�ebn�ch textech� jsou uv�d�ny bez d�kazu� V�t�inu chyb�j�c�ch d�kaz�
lze nal�zt v knize� L�Luk�an� Metody s prom�nnou metrikou� Academia� Praha �		��


�
� Z�kladn� pojmy

Budeme pou��vat ozna�ov�n��

x � Rn pro n� dimension�ln� vektor

F �x� pro funkci F � Rn � R

g�x� � ��F��x�� � � � � �F��xn�T

G�x� �

�
�� ��F��x��� � � � � ��F��x��xn

���
���

���
��F��xn�x�� � � � � ��F��x�n

�
��

Zde F �x� je ��elov� funkce� g�x� je jej� gradient a G�x� je jej� Hessova matice �matice druh�ch
parci�ln�ch derivac��� Spojitost druh�ch parci�ln�ch derivac� implikuje symetrii matice G�x�� P�i
vy�et�ov�n� konvergence optimaliza�n�ch metod budeme �asto pou��vat p�edpoklady �F����F���

De�nice 
 �ekneme� �e funkce F � Rn � R je zdola omezen� jestli�e plat�

F �x� � F �x � Rn �F��

De�nice 	 �ekneme� �e funkce F � Rn � R m� kompaktn� hladiny� jestli�e mno�ina

L�F � � fx � Rn � F �x� � Fg �F��

je kompaktn� �F �pr�zdn� mno�ina se p�edpokl�d� kompaktn���

De�nice � �ekneme� �e funkce F � Rn � R m� omezen� druh� derivace� jestli�e plat�

�



jdTG�x�dj � G k d k� �F
�

�x � Rn� �d � Rn� Je to ekvivalentn� podm�nce k G�x� k� G �x � Rn�

Pozn�mka 
 M�sto omezenosti druh�ch derivac� sta�� obvykle lipschitzovskost prvn�ch derivac��

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
�x � Rn� �d � Rn

De�nice � �ekneme� �e funkce F � Rn � R je stejnom�rn� �nebo siln�� konvexn�� jestli�e plat�

dTG�x�d � G k d k� �F��

�x � Rn� �d � Rn �zde G � ���

De�nice � �ekneme� �e funkce F � Rn � R m� lipschitzovsk� druh� derivace� jestli�e

k G�x� d��G�x� k� L k d k �F��

�x � Rn� �d � Rn�

P�i konvergen�n�ch d�kazech budeme �asto pou��vat v�ty o st�edn� hodnot��

�a� F �x� d� � F �x� � dTg�x� � �
�d

TG� x�d� kde  x � x�  �d a � �  � � ��

Z �F
� plyne

F �x� d�� F �x� � dTg�x� �
�
�
G k d k�

Z �F�� plyne

F �x� d�� F �x� � dTg�x� �
�
�
G k d k�

�b� g�x � d� � g�x� �
R �
� G�x� �d�dd�

z �F
� plyne

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
dT �g�x � d�� g�x�� � G k d k�

z �F�� plyne

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
dT �g�x � d�� g�x�� � G k d k�

D�kaz posledn�ho tvrzen��

dT �g�x� d�� g�x�� �
Z �

�

dTG�x� �d�dd� �
Z �

�

G k d k� d� � G k d k�

G k d k�� dT �g�x� d�� g�x�� �k d kk g�x� d�� g�x� k


�	� Podm�nky optimality

De�nice � �ekneme� �e bod x� � Rn je lok�ln�m minimem funkce F � Rn � R� jestli�e existuje
��slo � � � takov�� �e

F �x�� � F �x� �x � B�x�� ��






kde B�x�� �� � fx � Rn �k x�x� k	 �g� Jestli�e nav�c F �x�� 	 F �x� pokud x� �� x� �ekneme� �e bod
x� � Rn je ostr�m lok�ln�m minimem funkce F � Rn � R�

Tvrzen� 
 Nech! bod x� � Rn je lok�ln�m minimem funkce F � Rn � R a nech! F � C� �spojit�
diferencovateln�� na B�x�� ��� Pak plat�

g�x�� � �

jestli�e nav�c F � C� �dvakr�t spojit� diferencovateln�� na B�x�� ��� pak plat�

G�x�� � �

�matice G�x�� je positivn� semide"nitn��

Tvrzen� 	 Nech! F � Rn � R � C� na B�x�� �� a nech! plat�

g�x�� � �

a

G�x�� � �

�matice G�x�� je pozitivn� de"nitn��� Pak bod x� � Rn je ostr�m lok�ln�m minimem funkce F �
Rn � R�


��� Z�kladn� pojmy z teorie konvergence

Nyn� se budeme zab�vat vlastnostmi konvergentn�ch posloupnost��
De�nice 
 Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost bod�� Jestli�e pro libovoln� � � � existuje index
k � N tak� �e xi � B�x�� �� �i � k� �ekneme� �e posloupnost xi � Rn� i � N konverguje k bodu
x� � Rn a p��eme xi � x�� Pou�iv�me zna�en� Fi � F �xi�� gi � g�xi�� Gi � G�xi��

V�ta � Nech! xi � Rn� di � Rn� i � N � jsou dv� posloupnosti� Nech! ei � xi � x�� i � N � kde
x� � Rn je lok�ln� minimum funkce F � C�� kter� vyhovuje podm�nce �F��� Pak plat�

F �xi � di�� F �xi� � dTi gi �
�
�
dTi Gidi � O�k di k��

g�xi � di� � g�xi� � Gidi �O�k di k��
a

F �xi� � F �x�� �
�
�
eTi G

�ei � O�k ei k��

g�xi� � G�ei � O�k ei k��
Zde k O�
i� k� C k 
i k pokud k 
i k� ��

D�kaz Z �F�� a z v�ty �a� o st�edn� hodnot� plyne

F �xi � di� � F �xi� � dTi gi �
�
�
dTi G�xi �  �di�di �

� dTi gi �
�
�
dTi Gidi �

�
�
dTi �G�xi �  �di� �Gi�di �

� dTi gi �
�
�
dTi Gidi �

�
�
k G�xi �  �di� �Gi kk di k��

� dTi gi �
�
�
dTi Gidi �

 �
�
L k di k�

kde � �  � � �� Podobn� z �F�� a z v�ty �b� o st�edn� hodnot� plyne

�



g�xi � di� � g�xi� �
Z �

�

G�xi � �di�did� �

� Gidi �
Z �

�
�G�xi � �di� �Gi�did�

a

k
Z �

�

�G�xi � �di�� Gi�did� k �
Z �

�

k G�xi � �di�� Gi kk di k d� �

� L

Z �

�

k di k� d� � L k di k�

T�m jsme dok�z�li prvn� dva vztahy� Druh� dva vztahy se dokazuj� �pln� stejn�� Provede se z�m�na
xi m�sto xi�di� x� m�sto xi� ei � xi�x� m�sto di � xi�di�xi a p�ihl�dne se k tomu� �e g�x�� � ��

Pozn�mka 	 Bez podm�nky �F�� lze odvodit odhady

F �xi � di� � F �xi� � dTi gi �
�
�
dTi Gidi � o�k di k��

g�xi � di�� g�xi� � Gidi � o�k di k�
a

F �xi�� F �x�� �
�
�
eTi G

�ei � o�k ei k��

g�xi� � G�ei � o�k ei k�
Zde k o�
i� k � k 
i k� � pokud k 
i k� ��

De�nice � Nech! xi � x�� Jestli�e existuje index k � N a hodnoty � 	 Mk 	� a � 	 q 	 �� tak �e

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

�i � k� �ekneme� �e posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R�line�rn��

V�ta � Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R�line�rn� pr�v� tehdy jestli�e

lim sup
i��

k xi � x� k �i� #q 	 �

�lim sup existuje a je men�� ne� ���

D�kaz Z de"nice $ plyne

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

�i � k� kde q 	 �� tak�e

k xi � x� k �i� �Mk k xk � x� k� �i q�� k
i � max���Mk k xk � x� k�

Tato posloupnost je omezen�� tak�e existuje lim sup a plat�

lim sup
i��

k xi � x� k �i� #q � lim
i��

�Mk k xk � x� k� �i q��k
i � q 	 �

Z druh� strany nech! existuje v�raz na lev� stran� posledn� nerovnosti a je roven #q 	 �� Pak pro
libovoln� ��slo #q 	 q 	 � existuje index k � N tak� �e plat�

k xi � x� k �i� q

�



neboli
k xi � x� k� qi

�i � k� Zvolme

Mk �
qk

k xk � x� k
Pak plat�

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

De�nice � Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R�superline�rn�� jestli�e

lim
i��

k xi � x� k �i� �

De�nice 
� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q�line�rn�� jestli�e existuje index
k � N a konstanta � 	 q 	 � tak� �e

k xi�� � x� k
k xi � x� k � q �i � k

De�nice 

 Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q�superline�rn�� jestli�e

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

V�ta � Nech! xi � x� Q�line�rn� �Q�superline�rn��� Pak xi � x� R�line�rn� �R�superline�rn��

D�kaz R�line�rn� konvergence plyne z Q�line�rn� konvergence bezprost�edn� �sta�� volit Mk � ���
Nech! � 	 q 	 � je libovoln� �mal�� ��slo� Z Q�superline�rn� konvergence plyne existence indexu
k � N takov�ho� �e

k xi�� � x� k
k xi � x� k � q �i � k

tak�e podle v�ty � plat�

lim sup
i��

k xi � x� k �i� q

Proto�e q je libovoln� �mal�� mus� platit

lim
i��

k xi � x� k �i� �

Pozn�mka � Q�line�rn� �Q�superline�rn�� konvergence implikuje monotonnost posloupnosti k xi �
x� k� i � N �po��naje vhodn�m indexem k � N ��

De�nice 
	 Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q�kvadraticky� jestli�e existuje index
k � N a konstanta � 	 Mk 	� tak� �e

k xi�� � x� k�Mk k xi � x� k� �i � k

De�nice 
� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q�m�krokov� kvadraticky� jestli�e
existuje index k � N � ��slo m � N a konstanta � 	 Mk 	� tak� �e

k xi�m � x� k�Mk k xi � x� k� �i � k

Pozn�mka � N�kdy se pou��v� slab�� p�edpoklad k xjl�m�x� k�M k xjl�x� k� �j � N �vybran�
posloupnost i � jl��

%




��� Z�kladn� optimaliza�n� metody

Z�kladn� optimaliza�n� metoda je itera�n� proces� jeho� v�sledkem je posloupnost xi � Rn� i � N �
takov�� �e

xi�� � xi � �isi

kde sm�rov� vektor si � Rn se ur�uje na z�klad� hodnot xj � Fj� gj � Gj� � � j � i� a d�lka kroku
�i � � se ur�uje na z�klad� chov�n� funkce F � Rn � R v okol� bodu xi � Rn�

De�nice 
� �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda je glob�ln� konvergentn�� jestli�e pro libo�
voln� po��te�n� vektor x� � Rn plat�

lim inf
i��

k g�xi� k� �

Mezi nejjednodu��� a nejzn�m�j�� optimaliza�n�metody pat�� metoda nejv�t��ho sp�du a Newtonova
metoda�

Metoda nejv�t��ho sp�du je de"nov�na vztahy

si � �g�xi�

�i � argmin
���

F �xi � �si�

V�hody�

	 je glob�ln� konvergentn�

	 pou��v� pouze vektory z Rn

O�n� � pam�!ov�ch m�st

O�n� � operac� na iteraci

Nev�hody�

	 p�esn� v�b�r d�lky kroku

	 je pouze R�line�rn� konvergentn� s asymptotickou rychlost�

lim sup
i��

k xi � x� k �i� ��G�x���� �
��G�x��� � �

Odhad asymptotick� rychlosti je obvykle realistick� �nen� nadhodnocen��� Nap��klad jestli�e
��G�x��� � ��� pot�ebujeme ke sn��en� chyby k x� x� k o � ��dy zhruba �%�� iterac� a jestil�e
��G�x��� � ��� pot�ebujeme ke sn��en� chyby k x� x� k o $ ��d� zhruba 	������ iterac�&

Newtonova metoda je de"nov�na vztahy

si � �G���xi�g�xi�

�i � �

V�hody�

	 je Q� kvadraticky konvergentn�� Pokud konverguje� sta�� k nalezen� lok�ln�ho minima pouze
n�kolik iterac�

	 jednoduch� v�b�r d�lky kroku

'



Nev�hody�

	 nen� glob�ln� konvergentn�� Pokud x� je daleko od x�� nemus� konvergovat�

	 pou��v� matici a je t�eba �e�it soustavu line�rn�ch rovnic�

O�n�� � pam�!ov�ch m�st

O�n�� � operac� na iteraci

	 je t�eba po��tat druh� derivace

Aby se odstranily nev�hody t�chto jednoduch�ch metod� byly vyvinuty d�mysln�j�� a tud�� i
slo�it�j�� metody�

a� Metody sp�dov�ch sm�r� vyvinut� z metody nejv�t��ho sp�du�

	 nep�esn� v�b�r d�lky kroku

	 urychlen� konvergence �princip sdru�en�ch sm�r���

b� Metody s lok�ln� omezen�m krokem vyvinut� z Newtonovy metody�

	 zaji�t�n� glob�ln� konvergence

	 sn��en� po�tu operac� �nep�esn� �e�en� line�rn�ch rovnic�

	� Metody sp
dov�ch sm�r


	�
� Z�kladn� vlastnosti metod sp�dov�ch sm�r�

Kl��ov� v�znam pro konstrukci metod sp�dov�ch sm�r� m� pojem sp�dov�ch a stejnom�rn�
sp�dov�ch sm�rov�ch vektor��

De�nice 
� �ekneme� �e sm�rov� vektory si � Rn� i � N � jsou sp�dov� jestli�e plat�

sTi gi 	 � �S�a�

�i � N � �ekneme� �e sm�rov� vektory si � Rn� i � N jsou stejnom�rn� sp�dov�� jestli�e existuje
konstanta � 	 �� � � takov�� �e plat�

�sTi gi � �� k si kk gi k �S�b�

�i � N �

Sm�rov� vektory si � Rn� i � N � se �asto ur�uj� nep�esn�m �e�en�m soustav line�rn�ch rovnic
Bisi � gi � �� i � N �

V�ta � Nech! Bi� i � N � je posloupnost symetrick�ch pozitivn� de"nitn�ch matic takov�ch� �e
B � ��Bi� � ��Bi� � B �i � N ���Bi� a ��Bi� je nejmen�� a nejv�t�� vlastn� ��slo matice Bi�� Nech!
k Bisi � gi k� 
 k gi k �i � N � kde 
 	 B�B� Pak je spln�na podm�nka �S�b� s

�� �
B�B � 


� � 


D�kaz Ozna�me ri � Bisi� gi� i � N � tak�e k ri k� 
 k gi k� i � N � Z�ejm� plat� si � B��i �ri� gi��
i � N � tak�e

�sTi gi � gTi B
��
i gi � rTi B

��
i gi �k gi k� ���Bi�� k ri kk gi k ���Bi� � ���B � 
�B� k gi k�

D�le plat�

$



k si k�k B��i �ri � gi� k� �k ri k � k gi k����Bi� � �� � 
� k gi k �B
co� po dosazen� d�v�

� sTi gi
k si kk gi k �

��B � 
�B

�� � 
��B
�

B�B � 


� � 


�
� ��

Dal�� v�znamnou sou��st� metod sp�dov�ch sm�r� je v�b�r d�lky kroku� na kter� je t�eba kl�st
�adu omezen��

De�nice 
� �ekneme� �e d�lka kroku �i � �� i � N � spl(uje bu) silnou Wolfeho podm�nku nebo
slabou Wolfeho podm�nku nebo Goldsteinovu podm�nku nebo Armijovu podm�nku� jestli�e existuj�
��sla � 	 �� 	 ��� a �� 	 �� 	 � �nez�visl� na indexu i � N � tak� �e

Fi�� � Fi � ���is
T
i gi �S��

a bu)

jsTi gi��j � ��jsTi gij �S
a�

nebo

sTi gi�� � ��s
T
i gi �S
b�

nebo

Fi�� � Fi � ���is
T
i gi �S
c�

nebo �i � � je prvn� �len posloupnosti �ji � j � N � takov�� �e ��
i � � a

��ji � �j��i 	 �ji �j � N �S
d�

pro kter� plat� �S�� �� 	 � 	 � je n�jak� konstanta��

Podm�nky �S����S
� tvo�� z�klad k de"nov�n� metod sp�dov�ch sm�r��

De�nice 

 �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda xi�� � xi � �isi� i � N � je metodou
sp�dov�ch sm�r�� jestli�e sm�rov� vektory si � Rn� i � N � spl(uj� podm�nku �S�a� a d�lky kroku
�i � �� i � N � spl(uj� podm�nku �S�� a n�kterou z podm�nek �S
a���S
d�� �ekneme� �e z�kladn�
optimaliza�n� metoda xi�� � xi � �isi� i � N � je stejnom�rnou metodou sp�dov�ch sm�r� je�li
metodou sp�dov�ch sm�r� a plat��li �S�b��

Pozn�mka � Pro metody sdru�en�ch gradient� odvozen� z metody nejv�t��ho sp�du se pou��v�
podm�nka �S
a�� Pro metody s prom�nnou metrikou odvozen� z Newtonovy metody �kde �i � �
pro i � �� se pou��v� podm�nka �S
b�� Pro bezderiva�n� metody se pou��v� podm�nka �S
c�� Pro
nehladk� �lohy se pou��v� podm�nka �S
d��

Pozn�mka � Metoda nejv�t��ho sp�du je stejnom�rnou metodou sp�dov�ch sm�r�� nebo! si � �gi�
tak�e sTi gi � � k gi k�� � k si kk gi k a �S�b� plat� pro �� � ��

Lemma 
 �Konzistence� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje podm�nky �F�� a �F
� a sm�rov� vektor
si spl(uje podm�nku �S�a�� Pak pro libovolnou z podm�nek �S
a���S
d� existuje d�lka kroku �i � ��
kter� vyhovuje t�to podm�nce i podm�nce �S���

D�kaz �pro �S
b��� Ozna�me

Mi � f� � � � F �xi � �si�� Fi � ���s
T
i gig

z�ejm� Mi �� 
 nebo! � � Mi� Nech! �i � supMi� Podle �F�� plat� F �xi � �si� � F tak�e pro
�i � Mi dostaneme �i � �F � Fi����sTi gi 	 �� Uk��eme nyn�� �e plat� sTi g�xi � �isi� � ��s

T
i gi�

P�edpokl�dejme naopak� �e

	



sTi g�xi � �isi� � �sTi gi

kde � � ��� Potom podle �F
� plat�

F �xi � �si�� Fi � F �xi � �isi� � Fi � sTi g�xi � �isi��� � �i� �
�
�
G k si k� ��� �i�

� �

� ���is
T
i gi � ���� �i�s

T
i gi �

�
�
G k si k� ��� �i�

� �

� ���s
T
i gi � ��� � ���� � �i�s

T
i gi �

�
�
G k si k� ��� �i�

�

a pro � � �i � ��� � ��sTi gi�G k si k�� �i dostaneme

F �xi � �si�� Fi � ���s
T
i gi �

�
�
�� � �����sTi gi�

�

G k si k�
	 ���s

T
i gi

co� je spor nebo! �i � supMi� Z sTi g�xi � �isi� � ��s
T
i gi a s

T
i gi 	 � plyne �i � ��

V dal��m textu budeme v�t�inou p�edpokl�dat� �e plat� �S�b�� nebo! stejnom�rn� metody sp��
dov�ch sm�r� maj� velmi v�hodn� vlastnosti�

V�ta � �Glob�ln� konvergence� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje podm�nky �F�� a �F
�� Pak
stejnom�rn� metoda sp�dov�ch sm�r� je glob�ln� konvergentn��

D�kaz �pro �S
b�� Dok��eme nejprve� �e existuje konstanta c � � tak� �e pro libovoln� index i � N
plat�

�i � c k gi k � k si k �a�

a

Fi�� � Fi � �����c k gi k �b�

Z podm�nky �S
b� dostaneme

��s
T
i gi � sTi g�xi � �isi� � sTi gi � �iG k si k�

neboli

�i � ��� � ��sTi gi
G k si k�

� ����� ��� k gi k
G k si k

tak�e plat� �a� pro c � ����� ����G � �� D�le z podm�nky �S�� a z �a� dostaneme

Fi�� � Fi � ���is
T
i gi � ������i k si kk gi k� �����c k gi k�

tak�e plat� �b�� Nyn� m��eme ps�t

Fi�� � F� �
iX

j��

�Fj�� � Fj� � F� � ����c

iX
j��

k gj k�

Podle �b� je posloupnost Fi� i � N klesaj�c� a podle �F�� je zdola omezen�� Existuje tedy limita

F � lim
i��

Fi � F� � ����c

�X
i��

k gi k�

tak�e

�X
i��

k gi k�� F� � F

����c

��



tak�e nutn� k gi k� ��

D�sledek Metoda nejv�t��ho sp�du je glob�ln� konvergentn��

Pozn�mka 
 Tvrzen� k gi k� � je siln�j�� ne� podm�nka v de"nici ��� K tomu aby metoda sp�dov�ch
sm�r� byla glob�ln� konvergentn� ve smyslu de"nice �� sta��� kdy� �S�b� plat� pro n�jakou nekone�nou
podmno�inu mno�iny N �

Pozn�mka � Je�li z�kladn� optimaliza�n� metoda glob�ln� konvergentn� �ve smyslu de"nice ����
nemus� je�t� platit xi � x�� Spl(uje�li funkce F � Rn � R podm�nku �F�� nem��e posloupnost
xi � Rn� i � N divergovat� m��e v�ak m�t v�ce hromadn�ch bod�� Vyhovuje�li n�jak� hromadn� bod
x� � Rn posloupnosti xi � Rn� i � N � nutn�m podm�nk�m pro lok�ln� minimum �Tvrzen� ��� pak ji�
plat� xi � x�� V dal��m v�kladu budu p�edpokl�dat� �e glob�ln� konvergence automaticky znamen�
xi � x��

V�ta � �Line�rn� konvergence� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� stejnom�rnou
metodou sp�dov�ch sm�r� takov�� �e xi � x�� Nech! funkce F � Rn � R vyhovuje podm�nk�m �F
�
a �F��� Pak pro libovoln� index k � N plat�

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G
qi�k

�i � k� kde q �
q
�� �����cG

��G�

D�kaz �pro �S
b�� Podle �b� plat�

Fi�� � F � � Fi � F � � ����c k gi k�

z v�t o st�edn� hodnot� dostaneme

Fi � F � � �
�
G k xi � x� k� �c�

Fi � F � � �
�
G k xi � x� k� �d�

k gi k� G k xi � x� k �e�

k gi k� G k xi � x� k �f�

M��eme tedy ps�t

Fi�� � F �

Fi � F �
� �� ����c

k gi k�
Fi � F �

� �� ����c
�G� k xi � x� k�
G k xi � x� k� � �� �����cG

��G � q� �g�

Pro podm�nku �S
b� plat� c � ����� ����G �d�kaz v�ty $�� tak�e

q� � �� ��������� ���G
��G

�
� �� �������� � ���G

��G
�
� �� ���G

��G
� � �

nebo! � 	 �� � �� � 	 �� 	 ���� �� 	 �� 	 �� N�kolikan�sobn�m pou�it�m nerovnosti �g� dostaneme

Fi � F �

Fk � F �
� q�	i�k


co� s pou�it�m �c� a �d� d�v�

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G

r
Fi � F �

Fk � F �
�
s
G

G
qi�k

��



Pozn�mka � 
asto se �F�� p�edpokl�d� a� od n�jak�ho indexu k �nap��klad� kdy� xi � x� a x�

spl(uje posta�uj�c� podm�nky pro lok�ln� minimum� pak p�edpokl�d�me �F�� a� v okol� bodu x���

Pozn�mka 
� Podle v�ty 	 je k ei�� k� O�k ei k�� Tento vztah plat� dokonce i tehdy� jesli�e �� � �
�tak�e q � ��� neboli pro libovolnou metodu sp�dov�ch sm�r��

De�nice 
� �ekneme� �e v�b�r d�lky kroku je asymptoticky p�esn�� jestli�e

�i � � sTi gi

sTi G
�si

�� �O�k ei k��

Lemma 
� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� stejnom�rnou metodou spadov�ch
sm�r� s asymptoticky p�esn�m v�b�rem d�lky kroku� takov�� �e xi � x�� Nech! funkce F � Rn � R
vyhovuje podm�nk�m �F
���F��� Pak plat�

Fi�� � Fi � ��
�
�sTi gi�

�

sTi G
�si

�� �O�k ei k��

D�kaz Budeme ps�t ui � vi jestli�e ui � O�vi� a vi � O�ui�� Podle v�ty � plat�

gi � G�ei �O�k ei k��
co� s pou�it�m �F
� a �F�� d�v� gi � ei� Jeliko� z �F
� a �F�� plyne sTi G

�si �k si k�� z �S�b� plyne
sTi gi �k si kk gi k a p�edpokl�d�me� �e k ei k� �� m��eme ps�t

�i � � sTi gi

sTi G
�si

�� � O�k ei k�� � k gi k
k si k

tak�e k di k�k �isi k�k gi k�k ei k a podle v�ty 
 plat�

Fi�� � Fi � �is
T
i gi �

�
�
��
i s
T
i Gisi �O�k di k�� �

� �is
T
i gi �

�
�
��
i s
T
i G

�si �
�
�
dTi �Gi �G��di �O�k di k�� �

� �is
T
i gi �

�
�
��
i s
T
i G

�si � O�k ei k��

Dosad�me�li do tohoto vyj�d�en� vztah pro asympticky p�esn� v�b�r d�lky kroku� dostaneme

Fi�� � Fi � ��
�
�sTi gi�

�

sTi G
�si

�� �O�k ei k��

nebo! �sTi gi�
��sTi G

�si �k gi k��k ei k��
Lemma 

 Nech! B je symetrick� pozitivn� de"nitn� �SPD� matice� Jestli�e vektory u � Rn a
v � Rn vyhovuj� podm�nce

�uT v��

uTuvT v
� ��

kde � � � � �� pak plat�

�uTBv��

uTBuvTBv
�
�
��B� � � � ���B� � ���
��B� � � � ���B� � ���

��

Jestli�e vektory u � Rn a v � Rn vyhovuj� podm�nce

�uTv��

uTuvT v
� �� ��

kde � � � � �� pak plat�

��



�uTv��

uTBuvTB��v
� ���B���� ���

���B� � � � ���B� � �����

�zde ��B� je spektr�ln� ��slo podm�n�nosti matice B��

D�kaz �a� Nech! vektory u � Rn a v � Rn vyhovuj� podm�nce �uTv����uTuvTv� � ��� Bez �jmy
na obecnosti budeme p�edpokl�dat� �e k u k� �� k v k� � a budeme pou��vat ozna�en� V � �u� v��
Nech! vektor w je line�rn� kombinac� vektor� u a v� p�i�em� k w k� � a uTw � �� Pak existuj� ��sla
� a � takov�� �e

v � �u� �w

a p�ihl�dneme�li k tomu� �e k u k� � a k w k� �� plat� uTv � � a vT v � �� � ��� Z nerovnosti
�uTv����uTuvT v� � �� a z k v k� � pak plyne

�� � ��

a

�� � �� � �

Polo�m� W � �u�w�� Pak z�ejm� plat� V � WM � kde

M �

	
�� �
�� �



Jeliko� V TBV � MTWTBWM � m��eme ps�t

��V TBV � � ��MTM ���WTBW �

Jeliko� vektor w byl zvolen tak� aby platilo WTW � I� dostaneme

xTWTBWx

xTx
�

xTWTBWx

xTWTWx
�

yTBy

yT y

kde y � Wx� tak�e nutn� ��WTBW � � ��B�� ��W TBW � � ��B� a

��WTBW � �
��WTBW �
��WTBW �

�
��B�
��B�

� ��B�

Jeliko� �� � �� a �� � �� � �� plat�

MTM �

	
�� �
�� �



tak�e ��MTM � � �� j�j� ��MTM � � � � j�j a

��MTM � �
��MTM �
��MTM �

�
� � j�j
�� j�j �

� � �

�� �

M��eme tedy ps�t

��V TBV � � ��MTM ���W TBW � � ��B�
� � �

� � �

Nech! � a � jsou vlastn� ��sla matice V TBV se�azen� podle velikosti� Pak plat�

det�V TBV � � �� � ����V TBV �

Z nerovnosti
�p

uTBu�
p
vTBv

��
� � plyne� �e

p
uTBuvTBv � �

�
�uTBu � vTBv� �

�
�
Tr�V TBV � �

�
�
�� � �� �

�
�
��� � ��V TBV ��

�




M��eme tedy ps�t

�uTBv��

uTBuvTBv
� �� det�V TBV �

uTBuvTBv
� �� ���V TBV �

�� � ��V TBV ���
�

�

�
��V TBV �� �
��V TBV � � �

��

�


��B������� � �

��B������� � �

��

�

�

�
��B� � � � ���B� � ���
��B� � � � ���B� � ���

��

�funkce �x� ����x� �� je pro kladn� x rostouc��

�b� Nech! vektory u � Rn a v � Rn vyhovuj� podm�nce �uTv����uTuvTv� � � � ��� Polo�me
w � BHv� kde

H � B�� � u�uTBu���uT

Pak plat�

uTw � uTB�B�� � u�uTBu���uT �v � uTv � uTBu�uTBu���uTv � �

tak�e vektory u a w jsou ortogon�ln�� Zvolme v Rn ortogon�ln� b�zi vi� � � i � n� tak� aby platilo
v� � u� k u k a v� � w� k w k� Pak plat�

v �
nX
i��

�vT vi�vi

a

vTv �
nX
i��

�vT vi�
� � �vT v��

� � �vT v��
� �

�vTu��

uTu
�

�vTw��

wTw

tak�e

�vTw��

wTwvT v
� �� �vTu��

uTuvT v
� ��

a pou�ijeme�li �a�� dostaneme

�wTB��v��

wTB��wvTB��v
�
�
��B� � � � ���B� � ���
��B� � � � ���B� � ���

��

Z druh� strany �vzhledem k de"nici matice H� vektoru w a ortogonalit� uTw � �� plat�

wTB��w � wTB��BHv � wTB��v � wTu�uTBu���uT v

� wTB��v � vTHBB��v � vTHv

a

vTHv � vTB��v � �uTv���uTBu���

tak�e

�uTv��

uTBuvTB��v
� �� vTHv

vTB��v
� �� �wTB��v��

wTB��wvTB��v
�

� ��
�
��B� � � � ���B� � ���
��B� � � � ���B� � ���

��

�
���B��� � ��

���B� � � � ���B� � ������

��



V�ta 
	 Nech! jsou spln�ny podm�nky lemmatu ��� Pak plat�

lim sup
i��

k xi � x� k �i� ��G�� � � � ���G�� � ��
p
�� ���

��G�� � � � ���G�� � ��
p
�� ���

D�kaz Podle v�ty � plat�

Fi � F � �
�
�
eTi G

�ei � O�k ei k��

gi � G�ei �O�k ei k��
tak�e s pou�it�m �F
� a �F�� a z toho� �e k gi k�k ei k dostaneme

ei � �G����gi�� �O�k ei k��
a

Fi � F � �
�
�
gTi �G

����gi�� �O�k ei k��
Pou�ijeme�li lemma �� m��eme ps�t

Fi�� � F �

Fi � F �
� � �

Fi�� � Fi
Fi � F �

� �� �sTi gi�
�

sTi G
�sigTi �G

����gi
�� �O�k ei k��

�plat� �� � O�k ei k����� � O�k ei k�� � � � O�k ei k��� Podle �S�b� plat� �sTi gi�
� � ��� k si k�k gi k�

tak�e s pou�it�m lemmatu �� dostaneme

�sTi gi�
�

sTi G
�sigTi �G

����gi
� ���G�����

���G�� � � � ���G��� ��
p
�� �����

tak�e

Fi�� � F �

Fi � F �
�



���G��� � � ���G�� � ��

p
�� ���

���G�� � � � ���G��� ��
p
�� ���

��

�� � O�k ei k� �

� #q��� � O�k ei k��

K libovoln�mu ��slu q� #q 	 q 	 �� tedy existuje index k � N tak� �e

Fi�� � F �

Fi � F �
� q�

�i � k� M��eme tedy postupovat stejn� jako v d�kazu v�ty 	� tak�e

Fi � F �

Fk � F �
� q�	i�k


a

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G
qi�k

a podle v�ty � plat�

lim sup
i��

k xi � x� k �i� q

Jeliko� to plat� pro libovoln� ��slo q� #q 	 q 	 �� dok�zali jsme tvrzen� v�ty�

Pozn�mka 

 Pro metodu nejv�t��ho sp�du je �� � �� tak�e

��



lim sup
i��

� ��G��� �
��G�� � �

Pozn�mka 
	 Asymptoticky p�esn� v�b�r d�lky kroku dostaneme� vyb�r�me�li d�lku kroku pomoc�
kvadratick� nebo kubick� interpolace �viz pozn�mku ����

V�ta 
� �Superline�rn� konvergence�� Nech! funkce F � Rn � R vyhovuje podm�nk�m �F
� a �F���
Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost z�skan� metodou sp�dov�ch sm�r� takov�� �e xi � x�� p�i�em�

lim
i��

k Bisi � gi k
k gi k � � ���

a

lim
i��

k �Bi �Gi�si k
k si k � � ���

Nech! �i � �� kdykoliv tato hodnota vyhovuje podm�nk�m �S�� a �S
�� Pak je spln�na podm�nka
�S�b� �stejnom�rn� sp�dovost�� existuje index k � N takov�� �e �i � � �i � k� a posloupnost xi�
i � N � konverguje superline�rn� k bodu x� � Rn�

D�kaz �a� uk��eme� �e existuje index k� � N tak� �e

k gi k �G �k si k�k gi k �G
�i � k�� pokud G 	 ��G�� a G � ��G��� Ozna�me 
i � �Bisi�gi�� k gi k a �i � �Bi�Gi�si� k si k�
Pak plat�

Gisi � �Bisi � gi� � �Bi �Gi�si � gi � 
i k gi k ��i k si k �gi
tak�e

k si k� �� k 
i k
k Gi k � k �i k k gi k

a jeliko� k �i k� � a k 
i k� � �podle ��� a ���� a k Gi k�k G� k� ��G�� 	 G� existuje index
k� � N tak� �e k si k�k gi k �G �i � k�� Podobn� plat�

si � G��i �
i k gi k ��i k si k �gi�
tak�e

k si k� k G��i k ��� k 
i k�
�� k G��i kk �i k

k gi k

a jeliko� k �i k� � a k 
i k� � �podle ��� a ���� a k G��i k�k �G���� k� ����G�� 	 ��G� existuje
index k� � k� tak� �e k si k�k gi k �G �i � k��
�b� Uk��eme� �e existuje index k� � k� takov�� �e �sTi gi �  �� k si kk gi k �i � k�� pokud  �� 	
����G��� Zvolme G 	 ��G�� a G � ��G�� tak� aby platilo  �� � G�G� Z de"nice 
i a �i a z �a�
plyne� �e

�sTi gi � sTi �Gisi � �Bi � Gi�si � �Bisi � gi�� � ���Gi�� k �i k� k si k� � k 
i kk si kk gi k�
� ���Gi��G� k �i k �G� k 
i k� k si kk gi k

a jeliko� k 
i k� � a k �i k� � �podle ��� a ���� a ��Gi�� ��G�� � G� existuje index k� � k� tak�
�e �sTi gi � �G�G� k si kk gi k�  �� k si kk gi k �i � k�� Polo��me�li

�� � min� ��� min
��i�k�

��sTi gi� k si kk gi k��

plat� �S�b��

�%



�c� Uk��eme� �e existuje index k � k� tak� �e hodnota �i � � vyhovuje podm�nk�m �S�� a �S
b��
Ozna�me

�i �
sTi gi � sTi Gisi

sTi gi

Pak podle p�edchoz�ch v�sledk� dostaneme pro i � k�

j�ij � jsTi gi � sTi Gisij
jsTi gij

� k si kk gi � Gisi k
�� k si kk gi k � G

G

�k gi � Bisi k
k gi k �

k �Bi � Gi�si k
k gi k

�

a podle ���� ��� a �a� plat� j�ij � �� Nyn� pou�ijeme v�ty o st�edn� hodnot��

F �xi � si�� F �xi� � sTi gi �
�
�
sTi Gisi � o�k si k��

sTi g�xi � si� � sTi gi � sTi Gisi � o�k si k��
M��eme tedy ps�t

lim
i��

F �xi � si� � F �xi�
sTi gi

�
�
�
� lim

i��
�
�
�
�i � o�k si k��� k si k�� � �

�

lim
i��

sTi g�xi � si�

sTi gi
� lim

i��
��i � o�k si k��� k si k�� � �

a proto�e � 	 �� 	 ��� a �� 	 �� 	 � existuje index k � k� tak� �e �S�� a �S
b� �s �i � �� plat�
�i � k�
�d� Superline�rn� konvergence� Pou�ijeme v�tu o st�edn� hodnot�

g�xi � si� � gi � Gisi � o�k si k�
Podle p�edchoz�ch v�sledk� dostaneme xi�� � xi � si �i � k a k si k�k gi k� �
M��eme tedy ps�t

k xi�� � x� k
k xi � x� k � G

G

k gi�� k
k gi k �

� G

G

�k g�xi � si� � gi �Bisi k
k gi k �

k Bisi � gi k
k gi k

�
�

� G

G

�k �Bi �Gi�si k
k gi k �

k Bisi � gi k
k gi k � o�k si k�� k si k

�

tak�e podle ���� ��� a �a� plat�

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

Nyn� se budeme zab�vat implementac� metod sp�dov�ch sm�r�� Pop��eme nejprve algoritmus pro
v�b�r d�lky kroku�

Algoritmus 
 �S
b� Data � 	 �� 	 �� 	 � 	 �� 	 ���

Krok 
 Zvol�me po��te�n� d�lku kroku � � �� Polo��me � � ��

Krok 	 Polo��me � � � a � � �� Jsou�li spln�ny podm�nky �S�� a �S
b�� ukon��me v�po�et s
�i � �� Nen��li spln�na podm�nka �S��� p�ejdeme na krok ��

Krok � Ur��me hodnotu � pomoc� extrapolace tak� aby ��� � � � ��� a p�ejdeme na krok ��

Krok � Ur��me hodnotu � pomoc� interpolace tak� aby ����� �� � ��� �� � ����� ���

�'



Krok � Jsou�li spln�ny podm�nky �S�� a �S
b�� ukon��me v�po�et s �i � �� Nen��li spln�na
podm�nka �S�� polo��me � � � a p�ejdeme na krok �� V opa�n�m p��pad� polo��me
� � � a p�ejdeme na krok ��

Pozn�mka 
� Jsou�li spln�ny podm�nky �F�� a �F
� najde algoritmus d�lku kroku vyhovuj�c� pod�
m�nk�m �S�� a �S
b� po kone�n�m po�tu krok�� Je�li spln�na podm�nka �F�� nez�vis� tento po�et
na indexu i � N �

Pozn�mka 
� Extrapolace a interpolace� Ozna�me ���� � F �xi � �si�� ����� � sTi g�xi � �si� a

A �
���� � ����
��� �������

B �
�����
�����

Kvadratick� interpolace �dv� hodnoty��

�� � �
�� �

���� A�
�Ka�

Kvadratick� interpolace �dv� derivace��

�� � �
�� �

��B
�Kb�

Kubick� interpolace�

�� � �
�� �

D �
p
D� � 
C

�C�

kde

C � �B � ��� ��A� ��

D � �B � ��� 
�A � ��

Pozn�mka 
� Ur�uje�li se d�lka kroku pomoc� �Ka� nebo �Kb� nebo �C� a plat��li �F
� a �F��� je
v�b�r d�lky kroku asymptoticky p�esn��

Pozn�mka 
� Po��te�n� v�b�r d�lky kroku� Pro superline�rn� konvergentn� metody vol�me � � ��
U metod sdru�en�ch gradient� vol�me � � ��Fi�� � Fi��sTi gi nebo �v prvn�m itera�n�m kroku�
� � ��F � Fi��sTi gi�

Shrnut�� Pro stejnom�rn� metody sp�dov�ch sm�r� �s parametry ��� ��� �� vystupuj�mi v pod�
m�nk�ch �S��� �S��� �S
�� plat� tyto implikace�

a� �F�� � �F
� � glob�ln� konvergence
b� �F
� � �F�� � line�rn� konvergence
c� �F
� � �F�� � asymptotick� odhad

lim sup
i��

k xi � x� k �i� ��G�� � � � ���G�� � ��
p
�� ���

��G�� � � � ���G�� � ��
p
�� ���

d� �F
� � �F�� � superline�rn� konvergence pokud

k Bisi � gi k
k gi k � �

k �G� � Bi�si k
k gi k � �

�$



	�	� Metody sdru�en�ch gradient�

De�nice 
� �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda je metodou sdru�en�ch gradient� jestli�e
s� � �g� a

si�� � �gi�� � yTi gi��

yTi si
si �CGa�

�Hestenes� Stiefel� nebo

si�� � �gi�� � yTi gi��

gTi gi
si �CGb�

�Polak� Ribiere� nebo

si�� � �gi�� �
gTi��gi��

gTi gi
si �CGc�

�Fletcher� Reeves� pro i � N � P�itom yi � gi�� � gi�

Pozn�mka 

 Metoda �CGa� je teoreticky nejpodlo�en�j��� Metoda �CGb� d�v� nejlep�� praktick�
v�sledky� Metoda �CGc� je nejjednodu��� a je glob�ln� konvergentn� bez p�eru�ov�n� itera�n�ho
procesu�

V�ta 
� �Glob�ln� konvergence�� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje podm�nky �F����F
�� Pak
metoda sdru�en�ch gradient� Fletchera a Reevese �CGc� s v�b�rem d�lky kroku spl(uj�c�m silnou
Wolfeho podm�nku �S�� a �S
a�� kde �� 	 �� 	 ���� je glob�ln� konvergentn��

D�kaz �a� �Al�Baali� Dok��eme indukc� nerovnost

��� ��
�� ��

� sTi gi
k gi k� � �� �

��
�� ��

�i � N � Pro i � � to plat�� nebo! s� � �g� a tedy sT� g�� k g� k�� ��� Pou�ijeme�li �CGc�� dostaneme

sTi��gi��

k gi�� k� � �� � k gi�� k�
k gi k�

sTi gi��
k gi�� k� � �� � sTi gi��

k gi k�
Podle �S
a� plat�

jsTi gi��j � ���sTi gi
tak�e

�� � ��
sTi gi
k gi k� � sTi��gi��

k gi�� k� � ��� ��
sTi gi
k gi k�

��� ��

�
� �

��
�� ��

�
� sTi��gi��

k gi�� k� � �� � ��

�
� �

��
�� ��

�

�� � ��
�� ��

� sTi��gi��

k gi�� k� � �� �
��

�� ��

�b� Z �S
a� plyne �S
b�� Podle �F
� a �S
b� plat�

��s
T
i gi � sTi gi�� � sTi gi � �iG k si k�

tak�e

�i � � ��� ���sTi gi
G k si k�

Podle �S�� plat�

�	



Fi � Fi�� � ����isTi gi �
����� ����sTi gi�

�

G k si k�
�

����� ���

G

�sTi gi�
�

k gi k�
k gi k�
k si k�

Z Al�Baaliho nerovnosti �prav� ��st� plyne

� sTi gi
k gi k� � �� ��

�� ��
�

�� ���
�� ��

� �

nebo! �� 	 �� 	 ���� Plat� tedy

F� � F � lim
i��

�F� � Fi��� �
�X
i��

�Fi � Fi��� �
�X
i��

����� �����

G��� ���

k gi k�
k si k�

P�edpokl�dejme� �e neplat�

lim inf
i��

k gi k� �

Pak existuje � � � tak� �e k gi k� � �i � N � tak�e

� �
�F� � F �G��� ���
������� �����

�
�X
i��

�
k si k�

�c� Z �S
a� plyne �S
b�� Podle �S
b� a Al�Baaliho nerovnosti �lev� ��st� plat�

�sTi gi�� � ���sTi gi � ��

�
� �

��
�� ��

�
k gi k�� ��

�� ��
k gi k�

Pou�ijeme�li �CGc�� dostaneme

k si�� k� � k gi�� k� ��k gi�� k
�

k gi k� sTi gi�� �
k gi�� k�
k gi k� k si k��

� k gi�� k� � ���
�� ��

k gi�� k� �k gi�� k
�

k gi k� k si k��

�
� � ��
�� ��

k gi�� k� �k gi�� k
�

k gi k� k si k�

Toto je rekurzivn� vztah pro k si k� Postupn�m dosazov�n�m dostaneme

k si�� k� � � � ��
�� ��

k gi�� k� �k gi�� k
�

k gi k� k si k��

� � � ��
�� ��

k gi�� k� �k gi�� k
�

k gi k�
�
� � ��
�� ��

k gi k� � k gi k�
k gi�� k� k si�� k

�

�
�

� � � ��
�� ��

k gi�� k�
i��X
j��

�
k gj k�

P�edpokl�dejme� �e neplat�

lim inf
i��

k gi k� �

Pak existuje � 	 � 	 � 	� tak� �e � �k gi k� � �i � N �existence � plyne z �F�� a �F
��� tak�e

k si k�� �� � �����

��� �����
i

a m��eme ps�t

��



�X
i��

�
k si k� �

�� � �����

�� � �����

�X
i��

�
i
��

co� je spor� nebo! v �b� jsme dok�zali �e tento sou�et je kone�n��

Pozn�mka 
� Ozna�me �i koe"cient u si v �CGa���CGc�� D� se dok�zat� �e metoda sdru�en�ch
gradient� je glob�ln� konvergentn�� pokud

� � �i � �
���

k gi�� k�
k gi k� �i � N

kde � 	 �� 	 �� 	 ���� Toto v�ak nelze obecn� zaru�it� Proto se pou��v� p�eru�ov�n� itera�n�ho
procesu �si � �gi pokud podm�nka nen� spln�na��

V�ta 
� �Kvadratick� ukon�en�� Nech! Q � Rn � R je ryze konvexn� kvadratick� funkce� Q�x� �
�
� �x� x��TG�x� x��� Nech! xi� i � N � je posloupnost generovan� metodou sdru�en�ch gradient� s
p�esn�m v�b�rem d�lky kroku �plat� sTi gi�� � � �i � N �� Pak existuje index k � n tak� �e gk�� � �
a xk�� � x��

D�kaz �Pro CGa�� P�edpokl�dejme� �e gi �� � �� � i � n� Dok��eme indukc�� �e si �� � a �i �� �
�� � i � n a �e plat�

��� sTj gi � � �� � j 	 i � n� �

��� gTj gi � � �� � j 	 i � n� �

��� sTj Gsi � � �� � j 	 i � n

Z ��� plyne� �e gradienty gi� � � i � n� jsou nenulov� a vz�jemn� ortogon�ln�� tud�� line�rn� nez�visl��
tak�e nutn� gn�� � ��

Pro i � � plat� sT� g� � �gT� g� 	 � tak�e s� �� � a �� �� � a d�le nen� co dokazovat� Induk�n� krok�
�a� Nech! i � n� Podle induk�n�ho p�edpokladu ��� plat��

sTj gi�� � sTj gi � sTj yi � sTj gi � �is
T
j Gsi � �

�� � j 	 i� nebo! pro kvadratickou funkci Q�x� plat� yi � gi�� � gi � �iGsi� Z p�esn�ho v�b�ru
d�lky kroku plyne sTi gi�� � �� Je tedy sTj gi�� � � �� � j � i�
�b� Nech! i � n� Z �CGa� plyne

g� � �s�
gj � �sj � �j��sj�� �� 	 j � i

tak�e podle �a� plat�

gT� gi�� � �sT� gi�� � �

gTj gi�� � �sTj gi�� � �j��s
T
j��gi�� � � �� 	 j � i

�c� Nech! i 	 n� Z �CGa� a �a� dostaneme

sTi��gi�� � �gTi��gi�� �
yTi gi��

yTi si
sTi gi�� � �gTi��gi�� 	 �

tak�e si�� �� � a �i�� �� �� Z �CGa� a �b� dostaneme

��



sTj Gsi�� � �sTj Ggi�� � �is
T
j Gsi � �sTj Ggi�� � � �

�j
yTj gi�� � � �

�j
�gj�� � gj�

T gi�� � �

�� � j 	 i nebo! podle p�edpokladu ��� plat� sTj Gsi � � �� � j 	 i� D�le podle �CGa� plat�

sTi Gsi�� � �sTi Ggi�� �
yTi gi��

yTi si
sTi Gsi � �sTi Ggi�� �

sTi Ggi��

yTi si
yTi si � �

tak�e sTj Gsi�� � � �� � j � i�

Pozn�mka 
� D�kaz byl proveden pro CGa� V�ta �� plat� i pro ostatn� metody sdru�en�ch gradient�
nebo! podle ��� plat�

yTi gi�� � gTi��gi�� � gTi gi�� � gTi��gi��

a z ��� plyne

yTi si � gTi��si � gTi si � �gTi si � gTi gi � �i��g
T
i si�� � gTi gi

Pozn�mka 	� Metoda sdru�en�ch gradient� s p�esn�m v�b�rem d�lky kroku najde minimum
kvadratick� funkce po nejv��e n kroc�ch� Neplat� to v�ak jestli�e

	 v�b�r d�lky kroku nen� p�esn�

	 funkce nen� kvadratick�

	 Hessova matice je �patn� podm�n�n� a projevuj� se zaokrouhlovac� chyby�

Pak je t�eba pokra�ovat ve v�po�tu� Aby byly i nad�le spln�ny p�edpoklady v�ty ��� je t�eba itera�n�
proces p�eru�it �sn�� � �gn����
De�nice 	� �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda je p�eru�ovanou metodou sdru�en�ch gra�
dient�� jestli�e si � �gi pro i �M a jestli�e plat� n�kter� ze vzorc� �CGa�� �CGb�� �CGc� pro i ��M �
kde M � fnk� � � k � Ng�
Pozn�mka 	
 P�eru�ovan� metoda sdru�en�ch gradient� je glob�ln� konvergentn� �sta�� modi"kovat
d�kaz v�ty $ tak jak je to nazna�eno v pozn�mce '��

V�ta 
� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost z�skan� p�eru�ovanou metodou sdru�en�ch gradient�
Fletchera a Reevese �CGc� s v�b�rem d�lky kroku spl(uj�c�m silnou Wolfeho podm�nku �S�� a �S
a��
kde �� 	 �� 	 ���� takov�� �e xi � x�� Nech! funkce F � Rn � R vyhovuje podm�nk�m �F
� a �F���
Pak sm�rov� vektory k si k� i � N jsou stejnom�rn� sp�dov� a plat� k si k�k gi k�
D�kaz �a� Z�ejm� k ei k� O�k ei�� k� �pozn�mka ��� a k gi k�k ei k �pozn�mka ��� tak�e
k gi k� O�k gi�� k�� Existuje tedy konstanta c 	� tak� �e

k gi k
k gi�� k � c �i ��M

Nech! i ��M � Pak podle �CGc� plat�

k si k�k gi k � k gi k�
k gi�� k� k si�� k

tak�e

k si k
k gi k � � �

k gi k
k gi�� k

k si�� k
k gi�� k � � � c

k si�� k
k gi�� k

Nech! k � supfj � M� j � ig� Proto�e sk � �gk� plat� k sk k � k gk k� �� tak�e rekurentn�m
pou�it�m posledn� nerovnosti dostaneme

��



k si k
k gi k �

i�kX
j��

cj �
nX
j��

cj
�
� c

�b� Pou�ijeme�li Al�Baaliho nerovnost �levou ��st� dostaneme

� sTi gi
k gi k� � �� ��

�� ��
�

�� ���
�� ��

co� spolu s �a� d�v�

� sTi gi
k si kk gi k � � sTi gi

k gi k�
k gi k
k si k � �

�
c

sTi gi
k gi k� �

�
c

�� ���
�� ��

tak�e �sTi gi � �� k si kk gi k kde �� � ��� ������c��� �����
�c� Pou�it�m Al�Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme

k si kk gi k� �sTi gi �
�� ���
�� ��

k gi k�

co� d�v� k si k� c k gi k� kde c � ��� �������� ����

Tvrzen� 

 �n�krokov� kvadratick� konvergence� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty �% a nech!
v�b�r d�lky kroku je asymptoticky p�esn�� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje nav�c podm�nku �F���
Pak existuje index k �M a konstanta C 	� tak� �e �i �M � i � k plat�

k xi�n � x� k� C k xi � x� k�

Lemma 
� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty ��� Nech! gi �� � pro n�jak� index � � i � n� Pak
plat�

Q�xi���� Q�x��
Q�x�� �Q�x��

� max
��k�n

�
P i��k�

��
kde P i��� je libovoln� polynom stupn� i takov�� �e P i��� � �� a �k� � � k � n� jsou vlastn� ��sla
matice G�

D�kaz �a� Dok��eme indukc�� �e pro � � j � i plat� gj � Kj a sj � Kj� kde

Kj � spanfg�� Gg�� � � � � Gj��g�g
je Krylov�v podprostor stupn� j generovan� matic�G a vektorem g�� Pro j � � je to z�ejm�� P�edpok�
l�dejme� �e to plat� pro j � i��� Proto�e z xi � xi����i��si�� plyne gi � gi����i��Gsi�� �vlast�
nost kvadratick� funkce �Q�� a proto�e plat� gi�� � Ki�� a Gsi�� � span�Gg�� G�g�� � � � � G

i��g�� 
 Ki

�induk�n� p�edpoklad�� dostaneme gi � Ki� D�le proto�e si � �gi � �i��si�� �CG� a proto�e plat�
si�� � Ki�� 
 Ki �induk�n� p�edpoklad� a gi � Ki �dok�zan� inkluze�� dostaneme si � Ki

�b� Podle �a� plat�

xi�� � x� � x� � x� �
iX

j��

�jsj � x� � x� � P �i���G�g� �

� x� � x� � P �i���G�G�x� � x�� � �I �GP �i���G���x� � x��

kde P �i���G� je ur�it� polynom stupn� i � � v G� Ozna�me P
�
i � I � GP �i�� �tak�e P

�
i je stupn� i a

P
�
i ��� � ��� Jeliko� z d�kazu v�ty �� plyne� �e sTj gi�� � � �� � j � i� je

xi�� � x� � P
�
i �G��x� � x�� � arg min

x�x��P i	G
	x��x�

Q�x�

tak�e

�




Q�xi���� Q�x�� �
�
�
�xi�� � x��TG�xi�� � x�� �

�
�
�x� � x��TP

�
i �G�GP

�
i �G��x� � x�� �

� �
�
�x� � x��TP i�G�GP i�G��x� � x��

pro libovoln� polynom P i stupn� i takov�� �e P i��� � �� Nech! �k a vk � � k � n jsou vlastn� ��sla
�nez�porn�� a vlastn� vektory �ortonorm�ln�� matice G a nech!

x� � x� �
nX

k��

�kvk

Pak

Q�x�� �Q�x�� �
�
�
�x� � x��TG�x� � x�� �

�
�



nX

k��

�kvk

�T
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nX

k��

�kvk

�
�

�
�

nX
k��

��k�k

a

Q�xi��� �Q�x�� � �
�
�x� � x��TP i�G�GP i�G��x� � x�� �

�
�
�



nX

k��

P i��k��kvk

�T

G



nX

k��

P i��k��kvk

�
�

�
�
�

nX
k��

P
�
i ��k��

�
k�k �

�
�

max
��k�n

P
�
i ��k�

nX
k��

��k�k

Po vyd�len� dostaneme

Q�xi���� Q�x��
Q�x�� �Q�x��

� max
��k�n

P
�
i ��k�

V�ta 
� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty ��� Nech! gi �� � pro n�jak� index � � i � n� Pak
plat�

Q�xi���� Q�x��
Q�x�� �Q�x��

� �


p
��G�� �p
��G� � �

��i

D�kaz Podle lemmatu �$ plat�

Q�xi��� �Q�x��
Q�x���Q�x��

� max
��k�n

�P i��k���

pro libovoln� polynom P i��� stupn� nanejv�� i takov�� �e P i��� � �� Zvol�me polynom P i��� tak�
aby minimalizoval hodnotu

max
������n

jP i���j

Tuto vlastnost m� 
eby�ev�v polynom transformovan� na interval �� � � � �n a normovan� tak�
aby nab�val hodnotu � pro � � �� tedy polynom

P i��� �
Ti

�
�n������
�n���

�
Ti

�
�n���
�n���

�

��



kde Ti�
� � cos�i arccos 
� pro j
j � � a Ti�
� � ��
 �
p

� � ��i � �
 �

p

� � ��i��� pro j
j � ��

Jeliko� jTi�
�j � � pro j
j � �� plat�

max
������n

jP i���j � ��Ti

�
�n � ��
�n � ��

�

Zb�v� tedy vy��slit hodnotu na prav� stran� posledn� nerovnosti� Ozna�me 
 � ��n � ������n � ����
Z�ejm� j
j � �� tak�e

Ti�
� �
�
�
��
 �

p

� � ��i � �
 �

p

� � ��i� � �

�
�
 �

p

� � ��i �

�
�
�
�
�i
�
p

 � � �

p

 � ���i

nebo!
�
p

 � � �

p

 � ��� � ��
 �

p

� � ��

Dosad�me�li hodnotu 
� dostaneme

Ti

�
�n � ��
�n � ��

�
� �

�


r
�n

�n � ��
�

r
��

�n � ��

��i

�
�
�

�
�
p
�n �

p
����

�n � ��

�i
�

�
�
�

�p
�n �

p
��p

�n �
p
��

�i
Plat� tedy

Q�xi���� Q�x��
Q�x��� Q�x��

�
�

max
��k�n

jP i��k�j
��

�
�
� �

Ti

�
�n���
�n���

�
�
A�

�

� �

�p
�n �

p
��p

�n �
p
��

��i

� �


p
��G�� �p
��G� � �

��i

D�sledkem Tvrzen� �' �s v�sledky z�skan�mi p�i jeho d�kazu� a v�ty �	 je toto tvrzen��

Tvrzen� 	� �Asymptotick� odhad� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty �% a nech! v�b�r d�lky
kroku je asymptoticky p�esn�� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje nav�c podm�nku �F��� Pak plat�

lim sup
i��

k xi � x� k �i�
p
��G��� �p
��G�� � �

Pozn�mka 		 Odhad �
p
� � ����

p
� � �� je mnohem p��zniv�j�� ne� odhad �� � ����� � �� platn�

pro metodu sp�dov�ch sm�r� jak ukazuje tato tabulka�

SD CG
� � ���� � � ���� �%� ��
� � ���� � � ���� %	�'' %	�
� � ���� � � ���� 	���
�� 	���

V tabulce je uveden po�et iterac� pot�ebn� k dosa�en� po�adovan� p�esnosti ��

Nyn� uvedeme n�kolik pozn�mek k implementaci metod sdru�en�ch gradient��

�� Metody sdru�en�ch gradient� vy�aduj� n�kter� �pravy algoritmu pro v�b�r d�lky kroku�

��



a� Pou��v� se po��te�n� odhad

� � min

�
��

��Fi � Fi���

sTi gi
�
���F � Fi�

sTi gi

�

kde F je doln� odhad pro minim�ln� hodnotu funkce F �
b� M�sto slab� Wolfeho podm�nky �S
b� se pou��v� siln� Wolfeho podm�nka �S
a�

jsTi gi��j � ��jsTi gij

kde �� � ����� Algoritmus � je t�eba pozm�nit tak� �e v n�m ponech�me podm�nku �S
b� ale
k podm�nce �S�� p�id�me podm�nku

sTi gi�� � ��jsTi gij

kter� je ��st� podm�nky �S
a��
�� Je v�hodn� metodu sdru�en�ch gradient� �k�lovat �nejjednodu��� p�edpodm�n�n��� M�sto

�si�� � gi�� � �isi

pou�ijeme vzorec

�si�� � �i���gi�� � �isi�

kde

�i�� �
yTi di
yTi yi

�yi � gi�� � gi� di � xi�� � xi � �isi� V tomto p��pad� v�ak mus�me vzorce pro parametr �i
upravit tak� �e

�i �
yTi gi��

yTi si
�CGa�

�i �
�
�i

yTi gi��

gTi gi
�CGb�

�i �
�
�i

gTi��gi��

gTi gi
�CGc�

Parametr �i��� je nutn� udr�ovat v ur�it�ch mez�ch ������ � �i�� � �����

� Pou��v� se ��zen� p�eru�ov�n� itera�n�ho procesu�
a� Klasick� zp�sob� Itera�n� proces se p�eru�� v�dy po n iterac�ch� nebo kdy� �i � ��
b� Srovn�n� s �CGc�� Itera�n� proces se p�eru��� pokud neplat�

���
FR
i � �i � ���

FR
i

kde �FRi � gTi��gi���g
T
i gi a �� � ���� ��
 a �� � ���� ��
�

c� Test na sdru�enost sm�r�� Itera�n� proces se p�eru�� pokud

sTi��yi � �� k si�� kk yi k

kde �� � ����� �����

�%



d� Test na ortogonalitu gradient�� Itera�n� proces se p�eru�� pokud

gTi��gi � �� k gi�� kk gi k

kde �� � ���� ����

Algoritmus metody sdru�en�ch gradient� lze zhruba popsat takto ���sla a p�smena se vztahuj� k
pozn�mk�m k implementaci metod sdru�en�ch gradient���

Algoritmus 	 �CG� Data �� � ����� �� � ����� �� � ��
� �� � ���� �� � ����� �� � ���%� � � ��
Krok 
 Zvol�me po��te�n� odhad x� � Rn� vypo�teme F� � F �x��� g� � g�x�� a polo��me i � ��

Krok 	 Pokud k gi k� � ukon��me v�po�et� V opa�n�m p��pad� ur��me koe"cient �i�� podle
n�kter� z metod �CGa�� �CGb�� �CGc� a rozhodneme o p�eru�en� itera�n�ho procesu
podle n�kter� ze strategi� 
a� 
b� 
c� 
d� Ur��me �k�lovac� koe"cient �i a ur��me sm�rov�
vektor si podle ��

Krok � Ur��me d�lku kroku �i pou�it�m algoritmu � upraven�ho podle �a a �b� Polo��me xi�� �
xi � �isi� vypo�teme Fi�� � F �xi���� gi�� � g�xi���� zv�t��me i o � a p�ejdeme na
krok ��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� jednotliv�ch metod sdru�en�ch gradient� p�i minimalizaci
�� testovac�ch funkc� se ��� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT a funk�n�ch hodnot
NFV� jako� i celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT�NFV selh�n� 
as
CGc � 
a ����� � �$''� � ���
�	�
CGc � 
c ���$ � $	�� � �����$�
CGc � 
d ���� � $
	' � �����	�
CGb � 
a '�%$ � ��	�' � ���$���
CGb � 
b �%	� � ����$ � ���	���
CGa � 
a ��
�' � ����
 � ��
����
CGa � 
b ���� � ����� � ���'��$

	��� Metody s prom�nnou metrikou

De�nice 	
 �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda je metodou s prom�nnou metrikou� jestli�e

si � �Higi �i � N �VM��

kde Hi� i � N � jsou symetrick� pozitivn� de"nitn� �SPD� matice konstruovan� podle rekurentn�ho
vztahu

Hi�� � �i�Hi � UiMiU
T
i � �VM��

kde Ui � Rn��� Mi � R��� �symetrick�� a �i � �� a vyhovuj�c� podm�nce

Hi��yi � �idi �VM
�

kde yi � gi�� � gi� di � xi�� � xi � �isi a �i � ��

Pozn�mka 	� Matice Hi�� se z�sk�v� z matice Hi aktualizac� jej�� hodnost je nanejv�� �� Nejefek�
tivn�j�� metody s prom�nnou metrikou pat�� do Broydenovy t��dy� kter� je charakterizivan� v�b�rem
Ui � �di�Hiyi��

V�ta 	
 �Kvadratick� ukon�en�� Nech! xi� i � N � je posloupnost generovan� metodou s prom�nnou
metrikou z Broydenovy t��dy s p�esn�m v�b�rem d�lky kroku �plat� sTi gi�� � � �i � N � aplikovan�
na ryze konvexn� kvadratickou funkci �Q�� Pak existuje index k � n tak� �e gk�� � � a xk�� � x��

�'



D�kaz P�edpokl�dejme� �e gi �� � �� � i � n� Dok��eme indukc�� �e si �� � a �i �� � �� � i � n a
�e plat�

��� Hiyj � �jidj �� � j 	 i � n� �

��� sTj gi � � �� � j 	 i � n� �

��� sTj Gsi � � �� � j 	 i � n

Z �VM�� a ��� plyne� �e si� � � i � n� jsou nenulov� a vz�jemn� sdru�en� �G�ortogon�ln��� tud��
line�rn� nez�visl�� tak�e podle ��� nutn� gn�� � �� Pro i � � plat� sT� g� � �sT�H�s� 	 � �H� je
SPD� tak�e s� �� � a �� �� � a d�le nen� co dokazovat� Induk�n� krok�

�a� Nech! i � n� Z ��� a �Q� plyne dTi yj � dTi Gdj � �i�js
T
i Gsj � � a ��� nav�c d�v� yTi Hiyj �

�jiy
T
i dj � �jid

T
i Gdj � �� tak�e UT

i yj � � �� � j 	 i� Podle �VM�� a ��� tedy plat�

Hi��yj � �i�Hiyj � UT
i MiU

T
i yj� � �iHiyj � �i�

j
idj

�
� �ji��dj

�� � j 	 i� Pou�ijeme�li �VM
� dostaneme Hi��yi � �idi
�� �ii��di� tak�e Hi��yj � �ji��di

�� � j � i�

�b� Nech! i � n� Z ��� a �Q� plyne sTj gi�� � sTj gi � sTj yi � sTj gi � �is
T
j Gsi � � �� � j 	 i� Z

p�esn�ho v�b�ru d�lky kroku dostaneme sTi gi�� � �� tak�e celkem sTj gi�� � � �� � j � i�

�c� Podle �VM�� je gTi��si�� � �gTi��Hi��gi�� 	 � tak�e si�� �� � a �i�� �� �� Pou�ijeme�li �VM���
�Q�� �a�� �b� dostaneme

sTj Gsi�� � � �
�j

yTj Hi��gi�� � ��
j
i��

�j
dTj gi�� � ��ji��sTj gi�� � �

�� � j � i�

V�ta 		 �Aproximace Hessovy matice�� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty �� s �i � � a �i � �
�i � N � Pak plat� Hn�� � G���

D�kaz Z d�kazu v�ty �� plyne� �e

Hn��yj � dj �� � j � n

a �e vektory dj a yj � Gdj� � � j � n� jsou line�rn� naz�visl�� Z tohoto d�vodu mus� platit
Hn�� � G���

Pozn�mka 	� Nyn� se budeme zab�vat vy�et�ov�n�m aktualizace �VM
�� Pro zjednodu�en� budeme
index i vynech�vat a index i � � nahrad�me symbolem ��

V�ta 	� Nech! H� � ��H � UMUT �� kde U � �d�Hy� je matice hodnosti �� Pak H�y � �d plat�
pr�v� tehdy� jestli�e

M �

�
�
b

�
� ab �

�
�

�
� ��

b

��
b
� ���

a

�

kde � je voln� parametr a kde

a � yTHy� b � yT d� c � dTH��d

D�kaz Podle �VM�� a �VM
� mus� platit

�$



H�y � �

�
Hy � �d�Hy�

	
m� m�

m� m�


 	
b
a


�
�

� ��Hy � �m�b �m�a�d� �m�b�m�a�Hy� � �d

tak�e nutn�

m�b�m�a � ���

m�b�m�a � ��
Jeden parametr je nadbyte�n�� Zvol�me m� � ���b a zbyl� prvky m��m� ur��me �e�en�m soustavy�
T�m dostaneme matici M uvedenou ve v�t� �
�

Pozn�mka 	� Vztah H� � ��H � UMUT � m��eme rozn�sobit� Pak plat�

H� � �

�
H �

�

�

�
b
ddT � �

a
Hy�Hy�T �

�

a

�a
b
d�Hy ��

a

b
d�Hy

�T�
�H�

�Broydenova t��da�� Nejzn�m�j�� �leny Broydenovy t��dy dostaneme� polo��me�li � � � �metoda
DFP��

H� � �

�
H �

�

�

�
b
ddT � �

a
Hy�Hy�T

�
�HD�

nebo � � � �metoda BFGS��

H� � �

�
H � �

a

b
�
�

�
�
�
b
ddT � �

b
�HydT � d�Hy�T �

�
�HB�

nebo � � ���������� � a�b� �metoda hodnosti ���

H� � �



H �

�
�����b � a

�
�

�
d�Hy

��
�

�
d�Hy

�T�
�HR�

Z t�chto t�� konkr�tn�ch metod je bez dal��ch �prav prakticky pou�iteln� pouze metoda BFGS� Metoda
DFP vy�aduje p�esn� v�b�r d�lky kroku nebo d�sledn� �k�lov�n�� jinak konverguje velmi pomalu
�podrobn�j�� zd�vodn�n� ud�v� pozn�mka 
��� Metoda hodnosti � obecn� nespl(uje podminku pro
pozitivn� de"nitnost matice H� �tuto podm�nku ud�v� v�ta ���� tak�e m��e doj�t ke ztr�t� glob�ln�
konvergence vlivem poru�en� podm�nky sp�dovosti �S�a�� Metoda hodnosti � se �asto kombinuje s
metodou BFGS�

Lemma 	� Nech! H je SPD matice� a � �� b � �� c � �� ac� b� � � a nech! plat� �H� kde � � � a
� � �� Pak matice �����H� �

�H�H
� �
� m� n� � jednotkov�ch vlastn�ch ��sel a zbyl� dv� vlastn� ��sla

jsou �e�en�m kvadratick� rovnice�

�� � p� � q � �

kde

p �
�
b�
���ac � b�� � b�� �

�

�

c

b

q �
�

�

�
ab

���ac� b�� � b��

D�kaz Podle �VM�� plat�

�
�
H� �

�H�H
� �
� � I �H� �

�UMUTH� �
�

�	



Tato matice m� n�� jednotkov�ch vlastn�ch ��sel odpov�daj�c�ch n�� vlastn�m vektor�m kolm�m k
H� �

�U � Zbyl� dva vlastn� vektory m��eme vyj�d�it ve tvaru H� �
�Uz tak�e odpov�daj�c� vlastn� ��sla

mus� vyhovovat rovnici

H� �
�U �I �MUTH��U �z � �H� �

�Uz

neboli �po vyn�soben� �UTH��U ���UTH��
� zleva�

��� � ��I �MUTH��U �z � �

Dosad�me�liM z v�ty �
 a

UTH��U �

	
c b
b a



m��eme ps�t

det���� ��I �MUTH��U � � det

�	
�� �� �
�� �� �



�

�

�
�
b

�
� ab �

�
�

�
��

b

��
b � ����

a

� 	
c� b
b� a


�
� �

co� po �prav� d�v� �� � p�� q s koe"cienty uveden�mi v lemmatu ���

V�ta 	� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu ��� Pak H� je SPD pr�v� tehdy� jestli�e ��ac �
b�� � b� � ��

D�kaz Je t�eba naj�t podm�nku pro to� aby rovnice ���p��q s koe"cienty uveden�mi v lemmatu ��
m�la kladn� ko�eny� Ozna�me �� a �� tyto ko�eny� Pak ����� � p a ���� � q tak�e �� � � a �� � �
pr�v� tehdy� kdy� p � � a q � �� Z de"nice p a q plyne� �e

p �
a

b

�

�
q �

�

�

c

b

Jeliko� p�edpokl�d�me a � �� b � �� c � �� � � �� � � �� plat� p � � kdykoliv q � �� Z q � �
dostaneme podm�nku ��ac� b�� � b� � ��

Pozn�mka 	� Posledn� nerovnost lze zapsat ve tvaru � � ��� kde

�� � � b�

ac� b�
	 �

Podm�nky a � �� c � � jsou spln�ny� je�li matice H SPD a d �� �� y �� �� Podm�nka b � � je spln�na�
vyb�r�me�li d�lku kroku podle �S
b�� nebo!

yT d � ��g� � g�T s � ���� � ��gT s � �

Jestli�e b � �� nen� matice H� SPD pro ��dn� hodnoty parametr� �� � a ��

V�ta 	� �Aktualizace matice B � H���� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu ��� Nech!
B � H�� a nech! H� je matice ur�en� pomoc� aktualizace �H�� Nech! B� � H��

� � Pak plat�

B� �
�
�

�
B �

�

�

�
b
yyT � �

c
Bd�Bd�T �

�

c

�c
b
y � Bd

��c
b
y � Bd

�T�
�B�

kde

���ac � b�� � �� � ��b� � b�

D�kaz Inverz� vztahu H� � ��H � UMUT � dostaneme

B� �
�
�
�B � BU �M�� � UTBU ���UTB�

�
�

�
�
�B � BUKUTB�


�



�Woodburyho v�ta�� kde K � R���� Jeliko� podle �VM
� plat� H�y � �d� mus� platit B�d � �����y
neboli

B�d �
�
�

�
Bd � �Bd� y�

	
k� k�
k� k�


 	
c
b


�
�

�
�
�Bd � �k�c � k�b�Bd � �k�c� k�b�y� �

�
�
y

tak�e nutn�
k�c� k�b � ��
k�c� k�b � ���

Zvol�me k� � ���b a zbyl� prvky k�� k� ur��me �e�en�m soustavy� T�m dostaneme

K �

�
	��
c � �	

b

�	
b

�
b

�
� c
b
� �

�

� �

co� po dasazen� do B� � ������B �BUKUTB� d�v� �B�� Vztah svazuj�c� � s � lze z�skat nap��klad
z rovnosti

K � ��M�� � UTBU ���

�nebudeme to prov�d�t��

Pozn�mka 	
 �Dualita� Vztah �B� dostaneme ze vztahu �H� z�m�nou � � ���� � � ���� a � c�
c � a� d � y� y � d� H � B� � � �� Metody DFP a BFGS jsou navz�jem du�ln�� Metodu DFP
dostaneme pro � � ��

B� �
�
�

�
B � �

c

b
�
�

�
�
�
b
yyT � �

b
�BdyT � y�Bd�T �

�
�BD�

Metodu BFGS dostaneme pro � � ��

B� �
�
�

�
B �

�

�

�
b
yyT � �

c
Bd�bd�T

�
�BB�

Metoda hodnosti � je samodu�ln�� dostaneme ji pro � � ���������� � c�b��

B� �
�
�



B �

�
�����b � c

�
�

�
y � Bd

��
�

�
y � Bd

�T�
�BR�

Pozn�mka 	� Matice B� je SPD pr�v� tehdy� jestli�e � � ��� kde

�� � � b�

ac� b�
	 �

V�ta 	
 Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu �� p�i�em�

q �
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�
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�
��ac� b�� � b�

� � �

m �
�
ab

�
�

�
a

b
� �

�

�
�
�

�

�
� �

Nech! H � SST a nech! H� je matice ur�en� pomoc� aktualizace �H�� Ozna�me  U � S��U �

�S��d� STy� �� �  d�  y�� Pak plat� H� � S�S
T
� � kde

S� �
p
�S�I �  UuvT  UT � �S�

a
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uvT �
�
�

	 �
� � a

p
m

�� � b
p
m


	 p
q � b
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p
q � c

p
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� �
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�

�
c � b

�
�

�
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�
a

�p
q �

�
ac� b�

�p
m

D�kaz �a� Dosad�me�li vztah �S� do vztahu H� � S�S
T
� � dostaneme

H� � ��I � UuvTUTH���H�I � UuvTUTH���T

Porovn�me�li tento vztah se vztahem H� � ��H � UMUT �� m��eme ps�t

M � uvT � vuT � uvTUTH��UvuT � �u� v�

	
vTUTH��Uv � �

� � �


 	
uT

vT



a podle v�ty o n�soben� determinant� plat�

�u�v� � v�u��� � �det�u� v��� � � detM � m

nebo! z vyj�d�en� matice M �v�ta �
� plyne� �e

detM � � �
ab

�
�

�
a

b
� �

�

�
�
�

�

�
� �m

Pou�ijeme�li tento v�sledek m��eme ps�t

uvT � vuT �

	
� � u�v� � v�u�
v�u� � u�v� � �



�

	
�� �

p
m

�pm� �



�b� Dosad�me�li vztah �S� do vztahu H� � S�S

T
� � dostaneme

�
�
H� � S�I �  UuvT  UT ��I �  UvuT  UT �ST

Jeliko� z d�kazu lemmatu �� v�me� �e plat� det�H���� � q detH� m��eme ps�t

det�I �  UuvT  UT � �
p
q

tak�e podle Shermanova�Morrisonova vzorce plat�

�I �  UuvT  UT ��� � I � �p
q
 UuvT  UT

a podm�nku H�y � �d m��eme zapsat ve tvaru

�I �  UvuT  UT � y �
�

�

�
I � �p

q
 UuvT  UT

�
 d

vyn�sob�me�li tuto rovnici zleva matic�  UT a p�ihl�dneme�li k tomu� �e plat�

 UT  U �

	  dT  d  dT  y
 yT  d  yT  y
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c� b
b� a



dostaneme 	

b
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c� b
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vuT
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c� b
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�
co� po �prav� d�v�
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Pou�ijeme�li nyn� �a�� dostaneme

uvT
�	

b
a



�

�p
q

�

�

	
c
b


�
�

	 �
� � a

p
m

��� b
p
m



Z tohoto vyj�d�en� je patrn�� �e vektor u � R� je skal�rn�m n�sobkem vektoru na prav� stran�
posledn� rovnosti� Jeliko� skal�rn� n�sobek m��eme zvolit libovoln�� polo��me

u �

	 �
� � a

p
m

��� b
p
m



Pak pro vektor v � R� dostaneme rovnici

v�

�
b�

�p
q

�

�
c

�
� v�

�
a�

�p
q

�

�
b

�
� �

a z �a� plyne

v�
�
� � b

p
m
�
� v�

�
�

�
� a

p
m

�
�
p
m

�e�en�m t�chto dvou rovnic je vektor

v �
�
�

	 p
q � b

p
m
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�

p
q � c

p
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kde

� �

�
�

�
c� b

�
�

�
b� �

�
a

�p
q � �ac� b��

p
m

Pozn�mka 	� Vzorec �S� m��eme pou��t tak� �e m�sto vztahu s � �Hg pou��v�me vztahy

 g � ST g�  s � � g� s � S s

Jeliko� d � �s� m��eme polo�it  d � � s a  y � ST �g� � g�� Matici S pak aktualizujeme podle vzorce

S� �
p
�S�I �  u vT �

kde  u � u�  d � u� y a  v � v�  d � v� y ���sla u�� u� a v�� v� jsou ur�eny v�tou �'�� Tento zp�sob se
pou��v� zejm�na tehdy� nen��li matice S �tvercov�� nap��klad p�i �e�en� �loh s line�rn�mi omezen�mi�
kdy m� matice S v�ce ��dk� ne� sloupc��

Pozn�mka �� Pro metodu DFP plat� � � �� �ili q � �b���a� a m � ����ab�� tak�e po dosazen� do
�S� dostaneme

S� �
p
�

�
S �

�
a
S

�r
�a

�b
 d�  y

�
 yT
�

�SD�

Pro metodu BFGS plat� � � �� �ili q � �c���b� a m � ��b�� tak�e po dosazen� do �S� dostaneme

S� �
p
�

�
�S �

�
b
S  d


s
�b

�c
 d�  y

�T
�
A �SB�

Pro metodu hodnosti � plat� � � ��������� � a�b�� �ili q � ������c � b���b� �����a� a m � �� tak�e
po dosazen� do �S� dostaneme







S� �
p
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�
B�S �

p
q � ��

�
�

��
c � � �

�
b� a

S

�
�

�
 d�  y

��
�

�
 d�  y

��CA
T

�SR�

Pozn�mka �
 Podle v�ty �' plat� H � SST kde matice S je aktualizov�na podle vztahu �S��
P�edpokl�dejme nyn�� �e B � ATA � �S���TS�� � H��� Vztah pro aktualizaci matice A � S��

m��eme odvodit pomoc� Shermanova�Morrisonova vzorce� Plat�

A� �
�p

�S
�
I �  UuvT  UT

����
�

�p
�

�
I � �p

q
 UuvT  UT

�
A �A�

�viz d�kaz v�ty �'�� Pro metodu DFP plat�

A� �
�p
�



A �

�
b


s
�b

�a
 y �  d

�
 yTA

�
�AD�

Pro metodu BFGS plat�

A� �
�p
�



A �

�
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 d

�r
�c

�b
 y �  d

�T
A

�
�AB�

Pro metodu hodnosti � plat�

A� �
�p
�

�
B�A�

��
p
q � ��

�
�

��
a� ��

�
b� c

�
�

�
 y �  d

��
�

�
 y �  d

�T
A

�
CA �AR�

kde ��q � ������a � b���b � �����c�� Aktualizace �A� se pou��v� zejm�na v �loh�ch na nejmen��
�tverce�

Uk��eme je�t� jednu vlastnost metod s prom�nnou metrikou�

V�ta 	� Nech! W je symetrick� pozitivn� de"nitn� matice� Pak Frobeniova norma kW��
���B� �
B�W��
� kF je minim�ln� na mno�in� v�ech matic spl(uj�c�ch podm�nku

��B� �B�d �
�

�
y �Bd

�
� w

pr�v� tehdy� plat��li

B� �
�
�

�
B �

WdwT �w�Wd�T

dTWd
� wTd

dTWd

Wd�Wd�T

dTWd

�

D�kaz Jeliko� matice �B� �B je symetrick�� m��eme polo�it �B� �B � X �XT � kde X je zat�m
nezn�m� �tvercov� matice � Nutnost dok��eme pomoc� Lagrangeovy funkce

L �
�
�
kW��
��X �XT �W��
� k�F �uT �w � �X �XT �d� �

�
�
�

nX
i��

nX
j��

�eTi W
��
��X �XT �W��
�ej�� �

nX
i��

ui

�
�wi � nX

j��

eTi �X �XT �ejdj

�
A

kde u � Rn je vektor Lagrangov�ch multiplik�tor� �ei� ej jsou sloupce jednotkov� matice ��du n��
Derivov�n�m Langrangovy funkce dostaneme


�



�L

�Xkl
�

�
�

nX
i��

nX
j��

�eTi W
��
��X �XT �W��
�ej��e

T
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T
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T
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T
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nX
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nX
j��

eTl W
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�eie

T
i W
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��X �XT �W��
�eje
T
j W
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�
nX
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nX
j��

ui�eTi eke
T
l ej � eTi ele

T
k ej�dj �

� eTkW
���X �XT �W��el � �ukdl � uldk�

Podm�nka pro stacionaritu Langrangovy funkce m� tedy tvar

�B� �B � W �udT � duT �W

Dosad�me�li tento vektor do vztahu ��B� � B�d � w� dostaneme po �prav�

�dTWd �W �Wd�Wd�T �u � w

Pou�ijeme�li Sherman�v�Morrison�v vzorec m��eme vypo��tat inverzi

�dTWd �W �Wd�Wd�T ��� �
�

dTWd

�
W�� � ddT

�dTWd

�
�z pozitivn� de"nitnosti matice W plyne dTWd �� � pro d �� ��� Plat� tedy

u �
�

dTWd

�
W�� � ddT

�dTWd

�
w

co� po dosazen� do vztahu pro �B��B d�v� tvrzen� v�ty� Posta�itelnost plyne z konvexity Frobeniovy
normy�

Pozn�mka �	 Zvol�me�li matici W tak� aby platilo Wd � y � �Bd� kde � se vol� tak� �e

b�b� �������c�
�b � �c��

� �

dostaneme aktualizaci �B�� Jestli�e � � � �neboli Wd � y�� dostaneme metodu DFP� Jestli�e
� �

p
������b�c� dostaneme metodu BFGS� Jestli�e � � ��� dostaneme metodu hodnosti �� Zvol�me�

li W � I� dostaneme metodu� kter� nepat�� do Broydenovy t��dy a kter� se naz�v� Powellovou
symetrizac� Broydenovy metody �PSB��

B� �
�
�

�
B �

dwT �wdT

dTd
� wTd

dTd

ddT

dTd

�
Metoda PSB nezaru�uje pozitivn� de"nitnost matice B� � tak�e nemus� glob�ln� konvergovat� P�esto
je t�to� obecn� velmi neefektivn�� metod� v�nov�na velk� publicita� kter� souvis� s jej� p��buznost� s
n�kter�mi metodami pro ��dk� �lohy �V�ta ����

Lemma 	� Nech! xi� i � N je posloupnost generovan� metodou s prom�nnou metrikou z Broydenovy
t��dy takovou� �e � � �i � �� � � �i � � a �� � ����i � �i � � � �� kde � 	 � 	 �� Nech! funkce
F � Rn � R spl(uje podm�nky �F
� a �F��� Pak plat�
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det�Bi��� �
�
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�i
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det�Bi�
yTi di

dTi Bdi

�
�� �i

��i

�
� �

�n
�
�
det�Bi��

�� ��
�i

�D�

kde �i � � je d�lka kroku a �i � �� je sm�rov� kosinus �jgTi dij � �i k gi kk di k��

D�kaz Vztah �B� m��eme po rozn�soben� zapsat takto

Bi�� �
�
�i

�
Bi �

�i
�i

yiy
T
i

yTi di
� �i

dTi Bidi

yTi di

yiy
T
i

yTi di
� �i

yTi di
�Bidiy

T
i � yi�Bidi�T �� �

�i � �

dTi Bidi
Bidi�Bidi�T

�

Vyu�ijeme�li toho� �e stopa je line�rn� maticovou funkc� a toho� �e pro libovoln� dva vektory u � Rn�
v � Rn plat� Tr�uvT � � vTu� dostaneme prvn� ��st vztahu �T�� Druhou ��st tohoto vztahu odvod�me
pomoc� v�t o st�edn� hodnot�

yi � gi�� � gi �
Z �

�

G�xi � �di�did�
��  Gidi �a�

a

Fi�� � Fi � gTi di �
�
�
G k di k� �b�

a pomoc� vztah� Fi�� � Fi � ��g
T
i di �S
a� a yTi di � �� � ���jgTi dij �S
b� a Bidi � ��igi �VM���

Podle �a�� �S
b� a �VM�� plat�

yTi yi

yTi di
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dTi
 G�
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dTi
 Gidi

� G

dTi Bidi

yTi di
� � �ig

T
i di

�gi�� � gi�Tdi
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jyTi Bidij
yTi di

� k  Gdi kk �igi k
��� ���jgTi dij

� �iG

��� ����i

Pou�ijeme�li �b� a �S
a� dostaneme

�� � ���jgTi dij �
�
�
G k di k�

Neboli k gi k � k di k� G����i��� ����� tak�e m��eme ps�t

�Bidi�TBidi

dTi Bidi
�

�i k gi k
k di k �i �

�iG

���� �����i

Dosad�me�li z�skan� nerovnosti do prvn� ��sti vztahu �T� a u�ijeme�li toho� �e �i � �� � �� 	 ��
dostaneme druhou ��st tohoto vztahu� P�i d�kazu vztahu �D� vyjdeme z toho� �e plat�

det��iBi��� � detBi�qi


%



�lemma ���� Vztah pro ��qi lze odvodit pomoc� duality �pozn�mka �$� nebo pou�it�m vztahu svazu�
j�c�ho �i s �i �v�ta �%�� Dostaneme

�
qi

�
�i
�i

yTi di

dTi Bidi

�
�� �i

��i

�
�pozn�mka �	�� co� po dosazen� do vztahu pro det��iBi��� d�v� prvn� ��st vztahu �D�� Druh� ��st
tohoto vztahu plyne z ji� dok�zan�ch nerovnost��

V�ta �� �Glob�ln� konvergence� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu �	� Pak

lim inf
i��

k gi k� �

D�kaz Podle vztahu �T� dostaneme
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k di k�
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k di k � �

k yi kk di k
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�
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�
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�
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�
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G

G

�
Tr�Bi�

�pou��v�me v�ty o st�edn� hodnot��� Tento line�rn� rekurentn� vztah implikuje existenci konstanty
C � � takov�� �e

Tr�Bi��� � C
i���k

�hodnotu Tr�Bk�� k � i� pova�ujeme za po��te�n��� Podle druh� ��sti �D� je

det�Bi��� � ���� ���
��n

det�Bi�
�
�i
�
�
���� ���

��n

�i���k
det�Bk�

iY
j�k

�
�j

Pou�it�m nerovnosti pro geometrick� a aritmetick� pr�m�r dostaneme
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n

�n
� �Tr�Bi����

n � �C
n
�i���k

tak�e
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neboli podle nerovnosti pro geometrick� a aritmetick� pr�m�r
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�
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Ozna�me


i �
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�

�G
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� �G

���� �����i

a p�epokl�dejme� �e lim infi�� k gi k� �� Pak podle d�kazu v�ty $ nutn� plat� �i � � a tedy

i � ��� Existuje tedy index k � N takov�� �e 
i 	 ���G�� 	 � �i � k� Pak ale podle �T� a ���
plat�
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�
G�i � �� k�� �
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�
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iX
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�
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Zvol�me�li index i tak aby platilo

i � k � � �
�Tr�Bk�

�G
� k

je posledn� v�raz z�porn�� co� je spor� nebo! stopa SPD matice je kladn��

Pozn�mka �� V�ta 
� je nejobecn�j��m doposud zn�m�m tvrzen�m o glob�ln� konvergenci metod
s prom�nnou metrikou� Tato v�ta vy�aduje aby byla spln�na podm�nka �F�� �exitence konstanty
C � ��� tak�e ji lze pou��t pouze pro konvexn� funkce� Podm�nka �i � �� i � N � je pro d�kaz V�ty 
�
d�le�it� a je pou�ita i v Algoritmu 
�

Pozn�mka �� V�ta 
� teoreticky zd�vod(uje �patn� konvergen�n� vlastnosti metody DFP �s nep�es�
n�m v�b�rem d�lky kroku�� Metoda DFP odpov�d� volb� � � �� i � N � tak�e nen� spln�n p�edpoklad
�i � �� � 	 �� i � N � Ve vztahu �T� vymiz� posledn� �len a nelze pak pou��t princip d�kazu�

Nyn� uvedeme tvrzen� o superline�rn� konvergenci metod s prom�nnou metrikou� Jeliko� super�
line�rn� konvergence vy�aduje aby v jist�m smyslu platilo Bi � G� �v�ta �
�� budeme po�adovat
spln�n� p�edpoklad� v�ty �� ��i � �� �i � �� �i � N ��

Tvrzen� �
 �Superline�rn� konvergence� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu �	 s �i � ��
�i � �� a nech! nav�c xi � x�� funkce F � Rn � R spl(uje podm�nku �F�� a �i � � se vyb�r� v�dy�
kdy� tato hodnota vyhovuje slab� Wolfeho podm�nce� Pak jestli�e

�X
i��

	i��

�i
��i

	�

plat�

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

Pozn�mka �� K d�kazu tvrzen� 
� se pou��v� invariance Broydenovy t��dy metod s prom�nnou
metrikou k transformaci prom�nn�ch� Ozna��me�li x � T #x pak #g � TTg� #G � TTGT a tak� d � T #d�
#y � TT y� Ozna��me�li #B � TTBT � #B� � TTB�T � pak z �B� plyne

#B� �
�
�



#B �

�

�

�
#b
#y#yT � �

#c
#B #d� #B #d�T �

�

#c

�
#c
#b
#y � #B #d

��
#c
#b
#y � #B #d

�T�
�#B�

kde #a � #yT #B��#y� #b � #yT #d� #c � #dT #B #d a kde parametry �� �� � jsou stejn� jako v �B�� Pro teoretick�
��ely se pokl�d� T � �G���

�
� �

Nyn� uvedeme n�kolik pozn�mek k implementaci metod sprom�nnou metrikou�

�� V�b�r d�lky kroku� Metody s prom�nnou metrikou nejsou citliv� na v�b�r d�lky kroku� Je
mo�n� pou��t algoritmus � beze zm�ny� Vol� se po��te�n� odhad

� � min

�
��

��F � Fi�
sTi gi

�


$



�� Stabilizace �parametr ��� Ozna�me ���� � F �x � �d�� Parametr � se vol� tak� aby platilo
dTB�d � ������� Pou�it�m zp�tn�ho rozvoje ���� � ���� � ����� � ����#����� kde � � #� � ��
m��eme ps�t ����#�� � ������ � ���� � ������� tak�e po dosazen� dTB�d � ����#�� � ������ do
�VM
� dostaneme dTy�� � dTB�d � ������ � ���� � ������� co� d�v�

� �
dTy

��F � F� � dT g��

Tuto hodnotu pou��v�me pouze tehdy� jestli�e ���� � � � ���� v opa�n�m p��pad� pokl�d�me
� � ��


� *k�lov�n� �parametr ��� Jeliko� podle �VM
� m� platit B�d � y��� je v�hodn� volit parametr
� tak� aby Bd�� bylo co nejbl��e k y��� Tedy nap��klad

dTBd�� � dTy��� ��� � c�b

nebo

yT d�� � yTB��y�� � ��� � b�a

Dal�� mo�nost je geometrick� st�ed ��� � �c�a�
�
� � Tedy k dan�mu � najdeme � � �c�b nebo

� � �b�a nebo � � ��c�a�
�
� � Pokud pro takto z�skanou hodnotu neplat� � � � � �� pokl�d�me

� � ��
�� V�b�r konkretni metody �parametr ��� Praktick� zku�enosti uk�zuj�� �e z jednoduch�ch metod

je nej��inn�j�� metoda BFGS a �e metoda DFP je velmi �patn�� A�koliv metodu BFGS lze
p�ekonat n�kter�mi slo�it�j��mi metodami� stabilizace a �k�lov�n� rozd�ly mezi nimi st�raj� �s
celkov�m zlep�en�m ��innosti�� tak�e lze doporu�it stabilizovanou a �k�lovanou metodu BFGS
realizovanou algoritmem 
�

Algoritmus � �VM� Data �� � ����� �� � ��	� � � �� � � ����� � � ���� � � �� � � ���

Krok 
 Zvol�me po��te�n� odhad x� � Rn vypo�teme F� � F �x��� g� � g�x��� zvol�me po��te�n�
SPD matici H� �obvykle H� � I� a polo��me i � ��

Krok 	 Pokud k gi k� � ukon��me v�po�et� V opa�n�m p��pad� polo��me si � �Higi a ur��me
d�lku kroku �i pou�it�m algoritmu �� Polo��me xi�� � xi � �isi a vypo�teme Fi�� �
F �xi���� gi�� � g�xi����

Krok � Polo��me di � xi�� � xi a yi � gi�� � gi� Ur��me parametr �i podle �� Jestli�e �i 	 �
nebo �i � � polo��me �i � �� Ur��me parametr �i podle 
� Jestli�e i � � a sou�asn�
�i 	 � nebo �i � �� polo��me �i � �� Zvol�me �i � � �metoda BFGS�� Ur��me matici
Hi�� podle �H�� zv�t��me i o � a p�ejdeme na krok ��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� t�� metod �CG � metoda sdru�en�ch gradient�� VM metoda
s prom�nnou metrikou� MN modi"kovan� Newtonova metoda� p�i minimalizaci �� testovac�ch funkc�
s ��� ��� �� a $� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT a funk�n�ch hodnot NFV� jako�
i celkov� �as v�po�tu��


	



Metoda n NIT � NFV 
as
CG �� ���� � �%�
 ����

�� �
�% � �$	' 
���
�� ���� � �
	' ����	
$� ��
� � $��� ���
'

VM �� 	�	 � ���� ����
�� ���� � ��%� ���

�� ��	� � �%%% '�$�
$� ���� � ��

 
��
'

MN �� ��� � ��' ����
�� ��' � ��$ 
�
�
�� �

 � �'� �����
$� ��� � %$% �������

�� Metody s lok
ln� omezen�m krokem

��
� Z�kladn� vlastnosti metod s lok�ln� omezen�m krokem

P�i v�kladu metod s lok�ln� omezen�m krokem budeme pou��vat ozna�en�

Qi�s� � gTi s�
�
�
sTBis

pro kvadratickou funkci� kter� lok�ln� aproximuje rozd�l F �xi � s� � F �xi� a ozna�en�


i�s� � �Bis� gi�� k gi k
pro p�esnost ur�en� sm�rov�ho vektoru� D�le budeme pou��vat ozna�en�

�i�s� �
F �xi � s� � F �xi�

Qi�s�

pro pod�l skute�n�ho a p�edpov�d�n�ho poklesu funkce F � Rn � R�

De�nice 		 �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda xi�� � xi � �isi� i � N � je metodou s
lok�ln� omezen�m krokem� jestli�e sm�rov� vektory si � Rn� i � N � se ur�uj� tak� �e

k si k� +i �T�a�

k si k	 +i �k 
i�si� k� 
i � 
 �T�b�

�Qi�si� � � k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k� �T�c�

kde � 	 � 	 �� a � � 
 	 � a kde d�lky kroku �i � �� i � N � se vyb�raj� tak� �e

�i�si� � �� �i � � �T�a�

�i�si� � �� �i � � �T�b�

P�itom posloupnost +i � �� i � N � se konstruuje tak� �e

�i�si� 	 �� � k si k� +i�� � � k si k �T
a�

�i�si� � �� +i � +i�� � �+i �T
b�

kde � 	 � � � 	 � 	 � a � 	 � 	 ��

��



Pozn�mka �� Jestli�e 
 � � nebo 
 � � dostaneme p�esn� nebo nep�esn� metody s lok�ln�
omezen�m krokem�

Pozn�mka �
 Normy v �T�� a �T
� mohou b�t i jin� ne� euklidovsk�� N�kter� podm�nky mohou
b�t oslabeny�

Pozn�mka �� Ozna��me N� 
 N mno�inu index� takov�ch� �e k si k	 +i� N� 
 N mno�inu index�
takov�ch� �e �i�si� � �� a N� 
 N mno�inu index� takov�ch� �e �i�si� � ��

Lemma �	 Aplikujeme�li metodu s lok�ln� omezen�m krokem �T����T
� na funkci F � Rn � R�
kter� spl(uje podm�nku �F
�� existuje konstanta c � � takov�� �e

k si k� cmi�Mi ���
kde

mi � min
��j�i

k gj k

Mi � max
��j�i

k Bj k

D�kaz �a� Nech! i � N�� Pak podle �T�b� plat�

j k Bisi k � k gi k j �k Bisi � gi k�k 
i�si� kk gi k� 
 k gi k
tak�e bu) k Bisi k�k gi k nebo k Bisi k	k gi k a k Bisi k� ���
� k gi k� Spojen�m t�chto nerovnost�
dostaneme k Bi kk si k�k Bisi k� ��� 
� k gi k� co� d�v� k si k� ��� 
�mi�Mi�
�b� Nech! i �� N�� Pak podle de"nice mno�iny N� a funkce Qi�s� plat�

F �xi � si�� F �xi� � �Qi�si� � �

�
gTi si �

�
�
sTi Bisi

�
� �

�
gTi si �

�
�
k Bi kk si k�

�
Z druh� strany �v�ta o st�edn� hodnot�� dostaneme

F �xi � si�� F �xi� � gTi si �
�
�
G k si k�

co� dohromady d�v�

�
�
�G� � k Bi k� k si k�� �� � ��gTi si

z �T�c� dostaneme

�� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k� � Qi�si� � gTi si �
�
�
k Bi kk si k�

co� spolu s p�edchoz� nerovnost� d�v�

�
�
�G� � k Bi k� k si k� � �� � ��gTi si �

�
�
�� � �� k Bi kk si k� �

� ���� �� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k�
neboli

�
�
�G� k Bi k� k si k�� ���� �� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k�

tak�e bu) k si k�k gi k � k Bi k� mi�Mi nebo

�
�
�GMi� k B� k �Mi� k si k� ���� �� k gi k

co� d�v� k si k� ������ �� k B� k ��G� k B� k��mi�Mi

��



�c� Nech! i � �� Pokud k g� k� �� plat� z�ejm� k s� k�k g� k � k B� k� m��M�� Pokud k g� k�� �
m��eme ps�t

k s� k� k s� kk B� k
k g� k

k g� k
k B� k

tak�e k s� k� �k s� kk B� k � k g� k�m��M�

�d� Nech! i �� N�� i � N� a i �� �� Nech! k 	 i je nejv�t�� index pro kter� neplat� sou�asn� k �� N��
k � N� a k �� �� Pak podle �T
� a �T�a� plat�

k si k� +i � +k�� � min�+k� � k sk k� � min�k sk k� � k sk k� � � k sk k
tak�e podle �a���c� plat�

k si k� � k sk k� cmk�Mk � cmi�Mi

kde

c � �min

�
��� 
��

����� �� k B� k
G� k B� k

�
k s� kk B� k
k g� k

�

V�ta �� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� metodou s lok�ln� omezen�m krokem
�T����T
� takov�� �e

�X
i��

�
Mi

��

kde Mi� i � N � jsou ��sla de"novan� v lemmatu 
�� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje podm�nky
�F�� a �F
�� Pak plat�

lim inf
i��

k gi k� �

D�kaz �a� P�edpokl�dejme� �e existuje ��slo � � � tak� �e k gi k� � �i � N � Pak podle lemmatu 
�
plat�

k si k� c�

Mi
���

�i � N � Proto�e N� 
 N�� m��eme ps�t

Fi � Fi�� � F �xi� � F �xi � si� � ��Qi�si� � ���min�k si k� ��Mi� � ����c�Mi

�i � N�� tak�e

F� � F � lim
i��

�F� � Fi��� �
�X
i��

�Fi � Fi��� �
X
i	N�

�Fi � Fi��� � ����c
X
i	N�

�
Mi

Plat� tedy

X
i	N�

�
Mi

	�

�b� Nech! i � N � nech! r je p�irozen� ��slo takov�� �e �
r��

� 	 � �takov� ��slo existuje nebo! � 	 � a
� 	�� a nech! p�i� je po�et index� z mno�iny ��� i� � f�� � � � � ig� kter� jsou prvky mno�iny N� ��ili
p�i� je mohutnost mno�iny ��� i��N��� Ozna�me

N� � fi � N � rp�i� 	 ig
Pak podle �T�a� a �T
� plat�

��



+i � �p	i��
�
i���p	i��


+� � �	i��

r�
	r��
	i��

r

+� �
�
��

	r��

�	i��

r

+�

Proto�e podle p�edpokladu je ��
r��

	 �� m��eme ps�t

X
i	N�

+i �
X
i	N�

�
��

	r��

�	i��

r

+� �
�X
i��

�
��

	r��

�	i��

r

+� �
+�

��
�
��

	r��

��
r 	�

Pou�ijeme�li nyn� �T�a� a ���� dostaneme

X
i	N�

�
Mi

� �
c�

X
i	N�

k si k� �
c�

X
i	N�

+i 	�

�c� Nyn� sta�� dok�zat� �e

X
i	N�

�
Mi

	�

kde N
 � N nN�� tak�e N
 � fi � N � rp�i� � ig� Ozna�me

N� � fi�� i�� i� � � �g
N
 � fk�� k�� k� � � �g

�p�edpokl�d�me uspo��d�n� prvk� podle velikosti� a sestrojme mno�inu

N� � fl�� l�� l� � � �g � fi�� � � � � i�� �z �
r�kr�t

� i�� � � � � i�� �z �
r�kr�t

� i�� � � � � i�� �z �
r�kr�t

� � � �g

Z konstrukce mno�iny N
 plyne� �e

rp�kj� � kj � j �j � N

tak�e podle de"nice mno�iny N� dostaneme

lj � lrp	kj
 � ip	kj
 � kj �j � N

nebo! ip	kj 
 je posledn� prvek mno�iny ��� kj� � N�� Plat� tedy Mlj � Mkj �j � N � tak�e podle �a�
dostaneme

X
i	N�

�
Mi

�
�X
j��

�
Mkj

�
�X
j��

�
Mlj

�
X
i	N�

�
Mi

� r
X
i	N�

�
Mi

	�

Pozn�mka �� P�edpoklady v�ty 

 jsou spln�ny nap��klad tehdy� jestli�e k Bi k� B �i � N � D�kaz
tohoto d�l��ho tvrzen� je velmi jednoduch�� Sta�� ��st �a� d�kazu v�ty 

 pozm�nit tak� �e

F� � F � lim
i��

�F� � Fi��� �
�X
i��

�Fi � Fi��� �
X
i	N�

�Fi � Fi��� � ����c
X
i	N�

�

B

Je�li mno�ina N� nekone�n�� dojdeme ihned ke sporu� Je�li mno�ina N� kone�n�� mus� podle �T
a�
platit +i � �� co� spolu s �T�a� d�v� k si k� �� co� je ve sporu s ����
V�ta �� �superline�rn� konvergence�� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� metodou
s lok�ln� omezen�m krokem �T����T
� takov�� �e xi � x�� Nech! funkce F � Rn � R spl(uje
podm�nky �F
� a �F��� Nech!

lim
i��


i � � ���

�




lim
i��

k �Bi �Gi�si k
k si k � � ���

a k Bi k� G �i � N � kde G � ��G��� Pak posloupnost xi� i � N � konverguje Q�superline�rn� k bodu
x� � Rn�

D�kaz �a� Uk��eme� �e existuje index k� � N takov�� �e

k gi k� �
�
G k si k

a

�Qi�si� � �G�

�G
k si k�

�i � k�� pokud G 	 ��G��� Ozna�me �i � �Bi �Gi�si� k si k� Pak plat�

sTi Bisi � sTi Gisi � sTi �i k si k� sTi Gisi� k �i kk si k�

a jeliko� k �i k� �� Gi � G� a G 	 ��G��� existuje index k� � N takov�� �e sTi Bisi � G k si k�
�i � k�� Z de"nice Qi�si� a z �T�c� plyne

� � Qi�si� � gTi si �
�
�
sTi Bisi � �

�
G k si k� � k gi kk si k

co� d�v� k gi k� �G��� k si k �i � k�� Pou�ijeme�li je�t� jednou �T�c�� m��eme ps�t

�Qi�si� � � k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k� � �G

�
min���

G

�G
� k si k�� �G�

�G
k si k�

�b� Uk��eme� �e existuje index k� � k� tak� �e i � N� �i � k�� Podle v�ty o st�edn� hodnot� plat�

F �xi � si�� F �xi� � sTi gi �
�
�
sTi Gisi � o�k si k�� � Qi�si� �

�
�
sTi �Gi � Bi�si � o�k si k��

tak�e

�i�si� �
F �xi � si� � F �xi�

Qi�si�
� � �

sTi �Gi �Bi�si � o�k si k��
�Qi�si�

Podle �a� v�ak plat�����sTi �Gi �Bi�si � o�k si k��
�Qi�si�

���� � �G

�G�

k �i kk si k� �o�k si k��
k si k� � �

nebo! k �i k� �� Plat� tedy �i�si� � � a jeliko� � 	 �� existuje index k� � k� takov�� �e �i�si� � �
�i � k��
�c� Uk��eme� �e existuje index k � k� takov�� �e i � N� �i � k� Poznamenejme nejprve� �e mno�ina
N� 
 N je nekone�n�� Kdyby tomu tak nebylo� muselo by platit k si k� +i � +k� �i � k�� nebo! z
�b� plyne i � N� �i � k�� To je v�ak spor� nebo! podle �a� plat� k si k�k gi k �G� tak�e k gi k� �
implikuje k si k� �� Omezme se nyn� pouze na indexy i � k�� i � N� a ozna�me 
i � 
i�si�� Podle
���� ��� a �T�b� plat� k 
i k� � a k �i k� �� tak�e stejn�m zp�sobem jako v d�kazu v�ty �
 se d�
uk�zat� �e existuje index k� � k�� k� � N� takov�� �e

k gi k �G �k si k�k gi k �G
�i � k�� i � N�� Pou�ijeme�li v�tu o st�edn� hodnot�� m��eme ps�t

gi�� � g�xi � si� � gi �Gisi � o�k si k�
nebo! i � N� 
 N�� Ozna�me

��



�i �
gi�� � gi �Bisi

k gi k
Pak podle p�edchoz� �vahy plat� k �i k�k �i k �G� o�k si k�� k si k� �� Jeliko� z�rove( k 
i k� ��
existuje index k � k�� k � N� takov�� �e k �i k	 �G�G��� a k 
i k	 �G�G��� �i � k� i � N�� Pak
m��eme ps�t

k si�� k � �
G
k gi�� k� �

G
�k gi�� � gi � Bisi k � k Bisi � gi k� �

� G

G
�k �i k � k 
i k� k si k	

�
�
�
�

�
�

�
k si k�k si k

Jeliko� i � N� podle �b�� plat� +i�� � +i� co� d�v� k si�� k	k si k� +i � +i��� tak�e i � � � N��
Indukc� dostaneme i � N� �i � k�
�d� Superline�rn� konvergence� Plat�

k gi�� k
k gi k � k gi�� � gi �Bisi k � k Bisi � gi k

k gi k �k �i k � k 
i k

co� spolu s k �i k� � a k 
i k� � d�v�

lim
i��

k xi�� � x� k
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��	� Metody s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem

De�nice 	� Metody s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem pou��vaj� sm�rov� vektory si � Rn�
i � N � takov�� �e

si � arg min
ksk��i

Qi�s� �T��

p�i�em� k si k� +i� pokud toto minimum nen� jedin��

V�ta �� Sm�rov� vektor ur�en� podle �T�� vyhovuje podm�nk�m �T�� s 
 � � a � � ����

D�kaz Podm�nka �T�a� je p��mo sou��st� podm�nky �T���
�a� P�edpokl�dejme� �e si � Rn je �e�en�m �lohy �T��� p�i�em� k si k	 +i� Pak nutn� Qi�s� je ryze
konvexn� funkce a Bisi � gi � �� tak�e 
i�si� � � a

�Qi�si� � gTi B
��
i gi � �

�
gTi B

��
i gi �

�
�
gTi B

��
i gi � �

�
k gi k� � k Bi k

�b� Nech! k si k� +i� Polo�me

s � � gTi gi

gTi Bigi
gi

a p�edpokl�dejme� �e k s k� +i a gTi Bigi � �� Pak plat�

�Qi�s� �
�gTi gi�

�

gTi Bigi
� �

�
�gTi gi�

�gTi Bigi
�gTi Bigi��

�
�
�
�gTi gi�

�

gTi Bigi
� �

�
k gi k� � k Bi k

Podle �T�� mus� b�t Qi�si� � Qi�s� tak�e nutn�

�Qi�si� � �Qi�s� � �
�
k gi k� � k Bi k

�c� Nech! k si k� +i a bu) k s k� +i nebo gTi Bigi � �� kde s � Rn je vektor de"novan� v �b��
Jestli�e k s k� +i a gTi Bigi � �� pak k gi k� �gTi Bigi � +i neboli

��



gTi Bigi 	k gi k� �+i

Stejn� nerovnost plat� pro gTi Bigi 	 �� Polo�me  s � ��+i� k gi k�gi tak�e k  s k� +i� Pak plat�

�Qi� s� � +i k gi k ��
�

+�
i

k gi k� g
T
i Bigi � +i k gi k ��

�
+i k gi k� �

�
+i k gi k� �

�
k si kk gi k

nebo! k si k� +i� Podle �T�� mus� b�t Qi�si� � Qi� s� tak�e nutn�

�Qi�si� � �Qi� s� � �
�
k gi kk si k

���� V�po�et optim�ln�ho lok�ln� omezen�ho kroku

V�ta �� Vektor si � Rn je �e�en�m �lohy �T�� pr�v� tehdy� jestli�e k si k� +i a jestli�e existuje
��slo �i � � takov�� �e matice Bi � �iI je pozitivn� semide"nitn� a plat� �Bi � �iI�si � gi � � a
�k si k �+i��i � ��

D�kaz Dok��eme nejprve nutnost� Jestli�e k si k	 +i� pak nutn� Bisi� gi � � a �k si k �+i� �� � a
funkce Qi�s� je konvexn�� tak�e matice Bi je pozitivn� semide"nitn�� Jsou tedy spln�ny dokazovan�
podm�nky s �i � �� Jestli�e k si k� +i mus� b�t spln�ny Kuhnovy�Tuckerovy podm�nky �Bi �
�iI�si � gi � � a �k si k �+i��i � � kde �i � �� Zb�v� dok�zat pozitivn� semide"nitnost matice
Bi � �iI� Pro libovoln� vektor s � Rn takov�� �e k s k� +i plat�

Qi�s� �Qi�si� � �s � si�
Tgi �

�
�
sTBis � �

�
sTi Bisi �

� �si � s�T �Bi � �iI�si �
�
�
sTBis � �

�
sTi Bisi �

�
�
�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� �

�
�
�i�sTi si � sT s� �

�
�
�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� � �

tak�e matice Bi � �iI mus� b�t pozitivn� semide"nitn�� Nyn� dok��eme posta�itelnost� Jestli�e
k si k	 +i� je funkce Qi�s� konvexn� �matice Bi � �iI je pro �i � � pozitivn� semide"nitn�� �
tak�e nutn� podm�nky jsou z�rove( posta�uj�c�mi podm�nkami� Jestli�e k si k� +i� pak dokazovan�
podm�nky implikuj� �tak jako d��ve�� �e

Qi�s� �Qi�si� � �s � si�Tgi �
�
�
sTBis � �

�
sTi Bisi �

�
�
�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� �

�
�
�i�sTi si � sT s� �

� �
�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� � �

pro v�echny vektory s � Rn takov�� �e k s k�k si k� +i�

Tvrzen� v�ty 
% tvo�� z�klad algoritmu� ve kter�m se neline�rn� rovnice ���� �� �
�i
� �

ksi	�
k
�e��

pomoc� Newtonovy metody �zde vektor si��� je �e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic �Bi � �I�si��� �
gi � ���

Algoritmus � Data � 	 � 	 � 	 � �obvykle � � ��	 a � � �����

Krok 
 Ur��me � jako maxim�ln� diagon�ln� prvek matice �B� Polo��me � � � a � �k g k
�+� k B k� Polo��me � � max��� ���

�%



Krok 	 Polo��me � � max��� ��� Jestli�e � 	 � polo��me � �
p
���

Krok � Je�li matice B � �I SPD� ur��me rozklad RTR � B � �I a p�ejdeme na krok �� V
opa�n�m p��pad� ur��me vektor v � Rn takov�� �e k v k� � a vT �B��I�v 	 �� polo��me
� � � � vT �B � �I�v a p�ejdeme na krok ��

Krok � Ur��me vektor s � Rn �e�en�m rovnice RTRs�g � �� Jestli�e k s k� �+� polo��me � � �
a p�ejdeme na krok %� Jestli�e �+ �k s k� �+ ukon��me v�po�et� Jestli�e k s k	 �+
a � � � ukon��me v�po�et� Jestli�e k s k	 �+ a � �� � polo��me � � � a p�ejdeme na
krok ��

Krok � Ur��me vektor v � Rn tak� aby tento vektor byl dobrou aproximac� vlastn�ho vektoru
matice B p��slu�n�ho vlastn�mu ��slu ��B� a aby platilo k v k� � a vT s � �� Ur��me
��slo � � � tak� aby platilo k s��v k� +� Jestli�e �� k Rv k�� ��� ����k Rs k� ��+���
polo��me s �� s��v a ukon��me v�po�et� V opa�n�m p��pad� polo��me � � �� k Rv k�
a p�ejdeme na krok %�

Krok � Ur��me vektor v � Rn �e�en�m rovnice RT v � s a polo��me

� �� ��
k s k�
k v k�

�k s k �+
+

�
Pokud � 	 � polo��me � � �� Pokud � � � polo��me � � �� P�ejdeme na krok �

���� Nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem

K ur�en� lok�ln� omezen�ho kroku m��eme velmi efektivn� pou��t metodu sdru�en�ch gradient�
aplikovanou na minimalizaci kvadratick� funkce

Q�s� � gT s�
�
�
sTBs

�vynech�v�me index i�� Metoda sdru�en�ch gradient� pou��v� rekurentn� vztahy

s� � �� g� � g p� � �g
a

qi � Bpi� �i �k gi k� �pTi qi �CG�

si�� � si � �ipi

gi�� � gi � �iqi� �i �k gi�� k� � k gi k�
pi�� � �gi�� � �ipi

pro � � i � n�

Pozn�mka �� Plat� gi � Bsi � g�

Pozn�mka �
 Hodnota �i �k gi k� �pTi qi realizuje p�esn� v�b�r d�lky kroku� nebo! plat�

pTi gi�� � pTi gi � �ip
T
i qi � � k gi k� ��k gi k� �pTi gi�pTi qi � �

Pou�ili jsme induk�n� krok

pTi gi � � k gi k� ��i��pTi��gi � � k gi k�

V�ta �
Aplikujeme�limetodu sdru�en�ch gradient� na kvadratickou funkciQ�s� a plat��li pTi Bpi � �
pro � � i � m� pak

Q�si��� � ��
�
k g k� � k B k

Q�si��� 	 Q�si�

k si�� k � k si k

�'



pro � � i � m�

D�kaz Z d�kazu v�ty �� plyne� �e

pTj Bpi � � �� � j 	 i � m

gTj gi � � �� � j 	 i � m � �

pTj gi � � �� � j 	 i � m � �

pou�ijeme�li �CG� dostaneme

Q�si��� � gT �si � �ipi� �
�
�
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	 Q�si�

D�le plat�

k si�� k� � �si � �ipi�
T �si � �ipi� �k si k� ���

i k pi k� ���is
T
i pi �

� k si k� ���
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T
j pi �

� k si k� ���
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nebo!

pTj pi � pTj ��gi � �i��pi��� � �i��p
T
j pi�� �

�

�
�i��Y
k�j

�k

�
A k pj k�� �k gi k� � k gj k�� k pj k�

Proto�e

s� � s� �
k g� k�
pT�Bp�

p� � �k g k
�

gTBg
g

plat� podle ��sti �b� d�kazu v�ty 
�

�Q�s�� � �
�
k g k� � k B k

co� spolu s Q�si��� 	 Q�si� pro � � i � m d�v� Q�si��� 	 ������ k g k� � k B k�
Pozn�mka �	 Jestli�e pTi Bpi � � pak

Q�si � �ipi� � Q�si� � �ig
T
i pi �

�
�
��
ip

T
i Bpi � Q�si� � �i k gi k�	 Q�si�

pro libovolnou hodnotu �i � �� Jestli�e k si k� + a pTi Bpi � �� ur��me ��slo �i � � tak� aby platilo
k si � �ipi k� + a polo��me s � si � �ipi� Podle v�ty 
' plat� Q�s� � ������ k g k� � k B k pro
i � �� Podle ��sti �c� d�kazu v�ty 
� to plat� i pro i � ��

�$



Pozn�mka �� 
�slo �i � �� pro kter� plat� k si � �ipi k� +� ur�ujeme podle vzorce

�i � �pTi si �
q
�pTi si�� �+�� k si k�

Pozn�mka �� Metoda sdru�en�ch gradient� generuje cestu v p��stupn� oblasti� to znamen� k�ivku
s�t� � Rn takovou� �e

d k s�t� k
dt

� �

dQ�s�t��
dt

	 �

Tvrzen� v�ty 
' tvo�� z�klad jednoduch�ho algoritmu�

Algoritmus � Data � 	 
 	 �� � 	 +� m � n

Krok 
 Polo��me s � �� r � �g� � �k r k�� p � r a k � ��

Krok 	 Polo��me � � �� vypo�teme vektor q � Bp a ��slo � � pT q� Jestli�e � � �� ur��me ��slo
� � � tak� aby platilo k s � �p k� +� polo��me s �� s � �p a ukon��me v�po�et

Krok � Polo��me � � ��� � Jestli�e k s��p k� +� ur��me ��slo � � � tak� aby platilo k s��p k�
+� polo��me s �� s� �p a ukon��me v�po�et

Krok � Polo��me s �� s � �p� r �� r � �q a � �k r k�� Jestli�e � � 
� k g k� nebo k � m�
ukon��me v�po�et

Krok � Polo��me � � ���� p �� r � �p� k �� k � � a p�ejdeme na krok �

�Obvykle vol�me m � n � 
��

���� Vyu�it� sm�ru nejv�t��ho sp�du �metody ps� nohy�

Nev�hodou metod s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem je nutnost �e�en� n�rozm�rn� �lohy
�T�� co� vy�aduje opakovan� �e�en� soustavy rovnic �Bi � �I�si��� � gi � �� V pr�m�ru se tato
soustava �e�� ��
 kr�t v ka�d�m itera�n�m kroku� Proto se rozm�rn�j�� �loha �T�� �asto nahra�uje
�lohou

si � arg min
ks	��	
k��i

Qi�s��� ��� � T��

kde

s��� �� � �gi � �B��i gi

,loha � T�� m� dimenzi � a soustava rovnic s matic� Bi se �e�� pouze jednou �k ur�en� vektoru
B��i gi�� Vektor si z�skan� �e�en�m �lohy � T�� vyhovuje op�t podm�nk�m �T�� s 
 � � a � � ���
a jeho pou�it�m dostaneme metody� kter� konverguj� t�m�� stejn� dob�e jako metody s optim�ln�m
lok�ln� omezen�m krokem� Ukazuje se �e efektivita metod zalo�en�ch na prom�t�n� do podprostoru
generovan�ho vektory gi a B

��
i gi se p��li� nezm�n� nahrad�me�li p�esn� �e�en� �lohy � T�� speci�ln�m

p�ibli�n�m v�b�rem koe"cient� � a �� kter� se naz�v� metodou ps� nohy� V tomto textu se budeme
zab�vat obecn�j��m algoritmem� kter� p�ejde na metodu ps� nohy pokud m � ��

V�ta �� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty 
' pro m � �� p�i�em� k sm�� k	 + a Bsm���g �� ��
Nech! sn � Rn je vektor takov�� �e Bsn � g � �� Pak plat�

dQ�sm�� � ��sn � sm����
d�

� ��� ���sn � sm���T gm��

D�kaz Jeliko�

�	



Q�sm�� � ��sn � sm���� � gT �sm�� � ��sn � sm���� �

�
�
�
�sm�� � ��sn � sm����

TB�sm�� � ��sn � sm����

plat�

dQ�sm�� � ��sn � sm����
d�

� �sn � sm���
Tg � �sn � sm���

TB�sm�� � ��sn � sm���� �

� �sn � sm���
TB�sm�� � sn � ��sn � sm���� �

� ��� ���sn � sm���
TB�sm�� � sn� �

� ��� ���sn � sm���
T �Bsm�� � g� �

� ��� ���sn � sm���
T gm��

Tvrzen� v�ty 
$ tvo�� z�klad algoritmu� kter� je kombinac� algoritmu � a metody ps� nohy�

Algoritmus � Data � 	 +� m 	 n

Krok 
 Jako v algoritmu ��

Krok 	 Jako v algoritmu ��

Krok � Jako v algoritmu ��

Krok � Polo��me s �� s � �p� r �� r � �q a � �k r k�� Jestli�e k 	 m polo��me � � ����
p �� r � �p� k �� k � � a p�ejdeme na krok ��

Krok � �e��me soustavu rovnic Bs� � g � �� Pokud �s� � s�T r � �� ur��me ��slo � � � tak�
aby platilo k s � ��s� � s� k� +� Jestli�e � � � polo��me s �� s� a ukon��me v�po�et�
Jestli�e � 	 � polo��me s �� s � ��s� � s� a ukon��me v�po�et� Pokud �s� � s�T r � ��
ur��me ��slo � � � tak� aby platilo k s � ��s� � s� k� +� polo��me s �� s � ��s� � s� a
ukon��me v�po�et�

�Obvykle vol�me m � 
� Pro m � � dostaneme jednoduchou metodu ps� nohy��

���� Maticov� rozklady pro symetrick� inde�nitn� matice

�� Gill�v�Murray�v rozklad matice B m� tvar

RTR � B � E

kde R je regul�rn� horn� troj�heln�kov� matice a E je pozitivn� semide"nitn� diagon�ln� matice �m��e
b�t E � ��� Na za��tku i�t�ho elimina�n�ho kroku m�me matici�

��
R	i��
�	i��
� R	i��
�i� R	i��
�	n�i


�� B
	i��

ii � B

	i��

i�	n�i


�� �� B
	i��

	n�i
�	n�i


�
��

kde horn� index v z�vorce zna�� po�et ji� proveden�ch elimina�n�ch krok� a doln� indexy v z�vork�ch
zna�� submatice s �i� �� ��dky nebo �n� i� sloupci� Elimina�n� krok vypad� takto�

�i � max
i�j�n

�jB	i��

i�j j�

��i � max

�
jB	i��


ii j� �
�
i

��
� ��
�

Rii � �i

��



Ri�	n�i
 � B
	i��

i�	n�i
�Rii

B
	i

	n�i
�	n�i
 � B

	i��

	n�i
�	n�i
 �RT

i�	n�i
Ri�	n�i


kde � je mal� ��slo a � �
pk B k�� Tento proces se od Cholesk�ho rozkladu li�� pouze t�m �e m��e

platit ��i �� B
	i��

ii � Bli���m rozborem uveden�ch vztah� se d� dok�zat �e pro prvky matice E plat�

Eii � ��i � B
	i��

ii � ��i � Ri�	n�i
R

T
i�	n�i
 �Bii

kde Bii je prvek p�vodn� matice�

V�ta �� Nech! RTR � B � E je Gill�v�Murray�v rozklad s � � � a � �
p
k B k� Nech!

B
	k��

kk � min

��i�n
B
	i��

ii

a nech! v � Rn je vektor ur�en� �e�en�m rovnice Rv � ek �ek ke k�t� sloupec jednotkov� matice��
Nen��li matice B pozitivn� semide"nitn�� plat�

vTBv �
B
	k��

kk

��k
	 �

D�kaz Z rovnice Rv � ek plyne� �e vk � ���k� Plat� tedy

vTBv � vT �B � E�v � vTEv � vTRTRv � v�kEkk �

� eTk ek �Ekk��
�
k �

��k �Ekk

��k
�

B
	k��

kk

��k

Nen��li matice B pozitivn� semide"nitn�� mus� existovat index � � i � n tak� �e Eii �� �� neboli
��i �� B

	i��

ii � Mohou nastat dva p��pady� Bu) ��i � jB	i��


ii j �� B
	i��

ii � tak�e B

	i��

ii 	 � a tedy i

B
	k��

kk 	 �� nebo ��i � ��i ��

�� Ve druh�m p��pad� mus� existovat index i 	 j � n tak� �e �i � jB	i��

ij j�

tak�e

jRijj �
jB	i��


ij j
�i

�
�i
�i��

� �

co� d�v�

B
	i��

ii � ��i � Eii � Bii � Ri�	n�i
R

T
i�	n��
 � Bii � �� 	k B k � k B k� �

�� Bunch�v�Parlett�v rozklad matice B m� tvar

LDLT � PBPT

kde

L �

�
����

I� �� � � � � �
L��� I� � � � � �
���

���
���

���
Ln�� Ln�� � � � � I

�
���� � D �

�
����
D��� �� � � � � �
�� D��� � � � � �
���

���
���

���
�� �� � � � � Dnn

�
����

Tedy L je doln� troj�heln�kov� matice s jednotkov�mi bloky na diagon�le a D je blokov� diagon�ln�
matice �bloky maj� rozm�r �� � nebo �� ��� Na za��tku i�t�ho elimina�n�ho kroku m�me matici

��



�
������
D��� L��� � � � � L��i��� L��	m�i��


�� D��� � � � � L��i��� L��	m�i��

���

���
���

���
���

�� �� � � � � Di���i��� Li���	m�i��

�� �� � � � � �� B	i��


�
������

Elimina�n� krok m� tvar�
�i � max

k
jB	i��


kk j

�i � max
k�l

jB	i��

kl j

�i � �i��i

Jestli�e �i �
�p

�' � �
�
�$ vol�me v i�t�m kroku blok ���� jinak vol�me blok ���� Je t�eba prov�d�t

permutace �pivotov� blok s indexy k a l se p�enese do lev�ho horn�ho rohu matice B	i��
��Pak se
provede transformace

B	i��
 �
	
Dii� Li�	m�i

�� B	i




kde

Dii � B
	i��

ii

Li�	m�i
 � D��ii B
	i��

i�	m�i


B	i
 � B
	i��

	m�i
�	m�i
 � LTi�	m�i
B

	i��

i�	m�i


V�ta �� Nech! LDLT � PBPT je Bunch�v�Parlett�v rozklad� Nech! ui � �� pokud ��Dii� � �� a
nech! ui je normalizovan� vlastn� vektor p��slu�n� ��Dii�� pokud ��Dii� 	 �� Nech! LTPv � u� kde
uT � �u�� � � � � um�� Nen��li matice B pozitivn� semide"nitn�� plat�

vTBv �
X

�	Dii
��

��Dii� 	 �

D�kaz Z rovnice LTPv � u dostaneme

vTBv � vTPTLDLTPv � uTDu �
mX
i��

uTi Diiui �
X

�	Dii
��

��Dii�

Nen��li matice B pozitivn� semide"nitn�� existuje alespo( jeden blok Dkk matice D� kter� nen� pozi�
tivn� semide"nitn�� tak�e ��Dkk� 	 �� Plat� tedy

vTBv �
X

�	Dii
��

��Dii� � ��Dkk� 	 �

��
� Newtonova metoda

Newtonova metoda pou��v� matice Bi � G�xi�� i � N � tak�e z �F
� plyne k Bi k�k G�xi� k�
G� i � N �

V�ta �
 Nech! jsou spln�ny podm�nky �F�� a �F
�� Pak Newtonova metoda realizovan� jako metoda
s lok�ln� omezen�m krokem je glob�ln� konvergentn�� Jsou�li nav�c spln�ny podm�nky �F�� a �F�� a
plat��li xi � x� a 
i�si�� �� je rychlost konvergence Q�superline�rn��

��



D�kaz Glob�ln� konvergence plyne bezprost�edn� z v�ty 

 �plat� k Bi k� G� i � N �� Jestli�e
xi � x�� plat� Bi � G�xi�� G�x��� neboli

k �G� � Bi�si k
k si k �k G� �Bi k� �

co� spolu s 
i�si�� � implikuje Q�superline�rn� konvergenci �v�ta 
���

Nejpou��van�j�� jsou tyto realizace Newtonovy metody�

�� Nep�esn� Newtonova metoda �
i�si� � ��� Jestli�e plat� �F
���F�� a 
i�si�� �� je tato realizace
Q�superline�rn� konvergentn� �soustava Bisi�gi � � se �e�� nep�esn� metodou sdru�en�ch gradient�
� m�n� ne� O�n�� operac� na iteraci� co� je v�hodn� pro rozs�hl� �lohy��

�� Newtonova metoda s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem� Pro tuto realizaci plat� obzvl��t�
siln� tvrzen��

Tvrzen� �	 Nech! jsou spln�ny p�edpoklady �F����F
�� Nech! xi� i � N je posloupnost ur�en�
Newtonovou metodou s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem� Pak existuje hromadn� bod x� � Rn

posloupnosti xi� i � N takov�� �e g�x�� � � a G�x�� � �� Nech! nav�c bod x� � Rn vyhovuje
posta�uj�c�m podm�nk�m pro extr�m �g�x�� � � a G�x�� � ��� Pak x� � Rn je jedin�m hromadn�m
bodem posloupnosti xi� i � N � a posloupnost xi� i � N � konverguje Q�superline�rn� k bodu x� � Rn�

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� n�kolika realizac� Newtonovy metody �S � metoda sp�dov�ch
sm�r�� T � metoda s lok�ln� omezen�m krokem� G � Gill�v�Murray�v rozklad� B � Bunch�v�Parlett�v
rozklad� p�i minimalizaci �� testovac�ch funkc� s �� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac�
NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient� NFG� jako� i po�et selh�n� a celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT � NFV � NFG selh�n� �as
S � G 
�� � ��$ � ��$ � '�%

S � B 
�� � �$$ � �$$ � �%��


T � G �optim�ln�� �$� � 
�� � �	% � ��%�
T � B �ps� noha � �	� � 
�� � 
�' � ���
$

���� Gaussova�Newtonova metoda pro sou�et �tverc�

P�edpokl�dejme� �e ��elov� funkce F �x� m� tvar

F �x� �
�
�
fT �x�f�x� �

�
�

mX
k��

f�k �x�

kde fk � Rn � R� � � k � m� jsou dvakr�t spojit� diferencovateln� funkce� Pak plat�

g�x� � JT �x�f�x� �
mX
k��

fk�x�gk�x�

G�x� � JT �x�J�x� � C�x� �
mX
k��

gk�x�gTk �x� �
mX
k��

fk�x�GT
k �x�

Gaussova�Newtonova metoda vznikne z Newtonovy metody t�m� �e ve v�razu pro G�xi� zanedb�me
�len C�xi�� tak�e

Bi � JTi Ji �
mX
k��

gk�xi�gTk �xi�

Zd�vodn�n��

�




�� ,lohy s nulov�m reziduem �F �x�� � ��� Z xi � x� plyne F �xi� � F �x�� � � a tedy fk�xi� � �
�� � k � m� Jestli�e k Gk�x� k� G� pak i

k C�xi� k�k
mX
k��

fk�xi�Gk�xi� k� G

mX
k��

jfk�xi�j � �

a tedy k G�xi�� Bi k�k C�xi� k� � z �eho� plyne Q�superline�rn� konvergence�

�� Linearizace� Plat�

F �xi � s� �
�
�
fT �xi � s�f�xi � s� � �

�
�f�xi� � J�xi�s�

T �f�xi� � J�xi�s� �

�
�
�
fT �xi�f�xi� � fT �xi�J�xi�s �

�
�
sT JT �xi�J�xi�s

tak�e

F �xi � s� � F �xi� � gT �xi�s �
�
�
sTBis

co� je lok�ln� kvadratick� aproximace s matic� Bi � JTi Ji�

Pro dal�� �vahy je t�eba pon�kud upravit podm�nky kladen� na funkci F � Rn � R� Podm�nka
�F�� je spln�na v�dy� nebo! F �x� � � �x � Rn� Podm�nku �F
� nahrad�me podm�nkou

k Gk�x� k� G �F
�

�x � Rn� �� � k � m� Z �F�� a �F
� plyne omezenost gradient� i funk�n�ch hodnot

k gk�x� k� g

jfk�x�j � f

�x � L�F �x���� �� � k � m� a tud�� i �F
��

V�ta �� Nech! jsou spln�ny podm�nky �F�� a �F
�� Pak Gaussova�Newtonova metoda realizovan�
jako metoda s lok�ln� omezen�m krokem je glob�ln� konvergentn�� Jsou�li nav�c spln�ny podm�nky
�F�� a �F�� a plat��li xi � x�� F �x�� � � a 
i�si�� �� je rychlost konvergence Q�superline�rn��

D�kaz Z �F�� a �F
� plyne k Gk�x� k� G� k gk�x� k� g� jfk�x�j � f �x � Rn� �� � k � m� Plat�
tedy jednak

k G�x� k�
mX
k��

k gk�x� k� �
mX
k��

jfk�x�j k Gk�x� k� mg� �mfG

�podm�nka �F
�� a jednak

k Bi k�k
mX
k��

gk�xi�gTk �xi� k�
mX
k��

k gk�xi� k�� mg�

tak�e podle v�ty 

 je Gaussova�Newtonova metoda glob�ln� konvergentn�� Jak ji� bylo uk�z�no z
F �xi�� F �x�� � � plyne Bi � G�xi�� G�x��� neboli

k �G� � Bi�si k
k si k �k G� �Bi k� �

co� spolu s 
i�si�� � implikuje Q�superline�rn� konvergenci �v�ta 
���

Sm�rov� vektor odpov�daj�c� Gaussov��Newtonov� metod� m��eme ur�it t�emi mo�n�mi zp�soby�

�� �e�en�m norm�ln� soustavy rovnic� Rovnice Bisi � gi � � m� tvar

��



JTi Jisi � JTi fi � � �NE�

�� �e�en�m linearizovan� �lohy pro sou�et �tverc� �p�eur�en� soustavy rovnic�� Linearizovan� �loha
m� tvar

Jisi � fi � � �OE�

Pou��v� se QR�rozklad Ji � Qi

	
Ri

�



� kde QT

i Qi � I� tak�e

QT
i Jisi �

	
Ri

�



si � QT

i fi

Ri � horn� troj�heln�kov� matice� QR�rozklad je stabiln� a je mo�n� ur�it pseudohodnost matice Ji a
n�sledn� sn��it dimenzi soustavy� P�i realizaci s lok�ln� omezen�m krokem m��eme soustavu

�JTi Ji � �I�s � JTi fi � �

nahradit linearizovanou �lohou 	
Jip
�I



s �

	
fi
�



� �


� �e�en�m syst�mov�ch rovnic� Ozna�me ri � ��Jisi�fi�� Sm�rov� vektor hled�me tak� aby platilo
JTi ri � �� To dohromady d�v� 	

I Ji
JTi �


 	
ri
si



�

	
fi
�



� � �SE�

co� je soustava m � n rovnic se symetrickou inde"nitn� matic�� Je to vhodn� pro ��dk� �lohy nebo
pro v��en� �lohy� Jestli�e

F �x� �
�
�
fT �x�Wf�x�

kde W je v�hov� matice� pak norm�ln� soustava m� tvar

JTi WJisi � JTi Wfi � �

a ozna��me�li ri � �W �Jisi � fi�� dostaneme	
W�� Ji
JTi �


 	
ri
si



�

	
fi
�



� �

tak�e n�kter� v�hy mohou b�t i nekone�n� ��lohy s omezen�mi��

���� Hybridn� metody pro sou�et �tverc�

Gaussova�Newtonova metoda je velmi efektivn� pro �lohy s nulov�mi rezidui� m��e v�ak selh�vat
v p��pad� �loh s velk�mi rezidui� Proto se nab�z� tato strategie�

Fi � F � � �� Gaussova�Newtonova metoda
Fi � F � � �� Metoda BFGS �s prom�nnou metrikou�

Lemma �� Nech! Fi � F � � � Q�superline�rn�� Pak

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �

Nech! Fi � F � � �� Pak

��



lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �

D�kaz Jestli�e Fi � F � � � Q�superline�rn�� pak plat�

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �� lim
i��

Fi�� � F �

Fi � F �
� �� � � �

Jestli�e Fi � F � � � pak

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

�
�
F �

lim
i��

�Fi � Fi��� � �

Nejjednodu��� hybridn� metodu m��eme popsat takto� Nech! B� � JT� J�� Jestli�e i � � a
�Fi � Fi����Fi � �� polo��me

Bi�� � JTi��Ji��

Jestli�e i � � a �Fi � Fi����Fi � �� polo��me

Bi�� � Bi �
yiy

T
i

yTi di
� Bidi�Bidi�T

dTi Bidi

kde yi � gi�� � gi a di � xi�� � xi� Obvykle � � ���� pro metody sp�dov�ch sm�r� a � � ������
pro metody s lok�ln� omezen�m krokem�

N�kter� dal�� hybridn� metody jsou pops�ny v odd�lu ��'� N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n�
n�kolika metod pro minimalizaci sou�tu �tverc� �S � metoda sp�dov�ch sm�r�� T � metoda s lok�ln�
omezen�m krokem� GN � Gaussova�Newtonovametoda� VM � metoda s prom�nnoumetrikou� GN�VM
� hybridn� metoda� p�i �e�en� 
� testovac�ch probl�m� s ���� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty
iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient� NFG� jako� i pocet selhani a celkov� �as v�po�tu��

Metoda IT � IF � IG selh�n� �as
S � GN �	�' � �	'� � �	'� 
 	�%'
S � VM ���
 � 
��% � 
��% � ��'�

S � GN�VM %
� � ��
' � ��
' � ����
T � GN %�� � '�$ � %
� � ��%�
T � VM ���� � ���� � ��$
 � '��$

T � GN�VM �
% � %%� � �%� � ���$

�� Metody pro rozs
hl� ��dk� a separovateln� �lohy

Rozs�hl� �lohy nem��eme �e�it metodami� kter� vy�aduj� uchov�v�n� velk�ch hust�ch matic�
Nej�ast�ji se pro tento ��el pou��vaj� n�kter� speci�ln� metody�

	 Metody s prom�nnou metrikou s omezenou pam�t��

	 Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody�

	 Metody pro ��dk� �lohy �N� VM��

	 Metody pro separovateln� �lohy �N� VM��

	 ��dk� modi"kace Gaussovy�Newtonovy metody pro sou�et �tverc��

�%



��
� Metody s prom�nnou metrikou s omezenou pam�t�

Metody s prom�nnou metrikou s omezenou pam�t� jsou zalo�eny na pou�it� omezen�ho po�tu
krok� metody BFGS�

Lemma �� Aktualizace z�skan� metodou BFGS se d� zapsat ve tvaru

H� � �V THV �
�

b
ddT

kde

V � I � �
b
ydT

p�i�em� y � g� � g� d � x� � x a a � yTHy� b � yT d�

D�kaz Rozn�soben�m dokazovan�ho vztahu dostaneme

H� � �

�
H � �

b
�HydT � d�Hy�T � �

a

b

�
b
ddT �

�

�

�
b
ddT

�
Tent�� v�sledek z�sk�me �pravou vztahu

H� � �

�
H �

�

�

�
b
ddT � �

a
Hy�Hy�T �

�
a

�a
b
d�Hy

��a
b
d�Hy

�T�
odpov�daj�c�ho metod� BFGS�

De�nice 	� Nech! m � � a m � min�m� i � ��� �ekneme� �e z�kladn� optimaliza�n� metoda je
m�krokovou metodou BFGS s omezenou pam�t�� jestli�e

si � �Hi
igi

kde Hi
i�m � I a

Hi
j�� � �ijV

T
j Hi

jVj �
�j
bj
djd

T
j

pro i �m � j � i� �� P�itom �ii�m � bi���ai�� a �ij � � pro i �m 	 j � i � ��

V�ta �� Pro m�krokovou metodu BFGS s omezenou pam�t� plat�

Hi
j�� �

bi��
ai��



jY

k�i�m

Vk

�T 
 jY
k�i�m

Vk

�
�

jX
l�i�m

�l
bl



jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l



jY

k�l��

Vk

�

D�kaz �Indukc�� pro j � i �m to plat� �sta�� dosadit �ii�m � bi���ai�� a Hi
i�m � I do vztahu pro

BFGS�� Induk�n� krok�

Hi
j�� � V T

j Hi
jVj �

�j
bj
djd

T
j �

bi��
ai��

V T
j



j��Y

k�i�m

Vk

�T 
 j��Y
k�i�m

Vk

�
Vj �

�
j��X

l�i�m

�l
bl
V T
j



j��Y
k�l��

Vk

�T

dld
T
l



j��Y
k�l��

Vk

�
Vj �

�j
bj
djd

T
j �

�
bi��
ai��



jY

k�i�m

Vk

�T 
 jY
k�i�m

Vk

�
�

jX
l�i�m

�l
bl



jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l



jY

k�l��

Vk

�

�'



Tvrzen� v�ty �% ukazuje� �e maticiHi
i m��eme ur�it pomoc� �m vektor� dj� yj � i�m � j � i���

ani� je t�eba uchov�vat maticeHi
j� i�m � j � i��� Tuto matici v�ak nemus�me konstruovat explic�

itn�� sta�� po��tat vektor si � �Hi
igi� co� se prov�d� pomoc� dvou rekurentn�ch vztah� �Strangova

formule�� Nejprve se po��taj� zp�tnou rekurz� vektory

uj � �
�
�i��Y
k�j

Vk

�
A gi

pro i �m � j � i� �� Proto�e

uj � Vjuj�� �

�
I � �

bj
yjd

T
j

�
uj�� � uj�� �

dTj uj��

bj
yj

pro i �m � j � i� �� kde ui � �gi� m��eme ps�t

ui � �gi
a

�j � dTj uj���bj

uj � uj�� � �jyj �R��

pro i �m � j � i� �� Potom po��t�me p��mou rekurz� vektory

vj�� �
bi��
ai��



jY

k�i�m

Vk

�T

ui�m �
jX

l�i�m

�l
bl



jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l ul��

pro i �m � j � i� �� Proto�e

vj�� � V T
j vj �

�j
bj
djd

T
j uj�� �

�
I � �

bj
djy

T
j

�
vj � �j�jdj � vj � ��j�j � yTj vj�bj�dj

kde vi�m � �bi���ai���ui�m� m��eme ps�t

vi�m � �bi���ai���ui�m

a

vj�� � vj � ��j�j � yTj vj�dj �R��

pro i �m � j � i� �� Nakonec polo��me si � vi�

Pozn�mka �� Je t�eba uchov�vat pouze ��sla �j� i � m � j � i � �� V�echny vektory uj � vj �
i�m � j � i mohou b�t ulo�eny na t�m�e m�st� v pam�ti po��ta�e� Celkem tedy pot�ebujeme ulo�it
�m�
 vektor� �dj � yj � i�m � j � i�� a 
 vektory pro z�kladn� optimaliza�n� metodu� a pou�ijeme
O�mn� numerick�ch operac��

Tvrzen� �
 �Kvadratick� ukon�en��� Nech! xi� i � N je posloupnost generovan� m�krokovou
metodou BFGS s omezenou pam�t� s p�esn�m v�b�rem d�lky kroku �plat� sTi gi�� � � �i � N �
aplikovan� na ryze konvexn� kvadratickou funkci �Q�� Pak existuje index k � n tak� �e gk�� � � a
xk�� � x��

Strangova formule �R�� a �R�� je nejstar�� a nejjednodu��� realizac� metody BFGS s omezenou
pam�t�� Pro n�kter� aplikace jsou v�hodn�j�� kompaktn� schemata� kter� nyn� odvod�me�

Lemma �� Nech! N � �M��� kde M je matice vystupuj�c� ve v�t� �
 s � � �� � � �� Pak plat�

N �

�
	���
b�

�a�	���
b �
�ab

�a�	���
b
�ab

�a�	���
b � a � �ab
�a�	���
b

�
�N�

�$



D�kaz Z vyj�d�en� matice M �v�ta �
� plyne

N � �M�� � � �
detM

	
���
a � �

b
�
b �

�
b ��

a
b � ��



Dosad�me�li za � detM vyj�d�en� m vystupuj�c� ve v�t� �'� dostaneme po �prav� tvrzen� lemmatu�

Pozn�mka �� Pro metodu DFP je � � �� tak�e

N �

	 �dT y� �
�� yTHy



�ND�

Pro metodu BFGS je � � �� tak�e

N �

	
�� dTy
dTy� dTy � yTHy



�NB�

Lemma �� Nech! B je �tvercov� regul�rn� matice a � � bTB��b �� �� Pak plat�

�A� a�

	
B� b
bT � �


�� 	
AT

aT



� AB��AT � �AB��b� a��� � bTB��b����bTB��AT � aT �

D�kaz Vyn�soben�m se snadno p�esv�d��me� �e plat�	
B� b
bT � �


��
�

	
B�� �B��b�� � bTB��b���bTB��� �B��b�� � bTB��b���

��� � bTB��b���bTB��� �� � bTB��b���



Zbytek tvrzen� snadno ov���me dosazen�m tohoto vyj�d�en� do v�choz�ho vzorce a n�sledn�m rozn��
soben�m�

V dal��m textu budeme p�edpokl�dat� �e H� je symetrick� pozitivn� de"nitn� matice a �e pro
libovoln� index � � k � m plat�

Hk�� � Hk � �dk�Hkyk�N
��
k

	
dTk
yTkHk



�H�

kde Nk je matice speci"kuj�c� konkr�tn� metodu s prom�nnou metrikou� Budeme se sna�it nal�zt
vyj�d�en�

Hk�� � H� � �Dk�H�Yk�N
��
k

	
DT
k

Y T
k H�



�H�

kde Dk � �d�� � � � � dk�� Yk � �y�� � � � � yk� a kde Nk je symetrick� matice �adu �k� Budeme p�itom
pou��vat ozna�en� Rk pro horn� troj�heln�kovou matici ��du k takovou� �e �Rk�ij � dTi yj � i � j� a
�Rk�ij � �� i � j� a Ck pro diagon�ln� matici ��du k takovou� �e �Ck�ij � dTi yj � i � j� a �Ck�ij � ��
i �� j� Abychom zjednodu�ili z�pis budeme v d�kazech index k vynech�vat a index k � � nahrad�me
symbolem �� V t�to souvislosti budeme pou��vat ozna�en� D � �d�� � � � � dk���� Y � �y�� � � � � yk��� a
R � Rk��� C � Ck��� tak�e Dk � �D� d�� Yk � �Y� y� a

Rk �

	
R� DT y
�� dT y



� Rk � Ck �

	
R�C� DT y
�� �



Poznamenejme� �e pomoc� �H� a �H� m��eme induk�n� krok� pou��van� v d�kazech� zapsat ve tvaru

H� � H �
	
d�H�y � �D�H�Y �N

��
	
DT

Y TH�



y



�

N��

�
� dT

yTH� � yT �D�H�Y �N
��
	
DT

Y TH�


 �� �

�	



� H �
�
�d�H�y� � �D�H�Y �N

��
	

�� DT y
�� Y TH�y


�
�

N��

�	
dT

yTH�



�
	

�� �
yTD� yTH�Y



N
��
	
DT

Y TH�


�
���

kde N � Nk�� a N � Nk�

V�ta �� Nech! H� je SPD matice a nech! pro libovoln� index � � k � m plat� �H�� kde matice Nk

je ur�en� vztahem �ND� �metoda DFP�� Pak lze ps�t

Hk�� � H� � �Dk�H�Yk�

	 �Ck� Rk � Ck
�Rk � Ck�T � Y T

k H�Yk


�� 	
DT
k

Y T
k H�



�HD�

D�kaz Pro k � � je �HD� ekvivalentn� s �HD� �s �H� kde matice N je ur�ena pomoc� �ND��� D�le
budeme postupovat matematickou indukc�� P�edpokl�dejme� �e �HD� plat� pro v�echny indexy men��
ne� k� Pro index k m��eme �HD� zapsat �po permutaci� ve tvaru

H� � H� � �D�H�Y� d�H�y�

�
���
�C� R� C� �� DT y
�R� C�T � Y TH�Y� �� Y TH�y
�� �� �dT y� �
yTD� yTH�Y� �� yTH�y

�
���
������

DT

Y TH�

dT

yTH�

�
���

pou�ijeme�li lemma �	 a ozna��me�li

N �

	 �C� R�C
�R� C�T � Y TH�Y



dostaneme

H� � H� � �D�H�Y �N
��
	
DT

Y TH�
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�d�H�y�� �D�H�Y �N
��
	

�� DT y
�� Y TH�y


�
��	 �dTy� �

�� yTH�y
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�� �
yTD� yTH�Y



N
��
	

�� DT y
�� Y TH�y


���
��	

dT

yTH�
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�� �
yTD� yTH�Y



N
��
	
DT

Y TH�


�
�

� H �
�
�d�H�y� � �D�H�Y �N

��
	

�� DT y
�� Y TH�y


�
�	 �dTy� �

�� yTHy


���	
dT

yTH�



�
	

�� �
yTD� yTH�Y



N
��
	
DT

Y TH�


�
co� je pr�v� vztah ��� s matic� N ur�enou pomoc� �ND� �pozn�mka �%�

V�ta �
 Nech! H� je SPD matice a nech! pro libovoln� index � � k � m plat� �H�� kde matice Nk

je ur�en� vztahem �NB� �metoda BFGS�� Pak lze ps�t

Hk�� � H� � �Dk�H�Yk�

	
�� Rk

RT
k � Ck � Y T

k H�Yk


�� 	
DT
k

Y T
k H�



�HB�

D�kaz Pro k � � je �HB� ekvivalentn� s �HB� �s �H� kde matice N je ur�ena pomoc� �NB��� D�le
budeme postupovat matematickou indukc�� P�edpokl�dejme� �e �HB� plat� pro v�echny indexy men��
ne� k� Pro index k m��eme �HB� zapsat �po permutaci� ve tvaru

%�



H� � H� � �D�H�Y� d�H�y�

�
���

�� R� �� DT y
RT � C � Y TH�Y� �� Y TH�y
�� �� �� dTy
yTD� yTH�Y� dTy� dTy � yTH�y

�
���
������

DT

Y TH�

dT

yTH�

�
���

Pou�ijeme�li lemma �	 a ozna��me�li

N �

	
�� R
RT � C � Y TH�Y



dostaneme

H� � H� � �D�H�Y �N
��
	
DT

Y TH�
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�d�H�y� � �D�H�Y �N
��
	

�� DTy
�� Y TH�y


�
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�� dTy
dTy� dTy � yTH�y
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yTD� yTH�Y
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�� DT y
�� Y TH�y
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dT

yTH�
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yTD� yTH�Y



N
��
	
DT

Y TH�


�
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� H �
�
�d�H�y� � �D�H�Y �N

��
	

�� DT y
�� Y TH�y


�
�	

�� dTy
dTy� dTy � yTHy


���	
dT

yTH�



�
	

�� �
yTD� yTH�Y



N
��
	
DT

Y TH�


�
co� je pr�v� vztah ��� s matic� N ur�enou pomoc� �ND� �pozn�mka �%��

V�ta �	 Nech! H� je SPD matice a nech! pro libovoln� index � � k � m plat�

Hk�� � Hk � �dk �Hkyk��d
T
k yk � yTkHkyk�

���dk �Hkyk�
T �HR�

�metoda hodnosti ��� Pak lze ps�t

Hk�� � H� � �Dk �H�Yk��Rk �RT
k �Ck � Y T

k H�Yk����Dk �H�Yk�T �HR�

D�kaz Vztah �HR� je pro k � � ekvivalentn� se vztahem �HR�� D�le budeme postupovat matemat�
ickou indukc�� P�edpokl�dejme� �e �HR� plat� pro v�echny indexy men�� ne� k� Pro index k m��eme
�HR� zapsat ve tvaru

H� � H� � �D �H�Y� d�H�y�

	
R �RT � C � Y TH�Y� DT y � Y TH�y
yTD � yTH�Y� dTy � yTH�y


�� 	
DT � Y TH�

dT � yTH�



Pou�ijeme�li lemma �	 a ozna��me�li

N � R� RT �C � Y TH�Y

dostaneme

H� � H� � �D �H�Y �N
��

�D �H�Y �T �h
�D �H�Y �N

��
�D �H�Y �T y � �d�H�y�

i
��

dTy � yTH�y � yT �D �H�Y �N
��

�D �H�Y �T y
���

�h
�D �H�Y �N

��
�D �H�Y �T y � �d�H�y�

iT
�

� H � �d�Hy�
�
dT y � yTHy

���
�d�Hy�T

%�



co� je pr�v� vztah �HR��

Pozn�mka �
 Podobn� kompaktn� schemata m��eme odvodit pro matici B � H��� Lze k tomu
pou��t dualitu �pozn�mka �'�� Jeliko� p�itom dojde k v�m�n� Dk � Yk� Yk � Dk� je t�eba horn�
polovinu maticeDT

k Yk nahradit horn� polovinou matice Y T
k Dk neboli transponovanou doln� polovinou

matice DT
k Yk� Proto m�sto horn� troj�heln�kov� matice Rk pou�ijeme doln� troj�heln�kovou matici

Lk takovou� �e �Lk�ij � �� i 	 j� a �Lk�ij � dTi yj � i � j� Pro metodu DFP dostaneme

Bk�� � B� � �Yk� B�Dk�

	
�� LTk
Lk� Ck �DT

k B�Dk


�� 	
Y T
k

DT
kB�



�BD�

Pro metodu BFGS dostaneme

Bk�� � B� � �Yk� B�Dk�

	 �Ck� �Lk �Ck�T

Lk � Ck� DT
kB�Dk


�� 	
Y T
k

DT
k B�



�BB�

Pro metodu hodnosti � dostaneme

Bk�� � B� � �Yk �B�Dk�
�
Lk � LTk � Ck �DT

kB�Dk

���
�Yk �B�Dk�

T �BR�

Nyn� uk��eme� jak lze kompaktn� sch�mata pou��t v souvislosti s metodami s prom�nnou metrikou
s omezenou pam�t�� Omez�me se p�itom na metodu BFGS� kter� je z popsan�ch metod obecn�
nejefektivn�j��� Matici �HB� lze po dosazen� H� � �kI� kde �k � dTk yk�y

T
k yk� zapsat ve tvaru

Hk�� � �kI � �Dk� �kYk�

	
�R��k �T �Ck � �kY

T
k Yk�R

��
k � ��R��k �T

�R��k � �


 	
DT
k

�kY
T
k



Lze se o tom p�esv�d�it explicitn�m invertov�n�m tak� jako v d�kazu lematu �	� Nyn� pokl�d�me
Dk � �dk�m� � � � � dk���� Yk � �yk�m� � � � � yk���� Matice Ck obsahuje diagon�lu matice DT

k Yk a matice
Rk obsahuje horn� polovinu matice DT

k Yk� Matice Dk��� Yk�� se z�skaj� z matic Dk� Yk jednodu�e
ubr�n�m prvn�ho a p�id�n�m posledn�ho sloupce� Podobn� jednodu�e se z�skaj� matice DT

k��Yk���
Y T
k��Yk�� z matic DT

k Yk� Y
T
k Yk a tud�� i matice Ck��� Rk�� z matic Ck� Rk� T�m m�me k dispozici

v�echny matice pot�ebn� k v�po�tu matice Hk���
Matici �BB� m��eme po dosazen� B� � ����k�I zapsat ve tvaru

Bk�� �
�
�k
I �

	
Yk�

�
�k
Dk


 � �C� �
�

k � �L
��
k �Lk � Ck��T

�� �L
��
k �T

�
�

�
C
��
�

k � �

�L��k �Lk �Ck�� L
��
k

� 	
Y T
k
�
�k
DT
k




kde

LkL
T
k � �Lk � Ck�TC

� �
�

k �Lk �Ck� �
�
�k
DT
kDk

Lze se o tom p�esv�d�it explicitn�m invertov�n�m a n�soben�m� Je vid�t� �e pot�ebujeme rozkl�dat

pouze matici ��du k �k z�sk�n� matice LkL
T

k �� Zat�mco vzorec �HB� nep�in��� p��li� mnoho v�hod ve
srovn�n� se Strangovou formul�� je vzorec �BB� velmi u�ite�n�� nebo! ho lze pou��t tam� kde je nutn�
pracovat s matic� B�

��	� Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody

Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody jsou v podstat� nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m
krokem �algoritmus ��� kde se nepou��v� matice B � G a n�soben� q � Bp � Gp se nahra�uje num�
erick�m derivov�n�m

%�



G�x�p � g�x� �p�� g�x�
�

kde � je mal� diference �� �
p
�M� k p k� kde �M je strojov� p�esnost�� Jinak se algoritmus � nem�n��

Jestli�e v�po�et gradientu vy�aduje O�n� operac�� je tento zp�sob �sporn�j�� ne� n�soben� matice
vektorem �obecn� O�n�� operac��� Nav�c nen� t�eba po��tat druh� derivace�

���� Diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk�  lohy

Diferen�n� verze Newtonovy metody jsou zalo�eny na aproximaci sloupc� Gei� � � i � n� Hessovy
matice G pomoc� diferen�n�ch vzorc�

G�x�ei � g�x� �ei�� g�x�
�

� � � i � n

kde � je mal� diference �� �
p
�M �� Je�li v�ak Hessova matice G ��dk�� m��e nastat p��pad� kdy

pomoc� jedn� diference gradient� ur��me v�ce sloupc� t�to matice� Jako p��klad uvedeme p�sovou
matici�

G �

�
�����
G��� G��� �� �� �
G��� G��� G��� �� �
�� G��� G��� G��� �
�� �� G��� G��� G�


�� �� �� G
�� G



�
����� �G��

Nech!

v� � ��� �� �� �� ��T

v� � ��� �� �� �� ��T

v� � ��� �� �� �� ��T

Pak plat�

Gv� � �G��� G��� G��� G��� G
��
T

Gv� � �G��� G��� G��� G�
� G

�
T

Gv� � ��� G��� G��� G��� ��
T

tak�e v�echny prvky matice G m��eme ur�it pomoc� t�� diferen�n�ch vzorc�

g�x� �v��� g�x�
�

� Gv�

g�x� �v��� g�x�
�

� Gv�

g�x� �v��� g�x�
�

� Gv�

Postup� kter� jsme pou�ili v tomto konkr�tn�m p��pad� m��eme snadno zobecnit� Rozd�lme sloupce
matice G do k disjunktn�ch skupin Si 
 f�� � � � � ng� � � i � k� tak� aby submatice G�Si�� slo�en� ze
sloupc� matice G pat��c�ch do skupin Si� m�ly v ka�d�m ��dku nanejv�� jeden nenulov� prvek� Pak
m��eme v�echny sloupce matice G ur�it pomoc� k diferenc�

g�x� �vi� � g�x�
�

� Gvi� � � i � k

kde vi� � � i � k� jsou vektory obsahuj�c� pouze nuly a jednotky takov�� �e

%




�vi�j � eTj vi � ��� j � Si
�pomoc� vektoru vi ur��me prvky submatice G�Si��� Takto lze postupovat pro libovolnou �i nesy�
metrickou� matici G� Je�li matice G symetrick�� m��eme jej� symetrii vyu��t k dal��mu sn��en� po�tu
pot�ebn�ch diferenc�� Uva�ujme matici

G �

�
�����
G��� G��� G��� G��� G�


G��� G��� �� �� �
G��� �� G��� �� �
G��� �� �� G��� �
G
�� �� �� �� G



�
����� �G��

Pou�ijeme�li p�edchoz� postup� pot�ebujeme k ur�en� prvk� maticeG p�t diferenc� gradient�� Polo��me�
li v�ak

v� � ��� �� �� �� ��T

v� � ��� �� �� �� ��T

plat�

Gv� � �G��� G��� G��� G��� G
��T

Gv� � ��� G��� G��� G��� G

�T

kde hv�zdi�kou je ozna�en prvek� kter� n�s nezaj�m�� Ur�ili jsme tedy prvky G��� G��� G��� G���
G
�� G��� G��� G��� G

 a proto�e matice G je symetrick� i prvky G�� � G��� G�� � G��� G�� � G���
G�
 � G
�� to v�e pomoc� dvou diferenc� gradient��

Postup� kter� jsme pou�ili v tomto konkr�tn�m p��pad� m��eme op�t zobecnit� Sloupce matice
G rozd�l�me op�t do k disjunktn�ch skupin Si� � � i � k� P�i ur�ov�n� t�chto skupin v�ak nebudeme
pracovat s celou matic� G� ale pouze s jej�mi submaticemi� kter� dostaneme vy�krtnut�m zn�m�ch
��dk� a sloupc�� Nech! Gi je submatice matice G� kterou dostaneme� vy�krtneme�li v maticiG ��dky
a sloupce s indexy j � S� � � � ��Sj��� a nech! Gi�Si� je submatice matice Gi� kter� obsahuje sloupce
t�to matice s indexy j � Si� tak�e Gi�Si� � Gi �G�Si��

Rozd�l�me�li sloupce matice G do k disjunktn�ch skupin Si� i � ��� k�� tak aby submatice Gi�Si��
i � ��� k�� m�ly v ka�d�m ��dku nanejv�� jeden nenulov� prvek� m��eme sloupce matice G ur�it
pomoc� k diferenc�

g�x� �vi� � g�x�
�

� Gvi� � � i � k

kde vi� � � i � k� jsou vektory obsahuj�c� pouze nuly a jednotky takov�� �e

�vi�j � eTj vi � ��� j � Si
�pomoc� vektoru vi ur��me prvky submatice Gi�Si� � Gi�G�Si�� ostatn� prvky submatice G�Si� jsou
ur�eny symetri� matice G��

Zat�m jsme se nezab�vali ur�ov�n�m skupin Si� � � i � k� Je ��eln� volit tyto skupiny tak�
aby jejich po�et byl minim�ln�� To je v�ak slo�it� kombinatorick� probl�m� kter� je ekvivalentn�
s probl�mem barven� jist�ho grafu� V praxi se obvykle pou��vaj� jednoduch� a dostate�n� rychl�
algoritmy� kter� najdou dostate�n� mal� �i kdy� ne minim�ln�� po�et skupin� P�i ur�ov�n� skupin Si�
� � i � k se pou��v� sekven�n� postup� Sloupce submatice Gi se nejprve p�erovnaj� podle n�jak�ho
pravidla a potom se prob�raj� postupn� podle vzr�staj�c�ch index�� Index j � f�� � � � � ngn�S� � � � ��
Si��� se p�id� do skupiny Si pouze tehdy� neporu���li se p�itom po�adavek� aby submatice Gi�Si�
m�la v ka�d�m ��dku nanejv�� jeden nenulov� prvek�

Na p�erovn�n� sloupc� submatice Gi obvykle dosti z�le��� N�sleduj�c� matice se li�� pouze po�ad�m
��dk� a sloupc� �nenulov� prvky jsou zn�zorn�ny symbolem ���
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Prob�r�me�li sloupce prvn� matice sekven�n� podle vzr�staj�c�ch index�� pot�ebujeme k ur�en� v�ech
nenulov�ch prvk� celkem p�t diferenc� gradient�� Prob�r�me�li sloupce druh� matice sekven�n� podle
vzr�staj�c�ch index�� sta�� k ur�en� v�ech nenulov�ch prvk� pouze dv� diference gradient��

Zat�m jsme se zab�vali p��m�mi metodami pro v�po�et prvku ��dk� Hessovy matice pomoc� difer�
enc�� Nyn� obr�t�me pozornost na substitu�n� metody� kter� obvykle vy�aduj� men�� po�et diferenc�
ne� p��m� metody� Uva�ujme op�t matici �G�� a polo�me

v� � ��� �� �� �� ��T

v� � ��� �� �� �� ��T

Pak plat�

g�x� �v�� � g�x�
�

� Gv� �

�
�����
G��

G�� �G��

G��

G�� �G�


G
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g�x� �v�� � g�x�
�

� Gv� �

�
�����
G��

G��

G�� �G��

G��

G
�

�
�����

Z t�chto rovnic ur��me p��mo hodnoty G��� G��� G

� G��� G��� G��� G
� a proto�e matice G
je symetrick� i hodnoty G��� G�
� Dosad�me�li hodnoty G��� G�
 zp�t do uveden�ch rovnic� ur��me
hodnoty G��� G�� a proto�e matice G je symetrick� i hodnoty G��� G��� Pot�ebujeme k tomu pouze
dv� diference gradient� �p��m� metoda pou��v� t�i diference gradient���

Postup� kter� jsme pou�ili v tomto konkr�tn�m p��pad� m��eme snadno zobecnit� Nech! GU je
horn� troj�heln�kov�matice� jej�� horn� troj�heln�kov� ��st m� stejnou strukturu �rozlo�en� nenulov�ch
prvk�� jako horn� troj�heln�kov� ��st matice G� Rozd�lme sloupce matice GU do k disjunktn�ch
skupin Si 
 f�� � � � � ng� � � i � k� tak� aby submatice GU �Si� slo�en� ze sloupc� matice GU pat��c�ch
do skupin Si� m�ly v ka�d�m ��dku nanejv�� jeden nenulov� prvek� Pak m��eme v�echny sloupce
matice G ur�it pomoc� k diferenc�

g�x� �vi� � g�x�
�

� Gvi� � � i � k

kde vi� � � i � k jsou vektory obsahuj�c� pouze nuly a jednotky takov�� �e

�vi�j � eTj vi � ��� j � Si
�pomoc� vektoru vi ur��me prvky submatice GU �Si�� ostatn� prvky submatice G�Si� jsou ur�eny
symetri� matice G�� P�i ur�ov�n� prvk� matice G je nutn� postupovat podle vzr�staj�c�ch index��

Ur�ujeme�li prvky v j�t�m ��dku matice GU � je nutn� od prvku ozna�en�ho krou�kem ode��st
prvky ozna�en� k���kem� je� se v d�sledku symetrie rovnaj� ji� ur�en�m prvk�m le��c�m v j�t�m
sloupci matice GU �

Smyslem t�chto �vah bylo uk�zat� �e ur�en� Hessovy matice pomoc� diferenc� gradient� m��e b�t
�asov� nen�ro�n� � je�li tato matice ��dk�� To stav� diferen�n� verze Newtonovy metody do zcela
jin�ho sv�tla� nebo! pro ��dk� �lohy mohou konkurovat metod�m s prom�nnou metrikou a metod�m
sdru�en�ch gradient� nebo je i p�ekonat�
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Diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk� �lohy se obvykle realizuj� jako metody s optim�ln�m
lok�ln� omezen�m krokem �algoritmus �� nebo jako nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem
�algoritmus ��� Metody s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem vy�aduj� opakovan� �e�en� soustavy
rovnic �G� �I�s� g � � �pro r�zn� hodnoty parametru � � ��� Pou��v� se p�itom ��dk� Cholesk�ho
rozklad

RTR � P �G� �I�PT

kde R je regul�rn� horn� troj�heln�kov� matice a P je permuta�n� matice� jej�� jedin�m ��elem je
p�erovnat ��dky a sloupce matice G � �I tak� aby po�et nov� vznikl�ch nenulov�ch prvk� byl co
nejmen��� Nalezen� permuta�n� matice P a n�sledn� ur�en� struktury horn� troj�heln�kov� matice
R se naz�v� symbolickou faktorizac�� Symbolick� faktorizace se prov�d� pouze jednou �na za��tku
itera�n�ho procesu� a proto je mo�n� pou��vat �asov� n�ro�n�j�� slo�it� postupy� kter� minimalizuj�
po�et nov� vznikl�ch nenulov�ch prvk�� Tyto postupy maj� kombinatorick� charakter a jejich popis
se vymyk� rozsahu tohoto textu �jsou jim v�nov�ny samostatn� monogra"e�� V�po�et prvk� horn�
troj�heln�kov� matice R �numerick� faktorizace� se prov�d� podle vzorc� uveden�ch v odd�lu 
�%�

Nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem pou��vaj� metodu sdru�en�ch gradient� �CG�� kde
se ��dk� Hessova matice G pou��v� pouze k v�po�tu sou�in� qi � Gpi� � � i � n� a nen� ji tud��
t�eba rozkl�dat� V souvislosti s diferen�n�mi verzemi Newtonovy metody je �asto v�hodn� pou��vat
p�edpodm�n�nou metodu sdru�en�ch gradient�

s� � �� g� � g p� � �C��g
a

qi � Bpi� �i � gTi C
��gi�p

T
i qi �CG�

si�� � si � �ipi

gi�� � gi � �iqi� �i � gTi��C
��gi���g

T
i C

��gi

pi�� � �C��gi�� � �ipi

kterou dostaneme� pou�ijeme�li metodu sdru�en�ch gradient� �CG� na minimalizaci kvadratick�
funkce

 Q� s� �  gT  s�
�
�
 sT  B s

kde  g � C�
�
� g�  s � C

�
� s�  B � C�

�
�BC�

�
� a polo��me�li gi � C

�
�  gi� si � C�

�
�  si� pi � C�

�
�  pi�

qi � C
�
�  qi� � � i � n �vzorce pro  gi a  qi mus�me vyn�sobit matic� C

�
� a vzorce pro  si a  pi mus�me

vyn�sobit matic� C�
�
� ��

V�znam p�edpodm�n�n� spo��v� v tom� �e matice C se vol� tak� aby matice  B byla l�pe podm�n�n�
ne� matice B� Metoda �CG� pak konverguje rychleji ne� metoda �CG�� Ide�ln� volba je C � B� V
tomto p��pad� najdeme minimum kvadratick� funkce ji� v prvn�m kroku�

V souvislosti s diferen�n� verz� Newtonovy metody pro ��dk� �lohy se osv�d�ilo p�edpomi(ov�n�
pomoc� ne�pln�ho Cholesk�ho rozkladu� Princip tohoto postupu spo��v� v prov�d�n� Cholesk�ho
rozkladu� p�i n�m� se zanedb�vaj� v�echny nov� vznikaj�c� nenulov� prvky �n�kdy se nov� vznikaj�c�mi
nenulov�mi prvky modi"kuje diagon�la rozkl�dan� matice�� Z�skan� horn� troj�heln�kov� matice R
m� stejnou strukturu jako horn� troj�heln�kov� ��st matice B a aproximace RRT � B je �asto velmi
dobr�� co� d�v� velmi ��inn� p�edpodm�n�n��

Nyn� uk��eme� jak lze reprezentovat ��dkou Hessovu matice G� Budeme p�itom pracovat s horn�
troj�heln�kovou matic� GU � kter� vznikne z matice G vynulov�n�m v�ech poddiagon�ln�ch prvk��

De�nice 	� ��dkou reprezentac� Hessovy matice G nazveme trojici vektor� num �GU� � RmU �
ind �GU� � RmU � ord �GU � � Rn��� kdemU je po�et nenulov�ch prvk� maticeGU � Vektor num �GU �
obsahuje numerick� hodnoty nenulov�ch prvk� maticeGU uspo��dan�ch po ��dc�ch� Vektor ind �GU �
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obsahuje sloupcov� indexy t�chto nenulov�ch prvk�� Vektor ord �GU� obsahuje ukazatele um�st�n�
diagon�ln�ch prvk� matice GU ve vektorech num �GU � a ind �GU �� Posledn� prvek vektoru ord �GU �
�i indexem n� �� m� hodnoty mU���

Pro matici �G�� plat�

num�GU� � �G��� G��� G��� G��� G��� G��� G��� G�
� G

�
T

ind�GU� � ��� �� �� 
�
����� �� ��T

ord�GU� � ��� 
� �� '�	����T

Pro matici �G�� plat�

num�GU� � �G��� G��� G��� G��� G�
� G��� G��� G��� G

�T

ind�GU� � ��� �� 
� ������
� �� ��T

ord�GU� � ��� %� '� $�	����T

���� Metody s prom�nnou metrikou pro ��dk�  lohy

Metody s prom�nnou metrikou pro ��dk� �lohy pou��vaj� aktualizace� kter� zachov�vaj� strukturu
��dk� Hessovy matice� Toto zachov�v�n� struktury je n�siln�m omezen�m� kter� eliminuje n�kter�
jin� d�le�it� vlastnosti metod s prom�nnou metrikou �nap��klad nalezen� minima kvadratick� funkce
po kone�n�m po�tu krok��� nicm�n� lze z�skat metody� kter� jsou Q�superline�rn� konvergentn��
Nast�vaj� v�ak pot��e s glob�ln� konvergenc�� nebo! z�skan� aproximace Hessovy matice nemus� b�t
pozitivn� de"nitn��

Od metod s prom�nnou metrikou pro ��dk� �lohy po�adujeme� aby aktualizace spl(ovaly kvazinew�
tonovskou podm�nku� neporu�ovaly symetrii a zachov�valy strukturu ��dk� Hessovy matice� Ozna�me

VQ � fB � Rn�n � Bd � yg
VS � fB � Rn�n � BT � Bg
VG � fB � Rn�n � Gij � �� Bij � �g

�p�edpokl�d�me� �e Gii �� � �� � i � n�� Z�ejm� VQ 
 Rn�n� VS 
 Rn�n� VG 
 Rn�n jsou line�rn�
variety �VS a VG jsou podprostory� v Rn�n� Jeliko� Frobeniova normamatice je euklidovskou normou
v Rn�n� m��eme de"novat oper�tory ortogon�ln� projekce PQ� PS � PG do VQ� VS � VG p�edpisem

PQB � arg min
B�	VQ

k B� � B kF
PSB � arg min

B�	VS
k B� � B kF

PGB � arg min
B�	VG

k B� �B kF

Podobn� m��eme de"novat oper�tory ortogon�ln� projekce PQS � PQG� PSG a PQSG do VQ � VS �
VQ �VG� VS �VG a VQ �VS �VG� Je z�ejm�� �e na�e po�adavky na ��dkou aktualizaci spl(uje matice
B� � PQSGB�

V dal��m textu uk��eme� �e i jednoduch� aktualizace zalo�en� na skl�d�n� projekc� mohou v�st k
superline�rn� konvergentn�m metod�m�

V�ta �� Nech! B � Rn�n a nech! PQ� PS� PG jsou oper�tory ortogon�ln� projekce do VQ� VS � VG�
Pak plat�
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PQB � B �
�y � Bd�dT

dTd

PSB �
�
�
�B � BT �

a

�PGB�ij � Bij � Gij �� �

�PGB�ij � � � Gij � �

D�kaz Budeme postupovat podobn� jako v d�kazu v�ty �$� Vztah pro PQB odvod�me pomoc�
Lagrangeovy funkce

L �
�
�
k B� �B k�F �uT �w � �B� �B�d� �

�
�
�

nX
i��

nX
j��

�B�
ij � Bij�

� �
nX
i��

ui

�
�yi � nX

j��

B�
ijdj

�
A

Derivov�n�m Lagrangeovy funkce podle prvk� matice B� dostaneme

�L

�B�
ij

� �B�
ij � Bij�� uidj

�� � i � n� �� � j � n� Podm�nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce m� tedy tvar B� � B�udT �
co� po dosazen� do kvazinewtonovsk� podm�nky B�d � y d�v� udTd � y �Bd� neboli

u �
y � Bd

dTd

Dosad�me�li tento v�raz do vzorce B� � B � udT � dostaneme vztah pro PQB� Vztah pro PSB
odvod�me minimalizac� funkce

�
�
k B� �B k�F�

�
�

nX
i��

�B�
ii � Bii�

� �
�
�

n��X
i��

nX
j�i��

��B�
ij � Bij�

� � �B�
ij �Bji�

��

Derivujeme�li tuto funkci podle prvk� matice B�� a polo��me�li derivace rovny nule dostaneme pod�
m�nky

B�
ij �Bij � � � i � j

�B�
ij �Bij� � �B�

ij � Bji� � � � i �� j

co� d�v� B� � �B � BT ���� Vztah pro PGB odvod�me minimalizac� funkce

�
�
k B� �B k�F�

�
�

X
Gij 
��

�B�
ij � Bij�� �

�
�

X
Gij��

B�
ij

nebo! podle p�edpokladu B�
ij � � pokud Gij � �� Derivujeme�li tuto funkci podle prvk� matice B�

a polo��me�li derivace rovny nule dostaneme

B�
ij � Bij � � � Gij �� �

B�
ij � � � Gij � �
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co� jsme m�li dok�zat�

V dal��m textu zavedeme vektory di � Rn� � � i � n takov�� �e

dij � dj � Gij �� �

dij � � � Gij � �

a m�sto standardn� kvazinewtonovsk� podm�nky B�d � y pou�ijeme ��dkou kvazinewtonovskou pod�
m�nku

nX
j��

�B�
ij � �PGB�ij�d

i
j � wi� � � i � n

kde w � y � �PGB�d�

V�ta �� Nech! B � Rn�n a nech! PQS � PQG� PSG jsou oper�tory orthogon�ln� projekce do VQ�VS �
VQ � VG� VS � VG� Pak plat�

PQSB � B �
�y � Bd�dT � d�y � Bd�T

dTd
� �y � Bd�Td

dTd

ddT

dTd

PQGB � PG�B � udT �

PSGB � PSPGB � PGPSB

kde vektor u � Rn je �e�en�m soustavy rovnic Qu � w s diagon�ln� pozitivn� semide"nitn� matic�

Q �
nX
i��

k di k� eieTi

D�kaz Vztah pro PQSB plyne bezprost�edn� z v�ty �$ �metoda PSB�� Sta�� dosadit W � I� Z�ejm�
plat� PQGB � PQGPGB� Vztah pro PQGB � PQGPGB odvod�me pomoc� Lagrangeovy funkce

L �
�
�

nX
i��

nX
j��

�B�
ij � �PGB�ij�� �

nX
i��

ui

�
�wi � nX

j��

�B�
ij � �PGB�ij�dij

�
A

obsahuj�c� ��dkou kvazinewtonovskou podm�nku� Derivov�n�m Lagrangeovy funkce podle prvk� mat�
ice B� dostaneme

�L

�B�
ij

� �B�
ij � �PGB�ij� � uid

i
j

�� � i � n� �� � j � n� Podm�nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce m� tedy tvar B�
ij �

�PGB�ij � uid
i
j� � � i � n� � � j � n� co� jsme m�li dok�zat� Dosad�me�li toto vyj�d�en� do ��dk�

kvazinewtonovsk� podm�nky� dostaneme

nX
j��

uid
i
jd

i
j � wi� � � i � n

neboli Qu � w� kde Q je diagon�ln� matice vystupuj�c� v tvrzen� v�ty �pozitivn� semide"nitnost
je z�ejm��� Vztahy pro PSGB plynou bezprost�edn� z identit PSGB � PSG�PSB� a PSGB �
PSG�PGB��

V�ta �� Nech! B � Rn�n a nech! PQSG je oper�tor ortogon�ln� projekce do VQ�VS �VG� Pak plat�

PQSGB � PG�B � udT � duT �

kde vektor u � Rn je �e�en�m soustavy rovnic Qu � w se symetrickou pozitivn� semide"nitn� matic�
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Q � PG�ddT � �
nX
i��

k di k� eieTi

kter� m� stejnou strukturu jako matice G�

D�kaz Z�ejm� plat� PQSGB � PQSGPGB� Jeliko� matice B� �PGB je symetrick�� m��eme polo�it
B� �PGB � X �XT � kde X je zat�m nezn�m� �tvercov� matice� Pou�ijeme Lagrangeovu funkci

L �
�
�

nX
i��

nX
j��

�Xij �Xji�� �
nX
i��

ui

�
�wi � nX

j��

�Xij �Xji�dij

�
A

obsahuj�c� ��dkou kvazinewtonovskou podm�nku� Derivov�n�m Lagrangeovy funkce podle prvk� mat�
ice X dostaneme

�L

�Xij
� �Xij �Xji�� uid

i
j � ujd

j
i

�� � i � n� �� � j � n� Podm�nka pro stacionaritu Lagrangeovy funkce m� tedy tvarB���PGB�ij �
uid

i
j�ujd

j
i � co� jsme m�li dok�zat� Dosad�me�li toto vyj�d�en� do ��dk� kvazinewtonovsk� podm�nky�

dostaneme

wi �
nX
j��

�uidij � ujd
j
i �d

i
j �k di k� ui �

nX
j��

djid
i
juj

neboli Qu � w� kde Q je symetrick� matice vystupuj�c� v tvrzen� v�ty� Matice Q m� z�ejm� stejnou
strukturu jako matice G� Nech! v � Rn je libovoln� vektor� Pak plat�

vTQv �
nX
i��

nX
j��

djid
i
jvivj �

nX
i��

k di k� v�i �
X
Gij 
��

didjvivj �
X
Gij 
��

d�jv
�
i �

�
�
�

X
Gij 
��

�divj � djvi�
� � �

���
�matice Gij je symetrick��� tak�e matice Q je pozitivn� semide"nitn�� Zb�v� dok�zat� �e rovnice
Qu � w m� �e�en�� P�edpokl�dejme nejprve� �e k di k�� � �� � i � n� Uk��eme� �e v tomto p��pad�
je matice Q pozitivn� de"nitn�� Pokud by matice Q nebyla pozitivn� de"nitn�� existoval by vektor
v �� � takov�� �e vTQv � �� Pak by podle vyj�d�en� ��� musel existovat index � � i � n takov�� �e
vi �� � a

divj � djvi � � �Gij �� �

Jeliko� p�edpokl�d�me� �e Gii �� � mus� nutn� platit divi � �� neboli di � �� co� po dosazen� do
posledn� rovnosti d�v� djvi � � �Gij �� �� neboli dj � � �Gij �� �� To je ale ve sporu s p�edpokladem�
�e

k di k��
nX
j��

�dij�
� �

X
Gij 
��

d�j �� �

P�edpokl�dejme nyn�� �e pro n�jak� index � � i � n plat� k di k� �� Pak matice Q m� nulov� i�t�
��dek a i�t� sloupec a plat�

wi � yi �
X
Gij 
��

Bijdj �
X
Gij 
��

�  Gij �Bij�dij � �

'�



�Matice  G je de"novan� vztahem �a� v d�kazu lemmatu �	�� M��eme tedy i�tou rovnici vypustit
a polo�it ui � �� T�mto zp�sobem m��eme eliminovat v�echny nadbyte�n� rovnice� Zbyl� soustava
rovnic m� pozitivn� de"nitn� matici�

Metoda s prom�nnou metrikou� kter� pou��v� aktualizaci

B� � PQSGB �BT�

se naz�v� Tointovou metodou� Jej� realizace je pom�rn� pracn�� nebo! je t�eba �e�it dodate�nou
soustavu rovnic Qu � w �Toint�v syst�m�� V hust�m p��pad� je tato metoda ekvivalentn� metod�
PSB� kter� nen� p��li� efektivn�� Proto byly navr�eny dal�� aktualizace� kter� v�ak v jist�m smyslu
naru�uj� spln�n� kvazinewtonovsk� podm�nky� V tomto textu se budeme zab�vat Marwilovoumetodou
s aktualizac�

B� � PSPQGB �BM�

Powellovou metodou s aktualizac�

B� � PGPQSB �BP�

a Steihaugovou metodou s aktualizac�

B� � PSGPQB �BS�

Lemma �� Nech! B� je matice ur�en� pomoc� n�kter� z aktualizac� �BT�� �BM�� �BP�� �BS�� Pak
plat�

B� � VS � VG

D�kaz Pro aktualizaci �BT� a �BS� je toto tvrzen� z�ejm�� V p��pad� aktualizace �BM� tvrzen�
plyne z toho� �e projekce PS � ur�en� symetri� matice� neovlivn� symetrickou ��dkou strukturu� V
p��pad� aktualizace �BP� tvrzen� plyne z toho� �e projekce PG� ur�en� symetrickou ��dkou strukturou�
neovlivn� symetrii matice�

Ve vzorc�ch �BT�� �BM�� �BP�� �BS� vystupuj� v�dy dva oper�tory ortogon�ln� projekce PA� PB do
line�rn�ch variet VA� VB �v p��pad� Tointovy aktualizace je druh� oper�tor indentick�m oper�torem��
p�i�em� plat� VA 
 VQ a VA � VB � VQ � VS � VG�
Lemma �
 Nech! B� � PBPAB� kde PA�PB jsou oper�tory ortogon�ln� projekce do VA� VB � kde
VA 
 Rn�n� VB 
 Rn�n jsou line�rn� variety takov�� �e VA 
 VQ a VA � VB � VQ � VS � VG� Pak
pro libovolnou matici  G � VQ � VS � VG plat�

k B� �  G k�F�k B �  G k�F �
k y �Bd k�
k d k�

D�kaz Jeliko�  G � VB a PB je oper�tor ortogon�ln� projekce� m��eme pou��t Pythagorovu v�tu

k PBPAB �  G k�F�k PAB �  G k�F � k PBPAB � PAB k�F�k PAB �  G k�F
Jeliko� PAB � VA 
 VQ� m��eme ps�t PABd � y� tak�e plat�

k y � Bd k�k �PAB � B�d k�k PAB �B kk d k�k PAB �B kF k d k
Jeliko�  G � VA a PA je oper�tor ortogon�ln� projekce� m��eme ps�t

k PAB �  G k�F�k B �  G k�F � k PAB �B k�F
spojen�m v�ech dok�zan�ch nerovnost� dostaneme tvrzen� lemmatu�

'�



Nyn� se budeme zab�vat konvergenc� metod s prom�nnou metrikou pro ��dk� �lohy� Omez�me se
pouze na metody s lok�ln� omezen�m krokem nebo! ��dk� aktualizace nezaru�uj� pozitivn� de"nitnost
aktualizovan�ch matic�

V�ta �� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost bod� generovan� metodou s lok�ln� omezen�m
krokem �de"nice ���� Nech! Bi�� � PBPA�Bi�� i � N�� a Bi�� � Bi� i �� N� �PBPA�Bi� zna��
n�kterou z ��dk�ch aktualizac� �BT�� �BM�� �BP�� �BS� a mno�iny N�� N�� N� jsou de"nov�ny v
pozn�mce 
$�� Pak jestli�e funkce F � Rn � R spl(uje podm�nky �F��� �F��� �F
� a �F��� plat�

lim inf
i��

k gi k� �

D�kaz �a� nejprve uk��eme� �e plat� k Bi k� Ci� i � N � kde Ci� i � N � jsou ��sla spl(uj�c� rekurentn�
nerovnosti

Ci�� � Ci � C k di k� i � N �C�

Nech! i � N� a nech!  Gi je matice de"novan� vztahem �a� v d�kazu lemmatu �	� Pak plat�

k  Gi � Gi kF � k
Z �

�

�G�xi � �di�� G�xi��d� kF�
p
n

Z �

�

k G�xi � �di�� G�xi� k d� �

� L
p
n k di k

Z �

�

�d� �
�
�
L
p
n k di k

�pou��v�me p�edpoklad �F�� a skute�nost� �e Frobeniova norma nen� v�t�� ne�
p
n n�sobek spektr�ln�

normy�� Podobn�m zp�sobem dostaneme

k  Gi �Gi�� kF� �
�
L
p
n k di k

Pou�ijeme�li nerovnost k Bi�� �  Gi kF�k Bi �  Gi kF � kter� plyne z lemmatu �'� m��eme ps�t

k Bi�� �Gi�� kF � k Bi�� �  Gi kF � k  Gi �Gi�� kF�k Bi �  Gi kF � k  Gi �Gi�� kF�
� k Bi �Gi kF � k  Gi �Gi kF � k  Gi �Gi�� kF�
� k Bi �Gi kF �L

p
n k di k

Tato nerovnost je spln�na i pro i �� N�� nebo! pro i �� N� plat� Bi�� � Bi� Gi�� � Gi a di � �� a
pou�ijeme�li ji n�kolikr�t po sob�� dostaneme

k Bi�� � Gi kF�k B� �G� kF �L
p
n

iX
j��

k dj k

Pou�ijeme�li p�edpoklad �F
� a polo��me�liC� � �G
p
n� k B� kF a C � L

p
n� dostaneme nerovnosti

k Bi k� Ci� i � N � kde ��sla Ci� i � N � spl(uj� nerovnosti �C��
�b� Z p�edpokladu �F�� plyne existence konstanty + takov�� �e k di k� +� i � N � Zvolme tuto
konstantu tak velkou� aby platilo C� � C+� Jeliko� k di k� +� i � N � a jeliko� plat� �C�� m��eme
ps�t Ci � iC+� i � N � Ozna��me�li

Mi � max
��j�i

k Bj k

m��eme ps�t Mi � Ci� i � N � tak�e dostaneme

�X
i��

�
Mi

�
�X
i��

�
Ci

� �

C+

�X
i��

�
i
��

a m��eme pou��t v�tu 

�

'�



Tvrzen� �� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty �$ a nech! xi � x�� Nech! funkce F � Rn � R�
spl(uje podm�nky �F
�� �F��� �F��� Pak plat�

�X
i��

k di k	�

Pozn�mka �� Z tohoto tvrzen�� jeho� d�kaz je form�ln� dosti komplikovan�� plyne existence kon�
stanty B takov�� �e k Bi k� B �i � N � Z �C� toti� snadno dostaneme

k Bi k� Ci � C� � C

i��X
j��

k di k� C� �C

�X
j��

k di k�� B

V�ta �� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady Tvrzen� �	� p�i�em� k 
i�si� k� �� Pak xi � x� Q�
superline�rn��

D�kaz Nech! i � N�� Pou�ijeme�li lemma �' a prvn� dv� nerovnosti z d�kazu v�ty �$� m��eme ps�t

k Bi�� � Gi�� k�F �
�
k Bi�� �  Gi kF � k Gi�� �  Gi kF

��
�

� k Bi�� �  Gi k�F �
�
�
L
�
n k di k� �L

p
n k Bi�� �  Gi kF k di k�

� k Bi �  Gi k�F �
k yi �Bidi k�

k di k �

�
�
�
L
�
n+� L

p
n
�
B �G

�� k di k
a

k Bi �  Gi k�F �
�
k Bi �Gi kF � k Gi �  Gi kF

��
�

� k Bi � Gi k�F �
�
�
L
�
n k di k� �L

p
n k Bi � Gi kFk di k�

� k Bi � Gi k�F �

�
�
�
L
�
n+� L

p
n
�
B �G

�� k di k
�existence konstanty + plyne z tvrzen� �	� existence konstanty B plyne z pozn�mky �$� existence
konstanty G plyne z �F
��� Spojen�m obou nerovnost� dosteneme

k yi �Bidi k�
k di k� �k Bi � Gi k�F � k Bi�� � Gi�� k�F �M k di k

kde M � �
�L

�
n+��L

p
n�B�G�� Tato nerovnost plat� form�ln� i pro i �� N� �pro i �� N�� kdy di � �

a yi � �� m��eme v�raz na lev� stran� nahradit nulou�� Pou�ijeme�li tuto nerovnost a Tvrzen� �	�
dostaneme

�X
i��

k yi � Bidi k�
k di k� �

�X
i��

�k Bi � Gi k�F � k Bi�� � Gi�� k�F
�
�M

�X
i��

k di k�

� k B� � G� k�F �M
�X
i��

k di k	�

���
D�le podle �F�� plat�

'




k �G� �Bi� di k
k di k � k G�di � yi k

k di k �
k yi �Bidi k

k di k �

� k G� �Gi k � k  Gi � Gi k �k yi � Bidi k
k di k �

� L k x� � xi k ��
�
L
p
n k di k �k yi � Bidi k

k di k
�viz d�kaz v�ty �$�� tak�e

k �G� �Bi� di k
k di k � �

nebo! xi � x� podle p�edpokladu� k di k� � podle tvrzen� �	 a k yi � Bidi k � k di k� � podle ����
Jeliko� k 
i�si� k� � jsou spln�ny p�edpoklady v�ty 
� a xi � x� Q�superline�rn��

Metody s prom�nnou metrikou pro ��dk� �lohy m��eme tak� realizovat jako metody sp�dov�ch
sm�r�� kdy se soustava line�rn�ch rovnic Bs � g � � �e�� nep�esn� metodou sdru�en�ch gradient�
�odd�l 
����

V�ta �
Aplikujeme�limetodu sdru�en�ch gradient� �CG� na kvadratickou funkciQ�s� � �����sTBs�
gT s� kde B � ��B� � ��B� � B� a plat��li pTi Bpi � � pro � � i � m� pak� polo��me�li s � sm��� je
spln�na podm�nka

�sT g � �� k s kk g k
s

�� �
�
m

B

B

D�kaz Z d�kazu v�ty 
' plyne� �e

pTj Bpi � � �� � j 	 i � m

gTj gi � � �� � j 	 i � m� �

pTj gi � � �� � j 	 i � m� �

Pou�ijeme�li �CG�� dostaneme

gTi pi �

�
�g � i��X

j��

�jBpj

�
AT

pi � gTpi

a

�i �
gTi gi
pTi Bpi

� �g
T
i �pi � �i��pi���

pTi Bpi
� � gTpi

pTi Bpi

�� � i � m� tak�e

�gT s � �
mX
i��

�ig
Tpi �

mX
i��

�gT pi��

pTi Bpi
� �gTp���

pT�Bp�
�

gT g

gTBg
k g k��k g k� �B

D�le plat�

s �
mX
i��

�ipi � �
mX
i��

pip
T
i

pTi Bpi
g

'�



tak�e

k s k�
mX
i��

k pipTi k
pTi Bpi

k g k�
mX
i��

pTi pi

pTi Bpi
k g k� m k g k �B

Spoj�me�li ob� nerovnosti� dostaneme

� sTg

k s kk g k �
k g k�
B

B

m k g k� �
�
m

B

B

Tvrzen� v�ty %� tvo�� z�klad jednoduch�ho algoritmu�

Algoritmus 
 Data � 	 
 	 �� � 	 � 	 �� m � n�

Krok 
 Polo��me s � �� r � �g� � �k r k�� p � r� � �k r k�� k � �

Krok 	 Polo��me � � �� vypo�teme vektor q � Bp a ��sla � � pT q� � � ��� a pokud k � �
polo��me � � �� Jestli�e k � � a � � � polo��me s � r a ukon��me v�po�et� Jestli�e
k � � a � � �� ukon��me v�po�et�

Krok � Polo��me � � ��� � Polo��me s �� s��p� r �� r��q a � �k r k�� Jestli�e � � 
� k g k�
nebo k � m� ukon��me v�po�et�

Krok � Polo��me � � ���� p � r � �p� � �� � � ���� k �� k � � a p�ejdeme na krok ��

�obvykle vol�me m � n� 
��
Pou�it� metody sdru�en�ch gradient� je velmi v�hodn�� nebo! tato metoda� aplikovan� na kvadrat�

ickou funkci Q�s� s pozitivn� de"nitn� matic� B� d�v� sp�dov� sm�ry bez ohledu na to� jak p�esn� se
�e�� soustava rovnic Bs � g �obecn� v�ta % vy�aduje� aby platilo k Bs � g k� 
 k g k a 
 � B�B�� I
kdy� konvergen�n� teorie� kterou jsme se dosud zab�vali� nen� aplikovateln� na metody s prom�nnou
metrikou realizovan� jako metody sp�dov�ch sm�r�� jsou tyto metody obvykle ��inn�j�� ne� metody
s prom�nnou metrikou realizovan� jako metody s lok�ln� omezen�m krokem�

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� n�kolikametod pro ��dk� �lohy �CG � metoda sdru�en�ch gra�
dient�� ��BFGS � p�tikrokov� metoda BFGS s omezenou pam�t�� diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy
metody� diferen�n� verze ��dk� Newtonovy metody s itera�n�m CG nebo s p�esn�m GM �e�en�m sous�
tavy line�rn�ch rovnic� ��dk� VM metoda �Marwilova projekce� s itera�n�m CG nebo s p�esn�m GM
�e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic� hust� BFGS metoda� p�i minimalizaci �� testovac�ch funkc� se
��� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient� NFG�
jako� i celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT � NFV � NFG �as
CG ��%% � 
	�
 � 
	�
 '��	
��BFGS �	%� � ���	 � ���	 '�%

Nep�esn� Newtonova
�dif� verze� � CG '�� � $�� � %�$$ '���
��dk� Newtonova
�dif� verze� � CG ��$ � �%' � ��%� '�%	
��dk� Newtonova
�dif� verze� � GM 
'' � ��� � �'�� '��

��dk� VM � CG
�Marwilova projekce� �
�$ � ���	 � ���	 ����$
��dk� VM � GM
�Marwilova projekce� ���� � �$�� � �$�� 
%���
Hust� BFGS ��	$ � �%�% � �%�% �
�'


���� Diferen�n� verze Newtonovy metody pro separovateln�  lohy

'�



Rozs�hl� �lohy jsou �asto formulov�ny tak� �e plat�

F �x� �
mX
k��

fk�x�

kde m � O�n� a kde ka�d� z funkc� fk � Rn � R� � � k � m� z�vis� na nk � O��� prom�nn�ch�
Pak v�po�et hodnoty a gradientu funkce F �x� spot�ebuje O�n� operac� a Hessova matice t�to funkce
obsahuje O�n� nenulov�ch prvk�� Gradient a Hessovu matici funkce F � Rn � R m��eme vyj�d�it
ve tvaru

g�x� �
mX
k��

gk�x�

G�x� �
mX
k��

Gk�x�

kde gradienty gk�x� a Hessovy matice Gk�x� funkc� fk � Rn � R� � � k � m� obsahuj� O���
nenulov�ch prvk�� tak�e je lze uchov�vat v �sporn�m tvaru� Ozna�me

f�x� � �f��x�� � � � � fm�x��T

J�x� � �g��x�� � � � � gm�x��T

pak plat� F �x� � fT �x�e� g�x� � JT �x�e� kde e � ��� � � � � ��T � Rm je vektor� kter� obsahuje sam�
jednotky� Jacobiova matice J�x� je ��dk� �jej� k�t� ��dek gTk �x� obsahuje nk � O��� nenulov�ch
prvk�� � � k � m�� Hessova matice G�x� m� stejnou strukturu jako matice JT �x�J�x�� Struktura
��dk� �lohy je tedy pln� ur�ena strukturou Jacobiovy matice�

De�nice 	� ��dkou reprezentac� Jacobiovy matice J nazveme trojici vektor� num �J� � R�n�
ind �J� � R�n� ord �J� � Rm��� kde

#n �
mX
k��

nk

je po�et nenulov�ch prvk� matice J � Vektor num �J� obsahuje numerick� hodnoty nenulov�ch prvk�
matice J uspo��dan�ch po ��dc�ch� Vektor ind �J� obsahuje indexy t�chto nenulov�ch prvk�� Vektor
ord �J� obsahuje ukazatele um�st�n� prvn�ch nenulov�ch prvk� v ��dc�ch matice J �ukazatele um�st�n�
ve vektorech num �J� a ind �J��� tak�e

ord�J�k � � �
k��X
i��

nk� � � k � m � �

V dal��m v�kladu budeme pou��vat spakovan� gradienty #gk�x� � Rnk� kter� obsahuj� pouze
nenulov� prvky gradient� gk�x� � Rn� � � k � m� a spakovan� Hessovy matice #Gk�x� � Rnk�nk �
kter� obsahuj� pouze nenulov� prvky Hessov�ch matic Gk�x� � Rn�n� � � k � m� Z�ejm� plat�

num�J� � �#gT� � � � � � #g
T
m�

T

Diferen�n� verze Newtonovy metody pro separovateln� �lohy jsou zalo�eny na numerick�m v�po�tu
prvk� spakovan�ch Hessov�ch matic� Pou��vaj� se p�itom diferen�n� vzorce

#Gk�x�#ej � #gk�x� �#ej�� #gk�x�
�

kde #ej � � � j � nk� jsou sloupce jednotkov� matice ��du nk� K ur�en� prvk� spakovan�ch Hessov�ch
matic je tedy zapot�eb�

mX
k��

n�k � mO��� � O�n�

'%



operac��

Pozn�mka �� ��dk� Jacobiova matice J a numerick� hodnoty spakovan�ch Hessov�ch matic #Gk�x��
� � k � m� jednozna�n� ur�uj� gradient g a ��dkou Hessovu matici G� Zn�me�li ��dkou reprezentaci
Jacobiovy matice �de"nice �%� a numerick� hodnoty spakovan�ch Hessov�ch matic� m��eme snadno
ur�it ��dkou reprezentaci Hessovy matice �de"nice ���� Spakovan� Hessovy matice je mo�n� zpracov�
�vat sekven�n� �nen� t�eba je ukl�dat sou�asn� v pam�ti po��ta�e��

Diferen�n� verze Newtonovy metody pro separovateln� �lohy se li�� od diferen�n�ch verz� Newtonovy
metody pro ��dk� �lohy pouze zp�sobem z�sk�n� ��dk� Hessovy matice G�x�� V�echny ostatn� �vahy
z�st�vaj� stejn�� Lze op�t pou��t realizaci ve form� metody s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem
�odd�l 
�
� nebo realizaci ve form� nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem �odd�l 
����

Numerick�m porovn�n�m diferen�n�ch verz� Newtonovy metody pro separovateln� �lohy s difer�
en�n�mi verzemi Newtonovy metody pro ��dk� �lohy lze zjistit� �e oba dva typy metod vy�aduj�
p�ibli�n� stejn� po�et operac� na jednu iteraci� Metody pro ��dk� �lohy jsou algoritmicky n�ro�n�j��
�je t�eba hledat rozklady sloupc� Hessovy matice� ale vzhledem k tomu� �e se tyto n�ro�n� operace
prov�d�j� pouze jednou� p�ed zah�jen�m itera�n�ho procesu� je celkov� doba �e�en� o n�co krat�� ne�
u metod pro separovateln� �lohy� Oba dva typy metod vy�aduj� p�ibli�n� stejn� po�et iterac��

���� Metody s prom�nnou metrikou pro separovateln�  lohy

Metody s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy pou��vaj� m�sto spakovan�ch Hessov�ch
matic #Gk�x�� � � k � m� jejich aproximace #Bk� � � k � m� kter� se aktualizuj� pomoc� metod s
prom�nnou metrikou�

#B�
k �

�
#�k



#Bk �

#�k
#�k

�
#bk

#yk#y
T
k �

�
#ck

#Bk
#dk
�
#Bk

#dk
�T

�
#�k
#ck

�
#ck
#bk

#yk � #Bk
#dk

��
#ck
#bk

#yk � #Bk
#dk

�T�

kde #yk � #g�k � #gk a #dk � Rnk je vektor� kter� m� stejnou dimenzi jako vektor #yk a kter� obsahuje
prvky vektoru d s indexy odpov�daj�c�mi prvk�m vektoru #yk �v�e pro � � k � m�� P�itom #bk � #yTk #dk�
#ck � #dTk #Bk

#dk� � � k � m� a #�k� #�k� #�k� � � k � m jsou voln� parametry�
Uvedeme nejprve n�kolik pozn�mek k metod�m s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy�

	 Metody s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy jsou ��inn�j�� ne� metody s prom�nnou
metrikou pro ��dk� �lohy� jak je z�ejm� z numerick�ho porovn�n� uveden�ho v z�v�ru tohoto
odd�lu�

	 Vzhledem k tomu� �e spakovan� matice #Bk� � � k � m� se aktualizuj� pomoc� vektor� yk�
dk� � � k � m� je ��eln� aby platilo #Bk � #Gk� � � k � m� tak�e se oby�ejn� pokl�d�
�k � �� �k � �� � � k � m �jin� volby t�chto voln�ch parametr� oby�ejn� zhor�uj� rychlost
konvergence��

	 D� se dok�zat� �e metody s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy jsou Q�superline�rn�
konvergentn�� Kupodivu obt��n�j�� je dok�zat glob�ln� konvergenci t�chto metod� co� se zat�m
bez zaveden� dodate�n�ch p�edpoklad� nepoda�ilo� Souvis� to se skute�nost�� �e nen� obecn�
zaru�ena platnost nerovnost� #yTk #dk � �� � � k � n� tak�e matice #B�

k � � � k � m� nemus� b�t
pozitivn� de"nitn��

Pop��eme nyn� efektivn� realizaci metod s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy� Tato
realizace je metodou sp�dov�ch sm�r� �de"nice �'� a aktualizace se prov�d� podle vzorc�

#B�
k � #Bk �

�
#bk

#yk#y
T
k �

�
#ck

#Bk
#dk
�
#Bk

#dk
�T

� #yTk #dk � �

#B�
k � #Bk � #yTk #dk � �

''



kde � � k � m �metoda BFGS�� Tyto vzorce zaru�uj� pozitivn� de"nitnost matic #B�
k � � � k � m�

Je�li matice #Bk pozitivn� de"nitn� a plat��li #yTk
#dk � �� je matice #B�

k � #Bk pozitivn� de"nitn�� Je�li
matice #Bk pozitivn� de"nitn� a plat��li #yTk

#dk � �� je matice #B�
k pozitivn� de"nitn� podle v�ty ���

Zn�me�li aproximace #Bk� � � k � m spakovan�ch Hessov�ch matic #Gk� � � k � m� m��eme podle
pozn�mky �	 zkonstruovat ��dkou aproximaci Hessovy matice G� Metody s prom�nnou metrikou
v�ak maj� jednu nev�hodu� kter� spo��v� v tom� �e je t�eba ukl�dat sou�asn� v�echny matice #Bk�
� � k � m� To vy�aduje rezervaci dal��ch

#m �
nX

k��

�
�
#nk� #nk � ��

m�st v pam�ti po��ta�e ���slo #m je obvykle zna�n� v�t�� ne� po�et nenulov�ch prvk� ��dk� Hessovy
matice G��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� n�kolika metod pro separovateln� �lohy �CG � metoda
sdru�en�ch gradient�� ��BFGS � p�tikrokov� metoda BFGS s omezenou pam�t�� diferen�n� verze
nep�esn� Newtonovy metody� diferen�n� verze separovateln� Newtonovy metody s itera�n�m CG
nebo s p�esn�m GM �e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic� separovatelh� BFGS metoda s itera�n�m
CG nebo s p�esn�m GM �e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic� p�i minimalizaci �� testovac�ch funkc� se
��� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient� NFG�
jako� i celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT � NFV � NFG �as
CG �
	� � ���� � ���� ���'�
��BFGS �
$	 � ��$% � ��$% ���	�
Nep�esn� Newtonova
�dif� verze� � CG %�� � $�
 � %�$� ����	
Separovateln� Newtonova
�dif� verze� � CG ��% � %�' � �
�$ �%�%�
Separovateln� Newtonova
�dif� verze� � GM ��% � ��% � �%
� ����$
Separovateln� BFGS � CG $�� � 		� � 		� ���	%
Separovateln� BFGS � GM '�
 � $$� � $$� �����

��
 Modi�kace Gaussovy � Newtonovy metody pro ��dk� sou�et �tverc�

P�edpokl�dejme� �e ��elov� funkce F �x� m� tvar

F �x� �
�
�

mX
k��

f�k �x�

kde m � O�n� a kde ka�d� z funkc� fk � Rn � R� � � k � m� z�vis� na nk � O��� prom�nn�ch�
Dost�v�me tak speci�ln� p��pad separovateln� �lohy� Tuto separovatelnou �lohu bychom mohli �e�it
pomoc� diferen�n�ch verz� Newtonovy metody nebo pomoc� metod s prom�nnou metrikou� Speci�ln�
tvar ��elov� funkce v�ak dovoluje pou��t n�kter� modi"kace Gaussovy�Newtonovy metody� kter�
mohou b�t mnohem ��inn�j���

Gaussovu�Newtonovu �GN� metodu m��eme realizovat bu) pomoc� ��dk� reprezentace Hessovy
matice ��e�en�m norm�ln� soustavy rovnic �NE�� nebo pomoc� ��dk� reprezentace Jacobiovy matice
��e�en�m p�eur�en� soustavy rovnic �OE��� Prvn� zp�sob je zalo�en na pou�it� matice B � JTJ � kter�
m� stejnou strukturu jako matice G a kter� se snadno sestrojuje� Zn�me�li matici B� m��eme GN
metodu realizovat bu) jako metodu s optim�ln�m lok�ln� omezen�m krokem nebo jako nep�esnou
metodu s lok�ln� omezen�m krokem �tak jako diferen�n� verzi Newtonovy metody pro ��dk� �lohy��

Proto�e GN metoda m��e selh�vat v p��pad� �loh s velk�mi rezidui� je v�hodn� kombinovat tuto
metodu s jin�mi metodami �odd�l 
�	�� V praxi se pou��vaj� t�i hybridn� metody pro ��dk� sou�et
�tverc��

'$



�� Kombinace GN metody s Marwilovou metodou� V prvn�m itera�n�m kroku pokl�d�me B � JT J �
Po skon�en� ka�d�ho itera�n�ho kroku pokl�d�me

B� � JT�J� � F � F� � �F

B� � PSPQSB � F � F� � �F

�viz �BM� v odd�lu ����� kde J� � J�x��� Glob�ln� konvergence t�to metody plyne z v�ty �
 a
v�ty �$� Superline�rn� konvergence t�to metody plyne z v�ty �
 a v�ty %��

�� Kombinace GN metody s diferen�n� verz� Newtonovy metody� V prvn�m itera�n�m kroku pok�
l�d�me B � JTJ � Po skon�en� ka�d�ho itera�n�ho kroku pokl�d�me

B� � JT�J� � F � F� � �F

B� � JT�J� �
mX
k��

f�k G
�
k � F � F� � �F

kde J� � J�x�� a f
�
k � fk�x��� G

�
k � Gk�x��� � � k � m �Gk�x�� je diferen�n� aproximace Hessovy

matice funkce fk�x���� Glob�ln� a superline�rn� konvergence t�to metody plyne z v�ty �� a v�ty �
�


� Kombinace GN metody s metodou hodnosti �� V prvn�m itera�n�m kroku pokl�d�me B � JTJ a
Bk � Ik� � � k � m �Bk je aproximace Hessovy matice Gk a Ik se od jednotkov� matice li�� pouze
t�m� �e �Ik�ii � �� pokud �Gk�ii � ��� Po skon�en� ka�d�ho itera�n�ho kroku pokl�d�me

B�
k � Bk �

wkw
T
k

dTkwk
� jdTkwkj � �

B�
k � Bk � jdTkwkj � �

pro � � k � m� a

B� � JT�J� � F � F� � �F

B� � JT�J� �
mX
k��

f�k B
�
k � F � F� � �F

P�itom wk � yk � Bkdk a yk � gk�x�� � gk�x�� dk � x� � x� � � k � m� A�koliv pro tuto metodu
nejsou dok�z�ny konvergen�n� v�ty� jsou jej� numerick� vlastnosti velmi dobr�� Jedinou nev�hodou
t�to metody �podobn� jako metod s prom�nnou metrikou pro separovateln� �lohy� je nutnost ukl�dat
sou�asn� v�echny matice Bk� � � k � m �ve skute�nosti se pracuje se spakovan�mi maticemi #Bk�
� � k � m��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� jednotliv�ch hybridn�ch metod pou��vaj�c�ch ��dkou reprezentaci
Hessovy matice s ostatn�mi metodami pro ��dk� a separovateln� �lohy p�i minimalizaci �� testovac�ch
funkc� se ��� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient�
NFG jako� i celkov� po�et selh�n� a celkov� �as v�po�tu

'	



Metoda NIT � NFV � NFG selh�n� �as
GN ��$� ��$�	 � �%�
 - 
���'
GN � VM ���dk�� ��
	 � ��
% � ��%� - ���	�
GN � VM �separovateln�� 	$� � ��%� � ���� - �$���
GN � Newton 	�' ����� � ���' - ���	�
Newton ��
	 � ��%	 � 
'
� - �������
VM ���dk�� 
��� � ��
� � ��
� � ���'��'
VM �separovateln�� 
��� � 
'	
 � 
'	
 � ���
��

CG $��� � ��%'� � ��%'� 
 ���
�%$
� � BFGS '��% � ''%� � ''%� 
 ���'���
Nep�esn� Newtonova � CG ��$% � �%%�$ � �%
$
 - ��
��
�

Selh�n� znamen�� �e nesta�ilo ���� iterac� nebo ���� vy��slen� sou�tu �tverc� pro vy�e�en� �lohy� Z
t�to tabulky je patrn�� �e pro ��dk� nejmen�� �tverce jsou modi"kace GN metody mnohem efektivn�j��
ne� obecn� metody pro ��dk� nebo separovateln� �lohy�

��dkou reprezentaci Hessovy matice nem��eme pou��t� m��li Jacobiova matice J alespo( jeden
hust� ��dek �nk � n pro n�jak� index � � k � m�� V tomto p��pad� je matice G hust� �stej�
nou strukturu m� matice JTJ� a je tud�� t�eba pracovat s ��dkou reprezentac� Jacobiovy matice�
Pracujeme�li s matic� J � jsou mo�nosti pou�it� informac� druh�ho ��du zna�n� omezen� a zde se jimi
zab�vat nebudeme� Zam���me se pouze na �pravy metody sdru�en�ch gradient� pro �e�en� norm�ln�
soustavy rovnic JTJs � JTf � ��

Nejjednodu��� �pravou metody CG pro �e�en� norm�ln� soustavy rovnic je metoda CGNE�

De�nice 	
 Nech! J � Rm�n je matice s line�rn� nez�visl�mi sloupci a f � Rm� Pak itera�n� proces
pou��vaj�c� rekurentn� vztahy

s� � �� u� � f� g� � JT f� p� � �g�
a

vi � Jpi �i �k gi k� � k vi k�

si�� � si � �ipi� ui�� � ui � �ivi

gi�� � JTui��� �i �k gi�� k� � k gi k�

pi�� � �gi�� � �ipi

pro � � i � n� kde ui � Rm� vi � Rm� � � i � n� nazveme metodou CGNE ur�enou matic� J � Rm�n

a vektorem f � Rm�

Snadno se p�esv�d��me �polo��me�li B � JTJ a qi � JT vi� � � i � n�� �e metoda CGNE je
ekvivalentn� metod� CG popsan� v odd�le 
��� Vlastnosti metody CGNE se p��li� neli�� od vlastnost�
metody CG� Jestli�e v�ak m� n� vy�aduje metoda CGNE v�t�� po�et operac� a m� v�t�� pam�!ov�
n�roky ne� metoda CG�

Mnohem lep�� stabilitu ne� metoda CGNE maj� metody zalo�en� na pou�it� symetrick�ho Lanc�
zosova procesu�

De�nice 	� Nech! B � Rn�n je symetrick� pozitivn� de"nitn� �SPD� matice a g � Rn� Pak itera�n�
proces pou��vaj�c� rekurentn� vztahy

q� � �� ��q� � g

a

�i � qTi Bqi �SL�

$�



�i��qi�� � Bqi � �iqi � �iqi��

pro � � i � n� kde koe"cienty �i� � � i � n se vol� tak� aby vektory qi� � � i � n m�ly jednotkovou
normu� nazveme symetrick�m Lanczosov�m procesem ur�en�m matic� B � Rn�n a vektorem g � Rn�

Pozn�mka �� Nech! �i �� �� � � i � k� pro n�jak� index � � k � n� Pak podle �SL� plat�
g � Qk���e�� a

BQk � QkTk � �k��qk��e
T
k �SL�

kde Qk � �q�� q�� � � � � qk��� qk�� eT� � ��� �� � � �� �� ��� eTk � ��� �� � � � � �� �� a

Tk �

�
�����

��� ��� � � � � �� �
��� ��� � � � � �� �
�� �� �� �� ��
�� �� � � � � �k��� �k
�� �� � � � � �k� �k

�
�����

�matice Tk � Rk�k je tridiagon�ln��� M��eme se o tom snadno p�esv�d�it rozn�soben�m a pou�it�m
rekurentn�ch vztah� �SL��

V�ta �	 Uva�ujme symetrick� Lanczos�v proces ur�en� SPD matic� B � Rn�n a vektorem g � Rn�
Nech! �i �� �� � � i � k pro n�jak� index � � k � n� Pak vektory qi� � � i � k� tvo�� ortonorm�ln�
b�zi v Krylovov� podprostoru Kk � span �g�Bg� � � � � Bk��g��

D�kaz �indukc��� Pro k � � je tvrzen� z�ejm�� nebo! q� � g� k g k� P�edpokl�dejme� �e tvrzen�
plat� pro n�jak� index � � k 	 n a �e �k�� �� �� Podle induk�n�ho p�edpokladu plat� QT

kQk � I�
tak�e QT

kBQk � Tk � �k��Q
T
k qk��e

T
k � Matice QT

kBQk je symetrick� stejn� jako matice Tk� tak�e
nutn� QT

k��qk�� � �� D�le podle �SL� plat� �k��qTk qk�� � qTkBqk � �k � �k � �k � �� Vektor qk��
je tedy ortogon�ln� k vektor�m qi� � � i � k� a m� jednotkovou normu� Podle �SL� le�� vektory qi�
� � i � k� � v Krylovov� podprostoru Kk�� a jeliko� jsou vz�jemn� ortogon�ln� a maj� jednotkovou
normu� tvo�� tam ortonorm�ln� b�zi�

Pozn�mka �
 Jeliko� QT
kQk � I a QT

k qk�� � � �d�kaz v�ty %��� m��eme ps�t

QT
kBQk � Tk

tak�e symetrick� Lanczos�v proces lze pou��t k tridiagonalizaci matice B�

Pozn�mka �	 Symetrick� Lanczos�v proces m��eme pou��t k �e�en� soustavy rovnic Bs � g � ��
Pokl�d�me s� � � a vektory si��� � � i � k� hled�me tak� aby platilo

si�� � arg min
s	Ki

�
�
�
sTBs � gT s

�
Jeliko� s � Ki pr�v� tedy� jestli�e s � Qiz� kde z � Ri� m��eme ps�t si�� � Qizi� kde

zi � arg min
z	Ri

�
�
�
zTTiz � ��e

T
� z

�
�plyne to ze vztah� g � Qi���e�� a QT

i Qi � I�� Pokud �k�� � �� je vektor sk�� � Kk �e�en�m
soustavy rovnic Bs � g � �� Podle �SL� toti� plat� BQk � QkTk a jeliko� matice Tk je regul�rn�� lze
polo�it zk � �T��k ���e��� co� d�v� Bksk�� � BQkzk � �QkTkT

��
k ���e�� � �Qk���e�� � �g�

V�ta �� Vektory si��� � � i � k de"novan� v pozn�mce �� jsou shodn� s vektory si��� � � i � k�
generovan�mi metodou CG�

s� � �� g� � g� p� � �g�
a

$�



qi � Bpi �i �k gi k� �pTi qi

si�� � si � �ipi

gi�� � gi � �iqi� �i �k gi�� k� � k gi k�

pi�� � �gi�� � �ipi

pro � � i � k� Nav�c plat� �� � ���� a

�i�� �
�i
�i

�
�

�i��

�i�� �

q
�i

�i

qi � ����i��gi� k gi k
pro � � i � k�

D�kaz Z d�kazu V�ty �� plyne� �e vektory si��� � � i � k� ur�en� metodou CG� le�� v Krylovov�ch
podprostorech Ki� � � i � k� a realizuj� tam minimum kvadratick� funkce Q�s� � �����sTBs � gT s�
To je v�ak pr�v� de"nice vektor� si��� � � i � k� v pozn�mce ��� Jeliko� vektory gi� � � i � k
jsou vz�jemn� ortogon�ln� a le�� v Krylovov�ch podprostorech Ki� � � i � k� mus� b�t koline�rn� s
vektory qi� � � i � k� neboli

Gk � QkDk

kde Gk � �g�� � � � � gk� a Dk � diag ��� k g� k� � � � � �k k gk k� ���sla �i� � � i � k� mohou nab�vat
hodnot ���� Polo�me Pk � �p�� � � � � pk�� Pak z rekurentn�ch vztah� metody CG plyne

Gk � P kBk

kde

Bk �

�
���
��� ��� � � � � �
�� ��� � � � � �
�� �� �� ��
�� �� � � � � ��

�
���

je horn� bidiagon�ln� matice� Z d�kazu v�ty �� plyne� �e matice P
T
kBP k je diagon�ln�� Pou�ijeme�

li rekurentn� vztahy metody CG� dostaneme P
T

kBP k � diag�k g� k� ���� � � � � k gk k� ��k� �
Dkdiag������ � � � � ���k�Dk� tak�e

Tk � QT
kBQk � D��k G

T

kBGkD
��
k � D��k B

T

kP
T

kBP kBkD
��
k �

� D��k B
T

kDkdiag ������ � � � � ���k�DkBkD
��
k

Ale

DkBkD
��
k �

�
���
��� ��

��kg�k
��kg�k

� � � � � �
�� ��� � � � � �
�� �� �� ��
�� �� � � � � ��

�
��� �

�
����
��� ����

q
��� � � � � �

�� ��� � � � � �
�� �� �� ��
�� �� � � � � ��

�
����

Dosad�me�li tento vztah do vyj�d�en� pro matici Tk� m��eme ps�t

$�



Tk �

�
������

�
��
�

�����
p
	�

��
� � � � � �

�����
p
	�

��
� 	�

��
� �

��
� � � � � �

�� �� �� ��
�� �� � � � �

	k��
�k��

� �
�k

�
������

co� porovn�n�m se �SL� d�v� �� � ���� a

�i�� �
�i
�i

�
�

�i��

�i�� � �
�i�i��

q
�i

�i
�

q
�i

�i

pro � � i � k �jeliko� �i � �� �i � � �i�� � �� mus� platit �i�i�� � ���� Proto�e podle �SL� plat�
��q� � g � g� a �� � �� dostaneme �� � �� co� spolu s ���i�� � ��� � � i � k� d�v� �i � ����i���
tak�e

qi � ����i��gi� k gi k

De�nice 	� Nech! J � Rm�n je matice s line�rn� nez�visl�mi sloupci a f � Rm� Pak itera�n� proces
pou��vaj�c� rekurentn� vztahy

��u� � f� ��q� � JTu�

a

�i��ui�� � Jqi � �iui �BL�

�i��qi�� � JTui�� � �i��qi

pro � � i � n� kde koe"cienty �i� �i� � � i � n se vol� tak� aby vektory ui � Rm� qi � Rn�
� � i � n m�ly jednotkovou normu� nazveme bidiagonaliza�n�m Lanczosov�m procesem ur�en�m
matic� J � Rm�n a vektorem f � Rm�

Pozn�mka �� Nech! �i �� �� �i �� �� � � i � k pro n�jak� index � � k � n� Pak podle �BL� plat�
f � Uk�����e�� a

JQk � Uk��Bk

JTUk�� � QkB
T
k � �k��qk��e

T
k�� �BL�

kde Qk � �q�� q�� � � � � qk�� Uk�� � �u�� u�� � � � � uk� uk���� eT� � ��� �� � � �� �� ��� eTk�� � ��� �� � � �� �� �� a

Bk �

�
�����

��� �� � � � � �
��� ��� � � � � �
�� �� �� ��
�� �� � � � � �k
�� �� � � � � �k��

�
�����

�matice Bk � R	k��
�k je bidiagon�ln���

V�ta �� Uva�ujme bidiagonaliza�n� Lanczos�v proces ur�en� matic� J � Rm�n a vektorem f � Rm�
Nech! �i �� �� �i �� �� � � i � k� pro n�jak� index � � k � n� Pak vektory qi� � � i � k� tvo��
ortonorm�ln� b�zi v Krylovov� podprostoru Ki � span �g�Bg� � � � � Bk��g�� kde B � JTJ a g � JTf �
a vektory ui� � � i � k� jsou vz�jemn� ortogon�ln� a maj� jednotkovou normu�

$




D�kaz �indukc��� Pro k � � je tvrzen� z�ejm�� nebo! q� � JT f� k JT f k a u� � f� k f k�
P�edpokl�dejme� �e tvrzen� plat� pro n�jak� index � � k 	 n a �e �k�� �� �� �k�� �� �� Pou�ijeme�li
�BL�� dostaneme

JTJQk � JTUk��Bk � QkB
T
k Bk � �k��qk��e

T
k��Bk � QkTk � �k���k��qk��e

T
k

kde

Tk � BT
k Bk �

�
�����

��� � ���� ����� � � � � �� �
����� ��� � ���� � � � � �� �
�� �� �� �� ��
�� �� � � � � ��k�� � ��k� �k�k
�� �� � � � � �k�k� ��k � ��k��

�
�����

Je symetrick� tridiagon�ln� matice ��du k� Plat� tedy �SL�� kde B � JTJ � Tk � BT
k Bk a �i �

��i � ��i��� �i � �i�i� � � i � k a m��eme pou��t v�tu podle kter� tvo�� vektory qi� � � i � k � �
b�zi v Krylovov� podprostoru Ki � span �g�Bg� � � � � Bk��g�� kde B � JTJ a g � JTf � Pou�ijeme�li
prvn� ze vztah� �BL� dostaneme

UT
k��JQk � UT

k��Uk��Bk

a druh� ze vztah� �BL� d�v�

UT
k��JQk � BkQ

T
kQk � �k��ek��q

T
k��Qk � Bk

tak�e UT
k��Uk�� � I �vektory ui� � � i � k � �� jsou vz�jemn� ortogon�ln� a maj� jednotkovou

normu��

Pozn�mka �� Z d�kazu v�ty %� plyne� �e symetrick� Lanzcos�v proces ur�en� SPD matic� B �
Rn�n a vektorem g � Rn je ekvivalentn� bidiagonaliza�n�mu Lanzcosovu procesu ur�en�mu matic�
J � Rm�n a vektorem f � Rm� pokud B � JTJ a g � JT f � Ekvivalence spo��v� v tom� �e oba dva
procesy generuj� stejn� vektory qi� � � i � k� a plat� �i � ��i � ��i��� �i � �i�i� � � i � k� kde k je
index takov�� �e �i �� �� �i �� �� �i �� �� �i �� �� � � i � k�

Pozn�mka �� Bidiagonaliza�n� Lanczos�v proces m��eme pou��t k �e�en� soustavy rovnic JT Js �
JTg � �� Pokl�d�me s� � � a vektory si��� � � i � k� hled�me tak� aby platilo

si�� � arg min
s	Ki

k Js� f k

Jeliko� s � Ki pr�v� tehdy� jestli�e s � Qiz� kde z � Ri� m��eme ps�t si�� � Qizi� kde

zi � arg min
z	Ri

k Biz � ��e� k

�plyne to ze vztah� f � Ui�����e��� JQi � Ui��Bi a UT
i��Ui�� � I�� Pokud �k���k�� � � je vektor

sk�� � Kk� �e�en�m soustavy rovnic JT Js� JT f � � �plyne to z pozn�mky �� a pozn�mky ����

Pozn�mka �� Vektory si��� � � i � k� de"novan� v pozn�mce �� jsou shodn� s vektory si���
� � i � k� generovan�mi metodou CGNE ur�enou matic� J � Rm�n a vektorem f � Rm �plyne to z
v�ty %
 a pozn�mky ����

V�hodou bidiagonaliza�n�ho Lanczosova procesu je skute�nost� �e vektory si��� � � i � k� mohou
b�t ur�eny pomoc� stabiln�ch operac� �Givensovy element�rn� rotace�� To tvo�� z�klad metody LSQR�
Princip metody LSQR spo��v� v tom� �e se rekurentn� ur�uj� rozklady

PiBi �

	
Ri

�



� Pi���e�� �

	
hi
�i��



kde

$�



Ri �

�
� ��� ��� � � � � �

�� ��� � � � � �
�� �� � � � � �i

�
� � hi �

�
���

��
��
� � �
�i

�
���

P�itom Pi � Ri�i� � � i � k� jsou ortogon�ln� matice �sou�iny Givensov�ch element�rn�ch rotac�� a
Ri � Ri�i� � � i � k� jsou horn� bidiagon�ln� matice� Uk��eme nejprve dva kroky tohoto procesu�
Na za��tku prvn�ho kroku m�me matice

B� �

	
��
��



� ��e� �

	
��
�



kde �� � �� a �� � ��� Polo��me�li

P� �
�p

��� � ���

	
��� ��
���� ��



dostaneme

P�B� �
�p

��� � ���

	
��� � ���

�



�
�

	
��
�




P����e�� �
�p

��� � ���

	
����
�����



��

	
��
��



a

P�

	
�
��



�

�p
��� � ���

	
����
����



��

	
��
��



Na za��tku druh�ho kroku m�me matice

	
P�� �
�� �


�� ��� �
��� ��
�� ��

�
� �

�
� ��� ��

�� ��
�� ��

�
� � 	

P�� �
�� �


�� ��
�
�

�
� �

�
� ��
��
�

�
�

a m��eme polo�it

P� �

	
�� �
�� P �


 	
P�� �
�� �



� P� �

�p
��� � ���

	
��� ��
���� ��



Pokra�ujeme�li takto d�le� dostaneme rekurentn� vztahy

�� � ��� �� � ��

a

�i �
q
��i � ��i�� � �i �

�i
�i
� �i �

�i��
�i

�i�� � �i�i�� � �i�� � �i�i��

�i � �i�i � �i�� � ��i�i
pro � � i � k� Nyn� odvod�me rekurentn� vztahy pro vektory si��� � � i � k� Jeliko�

Pi�Biz � ��e�� �

	
Ri

�



z �

	
hi
�i��



a PT

i Pi � I� m��eme polo�it si�� � Qizi� kde

zi � arg min
z	Ri

k Riz � hi k

$�



Jeliko� matice Ri � Ri�i je regul�rn�� mus� platit Rizi � hi � �� Vzhledem k jednoduch� struktu�e
matic Ri� � � i � k� m��eme vektory zi� � � i � k� a tud�� i vektory si��� � � i � k� ur�ovat
rekurentn�� Uk��eme nejprve dva kroky tohoto procesu� Na za��tku prvn�ho kroku plat�

R� � ����� h� � ����

a vektor z� � �����T m��eme ur�it ze vztahu

R�z� � h� � ��������� � ���� � �

co� d�v� ��� � ������� Plat� tedy

s� � ���q� � s� �
��
��
p�

kde

s� � �� p� � �q�
Na za��tku druh�ho kroku plat�

R� �

	
��� ��
�� ��



� h� �

	
��
��



a vektor z� � ����� ���� m��eme ur�it ze vztahu

R�z� � h� �

	
��� ��
�� ��


 	
���
���



�

	
��
��



� �

co� d�v� ��� � ������ a ��� � ������ � ��������� Plat� tedy

s� � ���q� � ���q� � ���q� � ���

�
q� � ��

��
q�

�
� s� �

��
��
p�

kde

p� � �q� � ��
��
p�

Postupujeme�li takto d�le� dostaneme rekurentn� vztahy

s� � �� p� � �q�
a

si�� � si �
�i
�i
pi

pi�� � �qi�� � �i��
�i

pi

pro � � i � k�

De�nice �� Nech! J � Rm�n je matice s line�rn� nez�visl�mi sloupci a f � Rm� Pak itera�n� proces
pou��vaj�c� rekurentn� vztahy

s� � �� ��u� � f� ��q� � JTu�� p� � q�

a

�i��ui�� � Jqi � �iui

�i��qi�� � JTui�� � �i��qi

$%



�i �
q
��i � ��i��� �i �

�i
�i
� �i �

�i��
�i

�i�� � �i�i��� �i�� � �i�i��

�i � �i�i� �i�� � ��i�i

si�� � si �
�i
�i
pi

pi�� � �qi�� � �i��
�i

pi

pro � � i � n� kde koe"cienty �i� �i� � � i � n� se vol� tak� aby vektory ui � Rm� qi � Rn� � � i � n�
m�ly jednotkovou normu� nazveme metodu LSQR ur�enou matic� J � Rm�n a vektorem f � Rm�

Metodu LSQR m��eme pou��t k realizaci nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem �pln�
stejn� jako metodu CGNE �nebo CG�� nebo! podle pozn�mky �% generuj� ob� metody stejn� vektory
si��� � � i � k� kde k � n a JTJsk�� � JTf � �� Uk��eme je�t�� jak je mo�n� odhadovat p�esnost
�e�en��

V�ta �� Nech! si�� � Rn� �i��� �i��� �i � �� �i� � � i � k� jsou veli�iny generovan� metodou LSQR�
Pak pro � � i � k plat�

k JT �Jsi�� � f� k� �i���i��
j�ij
�i

D�kaz Nech! �i�� �� �� �i�� �� �� Pak pou�it�m �BL� a pozn�mky �� dostaneme

JT �Jsi�� � f� � JT �JQizi � f� � JTUi���Bizi � ��e�� �

� �QiB
T
i � �i��qi��e

T
i����Bizi � ��e�� � �i��qi��e

T
i��Bizi �

� �i���i��qi��e
T
i zi

nebo! BT
i �Bizi � ��e�� � � podle de"nice vektoru zi� eTi��e� � � a eTi��Bi � �i��e

T
i � Ale QT

i Qi � I
a tud�� QT

i si�� � QT
i Qizi � zi� tak�e eTi zi � eTi Q

T
i si�� � qTi si��� co� spolu s k qi�� k� � d�v�

k JT �Jsi�� � f� k� �i���i��jqTi si��j
Ale

qTi si�� � qTi si �
�i
�i
qTi pi � qTi Qi��zi�� � �i

�i
qTi qi �

�i�i
�i�i��

qTi pi�� � ��i
�i

nebo! qTi Qi�� � �� qTi qi � � a vektor pi�� je line�rn� kombinac� sloupc� matice Qi��� tud�� qTi pi�� �
�� Jestli�e �i�� � �� �i�� � �� plat� k JT �Jsi�� � f� k� � �pozn�mka ����

V�tu %� m��eme vyu��t k zastaven� itera�n�ho procesu �nen� t�eba po��tat reziduum k JT �Jsi���
f� k��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� nep�esn� QN metody s lok�ln� omezen�m krokem realizovan�
pomoc� ��dk� reprezentace Hessovy matice a pomoc� metody CG se dv�ma nep�esn�mi QN metodami s
lok�ln� omezen�m krokem realizovan�mi pomoc� ��dk� reprezentace Jacobiho matice a pomoc� metod
CGNE nebo LSQR� Je op�t pou�ito �� testovac�ch funkc� se ��� prom�nn�mi �jsou uvedeny celkov�
po�ty iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a gradient� NFG jako� i celkov� po�et selh�n� a celkov�
�as v�po�tu

$'



metoda MT�NFV�NFG selh�n� �as
GN � CG ��$���$�	��%�
 - 
���'
GN � CGNE �%����$
���%�� - �
�%'
GN � LSQR �
�$���$���
'' - ����$

Z t�to tabulky je patrn�� �e pokud nejsou ��dky Jacobiovy matice p��li� zapln�ny� je v�hodn�j��
pracovat s ��dkou reprezentac� Hessovy matice �GN�CG�� kter� pracuje s m�n� zapln�nou matic� B�
V opa�n�m p��pad� se rozhodujeme podle slo�itosti optimaliza�n�ho kriteria� Metoda CGNE pou��v�
jednodu��� maticov� operace a metoda LSQR pot�ebuje m�n� iterac� a m�n� vy��slen� optimaliza�n�ho
kriteria�

�� Metody pro �e�en� soustav neline
rn�ch rovnic

Nech! f � Rn � Rn je spojit� diferencovateln� funkce� Na��m �kolem bude nal�zt bod x� � Rn

takov�� �e f�x�� � �� K �e�en� t�to �lohy bylo vyvinuto mnoho metod zalo�en�ch na r�zn�ch
p��stupech� Zde se omez�me pouze na metody p��buzn� optimaliza�n�mmetod�m� kter� jsou obvykle
jednoduch� a ��inn�� Pomineme nap��klad homotopick� a simplici�ln� metody a metody zalo�en� na
�e�en� soustav diferenci�ln�ch rovnic�

P��buznost metod pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic s optimaliza�n�mimetodami plyne z toho�
�e�

	 Optimaliza�n� metody m��eme ch�pat jako metody pro �e�en� soustavy rovnic g�x� � �� kde
g � Rn � Rn je gradient minimalizovan� funkce F � Rn � R� V tomto p��pad� jde o speci�ln�
p��pad soustavy rovnic� nebo! Jacobiova matice funkce g � Rn � Rn je Hessovou matic� funkce
F � Rn � R a je tedy symetrick� �za standardn�ch podm�nek kladen�ch na funkci F � Rn � R��

	 �e�en� soustavy rovnic m��eme p�ev�st na minimalizaci funkce F � Rn � R de"novan� vztahem
F �x� � ����� k f�x� k� �sou�et �tverc��� V tomto p��pad� v�ak m��eme z�skat lok�ln� minimum
funkce F � Rn � R� kter� nen� �e�en�m soustavy rovnic f�x� � ��

Vztah mezi lok�ln�mi extr�my funkce F �x� � ����� k f�x� k� a �e�en�m soustavy rovnic f�x� � �
ud�v� tato v�ta�

V�ta �� Nech! f � Rn � Rn � C� a nech! bod x� � Rn je lok�ln�m minimem funkce F �x� �
����� k f�x� k�� p�i�em� Jacobiova matice J�x�� funkce f � Rn � Rn v bod� x� � Rn je regul�rn��
Pak plat� f�x�� � ��

D�kaz Gradient funkce F � Rn � R v bod� x� � Rn lze vyj�d�it ve tvaru

g�x�� � JT �x��f�x��

Jeliko� matice J�x�� je regul�rn�� m��eme ps�t

f�x�� � �JT �x�����g�x��

tak�e f�x�� � � pr�v� tehdy� jestli�e g�x�� � �� co� je podm�nka pro lok�ln� extr�m funkce F � Rn �
R�

V souvislosti s �e�en�m soustavy rovnic f�x� � �� budeme pou��vat tyto standardn� podm�nky
kladen� na Jacobiovu matici funkce f � Rn � Rn�

�� Stejnom�rn� omezenost�

k J�x� k� J �J
�

�x � Rn

$$



�� Stejnom�rn� regularita�

k J���x� k� ��J �J��

�x � Rn


� Lipschitzovskost�

k J�x� d�� J�x� k� L k d k �J��

�x � Rn� �d � Rn�

Tyto podm�nky maj� podobn� v�znam jako podm�nky �F
���F�� kladen� na funkci F � Rn � R�
Je�li spln�na podm�nka �J
�� m��eme podm�nku �J�� nahradit ekvivalentn� podm�nkou

��J�x�� � J�J �J��

�x � Rn� kde ��J�x�� je spektr�ln� ��slo podm�n�nosti matice J�x��
Podobn� jako jsme de"novali z�kladn� optimaliza�n� metodu �odd�l ����� m��eme de"novat z�k�

ladn� metodu pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic jako itera�n� proces� jeho� v�sledkem je posloup�
nost xi � Rn� i � N � takov�� �e

xi�� � xi � �isi

kde sm�rov� vektor si � Rn se ur�uje na z�klad� hodnot xj � fj � Jj � � � j � i� a d�lka kroku �i � �
se ur�uje na z�klad� chov�n� funkce F �x� � ����� k f�x� k� v okol� bodu xi � Rn�

De�nice �
 �ekneme� �e z�kladn� metoda pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic je glob�ln� konver�
gentn�� jestli�e pro libovoln� po��te�n� vektor x� � Rn plat�

lim
i��

k f�xi� k� �

Mezi nejjednodu��� a nejzn�m�j�� metody pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic pat�� Newtonova
metoda� Tato metoda je de"nov�na vztahy

si � �J���xi�f�xi�
�i � �

Sm�rov� vektor Newtonovy metody pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic je shodn� se sm�rov�m
vektorem Gaussovy�Newtonovy metody pro minimalizaci sou�tu �tverc� F �x� � ����� k f�x� k��
nebo! �je�li spln�na podm�nka �J��� plat�

�JT �xi�J�xi��
��JT �xi� � J���xi�

Matice Bi � JT �xi�J�xi� je v tomto p��pad� pozitivn� de"nitn�� tak�e Newtonovu metodu pro �e�en�
soustav neline�rn�ch rovnic m��eme realizovat jako metodu sp�dov�ch sm�r� �na rozd�l od Newtonovy
metody pro nepodm�n�nou minimalizaci popsan� v odd�lu 
�'� �

V dal��m textu se budeme zab�vat metodami� kter� m�sto Jacobiov�ch matic Ji � J�xi�� i � N
pou��vaj� jejich aproximace Ai� i � N � spl(uj�c� podm�nky

kAi � Jik � � �A
�

kA��i k � ��A �A��

kde � � � a A � ��

Lemma �
 Nech! jsou spln�ny p�edpoklady �J
���J�� a nech! � � �� Pak existuj� ��sla � � �� A � ��
� � �A� a matice Ai� i � N � vyhovuj�c� podm�nk�m �A
���A���

$	



D�kaz Nech! J a J jsou konstanty z �J
���J��� Ozna�me � � J�J� � � ������ � ���� a polo�me
�� � J���� Nech! Ai je matice vyhovuj�c� podm�nce �A
�� Proto�e Ais � Jis � �Ai � Ji�s� m��eme
ps�t

kAisk� � sT JTi Jis � �sT �Ai � Ji�TJis � k�Ai � Ji�sk�
� J�ksk� � ��Jksk� � ��� ��J�ksk�

�s � Rn� tak�e kA��i k � ��A� kde A � J
p
�� � � � �nebo! � 	 � 	 ��� Nav�c � � ������ �� tak�e

� 	 �� � J��� � �J���� �� 	 �J�
p
�� � � ��A

co� bylo t�eba dok�zat�

��
� Metody sp�dov�ch sm�r�

P�i v�kladu metod sp�dov�ch sm�r� budeme pou��vat ozna�en� hi � AT
i fi pro aproximaci gradi�

entu gi � JTi fi �

De�nice �	 �ekn�me� �e z�kladn� metoda pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic xi�� � xi � �isi�
i � N � je metodou sp�dov�ch sm�r�� jestli�e�
�� Sm�rov� vektory si � Rn� i � N � se ur�uj� tak� �e

kAisi � fik � 
kfik �S��

kde � � 
 	 ��
�� D�lky kroku �i � �� i � N � se ur�uj� tak� �e �i je prvn� �len posloupnosti �ji � j � N �kde ��

i � �
a ��ji � �j��i 	 �ji �j � N � takov�� �e

Fi�� � Fi � ��ih
T
i si �S�a�

kde � 	 � 	 � a � 	 � 	 � �poznamenejme� �e �S�� implikuje hTi si � fTi Aisi 	 ���

Lemma �� Nech! funkce f � Rn � Rn vyhovuje p�edpoklad�m �J
���J��� Nech! matice Ai� i � N �
spl(uj� podm�nky �A
���A�� s � � �A� kde � � �� � 
���� � 
� �spln�n� t�chto podm�nek zaru�uje
lemma %'� a nech! � 	 ��A � �����A�� Pak lze v ka�d�m itera�n�m kroku nal�zt sm�rov� vektor
si � Rn vyhovuj�c� podm�nce �S�� a d�lku kroku �i � � vyhovuj�c� podm�nce �S�a�� Nav�c existuje
konstanta � � � takov�� �e �i � � �i � N �

D�kaz Existence sm�rov�ho vektoru si � Rn vyhovuj�c�ho podm�nce �S�� plyne bezprost�edn� z
�A�� �je�li matice Ai regul�rn�� m��eme vektor si zvolit tak� �e kAisi � fik � ��� Pou�ijeme�li �S���
dostaneme

��� 
�kfik � kAisik � �� � 
�kfik
co� spolu s �A�� d�v�

ksik � �
A
kAisik � � � 


A
kfik � �� 


�A
kfik

tak�e

�hTi si � �fTi �Aisi � fi� � fTi fi � ��� 
�kfik� � �Akfikksik ���
Proto�e gTi si � hTi si � fTi �Ai � Ji�si� m��eme ps�t

gTi si � hTi si � �kfikksik�
co� dohromady s p�edchoz� nerovnost� d�v�

gTi si �
�A � �

�A
hTi si 	 �

	�



Z nerovnosti gTi si 	 � plyne existence d�lky kroku � � � vyhovuj�c� podm�nce Fi�� � Fi � ���ig
T
i si

pro libovolnou konstantu � 	 �� 	 � �Lemma '�� Pou�ijeme�li nerovnost svazuj�c� gTi si s hTi si a
polo��me�li � � ����A � �����A�� dostaneme �S�a�� Plat� p�itom bu) �i � ��

i � � nebo �i � �ki �

��k��i � kde � � � 	 � a F �xi � �k��i si� � F �xi� � ��k��i hTi si� Pokud �i 	 �� m��eme ps�t

F �xi �
�i
�
si� � F �xi� � �

�i
�
hTi si�

Z druh� strany� pou�ijeme�li v�tu o st�edn� hodnot� spolu s p�edpoklady �J
���J��� dostaneme

F �xi �
�i
�
si�� F �xi� �

�i
�
sTi g�xi � �

�i
�
si�

� �i
�

�
gTi si � ksikkg�xi � �

�i
�
si�� g�xi�k

�

� �i
�

�
�A � �

�A
hTi si �

�i
�
�J

�
� LF �ksik�

�
�

nebo! � � � � � a pro di � ��i���si plat�

kg�xi � �di� � g�xi�k � kJT �xi � �di�f�xi � �di�� JT �xi�f�xi�k
� kJT �xi � �di��f�xi � �di�� f�xi��k

�k�JT �xi � �di� � JT �xi��f�xi�k
� Jk�f�xi � �di�� f�xi�k� L�kdikkfik

� Jk
Z �

�

J�xi � ��di��did�k� L�kdikkfik

� �J
�
� LF �kdik

�F je libovoln� konstanta takov�� �e F � kf�k�� Spoj�me�li ob� nerovnosti a pou�ijeme�li odhad �.��
dostaneme

�i
�
�J

�
� LF �ksik� � ��A � �� ��A�kfikksik

co� dohromady s � � � a s nerovnost� svazuj�c� normy ksik a kfik d�v� �i � �� kde

� � min



��
���A � �� ��A�A

�� � 
��J
�
� LF �

�

Pozn�mka �
 Lemma %$ ukazuje� �e nesta�� dostate�n� p�esn� �e�it soustavu line�rn�ch rovnic
Aisi � fi � � tak jako v p��pad� nepodm�n�n� minimalizace� ale �e je t�� t�eba dostate�n� p�esn�
aproximovat Jacobiovu matici Ji �nerovnost � � �A�� Je to zp�sobeno t�m� �e ve vztaz�ch pro
gradienty funkce F � Rn � R vystupuj� Jacobiovy matice Ji� kter� jsou r�zn� od matic Ai �nep�esn�
aproximace Jacobiovy matice implikuje nep�esnost gradientu��

V�ta �� �glob�ln� konvergence�� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu %$� Nech! xi � Rn� i � N
je posloupnost generovan� metodou sp�dov�ch sm�r� �S����S��� Potom xi � x� a f�x�� � ��

D�kaz Pou�ijeme�li �A
�� dostaneme

kAisik � kJisik� k�Ai � Ji�sik � �J � ��ksik
co� spolu s �S�a� a s nerovnostmi z�skan�mi v d�kazu lemmatu %$ d�v�

kfik�kfi��k � kfik� � �
�
�kfi��k� kfik��kfi��k � kfik� � Fi�� � Fi

	�



� ��ih
T
i si � ���A�kfikksik � ���A�

�

J � �
kfikkAisik

� ���A��� 


J � �
kfik��

Plat� tedy

kfi��k �
�
�� ��A�

�� 


J � �

�
kfik �

� qkfik�

kde � 	 q 	 �� tak�e

�X
i��

kfik � �
�� q

kf�k 	��

co� implikuje fi � �� Z nerovnosti svazuj�c� normy ksik a kfik �d�kaz lemmatu %$� dostaneme

�X
i��

ksik � � � 


A

�X
i��

kfik 	�
�
tak�e posloupnost xi� i � N � spl(uje Bolzanovu�Cauchyovu podm�nku� Proto xi � x� co� dohromady
s fi � � d�v� f�x�� � ��

Pozn�mka �� Z odhadu k fi�� k� q k fi k� i � N � kde � 	 q 	 �� plyne� �e xi � x� R�
superline�rn��

Pozn�mka �� Tvrzen� lemmatu %$ a v�ty %	 z�stane v platnosti nahrad�me�li podm�nku �S�a�
n�kterou z podm�nek

Fi�� � Fi � ���iFi �S�b�

nebo
kfi��k � kfik � ���ikfik �S�c�

kde nyn� � 	 � 	 ���� 
���A � �����A�� Plyne to z nerovnosti

gTi si � ���A � ��kfikksik � � ��� 
���A � ��
�A

kfik� � ����� 
���A � ��
�A

Fi

kter� m��e b�t pou�ita stejn�m zp�sobem jako �S�a� v d�kazu Lematu %$ a z rovnosti �Fi�� �
Fi��Fi � �kfi��k� � kfik���kfik�� kter� d�v�

��kfi��k � kfik��kfik � �Fi�� � Fi��Fi � �kfi��k � kfik��kfik�

V�ta 
� �superline�rn� konvergence�� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost z�skan� metodou
sp�dov�ch sm�r� takov�� �e xi � x�� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady �J
���J��� Nech! �i � ��
kdykoliv tato hodnota vyhovuje podm�nce �S�c� �nebo �S�b� nebo �S�a��� Nech! plat�

lim
i��

k Aisi � fi k
k fi k � � ���

a

lim
i��

k �Ai � Ji�si k
k si k � � ���

Pak existuje index k � N takov�� �e �i � �� �i � k a posloupnost xi� i � N � konverguje superline�rn�
k bodu x� � Rn�

D�kaz D�kaz povedeme pon�kud obecn�ji� nebo! z�skan� v�sledky pou�ijeme v d�kazu v�ty $'� To
znamen�� �e v ��stech �a���b� budeme p�edpokl�dat pouze� �e

	�



lim sup
i��

k Aisi � fi k
k fi k � 
 	 � ���

Plat��li ���� m��eme ve v�ech vzorc�ch polo�it 
 � �
�a� Uk��eme� �e existuje index k� � N tak� �e

k fi k ��� 
��J �k si k�k fi k �� � 
��J

�i � k�� pokud k J� k	 J a k �J���� k	 ��J � Ozna�me 
i � �Aisi� fi�� k fi k a �i � �Ai� Ji�si� k
si k� Pak plat�

Jisi � �Aisi � fi�� �Ai � Ji�si � fi � 
i k fi k ��i k si k �fi
tak�e

k si k� �� k 
i k
k Ji k � k �i k k fi k

a jeliko� k 
i k� 
 a k �i k� � �podle ��� a ���� a k Ji k�k J� k	 J � existuje index k� � N tak� �e
k si k�k fi k ��� 
��J �i � k�� Podobn� plat�

si � J��i �
i k fi k ��i k si k �fi�
tak�e

k si k� k J��i k ��� k 
i k�
�� k J��i kk �i k

k fi k

a jeliko� k 
i k� 
 a k �i k� � �podle ��� a ���� a k J��i k�k �J���� k	 ��J� existuje index k� � k�
tak� �e k si k�k fi k �� � 
��J �i � k��
�b� Uk��eme� �e existuje index k � k� tak� �e hodnota �i � � vyhovuje podm�nce �S�c�� pokud
� 	 � � 
 �analogicky se postupuje v p��pad� podm�nky �S�b� nebo podm�nky �S�a��� Pou�ijeme�li
v�tu o st�edn� hodnot�� dostaneme

f�xi � si� � fi � Jisi � o�k si k� � �Aisi � fi�� �Ai � Ji�si � o�k si k�
neboli k f�xi � si� k

k fi k �k 
i k � k �i k �� � 
��J � o�k fi k�� k fi k

tak�e lim supi�� k f�xi � si� k � k fi k� 
 �podle ��� a ����� Pokud � 	 � � 
 � existuje index
k � k� tak� �e podm�nka �S�c� s �i � � je spln�na �i � k �plat��li ���� m��e b�t ��slo � 	 � 	 ���
libovoln�� nebo! k f�xi � si� k � k fi k� ���
�c� P�edpokl�dejme nyn� �e plat� ���� Pomoc� v�t o st�edn� hodnot� dostaneme

k xi�� � x� k
k xi � x� k � J

J

k fi�� k
k fi k

tak�e podle ���� ��� a �c� plat�

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � lim

i��

J

J
�k 
i k � k �i k �� � 
��J � o�k fi k�� k fi k� � �

a x� � x Q�superline�rn��

��	 Metody s lok�ln� omezen�m krokem

P�i v�kladu metod s lok�ln� omezen�m krokem budeme pou��vat ozna�en� Li�s� �k Ais � fi k
�k fi k pro funkci� kter� lok�ln� aproximuje rozd�l k f�xi � s� k � k f�xi� k a ozna�en� �i�s� �
�k f�xi � s� k � k fi�xi� k��Li�s� pro pod�l skute�n�ho a p�edpov�d�n�ho poklesu normy funkce
f � Rn � Rn�

De�nice �� �ekn�me� �e z�kladn� metoda pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic xi�� � xi � �isi�
i � N je metodou s lok�ln� omezen�m krokem� jestli�e�

	




�� Sm�rov� vektory si � Rn� i � N � se ur�uj� tak� �e

k si k� +i �T�a�

k si k	 +i �k Aisi � fi k� 
ikfik �T�b�

�Li�si� � �� k Aisi k �T�c�

kde � � 
i � 
 	 � a � 	 � 	 ����
�� D�lky kroku �i � �� i � N � se ur�uj� tak� �e

�i�si� � �� �i � � �T�a�

�i�si� � �� �i � � �T�b�


� Meze � 	 +i � +� i � N � se ur�uj� tak� �e

�i�si� 	 �� � k si k� +i�� � � k si k �T
a�

�i�si� � �� +i � +i�� � + �T
b�

kde � 	 � 	 � 	 � a � 	 � 	 ����
V dal��m textu budeme pou��vat ozna�en� N�� N� a N� pro mno�iny index� takov�� �e ksik 	 +i�

�i�si� � � a �i�si� � ��

Lemma 

 Nech! funkce f � Rn � Rn vyhovuje p�edpoklad�m �J
���J��� Nech! matice Ai� i �
N � spl(uj� podm�nky �A
���A�� s � � �A� kde � � �� � ���� �spln�n� t�chto podm�nek zaru�uje
lemma %'�� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� metodou s lok�ln� omezen�m krokem
�T����T
�� Pak existuje konstanta c � � takov�� �e

ksik � ckfik �i � N

D�kaz �a� Nech! i � N�� Potom z �T�b� plyne��kAisik � kfik
�� � kAisi � fik � 
kfik

tak�e ��� 
�kfik � kAisik� Z druh� strany podm�nka �A
� d�v�

kAisik � kJisik� k�Ai � Ji�sik � �J � ��ksik
Spoj�me�li ob� nerovnosti� dostaneme

ksik � �� 


J � �
kfik

�b� Nech! i �� N� a i �� N�� Z �T�c� plyne� �e Li�si� � �� tak�e

Li�si�kfik � �kAisi � fik � kfik� kfik �
�kAisi � fik� � kfik�

�
� �

�
fTi Aisi �

�
�
sTi A

T
i Aisi

�
�� �Qi�si� ���

Jestli�e kf�xi � si�k � kf�xi�k� pak nerovnost �i�si� 	 � spolu s ��� d�v�

F �xi � si� � F �xi� �
�
�

�kf�xi � si�k� � kf�xi�k�
�

� �kf�xi � si�k � kf�xi�k� kf�xi�k
� �Li�si�kfik � ��Qi�si�

Jestli�e kf�xi � si�k � kf�xi�k� plat� tato nerovnost trivi�ln�� M��eme tedy ps�t

	�



F �xi � si� � F �xi� � ��Qi�si�

Z druh� strany p�edpoklady �J
���J�� spolu s v�tou o st�edn� hodnot� d�vaj�

kg�xi � �si� � g�xi�k � kJT �xi � �si�f�xi � �si�� JT �xi�f�xi�k
� kJT �xi � �si��f�xi � �si�� f�xi��k

�k�JT �xi � �si� � JT �xi��f�xi�k
� Jk�f�xi � �si�� f�xi�k� L�ksikkfik

� Jk
Z �

�

J�xi � ��si��sid�k� L�ksikkfik

� �J
�
� LF �ksik

pro � � � � �� tak�e

F �xi � si� � F �xi� � gTi si � kg�xi � �si�� g�xi�kksik
� gTi si � �J

�
� LF �ksik�

� fTi Aisi � fTi �Ji �Ai�si � �J
�
� LF �ksik�

� Qi�si� � �ksikkfik� �J
�
� LF �ksik��

Spoj�me�li ob� nerovnosti� dostaneme

��Qi�si� � Qi�si� � �ksikkfik� �J
�
� LF �ksik�

neboli

���� ���Qi�si� � �ksikkfik� �J
�
� LF �ksik�

Podm�nky �T�c� a �A�� spolu s nerovnost� ��� d�vaj�

�Qi�si� � ��
�
Li�si�kfik � �kAisikkfik � �Aksikkfik�

Dosad�me�li tento vztah do p�edchoz� nerovnosti� dostaneme

�� � ����Aksikkfik � ���� ���Qi�si� � �ksikkfik� �J
�
� LF �ksik�

neboli

ksik �
��� ����A � �

J
�
� LF

kfik

��itatel je kladn�� nebo! � 	 ��� ����A��
�c� Nech! i � �� Jestli�e kf�k � �� pak jist� ks�k � ckf�k pro libovolnou konstantu c � �� Jestli�e
kf�k �� �� dostaneme

ks�k � ks�k
kf�kkf�k�

�d� Nech! i �� N�� i � N� a i �� �� Nech! k 	 i je maxim�ln� index pro kter� sou�asn� neplat� k �� N��
k � N� and k �� �� Pou�ijeme�li �T
a���T
b� a �T�a�� m��eme ps�t

ksik � +i � +k�� � min�+k� �kskk� � min
�kskk� �kskk� � �kskk

tak�e podle �T�a���T�b� a �a���c� plat�

ksik � �kskk � ckfkk � ckfik�

	�



kde

c � �min



�� 


J � �
�
��� ����A� �

J
�
� LF

�
ks�k
kf�k

�

V�ta 
	 �glob�ln� konvergence�� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu '�� Pak xi � x� a
f�x�� � ��

D�kaz �a� Nejprve uk��eme� �e fi � �� P�edpokl�dejme��e toto tvrzen� neplat�� Proto�e posloupnost
kfik� i � N � je nerostouc� podle �T�a���T�b�� existuje ��slo � � � takov�� �e kfik � �� �i � N a podle
lemmatu '� plat�

ksik � c�� �i � N�

P�edpokl�dejme nejprve� �e mno�ina N� je nekone�n�� Proto�e N� 
 N�� m��eme ps�t

kfik � kfi��k � kf�xi�k � kf�xi � si�k � ��Li�si�
� ���kAisik � ���Ac�� �i � N��

Odtud plyne

kf�k � lim
i��

�kf�k � kfi��k� �
�X
i��

�kfik � kfi��k�

�
X
i	N�

�kfik � kfi��k� �
X
i	N�

���Ac� ��

co� d�v� spor� P�edpokl�dejme nyn�� �e mno�ina N� je kone�n�� Potom �T
a� implikuje +i � ��
co� dohromady s �T�a� d�v� ksik � �� Ale to je ve sporu s nerovnost� ksik � c� �i � N �
�b� Pou�it�m �T�c� dostaneme Li�si� � kAisi � fik � kfik � �� tak�e

kfik � kAisi � fik � kAisik � kfik
Tato nerovnost implikuje kAisik � �kfik� tak�e

Aksik � kAisik � �kfik
Nyn� uk��eme� �e

P�
i�� ksik 	�� Je�li mno�ina N� kone�n�� existuje index l �� N� takov�� �e i �� N�

�i � l� Plat� tedy

�X
i��

ksik �
l��X
i��

ksik� kslk
�X
i�l

�
i�l � �l � ��+ � kslk���� �� 	�

podle �T
a�� Je�li mno�ina N� nekone�n�� m��eme tak jako v �a� ps�t

kf�k �
�X
i��

�kfik � kfi��k� �
X
i	N�

�kfik � kfi��k�

� ���
X
i	N�

kAisik � ���A
X
i	N�

ksik�

Ozna�me N� � fl�� l�� l�� � � �g� Pou�ijeme�li lemma '�� dostaneme

kslj��k �
�
A
kflj��k �

�
A
kfljk �

�
cA
kslj k

a �T
a� implikuje kslj�kk � �kslj�k��k �� � k � lj�� � lj � �� Plat� tedy

	%



�X
i��

ksik �
l���X
i��

ksik�
�X
j��

�
�kslj k� lj���lj��X

k��

kslj�kk
�
�

� �l� � ��+ �
�X
j��

ksljk
�
�� � �

cA

lj���lj��X
k��

�
k��

�
�

� �l� � ��+ �

	
� �

�
cA

�

�� �


 X
i	N�

ksik

� �l� � ��+ �

	
� �

�
cA

�

�� �


 kf�k
���A

	��

Z nerovnosti
P�

i�� kxi���xik �
P�

i�� ksik 	� plyne� �e posloupnost xi� i � N � spl(uje Bolzanovu�
Cauchyovu podm�nku� tak�e xi � x�� co� spolu s fi � � d�v� f�x�� � ��

V�ta 
� �superline�rn� konvergence�� Nech! xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan� metodou
s lok�ln� omezen�m krokem �T�� � �T
� takov�� �e xi � x�� Nech! funkce f � Rn � Rn spl(uje
podm�nky �J
���J��� Nech!

lim
i��


i � � ���

a

lim
i��

k �Ai � Ji�si k
k si k � � ���

Pak posloupnost xi� i � N � konverguje Q�superline�rn� k bodu x� � Rn�

D�kaz �a� Uk��eme� �e existuje index k� � N takov�� �e

�Li�si� � ��J k si k
a

k fi k� �
�
J k si k

�i � k�� pokud J 	 �� k �J���� k� Ozna�me �i � �Ai � Ji�si� k si k� Pak plat�

k Aisi k�k Jisi � �i k si kk�k Jisi k � k �i kk si k
a jeliko� k �i k� �� Ji � J� a J 	 �� k �J���� k� existuje index k� � N takov�� �e k Aisi k�
J k si k �i � k�� Pou�ijeme�li �T�c�� m��eme ps�t

�Li�si� � �� k Aisi k� ��J k si k
Z de"nice Li�si� a z �T�c� plyne

� � Li�si� �k Aisi � fi k � k fi k
neboli

j k Aisi k � k fi k j �k Aisi � fi k�k fi k
tak�e k Aisi k� � k fi k� co� spolu s nerovnost� k Aisi k� J k si k d�v� k fi k� �J��� k si k �i � k��
�b� Uk��eme� �e existuje index k� � k� takov�� �e i � N� �i � k�� Pou�ijeme�li v�tu o st�edn� hodnot�
dostaneme

f�xi � si� � f�xi� � Jisi � o�k si k� � f�xi� � Aisi � �Ai � Ji� si � o�k si k�

	'



tak�e

�i�si� �
k f�xi� k � k f�xi � si� k

�Li�si� � �Li�si�� k �i kk si k �o�k si k�
�Li�si� �

� �� k �i kk si k �o�k si k�
��J k si k � �

nebo! k �i k� �� Jeliko� � 	 �� existuje index k� � k� takov�� �e �i�si� � � �i � k��
�c� Uk��eme� �e existuje index k � k� takov�� �e i � N� �i � k� Poznamenejme nejprve� �e mno�ina
N� 
 N je nekone�n�� Kdyby tomu tak nebylo� muselo by platit k si k� +i � +k� �i � k�� nebo! z
�b� plyne i � N� �i � k�� To je v�ak spor� nebo! podle �a� plat� k si k� � k fi k �J� tak�e k fi k� �
implikuje k si k� �� Omezme se nyn� pouze na indexy i � k�� i � N� a ozna�me 
i � �Aisi�fi��ksik�
Podle ���� ��� a �T�b� plat� k 
i k� � a k �i k� �� tak�e stejn�m zp�sobem jako v d�kazu v�ty '�
�s 
 � �� se d� uk�zat� �e existuje index k� � k�� k� � N� takov�� �e

k fi k �J �k si k�k fi k �J
�i � k�� i � N�� Pou�ijeme�li v�tu o st�edn� hodnot�� m��eme ps�t

fi�� � f�xi � si� � fi � Jisi � o�k si k�
nebo! i � N� 
 N�� Ozna�me

�i �
fi�� � fi �Aisi

k fi k
Pak podle p�edchoz�ch �vah plat� k �i k�k �i k �J � o�k si k�� k si k� �� Jeliko� z�rove( k 
i k� ��
existuje index k � k�� k � N� takov�� �e k �i k	 �J�J��� a k 
i k	 �J�J��� �i � k� i � N� � Pak
m��eme ps�t

k si�� k � �
J
k fi�� k� �

J
�k fi�� � fi �Aisi k � k Aisi � fi k� �

� J

J
�k �i k � k 
i k� k si k	

�
�
�
�

�
�

�
k si k�k si k

Jeliko� i � N� podle �b�� plat� +i�� � +i� co� d�v� k si�� k	k si k� +i � +i��� tak�e i � � � N��
Indukc� dostaneme i � N� �i � k�
�d� Superline�rn� konvergence� Plat�

k fi�� k
k fi k � k fi�� � fi �Aisi k � k Aisi � gi k

k fi k �k �i k � k 
i k

co� spolu s k �i k� � a k 
i k� � d�v�

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � J

J

k fi�� k
k fi k � �

���� Newtonova metoda

Newtonova metoda pou��v� matice Ai � J�xi� �i � N � tak�e �i � �Ai � Ji�si� k si k� � �i � N �

V�ta 
� Nech! jsou spln�ny podm�nky �J
���J�� a nech! k 
i k�k Aisi�fi k � k fi k� 
 	 � �i � N �
Pak Newtonova metoda realizovan� bu) jako metoda sp�dov�ch sm�r� nebo jako metoda s lok�ln�
omezen�m krokem je glob�ln� konvergentn�� Plat��li xi � x� a k 
i k� � je rychlost konvergence
Q�superline�rn��

D�kaz Glob�ln� konvergence plyne bezprost�edn� z v�ty %	 a v�ty '�� Superline�rn� konvergence
plyne bezprost�edn� z v�ty '� a v�ty '
� nebo! �i � � �i � N �

	$



Pozn�mka �� Newtonova metoda pro �e�en� soustav neline�rn�ch rovnic m��e b�t realizov�na jako
glob�ln� konvergentn� metoda sp�dov�ch sm�r�� co� nen� mo�n� v p��pad� Newtonovy metody pro
minimalizaci bez omezuj�c�ch podm�nek�

Nejsou�li Jacobiovy matice zad�ny analyticky� m��eme pou��vat diferen�n� verze Newtonovy
metody� V tom p��pad� je v�ak t�eba odhadnout nep�esnosti� kter� vznikaj� p�i diferen�n� aprox�
imaci Jacobiov�ch matic�

Lemma 
� Nech! je spln�n p�edpoklad �J�� a nech! plat�

Aej �
f�x � �ej�� f�x�

�
�D�

pro � � j � n� kde ej� � � j � n� jsou sloupce jednotkov� matice ��du n� Pak plat�

k A� J�x� k� �
�
L
p
n�

D�kaz Pou�ijeme�li v�tu o st�edn� hodnot�� dostaneme

f�x � �ej� � f�x� � J�x��ej �
Z �

�

�J�x � ��ej�� J�x���ejd�

tak�e

k �A� J�x��ej k � k f�x � �ej�� f�x�
�

� J�x�ej k� �
�
k
Z �

�

�J�x� ��ej� � J�x���ejd� k�

� �
�

�
�
L�� k ej k�� �

�
L�

Nech! s � Rn je libovoln� vektor s jednotkovou normou� Pak plat�

k �A� J�x��s k � k
nX
j��

�A � J�x��eje
T
j s k�

nX
j��

jeTj sj k �A� J�x��ej k� �
�
L�

nX
j��

jeTj sj �

� �
�
L
p
n� k s k� �

�
L
p
n�

a jeliko�

k A� J�x� k� max
ksk��

k �A� J�x��s k

dostaneme tvrzen� lemmatu�

V�ta 
� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady �J
���J�� a nech! matice A je ur�ena podle vzorce �D�� kde

� 	
J�

L
p
n�

a kde �� �� � jsou ��sla pou�it� v d�kazu lemmatu %'� Pak plat� kA� J�x�k � �� kde � � �A�

D�kaz Z lemmatu '� a z p�edpoklad� v�ty '% a z d�kazu lemmatu %' plyne� �e

kA� J�x�k � �
�
L
p
n� � �

�� J����� � �A

Pozn�mka �
 V�ta '% ukazuje� �e lze zvolit diferenci � � � tak� aby matice ur�en� podle vztahu �D�
spl(ovala podm�nku pro glob�ln� konvergenci metody sp�dov�ch sm�r� i metody s lok�ln� omezen�m
krokem� Je vid�t� �e diferenci � je t�eba zvolit t�m men��� ��m men�� je ��slo J v �J�� a ��m v�t�� jsou
��sla J a L v �J
� a �J��� Pro metodu sp�dov�ch sm�r� �S����S�� plat� � � �� � 
���� � 
�� Pro
metodu s lok�ln� omezen�m krokem �T����T
� plat� � � �� � �����

		



��� Kvazinewtonovsk� metody

De�nice ���ekneme� �e z�kladn� metoda pro �e�en� syst�m� neline�rn�ch rovnic je kvazinewtonovskou
metodou� jestli�e

Aisi � fi � � �QN��

kde Ai� i � N � jsou regul�rn� matice konstruovan� podle rekurentn�ho vztahu

Ai�� � Ai � uiv
T
i �QN��

kde ui � Rn� vi � Rn� a vyhovuj�c� podm�nce

Ai��di � yi �QN
�

kde yi � fi�� � fi� di � xi�� � xi�

Pozn�mka �	 V tomto odd�lu se budeme zab�vat pouze p�esn�mi kvazinewtonovsk�mi metodami
�podm�nka �QN���� tak�e �Aisi � fi�� k fi k� � �i � N � Neplat� v�ak �Ai � Ji�si� k fi k� � �i � N
�matice Ai se mohou od matic Ji dosti li�it��

V�ta 

 Nech! A� � A � uvT a Ad �� y� Pak A�d � y pr�v� tehdy� jestli�e vT d �� � a u �
�y � Ad��vTd� tak�e

A� � A�
�y � Ad�vT

vT d
�A�

Jestli�e Ad � y sta�� polo�it u � v � �� tak�e A� � A�

D�kaz Z podm�nky A�d � y dostaneme A�d � Ad � uvT d � y� Jestli�e Ad � y� sta�� polo�it
u � v � �� tak�e A� � A� Jestli�e Ad �� y� mus� platit vT d �� � a u � �y � Ad��vTd�

Pozn�mka �� Polo��me�li v � d dostaneme Broydenovu dobrou metodu

A� � A�
�y � Ad�dT

dTd
�AG�

Polo��me�li v � ATy� dostaneme Broydenovu �patnou metodu

A� � A �
�y � Ad�yTA

yTAd
�AB�

Nech!

eTk d � max
��i�n

eTi d

Polo��me�li v � ek� dostaneme p��mou metodu aktualizace sloupc�

A� � A �
�y � Ad�eTk

eTk d
�AD�

kter� aktualizuje v�dy pouze jeden sloupec matice A�

V�ta 
� Nech! A je regul�rn� matice a nech! plat� �A�� Pak matice A� je regul�rn� pr�v� tehdy�
jestli�e vTA��y �� ��

D�kaz Nech! A� � A � uvT � Pak podle Shermanova�Morrisonova vzorce plat�

A��� � A�� � A��uvTA��

� � vTA��u

tak�e A� je regul�rn� pr�v� tehdy� jestli�e � � vTA��u �� �� Dosad�me�li do t�to nerovnosti u �
�y � Ad��vTd� dostaneme

���



� � vTA��u � � �
vTA��y � vT d

vT d
�

vTA��y

vT d

tak�e A� je regul�rn� pr�v� tehdy� jestli�e vTA��y �� ��

Pozn�mka �� V�ta '$ opodstat(uje pou�it� Broydenovy �patn� metody� Jestli�e y �� � a matice A
je regul�rn�� pak volba v � AT y d�v� vTA��y � yTAA��y � yT y �k y k� �� ��

V�ta 
� �Aktualizace matice S � A���� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty '$� Nech! S � A�� a
nech! A� je matice ur�en� podle aktualizace �A�� kde vTA��y �� �� Nech! S� � A��� � Pak plat�

S� � S �
�d� Sy�vT S

vTSy
�S�

D�kaz Podle Shermanova�Morrisonova vzorce �d�kaz v�ty '$� plat�

S� � S � SuvTS

�
� S �

�d� Sy�vT S
�vT d

kde � je zat�m nezn�m� ��slo� Z rovnice S�y � d v�ak plyne

S�y � Sy �
vTSy

�vTd
�d� Sy� � d

tak�e nutn� � � vTSy�vT d�

Pozn�mka �� Polo��me�li v � d� dostaneme Broydenovu dobrou metodu

S� � S �
�d� Sy�dTS

dTSy
�SG�

Polo��me�li v � �S���Ty� dostaneme Broydenovu �patnou metodu

S� � S �
�d� Sy�yT

yT y
�SB�

Nech!

eTk y � max
��i�n

eTi y

Polo��me�li ST v � ek dostaneme inverzn� metodu aktualizace sloupc�

S� � S �
�d� Sy�ek

eTk y
�SI�

Pozn�mka �� �Dualita�� Vztah �S� dostaneme ze vztahu �A� z�m�nou d� y� y � d� A� S� Dobr�
a �patn� Broydenova metoda jsou vz�jemn� du�ln�� Podobn� p��m� a inverzn� metoda aktualizace
sloupc� jsou vz�jemn� du�ln��

Pozn�mka �
 Prakticky pou�iteln� je pouze dobr� Broydenova metoda a p��m� metoda aktualizace
sloupc�� Metody k nim du�ln� ��patn� Broydenova metoda a inverzn� metoda aktualizace sloupc��
jsou m�n� efektivn��

Kvazinewtonovsk� metody spl(uj� kvazinewtonovskou podm�nku podobn� jako metody s prom�n�
nou metrikou �sta�� porovnat �QN
� a �VM
��� Metody s prom�nnou metrikou s p�esn�m v�b�rem
d�lky kroku nalezenou minimum kvadratick� funkce �Q� po kone�n�m po�tu krok�� Uk��eme� �e
kvazinewtonovsk� metody s jednotkov�m v�b�rem d�lky kroku ��i � � �i � N � naleznou �e�en�
soustavy line�rn�ch rovnic

J��x� x�� � � �L�

���



s regul�rn� matic� J� tak� po kone�n�m po�tu krok�� P�i d�kazu tohoto tvrzen� budeme pou��vat
vyj�d�en�

xi�� � xi � Sifi ���

a

Si�� � Si �
�di � Siyi�zTi

zTi yi
���

�i � N � kde Si jsou regul�rn� matice fi �� � a zTi yi �� � �i � N �zde zi � STi vi��

Lemma �� Uva�ujme itera�n� proces ���� ��� aplikovan� na soustavu line�rn�ch rovnic �L� s regul�rn�
matic�� Pak pro libovoln� index i � N a pro libovoln� exponent k � � je vektor �J�Si���kfi�� line�rn�
kombinac� vektor� �I � J�Si��J�Si�jfi� � � j � k�

D�kaz �indukc��� P�edpokl�dejme� �e pro n�jak� exponent k � � je vektor �J�Si���kfi�� line�rn�
kombinac� vektor� �I � J�Si��J�Si�jfi� � � j � k� Plat� to zcela jist� pro k � �� nebo! z �L� a ���
plyne

yi � fi�� � fi � J�di � �J�Sifi ���

tak�e

�J�Si����fi�� � fi�� � fi � yi � fi � J�Sifi � �I � J�Si��J�Si��fi

Pou�ijeme�li ��� a ���� dostaneme

J�Si�� � J�Si � �J�di � J�Siyi�
zTi
zTi yi

� J�Si � �I � J�Si�J�Sifi
zTi
zTi yi

Jeliko� vektor �J�Si���kfi�� je line�rn� kombinac� vektor� �I � J�Si��J�Si�jfi� � � j � k a je�
liko� matice J�Si a �I � J�Si� komutuj�� je vektor �J�Si���k��fi�� � J�Si���J�Si���kfi�� line�rn�
kombinac� vektor� �I � J�Si��J�Si�jfi� � � j � k � ��

Lemma �
 Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu $� a nech! i � N je index takov�� �e vektor
fi�� nen� n�sobkem vektoru fi� Pak vektory �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� jsou line�rn� nez�visl�
pro ka�d� ��slo l � N takov�� �e �l � i � ��

D�kaz �indukc��� P�edpokl�dejme� �e vektory �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� jsou line�rn� nez�visl�
pro n�jak� ��slo l � N takov�� �e �l � i� �� Plat� to zcela jist� pro l � �� nebo! podle ��� dostaneme

�J�Si��fi � fi

�J�Si�
�fi � �yi � fi � fi��

a tyto vektory jsou line�rn� nez�visl�� nebo! vektor fi�� nen� n�sobkem vektoru fi�
�a� Podle lemmatu$� je vektor �J�Si��l���kfi��l�� line�rn� kombinac� vektor� �I�J�Si��l����J�Si��l���j
fi��l��� � � j � k� Jeliko� l � � line�rn� nez�visl�ch vektor� �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� vy�
jad�ujeme pomoc� l�� vektor� �I�J�Si��l����J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� mus� b�t tyto vektory
tak� line�rn� nez�visl�� Odtud bezprost�edn� plyne� �e i vektory �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� jsou
line�rn� nez�visl��
�b� Pou�ijeme�li ���� dostaneme

yi��l � �J�Si��lfi��l �� �

Uk��eme� �e vektor yi��l nen� line�rn� kombinac� vektor� �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� Pou�ijeme�
li kvazinewtonovskou podm�nku

Si��l��yi��l � di��l � �J����yi��l

���



m��eme ps�t

�I � J�Si��l���yi��l � � ���

P�edpokl�dejme� �e vektor yi��l je line�rn� kombinac� vektor� �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� Pak
odpov�daj�c� line�rn� kombinace vektor� �I � J�Si��l����J�Si��l���kfi��l��� � � k � l� by musela
b�t nulov� �viz ���� co� je spor s line�rn� nez�vislost� t�chto vektor� �viz �a���
�c� Podle lemmatu $� je vektor �J�Si��l���kfi��l��� line�rn� kombinac� vektor� �I�J�Si��l��J�Si��l�j
fi��l� � � j � k� a tedy i line�rn� kombinac� vektor� �J�Si��l�jfi��l� � � j � k � �� Nav�c vektor
yi��l lze vyj�d�it ve tvaru yi��l � �J�Si��lfi��l� �viz ����� Jeliko� l�� line�rn� nez�visl�ch vektor�
yi��l a �J�Si��l���kfi��l��� � � k � l �viz �b�� vyjad�ujeme pomoc� l � � vektor� �J�Si��l�kfi��l�
� � k � l � �� mus� b�t tyto vektory tak� line�rn� nez�visl��

V�ta �	 Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu $�� Pak existuje index � � i � �n� � takov�� �e
fi�� � �� tak�e bod xi�� � Rn je �e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic �L��

D�kaz P�edpokl�dejme� �e pro i � �n � � nen� vektor fi�� n�sobkem vektoru fi� Pak podle lem�
matu $� jsou vektory �J�S�n��l���kf�n��l��� � � k � l� line�rn� nez�visl� pro ka�d� ��slo l � N
takov�� �e l � n� Pro l � n je t�chto vektor� n��� co� je ve sporu s t�m� �e maj� dimenzi n� Existuje
tedy index � � i � �n� � takov�� �e vektor fi�� je n�sobkem vektoru fi� neboli

fi�� � �i�fi�� � fi� � �iyi

Podle ��� a ��� pak plat�

fi�� � fi�� � yi�� � fi�� � J�Si��fi�� � �i�yi � J�Si��yi� � �i�yi � J�di� � �i�yi � yi� � �

tak�e bod xi�� � Rn je �e�en�m soustavy line�rn�ch rovnic �L��

Nev�hodou kvazinewtonovsk�ch metod je to� �e nen� zaru�ena jejich glob�ln� konvergence �matice
Ai� i � N � mohou b�t obecn� �patn�mi aproximacemi Jacobiov�ch matic Ji� i � N �� Proto je t�eba
tyto metody kombinovat s diferen�n� verz� Newtonovy metody� Kvazinewtonovsk� metody sp�dov�ch
sm�r� se obvykle realizuj� tak� �e se pokl�d� A� � J� a kdykoliv nelze splnit podm�nku �S�a� �nebo
�S�b�� nebo �S�c��� itera�n� proces se p�eru�� a polo�� se Ai�� � Ji��� Kvazinewtonovsk� metody s
lok�ln� omezen�m krokem se obvykle realizuj� tak� �e se pokl�d� A� � J� a v p��pad� �T
a�� se polo��
Ai�� � Ji�� zat�mco v p��pad� �T
b� se matice Ai�� aktualizuje podle �A�� Tyto �pravy maj� sv�
opodstatn�n�� nebo! plat� toto tvrzen��

Tvrzen� �� Nech! x� � Rn je bod takov�� �e f�x�� � � a matice J�x�� je regul�rn�� Pak existuj�
��sla � � � a � � � takov�� �e pokud k x� � x� k� � a k A� � J� k� �� posloupnost xi� i � N � ur�en�
dobrou Broydenovou metodou �AG� s jednotkov�m v�b�rem d�lky kroku ��i � � �i � N � konverguje
Q�superline�rn� k bodu x� � Rn�

Tvrzen� $
 je speci�ln�m p��padem v�ty $'�

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� diferen�n� verze Newtonovy metody s dobrou Broydenovou
metodou p�i minimalizaci �$ testovac�ch probl�m� s ���% nezn�m�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty
iterac� NIT� funk�n�ch hodnot NFV a Jacobiov�ch matic NFJ� jako� i celkov� �as v�po�tu�� Ob�
metody byly realizov�ny jako metody s lok�ln� omezen�m krokem�

Metoda NIT�NFV�NFJ �as
Newtonova �����$	����� %�
'
�diferen�n� verze�
Broydenova '�
��$���	
 ��'�
�dobr��

�� Metody pro rozs
hl� ��dk� syst�my neline
rn�ch rovnic

��




Rozs�hl� ��dk� syst�my neline�rn�ch rovnic nem��eme �e�it metodami� kter� vy�aduj� uchov�v�n�
velk�ch hust�ch matic� Nej�ast�ji se pro tento ��el pou��vaj� n�kter� speci�ln� metody

	 Kvazinewtonovsk� metody s omezenou pam�t�

	 Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody

	 Diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk� �lohy

	 Kvazinewtonovsk� metody pro ��dk� �lohy

	 Metody pou��vaj�c� n�kter� speci�ln� aktualizace

��
� Kvazinewtonovsk� metody s omezenou pam�t�

Kvazinewtonovsk� metody s omezenou pam�t� jsou zalo�eny na pou�it� omezen�ho po�tu krok�
Broydenovy dobr� metody nebo p��m� metody aktualizace sloupc�� Nech! M � fi � N � i �
�j � ��m � �� j � Ng� kde m je po�et krok� kvazinewtonovsk� metody s omezenou pam�t�� Pak
pokl�d�me Sl � �J��l � pro l �M a

Si�� � Si �
�di � Siyi�vTi Si

vTi Siyi
� �I � wiv

T
i �Si

pro l � i � l � m �viz �S��� kde vi � di �Broydenova dobr� metoda� nebo vi � ek �p��m� metoda
aktualizace sloupc�� a

wi �
di � Siyi

vTi Siyi

vektory vi � Rn� wi � Rn� l � i � l �m� se uchov�vaj� v pam�ti po��ta�e�
Zn�me�li vektory vj � Rn� wj � Rn� l � j � l � m� ur��me nejprve vektor pi��l � �Slfi��

�matice Sl je obvykle reprezentov�na troj�heln�kov�m rozkladem �Sl��� � LlUl� kter� je �pln�m
nebo ne�pln�m troj�heln�kov�m rozkladem matice Jl�� Pak po��t�me vektory

pi��j�� � �I � wjv
T
j �p

i��
j

pro l � j � i� �� Nakonec ur��me vektory vi a

wi �
di � �pi��i � si�

vTi �p
i��
i � si�

kde si � �Sifi je sm�rov� vektor z p�edchoz�ho itera�n�ho kroku �obvykle si � di��i� a polo��me

si�� � �Si��fi�� � ��I � wiv
T
i �p

i��
i

Kvazinewtonovsk� metody s omezenou pam�t� m��eme tak� realizovat pomoc� kompaktn�ch sch��
mat� P�i odvozov�n� kompaktn�ch sch�mat budeme pou��vat ozna�en� Dk � �d�� � � � � dk�� Yk �
�y�� � � � � yk�� Vk � �v�� � � � � vk�� D�le ozna��me Rk horn� troj�heln�kovou matici ��du k takovou� �e
�Rk�ij � vTi dj� i � j a �Rk�ij � �� i � j� Abychom zjednodu�ili z�pis budeme v d�kazech index
k vynech�vat a index k � � nahrad�me symbolem �� V t�to souvislosti budeme pou��vat ozna�en�
D � �d�� � � � � dk���� Y � �y�� � � � � yk���� V � �v�� � � � � vk��� a R � Rk��� tak�e Dk � �D� d�� Yk � �Y� y��
Vk � �V� v� a

Rk �

	
R� V Td
�� vT d




V�ta �� Nech! A� je regul�rn� matice a nech! plat� �A� s vTk dk �� � pro libovoln� index � � k � m�
Pak lze ps�t

Ak�� � A� � �Yk � A�Dk�R
��
k V T

k �AA�

���



D�kaz Pro k � � je �AA� ekvivalentn� s �A�� D�le budeme postupovat matematickou indukc��
P�edpokl�dejme� �e �AA� plat� pro v�echny indexy men�� ne� k� Pro index k m��eme �AA� zapsat
ve tvaru

A� � A� � �Y � A�D� y �A�d�

	
R� V Td
�� vT d


�� 	
V T

vT



Jeliko� plat� 	

R� V Td
�� vTd


��
�

	
R��� �R��V T d

vT d
�� �

vT d



�co� lze snadno ov��it vyn�soben�m�� m��eme ps�t

A� � A� � �Y �A�D�R��V T

�
I � dvT

vT d

�
� �y � A�d�

vT

vT d
� A�

�y �Ad�vT

vTd

co� je pr�v� vztah �A��

Pozn�mka �� P��mou inverz� vztahu �AA� �pou�it�m Woodburyho v�ty�� dostaneme

A��k�� � A��� �A��� �Yk �A�Dk��Rk � V T
k A��� �Yk � A�Dk��

��V T
k A���

neboli

Sk�� � S� � �Dk � S�Yk��Ck � Lk � V T
k S�Yk�

��V T
k S� �SS�

kde Lk je doln� troj�heln�kov� matice takov�� �e �Lk�ij � �� i 	 j� a �Lk�ij � vTi dj� i � j� a Ck je
diagon�ln� matice ��du k takov�� �e �Ck�ij � vTi dj� i � j� a �Ck�ij � �� i �� j�

Kompaktn� sch�mata pou��v�me nej�ast�ji ve spojen� s itera�n�m �e�en�m soustavy rovnic Aisi �
fi � �� i � N � Pokl�d�me Al � Jl pro l � N a

Ai�� � Al � �Yk �AlDk�R
��
k V T

k

pro l � i � l �m �viz �AA�� kde Dk � �dl� � � � � di�� Yk � �yl� � � � � yi�� Vk � �vl� � � � � vi� a Rk je horn�
troj�heln�kov� matice ��du k � i� l� � takov�� �e �Rk�ij � vTl�i��dl�j��� i � j� a �Rk�ij � �� i � j�
Poznamenejme� �e matice Vk se obvykle neukl�d� �pro Broydenovu dobrou metodu plat� Vk � Dk a
pro p��mou metodu aktualizace sloupc� sta�� ukl�dat indexy prvk� s maxim�ln� absolutn� hodnotou
sloupc� matice Dk�� M�sto matice Yk ukl�d�me matici Uk � Yk � AlDk a sou�in Ai��p po��t�me
podle vzorce Ai��p � Alp � UkR

��
k V T

k p�

��	� Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody

Diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody se vyzna�uj� t�m� �e se syst�my line�rn�ch rovnic
�e�� nep�esn� itera�n�mi metodami� Nepou��v� se p�itom matice A � J a n�soben� q � Ap � Jp se
nahra�uje numerick�m derivov�n�m

J�x�p � f�x � �p�� f�x�
�

kde � je mal� diference �� �
p
�M� k p k� kde �M je strojov� p�esnost�� Jestli�e v�po�et vektoru

f�x� vy�aduje O�n� operac�� je tento zp�sob �sporn�j�� ne� n�soben� matice vektorem �obecn� O�n��
operac��� Nav�c nen� t�eba po��tat ��dn� derivace� Itera�n� metody pro �e�en� syst�m� line�rn�ch
rovnic v�ak nesm� pou��vat transponovou maticiAT � JT � co� pon�kud omezuje jejich v�b�r �itera�n�
metody pro �e�en� syst�m� line�rn�ch rovnic jsou pops�ny v odd�lu %�'��

���� Diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk�  lohy

Diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk� �lohy lze rozd�lit do dvou skupin �sloupcov� a
��dkov� metody� podle toho jak�m zp�sobem je organizov�n p�ibli�n� v�po�et derivac�� Sloupcov�

���



metody jsou zalo�eny na aproximaci sloupc� Jej � � � j � n� Jacobiovy matice J pomoc� diferen�n�ch
vzorc�

J�x�ej � f�x � �ej�� f�x�
�

kde � je mal� diference �� �
p
�M �� Je�li matice J ��dk� m��e nastat p��pad� kdy pomoc� jedn�

diference vektor� funk�n�ch hodnot ur��me v�ce sloupc� t�to matice �podobn� jako v odd�lu ��
��
Rozd�lme sloupce matice J do k disjunktn�ch skupin Si 
 f�� � � � � ng� � � i � k� tak� aby submatice
J�Si�� slo�en� ze sloupc� matice J pat��c�ch do skupin Si� m�ly v ka�d�m ��dku nanejv�� jeden
nenulov� prvek� Pak m��eme v�echny sloupce matice J ur�it pomoc� k diferenc�

f�x � �vi�� f�x�
�

� Jvi � � i � k

kde vi� � � i � k� jsou vektory obsahuj�c� pouze nuly a jednotky takov�� �e

�vi�j � eTj vi � ��� j � Si
�pomoc� vektoru vi ur��me prvky submatice J�Si��� Z�sk�n� rozkladu f�� � � � � ng � Si � � � � � Sk�
takov�ho� aby po�et skupin k byl minim�ln� je slo�it� kombinatorick� probl�m� jeho� �e�en� se vymyk�
rozsahu tohoto textu�

��dkov� metody ur�uj� jednotliv� nenulov� prvky Jacobiovy matice podle vzorc�

�J�x��ij � fi�x � �ej�� fi�x�
�

Pro ka�d� ��dek � � i � n� se po��taj� jen ty diference� kter� odpov�daj� nenulov�m prvk�m
�J�x��ij �� �� Numerick�m porovn�n�m sloupcov�ch a ��dkov�ch metod lze zjistit� �e oba dva typy
metod vy�aduj� p�ibli�n� stejn� po�et operac� ne jednu iteraci� Sloupcov� metody jsou algoritmicky
n�ro�n�j�� �je t�eba hledat rozklady sloupc� Jacobiovy matice� ale vzhledem k tomu� �e se tyto
n�ro�n� operace prov�d�j� pouze jednou� p�ed zah�jen�m itera�n�ho procesu� je celkov� doba �e�en� o
n�co krat�� ne� u ��dkov�ch metod�

Pou�it� diferen�n�ch verz� Newtonovy metody je podlo�eno teori� uvedenou v odd�lu ��
 �lemma'���

���� Kvazinewtonovsk� metody pro ��dk�  lohy

Kvazinewtonovsk� metody pro ��dk� �lohy pou��vaj� aktualizace� kter� zachov�vaj� strukturu ��dk�
Jacobiovy matice� Ozna�me

VQ � fA � Rn�n � Ad � yg
VG � fA � Rn�n � Jij � �� Aij � �g

Podobn� jako v odd�lu ��� m��eme de"novat oper�tory ortogon�ln� projekce PQ� PG do line�rn�ch
variet VQ� VG p�edpisem

PQA � min
A�	VQ

k A� � A kF
PGA � min

A�	VG
k A� � A kF

Podobn� m��eme de"novat oper�tor ortogon�ln� projekce PQG do VQ � VG� Podle v�ty �� plat�

PQGA � PG�A� udT �

kde vektor u � Rn je �e�en�m soustavy rovnic Qu � y�Ad s diagon�ln� pozitivn� semide"nitn� matic�

Q �
nX
i��

k di k� eieTi

��%



kde di� � � i � n� jsou vektory takov�� �e dij � dj� Jij �� � a dij � �� Jij � �� Ozna��me�li
A� � PQGA� m��eme vzorec PQGA � PG�A � udT � zapsat form�ln� ve tvaru

A� � A �
nX
i��

eTi �y �Ad�ei�di�T

�di�Tdi
�AS�

kde �leny s di � � odpadnou� Metoda� kter� pou��v� aktualizaci �AS� se naz�v� Schubertovou
metodou a jeliko� je zobecn�n�m Broydenovy dobr� metody� m� podobn� vlastnosti jako Broydenova
dobr� metoda� Nen� zaru�ena glob�ln� konvergence Schubertovy metody� tak�e je �asto nutn� itera�n�
proces p�eru�ovat a pokl�dat A� � J�� Je v�ak mo�n� dok�zat� �e Schubertova metoda konverguje
lok�ln� Q�superline�rn��

Lemma �� Nech! A� je matice ur�en� podle �AS�� Pak pro libovolnou matici  J � VQ � VG plat�

k A� �  J k�F�k A�  J k�F �
k y �Ad k�
k d k�

D�kaz Jeliko�  J � VQ � VG� PQG je oper�tor ortogon�ln� projekce do VQ � VG a A� � PQGA�
m��eme pou��t Pythagorovu v�tu

k A� �  J k�F�k A�  J k�F � k A� � A k�F
Jeliko� VQ � VG 
 VQ� plat� A�d � y� tak�e

k y � Ad k�k �A� � A�d k�k A� � A kk d k�k A� �A kF k d k
co� po dosazen� d�v� tvrzen� lemmatu�

Lemma �� Nech! A� je matice ur�en� podle �AS� a nech! plat� �J��� Pak

k A� � J� kF�k A� J kF �L
p
n k d k

D�kaz Ozna�me

 J �
Z �

�

J�x� �d�d�

stejn�m zp�sobem jako v ��sti �a� d�kazu v�ty �$ �pou�it�m v�ty o st�edn� hodnot�� se uk��e� �e
plat�

k  J � J kF � �
�
L
p
n k d k

k  J � J� kF � �
�
L
p
n k d k

Pou�ijeme�li lemma $�� dostaneme

k A� � J� kF � k A� �  J kF � k  J � J� kF�k A�  J kF � k  J � J� kF�
� k A� J kF � k  J � J kF � k  J � J� kF

co� po dosazen� d�v� tvrzen� lemmatu

V�ta �
 Nech! plat� �J�� a nech! x� � Rn je bod takov�� �e f�x�� � � a matice J�x�� je regul�rn��
Pak existuj� ��sla � � �� � � � takov�� �e pokud k x� � x� k� �� k A� � J� k� � a pokud plat�

k Aidi � fi k � 
 k fi k
xi�� � xi � di

Ai�� � PQGAi

��'



�i � N � kde � � 
 	 � �nep�esn� Schubertova metoda�� posloupnost xi� i � N � konverguje k bodu
x� � Rn� Jestli�e nav�c k 
i k�k Aidi � fi k � k fi k� � pak xi � x� Q�superline�rn��

D�kaz V�sledky dosa�en� v ��stech �a� � �b� d�kazu v�ty '� m��eme p�eformulovat �pomoc� okol��
tak� �e existuj� ��sla � � �� � � � takov�� �e pokud k x � x� k� �� k �A � J�x��d k� � k d k a
k Ad� f k� 
 k f k� kde � � 
 	 �� plat�

�� 


J
k f k�k d k� � � 


J
k f k

kde k J� k	 J a k �J���� k	 ��J a

k f�x � d� k� r k f k
�kde 
 	 r 	 ��� Zd�razn�me� �e ��slo � � 
 	 � m��e b�t libovoln� zat�mco ��sla � � � a � � �
mohou vych�zet mal��
�a� Zvolme ��sla � � � a � � � tak� aby platilo

�

�
� �

J

J

� � 


�� r

�
� �

a

�� L
J

J

� � 


�� r
� � ��

p
n

Nech! k x� � x� k� � a k �A� � J�x�� k� �� Dok��eme indukc�� �e pro libovoln� index i � N plat�
k xi�x� k� � a k Ai�J�xi� k� �� Pro i � � je toto tvrzen� z�ejm�� P�edpokl�dejme platnost tohoto
tvrzen� pro � � i � k� Pak plat�

k xk�� � x� k � k x� � x� k �
kX
i��

k di k�k x� � x� k �� � 


J

kX
i��

k fi k�

� k x� � x� k �� � 


J
k f� k

kX
i��

ri�� �k x� � x� k �J

J

� � 


�� r
k x� � x� k�

� �

�
� �

J

J

� � 


�� r

�
� �

a pou�ijeme�li lemma $�� dostaneme

k �Ak�� � Jk���dk�� k
k dk�� k � k Ak�� � Jk�� k�k Ak�� � Jk�� kF�

� k A� � J� kF �L
p
n

kX
i��

k di k� �
p
n� L

p
n
J

J

� � 


�� r
� � �

�b� Podle �a� plat� k fi�� k� r k fi k� ri k f� k �i � N � kde 
 	 r 	 �� tak�e
P�

i�� kfik 	 ��P�
i�� kdik 	� a tedy i k fi k� �� k di k� � a xi � x��

�c� Podle lemmatu $� plat�

k y � Ad k�
k d k� � k A �  J k�F � k A� �  J k�F�

�
�
k A�  J kF � k A� �  J kF

��
k A �  J kF � k A� �  J kF

�
�

� M
�
k A�  J kF � k A� �  J kF

�
Existence konstanty M plyne z toho� �e

��$



k A �  J kF � k A� �  J kF � k A� J kF � k A� � J� kF �L
p
n k d k�

� � k A� J kF ��L
p
n k d k�

� � k A� J kF ��L
p
n
�k x� � x� k � k x� x� k�

tak�e podle �a� plat�

k A �  J kF � k A� �  J kF� �
p
n�� �L

p
n�

�
�M

D�le lze ps�t

k A� � J� kF�k A� �  J kF � k J� �  J kF
tak�e

k A�  J kF � k A� �  J kF � k A� J kF � k J �  J kF � k A� � J� kF � k J� �  J kF�
� k A� J kF � k A� � J� kF �L

p
n k d k

co� d�v�

�X
i��

k yi �Aidi k�
k di k� � M

�
k A� � J� kF � lim

i��
k Ai�� � Ji�� kF

�
�ML

p
n

�X
i��

k di k�

� M k A� � J� kF �ML
J

J

� � 


�� r
k x� � x� k	�

Plat� tedy nutn� k yi � Aidi k � k di k� �� co� spolu s k 
i k�k Aidi � fi k � k fi k� � �stejn� jako
v d�kazu v�ty %�� implikuje� �e xi � x� Q�superlin�rn��

���� Metody zalo�en� na aktualizaci nesymetrick�ho troj heln�kov�ho rozkladu

Soustavu line�rn�ch rovnic As � f � � m��eme �e�it bu) p��mo nebo itera�n�� P��m� �e�en� je
zalo�eno na pou�it� nesymetrick�ho troj�heln�kov�ho rozkladu

PA � LU

kde P je permuta�n� matice� kter� si vyb�r� tak� aby po�et nov� vznikl�ch nenulov�ch prvk� byl co
nejmen��� L je doln� troj�heln�kov� matice s jednotkami na hlavn� diagon�le a U je horn� troj�hel�
n�kov� matice� Nalezen� permuta�n� matice P a n�sledn� ur�en� struktury troj�heln�kov�ch matic� L
a U se naz�v� symbolickou faktorizac�� Na rozd�l od ��dk�ho Cholesk�ho rozkladu �odd�l ��
� nesta��
prov�d�t symbolickou faktorizaci pouze na za��tku itera�n�ho procesu� nebo! permutace ��dk� �v�b�r
pivot�� m��e ovlivnit stabilitu elimina�n�ho procesu� D� se tedy konstatovat� �e nesymetrick� tro�
j�heln�kov� rozklad je �asov� dosti n�ro�n�� tak�e je v�hodn� omezit jeho prov�d�n�� Tato my�lenka
je z�kladem metod zalo�en�ch na aktualizaci nesymetrick�ho troj�heln�kov�ho rozkladu� Na rozd�l
od Schubertovy metody� kde se matice A� vyb�r� tak� aby byla spln�na kvazinewtonovsk� podm�nka
A�d � y� d � x� � x� y � f� � f � se pokl�d� PA� � LU� a matice U� se vyb�r� tak� aby byla
spln�na kvazinewtonovsk� podm�nka

U�d � v
�
� L��Py

Jeliko� mus� b�t z�rove( zachov�na struktura horn� troj�heln�kov� matice� m��eme pou��t postup
popsan� v odd�lu %��� V�sledkem je aktualizace

U� � U �
nX
i��

ei�v � Ud�eidi

�di�T di
�AD�

��	



kde di� � � i � n� jsou vektory takov�� �e dij � dj� Uij �� � a dij � �� Uij � � ��leny s di � �
odpadnou�� Metoda� kter� pou��v� aktualizaci �AD� se naz�v� Dennisovou�Marwilovou metodou�
Obvykle se realizuje tak� �e se provede nesymetrick� troj�heln�kov� rozklad PJ � LU pak se v m
po sob� n�sleduj�c�ch itera�n�ch kroc�ch pou�ije aktualizace �AD�� Po m aktualizac�ch �AD� nebo
po vynucen�m p�eru�en� itera�n�ho procesu se op�t provede nesymetrick� troj�heln�kov� rozklad
PJ � LU �

Je�t� jednodu��� metodou je metoda �k�lov�n� ��dk�� V tomto p��pad� se pokl�d� PA� � D�LU
a diagon�ln� matice D� se vyb�r� tak� aby byla spln�na kvazinewtonovsk� podm�nka

D�LUd � Py

Zap��eme�li tuto podm�nku ve tvaru

nX
i��

D�eie
T
i LUd � Py

a p�ihl�dneme�li k tomu� �e matice D� je diagon�ln�� m��eme ps�t

eTi D�eie
T
i LUd � eTi Py

� � i � n� neboli

eTi D�ei �
eTi Py

eTi LUd
�AR�

Tak� metodu �k�lov�n� ��dk� je t�eba po m itera�n�ch kroc�ch p�eru�ovat s t�m� �e se provede nesy�
metrick� troj�heln�kov� rozklad PJ � LU �

���� Nedokonal� diferen�n� verze Newtonovy metody

Nedokonal� diferen�n� verze Newtonovy metody jsou zalo�eny na my�lence� �e se p�ibli�n� v�po�et
derivac� prov�d� pouze v n�kter�ch itera�n�ch kroc�ch� Nejjednodu��� je Shamansk�ho metoda� kdy
se polo�� A � J a pak se v m po sob� jdouc�ch itera�n�ch kroc�ch pou��v� tat�� matice �A� � A��
D�mysln�j�� metody jsou zalo�eny na podobn�m principu jako sloupcov� diferen�n� verze Newtonovy
metody� Op�t se ur�� rozklad f�� � � � � ng � S� � � � �� Sk sloupc� matice J do k disjunktn�ch skupin
Si� � � i � k� tak� aby submatice J�Si�� slo�en� ze sloupc� matice J pat��c�ch do skupin Si� m�ly v
ka�d�m ��dku nanejv�� jeden nenulov� prvek �odd�l %�
�� Pak se v ka�d�m itera�n�m kroku ur�uj�
sloupce matice J pat��c� pouze do jedn� skupiny a ostatn� sloupce se nem�n�� Konkr�tn�ji� nech!
l � modki �modki je zbytek po d�len� ��sla i ��slem k�� V i�t�m itera�n�m kroku se pou�ije vektor vi
takov�� �e

�vi�j � eTj vi � ��� j � Sl
a pomoc� diference

f�x � �vi� � f�x�
�

� Jvi

se ur�� sloupce matice J pat��c� do skupiny Sl� Sloupce pat��c� do ostatn�ch skupin se ponechaj� beze
zm�ny�

Tuto metodu� kter� se naz�v� Liovou metodou� lze kombinovat se Schubertovou metodou tak�
�e se v ka�d�m itera�n�m kroku po ur�en� sloupc� matice J � pat��c�ch do skupiny Sl� provede nav�c
aktualizace �AS��

��
� Itera�n� �e�en� syst�m� line�rn�ch rovnic s nesymetrickou matic�

Pro �e�en� syst�mu line�rn�ch rovnic As � f � � s nesymetrickou matic� A existuje cel� �ada
itera�n�ch metod� M��eme je zhruba rozd�lit na dv� skupiny

	 metody s kr�tk�mi rekurentn�mi vztahy

���



	 metody s dlouh�mi rekurentn�mi vztahy

V�hodou metod s kr�tk�mi rekurentn�mi vztahy �jsou to dvoj�lenn� nebo troj�lenn� rekurence� je
n�zk� po�et numerick�ch operac� a ukl�dan�ch hodnot �je jich O�n��� Nev�hodou t�chto metod je
mo�nost selh�n� �d�len� nulou� b�hem itera�n�ho procesu� Metody s dlouh�mi rekurentn�mi vztahy
maj� opa�n� vlastnosti� V n�t�m itera�n�m kroku se pracuje s n vektory dimenze n� co� vy�aduje
O�n�� numerick�ch operac� a ukl�dan�ch hodnot �teoreticky je zapot�eb� k z�sk�n� �e�en� n itera�n�ch
krok��� Zato nedoch�z� k selh�n� b�hem itera�n�ho procesu �ka�d� jeho krok je korektn� de"nov�n��

V tomto textu� kter� si ne�in� n�roky na �plnost� se budeme zab�vat pouze zhlazenou metodou
CGS pou��vaj�c� kr�tk� rekurentn� vztahy a metodou GMRES pou��vaj�c� dlouh� rekurentn� vztahy�

De�nice �� Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn�  f � Rn� Pak itera�n� proces pou��vaj�c�
rekurentn� vztahy

s� � �� f� � f�  f� �  f p� � �f��  p� � �  f�

a

qi � Api�  qi � AT  pi� �i �  fTi fi� p
T
i qi

si�� � si � �ipi

fi�� � fi � �iqi�  fi�� �  fi � �i qi� �i �  fTi��fi���  f
T
i fi

pi�� � �fi�� � �ipi�  pi�� � �  fi�� � �i pi

pro � � i � n� nazveme metodu bikonjugovan�ch gradient� �BCG� ur�enou matic� A � Rn�n a
vektory f � Rn�  f � Rn�

V�ta �� Uva�ujme metodu bikonjugovan�ch gradient� ur�enou regul�rn� matic�A � Rn�n a vektory
f � Rn�  f � Rn� Nech!  fifi �� � a  piqi �� � �� � i � n� Pak plat� fn�� � � a vektor sn�� je �e�en�m
soustavy rovnic As � f � ��

D�kaz P�edpokl�dejme� �e  fTi fi �� � a  pTi qi �� � �� � i � n� Dok��eme indukc�� �e plat�

���  pTj fi � pTj
 fi � � �� � j 	 i � n� �

���  fTj fi � fTj
 fi � � �� � j 	 i � n� �

���  pTj qi � pTj  qi � � �� � j 	 i � n

Z ��� plyne� �e vektory fi� � � i � n �a tak�  fi� � � i � n�� jsou line�rn� nez�visl�� Jestli�e toti�
��f� � � � �� �nfn � �� pak pro � � i � n plat�

 fTi

�
� nX
j��

�jfj

�
A � �i  f

T
i fi � �

a jeliko�  fTi fi �� �� mus� b�t �i � �� Podobn� z ��� plyne� �e vektory pi� � � i � n �a tak�  pi�
� � i � n�� jsou line�rn� nez�visl�� Jeliko� fn�� � Asn���f �plyne to z rekurentn�ch vztah� metody
BCG�� vektory  fi� � � i � n� jsou line�rn� nez�visl� a

 fTj fn�� � � �� � j � n

���



mus� platit fn�� � Asn�� � f � ��
Pro i � � ���� ��� plat�� nebo! nen� co dokazovat�

�a� Nech! i � n� Podle induk�n�ch p�edpoklad� ��� a ��� plat�

 pTj fi�� �  pTj fi � �i p
T
j qi � �

pTj
 fi�� � pTj

 fi � �ip
T
j  qi � �

�� � j 	 i� Z ��� a ��� pak plyne

 pTi fi�� �  pTi fi � �i p
T
i qi � �  fTi fi � �i�� p

T
i��fi �

 fTi fi
 pTi qi

 pTi qi � �

pTi
 fi�� � pTi

 fi � �ip
T
i  qi � �fTi  fi � �i��p

T
i��

 fi �
fTi

 fi
pTi  qi

pTi  qi � �

Je tedy  pTj fi�� � �� pTj  fi�� � � �� � j � i�
�b� Nech! i � n� Z rekurentn�ch vztah� metody BCG plyne

 f� � � p�

 fj � � pj � �j�� pj�� �� 	 j � i

f� � �p�

fj � �pj � �j��pj�� �� 	 j � i

tak�e podle �a� plat�

 fT� fi�� � � pT� fi�� � �

 fTj fi�� � � pTj fi�� � �j�� pj��fi�� � � �� 	 j � i

fT�
 fi�� � �pT�  fi�� � �

fTj
 fi�� � �pTj  fi�� � �j��pj��  fi�� � � �� 	 j � i

�c� Nech! i 	 n� Z rekurentn�ch vztah� metody BCG a z �a� plyne

 pTj qi�� �  pTj Api�� � � pTj Afi�� � �i pTj Api �

� �
�
 fj�� �  fj

�T
fi����j � �i pTj qi � �

pTj  qi�� � pTj A
T  pi�� � �pTj AT  fi�� � �ip

T
j A

T  pi �

� � �fj�� � fj�
T  fi����j � �ip

T
j  qi � �

�� � j 	 i� Pou�ijeme�li nav�c �b�� dostaneme

 pTi qi�� � � �
�i

�
 fi�� �  fi

�T
fi�� � �i pTi qi � �  pTi qi

 fTi fi
 fTi��fi�� �

 fTi��fi��
 fTi fi

 pTi qi � �

pTi  qi�� � � �
�i

�fi�� � fi�
T  fi�� � �ip

T
i  qi � � pTi  qi

 fTi fi
 fTi��fi�� �

 fTi��fi��
 fTi fi

pTi  qi � �

���



tak�e  pTj qi�� � � a pTj  qi�� � � �� � j � ��

Pozn�mka �� Itera�n� proces metody BCG m��e skon�it d��ve ne� po n kroc�ch� Bu) fk � � pro
n�jak� index k � n �tak�e dostaneme �e�en� soustavy rovnic As � f � � po m�n� ne� n kroc�ch�
nebo fk �� � a  fTk fk � � �principi�ln� selh�n� spole�n� v�em metod�m odvozen�m z nesymetrick�ho
Lanczosova procesu� nebo fk �� � a  pTk qk � � �selh�n� vlastn� metod� BCG�� V b��n�ch p��padech k
selh�n� nedoch�z� �je vyj�me�n��� mohou v�ak nast�vat pot��e se stabilitou� pokud fk �� � a  fTk fk � �
nebo fk �� � a  pTk qk � ��

Lemma �� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty $$� Pak vektory fj� � � j � i � n� �a tak� vektory
pj � � � j � i � n� tvo�� b�zi v Krylovov� podprostoru

Ki � spanff� Af� � � � � Ai��fg
a vektory  fj � � � j � i � n �a tak� vektory  pj� � � j � i � n� tvo�� b�zi v Krylovov� podprostoru

 Ki � spanf  f� �AT �  f � � � � � �AT �i��  fg

D�kaz �indukc�� pro i � � je tvrzen� z�ejm�� P�edpokl�dejme� �e tvrzen� plat� pro n�jak� index
i 	 n� Jeliko� fi � Ki a pi � Ki� dostaneme fi�� � fi � �iApi � Ki�� a pi�� � �fi�� � �ipi � Ki���
a jeliko� vektory fj � � � j � i � � �a tak� vektory pj� � � j � i � �� jsou line�rn� nez�visl� �d�kaz
v�ty $$�� tvo�� tam b�zi� Jeliko�  fi �  Ki a  pi �  Ki� dostaneme  fi�� �  fi � �iA

T  pi �  Ki�� a
 pi�� � �  fi�� � �i pi �  Ki��� a jeliko� vektory  fj � � � j � i � � �a tak� vektory  pj� � � j � i � ��
jsou line�rn� nez�visl� �d�kaz v�ty $$�� tvo�� tam b�zi�

Pozn�mka 
� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady v�ty $$� Pak plat�

fi � �i�A�f �  fi � �Ti �A�  f

pi � ��i�A�f �  pi � ��Ti �A�  f

�� � i � n��� kde �i a �i jsou maticov� polynomy stupn� nejv��e i� �� Tyto polynomy lze po��tat
pomoc� rekurentn�ch vztah� �� � I� �� � I a

�i�� � �i � �iA�i

�i�� � �i�� � �i�i

� � i � n� Plyne to bezprost�edn� z rekurentn�ch vztah� metody BCG�
Koe"cienty �i a �i� � � i � n� lze vyj�d�it pomoc� polynom� �i a �i� � � i � n� tak� �e

�i �
 fTi fi
 pTi Api

�
 fT��

i �A�f
 fTA��

i �A�f

nebo! matice A a polynom �i�A� komutuj��� Jeliko� koe"cienty �i a �i� � � i � n lze pou��t tak�
k ur�en� polynom� ��

i �A� a ��
i �A�� � � i � n� m��eme de"novat nov� itera�n� proces si � Rn�

� � i � n� � tak� aby platilo f i � Asi � f � ��
i �A�f � � � i � n� ��

Lemma �� Nech! maticov� polynomy �i a �i spl(uj� rekurentn� vztahy

�� � I� �� � I

a

�i�� � �i � �iA�i

�i�� � �i�� � �i�i

pro � � i � n� Pak maticov� polynomy ��
i a ��

i spl(uj� rekurentn� vztahy

��




��
� � I� ��

� � I� ���� � I

a

�i���i � �i�i � �iA�
�
i

��
i�� � ��

i � �iA��i�i � �i���i�

�i���i�� � ��
i�� � �i�i���i

��
i�� � �i���i�� � �i��i���i � �i�

�
i �

pro � � i � n�

D�kaz Vyn�sob�me�li rekurentn� vztah pro �i�� polynomem �i� dostaneme

�i���i � �i�i � �iA�
�
i

Umocn�me�li vztah pro �i��� dostaneme

��
i�� � ��

i � ��iA�i�i � ��
iA

���
i � ��

i � �iA���i�i � �iA�
�
i �� �

� ��
i � �iA��i�i � �i���i�

Vyn�sob�me�li rekurentn� vztah pro �i�� polynomem �i��� dostaneme

�i���i�� � ��
i�� � �i�i���i

Umocn�me�li vztah pro �i��� dostaneme

��
i�� � ��

i�� � ��i�i���i � ��i �
�
i � ��

i�� � �i�i���i � �i��i���i � �i�
�
i � �

� �i���i�� � �i��i���i � �i�
�
i �

Polo��me�li nyn� f i � ��
i f � pi � ��

i f � vi � A��
i f � Api� ui � �i�if � qi � �i���if � ui � �ivi�

dostaneme rekurentn� vztahy� kter� jsou z�kladem metody CGS�

De�nice �� Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn�  f � Rn� Pak itera�n� proces pou��vaj�c�
rekurentn� vztahy

s� � �� f� � f� p� � f� u� � f

a

vi � Api� �i �  fT f i�  f
T vi

qi � ui � �ivi

si�� � si � �i�ui � qi�

f i�� � f i � �iA�ui � qi�� �i �  fT f i���  f
T f i

ui�� � f i�� � �iqi

pi�� � ui�� � �i�qi � �ipi�

pro � � i � n� nazveme umocn�nou metodou sdru�en�ch gradient� �CGS� ur�enou matic� A � Rn�n

a vektory f � Rn�  f � Rn�

Pozn�mka 

 Jsou�li spln�ny p�edpoklady v�ty $$ plat�

k f i k�k ��
i �A�f k�k �i�A� kk �i�A�f k�k �i�A� kk fi k

���



� � i � n � �� tak�e metoda CGS najde �e�en� soustavy rovnic As � f � � po nejv��e n kroc�ch
�k fn�� k� � podle v�ty $$��

V�hodou metody CGS je to� �e nepou��v� transponovanou matici� co� je nutn� pro konstrukci
diferen�n�ch verz� nep��m� Newtonovy metody� kdy se n�soben� J�x�v nahrazuje diferenc� �f�x �
�v��f�x����� Nev�hodou metody CGS �stejn� jako metody BCG� je to� �e nen� zalo�ena na ��dn�m
minimaliza�n�m principu� Normy rezidu� nemaj� monotonn� pr�b�h a mohou dosti siln� oscilovat�
Proto se pou��vaj� dal�� �pravy metody CGS zalo�en� na zhlazen� norem rezidu��

Lemma �
 Nech! f i� i � N � je posloupnost rezidu� ur�en� metodou CGS� Nech! f� � f� a

�i � �f
T

i���fi � f i���

k fi � f i�� k�
fi�� � f i�� � �i�fi � f i���

� � i � n� Pak plat�

�i � argmin
�	R

k f i�� � ��fi � f i��� k

� � i � n� tak�e k fi�� k�k fi k �normy rezidu� monotonn� klesaj�� a k fi�� k�k f i�� k ��e�en� je
nalezeno po nejv��e n kroc�ch��

D�kaz Z�ejm� pro � � i � n plat�

k fi�� k��k f i�� k� ���if
T

i���fi � f i��� � ��i k fi � f i�� k�

tato kvadratick� funkce nab�v� minima pro �i � �fTi���fi � f i���� k fi � f i�� k��
Rekurentn� vztahy pro fi �lemma 	�� spolu s odpov�daj�c�mi rekurentn�mi vztahy pro si jsou

z�kladem jednodu�e zhlazen� metody CGS�

De�nice �
 Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn�  f � Rn� Pak itera�n� proces

s� � �� s� � �� f� � f� f� � f� p� � f� u� � f

a

vi � Api� �i �  fTfi�  fTvi

qi � ui � �ivi

si�� � si � �i�ui � qi�

f i�� � f i � �iA�ui � qi�� �i �  fT fi���  fT f i

ui�� � f i�� � �iqi

pi�� � ui�� � �i�qi � �ipi�

�i � �f
T

i���fi � f i���

k fi � f i�� k�
si�� � si�� � �i�si � si���

fi�� � f i�� � �i�fi � f i���

pro � � i � n� nazveme jednodu�e zhlazenou metodou CGS �SSCGS� ur�enou matic� A � Rn�n a
vektory f � Rn�  f � Rn�

A�koliv normy rezidu� jednodu�e zhlazen� metody CGS maj� monotonn� pr�b�h� pro konstrukci
metod s lok�ln� omezen�m krokem je vhodn�j�� dvojn�sobn� zhlazen� metoda CGS�

De�nice �� Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn�  f � Rn� Pak itera�n� proces

���



s� � �� s� � �� f� � f� f� � f� p� � f� u� � f

a

vi � Api� �i �  fT f i�f
T
vi

qi � ui � �ivi

si�� � si � �i�ui � qi�

f i�� � f i � �iA�ui � qi�� �i �  fT f i���  f
T f i

ui�� � f i�� � �iqi

pi�� � ui�� � �i�qi � �ipi�

��i� �i�
T � arg min

���
�T 	R�
k f i�� � ��fi � f i��� � �vi k

si�� � si�� � �i�si � si��� � �ipi

fi�� � f i�� � �i�fi � f i��� � �ivi

pro � � i � n� nazveme dvojn�sobn� zhlazenou metodou CGS �DSCGS� ur�enou matic� A � Rn�n a
vektory f � Rn�  f � Rn�

Pozn�mka 
	 Vektor ��i� �i�T realizuj�c� minimum normy k fi�� k m��eme ur�it podle vzorce	
�i
�i



� ��V T

i Vi�
��V T

i f i��

kde Vi � �fi � f i��� vi� � Rn�� �odvozen� tohoto vzorce je analogick� odvozen� vzorce pro �i v
lemmatu 	��� Dosad�me�li toto vyj�d�en� do vztahu pro fi��� dostaneme fi�� � Pif i��� kde Pi �
I � Vi�V T

i Vi���V T
i je matice ortogon�ln� projekce do podprostoru generovan�ho vektory fi � f i���

vi�
Metody CGS� SSCGS� DSCGS lze modi"kovat tak� �e se pou��v� p�edpodm�n�n�� Vzhledem k

tomu� �e p�i nep�esn�m �e�en� soustavy rovnic As � f � � n�s zaj�m� reziduum As � f � pou��v� se
prav� p�edpodm�n�n�� co� znamen�� �e se �e�� soustava rovnic AC��#s � f � � s p�edpodm�(ovac�
matic� C�� a pak se pokl�d� s � C��#s� Jeliko� �pravy metod CGS� SSCGS� DSCGS jsou prakticky
stejn� uvedeme pouze p�edpodm�n�nou verzi metody DSCGS� kter� pou��v� rekurentn� vztahy

s� � �� s� � �� f� � f� f� � f� p� � f� u� � f

a

vi � AC��pi� �i �  fT f i�  f
T vi

qi � ui � �ivi

si�� � si � �iC
���ui � qi�

f i�� � f i � �iAC
���ui � qi�� �i �  fT f i���  f

T f i

ui�� � f i�� � �iqi

pi�� � ui�� � �i�qi � �ipi�

��i� �i�
T � ��V T

i Vi�
��V T

i f i��

si�� � si�� � �i�si � si��� � �iC
��pi

fi�� � f i�� � �i�fi � f i��� � �ivi

pro � � i � n� �zde Vi � �fi � f i��� vi� � Rn����

P�edpodmi(ovac� matice se obvykle vol� tak� aby platilo C � A� Pak matice AC�� � I je dob�e
podm�n�n�� Velmi ��inn� je p�edpodmi(ov�n� pomoc� ne�pln�ho troj�heln�kov�ho rozkladu�

��%



P �A�E� � LU

kde L je doln� troj�heln�kov� matice s jednotkami na hlavn� diagon�le� U je horn� troj�heln�kov�
matice� P je permuta�n� matice a E je matice zahrnuj�c� vliv potla�ov�n� nov� vznikaj�c�ch nenulov�ch
prvk�� Permuta�n� matice se vol� tak� aby matice PA m�la nenulov� prvky �pivoty� na hlavn�
diagon�le�

Nyn� se budeme zab�vat metodou GMRES� kter� pat�� mezi metody s dlouh�mi rekurentn�mi
vztahy� Princip metody GMRES spo��v� v tom� �e se generuj� ortogon�ln�mi vektory qi � � i � n�
tak� �e qj � � j � i� tvo�� b�zi v Krylovov� podprostoru Ki� Vektor si�� � Rn se vol� tak� aby platilo

si�� � arg min
s	Ki

k As� f k �M�

Metoda GMRES je tedy zalo�ena na minimaliza�n�m principu� co� znamen�� �e normy rezidu� mono�
tonn� klesaj��

Ortonorm�ln� vektory qi � � j � n se generuj� pomoc� Grammova�Schmidtova ortogonaliza�n�ho
procesu� Klasick� Gramm�v�Schmidt�v ortogonaliza�n� proces pou��v� rekurentn� vztahy

��q� � f

a

q�i�� � Aqi

�ji � qTj q
�
i��

qj��i�� � qji�� � �jiqj

�
� � j � i

�i��qi�� � qi��i��

� � i � n � �� kde koe"cienty �i� � � i � n se vyb�raj� tak� aby vektory qi� � � i � n� m�ly
jednotkovou normu� Stabiln�j�� je modi"kovan� Gramm�v�Schmidt�v ortogonaliza�n� proces

��q� � f

a

q�i�� � Aqi

�ji � qTj q
j
i��

qj��i�� � qji�� � �jiqj

�
� � j � i

�i��qi�� � qi��i��

� � i � n��� Gramm�v�Schmidt�v ortogonaliza�n� proces generuj�c� ortonorm�ln� b�ze Krylovov�ch
podprostor� Ki� � � i � n� se tak� naz�v� Arnoldiov�m procesem ur�en�m matic� A � Rn�n a
vektorem f � Rn�

Ozna��me�li Qi � �q�� q�� � � � � qi� a

Hi �

�
�����

���� ���� � � � � ��i

��� ���� � � � � ��i

�� ��� � � � � ��i

� � � � � � � � � � � �
�� �� � � � � �i��

�
�����

�Hi � R	i��
�i je horn� Hessenbergova matice�� m��eme Arnoldi�v proces zapsat v maticov�m tvaru

AQi � Qi��Hi

Polo��me�li si�� � Qizi� kde zi � Rn� plat�

k Asi�� � f k�k AQizi � f k�k Qi��Hizi �Qi�����e�� k�k Hizi � ��e� k

��'



tak�e minimaliza�n� podm�nku m��eme zapsat ve tvaru

zi � arg min
z	Ri

k Hiz � ��e� k �M�

V�ta �	 Nech! Kj �� Kj��� � � j � i� Ki � Ki�� a nech! plat� �M�� Pak Asi�� � f � ��

D�kaz Uva�ujme Arnoldi�v proces ur�en� regul�rn� matic� A � Rn�n a vektorem f � Jestli�e Kj ��
Kj��� � � j � i a Ki � Ki��� pak vektory qi� � � j � i� jsou line�rn� nez�visl� a �i�� � �� Plat� tedy

AQi � QiHi

kde Hi � Ri�i je horn� Hessenluyova matice� kter� vznikne z matice Hi � R	i��
�i vy�krtnut�m
posledn�ho ��dku� Jeliko� matice AQi m� line�rn� nez�visl� sloupce a A je regul�rn��� je matice Hi

regul�rn� a existuje �e�en� soustavy rovnic Hizi � ��e� � �� Polo��me�li si�� � Qizi plat�

k Asi�� � f k�k Hizi � ��e� k� �

D�sledekMetoda GMRES nalezne �e�en� soustavy rovnic As� f � � po nejv��e n kroc�ch� Jestli�e
toti� Kj �� Kj��� � � j 	 n� pak nutn� Kn � Kn�� � Rn� Metoda GMRES nem��e selhat� nebo!
�i�� � � implikuje Asi�� � f � ��

Abychom mohli ur�it vektor zi vyhovuj�c� podm�nce �M�� je t�eba prov�st ortogon�ln� rozklad

Pi�Hizi � ��e�� �

	
Ri

�



zi �

	
hi
�i��



kde Pi � P iP i�� � � � P� je sou�in Givensov�ch matic element�rn�ch rotac� a

Ri �

�
� ���� ���� � � � � ��i

�� ���� � � � � ��i
�� �� � � � � �ii

�
� � hi �

�
���

��
��
� � �
�i

�
���

Je to postup� kter� byl ji� pou�it v metod� LSQR �odd�l ��'�� proto ho nebudeme znovu odvozovat�
Uvedeme pouze v�sledn� rekurentn� vztahy metody GMRES�

De�nice �� Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn� Pak itera�n� proces

��q� � f� �� � ��

a

q�i�� � Aqi

��i � qT� q
�
i��� q�i�� � q�i�� � ��iq�

�ji � qTj q
j
i��� qj��i�� � qji�� � �jiqj

�j��i � �j���j��i � �j���ji
�ji � ��j���j��i � �j���ji

��
� � 	 j � i

�i��qi�� � qi��i��

�ii �
q
��
ii � ��i��

�i �
�ii
�ii

� �i �
�i��
�ii

�i � �i�i� �i�� � ��i�i
� � i � n� nazveme metodou GMRES ur�enou matic� A � Rn�n a vektorem f � Rn�

Pou��v�me�li metodu GMRES� m��eme minimaliza�n� podm�nku p�epsat ve tvaru

��$



zi � arg min
z	Rn

k
	
Ri

�



z �

	
hi
�i��



k

Plat� tedy Rizi�hi � � �maticeRi je horn� troj�heln�kov�� a polo��me�li si�� � Qizi� plat� k Asi���
f k� �i��� 
�sla �i� � � i � n � �� jsou tedy normy rezidu� fi � Asi � f � � � i � n � �� Jakmile
metoda GMRES z�sk� dostate�n�� mal� rezidium ��i�� � 
 k f k� m��eme proces ukon�it a polo�it
si�� � Qizi� kde Rizi � hi � ��

Metodu GMRES m��eme r�zn�m zp�sobem modi"kovat� Generujeme�li ortonorm�ln� b�zi v
posunut�ch Krylovov�ch podprostorech

AKi � spanfAf� � � � � Aifg
odpadne pou�it� ortogon�ln�ho rozkladu� Vektory qj� � � j � i se op�t ur�uj� pomoc� Grammova�
Schmidtova ortogonaliza�n�ho procesu� tak�e plat�

AQi�� � QiHi��

kde Hi�� � Ri�	i��
 je horn� Hessenbergova matice� Zvol�me�li vektor q� tak� �e ��q� � Af � m��eme
ps�t

�Af�AQi��� � Qi���e��Hi��� � QiRi

kde

Ri �

�
�����

��� ���� ���� � � � � ��i��

�� ��� ���� � � � � ��i��

�� �� ��� � � � � ��i��

� � � � � � � � � � � � � � �
�� �� �� � � � � �i

�
�����

�Ri � Ri�i je horn� troj�heln�kov� matice�� Polo��me�li

si�� � �f�Qi���zi

plat� si�� � Ki� nebo! vektory f a qj� � � j � i � �� jsou line�rn� nez�visl�� D�le plat�

k Asi�� � f k�k �Af�AQi���zi � f k�k QiRizi � f k
tak�e minimaliza�n� podm�nku m��eme zapsat ve tvaru

zi � arg min
z	Ri

k QiRiz � f k

Norm�ln� soustava rovnic pro tento probl�m nejmen��ch �tverc� m� tvar RT
i Q

T
i QiRizi�RT

i Q
T
i f � ��

tak�e

Rizi �QT
i f � �

co� po dosazen� do vzorce pro reziduum d�v�

fi�� � Asi�� � f � �I �QiQ
T
i �f � fi � qiq

T
i f

Jeliko� z ortogonality plyne qTi Qi�� � �� m��eme ps�t qTi fi � qTi �I �Qi��Q
T
i���f � qTi f � co� d�v�

fi�� � fi � qiq
T
i fi

Tento vzorec zlep�uje stabilitu modi"kovan�metody GMRES� Shrneme�li dosa�en� v�sledky� m��eme
modi"kovanou metodu GMRES de"novat takto�
De�nice �� Nech! A � Rn�n je regul�rn� matice a f � Rn� Pak itera�n� proces

f� � f� ��q� � Af

��	



a

�i � qTi fi

fi�� � fi � �iqi

q�i�� � Aqi

�ji � qTj q
j
i��

qj��i�� � qji�� � �jiqj

�
� � j � i

�i��qi�� � qi��i��

� � i � n � �� nazveme modi"kovanou metodou GMRES ur�enou matic� A � Rn�n a vektorem
f � Rn�

Jakmile modi"kovan� metoda GMRES z�sk� dostate�n� mal� rezidium �k fi�� k� 
 k f k��
m��eme proces ukon�it a polo�it si�� � �f�Qi���zi� kde�

���
��� ���� � � � � ��i��

�� ��� � � � � ��i��

� � � � � � � � � � � �
�� �� � � � � �i

�
��� zi �

�
���

��
��
� � �
�i

�
���

Pozn�mka 
� Z�kladn� i modi"kovanou metodu GMRES lze snadno p�edpodmi(ovat �pou��v� se
prav� p�edpodm�n�n��� V tomto p��pad� se m�sto matice A pou��v� matice AC�� a vektor si�� � Rn

se ur�uje podle vzorce

si�� � �C��QiR
��
i hi

�z�kladn� metoda� nebo

si�� � �C���f�Qi���R
��
i QT

i f

�modi"kovan� metoda�� P�edpodmi(ovac� matice C�� se op�t vol� tak� aby platilo C � A�

���� Metody s lok�ln� omezen�m krokem

Pozn�mka 
� Zhlazenou metodu CGS nebo metodu GMRES m��eme pou��t ke konstrukci nep�es�
n�ch metod s lok�ln� omezen�m krokem� V tomto p��pad� se generuje posloupnost vektor� si�� � Rn�
� � i � n� kter� aproximuj� �e�en� soustavy rovnic As � f � �� a pak se pokl�d� s � si��� pokud
k si�� k� + a k fi�� k� 
 k f k� � � 
 	 �� nebo s � si��i�si���si� a k s k� +� pokud k sj k	 +�
k fj k� 
 k f k� � � j � i� a k si�� k� +� Tato volba z�ejm� spl(uje podm�nky �T�a�� �T�b� metody
s lok�ln� omezen�m krokem �de"nice 

�� Nav�c je t�eba zformulovat p�edpoklady� aby byla spln�na
i podm�nka �T�c�� neboli

k f k � k As� f k� �� k As k�
kde � je n�jak� konstanta� V dal��m textu budeme p�edpokl�dat� �e matice A spl(uje podm�nku
kI �Ak � � 	 �� co� lze doc�lit vhodn�m p�edpodm�n�n�m �m�sto matice A se pou��v� matice AC��

takov�� �e kI �AC��k � � 	 ���

Lemma �� Nech! kI�Ak � � 	 � a nech! si�� � Rn� i � �� � � � � n� jsou vektory generovan� metodou
GMRES nebo dvojn�sobn� zhlazenou metodou CGS� Pak

kfk� � kri��k� � ��kfk�

kde � � ��� ����� � ���

D�kaz �a� Nejprve uk��eme� �e

jfTAf j � �� �

� � �
kfkkAfk � �kfkkAfk

���



Podle p�edpokladu plat�

jfTAf j � jfT f � fT �I � A�f j � jfT f j � jfT �I � A�f j
� kfk� � kI � Akkfk� � ��� ��kfk�

a
kAfk � kfk� kI � Akkfk � �� � ��kfk

co� dohromady d�v� dokazovanou nerovnost�
�b� Proto�e posloupnost norem rezidu� metody GMRES i dvojn�sobn� zhlazen� metody CGS je
nerostouc�� sta�� dok�zat� �e

kfk� � kr�k� � ��kfk��
Uva�ejme nejprve metodu GMRES� Jeliko� s� � � a K� � spanffg� plat�

kr�k � min

	R

kA��f� � fk

Z podm�nky optimality

��
�
� argmin


	R
kA��f� � fk� � argmin


	R
���kAfk� � ��fTAf � kfk��

dostaneme �� � �fTAf�kAfk� tak�e pro normu residua r� plat�

kr�k� � �fTAf��

kAfk� kAfk� � �
�fTAf��

kAfk� � kfk� � kfk� � �fTAf��

kAfk�kfk� kfk
�

Tato nerovnost spolu s �a� dokazuje tvrzen� lemmatu pro metodu GMRES� Uva�ujme nyn� dvojn��
sobn� zhlazenou metodu CGS� Pak plat�

kr�k � min
���
�T	R�

kr� � ��f � r�� � �v�k � min

	R

kf � �v�k � min

	R

kf � �Afk

�po dosazen� � � �� co� d�v� stejn� v�sledek jako v p��pad� metody GMRES�

Lemma �� Nech! jsou spln�ny p�edpoklady lemmatu 	
 a nech! s � Rn je vektor ur�en� metodou
GMRES nebo dvojn�sobn� zhlazenou metodou CGS tak jako v pozn�mce '�� Pak plat�

kfk � kAs� fk � ��kAsk
kde �� � ���$�

D�kaz �a� Nech! ksi��k 	 + a kri��k � 
kfk� Pak podle lemmatu 	
 plat�

�kfk �kfk � kri��k� � kfk� � kri��k� � ��kfk�

co� dohromady z odhadem Aksk � kAsk � �kfk d�v�

kfk � kri��k � �
�
��kfk � �

�
��kAsk

�b� Nech! ksi��k � + a i � �� Pak plat� s � �isi�� � ��� �i�si s � 	 �i � �� tak�e

kAs � fk � k�i�Asi�� � f� � ��� �i��Asi � f�k � �ikri��k� ��� �i�krik
a lemma 	
 spolu s odhadem Aksk � kAsk � �kfk d�v�

kfk � kAs � fk � �i �kfk � kri��k� � ��� �i �kfk � krik� � �
�
��kfk � �

�
��kAsk

�c� Nech! ksi��k � + a i � �� Pak plat� s � ��s�� kde � 	 �� � �� M��eme tedy ps�t

kfk� � kAs � fk� � kfk� � ���kAs�k� � ���fTAs� � kfk�
� ���� kAs�k� � ���fTAs� � ��

��kAs�k� � �fTAs�
�

� ��
�kfk� � kAs� � fk��

���



�nebo! ��� � �� pro � 	 �� � ��� nebo

�kfk �kfk � kAs � fk� � kfk� � kAs � fk� � ��
�kfk� � kr�k��

� ��kfk �kfk � kr�k�

tak�e

kfk � kAs � fk � �
�
�� �kfk � kr�k� � �

�
���

�kfk
jako v p��pad� �a�� Plat� tedy

�kfk � kr� � fk � kAs�k
co� po dosazen� do p�edchoz� nerovnosti d�v�

kfk � kAs� fk � �
$
���

�kAs�k � �
$
��kAsk

V�ta �� Nech! kI � Aik � � 	 �� i � N a nech! si � Rn� i � N � jsou sm�rov� vektory ur�en�
metodou GMRES nebo dvojn�sobn� zhlazenou metodou CGS tak jako v pozn�mce '�� Pak jsou
spln�ny podm�nky �T�a���T�c� a sm�rov� vektory si � Rn� i � N � m��eme pou��t ke konstrukci
nep�esn� metody s lok�ln� omezen�m krokem� Je�li tato metoda aplikov�na na funkci f � Rn � Rn

vyhovuj�c� p�edpoklad�m �J
���J�� a spl(uj��li matice Ai� i � N podm�nky �A
���A��� plat� xi � x�

a f�x�� � ��

D�kaz Tvrzen� v�ty je bezprost�edn�m d�sledkem lemmatu 	� a v�ty '��

Metodu GMRES nebo dvojn�sobn� zhlazenou metodu CGS m��eme tak� pou��t ke konstrukci
metod� kter� se naz�vaj� metodami ps� nohy� V tomto p��pad� se generuj� vektory si�� � Rn�
� � i � m� kde m � n �obvykle � � m � 
�� Jestli�e pro n�jak� index � � i � m plat� k si�� k� +
a k fi�� k� 
 k f k� � � 
 	 �� pokl�d�me s � si��� Jestli�e pro n�jak� index � � i � m plat�
k sj k	 +� k fj k� 
 k f k� � � j � i� a k si�� k� +� pokl�d�me s � si � �i�si�� � si� tak� �e
k s k� +� Nenastane�li ani jeden z t�chto p��pad� ur��me pomoc� n�kter� p��m� elimina�n� metody
�e�en� s� � Rn soustavy rovnic As�f � � a pokl�d�me s � sm����m���s��sm���� Jednodu�e se d�
uk�zat �podobn� jako v d�kazu lemmatu 	� nebo v d�kazu lemmatu 	'�� �e pokud plat� + � � k f k
nebo jfTAf j � � k f kk Af k� je spln�na podm�nka �T�c��

N�sleduj�c� tabulka ukazuje srovn�n� n�kolika realizac� diferen�n� verze Newtonovy metody pro
��dk� �lohy �DSCGS zna�� dvojn�sobn� zhlazenou metodu CGS� GMRES�
�� nebo GMRES���� zna��
metodu GMRES restartovanou v�dy po 
� nebo �� kroc�ch Arnoldiova procesu� S zna�� metodu sp��
dov�ch sm�r�� T zna�� metodu s lok�ln� omezen�m krokem a LU zna�� p�edpodmi(ov�n� pomoc� ne��
pln�ho LU rozkladu� pro �e�en� �$ rozs�hl�ch ��dk�ch syst�m� neline�rn�ch rovnic se ��� nezn�m�mi
�jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT a funk�n�ch hodnot NFV� jako� i celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT�NFV �as
Newtonova � DSCGS �S� 

������ $��'
Newtonova � DSCGS �S � LU� �
����$� 
�'	
Newtonova � GMRES�
�� �S� 
�%���$� ���'$
Newtonova � GMRES���� �S � LU� �
����$� 
�$�
Newtonova p��m� �S � kompletn� LU� �
$����� ����
Newtonova � DSCGS �T� �
���$�� $�	%
Newtonova � DSCGS �T � LU� �
������ 
�'	
Newtonova � GMRES�
�� �T� 

'���'� �
��'
Newtonova � GMRES���� �T � LU� �
%���%� 
�	�
Newtonova p��m� �T � kompletn� LU� ���� 	'� ����

V dal�� tabulce je uvedeno srovn�n� n�kolika metod �diferen�n� verze Newtonovy metody pro ��dk�
�lohy� Schubertova kvazinewtonovsk� metoda� p�tikrokov� Broydenova metoda s omezenou pam�t��

���



diferen�n� verze nep�esn� Newtonovy metody� Liova metoda se Schubertovou aktualizac�� realizo�
van�ch s lok�ln� omezen�m krokem s metodou DSCGS bez p�edpodm�n�n� pro �e�en� �$ rozs�hl�ch
��dk�ch syst�m� neline�rn�ch rovnic se ��� nezn�m�mi �jsou uvedeny celkov� po�ty iterac� NIT a
funk�n�ch hodnot NFV� jako� i celkov� �as v�po�tu��

Metoda NIT�NFV �as
Newtonova 
$	��'$� '��$
Schubertova '
	���$$ ���	$
� � Broydenova %�'��
�� ����

Nep�esn� Newtonova �diferen�n� verze� ��'�%%%$ ���%�
Liova s aktualizac� %$����	� ����	

�� Optimalizace dynamick�ch syst�m


Uva�ujeme �lohu s ��elovou funkc�

F �x� �
Z t�

t	

fA�y�x� t�� t� dt� fT �y�x� t��� �O�

kde

dy�x� t�
dt

� fS �x� y�x� t�� t�� y�x� t�� � fI�x� � �D�

P�itom x � Rn� y � Rn � �t�� t�� � RnS � F � Rn � R� fA � RnS � �t�� t�� � R� fT � RnS � R�
fS � Rn �RnS � �t�� t��� RnS � fI � Rn � RnS � Odstran�n� integr�lu�

F �x� � FA�x� t�� � fT �y�x� t��� �O�

kde

dy�x� t�
dt

� fS�x� y� t�� y�x� t�� � fI�x�

dFA�x� t�
dt

� fA�y� t�� FA�x� t�� � � �D�

Celkem se �e�� nS � � diferenci�ln�ch rovnic v p��m�m sm�ru� Sta�� spo��tat hodnoty na konci
intervalu� ,loha �O� � �D� se �e�� pomoc� gradientn�ch optimaliza�n�ch metod �CG� VM� N� proto
je t�eba po��tat derivace ��elov� funkce� P�edpoklady�

�A�� Existuje spojit� �e�en� syst�mu �D� na intervalu �t�� t�� kdykoliv x � X 
 Rn�

�A�� Funkce fA� fT � fS � fI jsou dvakr�t spojit� diferencovateln� na X 
 Rn�

P�itom X 
 Rn je oblast obsahuj�c� v�echny body xi � Rn i � N � z�skan� b�hem itera�n�ho procesu�


�
� P��m� v�po�et gradientu

Ozna�me u�x� t� � dy�x� t��dx� tak�e u � Rn��t�� t��� RnS�n� Derivov�n�m �O� a �D� dostaneme

gT �x� � gTA�x� t�� �
�fT �y�x� t���

�y
u�x� t�� �O��

kde

du�x� t�
dt

�
�fS �x� y� t�

�y
u�x� t� �

�fS �x� y� t�
�x

� u�x� t�� �
dfI �x�
dx

��




dgTA�x� t�
dt

�
�fA�y� t�

�y
u�x� t�� gTA�x� t�� � � �D��

P�itom gT �x� � dF �x��dx� gTA�x� t� � dFA�x� t��dx� Celkem se �e�� �nS � ���n � �� diferenci�ln�ch
rovnic v p��m�m sm�ru�


�	� Zp�tn� v�po�et gradient�

Nech! p�t� je libovoln� funkce takov�� �e p � �t�� t��� RnS a nech! y�x� t� je �e�en� syst�mu �D��
tak�e fS�x� y� t�� dy�x� t��dt � � pro t � �t�� t��� Pou�ijeme�li �O�� m��eme ps�t

F �x� �
Z t�

t	

ffA�y� t� � pT �t��fS �x� y� t�� dy�x� t�
dt

�g dt� fT �y�x� t���

a pou�it�m pravidla integrov�n� per partes dostaneme

F �x� �
Z t�

t	

ffA�y� t� � pT �t�fS�x� y� t� �
dpT �t�
dt

y�x� t�g dt

�pT �t��y�x� t��� pT �t��y�x� t�� � fT �y�x� t��� �

Nyn� m��eme F �x� derivovat podle x� tak�e

gT �x� �
Z t�

t	

�	
�fA�y� t�

�y
� pT �t�

�fS �x� y� t�
�y

�
dpT �t�
dt



dy�x� t�
dx

� pT �t�
�fS �x� y� t�

�x

�
dt

�pT �t��
dfI�x�
dx

�

	
�fT �y�x� t���

�y
� pT �t��



dy�x� t��

dx
�

Zvol�me�li funkci p�t� tak� aby vypadly v�echny �leny s dy�x� t��dt� �ili tak� �e

�dp�x� t�
dt

� �
�fS �x� y� t�

�y
�Tp�x� t� � �

�fA�y� t�
�y

�T � p�x� t�� � �
�fT �y�x� t���

�y
�T

pak plat�

gT �x� �
Z t�

t	

pT �x� t�
�fS�x� y� t�

�x
dt� pT �x� t��

dfI�x�
dx

�

Dohromady to lze zapsat takto

g�x� �  gA�x� t�� � �
dfI�x�
dx

�T p�x� t�� �O��

kde

�dp�x� t�
dt

� �
�fS �x� y� t�

�y
�Tp�x� t� � �

�fA�y� t�
�y

�T � p�x� t�� � �
�fT �y�x� t���

�y
�T

a

�d gA�x� t�
dt

� �
�fS �x� y� t�

�x
�T p�t��  gA�x� t�� � � �D��

Celkem se �e�� nS � � diferenci�ln�ch rovnic v p��m�m sm�ru a �nS � n diferenci�ln�ch rovnic ve
zp�tn�m sm�ru�


��� P��m� v�po�et Hessovy matice

���



Ozna�me v�x� t� � du�x� t��dx � d�y�x� t��dx�� tak�e v � Rn � �t�� t�� � RnS�n�n� Derivov�n�m
�O�� a �D�� dostaneme

G�x� � GA�x� t�� � uT �x� t��
��fT �y�x� t���

�y�
u�x� t�� �

�fT �y�x� t���
�y

v�x� t�� �O
�

kde

dv�x� t�
dt

�
�fS �x� y� t�

�y
v�x� t�

�

	
��fS �x� y� t�

�y�
u�x� t� �

��fS�x� y� t�
�y�x



u�x� t�

�
��fS �x� y� t�

�x�y
u�x� t� �

��fS �x� y� t�
�x�

�

v�x� t�� �
d�fI�x�
dx�

dGA�x� t�
dt

� uT �x� t�
��fA�y� t�

�y�
u�x� t� �

�fA�y� t�
�y

v�x� t�� GA�x� t�� � � �D
�

P�itom G�x� � d�F �x��dx� a GA�x� � d�fA�x� t��dx�� Celkem se �e�� �nS � ���n� � n � �� diferen�
ci�ln�ch rovnic v p��m�m sm�ru�


��� P��m� aproximace Hessovy matice �sou�et �tverc��

fA�y� t� �
�
�
�y�x� t� � z�t��TW �t��y�x� t� � z�t��

�fA�y� t�
�y

� W �t��y�x� t� � z�t���
��fA�y� t�

�y�
� W �t�

a podobn�

fT �y�x� t��� �
�
�
�y�x� t��� z�t���TW��y�x� t��� z�t���

�fT �y�x� t���
�y

� W��y�x� t��� z�t����
��fT �y�x� t���

�y�
� W�

P�itom z � �t�� t��� RnS �W � �t�� t��� RnS�nS �SPD� �obecn� W� �� W �t���� Jestli�e F �x�� �� pak
nutn� y�x� t� � z�t� tak�e �fA�y�x� t�� t���y � � a �fT �y�x� t�����y � �� M��eme tedy zanedbat
tyto �leny v �O
� a �D
�� Dostaneme tak

G�x� � B�x� � BA�x� t�� � uT �x� t��W�u�x� t�� �O��

kde

dBA�x� t�
dt

� uT �x� t�W �t�u�x� t�� BA�x� t�� � � �D��

Celkem se �e�� �nS � ���n� �� � n� diferenci�ln�ch rovnic v p��m�m sm�ru�
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Seznam nejd
le�it�j��ch ozna�en�

Ozna�en� str�nky

F��F� ���
S��S
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�
A 


AD�AB�AR 
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J
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 	$�		
A 		
AG�AB�AD 		
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SG� SB� SI ���
AA ��

SS ���
AS ���
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M ��%
M ��%
O��O��D��D� �������

��%
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