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NUMERICK�E METODY

PRO NEPODM�I�NENOU OPTIMALIZACI

L� Luk�san

V�yzkumn�a zpr�ava �c� V����	 kv�eten 
���

�� �Uvod

���� Z�akladn�� pojmy

Budeme pou�z��vat ozna�cov�an���

x � Rn pro n� dimension�aln�� vektor

F �x� pro funkci F � Rn � R

g�x� � 	�F��x�� 
 
 
 � �F��xn�
T

G�x� �

�
��
��F��x��� 
 
 
 � ��F��x��xn














��F��xn�x�� 
 
 
 � ��F��x�n

�
��

Zde F �x� je �u�celov�a funkce� g�x� je jej�� gradient a G�x� je jej�� Hessova matice �mat

ice druh�ych parci�aln��ch derivac���
 Spojitost druh�ych parci�aln��ch derivac�� implikuje
symetrii matice G�x�
 P�ri vy�set�rov�an�� konvergence optimaliza�cn��ch metod budeme
�casto pou�z��vat p�redpoklady �F��
�F���

De�nice � �Rekneme� �ze funkce F � Rn � R je zdola omezen�a jestli�ze plat��

F �x� � F �x � Rn �F��

De�nice � �Rekneme� �ze funkce F � Rn � R m�a kompaktn�� hladiny� jestli�ze mno�zina

L�F � � fx � Rn � F �x� � Fg �F��

je kompaktn�� �F �pr�azdn�a mno�zina se p�redpokl�ad�a kompaktn���

De�nice � �Rekneme� �ze funkce F � Rn � R m�a omezen�e druh�e derivace� jestli�ze plat��

�



dTG�x�d � G k d k� �F��

�x � Rn� �d � Rn
 Je to ekvivalentn�� podm��nce k G�x� k� G �x � Rn


Pozn�amka �M��sto omezenosti druh�ych derivac�� sta�c�� obvykle lipschitzovskost prvn��ch
derivac���

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
�x � Rn� �d � Rn

De�nice � �Rekneme� �ze funkce F � Rn � R je stejnom�ern�e �nebo siln�e� konvexn���
jestli�ze plat��

dTG�x�d � G k d k� �F��

�x � Rn� �d � Rn


De�nice 	 �Rekneme� �ze funkce F � Rn � R m�a lipschitzovsk�e druh�e derivace� jestli�ze

k G�x� d� �G�x� k� L k d k �F��

�x � Rn� �d � Rn


P�ri konvergen�cn��ch d�ukazech budeme �casto pou�z��vat v�ety o st�redn�� hodnot�e�

�a� F �x� d� � F �x� � dT g�x� � �
�
dTG��x�d� kde �x � x� ��d a � � �� � �


Z �F�� plyne

F �x� d�� F �x� � dT g�x� �
�

�
G k d k�

Z �F�� plyne

F �x� d�� F �x� � dT g�x� �
�

�
G k d k�

�b� g�x� d� � g�x� �
R �
� G�x� �d�dd�

z �F�� plyne

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
dT �g�x� d�� g�x� � G k d k�

z �F�� plyne

k g�x� d�� g�x� k� G k d k
dT �g�x� d�� g�x� � G k d k�

�



D�ukaz posledn��ho tvrzen���

dT �g�x� d�� g�x�� �

Z �

�

dTG�x� �d�dd� �
Z �

�

G k d k� d� � G k d k�

G k d k�� dT �g�x� d� � g�x�� �k d kk g�x� d� � g�x� k

���� Podm��nky optimality

De�nice 
 �Rekneme� �ze bod x� � Rn je lok�aln��m minimem funkce F � Rn � R�
jestli�ze existuje �c��slo � � � takov�e� �ze

F �x�� � F �x� �x � B�x�� ��
kde B�x�� �� � fx � Rn �k x � x� k� �g
 Jestli�ze nav��c F �x�� � F �x� pokud x� �� x�
�rekneme� �ze bod x� � Rn je izolovan�ym lok�aln��m minimem funkce F � Rn � R


Tvrzen�� � Nech�t bod x� � R je lok�aln��m minimem funkce F � Rn � R a nech�t
F � C� �spojit�e diferenciateln�a� na B�x�� ��
 Pak plat��

g�x�� � �

jestli�ze nav��c F � C� �dvakr�at spojit�e diferenciateln�a� na B�x�� ��� pak plat��

G�x�� � �
�matice G�x�� je positivn�e semide�nitn���

Tvrzen�� � Nech�t F � Rn � R � C� na B�x�� �� a nech�t plat��

g�x�� � �

a

G�x�� � �

�matice G�x�� je pozitivn�e de�nitn���
 Pak bod x� � Rn je ostr�ym lok�aln��m minimem
funkce F � Rn � R


���� Z�akladn�� pojmy z teorie konvergence

Nyn�� se budeme zab�yvat vlastnostmi konvergentn��ch posloupnost��

De�nice � Nech�t xi � Rn� i � N � je posloupnost bod�u
 Jestli�ze pro libovoln�e � � �
existuje index k � N tak� �ze xi � B�x�� �� �k � i� �rekneme� �ze posloupnost xi � Rn�
i � N konverguje k bodu x� � Rn a p���seme xi � x�
 Pou�ziv�ame zna�cen�� Fi � F �xi��
gi � g�xi�� Gi � G�xi�


�



V�eta � Nech�t xi � Rn� di � Rn� i � N � jsou dv�e posloupnosti
 Nech�t F � C� a je
spln�ena podm��nka �F��
 Pak plat��

F �xi � di�� F �xi� � dTi gi �
�

�
dTi Gidi �O�k di k��

a

g�xi � di�� g�xi� � Gidi �O�k di k��
�zde k O�	i� k� C k 	i k pokud k 	i k� ��

D
ukaz Z �F�� a z v�ety �a� o st�redn�� hodnot�e plyne

F �xi � di�� F �xi� � dTi gi �
�

�
dTi �G�xi �

��di��di �

� dTi gi �
�

�
dTi Gidi �

�

�
dTi �G�xi � ��di��Gi�di �

� dTi gi �
�

�
dTi Gidi �

�

�
k G�xi � ��di��Gi kk di k��

� dTi gi �
�

�
dTi Gidi �

��

�
L k di k�

kde � � �� � �
 Pobobn�e z �F�� a z v�ety �b� o st�redn�� hodnot�e plyne

g�xi � di�� g�xi� �

Z �

�

G�xi � �di�did� �

� Gidi �

Z �

�

�G�xi � �di��Gi�did�

a

k
Z �

�

�G�xi � �di��Gi�did� k �
Z �

�

k G�xi � �di��Gi kk di k d� �

� L

Z �

�

k di k� d� � L k di k�

V�eta � Nech�t xi � Rn� ei � xi � x�� i � N � kde x� � Rn je lok�aln�� minimum funkce
F � C� kter�a vyhovuje podm��nce �F��
 Pak plat��

F �xi�� F �x�� �
�

�
eTi G

�ei �O�k ei k��
a

g�xi� � G�ei �O�k ei k��

�



D
ukaz Stejn�y jako v p�redchoz�� v�et�e
 Provede se z�am�ena xi m��sto xi� di� x� m��sto xi�
ei � xi � x� m��sto di � xi � di � xi a p�rihl�edne se k tomu� �ze g�x�� � �


Pozn�amka � Bez podm��nky �F�� lze odvodit odhady

F �xi�� F �x�� �
�

�
eTi G

�ei � o�k ei k� k ei k�
a

g�xi� � g�ei � o�k ei k� k ei k
�zde k o�	i� k� � pokud k 	i k� ��


De�nice � Nech�t xi � x�
 Jestli�ze existuje index k � N a hodnoty � � Mk � � a
� � q � �� tak �ze

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

�i � k� �rekneme� �ze posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R
line�arn�e


V�eta 	 Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R
line�arn�e pr�av�e tehdy
jestli�ze

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� �q � �

�lim sup existuje a je men�s�� ne�z ��


D
ukaz Z de�nice � plyne

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

�i � k� kde q � �� tak�ze

k xi � x� k �

i� �Mk k xk � x� k� �i q�� k

i � max���Mk k xk � x� k�
Tato posloupnost je omezen�a� tak�ze existuje lim sup a plat��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� �q � lim
i��
�Mk k xk � x� k� �i q�� k

i � q � �

Z druh�e strany nech�t existuje v�yraz na lev�e stran�e posledn�� nerovnosti a je roven �q � �

Pak pro libovoln�e �c��slo �q � q � � existuje index k � N tak� �ze plat��

k xi � x� k �

i� q

neboli
k xi � x� k� qi

�i � k
 Zvolme

Mk �
qk

k xk � x� k

�



Pak plat��

k xi � x� k�Mkq
i�k k xk � x� k

De�nice � Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� R
superline�arn�e�
jestli�ze

lim
i��

k xi � x� k �

i� �

De�nice �� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q
line�arn�e� jestli�ze
existuje index k � N a konstanta � � q � � tak� �ze

k xi�� � x� k
k xi � x� k � q �i � k

De�nice �� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q
superline�arn�e�
jestli�ze

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

V�eta 
 Nech�t xi � x� Q
line�arn�e �Q
superline�arn�e�
 Pak xi � x� R
line�arn�e �R

superline�arn�e�

D
ukaz R
line�arn�� konvergence plyne v Q
line�arn�� konvergence bezprost�redn�e �sta�c��
volit Mk � ��
 Nech�t � � q � � je libovoln�e �mal�e� �c��slo
 Z Q
superline�arn�� konver

gence plyne existence indexu k � N takov�eho� �ze

k xi�� � x� k
k xi � x� k � q �i � k

tak�ze podle v�ety � plat��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� q

Proto�ze q je libovoln�e �mal�e� mus�� platit

lim
i��

k xi � x� k �

i� �

Pozn�amka �Q
line�arn�� �Q
superline�arn��� konvergence implikujemonotonnost posloup

nosti k xi � x� k� i � N �po�c��naje vhodn�ym indexem k � N�


�



De�nice �� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q
kvadraticky� jestli�ze
existuje index k � N a konstanta � � Mk �� tak� �ze

k xi�� � x� k�Mk k xi � x� k� �i � k

De�nice �� Posloupnost xi � Rn� i � N � konverguje k bodu x� Q
m
krokov�e kvadrat

icky� jestli�ze existuje index k � N � �c��slo m � N a konstanta � � Mk �� tak� �ze

k xi�m � x� k�Mk k xi � x� k� �i � k

Pozn�amka � N�ekdy se pou�z��v�a slab�s�� p�redpoklad k xjl�m � x� k� M k xjl � x� k�
�j � N �vybran�a posloupnost i � jl�


���� Z�akladn�� optimaliza�cn�� metody

Z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je posloupnost xi � Rn� i � N � takov�a� �ze

xi�� � xi � 
isi

kde sm�erov�y vektor si � Rn se ur�cuje na z�aklad�e hodnot xj� Fj� gj � Gj � � � j � i� a
d�elka kroku 
i se ur�cuje na z�aklad�e chov�an�� funkce F � Rn � R v okol�� bodu xi � Rn


De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je glob�aln�e konvergentn���
jestli�ze pro libovoln�y po�c�ate�cn�� vektor x� � Rn plat��

lim inf
i��

k g�xi� k� �

Metoda nejv�et�s��ho sp�adu�

Metoda nejv�et�s��ho sp�adu je de�nov�ana vztahy

si � �g�xi�


i � argmin
���

F �xi � 
isi�

V�yhody�

	 je glob�aln�e konvergentn��
	 pou�z��v�a pouze vektory z Rn

O�n� 
 pam�e �tov�ych m��st

O�n� 
 operac�� na iteraci

�



Nev�yhody

	 p�resn�y v�yb�er d�elky kroku
	 je pouze R
line�arn�e konvergentn�� s asymptotickou rychlost��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� ��G�x���� �
��G�x��� � �

Odhad asymptotick�e rychlosti je obvykle realistick�y �nen�� nadhodnocen�y�
 Nap�r��klad
jestli�ze ��G�x��� � ��� pot�rebujeme ke sn���zen�� chyby k x � x� k o � �r�ady zhruba
���� iterac�� a jestil�ze ��G�x��� � ��� pot�rebujeme ke sn���zen�� chyby k x�x� k o � �r�ad�u
zhruba ������� iterac���

Newtonova metoda�

Newtonova metoda je de�nov�ana vztahy

si � �G���xi�g�xi�


i � �

V�yhody�

	 je Q
 kvadraticky konvergentn��
 Pokud konverguje� sta�c�� k nalezen�� lok�aln��ho
minima pouze n�ekolik iterac��

	 jednoduch�y v�yb�er d�elky kroku

Nev�yhody

	 nen�� glob�aln�e konvergentn��
 Pokud x� je daleko od x�� nemus�� konvergovat

	 pou�z��v�a matici a je t�reba �re�sit soustavu line�arn��ch rovnic

O�n�� 
 pam�e �tov�ych m��st

O�n�� 
 operac�� na iteraci

	 je t�reba po�c��tat druh�e derivace

D
umysln�ej�s�� metody�

Metody sp�adov�ych sm�er�u vyvinut�e z metody nejv�et�s��ho sp�adu

	 nep�resn�y v�yb�er d�elky kroku

�



	 urychlen�� konvergence �metody sdru�zen�ych gradient�u� metody s prom�ennoumetrikou�

Metody s lok�aln�e omezen�ym krokem vyvinut�e z Newtonovy metody

	 zaji�st�en�� glob�aln�� konvergence
	 sn���zen�� po�ctu operac�� �nep�resn�a Newtonova metoda�

�� Metody sp�adov�ych sm�er�u

���� Z�akladn�� vlastnosti metod sp�adov�ych sm�er
u

De�nice �	 �Rekneme� �ze sm�erov�e vektory si � Rn� i � N � jsou sp�adov�e jestli�ze plat��

sTi gi � � �S��

�i � N 
 �Rekneme� �ze sm�erov�e vektory si � Rn� i � N jsou stejnom�ern�e sp�adov�e�
jestli�ze existuje konstanta � � �� � � takov�a� �ze plat��

sTi gi � ��� k si kk gi k �S��

�i � N 


De�nice �
 �Rekneme� �ze d�elka kroku 
i � �� i � N � spl�nuje bu �d silnou Wolfeho pod

m��nku nebo slabou Wolfeho podm��nku nebo Goldsteinovu podm��nku nebo Armijovu
podm��nku� jestli�ze existuj�� �c��sla � � �� � ��� a �� � �� � � tak� �ze

Fi�� � Fi � ��
is
T
i gi �S��

a bu �d

jsTi gi��j � ��jsTi gij �S�a�

nebo

sTi gi�� � ��s
T
i gi �S�b�

nebo

Fi�� � Fi � ��
is
T
i gi �S�c�

nebo

c k gi k� 
i k si k �S�d�

kde � � c �� je n�ejak�a konstanta


�



De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda xi�� � xi � 
isi i � N je
metodou sp�adov�ych sm�er�u jestli�ze sm�erov�e vektory si � Rn� i � N � spl�nuj�� podm��nku
�S�� �jsou stejnom�ern�e sp�adov�e� a d�elky kroku 
i � �� i � N spl�nuj�� podm��nku �S�� a
n�ekterou z podm��nek �S�a�
�S�d�


Pozn�amka 	 Pro metody sdru�zen�ych gradient�u odvozen�e z metody nejv�et�s��ho sp�adu
se pou�z��v�a podm��nka �S�a�
 Pro metody s prom�ennou metrikou odvozen�e z Newtonovy
metody �kde 
i � � pro i��� se pou�z��v�a podm��nka �S�b�
 Pro bezderiva�cn�� metody
se pou�z��v�a podm��nka �S�c�
 Pro nehladk�e �ulohy se pou�z��v�a podm��nka �S�d�


Pozn�amka 
 Podm��nka �S�� se �casto nahra�zuje n�ejakou slab�s�� podm��nkou �sm�erov�e
vektory nemus�� b�yt stejnom�ern�e sp�adov�e�
 D�ukaz glob�aln�� konvergence je pak obt���zn�ej�s��


Pozn�amka � Metoda nejv�et�s��ho sp�adu je metodou sp�adov�ych sm�er�u� nebo �t si � �gi�
tak�ze sTi gi � � k gi k�� � k si kk gi k a �S�� plat�� pro �� � �

Lemma � �Konzistence� Nech�t funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F�� a �F�� a
sm�erov�y vektor si spl�nuje podm��nku �S��
 Pak pro libovolnou z podm��nek �S�a�
�S�d�
existuje d�elka kroku 
i � �� kter�a vyhovuje t�eto podm��nce i podm��nce �S��


D
ukaz �pro �S�b��
 Ozna�cme

Mi � f
 � � � F �xi � 
si�� Fi � ��
s
T
i gig

z�rejm�eMi �� 
 nebo �t � � Mi
 Nech�t 
i � supMi
 Podle �F�� plat�� F �xi � 
si� � F
tak�ze pro 
i � Mi dostaneme 
i � �F � Fi����sTi gi � �
 Uk�a�zeme nyn��� �ze plat��
sTi g�xi � 
isi� � ��s

T
i gi
 P�redpokl�adejme naopak� �ze

sTi gi�xi � 
isi� � �sTi gi

kde � � ��
 Potom podle �F�� plat��

F �xi � 
si�� Fi � F �xi � 
isi�� Fi � sTi g�xi � 
isi��
 � 
i� �
�

�
G�
� 
i�

� �

� ��
is
T
i gi � ��
� 
i�s

T
i gi �

�

�
G�
 � 
i�

� �

� 
��s
T
i gi � ��� � ���
� 
i�s

T
i gi �

�

�
G�
� 
i�

�

a pro 
 � 
i � ��� � ��sTi gi�G � 
i dostaneme

F �xi � 
si�� Fi � 
��s
T
i gi �

�

�

��� �����sTi gi�
�

G
� 
��s

T
i gi

co�z je spor nebo �t 
i � supMi
 Z sTi g�xi � 
isi� � ��s
T
i gi a s

T
i gi � � plyne 
i � �



V�eta � �Glob�aln�� konvergence� Nech�t funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F�� a
�F��
 Pak metoda sp�adov�ych sm�er�u je glob�aln�e konvergentn��


��



D
ukaz �pro �S�b�� Dok�a�zeme nejprve� �ze existuje konstanta c � � tak� �ze pro libovoln�y
index i � N plat��


i � c k gi k � k si k �a�

a

Fi�� � Fi � �����c k gi k �b�

Z podm��nky �S�b� dostaneme

��s
T
i gi � sTi g�xi � 
isi� � sTi gi � 
iG k si k�

neboli


i � ��� � ��s
T
i gi

G k si k�
� ���� � ��� k gi k

G k si k
tak�ze plat�� �a� pro c � ����� ����G � �
 D�ale z podm��nky �S�� a z �a� dostaneme

Fi�� � Fi � ��
is
T
i gi � �����
i k si kk gi k� �����c k gi k�

tak�ze plat�� �b�
 Nyn�� m�u�zeme ps�at

Fi�� � F� �

iX
j��

�Fj�� � Fj� � F� � ����c

iX
j��

k gj k�

Podle �b� je posloupnost Fi� i � N klesaj��c�� a podle �F�� je zdola omezen�a
 Existuje
tedy limita

F � lim
i��

Fi � F� � ����c

�X
i��

k gi k�

tak�ze

�X
i��

k gi k�� F� � F

����c

tak�z nutn�e k gi k� �


D
usledek Metoda nejv�et�s��ho sp�adu je glob�aln�e konvergentn��


Pozn�amka � Tvrzen�� k gi k� � je siln�ej�s�� ne�z podm��nka v de�nici ��
 K tomu aby
metoda sp�adov�ych sm�er�u byla glob�aln�e konvergentn�� ve smyslu de�nice �� sta�c��� kdy�z
�S�� plat�� pro n�ejakou nekone�cnou podmno�zinu mno�ziny N 


Pozn�amka � Je
li z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda glob�aln�e konvergentn�� �ve smyslu
de�nice ���� nemus�� je�st�e platit xi � x�
 Spl�nuje
li funkce F � Rn � R podm��nku

��



�F�� nem�u�ze posloupnost xi � Rn� i � N divergovat� m�u�ze v�sak m��t v��ce hromadn�ych
bod�u
 Vyhovuje
li n�ejak�y hromadn�y bod x� � Rn posloupnosti xi � Rn� i � N �
nutn�ym podm��nk�am pro lok�aln�� minimum �Tvrzen�� ��� pak ji�z plat�� xi � x�
 V dal�s��m
v�ykladu budu p�redpokl�adat� �ze glob�aln�� konvergence automaticky znamen�a x� x�


V�eta � �Line�arn�� konvergence� Nech�t xi � Rn� i � N je posloupnost generovan�a
metodou sp�adov�ych sm�er�u takov�a� �ze xi � x�
 Nech�t funkce F � Rn � R vyhovuje
podm��nk�am �F�� a �F��
 Pak pro libovoln�y index k � N plat��

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G
qi�k

�i � k� kde q �
q
� � �����cG��G


D
ukaz Podle �b� plat��

Fi�� � F � � Fi � F � � ����c k gi k�

z v�et o st�redn�� hodnot�e dostaneme

Fi � F � � �
�
G k xi � x� k� �c�

Fi � F � � �
�
G k xi � x� k� �d�

k gi k� G k xi � x� k �e�

k gi k� G k xi � x� k �f�

M�u�zeme tedy ps�at

Fi�� � F �

Fi � F �
� � � ����c

k gi k�
Fi � F �

� �� ����c
�G� k xi � x� k�
G k xi � x� k� � � � �����cG��G � q�

�g�
Pro podm��nku �S�b� plat�� c � ���� � ����G �d�ukaz v�ety ��� tak�ze

q� � � � ��������� ���G
��G

�
� � � ��������� ���G

��G
�
� � � ���G

��G
� � �

nebo �t � � �� � �� � � �� � ���� �� � �� � �
 N�ekolikan�asobn�ym pou�zit��m nerovnosti
�g� dostaneme

Fi � F �

Fk � F �
� q��i�k	

��



co�z s pou�zit��m �c� a �d� d�av�a

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G

r
Fi � F �

Fk � F �
�
s
G

G
qi�k

Pozn�amka � �Casto se �F�� p�redpokl�ad�a a�z od n�ejak�eho indexu k �nap�r��klad� kdy�z
xi � x� a x� spl�nuje posta�cuj��c�� podm��nky pro lok�aln�� minimum� pak p�redpokl�ad�ame
�F�� a�z v okol�� bodu x��


Pozn�amka �� Podle v�ety � je k ei�� k� O�k ei k�
De�nice �� �Rekneme� �ze v�yb�er d�elky kroku je asymptoticky p�resn�y� jestli�ze


i � � sTi gi
sTi G

�si
�� �O�k ei k��

Lemma �� Nech�t xi � Rn� i � N � je posloupnost generovan�a metodou spadov�ych
sm�er�u s asymptoticky p�resn�ym v�yb�erem d�elky kroku� takov�a� �ze xi � x�
 Nech�t funkce
F � Rn � R vyhovuje podm��nk�am �F��
�F��
 Pak plat��

Fi�� � Fi � ��
�

�sTi gi�
�

sTi G
�si
�� �O�k ei k��

D
ukaz Budeme ps�at ui � vi jestli�ze ui � O�vi� a vi � O�ui�
 Podle v�ety � plat��

gi � G�ei �O�k ei k��
co�z s pou�zit��m �F�� a �F�� d�av�a gi � ei
 Jeliko�z z �F�� a �F�� plyne sTi G

�si �k si k��
z �S�� plyne sTi gi �k si kk gi k a p�redpokl�ad�ame� �ze k ei k� �� m�u�zeme ps�at


i � � sTi gi
sTi G

�si
�� �O�k ei k�� � k gi k

k si k
tak�ze k di k�k 
isi k�k gi k�k ei k a podle v�ety � plat��

Fi�� � Fi � 
is
T
i gi �

�

�

�i s

T
i Gisi �O�k di k�� �

� 
is
T
i gi �

�

�

�i s

T
i G

�si �
�

�
dTi �Gi �G��di �O�k di k�� �

� 
is
T
i gi �

�

�

�i s

T
i G

�si �O�k ei k��

��



Dosad��me
li do tohoto vyj�ad�ren�� vztah pro asympticky p�resn�y v�yb�er d�elky kroku�
dostaneme

Fi�� � Fi � ��
�

�sTi gi�
�

sTi G
�si
�� �O�k ei k��

nebo �t �sTi gi�
��sTi G

�si �k gi k��k ei k�

Tvrzen�� �� Nech�tB je symetrick�a pozitivn�e de�nitn�� �SPD� matice a vektory u � Rn�
v � Rn vyhovuj�� podm��nce

�uTv��

uTuvTv
� � � ��

kde � � � � �
 Pak plat��
�uTv��

uTBuvTB��v
� ���B���� ���

���B� � � � ���B�� �����

V�eta �� Nech�t jsou spln�eny podm��nky lemmatu ��
 Pak plat��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� ��G��� � � ���G�� � ��
p
�� ���

��G�� � � � ���G��� ��
p
�� ���

D
ukaz Podle v�ety � plat��

Fi � F � �
�

�
eTi G

�ei �O�k ei k��

gi � G�ei �O�k ei k��
tak�ze s pou�zit��m �F�� a �F�� a z toho� �ze k gi k�k ei k dostaneme

ei � �G
����gi�� �O�k ei k��

a

Fi � F � �
�

�
gTi �G

����gi�� �O�k ei k��
Pou�zijeme
li lemma �� m�u�zeme ps�at

Fi�� � F �

Fi � F �
� � �

Fi�� � Fi
Fi � F �

� �� �sTi gi�
�

sTi G
�sigTi �G

����gi
�� �O�k ei k��

�plat�� �� �O�k ei k����� �O�k ei k�� � � �O�k ei k��
 Podle �S�� plat��
�sTi gi�

� � ��� k si k�k gi k� tak�ze s pou�zit��m tvrzen�� �� dostaneme
�sTi gi�

�

sTi G
�sigTi �G

����gi
� ���G�����

���G�� � � � ���G�� � ��p� � ����
�

��



tak�ze

Fi�� � F �

Fi � F �
�

�
���G��� � � ���G�� � ��p�� ���

���G�� � � � ���G��� ��p�� ���

��

�� �O�k ei k� �

� �q��� �O�k ei k��

K libovoln�emu �c��slu q� �q � q � �� tedy existuje index k � N tak� �ze

Fi�� � F �

Fi � F �
� q�

�i � k
 M�u�zeme tedy postupovat stejn�e jako v d�ukazu v�ety �� tak�ze

Fi � F �

Fk � F �
� q��i�k	

a

k xi � x� k
k xk � x� k �

s
G

G
qi�k

a podle v�ety � plat��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� q

Jeliko�z to plat�� pro libovoln�e �c��slo q� �q � q � �� dok�azali jsme tvrzen�� v�ety


Pozn�amka �� Pro metodu nejv�et�s��ho sp�adu je �� � �� tak�ze

lim sup
i��

� ��G��� �
��G�� � �

Pozn�amka �� Asymptoticky p�resn�y v�yb�er d�elky kroku dostaneme� vyb��r�ame
li d�elku
kroku pomoc�� kvadratick�e nebo kubick�e interpolace �viz pozn�amku ���


V�eta �� �Superline�arn�� konvergence�
 Nech�t xi � Rn� i � N � je posloupnost z��skan�a
metodou sp�adov�ych sm�er�u takov�a� �ze xi � x�
 Nech�t funkce F � Rn � R vyhovuje
podm��nk�am �F�� a �F��
 Nech�t 
i � �� kdykoliv tato hodnota vyhovuje podm��nk�am
�S�� a �S��
 Nech�t sm�erov�y vektor se ur�cuje tak� �ze

lim
i��

k Bisi � gi k
k gi k � � �A�

kde

lim
i��

k �G� �Bi�si k
k si k � � �B�

��



Pak existuje index k � N takov�y� �ze 
i � � �i � k a posloupnost xi i � N � konverguje
superline�arn�e k bodu x� � Rn
 Nav��c �sTi gi � �� k si kk gi k �i � k� pokud
�� � ����G��


D
ukaz �a� uk�a�zeme� �ze existuje index k� � N tak� �ze

k gi k �G �k si k�k gi k �G
pokud G � ��G�� a G � ��G��
 Ozna�cme ui � �Bisi � gi�� k gi k a
vi � �G� �Bi�si� k si k pak plat��

sTi Bisi � sTi ui k gi k �sTi gi � �k ui k ��� k si kk gi k
a

sTi Bisi � sTi G
�si � sTi vi k si k� ���G��� k vi k� k si k�

co�z dohromady d�av�a

k si k� �� k ui k
��G��� k vi k k gi k

a jeliko�z k ui k� � a k vi k� � podle �A� a �B�� existuje index k� � N tak� �ze
k si k�k gi k �G �i � k� pokud G � ��G��
 Jeliko�z

k G�si � gi k
k gi k � k �G� �Bi�si k

G k si k �
k Bisi � gi k

k gi k � �

podle �A� a �B�� existuje index k� � k� tak� �ze

j k G�si k � k gi k j �k G�si � gi k� �� � ��G���G� k gi k
kde G � ��G��� tak�ze bu �d k G�si k�k gi k nebo k gi k � k G�si k� ��� ��G���G�
k gi k� co�z oboj�� d�av�a k si k�k gi k �G �i � k�

�b� Uk�a�zeme� �ze existuje index k� � k� takov�y� �ze �sTi gi � �� k si kk gi k �i � k��
pokud �� � ����G��
 Zvolme G � ��G�� a G � ��G�� tak� aby platilo �� � G�G
 Z
de�nice ui a vi a z �a� plyne� �ze

�sTi gi � sTi Bisi � sTi ui k gi k� sTi G
�si � sTi vi k si k �sTi ui k gi k�

� �

G
k gi kk si k ���G��� k vi k �G k ui k�

a jeliko�z k ui k� � a k vi k� � podle �A� a �B�� existuje index k� � k� tak� �ze
�sTi gi � �G�G� k si kk gi k� �� k si kk gi k �i � k�

�c� Uk�a�zeme� �ze existuje index k � k� tak� �ze hodnota 
i � � vyhovuje podm��nk�am
�S�� a �S�b�
 Ozna�cme

��



�i �
sTi gi � sTi G

�si
sTi gi

Pak podle p�redchoz��ch v�ysledk�u dostaneme pro i � k�

j�ij � jsTi gi � sTi G
�sij

jsTi gij
� k si kk gi �G�si k

�� k si kk gi k � k gi �Bisi k
�G�G� k gi k

�
k �G� �Bi�si k

G k si k

a podle �A� a �B� plat�� j�ij � �
 Nyn�� pou�zijeme v�ety o st�redn�� hodnot�e


F �xi � si�� F �xi� � sTi gi �
�

�
sTi G

�si � o�k si k� k si k�

sTi g�xi � si� � sTi gi � sTi G
�si � o�k si k� k si k�

nebo �t k si k�k gi k�k ei k
 M�u�zeme tedy ps�at

lim
i��

F �xi � si�� F �xi�

sTi gi
�
�

�
� lim

i��
�
�

�
�i � o�k si k�� � �

�

lim
i��

sTi g�xi � si�

sTi gi
� lim

i��
��i � o�k si k�� � �

a proto�ze � � �� � ��� a �� � �� � � existuje index k � k� tak� �ze �S�� a �S�b� plat��
�i � k

�d� Superline�arn�� konvergence
 Pou�zijeme v�etu o st�redn�� hodnot�e

g�xi � si� � gi �G�si � o�k si k� k si k
Podle p�redchoz��ch v�ysledk�u dostaneme xi�� � xi � si �i � k a k si k�k gi k� �
M�u�zeme tedy ps�at

k xi�� � x� k
k xi � x� k � G

G

k gi�� k
k gi k �

� G

G

	k g�xi � si�� gi �Bisi k
k gi k �

k Bisi � gi k
k gi k



�

� G

G

	k �G� �Bi�si k
G k si k �

k Bisi � gi k
k gi k � o�k si k�




tak�ze podle �A� a �B� plat��

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

��



V�yb�er d�elky kroku�

Algoritmus � �S�b� Data � � 
� � 
� � � � �� � ��


Krok � Zvol��me po�c�ate�cn�� d�elku kroku 
 � �
 Polo�z��me 
 � �


Krok � Polo�z��me 
 � 
 a 
 � 

 Jsou
li spln�eny podm��nky �S�� a �S�b�� ukon�c��me
v�ypo�cet s 
i � 

 Nen��
li spln�ena podm��nka �S��� p�rejdeme na krok �


Krok � Ur�c��me hodnotu 
 pomoc�� extrapolace tak� aby ��
 � 
 � ��
 a p�rejdeme
na krok �


Krok � Ur�c��me hodnotu 
 pomoc�� interpolace tak� aby 
��
 � 
� � �
 � 
� �

��
� 
�


Krok 	 Jsou
li spln�eny podm��nky �S�� a �S�b�� ukon�c��me v�ypo�cet s 
i � 

 Nen��
li
spln�ena podm��nka �S�� polo�z��me 
 � 
 a p�rejdeme na krok �
 V opa�cn�em
p�r��pad�e polo�z��me 
 � 
 a p�rejdeme na krok �


Pozn�amka �� Jsou
li spln�eny podm��nky �F�� a �F�� najde algoritmus d�elku kroku
vyhovuj��c�� podm��nk�am �S�� a �S�b� po kone�cn�em po�ctu krok�u
 Je
li spln�ena podm��nka
�F�� nez�avis�� tento po�cet na indexu i � N 


Pozn�amka �� Extrapolace a interpolace
 Ozna�cme ��
� � F �xi � 
si�� ��
� �
sTi g�xi � 
si� a

A �
��
�� ��
�

�
 � 
����
�

B �
���
�

���
�

Kvadratick�a interpolace �dv�e hodnoty��


� 
 �

 � 


��� �A�
�Ka�

Kvadratick�a interpolace �dv�e derivace��


� 
 �

 � 


��B
�Kb�

Kubick�a interpolace�


� 
 �

 � 


D �
p
D� � �C �C�

kde

C � �B � ��� ��A� ��

D � �B � ��� ��A� ��

��



Pozn�amka �	 Ur�cuje
li se d�elka kroku pomoc�� �Ka� nebo �Kb� nebo �C� a plat��
li
�F�� a �F��� je v�yb�er d�elky kroku asymptoticky p�resn�y


Pozn�amka �
 Po�c�ate�cn�� v�yb�er d�elky kroku
 Pro superline�arn�e konvergentn�� metody
vol��me 
 � �
 U metod sdru�zen�ych gradient�u vol��me 
 � ��Fi�� � Fi��sTi gi nebo �v
prvn��m itera�cn��m kroku� 
 � ��F � Fi��sTi gi


Shrnut��� Metody sp�adov�ych sm�er�u ���� ��� ���


a� �F�� 
 �F�� � glob�aln�� konvergence
b� �F�� 
 �F�� � line�arn�� konvergence
c� �F�� 
 �F�� � asymptotick�y odhad

lim sup
i��

k xi � x� k �

i� ��G��� � � ���G�� � ��
p
�� ���

��G�� � � � ���G��� ��p�� ���

d� �F�� 
 �F�� � superline�arn�� konvergence pokud

k Bisi � gi k
k gi k � �

k �G� �Bi�si k
k si k � �

���� Metody sdru�zen�ych gradient
u

De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je metodou sdru�zen�ych gra

dient�u jestli�ze s� � �g� a

si�� � �gi�� � yTi gi��
yTi si

si �CGa�

�Hestenes� Stiefel� nebo

si�� � �gi�� � yTi gi��
gTi gi

si �CGb�

�Polak� Ribiere� nebo

si�� � �gi�� � gTi��gi��

gTi gi
si �CGc�

�Fletcher� Reeves� pro i � N 
 P�ritom yi � gi�� � gi


Pozn�amka �� Metoda �CGa� je teoreticky nejpodlo�zen�ej�s��
 Metoda �CGb� d�av�a
nejlep�s�� praktick�e v�ysledky
 Meotda �CGc� je nejjednodu�s�s�� a je glob�aln�e konvergentn��
bez p�reru�sov�an�� itera�cn��ho procesu


V�eta �� �Glob�aln�� konvergence�
 Nech�t funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F��

�F��
 Pak metoda sdru�zen�ych gradient�u Fletchera a Reevese �CGc� s v�yb�erem d�elky

��



kroku spl�nuj��c��m silnou Wolfeho podm��nku �S�� a �S�a�� kde �� � �� � ���� je glob�aln�e
konvergentn��


D
ukaz �a� �Al
Baali� Dok�a�zeme indukc�� nerovnost

�� � ��
� � ��

� sTi gi
k gi k� � �� � ��

�� ��

�i � N 
 Pro i � � to plat��� nebo �t s� � �g� a tedy sT� g�� k g� k�� ��
 Pou�zijeme
li
�CGc�� dostaneme

sTi��gi��

k gi�� k� � �� �
k gi�� k�
k gi k�

sTi gi��
k gi�� k� � �� �

sTi gi��
k gi k�

Podle �S�a� plat��

jsTi gi��j � ���sTi gi
tak�ze

�� � ��
sTi gi
k gi k� � sTi��gi��

k gi�� k� � ��� ��
sTi gi
k gi k�

�� � ��

	
� �

��
� � ��



� sTi��gi��

k gi�� k� � �� � ��

	
� �

��
�� ��




��� ��
�� ��

� sTi��gi��

k gi�� k� � �� � ��
�� ��

�b� Z �S�a� plyne �S�b�
 Podle �F�� a �S�b� plat��

��s
T
i gi � sTi gi�� � sTi gi � 
iG k si k�

tak�ze


i � ���� ���sTi gi

G k si k�
Podle �S�� plat��

Fi � Fi�� � ���
isTi gi �
���� � ����sTi gi�

�

G k si k�
�
����� ���

G

�sTi gi�
�

k gi k

k gi k

k si k�

Z Al
Baaliho nerovnosti �prav�a �c�ast� plyne

� sTi gi
k gi k� � ��

��
� � ��

�
�� ���
�� ��

� �

nebo �t �� � �� � ���
 Plat�� tedy

��



F� � F � lim
i��
�F� � Fi��� �

�X
i��

�Fi � Fi��� �
�X
i��

���� � ����
G

k gi k

k si k�

P�redpokl�adejme� �ze neplat��

lim inf
i��

k gi k� �
Pak existuje � � � tak� �ze k gi k� � �i � N � tak�ze

� �
�F� � F �G

�
���� � ���� �
�X
i��

�

k si k�

�c� Z �S�a� plyne �S�b�
 Podle �S�b� a Al
Baaliho nerovnosti �lev�a �c�ast� plat��

�sTi gi�� � ���sTi gi � ��

	
� �

��
�� ��



k gi k�� ��

�� ��
k gi k�

Pou�zijeme
li �CGc�� dostaneme

k si�� k� � k gi�� k� ��k gi�� k
�

k gi k� sTi gi�� �
k gi�� k

k gi k
 k si k��

� k gi�� k� � ���
�� ��

k gi�� k� �k gi�� k



k gi k
 k si k��

�
� � ��
� � ��

k gi�� k� �k gi�� k



k gi k
 k si k�

Toto je rekurzivn�� vztah pro k si k
 Postupn�ym dosazov�an��m dostaneme

k si�� k� � � � ��
� � ��

k gi�� k� �k gi�� k



k gi k
 k si k��

� � � ��
� � ��

k gi�� k� �k gi�� k



k gi k

	
� � ��
�� ��

k gi k� � k gi k

k gi�� k
 k si�� k

�



�

� � � ��
� � ��

k gi�� k

i��X
j��

�

k gj k�

P�redpokl�adejme� �ze neplat��

lim inf
i��

k gi k� �
Pak existuje � � � � � �� tak� �ze � �k gi k� � �i � N �existence � plyne z �F�� a
�F���� tak�ze

��



k si k�� �� � ����



�� � �����
i

a m�u�zeme ps�at

�X
i��

�

k si k� �
��� �����

�� � ����


�X
i��

�

i
��

co�z je spor� nebo �t v �b� jsme dok�azali �ze tento sou�cet je kone�cn�y


Pozn�amka �� Ozna�cme 
i koe�cient u si v �CGa�
�CGc�
 D�a se dok�azat� �ze metoda
sdru�zen�ych gradient�u je glob�aln�e konvegentn��� pokud


i � �

���

k gi�� k�
k gi k� �i � N

kde � � �� � �� � ���
 Toto v�sak nelze obecn�e zaru�cit
 Proto se pou�z��v�a p�reru�sov�an��
itera�cn��ho procesu �si � �gi pokud podm��nka nen�� spln�ena�

V�eta �	 �Kvadratick�e ukon�cen��� Nech�t Q � Rn � R je ryze konvexn�� kvadratick�a
funkce� Q�x� � �

��x � x��TG�x � x��
 Nech�t xi� i � N � je posloupnost generovan�a
metodou sdru�zen�ych gradient�u s p�resn�ym v�yb�erem d�elky kroku �plat�� sTi gi�� � �
�i � N�
 Pak existuje index k � n tak� �ze gk�� � � a xk�� � x�


D
ukaz �Pro CGa�
 P�redpokl�adejme� �ze gi �� � �� � i � n
 Dok�a�zeme indukc��� �ze
si �� � a 
i �� � �� � i � n a �ze plat��

�
� sTj gi � � �� � j � i � n� �

�
� gTj gi � � �� � j � i � n� �

��� sTj Gsi � � �� � j � i � n

Z �
� plyne� �ze gradienty gi� � � i � n� jsou nenulov�e a vz�ajemn�e ortogon�aln��� tud���z
line�arn�e nez�avisl�e� tak�ze nutn�e gn�� � �

Pro i � � plat�� sT� g� � �gT� g� � � tak�ze s� �� � a 
� � � a d�ale nen�� co dokazovat


Induk�cn�� krok�
�a� Nech�t i � n
 Podle induk�cn��ho p�redpokladu ��� plat���

sTj gi�� � sTj gi � sTj yi � sTj gi � 
is
T
j Gsi � �

�� � j � i� nebo �t pro kvadratickou funkci Q�x� plat�� yi � gi�� � gi � 
iGsi
 Z
p�resn�eho v�yb�eru d�elky kroku plyne sTi gi�� � �
 Je tedy s

T
j gi�� � � �� � j � i


��



�b� Nech�t i � n
 Z �CGa� a �a� dostaneme

g� � �s�
gj � �sj � 
j��sj�� �� � j � i

Tak�ze podle �a� plat��

gT� gi�� � �sT� gi�� � �
gTj gi�� � �sTj gi�� � 
j��s

T
j��gi�� � � �� � j � i

�c� Nech�t i � n
 Z �CGa� a �a� dostaneme

sTi��gi�� � �gTi��gi�� �
yTi gi��
yTi si

sTi gi�� � �gTi��gi�� � �

tak�ze si�� �� � a 
i�� �� �
 Z �CGa� a �b� dostaneme

sTj Gsi�� � �sTj Ggi���
isTj Gsi � �sTj Ggi�� � �
�


j
yTj gi�� � �

�


j
�gj���gj�

Tgi�� � �

�� � j � i nebo �t podle p�redpokladu ��� plat�� sTj Gsi � � �� � j � i
 D�ale podle
�CGa� plat��

sTi Gsi�� � �sTi Ggi�� �
yTi gi��
yTi si

sTi Gsi � �sTi Ggi�� �
sTi Ggi��
yTi si

yTi si � �

tak�ze sTj Gsi�� � � �� � j � i


Pozn�amka �� D�ukaz byl proveden pro CGa
 V�eta �� plat�� i pro ostatn�� metody
sdru�zen�ych gradient�u nebo �t podle �
� plat��

yTi gi�� � gTi��gi�� � gTi gi�� � gTi��gi��

a z �
� plyne

yTi si � gTi��si � gTi si � �gTi si � gTi gi � 
i��g
T
i si�� � gTi gi

Pozn�amka �� Metoda sdru�zen�ych gradient�u s p�resn�ym v�yb�erem d�elky kroku najde
minimum kvadratick�e funkce po nejv�y�se n kroc��ch
 Neplat�� to v�sak jestli�ze

	 v�yb�er d�elky kroku nen�� p�resn�y
	 funkce nen�� kvadratick�a
	 Hessova matice je �spatn�e podm��n�en�a a projevuj�� se zaokrouhlovac�� chyby


��



Pak je t�reba pokra�covat ve v�ypo�ctu
 Aby byly i nad�ale spln�eny p�redpoklady v�ety ���
je t�reba itera�cn�� proces p�reru�sit �sn�� � �gn���

De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je p�reru�sovanou metodou
sdru�zen�ych gradient�u� jestli�ze si � �gi pro i � M a jestli�ze plat�� n�ekter�y ze vzorc�u
�CGa�� �CGb�� �CGc� pro i ��M � kde M � fnk � � � k � Ng

Pozn�amka �� P�reru�sovan�a metoda sdru�zen�ych gradient�u je glob�aln�e konvergentn��
�sta�c�� modi�kovat d�ukaz v�ety � tak jak je to nazna�ceno v pozn�amce ��


V�eta �
 Nech�t xi � Rn� i � N � je posloupnost z��skan�a p�reru�sovanou metodou
sdru�zen�ych gradient�u Fletchera a Reevese �CGc� s v�yb�erem d�elky kroku spl�nuj��c��m
silnou Wolfeho podm��nku �S�� a �S�a�� kde �� � �� � ���� takov�a� �ze xi � x�
 Nech�t
funkce F � Rn � R vyhovuje podm��nk�am �F�� a �F��
 Pak sm�erov�e vektory k si k�
i � N jsou stejnom�ern�e sp�adov�e a plat�� k si k�k gi k

D
ukaz �a� Z�rejm�e k ei k� O�k ei�� k� �pozn�amka �� a k gi k�k ei k �pozn�amka ����
tak�ze k gi k� O�k gi�� k�
 Existuje tedy konstanta c �� tak� �ze

k gi k
k gi�� k � c �i ��M

Nech�t i ��M 
 Pak podle �CGc� plat��

k si k�k gi k � k gi k�
k gi�� k� k si�� k

tak�ze

k si k
k gi k � � �

k gi k
k gi�� k

k si�� k
k gi�� k � � � c

k si�� k
k gi�� k

Nech�t k � supfj � M� j � ig
 Proto�ze sk � �gk� plat�� k sk k � k gk k� �� tak�ze
rekurentn��m pou�zit��m posledn�� nerovnosti dostaneme

k si k
k gi k �

i�kX
j��

cj �
nX
j��

cj
�
� c

�b� Pou�zijeme
li Al
Baaliho nerovnost �levou �c�ast� dostaneme

� sTi gi
k gi k� � ��

��
� � ��

�
�� ���
�� ��

co�z spolu s �a� d�av�a

� sTi gi
k si kk gi k � �

sTi gi
k gi k�

k gi k
k si k � �

�

c

sTi gi
k gi k� �

�

c

�� ���
� � ��

tak�ze �sTi gi � �� k si kk gi k kde �� � ��� ������c�� � ����


��



�c� Pou�zit��m Al
Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme

k si kk gi k� �sTi gi �
�� ���
�� ��

k gi k�

co�z d�av�a k si k� c k gi k� kde c � ��� ������� � ���


Tvrzen�� �� �n
krokov�a kvadratick�a konvergence� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady
v�ety �� a nech�t v�yb�er d�elky kroku je asymptoticky p�resn�y
 Nech�t funkce F � Rn � R
spl�nuje nav��c podm��nku �F��
 Pak existuje index k � M a konstanta C � � tak� �ze
pro �i �M � i � k plat��

k xi�n � x� k� C k xi � x� k�

Lemma �� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady v�ety ��
 Nech�t gi �� � pro n�ejak�y index
� � i � n
 Pak plat��

Q�xi����Q�x��

Q�x���Q�x��
� max

��k�n

�
P i��k�

��
kde P i��� je libovoln�y polynom stupn�e i takov�y� �ze P i��� � �� a �k� � � k � n� jsou
vlastn�� �c��sla matice G


D
ukaz �a� Dok�a�zeme indukc��� �ze pro � � j � i plat�� gj � Kj a sj � Kj� kde

Kj � spanfg�� Gg�� 
 
 
 � Gj��g�g
je Krylov�uv podprostor stupn�e j generovan�y matic�� G a vektorem g�
 Pro j � � je to
z�rejm�e
 P�redpokl�adejme� �ze to plat�� pro j � i��
 Proto�ze z xi � xi���
i��si�� plyne
gi � gi�� �
i��Gsi�� �vlastnost kvadratick�e funkce �Q�� a proto�ze plat�� gi�� � Ki�� a
Gsi�� � span�Gg�� G�g�� 
 
 
 � Gi��g�� � Ki �induk�cn�� p�redpoklad�� dostaneme gi � Ki

D�ale proto�ze si � �gi � 
i��si�� �CG� a proto�ze plat�� si�� � Ki�� � Ki �induk�cn��
p�redpoklad� a gi � Ki �dok�azan�a inkluze�� dostaneme si � Ki

�b� Podle �a� plat��

xi�� � x� � x� � x� �
iX

j��


jsj � x� � x� � P �i���G�g� �

� x� � x� � P �i���G�G�x� � x�� � �I �GP �i����x� � x��

kde P �i���G� je ur�cit�y polynom stupn�e i� � v G
 Ozna�cme P �i � I �GP �i�� �tak�ze P
�

i

je stupn�e i a P
�

i ��� � ��
 Jeliko�z z d�ukazu v�ety �� plyne� �ze s
T
j gi�� � � �� � j � i� je

xi�� � x� � P
�

i �G��x� � x�� � arg min
x�x��P i�G	�x��x�	

Q�x�

��



tak�ze

Q�xi����Q�x�� �
�

�
�xi�� � x��G�xi�� � x�� �

�

�
�x� � x��TP

�

i �G�GP
�

i �G��x� � x�� �

� �

�
�x� � x��TP i�G�GP i�G��x� � x��

pro libovoln�y polynom P i stupn�e i takov�y� �ze P i��� � �
 Nech�t �k a vk � � k � n jsou
vlastn�� �c��sla �nez�aporn�a� a vlastn�� vektory �ortonorm�aln��� matice G a nech�t

x� � x� �
nX

k��

�kvk

Pak

Q�x���Q�x�� �
�

�
�x� � x��G�x� � x�� �

�

�

�
nX

k��

�kvk

�T

G

�
nX

k��

�kvk

�
�
�

�

nX
k��

��k�k

a

Q�xi����Q�x�� � �

�
�x� � x��TP i�G�GP i�G��x� � x�� �

�
�

�

�
nX

k��

P i��k��kvk

�T

G

�
nX

k��

P i��k��kvk

�
�

�
�

�

nX
k��

P
�

i ��k��
�
k�k �

�

�
max
��k�n

P
�

i ��k�
nX

k��

��k�k

Po vyd�elen�� dostaneme

Q�xi����Q�x��

Q�x���Q�x��
� max

��k�n
P
�

i ��k�

V�eta �� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady v�ety ��
 Nech�t gi �� � pro n�ejak�y index
� � i � n
 Pak plat��

Q�xi����Q�x��

Q�x�� �Q�x��
� �

�p
��G� � �p
��G� � �

��i

D
ukaz Podle lemmatu �� plat��

Q�xi����Q�x��

Q�x���Q�x��
� max

��k�n
�P i��k��

�

��



pro libovoln�y polynom P i��� stupn�e nanejv�y�s i takov�y� �ze P i��� � �
 Zvol��me polynom
P i��� tak� aby minimalizoval hodnotu

max
������n

jP i���j

Tuto vlastnost m�a �Ceby�sev�uv polynom transformovan�y na interval �� � � � �n a
normovan�y tak� aby nab�yval hodnotu � pro � � �� tedy polynom

P i��� �
Ti



�n������
�n���

�
Ti



�n���
�n���

�
kde Ti�	� � cos�i arccos 	� pro j	j � � a Ti�	� � ��	 �

p
	� � ��i � �	 �p	� � ��i���

pro j	j � �
 Jeliko�z jTi�	�j � � pro j	j � �� plat��

max
������n

jP i���j � ��Ti
	
�n � ��
�n � ��




Zb�yv�a tedy vy�c��slit hodnotu na prav�e stran�e posledn�� nerovnosti
 Ozna�cme 	 � ��n �
������n � ���
 Z�rejm�e j	j � �� tak�ze

Ti�	� �
�

�
��	 �

p
	� � ��i � �	 �

p
	� � ��i� � �

�
�	 �

p
	� � ��i �

�
�

�

�

�i
�
p
	 � � �

p
	 � ���i

nebo �t
�
p
	 � � �

p
	 � ��� � ��	 �

p
	� � ��

Dosad��me
li hodnotu 	� dostaneme

Ti

	
�n � ��
�n � ��



� �

�

�r
�n

�n � ��
�

r
��

�n � ��

��i

�
�

�

	
�
p
�n �

p
����

�n � ��


i

�

�
�

�

	p
�n �

p
��p

�n �
p
��


i

Plat�� tedy

Q�xi����Q�x��

Q�x���Q�x��
�

	
max
��k�n

jP i��k�j

�

�
�
� �

Ti



�n���
�n���

�
�
A

�

�

� �

	p
�n �

p
��p

�n �
p
��


�i

� �

�p
��G� � �p
��G� � �

��i

D�usledkemTvrzen�� �� �s v�ysledky z��skan�ymi p�ri jeho d�ukazu� a v�ety �� je toto tvrzen��


��



Tvrzen�� �� �Asymptotick�y odhad� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady v�ety �� a nech�t
v�yb�er d�elky kroku je asymptoticky p�resn�y
 Nech�t funkce F � Rn � R spl�nuje nav��c
podm��nku �F��
 Pak plat��

lim sup
i��

k xi � x� k �

i�
p
��G��� �p
��G�� � �

Pozn�amka �� Odhad �
p
������p���� je mnohem p�r��zniv�ej�s�� ne�z odhad ���������

�� platn�y pro metodu sp�adov�ych sm�er�u jak ukazuje tato tabulka�

SD CG
� � ���� � � ���
 ��� ��
� � ��
� � � ���� ����� ���
� � ���� � � ���� ������� ����

V tabulce je uveden po�cet iterac�� pot�rebn�y k dosa�zen�� po�zadovan�e p�resnosti �


Implementace metod sdru�zen�ych gradient
u�

�
 �Upravy algoritmu pro v�yb�er d�elky kroku


�a� Po�c�ate�cn�� odhad


 � min

	
��
��Fi � Fi���

sTi gi
�
���F � Fi�

sTi gi




kde F je doln�� odhad pro minim�aln�� hodnotu funkce F 


�b� Siln�a Wolfeho podm��nka �S�a�

jsTi gi��j � ��jsTi gij
kde �� � ����
 Algoritmus � je t�reba pozm�enit tak� �ze v n�em ponech�ame
podm��nku �S�b� ale k podm��nce �S�� p�rid�ame podm��nku

sTi gi�� � ��jsTi gij
kter�a je �c�ast�� podm��nky �S�a�


�
 �Sk�alov�an��
 Je v�yhodn�e metodu sdru�zen�ych gradient�u �sk�alovat �nejjednodu�s�s��
p�redpodm��n�en���
 M��sto

�si�� � gi�� � 
isi

Pou�zijeme vzorec
�si�� � �i���gi�� � 
isi�

��



kde

�i�� �
yTi di
yTi yi

�yi � gi�� � gi� di � xi�� � xi � 
isi� V tomto p�r��pad�e v�sak mus��me vzorce pro
parametr 
i upravit tak� �ze


i �
yTi gi��
yTi si

�CGa�


i �
�

�i

yTi gi��
gTi gi

�CGb�


i �
�

�i

gTi��gi��

gTi gi
�CGc�

Parametr �i��� je nutn�e udr�zovat v ur�cit�ych mez��ch ������ � �i�� � ����

�
 �R��zen�e p�reru�sov�an�� itera�cn��ho procesu


�a� Klasick�y zp�usob
 Itera�cn�� proces se p�reru�s�� v�zdy po n iterac��ch� nebo kdy�z

i � �


�b� Srovn�an�� s �CGc�
 Itera�cn�� proces se p�reru�s��� pokud neplat��

��

FR
i � 
i � ��


FR
i

kde 
FRi � gTi��gi���g
T
i gi a �� 
 ���� ��� a �� 
 ��� � ���


�c� Test na sdru�zenost sm�er�u� itera�cn�� proces se p�reru�s�� pokud

sTi��yi � �� k si�� kk yi k

kde �� 
 ���� � ����

�d� Test na ortogonalitu gradient�u� itera�cn�� proces se p�reru�s�� pokud

gTi��gi � �
 k gi�� kk gi k

kde �
 
 ��� � ���


Algoritmus � �CG� Data �� � ���
� �� � ����� �� � ���� �� � ���� �� � �����
�
 � ����� � � �


Krok � Zvol��me po�c�ate�cn�� odhad x� � Rn� vypo�cteme F� � F �x��� g� � g�x�� a
polo�z��me i � �


Krok � Pokud k gi k� � ukon�c��me v�ypo�cet
 V opa�cn�em p�r��pad�e ur�c��me koe�cient

i�� podle n�ekter�e z metod �CGa�� �CGb�� �CGc� a rozhodneme o p�reru�sen��
itera�cn��ho procesu podle n�ekter�e ze strategi�� �a� �b� �c� �d
 Ur�c��me�sk�alovac��
koe�cient �i a ur�c��me sm�erov�y vektor si podle �


��



Krok � Ur�c��me d�elku kroku 
i pou�zit��m algoritmu � upraven�eho podle �a a �b

Polo�z��me xi�� � xi � 
isi� vypo�cteme Fi�� � F �xi���� gi�� � g�xi����
zv�et�s��me i o � a p�rejdeme na krok �


Numerick�e v�ysledky� ��� prom�enn�ych� �� testovac��ch funkc��


Metoda NIT NFV �Cas
CGc � �a ����� ����� ���� �
CGc � �c ���� ����� ����
CGc � �d ���� ����� ����
CGb � �a ���� ����� ���� �
CGb � �b ���� ����� ����
CGa � �a ����� ����� ���� �
CGa � �b ���� ����� ����

���� Metody s prom�ennou metrikou

De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je metodou s prom�ennou
metrikou� jestli�ze

si � �Higi �i � N �VM��

kde Hi� i � N � jsou symetrick�e pozitivn�e de�nitn�� �SPD� matice konstruovan�e podle
rekurentn��ho vztahu

Hi�� � �i�Hi � UiMiU
T
i � �VM��

kde Ui � Rn��� Mi � R��� �SPD� a �i � �� a vyhovuj��c�� podm��nce

Hi��yi � �idi �VM��

kde yi � gi�� � gi� di � xi�� � xi � 
isi a �i � �


Pozn�amka ��MaticeHi�� se z��sk�av�a z maticeHi aktualizac�� jej���z hodnost je nanejv�y�s
�
 Nejefektivn�ej�s�� metody s prom�ennou metrikou pat�r�� do Broydenovy t�r��dy� kter�a je
charakterizivan�a v�yb�erem Ui � 	di�Hiyi�


V�eta �� �Kvadratick�e ukon�cen��� Nech�t xi� i � N � je posloupnost generovan�a metodou
s prom�ennou metrikou z Broydenovy t�r��dy s p�resn�ym v�yb�erem d�elky kroku �plat��
sTi gi�� � � �i � N� aplikovan�a na ryze konvexn�� kvadratickou funkci �Q�
 Pak existuje
index k � n tak� �ze gk�� � � a xk�� � x�


D
ukaz P�redpokl�adejme� �ze gi �� � �� � i � n
 Dok�a�zeme indukc��� �ze si �� � a 
i �� �
�� � i � n a �ze plat��

��



�
� Hiyj � �jidj �� � j � i � n� �

�
� sTj gi � � �� � j � i � n � �

��� sTj Gsi � � �� � j � i � n

Z �VM�� a ��� plyne� �ze si� � � i � n� jsou nenulov�e a vz�ajemn�e sdru�zen�e �G

ortogon�aln���� tud���z line�arn�e nez�avisl�e� tak�ze podle �
� nutn�e gn�� � �
 Pro i � � plat��
sT� g� � �sT�H�s� � � �H� je SPD� tak�ze 
� � � a d�ale nen�� co dok�azat
 Induk�cn�� krok�

�a� Nech�t i � n
 Z ��� a �Q� plyne dTi yj � dTi Gdj � 
i
js
T
i Gsj � � a �
� nav��c d�av�a

yTi Hiyj � �jiy
T
i dj � �jid

T
i Gdj � �� tak�ze U

T
i yj � � �� � j � i
 Podle �VM�� a �
�

tedy plat��

Hi��yj � �i�Hiyj � UT
i MiU

T
i yj� � �iHiyi � �i�

j

idj
�
� �ji��dj

�� � j � i
 Pou�zijeme
li �VM�� dostaneme Hi��yi � �idi
�
� �ii��di� tak�ze Hi��yj �

�ji��di �� � j � i


�b� Nech�t i � n
 Z ��� a �Q� plyne sTj gi�� � sTj gi � sTj yi � sTj gi � 
is
T
j Gsi � �

�� � j � i
 Z p�resn�eho v�yb�eru d�elky kroku dostaneme sTi gi�� � �� tak�ze celkem
sTj gi�� � � �� � j � i


�c� Podle �VM�� je gTi��si�� � �gTi��Hi��gi�� � � tak�ze si�� �� � a 
i�� �� �

Pou�zijeme
li �VM��� �Q�� �a�� �b� dostaneme

sTj Gsi�� � �
�


j
yTj Hi��gi�� � ��

j
i��


j
dTj gi�� � ��ji��sTj gi�� � �

�� � j � i


V�eta �� �Aproximace Hessovy matice�
 Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady v�ety �� s
�i � � a �i � � �i � N 
 Pak plat�� Hn�� � G��


D
ukaz Z d�ukazu v�ety �� plyne� �ze

Hn��yj � dj �� � j � n

a �ze vektory dj a yj � Gdj � � � j � n� jsou line�arn�e naz�avisl�e
 Z tohoto d�uvodu mus��
platit Hn�� � G��


��



Pozn�amka ��Nyn�� se budeme zab�yvat vy�set�rov�an��m aktualizace �VM��
 Pro zjednodu�sen��
budeme index i vynech�avat a index i� � nahrad��me symbolem �


Lemma �� Nech�t H� � ��H �UMUT �� kde U � 	d�Hy�
 Pak H�y � �d plat�� pr�av�e
tehdy� jestli�ze

M �

�
�
b



� a
b
� �

�

�
� ��

b

��

b
� ����

a

�

kde � je voln�y parametr a kde

a � yTHy� b � yTd� c � dTH��d

D
ukaz Podle �VM�� a �VM�� mus�� platit

H�y � �

	
Hy � 	d�Hy�

�
m� m�

m� m�

� �
b
a

�

�

� ��Hy � �m�b�m�a�d� �m�b�m�a�Hy� � �d

tak�ze nutn�e

m�b�m�a � ���

m�b�m�a � ��
Jeden parametr je nadbyte�cn�y
 Zvol��me m� � ���b a zbyl�e prvky m��m� ur�c��me
�re�sen��m soustavy
 T��m dostaneme maticiM uvedenou v lemmatu ��


Pozn�amka �	 Vztah H� � ��H � UMUT � m�u�zeme rozn�asobit
 Pak plat��

H� � �

	
H �

�

�

�

b
ddT � �

a
Hy�Hy�T �

�

a


a
b
d�Hy ��

a

b
d�Hy

�T

�H�

�Broydenova t�r��da�
 Nejzn�am�ej�s�� �cleny Broydenovy t�r��dy dostaneme� polo�z��me
li � � �
�metoda DFP��

H� � �

	
H �

�

�

�

b
ddT � �

a
Hy�Hy�T



nebo � � � �metoda BFGS��

H� � �

	
H �

�

�b
��d�Hy���d�Hy�T � �

�b
Hy�Hy�T



kde � � ��� � a�b� nebo � � ���������� � a�b� �metoda hodnosti ���

��



H� � �

�
H �

���

��� � a�b

	
�

�
d�Hy


	
�

�
d �Hy


T
�

Lemma �� Nech�t H je SPD matice� a � �� b � �� c � �� ac� b� � � a nech�t plat�� �H�

kde � � � a � � �
 Pak matice �����H� �

�H�H
� �

� m�a n � � jednotkov�ych vlastn��ch
�c��sel a zbyl�a dv�e vlastn�� �c��sla jsou �re�sen��m kvadratick�e rovnice


�� � p� � q � �

kde

p �
�

b�
���ac� b�� � b�� �

�

�

c

b

q �
�

�

�

ab
���ac� b�� � b��

D
ukaz Podle �VM�� plat��

�

�
H� �

�H�H
� �

� � I �H� �

�UMUTH� �

�

Tato matice m�a n � � jednotkov�ych vlastn��ch �c��sel odpov��daj��c��ch n � � vlastn��m
vektor�um kolm�ym k H� �

�U 
 Zbyl�e dva vlastn�� vektory m�u�zeme vyj�ad�rit ve tvaru
H� �

�Uz tak�ze odpov��daj��c�� vlastn�� �c��sla mus�� vyhovovat rovnici

H� �

�U�I �MUTH��U�z � �H� �

�Uz

neboli �po vyn�asoben�� �UTH��U���UTH� �

� zleva�

���� ��I �MUTH��U�z � �

Dosad��me
li M z lemmatu �� a

UTH��U �

�
c b
b a

�
m�u�zeme ps�at

det���� ��I �MUTH��U� � det

	�
�� �� �
�� �� �

�
�

�

�
�
b



� a
b
� �

�

�
��

b

��

b
� ����

a

� �
c� b
b� a

��
� �

co�z po �uprav�e d�av�a �� � p� � q s koe�cienty uveden�ymi v lemmatu ��


��



V�eta �	 Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady lemmatu ��
 Pak H� je SPD pr�av�e tehdy�
jestli�ze ��ac� b�� � b� � �


D
ukaz Je t�reba naj��t podm��nku pro to� aby rovnice ���p��q s koe�cienty uveden�ymi
v lemmatu �� m�ela kladn�e ko�reny
 Ozna�cme �� a �� tyto ko�reny
 Pak �� � �� � p a
���� � q tak�ze �� � � a �� � � pr�av�e tehdy
 kdy�z p � � a q � �
 Z de�nice p a q
plyne� �ze

p �
a

b

�

�
�
�

�

c

b

Jeliko�z p�redpokl�ad�ame a � �� b � �� c � �� � � �� � � �� plat�� p � � kdykoliv q � �

Z q � � dostaneme podm��nku ��ac� b�� � b� � �


Pozn�amka �
 Posledn�� nerovnost lze zapsat ve tvaru � � ��� kde

�� � � b�

ac� b�
� �

Podm��nky a � �� c � � jsou spln�eny� je
li matice H SPD a d �� �� y �� �
 Podm��nka
b � � je spln�ena� vyb��r�ame
li d�elku kroku podle �S�b�� nebo �t

yTd � 
�g� � g�Ts � 
��� � ��gT s � �
Jestli�ze b � �� nen�� matice H� SPD pro �z�adn�e hodnoty parametr�u �� � a �


V�eta �
 �Aktualizace maticeB � H���
 Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady lemmatu ��

Nech�tB � H�� a nech�tH� je matice ur�cen�a pomoc�� aktualizace �H�
 Nech�tB� � H��

� 

Pak plat��

B� �
�

�

	
B �

�

�

�

b
yyT � �

c
Bd�Bd�T �




c


c
b
y �Bd

�
c
b
y �Bd

�T

�B�

kde


��ac� b�� � �
 � ��b� � b� ���

D
ukaz Inverz�� vztahu H� � ��H � UMUT � dostaneme

B� �
�

�
�B �BU�M�� � UTBU���UTB�

�
�
�

�
�B �BUKUTB�

�Woodburyho v�eta�� kde K � R���
 Jeliko�z podle �VM�� plat�� H�y � �d� mus�� platit
B�d � �����y neboli

B�d �
�

�

	
Bd� 	Bd� y�

�
k� k�
k� k�

� �
c
b

�

�
�

�
�Bd��k�c�k�b�Bd��k�c�k�b�y� �

�

�
y

��



tak�ze nutn�e
k�c� k�b � ��
k�c� k�b � ���

Zvol��me k� � �
�b a zbyl�e prvky k�� k� ur�c��me �re�sen��m soustavy
 T��m dostaneme

K �

�
���
c
� ��

b

��

b

�
b




 c

b
� �

�

� �

co�z po dasazen�� do B� � ������B�BUKUTB� d�av�a �B�
 Vztah ��� lze z��skat nap�r��klad
z rovnosti

K � ��M�� � UTBU���

�nebudeme to prov�ad�et�


Pozn�amka �� �Dualita� Vztah �B� dostaneme ze vztahu �H� z�am�enou � � ����
� � ���� a � c� c � a� d � y� y � d� H � B� � � 

 Metody DFP a BFGS jsou
navz�ajem du�aln��
 Metodu DFP dostaneme pro 
 � �
 Metodu BFGS dostaneme pro

 � ��

B� �
�

�

	
B �

�

�

�

b
yyT � �

c
Bd�bd�T



Metoda hodnosti � je samodu�aln��� dostaneme ji pro 
 � ���������� � c�b��

B� �
�

�

�
B �

���

���� c�b

	
�

�
y �Bd


	
�

�
y �Bd


T
�

Pozn�amka �� Matice B� je SPD pr�av�e tehdy� jestli�ze 
 � 
�� kde


� � � b�

ac� b�
� �

Lemma ��Nech�t xi� i � N je posloupnost generovan�a metodou s prom�ennoumetrikou
z Broydenovy t�r��dy takovou� �ze �i � �� �i � � a ��� ��
�i � 
i � �� �
 Nech�t funkce
F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F�� a �F�� pak plat��

Tr�Bi��� � Tr�Bi� �
k yi k�
yTi di

� 
i
k yi k�
yTi di

dTi Bidi
yTi di

� ��� 
i�
k Bidi k�
dTi Bidi

� �
iy
T
i Bidi
yTi di

�

� Tr�Bi� �G�
G

� � ��

i � �G

��� � ���


i
c�i
�

�G

� � ��


i
ci

�T�

��



a

det�Bi��� � det�Bi�
yTi di
dTi Bidi

	
� � 
i


�i



� det�Bi��

� � ��

i

�D�

kde 
i � � je d�elka kroku a ci � � je sm�erov�y kosinus ��sTi gi � ci k si kk gi k�

V�eta �� �Glob�aln�� konvergence� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady lemmatu ��
 Pak

lim inf
i��

k gi k� �

D
ukaz Z prvn�� �c�asti �T� dostaneme

Tr�Bi��� � Tr�Bi� �G �G
k di k�
yTi di

k Bidi k
k di k � �

k yi kk di k
yTi di

k Bidi k
k di k �

� Tr�Bi� �G �

	
G

G
� �

G

G



k Bi k� G �

	
� � �

G

G



Tr�Bi�

�pou�z��v�ame v�ety o st�redn�� hodnot�e� Tato rekurze implikuje existenci konstanty C � �
takov�e� je

Tr�Bi��� � C
i

Podle druh�e �c�asti �D� je

det�Bi��� � det�Bi��
�� ��

i

� det�B���
i�� � ���

i

iY
j��

�


j

Pou�zit��m nerovnosti pro geometrick�y a aritmetick�y pr�um�er dostaneme

det�Bi��� �
�
Tr�Bi���

n

�n
� Trn�Bi��� � �Cn

�i

tak�ze

iY
j��

�


j
� �C

n
�i

�i�� � ���i�min���det�B���i
�
�
�

C i

neboli podle nerovnosti pro geometrick�y a aritmetick�y pr�um�er

C �
�

iY
j��


j

� �

i

� �
i

iX
j��


j

��



Ozna�cme

	i �
G

�� ��
� �G

��� � ���c�i
�

�G

�� � ���ci

kdy�z podle druh�e �c�asti �T� plat��

Tr�Bi��� � Tr�Bi� �G� 
i	i

P�repokl�adejme� �ze lim infi�� k gi k� �
 Pak podle d�ukazu v�ety � nutn�e plat�� ci � �
a tedy 	i ���
 Existuje tedy index k � N takov�y� �ze 	i � ��G�C �i � k
 Pak ale

Tr�Bi��� � Tr�Bk� � �i� � � k�G�

iX
j�k


j	j � Tr�Bk� � �i� �� k�G � �G
C

iX
j�k


j �

� Tr�Bk� � �i� � � k�G� �G
C

iX
j��


j �
�G

C

k��X
j��


j �

� Tr�Bk� �
�G

C

k��X
j��


j � �k � ��G � iG� ��

co�z je spor� nebo �t stopa SPD matice je kladn�a


Tvrzen�� �� �Superline�arn�� konvergence� Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady lemmatu ��
a nech�t nav��c xi � x�� funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nku �F�� a 
i � � se vyb��r�a
v�zdy� kdy�z tato hodnota vyhovuje slab�e Wolfeho podm��nce
 Pak jestli�ze

�X
i��

�i��


i

�i

��

plat��

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � �

Pozn�amka �� K d�ukazu tvrzen�� �� se pou�z��v�a invariance Broydenovy t�r��dy metod s
prom�ennou metrikou k transformaci prom�enn�ych
 Ozna�c��me
li x � T �x pak �g � T Tg�
�G � T TGT a tak�e d � T �d� �y � T Ty
 Ozna�c��me
li �B � T TBT � �B� � T TB�T � pak z
�B� plyne

�B� �
�

�

�
�B
�

�

�
�b
�y�yT � �

�c
�B �d� �B �d�T �




�c

	
�c
�b
�y � �B �d


	
�c
�b
�y � �B �d


T
�

� �B�

kde �a � �yT �B���y� �b � �yT �d� �c � �dT �B �d a kde parametry 
� �� � jsou stejn�e jako v �B�


Pro teoretick�e �u�cely se pokl�ad�a T � �G���
�

� 


��



Implementace metod s prom�ennou metrikou�

�
 V�yb�er d�elky kroku� Metody s prom�ennou metrikou nejsou citliv�e na v�yb�er d�elky
kroku
 Je mo�zn�e pou�z��t algoritmus � beze zm�eny
 Vol�� se po�c�ate�cn�� odhad


 � min

	
��
��F � Fi�

sTi gi




�
 Stabilizace �parametr ��
 Ozna�cme���� � F �x��d�
 Parametr � se vol�� tak� aby
platilo dTB�d 
 ������
 Pou�zit��m zp�etn�eho rozvoje ���� � ���������������������
kde � � �� � �� m�u�zeme ps�at ������� � ������ � ���� � ������� tak�ze po dosazen��
dTB�d � ������� 
 ������ do �VM�� dostaneme dTy�� � dTB�d � ������ �
���� � ������� co�z d�av�a

� �
dTy

��F � F� � dT g��

Tuto hodnotu pou�z��v�ame pouze tehdy� jestli�ze ���� � � � ���� v opa�cn�em
p�r��pad�e pokl�ad�ame � � �


�
 �Sk�alov�an�� �parametr ��
 Jeliko�z podle �VM�� m�a platit B�d � y��� je v�yhodn�e
volit parametr � tak� aby Bd�� bylo co nejbl���ze k y��
 Tedy nap�r��klad

dTBd�� � dTy��� ��� � c�b

nebo

yTd�� � yTB��y��� ��� � b�a

Dal�s�� mo�znost je geometrick�y st�red ��� � �c�a�
�

� 
 Tedy k dan�emu � najdeme

� � �c�b nebo � � �b�a nebo � � ��c�a�
�

� 
 Pokud pro takto z��skanou hodnotu
neplat�� ��� � � � ��� pokl�ad�ame � � �


Algoritmus � �VM� Data �� � ���
� �� � ���� � � �� � � ����� � � ���� � � ����
� � �


Krok � Zvol��me po�c�ate�cn�� odhad x� � Rn vypo�cteme F� � F �x��� g� � g�x���
zvol��me po�c�ate�cn�� SPD matici H� �obvykle H� � I� a polo�z��me i � �


Krok � Pokud k gi k� � ukon�c��me v�ypo�cet
 V opa�cn�em p�r��pad�e polo�z��me si �
�Higi a ur�c��me d�elku kroku 
i pou�zit��m algoritmu �
 Polo�z��me xi�� �
xi � 
isi a vypo�cteme Fi�� � F �xi���� gi�� � g�xi���


��



Krok � Polo�z��me di � xi�� � xi a yi � gi�� � gi
 Ur�c��me parametr �i podle �

Jestli�ze �i � � nebo �i � � polo�z��me �i � �
 Ur�c��me parametr �i podle �

Jestli�ze i � � a sou�casn�e �i � � nebo �i � �� polo�z��me �i � �
 Zvol��me
�i � � �metoda BFGS�
 Ur�c��me matici Hi�� podle �H�� zv�et�s��me i o � a
p�rejdeme na krok �


Numerick�e v�ysledky� �� testovac��ch funkc��

Metoda n NIT NFV �Cas
CG �� ��� ���� �
��

�� ���� ���� �
��
�� ���� ���� ��
��

VM �� ��� ���� �
��
�� ���� ���� �
��
�� ���� ���� ��
��

MN �� ��� ��� �
��
�� ��� ��� �
��
�� ��� ��� ��
��

MN 
 Modi�kovan�a Newtonova metoda �algoritmus jako VM ale s Bi � Gi�� pou�z��v�a
se nemonotonn�� v�yb�er d�elky kroku


�� Metody s lok�aln�e omezen�ym krokem

���� Z�akladn�� vlastnosti metod s lok�aln�e omezen�ym krokem

P�ri v�ykladu metod s lok�aln�e omezen�ym krokem budeme pou�z��vat ozna�cen��

Qi�s� � gTi s�
�

�
sTBis

pro kvadratickou funkci� kter�a lok�aln�e aproximuje funkci F �xi � s� a ozna�cen��

�i�s� �k Bis� gi k � k gi k
pro p�resnost ur�cen�� sm�erov�eho vektoru
 D�ale budeme pou�z��vat ozna�cen��

�i�s� �
F �xi � s�� F �xi�

Qi�s�

pro pod��l skute�cn�eho a p�redpov�ed�en�eho poklesu funkce F � Rn � R


De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� minimaliza�cn�� metoda xi�� � xi � 
isi� i � N �
je metodou s lok�aln�e omezen�ym krokem� jestli�ze sm�erov�e vektory si � Rn� i � N � se
ur�cuj�� tak� �ze

��



k si k�  i �T�a�

k si k�  i � �i�si� � � �T�b�

�Qi�si� � � k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k� �T�c�

kde � � � � �� a � � � � � a kde d�elky kroku 
i � �� i � N � se vyb��raj�� tak� �ze

�i�si� � �� 
i � � �T�a�

�i�si� � �� 
i � � �T�b�

P�ritom posloupnost  i � �� i � N � se konstruuje tak� �ze

�i�si� � �� 
 k si k�  i�� � 
 k si k �T�a�

�i�si� � ��  i �  i�� � � i �T�b�

kde � � 
 � 
 � � � � a � � � � �


Pozn�amka �� Jestli�ze � � � nebo � � � dostaneme p�resn�e nebo nep�resn�e metody s
lok�aln�e omezen�ym krokem


Pozn�amka �� Normy v �T�� a �T�� mohou b�yt i jin�e ne�z euklidovsk�e
 N�ekter�e
podm��nky mohou b�yt oslabeny


Pozn�amka �� Ozna�cme N� � N mno�zinu index�u takov�ych� �ze plat�� �T�b�� N� � N
mno�zinu index�u takov�ych� �ze plat�� �T�b� a N� � N mno�zinu index�u takov�ych� �ze plat��
�T�b�


Lemma �� Aplikujeme
li metodu s lok�aln�e omezen�ym krokem �T��
�T�� na funkci
F � Rn � R� kter�a spl�nuje podm��nku �F��� existuje konstanta c � � takov�a� �ze

k si k� cmi�Mi ���
kde

mi � min
��j�i

k gj k

Mi � max
��j�i

k Bj k

D
ukaz �a� Nech�t i � N�
 Pak podle �T�b� plat��

j k Bisi k � k gi k j �k Bisi � gi k� �i�si� k gi k� � k gi k

��



tak�ze bu �d k Bisi k�k gi k nebo k Bisi k�k gi k a k Bisi k� �� � �� k gi k

Spojen��m t�echto nerovnost�� dostaneme k Bi kk si k�k Bisi k� ����� k gi k� co�z d�av�a
k si k� �� � ��mi�Mi

�b� Nech�t i �� N�
 Pak podle de�nice mno�ziny N� a funkce Qi�s� plat��

F �xi � si�� F �xi� � �Qi�si� � �

	
gTi si �

�

�
sTi Bisi



� �

	
gTi si �

�

�
k Bi kk si k�




Z druh�e strany �v�eta o st�redn�� hodnot�e� dostaneme

F �xi � si�� F �xi� � gTi si �
�

�
G k si k�

co�z dohromady d�av�a

�

�
�G � � k Bi k� k si k�� ��� ��gTi si

z �T�c� dostaneme

�� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k� � Qi�si� � gTi si �
�

�
k Bi kk si k�

co�z spolu s p�redchoz�� nerovnost�� d�av�a

�

�
�G� � k Bi k� k si k� � ��� ��gTi si �

�

�
��� �� k Bi kk si k� �

� ��� � �� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k�
neboli

�

�
�G� k Bi k� k si k�� ���� �� k gi k min�k si k� k gi k � k Bi k�

tak�ze bu �d k si k�k gi k � k Bi k� mi�Mi nebo

�

�
�GMi� k B� k �Mi� k si k� ���� �� k gi k

co�z d�av�a k si k� 	���� � �� k B� k ��G� k B� k��mi�Mi

�c� Nech�t i � �
 Pokud k g� k� �� plat�� z�rejm�e k s� k�k g� k � k B� k� m��M�

Pokud k g� k�� � m�u�zeme ps�at

k s� k� k s� kk B� k
k g� k

k g� k
k B� k

tak�ze k s� k� �k s� kk B� k � k g� k�m��M�

�d� Nech�t i �� N�� i � N� a i �� �
 Nech�t k � i je index pro kter�y neplat�� sou�casn�e
k �� N�� k � N� a k �� �
 Pak podle �T�� a �T�a� plat��

��



k si k�  i �  k�� � min� k� 
 k sk k� � min�k sk k� 
 k sk k� � 
 k sk k
tak�ze podle �a�
�c� plat��

k si k� 
 k sk k� cmi�Mi

kde

c � 
min

	
��� ���

���� � �� k B� k
G� k B� k

�
k s� kk B� k
k g� k




V�eta �� Nech�t xi � Rn� i � N je posloupnost generovan�a metodou s lok�aln�e omezen�ym
krokem takov�a� �ze k Bi k� B� �i � N 
 Nech�t funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nky
�F�� a �F��
 Pak plat��

lim inf
i��

k gi k� �

D
ukaz P�redpokl�adejme� �ze existuje �c��slo � � � tak� �ze k gi k� � �i � N 
 Pak podle
lemmatu �� plat��

k si k� c�

B

P�redpokl�adejme nejprve� �ze mno�zina N� je nekone�cn�a
 Proto�ze N� � N�� m�u�zeme
ps�at

Fi � Fi�� � F �xi�� F �xi � si� � ��Qi�si� � ���min

	
k si k� �

B



� ����c�B

�i � N�� tak�ze

F� � F � lim
i��

�F� � Fi��� �

�X
i��

�Fi � Fi��� �
X
i	N�

�Fi � Fi��� �
X
i	N�

����c�B ��

co�z je spor
 P�redpokl�adejme nyn��� �ze mno�zina N� nen�� nekone�cn�a
 Pak podle �T�a�
plat��  i � � co�z spolu s �T�a� d�av�a k si k� �
 To je ale ve sporu s p�redpokladem �ze
k si k� c��B


Pozn�amka �� Podm��nku k Bi k� B� i � N � m�u�zeme nahradit zna�cn�e slab�s�� pod

m��nkou

�X
i��

�

Mi

��

��



Metody s lok�aln�e omezen�ym krokem se pou�z��vaj�� hlavn�e ve spojen�� s Newtonovou nebo
Gaussovou
Newtonovou metodou� kde podm��nka k Bi k� B� i � N � b�yv�a spln�ena
�vypl�yv�a z p�redpokladu k Gi k� G�


V�eta �� �superline�arn�� konvergence�
 Nech�t xi � Rn� i � N � je posloupnost gen

erovan�a metodou s lok�aln�e omezen�ym krokem takov�a� �ze xi � x�
 Nech�t funkce
F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F�� a �F��
 Nech�t

lim
i��

�i�si� � � �A�

a

lim
i��

k �G� �Bi�si k
k si k � � �B�

Pak posloupnost xi� i � N � konverguje Q
superline�arn�e k bodu x� � Rn


D
ukaz �a� Naprosto stejn�ym zp�usobem jako v d�ukazu v�ety �� se uk�a�ze� �ze existuje
index k� � N takov�y� �ze

k gi k �G �k si k�k gi k �G
�i � k� pokud G � ��G�� a G � ��G��

�b� Uk�a�zeme� �ze existuje index k� � k takov�y� �ze

�Qi�si� � �
�
G k si k�

�i � k� pokud G � ��G��
 Ozna�c��me
li tak jako v d�ukazu v�ety �� ui � �Bisi � gi��
k gi k a vi � �G� �Bi�si� k si k� m�u�zeme ps�at

�Qi�si� � �sTi gi �
�

�
sTi Bisi � �sTi ui k gi k �

�

�
sTi Bisi �

� �sTi ui k gi k �
�

�
sTi G

�si � �
�
sTi vi k si k�

� �

�
���G��� �G k ui k � k vi k� k si k�

Jeliko�z k ui k� �� k vi k� � a G � ��G��� existuje index k� � k� tak� �ze �Qi�si� �
�����G k si k� �i � k�
�c� Uk�a�zeme� �ze existuje index k� � k� tak� �ze i � N� �i � k�
 Podle v�ety o st�redn��
hodnot�e plat��

F �xi � si�� F �xi� � sTi gi �
�

�
sTi G

�si �
�

�
�i k si k�

kde �i � � nebo �t xi � x� a si � � �podle �a��
 Z de�nice funkce Qi�si� dostaneme
sTi gi � Qi�si�� sTi Bisi��� tak�ze

��



�i�si� �
F �xi � si�� F �xi�

Qi�si�
� � �

�

�

sTi �G
� �Bi�si � �i k si k�

Qi�si�

Podle �b� v�sak plat������sTi �G� �Bi�si � �i k si k�
Qi�si�

���� � �k vi k �j�ij� k si k�G k si k� �� � �

nebo �t k vi k� � a j�ij � �
 Plat�� tedy �i�si� � � a jeliko�z � � �� existuje index
k� � k� takov�y� �ze �i�si� � � �i � k�

�d� Uk�a�zeme� �ze existuje index k � k� takov�y� �ze i � N� �i � k
 Podle v�ety o st�redn��
hodnot�e plat�� �pro i � N� � N��

gi�� � g�xi � si� � gi �G�si � �i k si k
kde k �i k� � nebo �t xi � x� a k si k� �
 Ozna�cme

�i �
k gi�� � gi �Bisi k

k si k
Pak podle p�redchoz�� �uvahy plat�� �i �k vi k � k �i k� �
 Jeliko�z z�arove�n �i � �
existuje index k
 � k� takov�y� �ze �i � G�� a �i � �G�G��� �i � k

 Jestli�ze i �� N�

�i � k
 pak k si k�  i �i � k
 a jeliko�z i � N� �i � k
� dostaneme k si k�  k�

�i � k
� co�z je spor s t��m� �ze k si k� �
 Existuje tedy index k � k
 takov�y� �ze k � N�

P�redpokl�adejme� �ze i � N� pro n�ejak�y index i � k �plat�� to jist�e pro i � k�
 Pak
m�u�zeme ps�at

k si�� k � �

G
k gi�� k� �

G
�k gi�� � gi �Bisi k � k Bisi � gi k� �

� �

G
��i �G�i� k si k�

	
�

�
�
�

�



k si k�k si k

Jeliko�z i � N� podle �c�� plat��  i�� �  i� co�z d�av�a k si�� k�k si k�  i �  i��� tak�ze
i� � � N�
 Indukc�� dostaneme i � N� �i � k

�e� Superline�arn�� konvergence
 Plat��

k gi�� k
k gi k � k gi�� � gi �Bisi k � k Bisi � gi k

k gi k � �i�G � �i

co�z spolu s �i � � a �i � � d�av�a

lim
i��

k xi�� � x� k
k xi � x� k � G

G
lim
i��

k gi�� k
k gi k � �

��



���� Metody s optim�aln��m lok�aln�e omezen�ym krokem

De�nice �� Metody s optim�aln��m lok�aln�e omezen�ym krokem pou�z��vaj�� sm�erov�e vek

tory si � Rn� i � N � takov�e� �ze

si � arg min
ksk��i

Qi�s� �T��

V�eta �� Sm�erov�y vektor ur�cen�y podle �T�� vyhovuje podm��nk�am �T�� s � � � a
� � ���


D
ukaz Podm��nka �T�a� je p�r��mo sou�c�ast�� podm��nky �T��

�a� P�redpokl�adejme� �ze si � Rn je �re�sen��m �ulohy �T��� p�ri�cem�z k si k�  i
 Pak nutn�e
Qi�s� je konvexn�� funkce a Bisi � gi � �� tak�ze �i�si� � � a

�Qi�si� � gTi B
��
i gi � �

�
gTi B

��
i gi �

�

�
gTi B

��
i gi � �

�
k gi k� � k Bi k

�b� Nech�t k si k�  i
 Polo�zme

s � � gTi gi
gTi Bigi

gi

a p�redpokl�adejme� �ze k s k�  i a gTi Bigi � �
 Pak plat��

�Qi�s� �
�gTi gi�

�

gTi Bigi
� �
�

�gTi gi�
�gTi Bigi

�gTi Bigi��
�
�

�

�gTi gi�
�

gTi Bigi
� �
�
k gi k� � k Bi k

Podle �T�� mus�� b�yt Qi�si� � Qi�s� tak�ze nutn�e

�Qi�si� � �Qi�s� � �
�
k gi k� � k Bi k

�c� Nech�t k si k�  i a bu �d k s k�  i nebo gTi Bigi � �� kde s � Rn je vektor
de�novan�y v �b�
 Jestli�ze k s k�  i� pak k gi k� �gTi Bigi �  i neboli

gTi Bigi �k gi k� � i

Stejn�a nerovnost plat�� pro gTi Bigi � � Polo�zme k �s k� �� i� k gi k�gi tak�ze k �s k�  i

Pak plat��

�Qi��s� �  i k gi k ��
�

 �
i

k gi k� g
T
i Bigi �  i k gi k ��

�
 i k gi k� �

�
 i k gi k� �

�
k si kk gi k

Podle �T�� mus�� b�yt Qi�si� � Qi��s� tak�ze nutn�e

�Qi�si� � �Qi��s� � �
�
k gi kk si k

��



���� V�ypo�cet optim�aln��ho lok�aln�e omezen�eho kroku

V�eta �� Vektor si � Rn je �re�sen��m �ulohy �T�� pr�av�e tehdy� jestli�ze k si k�  i a
jestli�ze existuje �c��slo �i � � takov�e� �ze matice Bi � �iI je pozitivn�e semide�nitn�� a
plat�� �Bi � �iI�si � gi � � a �k si k � i��i � �


D
ukaz Dok�a�zeme nejprve nutnost
 Jestli�ze k si k�  i� pak nutn�e Bisi � gi � � a
�k si k � i� �� � a funkceQi�si� je konvexn��� tak�ze maticeBi je pozitivn�e semide�nitn��

Jsou tedy spln�eny dokazovan�e podm��nky s �i � �
 Jestli�ze k si k�  i mus�� b�yt spln�eny
Kuhnovy
Tuckerovy podm��nky �Bi � �iI�si � gi � � a �k si k � i��i � � kde �i � �

Zb�yv�a dok�azat pozitivn�� semide�nitnost matice Bi� �iI
 Pro libovoln�y vektor s � Rn

takov�y� �ze k s k�  i plat��

Qi�s��Qi�si� � �s� si�
T gi �

�

�
sTBis� �

�
sTi Bisi �

� �si � s�T �Bi � �iI�si �
�

�
sTBis� �

�
sTi Bisi �

�
�

�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� �

�

�
�i�s

T
i si � sTs� �

�
�

�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� � �

tak�ze matice Bi��iI mus�� b�yt pozitivn�e semide�nitn��
 Nyn�� dok�a�zeme posta�citelnost

Jestli�ze k si k�  i� je funkce Qi�si� konvexn�� �matice Bi � �iI je pro �i � � pozi

tivn�e semide�nitn��� � tak�ze nutn�e podm��nky jsou z�arove�n posta�cuj��c��mi podm��nkami

Jestli�ze k si k�  i� pak dokazovan�e podm��nky implikuj�� �tak jako d�r��ve�� �ze

Qi�s��Qi�si� � �s� si�
T gi �

�

�
sTBis� �

�
sTi Bisi �

�
�

�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� �

�

�
�i�s

T
i si � sTs� �

� �

�
�si � s�T �Bi � �iI��si � s� � �

pro v�sechny vektory s � Rn takov�e� �ze k s k�k si k�  i


Algoritmus Data � � � � � � � �obvykle � � ��� a � � ����


Krok � Ur�c��me � jako maxim�aln�� diagon�aln�� prvek matice �B
 Polo�z��me � � � a
� �k g k � � k B k
 Polo�z��me � � max��� ��


Krok � Polo�z��me � � max��� ��
 Jestli�ze � � � polo�z��me � �
p
�� �


Krok � Je
li matice B � �I SPD� ur�c��me rozklad RTR � B � �I a p�rejdeme na
krok �
 V opa�cn�em p�r��pad�e ur�c��me vektor v � Rn takov�y� �ze k v k� � a
vT �B � �I�v � �� polo�z��me � � � � vT�B � �I�v a p�rejdeme na krok �


��



Krok � Ur�c��me vektor s � Rn �re�sen��m rovnice RTRs � g � �
 Jestli�ze k s k� � �
polo�z��me � � � a p�rejdeme na krok �
 Jestli�ze � �k s k� � ukon�c��me
v�ypo�cet
 Jestli�ze k s k� � a � � � ukon�c��me v�ypo�cet
 Jestli�ze k s k� � 
a � �� � polo�z��me � � � a p�rejdeme na krok �


Krok 	 Ur�c��me vektor v � Rn tak� aby tento vektor byl dobrou aproximac�� vlastn��ho
vektoru matice B p�r��slu�sn�eho vlastn��mu �c��slu ��B� a aby platilo k v k� �
a vTs � �
 Ur�c��me �c��slo 
 � � tak� aby platilo k s � 
v k�  
 Jestli�ze

� k Rv k�� �� � ����k Rs k� �� ��� polo�z��me s �� s � 
v a ukon�c��me
v�ypo�cet
 V opa�cn�em p�r��pad�e polo�z��me � � �� k Rv k� a p�rejdeme na
krok �


Krok 
 Ur�c��me vektor v � Rn �re�sen��m rovnice RTv � s a polo�z��me

� �� � �
k s k�
k v k�

	k s k � 
 




Pokud � � � polo�z��me � � �
 Pokud � � � polo�z��me � � �
 P�rejdeme na
krok �

���� Nep�resn�e metody s lok�aln�e omezen�ym krokem

K ur�cen�� lok�aln�e omezen�eho krokum�u�zemevelmi efektivn�e pou�z��t metodu sdru�zen�ych
gradient�u aplikovanou na minimalizaci kvadratick�e funkce

Q�s� � gTs�
�

�
sTBs

�vynech�av�ame index i�
 Metoda sdru�zen�ych gradient�u pou�z��v�a rekurentn�� vztahy

s� � �� g� � g p� � �g
a

qi � Bpi� 
i �k gi k� �pTi qi �CG�

si�� � si � 
ipi

gi�� � gi � 
iqi� 
i �k gi�� k� � k gi k�
pi�� � �gi�� � 
ipi

pro � � i � n


Pozn�amka �� Plat�� gi � Bsi � g


Pozn�amka �	 Hodnota 
i �k gi k� �pTi qi realizuje p�resn�y v�yb�er d�elky kroku� nebo �t
plat��

pTi gi�� � pTi gi � 
ip
T
i qi � � k gi k� ��k gi k� �pTi gi�pTi qi � �

Pou�zili jsme induk�cn�� krok

pTi gi � � k gi k� �
i��pTi��gi � � k gi k�

��



V�eta �	 Aplikujeme
li metodu sdru�zen�ych gradient�u na kvadratickou funkci Q�s� a
plat��
li pTi Bpi � � pro � � i � m� pak

Q�si��� � ��
�
k g k� � k B k

Q�si��� � Q�si�

k si�� k � k si k

pro � � i � m


D
ukaz Z d�ukazu v�ety �� plyne� �ze

pTj Bpi � � �� � j � i � m

gTj gi � � �� � j � i � m� �

pTj gi � � �� � j � i � m� �

pou�zijeme
li �CG� dostaneme

Q�si��� � gT �si � 
ipi� �
�

�
�si � 
ipi�

TB�si � 
ipi� �

� Q�si� � 
ig
Tpi � 
is

T
i Bpi �

�

�

�i p

T
i Bpi �

� Q�si� � 
ig
T
i pi �

�

�

�i p

T
i Bpi �

� Q�si�� k gi k

pTi Bpi

�
�

�

k gi k

pTi Bpi

�

� Q�si�� �
�

k gi k

pTi Bpi

� Q�si�

D�ale plat��

k si�� k� � �si � 
ipi�
T �si � 
ipi� �k si k� �
�i k pi k� ��
isTi pi �

� k si k� �
�i k pi k� ��
i
i��X
j��


jp
T
j pi �

� k si k� �
�i k pi k� ��
i
i��X
j��


j
k pj k�
k gj k� k gi k

��k si k

nebo �t

pTj pi � pTj ��gi � 
i��pi��� � 
i��p
T
j pi�� �

�

�
i��Y
k�j


k

�
k pj k�� �k gi k� � k gj k�� k pj k�

��



Proto�ze

s� � s� �
k g� k�
pT�Bp�

p� � �k g k
�

gTBg
g

plat�� podle �c�asti �b� d�ukazu v�ety ��

�Q�s�� � �
�
k g k� �B

co�z spolu s Q�si��� � Q�si� pro � � i � m d�av�a Q�si��� � ������ k g k� � k B k

Pozn�amka �
 Jestli�ze pTi Bpi � � pak

Q�si � 
ipi� � Q�si� � 
ig
T
i pi �

�

�

�i p

T
i Bpi � Q�si�� 
i k gi k�� Q�si�

pro libovolnou hodnotu 
i � �
 Jestli�ze k si k�  a pTi Bpi � �� ur�c��me �c��slo 
i � �
tak� aby platilo k si � 
ipi k�  a polo�z��me s � si � 
ipi
 Podle v�ety �� plat��
Q�s� � ������ k g k� � k B k pro i � �
 Podle �c�asti �c� d�ukazu v�ety �� to plat�� i pro
i � �


Pozn�amka �� �C��slo 
i � �� pro kter�e plat�� k si � 
ipi k�  i� ur�cujeme podle vzorce


i � �pTi si �
q
�pTi si�

� �  �� k si k�

Pozn�amka �� Metoda sdru�zen�ych gradient�u generuje cestu v p�r��stupn�e oblasti� to
znamen�a k�rivku s�t� � Rn takovou� �ze

d k s�t� k
dt

� �

dQ�s�t��

dt
� �

Algoritmus 	 Data � � � � �� � �  � m � n

Krok � Polo�z��me s � �� r � �g� � �k r k�� p � r a k � �


Krok � Polo�z��me � � �� vypo�cteme vektor q � Bp a �c��slo � � pT q
 Jestli�ze � � ��
ur�c��me �c��slo 
 � � tak� aby platilo k s � 
p k�  � polo�z��me s �� s � 
p a
ukon�c��me v�ypo�cet

Krok � Polo�z��me 
 � ��� 
 Jestli�ze k s � 
p k�  � ur�c��me �c��slo 
 � � tak� aby
platilo k s� 
p k�  � polo�z��me s �� s� 
p a ukon�c��me v�ypo�cet

Krok � Polo�z��me s �� s � 
p� r �� r � 
q a � �k r k�
 Jestli�ze � � �� k g k� nebo
k � m� ukon�c��me v�ypo�cet

Krok 	 Polo�z��me 
 � ���� p �� r � 
p� k �� k � � a p�rejdeme na krok �

�Obvykle vol��me m � n� ��


��



��	� Vyu�zit�� sm�eru nejv�et�s��ho sp�adu �metody ps�� nohy�

V�eta �
 Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady v�ety �� pro m � �� p�ri�cem�z k sm�� k�  a
Bsm�� � g �� �
 Nech�t sn � Rn je vektor takov�y� �ze Bsn � g � �
 Pak plat��

dQ�sm�� � 
�sn � sm����

d

� ��� 
��sn � sm���

Tgm��

D
ukaz Jeliko�z

Q�sm�� � 
�sn � sm���� � gT �sm�� � 
�sn � sm���� �

�
�

�
�sm�� � 
�sn � sm����

TB�sm�� � 
�sn � sm����

plat��

dQ�sm�� � 
�sn � sm����

d

� �sn � sm���

Tg � �sn � sm���
TB�sm�� � 
�sn � sm���� �

� �sn � sm���
TB�sm�� � sn � 
�sn � sm���� �

� �� � 
��sn � sm���
TB�sm�� � sn� �

� �� � 
��sn � sm���
T �Bsm�� � g� �

� �� � 
��sn � sm���
T gm��

Algoritmus 
 Data � �  � m � n

Krok � Jako v algoritmu �


Krok � Jako v algoritmu �


Krok � Jako v algoritmu �


Krok � Polo�z��me s �� s � 
p� r �� r � 
q a � �k r k�
 Jestli�ze k � m polo�z��me

 � ���� p �� r � 
p� k �� k � � a p�rejdeme na krok �


Krok 	 �Re�s��me soustavu rovnic Bs� � g � �
 Pokud �s� � s�T r � �� ur�c��me �c��slo

 � � tak� aby platilo k s � 
�s� � s� k�  
 Jestli�ze 
 � � polo�z��me
s �� s� a ukon�c��me v�ypo�cet
 Jestli�ze 
 � � polo�z��me s �� s � 
�s� � s�
a ukon�c��me v�ypo�cet
 Pokud �s� � s�Tr � �� ur�c��me �c��slo 
 � � tak� aby
platilo k s�
�s��s� k�  � polo�z��me s �� s�
�s��s� a ukon�c��me v�ypo�cet


�Obvykle vol��me m � �
 Pro m � � dostaneme jednoduchou metodu ps�� nohy�


��



��
� Maticov�e rozklady �inde�nitn�� matice B�

�� Gill
uv�Murray
uv rozklad�

Gill�uv
Murray�uv rozklad m�a tvar

RTR � B � E

kdeR je regul�arn�� horn�� troj�uheln��kov�a matice a E je pozitivn�e semide�nitn�� diagon�aln��
matice �m�u�ze b�yt E � ��
 Na za�c�atku elimina�cn��ho kroku m�ame matici�

� Ri��	i��� Ri��	i� Ri��	n�i

�� Bi��
ii � Bi��

i	n�i

�� �� Bi��
n�i	n�i

�
�

Elimina�cn�� krok ��
mal�e� 
 �
pk B k��

�i � max
i�j�n

�jB�i��	
i	n�i j�

��i � max

	
jB�i��	

ii j� �
�
i


�
� ��



Rii � �i

Ri	n�i � B
�i��	
i	n�i �Rii

B
�i	
n�i	n�i � B

�i��	
n�i	n�i �RT

i	n�iRi	n�i

Pro prvky matice E plat��

Eii � ��i �B
�i��	
ii � ��i �Ri	n�iR

T
i	n�i �Bii

V�eta �� Nech�t RTR � B � E je Gill�uv
Murray�uv rozklad s � � � a 
 �
pk B k


Nech�t

Bk��
kk � min

��i�n
B

�i��	
ii

a nech�t v � Rn je vektor ur�cen�y �re�sen��m rovniceRv � ek �ek ke k
t�y sloupec jednotkov�e
matice�
 Nen��
li matice B pozitivn�e semide�nitn��� plat��

vTBv �
B

�k��	
kk

��k
� �

��



D
ukaz Z rovnice Rv � ek plyne� �ze vk � ���k
 Plat�� tedy

vTBv � vT �B � E�v � vTEv � vTRTRv � v�kEkk �

� eTk ek � Ekk��
�
k �

��k � Ekk

��k
�
B

�k��	
kk

��k

Nen��
li matice B pozitivn�e semide�nitn��� mus�� existovat index � � i � n tak� �ze
Eii �� �� neboli ��i �� B

�i��	
ii 
 Mohou nastat dva p�r��pady
 Bu �d ��i � jB�i��	

ii j �� B
�i��	
ii �

tak�ze B�i��	
ii � � a tedy i B�k��	

kk � �� nebo ��i � ��i �

�
 Ve druh�em p�r��pad�e mus��

existovat index i � j � n tak� �ze �i � jB�i��	
ij j� tak�ze

jRij j �
jB�i��	

ij j
�i

�
�i
�i�


� 


co�z d�av�a

B
�i��	
ii � ��i � Eii � Bii �Ri	n�iR

T
i	n�� � Bii � 
� �k B k � k B k� �

�� Bunch
uv�Parlett
uv rozklad�

Bunch�uv
Parlett�uv rozklad m�a tvar

LDLT � PBP T

kde

L �

�
����

I� �� 
 
 
 � �
L��� I� 
 
 
 � �


















Ln�� Ln�� 
 
 
 � I

�
���� � D �

�
����
D��� �� 
 
 
 � �
�� D��� 
 
 
 � �


















�� �� 
 
 
 � Dnn

�
����

Tedy L je doln�� troj�uheln��kov�a matice s jednotkov�ymi bloky na diagon�ale aD je blokov�e
diagon�aln�� matice �bloky maj�� rozm�er ��� nebo ����
 Na za�c�atku elimina�cn��ho kroku
m�ame matici �

������

D��� L��� 
 
 
 � L�	i��� L�	m�i��

�� D��� 
 
 
 � L�	i��� L�	m�i��























�� �� 
 
 
 � Di��	i��� Li��	m�i��

�� �� 
 
 
 � �� B�i��	

�
������

��



Elimina�cn�� krok m�a tvar�

i � max

k
jB�i��	

kk j

�i � max
k	l

jB�i��	
kl j


i � 
i��i

Jestli�ze 
i �
�p
�� � �

�
�� vol��me v i
t�em kroku blok ���� jinak vol��me blok ���
 Je

t�reba prov�ad�et permutace �pivotov�y blok s indexy k a l se p�renese do lev�eho horn��ho
rohu matice B�i��	�
Pak se provede transformace

B�i��	 �
�
Dii� Li	m�i

�� B�i	

�
kde

Dii � B
�i��	
ii

Li	m�i � D��
ii B

�i��	
i	m�i

B�i	 � B
�i��	
m�i	m�i � LT

i	m�iB
�i��	
i	m�i

V�eta �� Nech�t LDLT � PBP T je Bunch�uv
Parlett�uv rozklad
 Nech�t ui � �� pokud
��Dii� � �� a ui je normalizovan�y vlastn�� vektor p�r��slu�sn�y ��Bii�� pokud ��Bii� � �

Nech�t LTPv � u� kde uT � 	u�� 
 
 
 � um�
 Nen��
li matice B pozitivn�e semide�nitn���
plat��

vTBv �
X

��Dii	��

��Dii� � �

D
ukaz Z rovnice LTPv � u dostaneme

vTBv � vTP TLDLTPv � uTDu �

mX
i��

uTi Diiui �
X

��Dii	��

��Dii�

Nen��
li matice B pozitivn�e semide�nitn��� existuje alespo�n jeden blok Dkk matice D�
kter�y nen�� pozitivn�e semide�nitn��� tak�ze ��Dkk� � �
 Plat�� tedy

vTBv �
X

��Dii	��

��Dii� � ��Dkk� � �

��



���� Newtonova metoda

Newtonova metoda pou�z��v�a matici Bi � G�xi�� tak�ze z �F�� plyne k Bi k� G a
Newtonova metoda realizovan�a jako metoda s lok�aln�e omezen�ym krokem je glob�aln�e
konvergentn�� pokud funkce F � Rn � R spl�nuje podm��nky �F�� a �F��
 Nejpou�z��

van�ej�s�� realizace Newtonovy metody�

�
 Nep�resn�a Newtonova metoda ��i�si� � ��
 Jestli�ze plat�� �F�� a �i�si� � ��
je tato metoda Q
superline�arn�e konvergentn�� �soustava Bisi � gi � � se �re�s��
nep�resn�e metodou sdru�zen�ych gradient�u � m�en�e ne�z O�n�� operac�� na iteraci�
co�z je v�yhodn�e pro rozs�ahl�e �ulohy�


�
 Newtonova metoda s optim�aln��m lok�aln�e omezen�ym krokem
 Pro tuto metodu
plat�� velmi siln�a tvrzen��


Tvrzen�� ��Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady �F��
�F��
 Nech�t xi� i � N je posloupnost
ur�cen�a Newtonovou metodou s optim�aln��m lok�aln�e omezen�ym krokem
 Pak existuje
hromadn�y bod x� � Rn posloupnosti xi� i � N takov�y� �ze g�x�� � � a G�x�� � �

Tvrzen�� ��Nech�t jsou spln�eny p�redpoklady tvrzen�� ��� p�ri�cem�z bod x� � Rn vyhovuje
posta�cuj��c��m podm��nk�am pro extr�em �g�x�� � � a G�x�� � ��
 Pak x� � Rn je jedin�ym
hromadn�ym bodem posloupnosti xi� i � N � a posloupnost xi� i � N � konverguje Q

superline�arn�e k bodu x� � Rn


Numerick�e porovn�an��� �� testovac��ch probl�em�u ��� prom�enn�ych�

Metoda IT 
 IF 
 IG selh�an�� �cas
S 
 �GM� ��� 
 ��� 
 ��� � �
��
S 
 �BP� ��� 
 ��� 
 ��� � ��
��

T 
 optim
 �GM� ��� 
 ��� 
 ��� 
 �
��
T 
 ps�� n
 �BP� ��� 
 ��� 
 ��� 
 ��
��

�S � metoda sp�adov�ych sm�er�u� T � metoda s lok�aln�e omezen�ym krokem� GM �
Gill�uv
Murray�uv rozklad� BP � Bunch�uv
Parlett�uv rozklad�

���� Gaussova�Newtonova metoda pro sou�cet �ctverc
u

Nech�t

F �x� �
�

�
fT �x�f�x� �

�

�

mX
k��

f�k �x�

��



Pak plat��

g�x� � JT �x�f�x� �
mX
k��

fk�x�gk�x�

G�x� � JT �x�J�x� � C�x� �
mX
k��

gk�x�g
T
k �x� �

mX
k��

fk�x�G
T
k �x�

V Gaussov�e
Newtonov�e metod�e zanedb�av�ame �clen C�xi�� tak�ze

Bi � JTi Ji �
mX
k��

gk�xi�g
T
k �xi�

Zd�uvodn�en���

�
 �Ulohy s nulov�ym reziduem �F �x�� � ��
 Z xi � x� plyne F �xi�� F �x�� � � a
tedy fk�xi�� � �� � k � m
 Jestli�ze k Gk�x� k� G� pak i

k C�xi� k�k
mX
k��

fk�xi�Gk�xi� k� G

mX
k��

jfk�xi�j � �

a tedy k G�xi��Bi k�k C�xi� k� � z �ceho�z plyne Q
superline�arn�� konvergence


�
 Linearizace

F �xi � s� �
�

�
fT �xi � s�f�xi � s� 
 �

�
�f�xi� � J�xi�s�

T �f�xi� � J�xi�s� �

�
�

�
fT �xi�f�xi� � fT �xi�J�xi�s�

�

�
sTJT �xi�J�xi�s

tak�ze

F �xi � s�� F �xi� 
 gT �xi�s�
�

�
sTBis

co�z je lok�aln�� kvadratick�a aproximace s matic�� Bi � JTi Ji


Podm��nky kladen�e na funkci F � Rn � R
 Podm��nka �F�� je spln�ena v�zdy� nebo �t
F �x� � � �x � Rn
 Podm��nku �F�� nahrad��me podm��nkou

k Gk�x� k� G �F��

�x � Rn� �� � k � m
 Z �F�� a �F�� plyne omezenost gradient�u i funk�cn��ch hodnot

k gk�x� k� g

��



jfk�x�j � f

�x � L�F �x���� �� � k � m� a tud���z i �F��


V�eta �� Nech�t jsou spln�eny podm��nky �F�� a �F��
 Pak Gaussova
Newtonova metoda
realizovan�a jako metoda s lok�aln�e omezen�ym krokem je glob�aln�e konvergentn��
 Jestli�ze
nav��c F �xi�� � a �i�si�� � je rychlost konvergence Q
superline�arn��


D
ukaz Z �F�� a �F�� plyne k Gk�x� k� G� k gk�x� k� g� jfk�x�j � f �x � Rn�
�� � k � m
 Plat�� tedy jednak

k G�x� k�
mX
k��

k gk�x� k� �
mX
k��

jfk�x�j k Gk�x� k� mg� �mfG

�podm��nka �F��� a jednak

k Bi k�k
mX
k��

gk�xi�g
T
k �xi� k�

mX
k��

k gk�xi� k�� mg�

tak�ze podle v�ety �� je metoda glob�aln�e konvergentn��
 Jak ji�z bylo uk�az�ano z F �xi�� �
plyne Bi � G�xi�� neboli

k �Bi �Gi�si k
k si k �k Bi �Gi k� �

co�z spolu s �i�si�� � implikuje Q
superline�arn�� konvergenci �v�eta ���


Ur�cen�� sm�erov�eho vektoru�

�
 Norm�aln�� soustava rovnic
 Rovnice Bisi � gi � � m�a tvar

JTi Jisi � JTi fi � �

�
 �Re�sen�� linearizovan�e �ulohy ve smyslu nejmen�s��ch �ctverc�u

Jisi � fi 
 �
Pou�z��v�a se QR
rozklad Ji � QiRi kde Q

T
i Qi � I� tak�ze

QT
i Jisi � Risi � QT

i fi

Ri 
 horn�� troj�uheln��kov�a matice
 QR
rozklad je stabiln�� a je mo�zn�e ur�cit pseu

dohodnost matice Ji a n�asledn�e sn���zit dimenzi soustavy
 P�ri realizaci s lok�aln�e
omezen�ym krokem m�u�zeme soustavu

��



�JTi Ji � �I�s� JTi fi � �

nahradit linearizovanou �ulohou

�
Jip
�I

�
s�

�
fi
�

�

 �

�
 Syst�emov�e rovnice
 Ozna�cme ri � ��Jisi � fi�
 Sm�erov�y vektor hled�ame tak�
aby platilo Jiri � �
 To dohromady d�av�a

�
I Ji
JTi �

� �
ri
si

�
�

�
fi
�

�
� �

co�z je soustava m�n rovnic se symetrickou inde�nitn�� matic��
 Je to vhodn�e pro
�r��dk�e �ulohy nebo pro v�a�zen�e �ulohy
 Jestli�ze

F �x� �
�

�
fT �x�Wf�x�

kde W je v�ahov�a matice� pak norm�aln�� soustava m�a tvar

JTi WJisi � JTi Wfi � �

a ozna�c��me
li ri � �W �Jisi � fi�� dostaneme

�
W�� Ji
JTi �

� �
ri
si

�
�

�
fi
�

�
� �

tak�ze n�ekter�e v�ahy mohou b�yt i nekone�cn�e ��ulohy s omezen��mi�


���� Hybridn�� metody

Gaussova
Newtonova metoda je velmi efektivn�� pro �ulohy s nulov�ymi rezidui� m�u�ze
v�sak selh�avat v p�r��pad�e �uloh s velk�ymi rezidui
 Proto se nab��z�� tato strategie�

Fi � F � � �� Gaussova
Newtonova metoda
Fi � F � � �� Metoda BFGS �s prom�ennou metrikou�

Lemma �� Nech�t Fi � F � � � Q
superline�arn�e
 Pak

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �

Nech�t Fi � F � � �
 Pak

��



lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �

D
ukaz Jestli�ze Fi � F � � � Q
superline�arn�e� pak plat��

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

� �� lim
i��

Fi�� � F �

Fi � F �
� � � � � �

Jestli�ze Fi � F � � � pak

lim
i��

Fi � Fi��
Fi

�
�

F �
lim
i��
�Fi � Fi��� � �

Hybridn�� metoda� Nech�t B� � JT� J�
 Jestli�ze i � � a �Fi�Fi����Fi � ��� polo�z��me

Bi�� � JTi��Ji��

Jestli�ze i � � a �Fi � Fi����Fi � ��� polo�z��me

Bi�� � Bi �
yiy

T
i

yTi di
� Bidi�Bidi�T

dTi Bidi

kde yi � gi�� � gi a di � xi��� xi
 Obvykle �� � ���� pro metody sp�adov�ych sm�er�u a
�� � ������ pro metody s lok�aln�e omezen�ym krokem


Numerick�e porovn�an��� �� testovac��ch probl�em�u ��
�� prom�enn�ych�

Metoda IT 
 IF 
 IG selh�an�� �cas
S 
 GN ���� 
 ���� 
 ���� � �
��
S 
 VM ���� 
 ���� 
 ���� � �
��

S 
 GN�VM ��� 
 ���� 
 ���� 
 �
��
T 
 GN ��� 
 ��� 
 ��� 
 �
��
T 
 VM ���� 
 ���� 
 ���� � �
��

T 
 GN�VM ��� 
 ��� 
 ��� 
 �
��

	� Metody pro rozs�ahl�e �r�
dk�e �ulohy

Rozs�ahl�e �ulohy nem�u�zeme �re�sit metodami� kter�e vy�zaduj�� uchov�av�an�� velk�ych hus

t�ych matic �N� VM�
 Nej�cast�eji se pro tento �u�cel pou�z��vaj�� n�ekter�e speci�aln�� metody�

�
 Metody s prom�ennou metrikou s omezenou pam�et��


�
 Diferen�cn�� verze nep�resn�e Newtonovy metody


��



�
 Metody pro �r��dk�e �ulohy �N� VM�

�
 Metody pro separovateln�e �ulohy �N� VM�

���� Metody s prom�ennou metrikou s omezenou pam�et��

Metody s prom�ennoumetrikou s omezenou pam�et�� jsou zalo�zeny na pou�zit�� omezen�eho
po�ctu krok�u metody BFGS

Lemma �� Aktualizace z��skan�a metodou BFGS se d�a zapsat ve tvaru

H� � �V THV �
�

b
ddT

kde

V � I � �
b
ydT

p�ri�cem�z y � g� � g� d � x� � x a a � yTHy� b � yTd


D
ukaz Rozn�asoben��m dokazovan�eho vztahu dostaneme

H� � �

	
H � �

b
�HydT � d�Hy�T � �

a

b

�

b
ddT �

�

�

�

b
ddT



Tent�y�z v�ysledek z��sk�ame �upravou vztahu

H� � �

	
H �

�

�

�

b
ddT � �

a
Hy�Hy�T �

�

a


a
b
d�Hy

�
a
b
d �Hy

�T

odpov��daj��c��ho metod�e BFGS


De�nice �� �Rekneme� �ze z�akladn�� optimaliza�cn�� metoda je m
krokovou metodou
BFGS s omezenou pam�et��� jestli�ze

si � �H i
igi

kde H i
i�m � I� a

H i
j�� � �ijV

T
j H

i
jVj �

�j
bj
djd

T
j

pro i�m � j � i� �
 P�ritom �ii�m � bi�ai a �ij � � pro i�m � j � i� �


Lemma �� Pro m
krokovou metodu BFGS s omezenou pam�et�� plat��

H i
j�� �

bi
ai

�
jY

k�i�m

Vk

�T � jY
k�i�m

Vk

�
�

jX
l�i�m

�l
bl

�
jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l

�
jY

k�l��

Vk

�

��



D
ukaz �Indukc��� pro j � i � m to plat�� �sta�c�� dosadit �ii�m � bi�ai a H i
i�m � I do

vztahu pro BFGS�
 Induk�cn�� krok�

H i
j�� � V T

j H
i
jVj �

�j
bj
djd

T
j �

bi
ai
V T
j

�
j��Y

k�i�m

Vk

�T � j��Y
k�i�m

Vk

�
�

�

j��X
l�i�m

�l
bl
V T
j

�
j��Y
k�l��

Vk

�
dld

T
l

�
j��Y

k�l��

Vk

�
Vj �

�j
bj
djd

T
j �

�
bi
ai

�
jY

k�i�m

Vk

�T � jY
k�i�m

Vk

�
�

jX
l�i�m

�l
bl

�
jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l

�
jY

k�l��

Vk

�

Strangova formule� Vektor si � �H i
igi lze spo�c��tat takto
 Nejprve po�c��t�ame zp�et


nou rekurz�� vektory

uj � �
�

i��Y
k�j

Vk

�
gi

pro i�m � j � i� �
 Proto�ze

uj � Vjuj�� �

	
I � �

bj
yjd

T
j



uj�� � uj�� �

dTj uj��

bj
yj

pro i�m � j � i� �� kde ui � �gi� m�u�zeme ps�at

ui � �gi
a

�j � dTj uj���bj

uj � uj�� � �jyj

pro i�m � j � i� �
 Potom po�c��t�ame p�r��mou rekurz�� vektory

vj�� �
bi
ai

�
jY

k�i�m

Vk

�T

ui�m �

jX
l�i�m

�l
bl

�
jY

k�l��

Vk

�T

dld
T
l ul��

pro i�m � j � i� �
 Proto�ze

vj�� � V T
j vj �

�j
bj
djd

T
j uj�� �

	
I � �

bj
djy

T
j



vj � �j�jdj � vj � ��j�j � yTj vj�bj�dj

��



kde vi�m � �bi�ai�ui�m� m�u�zeme ps�at

vi�m � �bi�ai�ui�m

a

vj�� � vj � ��j�j � yTj vj�dj

pro i�m � j � i� �
 Nakonec polo�z��me si � vi


Pozn�amka �� Je t�reba uchov�avat pouze �c��sla �j� i�m � j � i� �
 V�sechny vektory
uj� vj� i�m � j � i mohou b�yt ulo�zeny na t�em�ze m��st�e v pam�eti po�c��ta�ce
 Celkem
tedy pot�rebujeme ulo�zit �m � � vektor�u �dj � yj� i � m � j � i � � a � vektory pro
z�akladn�� optimaliza�cn�� metodu� a pou�zijeme O�mn� numerick�ych operac��


Tvrzen�� �	 �Kvadratick�e ukon�cen���
 Nech�t xi� i � N je posloupnost generovan�a m

krokovou metodou BFGS s omezenou pam�et�� s p�resn�ym v�yb�erem d�elky kroku �plat��
sTi gi�� � � �i � N� aplikovan�a na ryze konvexn�� kvadratickou funkci �Q�
 Pak existuje
index k � n tak� �ze gk�� � � a xk�� � x�


���� Diferen�cn�� verze nep�resn�e Newtonovy metody

Diferen�cn�� verze nep�resn�e Newtonovy metody jsou v podstat�e nep�resn�e metody s
lok�aln�e omezen�ym krokem �algoritmus ��� kde se nepou�z��v�a matice B � G a n�asoben��
q � Bp � Gp se nahra�zuje numerick�ym derivov�an��m

G�x�p 
 g�x� �p�� g�x�

� k p k
kde � je mal�a diference �� �

p
�M�
 Jinak se algoritmus � nem�en��
 Jestli�ze v�ypo�cet

gradientu vy�zaduje O�n� operac��� je tento zp�usob �usporn�ej�s�� ne�z n�asoben�� matice vek

torem �obecn�e O�n�� operac���
 Nav��c nen�� t�reba po�c��tat druh�e derivace


���� Diferen�cn�� verze Newtonovy metody pro �r��dk�e �ulohy

Je
li Hessova matice �r��dk�a� nen�� obvykle k jej��mu v�ypo�ctu zapot�reb�� n diferenc�� �n
gradient�u�


Uk�azka� �p�asov�a struktura�

G �

�
�����
G��� G��� �� �� �
G��� G��� G��� �� �
� G��� G��� G�
� �
� �� G
�� G

� G



� �� �� G

� G



�
�����

��



Nech�t
v� � 	�� �� �� �� ��

T

v� � 	�� �� �� �� ��
T

v� � 	�� �� �� �� ��
T

Pak plat��
Gv� � 	G��� G��� G�
� G

� G

�

T

Gv� � 	G��� G��� G��� G

� G

�
T

Gv� � 	�� G��� G��� G
�� ��
T

a m�u�zeme pou�z��t diferen�cn�� vzorce

g�x� �v��� g�x�

� k v� k 
 Gv�

g�x� �v��� g�x�

� k v� k 
 Gv�

g�x� �v��� g�x�

� k v� k 
 Gv�

k p�ribli�zn�emu v�ypo�ctu v�sech prvk�u matice G
 Je
li G�x� pasov�a s m p�asy� sta�c��
pou�z��t m diferenc��
 M�a
li matice G obecnou strukturu dostaneme kombinatorick�y
probl�em ekvivalentn�� barven�� jist�eho grafu
 Zn�ame
li maticiG� m�u�zeme pou�z��t nep�res

nou metodu s lok�aln�e omezen�ym krokem �algoritmus �� nebo metodu s optim�aln��m
lok�aln�e omezen�ym krokem s �r��dk�ym Gillov�ym
Murrayov�ym rozkladem


���� Metody s prom�ennou metrikou pro �r��dk�e �ulohy

Je t�reba zachovat �r��dkou strukturu a symetrii a splnit kvazinewtonovskou pod

m��nku
 T�emto po�zadavk�um vyhovuje Tointova metoda
 Tointova metoda je v hust�em
p�r��pad�e ekvivalentn�� metod�e PSB� kter�a nen�� p�r��li�s efektivn��
 Nav��c je t�reba �re�sit
dodate�cnou soustavu line�arn��ch rovnic �Toint�uv syst�em�
 Vhodn�ej�s�� zp�usob je zacho

vat �r��dkou strukturu bez symetrie a splnit kvazinewtonovskou podm��nku a v�ysledek
symetrizovat
 T��m dostaneme Marwillovu metodu
 Ozna�cme Pi� � � i � n� diagon�aln��
matice takov�e� �ze

eTj Piej � � pokud Bij � �

eTj Piej �� � pokud Bij �� �
De�nujme

U� � B �

nX
i��

�Pid�
TPid�

�eTi �y �Bd�ei�Pid�
T

��



�symbol � zna�c�� pseudoinverzi�
 Matice U� je obecn�e nesymetrick�a� m�a stejnou �r��dkou
strukturu jako matice B a plat��

U�d � Bd�
nX
i��

�Pid�
TPid�

�eTi �y�Bd�ei�Pid�TPid � Bd�
nX
i��

eTi �y�Bd�ei � Bd�y�Bd � y

�kvazinewtonovsk�a podm��nka�
 Matice B� se pak z��sk�a symetrizac��

B� �
�

�
�U� � �U��

T �

�t��m se m�u�ze op�et poru�sit kvazinewtonovsk�a podm��nka�
 Marwilova metoda je mno

hem jednodu�s�s�� ne�z Tointova metoda
 Nen�� t�reba �re�sit dodate�cnou soustavu rovnic a
numericky je toto metoda pom�ern�e efektivn��� zejm�ena ve spojen�� s nep�resn�ymi meto

dami �sp�adov�ych sm�er�u nebo s lok�aln�e omezen�ym krokem�


��	� Diferen�cn�� verze Newtonovy metody pro separovateln�e �ulohy

P�redpokl�adejme� �ze plat��

F �x� �

mX
k��

fk�x�

kde m � O�n� a kde ka�zd�a z funkc�� fk � Rn � R� � � k � m z�avis�� na nk � O���
prom�enn�ych
 Ozna�cme �gk�x� � Rnk spakovan�y gradient funkce fk �obsahuje pouze
nenulov�e prvky z gk�x� � Rn� a �Bk�x� � Rnk�nk spakovanou Hessovu matici funkce
fk�
 Pak k sestrojen�� gradientu a Hessovy matice

g�x� �
mX
k��

gk�x�

G�x� �
mX
k��

Gk�x�

sta�c�� ur�covat a uchov�avat pouze spakovan�e gradienty a spakovan�e Hessovy matice
 K
v�ypo�ctu spakovan�e Hessovy matice Gk�x� m�u�zeme pou�z��t diferen�cn�� vzorce

�Gk�x��ej 
 �gk�x� ��ej�� �gk�x�
�

kde �ej� � � j � nk jsou sloupce jednotkov�e matice �r�adu nk


K ur�cen�� spakovan�e Hessovy matice �Gk�x� je tedy zapot�reb�� n�k � O��� operac��
tak�ze k ur�cen�� G�x� je zapot�reb�� mO��� � O�n� operac��


��



��
� Metody s prom�ennou metrikou pro separovateln�e �ulohy

Spakovan�e Hessovymatice �Gk�x� se aproximuj��maticemi �Bk� kter�e se ur�cuj�� pomoc��
metod s prom�ennou metrikou

�B�
k �

�

��k

�
�Bk �

��k
�bk
�yk�y

T
k �

�

�ck
�Bk
�dk� �Bk

�dk�
T �

�
k
�ck

	
�ck
�bk
�yk � �Bk

�dk


	
�ck
�bk
�yk � �Bk

�dk


T
�

kde �yk � �g
�
k � �gk a �dk je spakovan�y vektor� kter�y obsahuje pouze ty prvky vektoru d�

kter�e odpov��daj�� prvk�um spakovan�eho gradientu �gk
 D�ale �bk � �yTk
�dk� �ck � �dTk �Bk

�dk a

��k� �
k jsou voln�e parametry �v�eta ���
 Parametr �
k slou�z�� ke �sk�alov�an�� podobn�e jako
u klasick�ych metod s prom�ennou metrikou


Numerick�e v�ysledky� �� testovac��ch funkc�� se ��� prom�enn�ymi�

�� �R��dk�e �ulohy�

Metoda NIT 
 NFV 
 NFG �cas
CG ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
�
BFGS ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
Nep�resn�a Newtonova
�dif
 verze� ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
�R��dk�a Newtonova
�dif
 verze� � CG ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
�R��dk�a Newtonova
�dif
 verze� � GM ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
�R��dk�a BFGS � CG ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
�R��dk�a BFGS � GM ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
Hust�a BFGS ���� 
 ���� 
 ���� ��
��

�� Separovateln�e �ulohy�

Metoda NIT 
 NFV 
 NFG �cas
CG ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
�
BFGS ���� 
 ���� 
 ���� ��
��
Nep�resn�a Newtonova
�dif
 verze� ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
Separovateln�a Newtonova
�dif
 verze� � CG ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
Separovateln�a Newtonova
�dif
 verze� � GM ��� 
 ��� 
 ���� ��
��
Separovateln�a BFGS � CG ��� 
 ���� 
 ���� ��
��
Separovateln�a BFGS � GM ��� 
 ��� 
 ��� ��
��

��



�� Optimalizace dynamick�ych syst�em�u

Uva�zujeme �ulohu s �u�celovou funkc��

F �x� �

Z t�

t�

fA�y�x� t�� t� dt� fT �y�x� t��� �O�

kde

dy�x� t�

dt
� fS�x� y�x� t�� t�� y�x� t�� � fI�x� � �D�

P�ritom x � Rn� y � Rn � 	t�� t�� � RnS � F � Rn � R� fA � RnS � 	t�� t�� � R�
fT � RnS � R� fS � Rn �RnS � 	t�� t��� RnS � fI � Rn � RnS 
 Odstran�en�� integr�alu�

F �x� � FA�x� t�� � fT �y�x� t��� �O�

kde

dy�x� t�

dt
� fS�x� y� t�� y�x� t�� � fI�x�

dFA�x� t�

dt
� fA�y� t�� FA�x� t�� � � �D�

Celkem se �re�s�� nS � � diferenci�aln��ch rovnic v p�r��m�em sm�eru
 Sta�c�� spo�c��tat hodnoty
na konci intervalu
 �Uloha �O���D� se �re�s�� pomoc�� gradientn��ch optimaliza�cn��ch metod
�CG� VM� N� proto je t�reba po�c��tat derivace �u�celov�e funkce
 P�redpoklady�

�A�� Existuje spojit�e �re�sen�� syst�emu �D� na intervalu 	t�� t�� kdykoliv x � X � Rn


�A�� Funkce fA� fT � fS� fI jsou dvakr�at spojit�e diferencovateln�e na X � Rn


P�ritom X � Rn je oblast obsahuj��c�� v�sechny body xi � Rn i � N � z��skan�e b�ehem
itera�cn��ho procesu


	��� P�r��m�y v�ypo�cet gradientu

Ozna�cme u�x� t� � dy�x� t��dx� tak�ze u � Rn � 	t�� t�� � RnS�n
 Derivov�an��m �O�
a �D� dostaneme

gT �x� � gTA�x� t�� �
�fT �y�x� t���

�y
u�x� t�� �O��

kde

du�x� t�

dt
�
�fS�x� y� t�

�y
u�x� t� �

�fS�x� y� t�

�x
� u�x� t�� �

dfI �x�

dx

��



dgTA�x� t�

dt
�
�fA�y� t�

�y
u�x� t�� gTA�x� t�� � � �D��

P�ritom gT �x� � dF �x��dx� gTA�x� t� � dFA�x� t��dx
 Celkem se �re�s�� �nS � ���n � ��
diferenci�aln��ch rovnic v p�r��m�em sm�eru


	��� Zp�etn�y v�ypo�cet gradient
u

Nech�t p�t� je libovoln�a funkce takov�a� �ze p � 	t�� t��� RnS a nech�t y�x� t� je �re�sen��
syst�emu �D�� tak�ze fS�x� y� t� � dy�x� t��dt � � pro t � 	t�� t��
 Pou�zijeme
li �O��
m�u�zeme ps�at

F �x� �

Z t�

t�

ffA�y� t� � pT �t��fS�x� y� t�� dy�x� t�

dt
�g dt� fT �y�x� t���

a pou�zit��m pravidla integrov�an�� per partes dostaneme

F �x� �

Z t�

t�

ffA�y� t� � pT �t�fS�x� y� t� �
dpT �t�

dt
y�x� t�g dt

�pT �t��y�x� t��� pT �t��y�x� t�� � fT �y�x� t��� �

Nyn�� m�u�zeme F �x� derivovat podle x� tak�ze

gT �x� �

Z t�

t�

��
�fA�y� t�

�y
� pT �t�

�fS�x� y� t�

�y
�
dpT �t�

dt

�
dy�x� t�

dx

� pT �t�
�fS�x� y� t�

�x

�
dt

�pT �t��
dfI�x�

dx
�

�
�fT �y�x� t���

�y
� pT �t��

�
dy�x� t��

dx
�

Zvol��me
li funkci p�t� tak� aby vypadly v�sechny �cleny s dy�x� t��dt� �cili tak� �ze

�dp�x� t�
dt

� �
�fS�x� y� t�

�y
�Tp�x� t� � �

�fA�y� t�

�y
�T � p�x� t�� � �

�fT �y�x� t���

�y
�T

pak plat��

gT �x� �

Z t�

t�

pT �x� t�
�fS�x� y� t�

�x
dt� pT �x� t��

dfI �x�

dx
�

Dohromady to lze zapsat takto

g�x� � �gA�x� t�� � �
dfI�x�

dx
�Tp�x� t�� �O��

��



kde

�dp�x� t�
dt

� �
�fS�x� y� t�

�y
�Tp�x� t� � �

�fA�y� t�

�y
�T � p�x� t�� � �

�fT �y�x� t���

�y
�T

a

�d�gA�x� t�
dt

� �
�fS�x� y� t�

�x
�Tp�t�� �gA�x� t�� � � �D��

Celkem se �re�s�� nS �� diferenci�aln��ch rovnic v p�r��m�em sm�eru a �nS �n diferenci�aln��ch
rovnic ve zp�etn�em sm�eru


	��� P�r��m�y v�ypo�cet Hessovy matice

Ozna�cme v�x� t� � du�x� t��dx � d�y�x� t��dx�� tak�ze v � Rn � 	t�� t�� � RnS�n�n

Derivov�an��m �O�� a �D�� dostaneme

G�x� � GA�x� t�� � uT �x� t��
��fT �y�x� t���

�y�
u�x� t�� �

�fT �y�x� t���

�y
v�x� t�� �O��

kde

dv�x� t�

dt
�

�fS�x� y� t�

�y
v�x� t�

�

�
��fS�x� y� t�

�y�
u�x� t� �

��fS�x� y� t�

�y�x

�
� u�x� t�

�
��fS�x� y� t�

�x�y
u�x� t� �

��fS�x� y� t�

�x�
�

v�x� t�� �
d�fI�x�

dx�

dGA�x� t�

dt
� uT �x� t�

��fA�y� t�

�y�
u�x� t� �

�fA�y� t�

�y
v�x� t�� GA�x� t�� � � �D��

P�ritomG�x� � d�F �x��dx� a GA�x� � d�fA�x� t�dx�
 Celkem se �re�s�� �nS����n��n���
diferenci�aln��ch rovnic v p�r��m�em sm�eru


��



	��� P�r��m�a aproximace Hessovy matice �sou�cet �ctverc
u�

fA�y� t� �
�

�
�y�x� t�� z�t��TW �t��y�x� t�� z�t��

�fA�y� t�

�y
� W �t��y�x� t�� z�t���

��fA�y� t�

�y�
�W �t�

a podobn�e

fT �y�x� t��� �
�

�
�y�x� t��� z�t���

TW��y�x� t�� � z�t���

�fT �y�x� t���

�y
� W��y�x� t��� z�t����

��fT �y�x� t���

�y�
�W�

P�ritom z � 	t�� t��� RnS � W � 	t�� t��� RnS�nS �SPD� �obecn�e W� �� W �t���
 Jestli�ze
F �x�� �� pak nutn�e y�x� t�� z�t� tak�ze �fA�y�x� t�� t���y� � a �fT �y�x� t�����y�
�
 M�u�zeme tedy zanedbat tyto �cleny v �O�� a �D��
 Dostaneme tak

G�x� 
 B�x� � BA�x� t�� � uT �x� t��W�u�x� t�� �O��

kde

dBA�x� t�

dt
� uT �x� t�W �t�u�x� t�� BA�x� t�� � � �D��

Celkem se �re�s�� �nS � ���n� �� � n� diferenci�aln��ch rovnic v p�r��m�em sm�eru


��


