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NUMERICKE METODY
PRO NEPODMINENOU OPTIMALIZACI
L. Luksan

Vyzkumna zprdva ¢. V-590, kvéten 199/

1. Uvod

1.1. Zakladni pojmy

Budeme pouzivat oznacovani:

x € R" pro n — dimensionalni vektor
F(z) pro funkci F': R" — R
g(z) = [0F0xy,...,0F0x,)"

0*F [0, cery O0?F[0x102,
G(z)= | : P
0*F[dzx,0xy, ..., O*F[0x?

Zde F(x) je ucelova funkce, g(x) je jeji gradient a G(x) je jeji Hessova matice (mat-
ice druhych parcialnich derivaci). Spojitost druhych parcialnich derivaci implikuje
symetrii matice G/(x). Pii vySetfovani konvergence optimaliza¢nich metod budeme
casto pouzivat predpoklady (F1)-(F5):

Definice 1 Rekneme, e funkce F' : R* — R je zdola omezend jestlize plati
Fz)>F VYxeR" (F1)
Definice 2 Rekneme, 7e funkce F' : R* — R mé kompaktni hladiny, jestlize mnozina

LF)={zeR":F(z) < T} (F2)
je kompaktni VF' (prazdnd mnozina se predpoklada kompaktni).

Definice 3 Rekneme, 7e funkce I : R* — R ma omezené druhé derivace, jestlize plati



d'G(x)d < G || d|]? (F3)
Ve € R", ¥d € R". Je to ekvivalentni podmince || G(z) ||< G Vx € R™.

Poznamka 1 Misto omezenosti druhych derivaci staci obvykle lipschitzovskost prvnich
derivaci:

l9(x+d)—g(z) <G| d|
Ve e R", Vd € R"

Definice 4 Rekneme, ze funkce F' : R® — R je stejnomérné (nebo silné) konvexni,
jestlize plati

d'Ga)d > G || d|? (F4)

Ve e R", Vd € R".
Definice 5 Rekneme, ze funkce F : R* — R ma lipschitzovské druhé derivace, jestlize

| Gl +d) = G(z) |< L || d|| (F5)
Ve e R*,Vd € R".
Pii konvergenénich dukazech budeme ¢asto pouzivat véty o stfedni hodnoté:
(a) Fa+d)=F(x) + dTg(:L') + %dTG(:Z')d, kde 2 =z 4+ M a0 < A <1.
7 (F3) plyne

1—
Fla+d) = F(z) <d'g(z) + 5G| d]?

7 (F4) plyne

Flotd) = Pa) 2 ' g(e) + 56 | d ]

(b) g(z +d) = g(z) + [ G(z + Ad)dd
z (F3) plyne
| 9(z+d) —gl) IS G| d|
d'(g(e +d) —glz) <G| d|?
z (F4) plyne

| g(z+d) —g(z) |= G| d
gz +d)—g(x) = G| d |



Dukaz posledniho tvrzent:

(oot d) = gla) = [ @Gt rninz [ GldF =G|

Glldl*<d(gla +d) —g(x)) <[ d [l g(z +d) = g(x) |

1.2. Podminky optimality
Definice 6 Rekneme, 7ze bod z* € R" je lokdlnim minimem funkce F' : R* — R,
jestlize existuje ¢islo ¢ > 0 takové, ze
F(2™) < F(x) Ve B(a™e)
kde B(xz*,e) = {x € R" :|| @ — a* ||< ¢}. Jestlize navic F(z*) < F(x) pokud z* # z,

fekneme, ze bod =* € R" je izolovanym lokalnim minimem funkce F': R* — R.
Tvrzeni 1 Nechf bod z* € R je lokalnim minimem funkce F' : R" — R a nechf
F e C*' (spojité diferenciatelnd) na B(z*,¢). Pak plati

g(x*) =0
jestlize navic F' € C'? (dvakrat spojité diferenciatelnd) na B(z*, ¢), pak plati

G(z*) >0
(matice G/(z*) je positivné semidefinitni)

Tvrzeni 2 Nechf F': R" — R € C* na B(z*,¢) a nechf plat{

g(z") =0

G(z*) >0

(matice G/(x*) je pozitivné definitni). Pak bod z* € R" je ostrym lokdlnim minimem

funkce F': R — R.
1.3. Zakladni pojmy z teorie konvergence

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi konvergentnich posloupnosti.
Definice 7 Necht x; € R", 1 € N, je posloupnost bodu. Jestlize pro libovolné ¢ > 0
existuje index k € N tak, ze x; € B(x*,¢) Yk > i, fekneme, Ze posloupnost z; € R",
i € N konverguje k bodu «* € R" a piseme x; — x*. Pouzivame znaceni F; = F(x;),

g = g(x;), Gy = G(xy).



Véta 3 Nechf z; € R", d; € R, i € N, jsou dvé posloupnosti. Nechf ' € C? a je
splnéna podminka (F5). Pak plati

1
ﬂ%+¢%JWMZ£@+§f@¢+OW¢W)

glwi +di) — gla:) = Gidi + O(|| di ||*)
(zde || O(&) [|1< C'| & || pokud || & [|— 0)
Dukaz 7 (F5) a z véty (a) o sttedni hodnoté plyne

F(ai+di) — F(zy) = £m+%F@@HJ¢Wh:

K3

1 1 3
= dlg + §dZTGidi + §d;f(G(:1;Z +Adi) — Gi)di <

IA

1 1 ~
£@+§f@¢+§HQ%+NM—GWH¢WS
< dlgi+ %d?Gidi + %f | d: |?

kde 0 < A < 1. Pobobné z (F5) a z véty (b) o stfedni hodnoté plyne

1
0

1
0

1 1
H/Xauraw»—@wﬂM\s /ruﬂm+A¢w4%wdwdAs
0 0

1
< I[laFa=T]a
0

Véta 4 Necht x; € R*, ¢, = x; — 2%, 1 € N, kde 2* € R" je lokalni minimum funkce
F € C? ktera vyhovuje podmince (F5). Pak plati

% 1 *
Flag) = F(a") = 5ef Gei + O(]| i |*)

g(zi) = Gei+ O(|| e: |I°)
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Dtkaz Stejny jako v predchozi vété. Provede se zaména x; misto x; 4+ d;, £* misto x;,
e; = x; — * misto d; = x; + d; — x; a piihlédne se k tomu, ze g(z*) = 0.

Poznamka 2 Bez podminky (F5) lze odvodit odhady

% 1 *
Fag) = F(a") = gei Geit of|| ei |[) || e: |I”

g(zi) = grei+ofll e ||} || e |
(zde || o(&i) ||[— 0 pokud |[ & |[— 0).
Definice 8 Necht x; — x*. Jestlize existuje index & € N a hodnoty 0 < M), < oo a
0<qg<1,tak ze
@i — 2™ < Mig'™" || 2 — ™ ||
Vi > k, tekneme, ze posloupnost x; € R, © € N, konverguje k bodu z* R-linearné.

Véta 5 Posloupnost z; € R, + € N, konverguje k bodu x* R-linearné pravée tehdy
jestlize

limsup || & — 2™ ||f=¢ < 1

1—00

(lim sup existuje a je mensi nez 1).

Dtkaz 7 definice 8 plyne

| — 2™ 1< Mig"™" || 2 — 2" ||
Vi >k, kde ¢ < 1, takze

L

< (M || g — 2" |[)T g < max(1, My || oy — 2 |])

| #; — a~
Tato posloupnost je omezena, takze existuje lim sup a plati
1 1

limsup || @ — 2™ ||7= ¢ < im (M, || x — 2™ | )T‘ql_Tk =qg<1

1—00 00

7. druhé strany nechf existuje vyraz na levé strané posledni nerovnosti a je roven ¢ < 1.
Pak pro libovolné ¢islo § < g < 1 existuje index k& € N tak, ze plati

| —a ||T< q
neboli '
[zi—a" < ¢
Vi > k. Zvolme
¢
M, = .
| an—a= |



Pak plati
| — 2™ 1< Mig"™" || 2 — 2" ||

Definice 9 Posloupnost x; € R™, 1 € N, konverguje k bodu z* R-superlinearné,
jestlize

=0

lim || @; — 2*
Definice 10 Posloupnost x; € R", i € N, konverguje k bodu a* @)-linearné, jestlize
existuje index k£ € N a konstanta 0 < ¢ < 1 tak, ze

[
Definice 11 Posloupnost x; € R", ¢ € N, konverguje k bodu a* @-superlinearné,
jestlize

P
e

Véta 6 Nechf x; — 2* Q-linearné (Q-superlinearné). Pak x; — a* R-linearné (R-
superlinedrné)

Dukaz R-linedrni konvergence plyne v Q)-linearni konvergence bezprostiedné (staci
volit My = 1). Necht 0 < ¢ < 1 je libovolné (malé) ¢islo. 7 @-superlinearni konver-
gence plyne existence indexu k£ € N takového, ze

[ Zixs — 2 ||

|2 —a |

Ve > k

takze podle véty 5 plati

limsup || z; — 2™ ||7 < ¢

1—00

Protoze ¢ je libovolné (malé) musi platit

=0

lim || @; — 2*

11— 00

Poznamka 3 Q)-linearni (Q)-superlinedrni) konvergence implikuje monotonnost posloup-
nosti || @; — a* ||, « € N (pocinaje vhodnym indexem k € N).



Definice 12 Posloupnost a; € R", 1 € N, konverguje k bodu a* @-kvadraticky, jestlize
existuje index k£ € N a konstanta 0 < M < oo tak, ze

| i —a™ 1< My [l s —a® |* Wiz h

Definice 13 Posloupnost x; € R", 7 € N, konverguje k bodu 2* )-m-krokové kvadrat-
icky, jestlize existuje index k € N, ¢islo m € N a konstanta 0 < M, < oo tak, ze

| @ipm — @ 1< My || i — 2" P Vi k

Poznamka 4 Nekdy se pouziva slabsi predpoklad || @jpm — a* |[< M || xj — 2* ||?

Yy € N (vybrand posloupnost ¢ = jl).
1.4. Zakladni optimaliza¢ni metody
Zakladni optimalizacni metoda je posloupnost x; € R", © € N, takova, ze

Tip1 = Xy + Qs

kde smérovy vektor s; € R" se urc¢uje na zakladé hodnot z;, I, ¢;, G;, 1 <5 <1, a
délka kroku «; se urcuje na zakladé chovani funkce # : R — R v okoli bodu z; € R".

Definice 14 Rekneme, ze zakladni optimalizacni metoda je globalné konvergentni,
jestlize pro libovolny pocatecni vektor xy € R™ plati

liminf || g(z;) ||= 0
Metoda nejvétsiho spadu:

Metoda nejvétsiho spadu je definovana vztahy
5= ()

o = arg glzlglF(:I:Z + is;)
Vyhody:
e je globalné konvergentni

® pouziva pouze vektory z R"
O(n) - pamétovych mist

O(n) - operaci na iteraci



Nevyhody
e piesny vybér délky kroku

e je pouze R-linearné konvergentni s asymptotickou rychlosti

| o K(G) 1
fim sup [ & = 2™ || < WG )+ 1

Odhad asymptotické rychlosti je obvykle realisticky (neni nadhodnoceny). Napiiklad
jestlize k(G(2*)) = 10° potfebujeme ke snizeni chyby || @ — 2* || o 4 fady zhruba
4600 iteraci a jestilze k(G(2*)) = 10° potfebujeme ke snizen{ chyby || x — 2™ || o 8 Ffadu
zhruba 9200000 iteraci!

Newtonova metoda:

Newtonova metoda je definovana vztahy
si = =G (xi)g(x:)
o, = 1
Vyhody:

o je ()- kvadraticky konvergentni. Pokud konverguje, staci k nalezeni lokalniho
minima pouze nékolik iteraci

e jednoduchy vybér délky kroku

Nevyhody

e neni globalné konvergentni. Pokud z; je daleko od z*, nemusi konvergovat.

e pouziva matici a je tfeba fesit soustavu linearnich rovnic.
O(n?) - pamétovych mfist

O(n?) - operaci na iteraci

o je tfeba pocitat druhé derivace

Dumyslnéjsi metody:
Metody spadovych sméru vyvinuté z metody nejvétiiho spadu

e nepiesny vybér délky kroku



e urychleni konvergence (metody sdruzenych gradientt, metody s proménnou metrikou).
Metody s lokalné omezenym krokem vyvinuté z Newtonovy metody
o zajisténi globalni konvergence

e snizeni poctu operaci (nepfesna Newtonova metoda)

2. Metody spadovych sméru
2.1. Zakladni vlastnosti metod spadovych sméra
Definice 15 Rekneme, ze smérové vektory s; € R*, i € N, jsou spadové jestlize plati

SZTgi <0 (S_l)

Vi € N. Rekneme, ze smérové vektory s; € R", i € N jsou stejnomérné spadové,
jestlize existuje konstanta 0 < g9 < 1 takova, ze plati

si9i < —eo |l si [l g: | (S1)
Vi€ N.

Definice 16 Rekneme, ze délka kroku a; > 0,7 € N, spliuje bud’ silnou Wolfeho pod-
minku nebo slabou Wolfeho podminku nebo Goldsteinovu podminku nebo Armijovu
podminku, jestlize existuji ¢isla 0 < e; < 1/2 a &1 < g3 < 1 tak, ze

Fi—l—l — I < 51042'3?92' (82)
a bud

|57 giv1| < ealsf il (S3a)

nebo
S1 gig1 > €25] g; (S3b)

nebo
Fiyy — F; > sqa:8! g; (S3¢)

nebo
cllgilI< aill s (53d)

kde 0 < ¢ < oo je néjaka konstanta.



Definice 17 Rekneme, ze zakladni optimaliza¢ni metoda z;41 = z; + s, © € N jJe
metodou spadovych sméru jestlize smérové vektory s; € R", ¢ € N, spliiuji podminku
(S1) (jsou stejnomérné spadové) a délky kroku a; > 0, ¢ € N spliuji podminku (S2) a
nékterou z podminek (S3a)-(S3d).

Poznamka 5 Pro metody sdruzenych gradientt odvozené z metody nejvétsiho spadu
se pouziva podminka (S3a). Pro metody s proménnou metrikou odvozené z Newtonovy
metody (kde a; — 1 pro i — 00) se pouziva podminka (S3b). Pro bezderivaéni metody
se pouziva podminka (S3c). Pro nehladké tlohy se pouziva podminka (S3d).

Poznamka 6 Podminka (S1) se ¢asto nahrazuje néjakou slabsi podminkou (smérové
vektory nemusi byt stejnomérné spadové). Dukaz globalni konvergence je pak obtiznéjsi.
Poznamka 7 Metoda nejvétsiho spadu je metodou spadovych sméru, nebof s; = —g¢,,

takze sTg; = — || ¢ |I’= — || s: ||| ¢ || a (S1) plati pro g = 1.

Lemma 7 (Konzistence) Necht funkce I : R" — R spliuje podminky (F'1) a (F3) a
smérovy vektor s; splituje podminku (S2). Pak pro libovolnou z podminek (S3a)-(S3d)
existuje délka kroku «; > 0, kterd vyhovuje této podmince i podmince (S2).

Dukaz (pro (S3b)). Oznaéme

M, ={a>0: F(z;+ as;) — F;, < 510z3;frgi}
ziejme M; # ) nebof 0 € M;. Nechf a; = sup M,;. Podle (F1) plati F(z; + as;) > F
takze pro a; € M; dostaneme «o; < (F — F;)/e1s!g; < co. Ukazeme nyni, 7ze plati
sTg(x; + ais;) > e157 g;. Predpokladejme naopak, ze
st gi(xi + ausi) = es] g;
kde ¢ > 1. Potom podle (F3) plati

Flei+as;)—F, < Fla,+a;8)— F + S?g(:zji + a;8)(a — a;) + §G(0z —a;)* <
1—
< €1ozi3;frgi +e(a— ozi)sfgi + §G(0z — ;) =
_ T T ral 2
= a8 g — (61 — ) — ai)s] gi + §G(0z — ;)

a pro a = aq; + (51 — 5)5?92'/@ > «; dostaneme

1 o 20T ; 2
F(zi+ asi) — F; < agys] g; — 5(5 51)@(82 ) < agis] g;

coz je spor nebotf «; = sup M;. Z S?g(:zji + a;8;) > 513?512' a S?gi < 0 plyne «; > 0..

Véta 8 (Globalni konvergence) Necht funkce F': R — R spliuje podminky (F1) a
(F3). Pak metoda spadovych sméru je globdlné konvergentni.
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Dukaz (pro (S3b)) Dokdzeme nejprve, ze existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze pro libovolny
index ¢ € N plati

a2 cllgill /|l sl (a)

Fipy1 = F; < —epenc]] gi | (b)
7 podminky (S3b) dostaneme

523?92’ < 5?9(51?2' + ais;) < S?gi + oG || si H2

neboli

(f:‘i— 1)slg; < 50(1_— 2) || g ||
Gllsil> — Gl sl

takze plati (a) pro ¢ = (1 — £2)/G > 0. Déle z podminky (S2) a z (a) dostaneme

Fipy — F: < crausi g < —eozaai || s ||| 9i 1€ —cozac || i ||

takze plati (b). Nyni muzeme psat

Fipn = Fy + Z(Fj-H —F) <F - 505122 g5 117
J=1 7=1
Podle (b) je posloupnost F;, i € N klesajici a podle (F1) je zdola omezena. Existuje
tedy limita

o0
I'< }iglo I, <P — 505122 H gi H2
=

takze

= F,—F
Y g P ——=
=1 50612

takz nutné || ¢; ||— 0.
Disledek Metoda nejvétsiho spadu je globalné konvergentni.

Poznamka 7 Tvrzeni || ¢; ||[— 0 je silnéjsi nez podminka v definici 14. K tomu aby
metoda spadovych sméra byla globalné konvergentni ve smyslu definice 14 staci, kdyz
(S1) plati pro néjakou nekoneénou podmnozinu mnoziny N.

Poznamka 8 Je-li zdkladni optimalizacni metoda globalné konvergentni (ve smyslu
definice 14), nemusi jesté platit @; — «*. Spliuje-li funkce F' : R" — R podminku
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(F2) nemtze posloupnost @; € R", ¢ € N divergovat, muze viak mit vice hromadnych
bodu. Vyhovuje-li néjaky hromadny bod a* € R" posloupnosti x; € R", 1 € N,
nutnym podminkam pro lokdlni minimum (Tvrzeni 2), pak jiz plati ; — «*. V dalsim
vykladu budu predpokladat, ze globalni konvergence automaticky znamena = — z*.

Véta 9 (Linearni konvergence) Nechf x;, € R", ¢« € N je posloupnost generovana
metodou spadovych sméru takova, ze x; — x*. Nechf funkce F' : R" — R vyhovuje
podminkdm (F3) a (F4). Pak pro libovolny index k € N plati

| zi—a~ | < g ¢*
[or—a || 7 V&

Vi > k. kde ¢ = \/1 — %ee1eG? T

Dukaz Podle (b) plati

Fopg — F* < F— F* —spenc || g: |)P

7 vét o stfedni hodnoté dostaneme

1—
FZ—F*§§GH%—$*H2 (c)
* 1 * |12
Fio B2 G- (a)
g <SG wi—a™ | (e)
| g |= G| i — 2" | (£)
Muzeme tedy psat
Py = F H gi H2 2G* H T —a” H2 2/ 2
— <1 —gpeic—— <1 —gpeic= =1—2e051cG*/G =
F—F = RS G a2 |2 0=l /G =g

(9)
Pro podminku (S3b) plati ¢ = o(1 — &2)/G (ditkaz véty 8), takze
2 =1-2261(1— )G /G > 1 =252y (1 — )G /G > 1 —2G2/G° > 0

nebof 0 < eg < 1,0 < g3 < 1/2, g7 < g3 < 1. Nékolikandsobnym pouzitim nerovnosti
(g) dostaneme

Fi—F" < q2(z’—k)
Iy — F~
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coz s pouzitim (c) a (d) dava

H T, —a* G [F — F*
Hl’k—l' H_ G Fk—F*_
Poznamka 9 Casto se (F4) piedpokladd az od néjakého indexu k (napifklad, kdyz

x; — & a x* spliuje postacujici podminky pro lokalni minimum, pak predpokladame

(F4) az v okoli bodu z*).
Poznamka 10 Podle véty 9 je || eiqq ||= O(]| & ||)

Definice 18 Rekneme, ze vybér délky kroku je asymptoticky presny, jestlize

T
57 9i
T
s; G*s;

(1+0([ e 1))

oy = —

Lemma 10 Necht x; € R*, ¢« € N, je posloupnost generovana metodou spadovych
sméru s asymptoticky presnym vybérem délky kroku, takova, ze x; — x*. Nechf funkce

F: R" — R vyhovuje podminkam (F3)-(F5). Pak plati

1 (5?92')2
2 SZTG*SZ'

Fipr = Fi = (1+O( e )

Dukaz Budeme pséat u; ~ v; jestlize u; = O(v;) a v; = O(u;). Podle véty 4 plati

=Gei+ O] & |I*)

coz s pouzitim (F3) a (F4) davéa ¢; ~ e;. Jelikoz z (F3) a (F4) plyne sI G*s; ~|| s; ||%,
z (S1) plyne s?g; ~|| s; ||| ¢; || a piedpokladdme, Ze || ¢; |[— 0, mizeme psat

5! gi | gi |
=———2 (140 ; ~ ¢

takze || d; ||=]| aisi ||~ gi ||~ € || a podle véty 3 plati

1
Fz’-l—l —F = ;s gz + QO‘ZQSZTG Sq —I_O(H dl HB) =

1
= sl + 5ot Gk 2l (G- G+ O d ) =

1
= s; gZ + 20z STG*SZ + O(]] e H )
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Dosadime-li do tohoto vyjadieni vztah pro asympticky ptresny vybér délky kroku,

dostaneme

L(s/g:)?

F; F,=—=
+1 7 2 TG*

nebof (s g:)*/s] G"si ~| gi |I*~I| i |I*

(1+0([ e 1))

Tvrzeni 11 Nechf B je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice a vektory u € R",
v € R* vyhovuji podmince

kde 0 < e < 1. Pak plati

T amB)1—)
uTBuvTB='v = (k(B) 4+ 1 + (k(B) — 1)e)?

Véta 12 Necht jsou splnény podminky lemmatu 10. Pak plati

limsup || @; — 2~ i< K(G7) = 1+ (k(G7) + 1)\/@
- G GEDN e

Dikaz Podle véty 4 plati

1
= F = G 1 0] e )

=G e+ O(] e |I*)
takze s pouzitim (F3) a (F4) a z toho, Ze || g; ||~|| € || dostaneme

= (G")7'g:(1+ O] e: D)

* 1 *\ —
Fi= 1 = 29/ (@) g1+ O(] e 1)
Pouzijeme-li lemma 10 muzeme psat
Fip — F* Fiy1 — F, (s79:)7
_ = 1 —_ = 1 2
F. — F~ + e — p sTGxs,gT (G)~1 ( +O(]| e )
(plati (14 O(|l ei [))/(1 +O(][ e [|)) = 1 4 O(|[ € [|))- Podle (51) platd

(sTg;)? > 2 || s: |I?]| ¢: ||* takze s pouzitim tvrzeni 11 dostaneme
(sTg)* 46 (G7)zg
TGgl (G = (W@ 1 14 (W(C) - DL 22
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takze

Fiyy — F - (K(G*) =14 (k(G*)+ 1)\/1 — &3
Fi—F 7 \(k(G*) + 1+ (k(G*) = 1)y/1 — &2
= ¢I+O0(lel)

) 1+ 0(e ) =

K libovolnému ¢islu ¢, ¢ < ¢ < 1, tedy existuje index k& € N tak, ze

Pn =17 _ 2
Fi—

Vi > k. Muzeme tedy postupovat stejné jako v dukazu véty 9, takze
F,— F~

P ()
F— =1
a
| zi—a~ | gqi—k
[ zp =2 || = V&

a podle véty 5 plati

1
i<gq

limsup || @; — a2~

1—00

Jelikoz to plati pro libovolné ¢islo ¢, § < ¢ < 1, dokazali jsme tvrzeni véty.

Poznamka 11 Pro metodu nejvétstho spadu je ¢g = 1, takze

. < r(GF) =1

im su _—

D = (G 1

Poznamka 12 Asymptoticky piresny vybér délky kroku dostaneme, vybirame-li délku
kroku pomoci kvadratické nebo kubické interpolace (viz poznamku 15).

Véta 13 (Superlinearni konvergence). Nechf x; € R", i € N, je posloupnost ziskana
metodou spadovych sméru takova, ze x; — x*. Nechf funkce F' : R" — R vyhovuje
podminkdm (F3) a (F4). Necht a; = 1, kdykoliv tato hodnota vyhovuje podminkam
(S2) a (S3). Necht smérovy vektor se urcuje tak, ze

| Bisi +gi |l _

lim =0 (A)
imeolgi ]
kde
" — Bi)si
i L =001 _g "
1—00 S;

15



Pak existuje index k € N takovy, ze o; = 1 Vi > k a posloupnost z; ¢« € N, konverguje
superlinearné k bodu z* € R". Navic —slg; > co || s; |||l ¢ || Vi > k, pokud
g0 > 1/k(G™).

Dukaz (a) ukdzeme, Ze existuje index ky € N tak, ze

Foi /G <l sill<l i Il /G

pokud G < A(G*) a G > MNG*). Oznaéme u; = (Bis; +¢:)/ || ¢: || a
v; = (G* = By)s;/ || si || pak plati

si Bisi = slui || gi || —sig: < (| wi || +1) || s Il s |

si Bisi = 5 Gsi = sivi || si |2 (AGT) = [ oi [ s 117

coz dohromady dava

I [ we ||
|'sill< 7= 7 1o |l
AGH) =l v |
a jelikoz || u; ||[— 0 a || v; ||— 0 podle (A) a (B), existuje index k4 € N tak, ze
| si [|<|| gi || /G ¥i >k, pokud G < A(G*). Jelikoz

[Gsitgill o N (G"=Bo)si |l | || Bisi +¢i |

< 0
I 9: | Gl sill 1 gi |
podle (A) a (B), existuje index ky > ky tak, ze
[ Gsill =11 gi | <1 G7si+ g |I< (1= MG)/G) | g |
kde G > X(G*), takze bud || G*s; [|>] ¢i || nebo || ¢: || — || G*si || (1 —X(G*)/@)

| gi ||, coz oboji dava || s; ||>| ¢: || /G Vi > ks.
(b) Ukdzeme, 7e existuje index kz > ko takovy, ze —slg; > &0 || si ||| gi || V2 > ks,

pokud g > 1/k(G"). Zvolme G < M(G*) a G > X(G*) tak, aby platilo eg = G/G. 7

definice u; a v; a z (a) plyne, ze

—sigi = s Bisi—sjui | gi||= 5] Gsi — sivi || si | =sfwi || gi |2
1 ) _
Z = g llll s I QAGE) = o [ =6 )
a jelikoz || u; [|[= 0 a || v; ||= 0 podle (A) a (B), existuje index k3 > ks tak, ze
—slg: = (G/G) || si|lll gi 1= eo || si [l gi || Vi = k.

(c) Ukazeme, ze existuje index k > ks tak, Ze hodnota o; = 1 vyhovuje podminkam

(S2) a (S3b). Oznacéme
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T T
s;gi+ s, G*sy
T
8 i

Pak podle piredchozich vysledku dostaneme pro ¢ > k3

M=

_stgit sl silllgi+ Grsill _ g+ Bisi | 1 (G7 = Bsi ||

|7:] < < N5 T
|s{ g:] o |l si 1] g: |l (GG || gi |l Gl sl

a podle (A) a (B) plati |;] — 0. Nyni pouzijeme véty o stiedni hodnoté.
1
Flai+si) = Fli) = sigi+ 557 Csi+ ol si ) ] i |1

stglaitsi) = sl gi+s] G st ol si 1) || s |
nebof || s; ||~| g: ||~]|| € ||. Muzeme tedy psat

Fla,+s) — Flxg) 1. 1 1
Jim TSI =T 2t i -+ ol D) =
. stg(a; + s .
lim % = lim (g; + of]] s 1) =0

a protoze 0 < g1 < 1/2 a g1 < g9 < 1 existuje index k > ks tak, ze (S2) a (S3b) plati
Vi > k.

(d) Superlinearni konvergence. PouZijeme vétu o stfedni hodnoté

g(xi+si) = gi+ G si+ o] si 1) || s |l

Podle ptedchozich vysledku dostaneme ;41 =, + s, Vi > k a || s; ||[~] ¢ ||[— 0
Muzeme tedy psat

| ziy1 — 2™ || Gl gin |
lei=2=]l = G |4l
< g(”g(%JrSi)—gi—BiSi H+H Bisi + g H)S
G | g |l | g: |l
G (H (G"=Bi)si || | || Bisi +gi |l
S 5 + + o] si 1)
G G s | g |

takze podle (A) a (B) plati

e
e

=0
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Vybér délky kroku:
Algoritmus 1 (S3b) Data 0 < 1 < B3 <1 <91 < 72.

Krok 1 Zvolime pocatecni délku kroku « > 0. Polozime & = 0.

Krok 2 Polozime a = @ a @ = a. Jsou-li splnény podminky (52) a (S3b), ukoné¢ime

vypocet s a; = a. Neni-li splnéna podminka (S2), pfejdeme na krok 4.

Krok 3 Urcime hodnotu a pomoci extrapolace tak, aby y1&¢ < o < @ a prejdeme

na krok 2.

Krok 4 Uréime hodnotu « pomoci interpolace tak, aby fi(@ — a) < (a — a) <

pa(a — o).

Krok 5 Jsou-li splnény podminky (S2) a (S3b), ukoné¢ime vypocet s a; = a. Neni-li
splnéna podminka (S2) polozime @ = « a piejdeme na krok 4. V opa¢ném

piipadé polozime a = « a ptrejdeme na krok 4.

Poznamka 13 Jsou-li splnény podminky (F1) a (F3) najde algoritmus délku kroku
vyhovujici podminkam (S2) a (S3b) po koneéném poctu kroku. Je-li splnéna podminka

(F4) nezavisi tento pocet na indexu ¢ € N.

Poznamka 14 Extrapolace a interpolace. Oznatme p(«)

S?g(:zji + as;) a

(@ —a)¢'(a)
_ ¢'(@)
b= ¢'(a)

CTET 50— a)
Kvadraticka interpolace (dvé derivace):
a— o
a—a=
- 1-B
Kubicka interpolace:
a—a

 D4+D?2—3C
kde

C=(B-1)-2A-1)
D=(B-1)-3A—-1)

18
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Poznamka 15 Urcuje-li se délka kroku pomoci (Ka) nebo (Kb) nebo (C) a plati-li
(F3) a (F4), je vybér délky kroku asymptoticky piesny.

Poznamka 16 Pocatecni vybér délky kroku. Pro superlinearné konvergentni metody
volime a = 1. U metod sdruzenych gradienti volime a = 2(F;_; — F})/sfg; nebo (v
prvnim iteraénim kroku) a = 2(F — F;)/slg;.

Shrnuti: Metody spadovych sméra (eg,¢e1,2).

a) (F1) - (F3) — globélni konvergence
b) (F3) - (F4) — linearni konvergence
¢) (F3) - (F5) — asymptoticky odhad

Lo K(G*) =1+ ((G*)+ 1)y/1 — &3

limsup || @; — 2™ ||

i—co T R(GH)+ 1+ (k(GF) = 1)\ /1 — €3
d) (F3) - (F4) — superlinedrni konvergence pokud

| Bisi + g; ||
| s ||
| (G* = B;)s; ||

I[si |

2.2. Metody sdruzenych gradienti

Definice 19 Rekneme, 7e zédkladni optimalizaéni metoda je metodou sdruzenych gra-
dientu jestlize s; = —g¢; a

T
Y: g
Sit1 = —Gi+1 T T + Si (CGa)
(Hestenes, Stiefel) nebo
T
Y: 9i
Siy1 = —Git1 + — 5 = Si (CGb)
9; 9:
(Polak, Ribiere) nebo
T
Jit19i+1
Sit1 = —¢it1 + ;;7;82 (CGe)

Fletcher, Reeves) pro : € N. Pritom vy; = ¢g;41 — ¢;.
) P Y i+ g

Poznamka 17 Metoda (CGa) je teoreticky nejpodlozenéjsi. Metoda (CGb) déva
nejlepsi praktické vysledky. Meotda (CGe) je nejjednodussi a je globalné konvergentni
bez pierusovani iteracniho procesu.

Véta 14 (Globélni konvergence). Necht funkce F': R" — R spliuje podminky (F1)-
(F3). Pak metoda sdruzenych gradientu Fletchera a Reevese (CGc) s vybérem délky
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kroku spliiujicim silnou Wolfeho podminku (S2) a (S3a), kde ¢; < 5 < 1/2, je globalné
konvergentni.

Dukaz (a) (Al-Baali) Dokazeme indukei nerovnost

T
& S: g; &
2 . g < 14 2

1
L—e 7 g I? ~ I —e

Vi € N. Pro i = 1 to plati, nebof s; = —g; a tedy sTg;/ || g1 ||*= —1. Pouzijeme-li
(CGc), dostaneme

T 2 T, T
82—|—1.gl+12 - + H gi+1 ! S gz+12 - + S gz—l—;
| giz1 | g 1?1l gisn || | g: |l
Podle (S3a) plati
|57 gip1] < —eas!gi
takze
sl g, st shy;
_1 _I_ 52 1 I < H—i < _1 — 52 v Jt
| i II? | gita |2 | i II?
T ..
_1_52<1_|_ 2 ) < Lglgg—l—keg(l—l- °2 )
l—e | gis || l—e
1 €9 < 5?+19i+12 <1+ €9
1 —e | gis1 || 1 —e

(b) Z (S3a) plyne (S3b). Podle (F3) a (S3b) plati
e95lgi < slgiyy < stgi+a.G || i
takze
(1 —e2)slgi
Gl s l?

T

Podle (52) plati

ei(l—ex)(s]gi)?  er(l—e2) (s)g:) | g ||

Fi— Fiyy > —gja5s! g > — =
o o Gl si |2 G gt s P

7 Al-Baaliho nerovnosti (prava ¢ast) plyne

sty g2 1—2g -0

e P 1-ea 1-e
nebof g1 < 3 < 1/2. Plati tedy
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- = ey(1 = 229) || ¢s |I*
A== Jin(R— R = 30— g2 3 22 L
=1 =1 ?

Predpokladejme, ze neplati
liminf | g; = 0

Pak existuje ¢ > 0 tak, ze || g; ||> & Vi € N, takze

(F1
>
> 1—252 ZH st |2

(¢) Z (S3a) plyne (S3b). Podle (S3b) a Al-Baaliho nerovnosti (leva ¢ast) plati

5
g < —east < (14 72 ) s P 2 P
Pouzijeme-li (CGc), dostaneme
2
L e e Y i
2e9 I g |I*
< |l gim H2 ‘|'1 — H Jit+1 H2 I g: Z L | s H2:
1+ 2 g I 2
= ; S,
1 — &y H gi+1 H H H4 H ? H

Toto je rekurzivni vztah pro || s; ||. Postupnym dosazovanim dostaneme

Y O L v
4
s e P PR O
i+1
< 1+€2 H Jit+1 H4E+:H >
g; |
Predpokladejme, ze neplati

fiminf | g: = 0

Pak existuje 0 < ¢ < € < oo tak, ze ¢ <|| ¢; ||[<E Vi € N (existence € plyne z (F2) a
(F3)), takze
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a muzeme psat

1 (1 —e2)e? = 1
> — - =0
; i f* (1 +e2)e ; t
coz je spor, nebof v (b) jsme dokdzali Ze tento soucet je konecny.

Poznamka 18 Oznacme 3; koeficient u s; v (CGa)-(CGce). Da se dokdzat, ze metoda
sdruzenych gradientu je globalné konvegentni, pokud

1| giya |I? .
@g—i”g“! Vie N
2e3 | i |
kde 0 < g3 < e3 < 1/2. Toto vsak nelze obecné zarucit. Proto se pouziva prerusovant
itera¢niho procesu (s; = —g; pokud podminka neni splnéna).

Véta 15 (Kvadratické ukonceni) Necht @) : R" — R je ryze konvexni kvadraticka
funkee, Q(z) = 1(z — 2*)TG(x — 2*). Nechf z;, i € N, je posloupnost generovana
metodou sdruzenych gradienti s presnym vybérem délky kroku (plati sfg; .y = 0

Vi € N). Pak existuje index k < n tak, ze gy11 =0 a x4 = ™.

Dukaz (Pro CGa). Piedpokladejme, ze ¢g; # 0 V1 < ¢ < n. Dokazeme indukei, ze
si#0aaq #0V1 << na ze plati

() S;ng:() Vi<ji<i<n+1
(8) glg;=0  Vi<j<i<n+l
(7) sTGsi=0  Vi<j<i<n

7 (/) plyne, ze gradienty ¢;, | < ¢ < n, jsou nenulové a vzajemné ortogonalni, tudiz
linearné nezavislé, takze nutné ¢,.; = 0.

Pro i =1 plati sTg; = —gfg, < 0 takze s; # 0 a a; > 0 a dale neni co dokazovat.
Indukeéni krok:

(a) Necht : < n. Podle indukéniho predpokladu () plati:

T T T T T
8701 =8, 9i T8,y =5, ¢i +a;s; Gs; =0

V1 < j < 4, nebot pro kvadratickou funkci Q(x) plati y; = ¢gi41 — ¢i = a;Gsi. 7
piesného vybéru délky kroku plyne s?g;y1 = 0. Je tedy S;FgH_l =0Vl<y<a.
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(b) Necht ¢« <n. 7Z (CGa) a (a) dostaneme

g = —5
gi = —sj+Fimsia Vi<j<u
Takze podle (a) plati
gigiy1 = —s1giq1="0
T = —sTq sl g =0 V1< g <g
9; Git1 sj i1 + Bi-18j_19im1 <j<i

(c¢) Necht i < n. Z (CGa) a (a) dostaneme

yz gH‘l T T
$; 9it1 = —Yip9it1 <0

T
Sit19i+1 = gz—l—lgl-l-l +

7 7

takze s;41 # 0 a ajy1 # 0. Z (CGa) a (b) dostaneme

1 1

SJ‘TGSZ'H = —SJ‘TGEHH ‘|‘5z’3]TG5i = —SJ‘TGEHH = —;?J]‘Tgiﬂ = —;(9j+1 —gj)ng’H =0
j j

V1 < j < i nebof podle pfedpokladu (v) plati S?Gsi =0 V1 <5 <. Dale podle

(CGa) plati

sTGy;
TGs; = —s!Ggipr + ﬁy?& =0
S

22 7 2t

yz gl‘l‘l T

s1Gsiyy = —sT Gy +

takze S?GSZ»_H =0Vl1<y<a.

Poznamka 19 Dukaz byl proveden pro CGa. Véta 15 plati i pro ostatni metody
sdruzenych gradientu nebot podle (/) plati

vl giv1 = g1 gin — 9] 91 = ghagin
a z (a) plyne

T, _ T T, _ T, _ T T _.T
Yi Si = G Si— 9; i = —9; Si = ¢, 9i — Bic1g; sic1 = ¢, gi

Poznamka 20 Metoda sdruzenych gradienti s pfesnym vybérem délky kroku najde
minimum kvadratické funkce po nejvyse n krocich. Neplati to vsak jestlize

e vybér délky kroku neni presny
e funkce neni kvadraticka

e Hessova matice je spatné podminéna a projevuji se zaokrouhlovaci chyby.
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Pak je tteba pokracovat ve vypoctu. Aby byly i nadéale splnény predpoklady véty 15,
je tfeba iteracni proces prerusit (S,41 = —gnt1)-

Definice 20 Rekneme, 7e zékladni optimalizaéni metoda je pFerusovanou metodou
sdruzenych gradientu, jestlize s; = —g; pro ¢ € M a jestlize plati néktery ze vzorcu

(CGa), (CGb), (CGe) prot & M, kde M ={nk+1:k € N}.

Poznamka 21 Prerusovand metoda sdruzenych gradientu je globalné konvergentni
(staci modifikovat dukaz véty 8 tak jak je to naznaceno v poznamce 7).

Véta 16 Necht z; € R", ¢+ € N, je posloupnost ziskana ptrerusovanou metodou
sdruzenych gradient Fletchera a Reevese (CGe) s vybérem délky kroku spliujicim
silnou Wolfeho podminku (S2) a (S3a), kde £1 < g3 < 1/2, takova, ze x; — «*. Nechf
funkce F' : R" — R vyhovuje podminkam (F3) a (F4). Pak smérové vektory || s; ||,
i € N jsou stejnomérné spadové a plati || s; ||~ ¢; ||-

Dukaz (a) Ztejmé || e; ||= O(]| €i=1 ||) (poznamka 2) a || ¢; ||~]| €: || (poznamka 10),
takze || g; ||= O(]| gi=1 ||). Existuje tedy konstanta ¢ < oo tak, ze

g |

<c Vig M
| gi- |
Necht ¢ ¢ M. Pak podle (CGce) plati
I g: |I”
[si <l gi | +57——3 [l i1 |l
I gia |12
takze
Lol yy ol Bsal s
1 9: | I gicr 1l gi1 || | gi1 ||

Necht k = sup{j € M,j < ¢}. Protoze sp = —gg, plati || sx || / || g% ||= 1, takze
rekurentnim pouzitim posledni nerovnosti dostaneme

B

LYy by d2
| g: |

7=0

c

Il
=]

J

(b) Pouzijeme-li Al-Baaliho nerovnost (levou ¢ast) dostaneme

SZng €9 . 1 — 252
g 1> — I =& L —e
coz spolu s (a) dava
C_sigi __sig el o 1 slg  11-2e
s (Il g: ] Lo PN sill = ellgi >~ e l—e

takze —S?gi <o ||l sillll gi || kde e = (1 — 2e2)/(€(1 — &2)).
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(¢) Pouzitim Al-Baaliho nerovnosti a Schwartzovy nerovnosti dostaneme

1—2
il g 11> —sFgi > =—=2 |l g: |I”
1

coz dava || s; [|> ¢l ¢i ||, kde ¢ = (1 — 2e3) /(1 — &3).

Tvrzeni 17 (n-krokova kvadratickd konvergence) Nechf jsou splnény predpoklady
véty 16 a nechf vybér délky kroku je asymptoticky ptesny. Necht funkce F': R* — R
spliiuje navic podminku (F5). Pak existuje index k € M a konstanta C' < oo tak, 7e
pro Ve € M, ¢ > k plati

| ipn — 2™ IS C |2 — 2™ |7

Lemma 18 Nechf jsou splnény ptredpoklady véty 15. Necht g; # 0 pro néjaky index
1 <@ < n. Pak plati

Qrinn) — Q") S
Q) — Qe = e, (Pil)

kde P;(\) je libovolny polynom stupné i takovy, ze P:(0) = 1, a A\, 1 < k < n, jsou
vlastni ¢isla matice G.

Dukaz (a) Dokdzeme indukei, ze pro 1 < j < i plati g; € K; a s; € K;, kde

K; =span{gi,Gag1,...,G" g1}
je Krylovuv podprostor stupné j generovany matici G a vektorem ¢;. Pro j =1 je to
zirejmé. Predpokladejme, ze to plati pro j = ¢ —1. Protoze z x; = x;,_1+ a;_18;_1 plyne
gi = gi—1 + ai_1Gs;q (vlastnost kvadratické funkce (Q)) a protoze plati ¢;—1 € K, a
Gsi_1 € span(Gagr, G2g1,...,Gg1) C K; (indukéni predpoklad), dostaneme g; € K.
Déle protoze s; = —g; + Bi—18i—1 (CG) a protoze plati s;,_q4 € K,y C K; (indukéni
predpoklad) a g; € K; (dokazana inkluze), dostaneme s; € K;

(b) Podle (a) plati

i
T — 1t = xp—at+ g a;s;=x1 — "+ P (Ggr =
=1

= v —a"+ P (G)G(ey —a") =T+ GP_) (v — a¥)

kde P7(G) je urcity polynom stupné i — 1 v . Oznaéme P; = I + GP7, (takze P,
je stupné ¢ a FZ*(O) = 1). Jelikoz z dukazu véty 15 plyne, Ze S;FgH_l =0V1I<j<u,je

T = a7+ FZ*(G)(:L'l —a") = arg _min Qx)
z=z*+P;(G)(z1—2*)
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Qrin) = Q) = Jlwi —a")G(ein —a%) = S(or — 2V PGP (G)ar — ) <
< %(:1;1 — TPy (GYGP(G) (2 — z7)

pro libovolny polynom P; stupné 7 takovy, ze P;(0) = 0. Necht Ay a v 1 < k < n jsou
vlastni ¢isla (nezaporna) a vlastni vektory (ortonormalni) matice GG a nechft

n
* JR—
1 — 2 = g VkVk
k=1

Pak

QO
N
3
£
S’
|
QO
N
=
*
S’
INA

1 2
= 5 - ()‘k)’yk)‘k < —II?];EE;P )\k Z"}/k)\k
Po vydéleni dostaneme
Q( Z-I-l) Q(l‘ ) < max P ()\k)
Q1) — Q%) 1<k<n

Véta 19 Nechf jsou splnény predpoklady véty 15. Necht ¢g; # 0 pro néjaky index
1 <@ < n. Pak plati

Q(zi41) — Qz7) <4 ( K(G) — 1) !
Qx1) — N VE(G)+1

Dikaz Podle lemmatu 18 plati

Q(zip1) — Q%) 5. 2
Qer) — Q) = 2P
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pro libovolny polynom P;(\) stupné nanejvys i takovy, ze P;(0) = 1. Zvolime polynom
P;(\) tak, aby minimalizoval hodnotu

max | P;())|

M <A<Ap

Tuto vlastnost mé Cebyseviv polynom transformovany na interval Ay < A < A, a
normovany tak, aby nabyval hodnotu 1 pro A = 0, tedy polynom

B T, </\n/\-|—/\_1/\—2/\>
Pi:(\) = o
=y

kde T;(£) = cos(iarccos ) pro |€] < 1 a Ti(€) = (E+VE = 1) + (£ —VE —1)")/2

pro |£] > 1. Jelikoz |T;(&)| <1 pro [€] < 1, plati

55} )\n—l_)\l
: < :
MggJRun_un(M_A)

Zbyva tedy vyéislit hodnotu na pravé strané posledni nerovnosti. Ozna¢me & = (A, +

M) /(A — A1), Ziejme |£] > 1, takze

T(6) = SUE+VE-D 4 (€ VE-D)) 2

= L WVERTHVE T

22

(VE+T+V/E-1)P =20+ - 1)

Dosadime-li hodnotu ¢, dostaneme

b (Mt >1¢An+¢a T WAV
‘A — M - 2 An — A1 An — A1 2 An — A1 B
LV VAR
2\ VA — Vs

€+ VBT =

[N

nebot

Plati tedy

Qleinn) — Q") Y i
Q) — Q") §<@%mwwf55@§5

<4O®—ﬁ5{%\h@—1”
N VAL + VAL VE(G)+1

Dusledkem Tvrzeni 17 (s vysledky ziskanymi pfi jeho dikazu) a véty 19 je toto tvrzeni.
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Tvrzeni 20 (Asymptoticky odhad) Nechf jsou splnény piedpoklady véty 16 a nechf
vybér délky kroku je asymptoticky ptesny. Nechf funkce F': R* — R spliuje navic
podminku (F5). Pak plati

1 A/ R(GF) =1
limsup || @; — 2™ ||* < M

Poznamka 22 Odhad (\/k—1)/(y/k+1) je mnohem ptiznivéjsi nez odhad (k—1)/(k+
1) platny pro metodu spadovych sméru jak ukazuje tato tabulka:

SD CG
k=10%¢=10"* 460 45
k=10* e=10"° 69077 | 690
k=10%¢e=10"% | 9210340 | 9210

V tabulce je uveden pocet iteraci pottebny k dosazeni pozadované presnosti e.
Implementace metod sdruzenych gradienti:

1. Upravy algoritmu pro vybér délky kroku.

(a) Pocéatecni odhad

T

20, — Fi_q) 20(F — F;
a = min (1, ( 7 1), (_ )>
S 9i S; Gi

kde F je dolni odhad pro minimalni hodnotu funkce F'.
(b) Silna Wolfeho podminka (S3a)

5! giy1| < a|s] g1l

kde g5 = 107!, Algoritmus 1 je tieba pozménit tak, Ze v ném ponechdme
podminku (S3b) ale k podmince (52) pfidame podminku

s giv1 < cofs gil
ktera je ¢asti podminky (S3a).

2. Skalovani. Je vyhodné metodu sdruzenych gradientt skélovat (nejjednodussi
predpodminéni). Misto
—Si41 = Git1 — Bisi
Pouzijeme vzorec
—8it1 = Yit1(gir1 — Bisi)
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kde
yld;

yly;

(yi = git1 — giydi = xi41 — 2, = o;8;) V tomto piipadé vsak musime vzorce pro

Yi+1 =

parametr 3; upravit tak, ze

T
Yi gi+1
1 ylg;
e Jfl (CGb)
Vi 9; Gi
1 ¢~ ¢
g = —dridal (CGe)
Vi 4; gi

Parametr ~;11, je nutné udrzovat v urcitych mezich (0.005 < ~;11 < 200).
3. Rizené prerusovani iteracniho procesu.

(a) Klasicky zpusob. Itera¢ni proces se prerusi vzdy po n iteracich, nebo kdyz

B <0.
(b) Srovnani s (CGc). Iteraéni proces se prerusi, pokud neplati
mB < B <mB
kde g% =gl giv1 /9l gi am = 01— 03 an ~1.1—1.3.
¢) Test na sdruzenost sméru, iterac¢ni proces se pirerusi pokud
) p p p
T
Sipa¥i 2 03 || s (] wi ||

kde 53 ~ 0.04 — 0.05.

(d) Test na ortogonalitu gradientu, itera¢ni proces se pierusi pokud

9¢T+19i > 4 || giva || 9i ||

kde ny ~ 0.4 — 0.5.

Algoritmus 2 (CG) Data g1 = 107*, gy = 107, 5, = 0.3, 5, = 1.2, 3 = 0.05,

ne = 0.46, ¢ > 0.

Krok 1 Zvolime pocéateéni odhad x; € R™, vypocteme Fy = F(x1), ¢1 = g(x1) a
polozime 7 = 1.

Krok 2 Pokud || ¢; ||[< & ukonéime vypocet. V opacném piipadé uréime koeficient
Bi—1 podle nékteré z metod (CGa), (CGb), (CGe) a rozhodneme o pierusent

iteracniho procesu podle nékteré ze strategii 3a, 3b, 3¢, 3d. Urcime skalovaci
koeficient v; a uré¢ime smérovy vektor s; podle 2.
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Krok 3 Urcime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1 upraveného podle la a 1b.
Polozime x;41 = x; + a;s;, vypocteme Fipy = F(xi1), giv1 = 9(xig1),
zvétsime ¢ o 1 a piejdeme na krok 2.

Numerické vysledky: 100 proménnych, 24 testovacich funkei.

Metoda NIT | NFV Cas
CGce + 3a | 10789 | 20021 | 4:54 *
CGe + 3¢ 5652 | 11210 | 2:42
CGe + 3d | 5292 | 10683 | 2:42
CGb + 3a | 8940 | 17624 | 4:54 *
CGb + 3b | 7131 | 14121 | 3:09
CGa + 3a | 10357 | 20423 | 5:32 *
CGa + 3b | 6579 | 12976 | 3:05

2.3. Metody s proménnou metrikou

Definice 21 Rekneme, 7e zdkladni optimalizaéni metoda je metodou s proménnou
metrikou, jestlize

8; = _Higi Vie N (VMl)

kde H;, ¢ € N, jsou symetrické pozitivné definitni (SPD) matice konstruované podle
rekurentniho vztahu

Hiyy = ~vi(H; + UMUTD) (VM2)
kde U; € R™?* M, € R**? (SPD) a +; > 0, a vyhovujici podmince

Hivyi = pid; (VM3)
kde y; = giy1 — gi, di = i1 — ;= a;s; a p; > 0.
Poznamka 23 Matice H,; se ziskava z matice H; aktualizaci jejiz hodnost je nanejvys

2. Nejefektivnéjsi metody s proménnou metrikou patii do Broydenovy tiidy, ktera je
charakterizivana vybérem U; = [d;, H;y;].

Véta 21 (Kvadratické ukoncent) Nechf x;, ¢ € N, je posloupnost generovana metodou
s proménnou metrikou z Broydenovy t¥idy s pfesnym vybérem délky kroku (plati
sTgiy1 = 0Vi € N) aplikovana na ryze konvexni kvadratickou funkei (Q). Pak existuje
index k£ < n tak, ze gry1 =0 a x4y = ™.

Diikaz Predpokladejme, ze g; # 0 V1 < ¢ < n. Dokazeme indukei, ze s; # 0 a o; # 0
V1l <1< n a ze plati
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(@) Hy;=Md;  V1<j<i<n+1
(3) SJTgZ':() Vi<ji<i<n+4l1

(7) sTGs; =0 Vi<j<i<n

Z (VML) a (v) plyne, ze s;, 1 < ¢ < n, jsou nenulové a vzajemné sdruzené (G-
ortogonalni), tudiz linedrné nezavislé, takze podle () nutné g,11 = 0. Pro ¢ = 1 plati
Sipgl = —5{[-]131 < 0 (Hy je SPD) takze ay > 0 a déle neni co dokdzat. Induként krok:

(a) Necht i <n. Z (v) a (Q) plyne dly; = df Gd; = aja;s] Gs; = 0 a (@) navic dava
yI iy, = Myld, = MdIGd; = 0, takze Uly; = 0 V1 < j < 4. Podle (VM2) a (a)
tedy plati
T T ig Ay

Hipry; = ity + U MU y;) = villiyi = v\ d; = Ay, d;
V1 < j < i. Pouzijeme-li (VM3) dostaneme H,11y; = pid; 2 Aj+1di, takze H;y1y;, =
Npqdi V1< g <.
(b) Necht ¢ < n. Z (y) a (Q) plyne SJTng = S;ng + S]Tyi = S;ng + oqs;eri =0
V1 < j < i. Z presného vybéru délky kroku dostaneme s?g;,; = 0, takze celkem
sTgipn =0V <j <.
(c) Podle (VM1) je 9¢T+13z’+1 = _9£1Hi+19i+1 < 0 takze s;y1 # 0 a a;41 # 0.
Pouzijeme-li (VM1), (@), (a), (b) dostaneme

1 A
T T 141
Sj GSH—I = ——y] HH_lgH_l = —
Q)

T _ J T _
—d; git1 = — X115 git1 =0

J
V1<) <i.

Véta 22 (Aproximace Hessovy matice). Nechf jsou splnény piedpoklady véty 21 s
vi=1lap =1Viec N. Pak plati H,,; = G~

Dukaz 7 dukazu véty 21 plyne, Ze

Hn+1yj = dj Vi< ;<n

a ze vektory d; a y; = Gidj, 1 < 5 < n, jsou linearné nazavislé. 7 tohoto divodu musi
platit H,.; = G
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Poznamka 24 Nyni se budeme zabyvat vysettovanim aktualizace (VM3). Pro zjednoduseni
budeme index ¢ vynechavat a index ¢ + 1 nahradime symbolem 4.

Lemma 23 Nechf H, = v(H +UMU?T), kde U = [d, Hy]. Pak H,y = pd plati pravé

tehdy, jestlize
M:[%@H)a ]
-1

kde n je volny parametr a kde

a=ylHy, b=yld, c=d ' Hd

Dukaz Podle (VM2) a (VM3) musi platit

Hyy = 7<Hy+[d,Hy][m1 mz] [bD:

mo M3 a

takze nutné

m1b+ mya = p/y

mob 4+ maa = —1

Jeden parametr je nadbytecny. Zvolime my = —n/b a zbylé prvky my, ms uréime
feSenim soustavy. Tim dostaneme matici M uvedenou v lemmatu 23.

Poznamka 25 Vztah H, = v(H + UMU?T) mizeme roznasobit. Pak plati

pl,r 1 T, (4 a 4
Hy =y H+Edd" — —Hy(H L(Zd—Hy)(=d—H H
+ 7( 23 —Hy( y)+a<b y)(y y)) (H)

vev s

(metoda DFP):

1 1
Hy =+~ (H +Lqa” - —Hy(Hy)T>
v b a

nebo n =1 (metoda BFGS):

_ 1 T 1 T
Hy =~ <H+ —plwd = Hy)(wd — Hy)" — — Hy(Hy) )

kde w = p/~v 4+ a/b, nebo n = (p/v)/(p/v — a/b) (metoda hodnosti 1):
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= (s (e m) (o)

Lemma 24 Necht{ H je SPD matice, @ > 0, b > 0, ¢ > 0, ac — b* > 0 a necht plati (H)
kde v > 0 a p > 0. Pak matice (1/7)H_15H+H_% ma n — 2 jednotkovych vlastnich
cisel a zbyla dvé vlastni ¢isla jsou fesenim kvadratické rovnice.

M—pA+qg=0
kde

_1 2 2y PC

p 1 2 2
= -— —b b
0= " pnlac 1)+

Dukaz Podle (VM2) plati
1 1 1 1 1
—H 2H,H 7 =1+H 7UMU"H"?

~

Tato matice ma n — 2 jednotkovych vlastnich ¢isel odpovidajicich n — 2 vlastnim

vektorum kolmym k H —3U. Zbylé dva vlastni vektory muzeme vyjadiit ve tvaru
1 L Id I Id . .
H™2U~z takze odpovidajici vlastni ¢isla musi vyhovovat rovnici

H™ U+ MUTH'\U)z = \AH 37Uz
neboli (po vynéasobeni (UTH_IU)_IUTH_% zleva)
(1= +MUTH™'U)2 =0

Dosadime-1i M z lemmatu 23 a

vt = | ¢ 0
b «a

muzeme psat

det((1 = N+ MUTH'U) = det([ 15A’ OA] +

coz po upravé dava A2 — p\ + ¢ s koeficienty uvedenymi v lemmatu 24.
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Véta 25 Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 24. Pak Hy je SPD pravé tehdy,
jestlize n(ac — b*) 4+ b* > 0.

Ditikaz Je tieba najit podminku pro to, aby rovnice A —pA+ ¢ s koeficienty uvedenymi
v lemmatu 24 méla kladné koteny. Oznacme A\; a Ay tyto kofeny. Pak Ay + Xy = p a
AMAy = g takze Ay > 0 a Ay > 0 pravé tehdy. kdyz p > 0 a ¢ > 0. 7 definice p a ¢
plyne, ze

_ay pec

P=7% p b
Jelikoz predpokladame a > 0, 6> 0, ¢ > 0, v > 0, p > 0, plati p > 0 kdykoliv ¢ > 0.
7 q > 0 dostaneme podminku n(ac — %) + b* > 0.

Poznamka 26 Posledni nerovnost lze zapsat ve tvaru n > n*, kde

b2
* 0
T ac — b? <
Podminky ¢ > 0, ¢ > 0 jsou splnény, je-li matice H SPD a d # 0, y # 0. Podminka
b > 0 je splnéna, vybirame-li délku kroku podle (S3b), neboft

y'd=algy —g)'s > ale;—1)g"s >0
Jestlize b < 0, neni matice HT SPD pro zadné hodnoty parametri v, p a 1.

Véta 26 (Aktualizace matice B = H™'). Nechf jsou splnény predpoklady lemmatu 24.
Nechf B = H~' anechf H, je matice uréend pomoci aktualizace (H). Necht B, = H".
Pak plati

1 ~1 4 1 s Bc ¢ T
B,=—(B+— — —Bd(Bd —|-y—Bd) |-y — Bd B
- ’y( +pbyy ¢ (Bd) +c<by ><by > (B)

kde

Bi(ac—b%) + (3 +n)b* = b* ()
Ditkaz Inverzi vztahu Hy = v(H + UMUT) dostaneme

1 1
By =—(B—BUM ™ +UTBU)'UTB)2 ~(B+ BUKU"B)
v v
(Woodburyho véta), kde K € R?**2. Jelikoz podle (VM3) plati Hyy = pd, musi platit

Bid = (1/p)y neboli

1 ko k 1 1
Byd=1 (Bd+ (Bd.y] [ . ] [ ‘ D = L(Bat (et kab) B+ (bacthsb)y) = 2y
v 2 A3 > P
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takze nutné
klc + kzb = -1
koc + ksb=1~/p

Zvolime ky = — /b a zbylé prvky kq, k3 uréime fesenim soustavy. Tim dostaneme

=1 B8

c b
RAGED)
coz po dasazeni do By = (1/7)(B+BUKUT B) dava (B). Vztah (*) lze ziskat napiiklad

7 rovnosti

K =

K=—(M"+UurBU)™!
(nebudeme to provadét).

Poznamka 27 (Dualita) Vztah (B) dostaneme ze vztahu (H) zdménou v — 1/,
p—1/pya—c,c—a d—y,y—d H— B, n— . Metody DFP a BFGS jsou
navzajem dualni. Metodu DFP dostaneme pro f = 1. Metodu BFGS dostaneme pro

g =0

1 1 1
By = — (B by —Bd(bd)T>
gl pb c

Metoda hodnosti 1 je samoduélni, dostaneme ji pro 8 = (v/p)/(~v/p — ¢/b):

o (i (o) G- )

Poznamka 28 Matice B, je SPD pravé tehdy, jestlize 5 > *, kde

b2
g =— <0

ac — b?

Lemma 27 Necht z;, ¢ € N je posloupnost generovana metodou s proménnou metrikou
z Broydenovy tiidy takovou, ze v, = 1, p; =1 a (1 — X)87 < 3; <1 — A Nechf funkce
F: R" — R spliuje podminky (F3) a (F4) pak plati

Ly 1P, o 1w |1 df Bd; | Bid; |* yl Bid;
Tr(B; = Tr(B; ; - — (I =5 —203;= <
r(Biy1) r(B;) + ST, + 4 JTdi yTd; (1—=5) B, I&; JTd,
— 6 MG a5 26 a5
< THB)+G M o ai
s TrB)+ G4 a M—e)@ 1-ea

(T)
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ﬂ) > det(B;)\

i

kde a; > 0 je délka kroku a ¢; > 0 je smérovy kosinus (—sfg; = ¢; || si |||l ¢: |)-

1—52

det(Biy) = det(Bi)ﬁ (1 - (D)

dT B.d;

a;
Véta 28 (Globalni konvergence) Nechf jsou splnény pfedpoklady lemmatu 27. Pak
liminf | g; = 0

Dukaz 7 prvni ¢asti (T) dostaneme

i 1 1 Bidi || s Il i [ || Bidi |
+2 T <
yidi |l d; |l yidi | di]

_ G G _ G
< Tr(BJ-I-G—I—(Q—I—QQ) | B; H_G—|-<1—|-3Q>TT(BZ)

Tr(Bia) < Tr(B)+G+G

(pouzivame véty o stiedni hodnoté) Tato rekurze implikuje existenci konstanty C' > 1
takové, je

Tr(Biy1) < C'
Podle druhé ¢asti (D) je

7

2 > det(B)N(1 — ) [

7=1

1

Q;

1 —
det(BH_l) Z det(BZ)A

a;

Pouzitim nerovnosti pro geometricky a aritmeticky praumér dostaneme

der(ian) < | TU20) < e ) < (O
n
takze
Ll (Y Al
—_— < - - = —
a; = A1 —eg)(min(1,det(By)) "

J=1
neboli podle nerovnosti pro geometricky a aritmeticky prumeér

L

< (ﬁ%‘)l < %i%‘
i=1 =1

|2
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Oznacme

= G )G N 2G
Cl—ey 2(1 =) (1= ey)g

kdyz podle druhé ¢asti (T) plati

Tr(Bip1) < Tr(B;) + G + a;

Prepokladejme, ze liminf; ., || g; [[> 0. Pak podle dikazu véty 8 nutné plati ¢; — 0
a tedy ¢ — —oo. Existuje tedy index k£ € N takovy, ze & < —2G/C Vi > k. Pak ale

. = 26
Tr(Bii) < Tr(By)+(+1—k)G+ Y & <Tr(Bi)+(i+1— k)G Zoz] =

i=k

||P1?v

20
= Tr(By)+(G+1—kG CZ% E

-1

B

< Tr(Bp)+ —(k—1)G —iG — —o0

0|8

1

J

coz je spor, nebot stopa SPD matice je kladna.

Tvrzeni 29 (Superlinearni konvergence) Nechf jsou splnény predpoklady lemmatu 27
a nechf navic x; — «*, funkce F': R — R splituje podminku (F5) a a; = 1 se vybira
vzdy, kdyz tato hodnota vyhovuje slabé Wolfeho podmince. Pak jestlize

plati

Poznamka 29 K dukazu tvrzeni 29 se pouziva invariance Broydenovy tiidy metod s
proménnou metrikou k transformaci proménnych. Ozna¢ime-li z = T'# pak § = 77 g,

G =TTGT ataké d = Tcz, g = TTy. Oznaéime-li B= TTBT, Bt = TTB*T, pak z
(B) plyne

ve L[ 71 Vponog Blé. a2\ [ a2\ .
Bt == BLz947 - gBd(Bd)TJrT (Z Bd) (Z Bd) (B)

kde & = §TB 14, b = 47d, ¢ = dT Bd a kde parametry 3, v, p jsou stejné jako v (B).
Pro teoretické tcely se pokladd T = (G*)_%.
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Implementace metod s proménnou metrikou:

1. Vybér délky kroku: Metody s proménnou metrikou nejsou citlivé na vybér délky
kroku. Je mozné pouzit algoritmus 1 beze zmény. Voli se pocatecni odhad

a = min (1, UE - F) Fi))

T
55 Gi

2. Stabilizace (parametr p). Oznac¢me () = I'(z+Ad). Parametr p se voli tak, aby
platilo dTAB_|_d ~ ¢"(1). Pouzitim zpétného rozvoje p(0) = (1)—¢'(1)+¢"(1)/2,
kde 0 < A <1, mizeme psat ¢"(A) = 2(¢(0) — (1) + ¢'(1)), takze po dosazeni

d'Byd = ¢"(\) ~ (1) do (VM3) dostaneme dTy/p = d?Byd = 2(p(0) —
o(1)+¢'(1)), coz dava

dTy
20F = Fy +dTgy)

p:

Tuto hodnotu pouzivame pouze tehdy, jestlize 0.01 < p < 100, v opacném
piipadé pokladame p = 1.

3. Skélovéni (parametr ). Jelikoz podle (VM3) mé platit Byd = y/p, je vyhodné
volit parametr v tak, aby Bd/~ bylo co nejblize k y/p. Tedy napiiklad

d'Bdjy=d"y[p=~/p=c[b

nebo

y'd/y=y"By/p=v/p=bla

Dalsl moznost je geometricky stred v/p = (c/a)%. Tedy k danému p najdeme
v = pe/b nebo v = pb/a nebo v = p(c/a)%. Pokud pro takto ziskanou hodnotu
neplati 0.5 <y < 4.0 pokladame ~ = 1.

Algoritmus 3 (VM) Data ey = 107%, g, = 0.9, £ > 0, p = 0.01, p = 100, v = 0.5,

5= 4.

Krok 1 Zvolime pocatecni odhad x; € R™ vypocteme Fy = F(x1), ¢1 = g(x1),
zvolime poc¢ateéni SPD matici Hy (obvykle Hy = I) a polozime ¢ = 1.

Krok 2 Pokud || ¢; ||< & ukonéime vypocet. V opac¢ném piipadé polozime s, =
—H,g; a urcime délku kroku «; pouzitim algoritmu 1. Polozime z;4, =
x; + a;8; a vypocteme Fiyg = F(2i11), gig1 = g(xig1)-
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Krok 3 Polozime d; = x;41 — z; a y; = ¢;41 — ¢;- Urcéime parametr p; podle 2.
Jestlize p; < p nebo p; > p polozime p; = 1. Ur¢ime parametr v; podle 3.
Jestlize i > 1 a soucasné v; < v nebo ~; > 7, polozime ~; = 1. Zvolime
n; = 1 (metoda BFGS). Uréime matici Hiyy podle (H), zvétsime i 0 1 a
pirejdeme na krok 2.

Numerické vysledky: 14 testovacich funkel

Metoda | n | NIT | NFV | Cas
CG [20] 939 1976 | 2.36
40 | 1460 | 3014 | 7.58
80 | 2696 | 5383 | 33.12
VM [20] 806 | 1029 | 2.31
40 | 1140 | 1484 | 8.56
80 | 1608 | 2013 | 35.48
MN [20] 237 290 1.54
40 | 276 | 366 | 7.04
80 | 347 | 462 | 47.08

MN - Modifikovana Newtonova metoda (algoritmus jako VM ale s B; = (;), pouziva
se nemonotonni vybér délky kroku.

3. Metody s lokdalné omezenym krokem

3.1. Zéakladni vlastnosti metod s lokdlné omezenym krokem

P#i vykladu metod s lokdlné omezenym krokem budeme pouzivat oznaceni

1
Qi(s) = g;‘FS + §5TB¢3

pro kvadratickou funkci, kterd lokalné aproximuje funkci F'(z; + s) a oznaceni

wi(s) =|| Bis+gi || / || g |
pro piesnost urceni smérového vektoru. Dale budeme pouzivat oznaceni
Fz; +s) — F(x)

Qi(s)
pro podil skutecného a predpovédéného poklesu funkce F': R* — R.

pi(s) =

Definice 22 Rekneme, ze zakladni minimaliza¢ni metoda z;1; = x; + ays;,, ¢ € N,
je metodou s lokalné omezenym krokem, jestlize smérové vektory s; € R", 1 € N, se
urcuji tak, ze
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[ s: 1< A (Tla)

—Qi(si) 2 a [l gi | min(|l si [, [Lgi |l /] Bi ll) (Tlc)
kde 0 <o <1,a0<w<1 akde délky kroku «; > 0, 2 € N, se vybiraji tak, ze

pi(8)) <0=a; =0 (T2a)

pZ(SZ) >0=>q; =1 (TQb)
Piitom posloupnost A; > 0, 2 € N, se konstruuje tak, ze

pilsi) <p= Bl sill< A < Bl s | (T3a)

pi(si) = p = Ay < Ajypy <FHA, (T3b)
kde0<f<fB<l<yal<p<l

Poznamka 30 Jestlize o = 0 nebo w > 0 dostaneme presné nebo nepresné metody s
lokalné omezenym krokem.

Poznamka 31 Normy v (T1) a (T3) mohou byt i jiné nez euklidovské. Neékteré
podminky mohou byt oslabeny.

Poznamka 32 Ozna¢me Ny C N mnozinu indexu takovych, ze plati (T1b), Ny C N
mnozinu indexu takovych, ze plati (T2b) a N3 C N mnozinu indexu takovych, Ze plati

(T3b).

Lemma 30 Aplikujeme-li metodu s lokdlné omezenym krokem (T1)-(T3) na funkci
F: R" — R, kterd spliuje podminku (F3), existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze

| si [|= cmi/M; (+)
kde

m; = i | g; |

M; = max || B ||

1<5<

Dukaz (a) Necht ¢ € N;. Pak podle (T1b) plati
[l Bisi || = 1l g Il | < Bisi + gi ||= wilsi) | gi |[< @] s |]
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takze bud || Bis; |>|| ¢ || nebo | Bisi [[<|l gi || a || Bisi = (1 =) || ¢ |l
Spojenim téchto nerovnosti dostaneme || B; ||| s; ||>]| Bisi [|> (1 =) || ¢: ||, coz dava
5t 2 (1 — @pmi/ Al
(b) Nechtf ¢ € N3. Pak podle definice mnoziny N3 a funkce @;(s) plati
T L 7 T 1 2

B+ si) = Pl2i) 2 pQi(si) = p | 9; si + 5si Bisi ) 2 p{ gisi =5 || Bi ||l sl

7 druhé strany (véta o sttedni hodnoté) dostaneme
1—
Flaits) = Fe) < glsit 5G| s |

coz dohromady dava

(Gl Bl Nl si 1= (p— Vi s

[N

z (Tlc) dostaneme

. 1
= || g |l min(ll s [l g [/ 11 Bi [l) 2 Qisi) = g si = 5 | B[l s |1

coz spolu s predchozi nerovnosti dava

_ 1
(GHpll BT s:ll* = (p=Dgisi = 5= I Billllsi |I” =
— alp=1) [l gs [[ min(lf si [l [ g || / | B: |])

[N

neboli

1, — )
(G Bi ) s 12> a(1 = p) Il g || min(|| s; Il gi | / 1] Bi ll)
takze bud' || s; [|>]| ¢: || / || Bi ||= mi/M; nebo

1 —
§(GMZ/ | By || +M;) || i ||[= (1 —p) || g |

coz davé || s; > [2a(1 — p) || B || /(G || B |)]mi/M;
(c) Necht : = 1. Pokud || ¢1 ||= 0, plati ziejmeé || sy ||[>]] g1 || / || B1 ||[= ma/My.
Pokud || ¢1 ||# 0 muZeme psat

[sa [l Byl [ 9 |l
lall 1B
takze || s [[= (| s [l Bull /Nl g1 [)ma /My
(d) Necht ¢ ¢ Ny, i € Ny ai # 1. Nechf k < i je index pro ktery neplati soucasné
k& Ni, k€ N3 ak #1. Pak podle (T3) a (Tla) plati

s ll=
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|'si [ Ai 2 Apya = min(Ag, B[] sg |[) = min(|| s ||, 8 | sk 1) = 8| s |l
takze podle (a)-(c) plati

| s[> B se [|[= emi/M;
kde

20(1 —p) || Bu || || s1]l]l Ba H)

= ‘ 1__7 — )
< émm<( 2 B Lol

Véta 31 Nechtx; € R, 1 € N je posloupnost generovana metodou s lokalné omezenym
krokem takovd, ze || B; ||< B, Vi € N. Necht funkce F' : R* — R spliuje podminky
(F1) a (F3). Pak plati

limint | g; = 0

Dukaz Predpokladejme, Ze existuje ¢islo ¢ > 0 tak, ze || ¢; ||[> & Vi € N. Pak podle
lemmatu 30 plati

ce
PYEE-

Piedpokladejme nejprve, Ze mnozina N3 je nekonecna. Protoze N3 C N,, muZeme
psat
Fi— Fiyn = F(xg) = Fai 4 s) > —pQi(s;) > poe min (H sl %) > poe’c/B

Vi € N3, takze

Fy = F > lim(F) = Fi) = ) (Fr=Fa) 2 ) (B = Fipa) 2 ) poee/B = oo
=1 1EN; 1EN3

coz je spor. Piedpokladejme nyni, Ze mnozina N3 neni nekonec¢na. Pak podle (T3a)
plati A; — 0 coz spolu s (Tla) dava || s; ||[— 0. To je ale ve sporu s predpokladem zZe

I'si 1= ce/B.

Poznamka 33 Podminku || B; ||< B, i € N, mizeme nahradit znac¢né slabsi pod-
minkou




Metody s lokalné omezenym krokem se pouzivaji hlavné ve spojeni s Newtonovou nebo
Gaussovou-Newtonovou metodou, kde podminka || B; ||< B, 1 € N, byva splnéna
(vyplyva z predpokladu || G; ||< G).

Véta 32 (superlinearni konvergence). Necht x; € R", i € N, je posloupnost gen-
erovana metodou s lokalné omezenym krokem takova, ze x; — a*. Nechf funkce

F: R" — R spliuje podminky (F3) a (F4). Necht

lim w;(s;) =0 (A)
a
Jim L& o li”‘” [ (B)
1—00 S;

Pak posloupnost z;, ¢ € N, konverguje (J-superlinearné k bodu z* € R".
Dukaz (a) Naprosto stejnym zpusobem jako v dikazu véty 13 se ukdze, Ze existuje
index k; € N takovy, ze
lgi /G <Il silI<llg: Il /&
Vi > ky pokud G < A(G¥) a G > X\(G¥).

(b) Ukdzeme, ze existuje index ko > k takovy, ze

—Qi(si) > G | si |

Vi > ko pokud G < A(G*). Oznacime-li tak jako v dukazu véty 13 u; = (B;s; + ¢:)/
| gi || av; = (G* — Bi)si/ || s ||, miazeme psit

(NN

1 1
—Qi(si) = —S'TQi - 53?32'82' = —Sfui H gi H ‘|‘§3?B¢8¢ =

1 1
= —slui || gi || +=s] G™s; — 55?% | si ][>
1 y —
> §(A(G )= 2G [ ug || = [ vi ) I s 1P

Jelikoz || u; ||— 0, || vi ||— 0 a G < A(G™), existuje index ky > ky tak, ze —Qi(s;) >
(1/2)G | s |1 ¥i > by

(c) Ukazeme, ze existuje index ks > ko tak, ze ¢ € N3 Vi > k3. Podle véty o stiedni
hodnoté plati

1 1
F(zi4si) — F(z:) = s g + §S?G*Si + 36 | si ||?

kde ¢; — 0 nebof #; — 2* a s; — 0 (podle (a)). 7 definice funkce @Q);(s;) dostaneme
sTgi = Qi(s;) — sT B;s; /2, takze
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oy Pt s) =) | 1sT(G7 = Bi)sitei || si ||
i) Qo) s Q)

Podle (b) vsak plati

st (G = Bi)sit+ei | sill?] _ (lvi ll +leil) I'si |17
Qi(si) T GlsillP /2
nebof || v; ||[— 0 a |g;] — 0. Plati tedy p;(s;) — 1 a jelikoz p < 1, existuje index
ks > ko takovy, ze pi(s;) > p Vi > ks. B
(d) Ukézeme, 7e existuje index k > ks takovy, ze 1 € Ny Vi > k. Podle véty o stiednf
hodnoté plati (pro ¢ € Ny C Ns)

— 0

giv1 =g(xi+8) =g+ Gs;+ e || si |

kde || &; ||— 0 nebof x; — a* a || s; ||— 0. Ozna¢me

- | giv1 — gi — Bisi ||
| s |l

Pak podle piedchozi dvahy plati A; <|| v; || + || & ||—= 0. Jelikoz zaroven w; — 0
existuje index k4 > ks takovy, ze \; < G/2 a w; < (Q/@)/Z Vi > ky. Jestlize ¢ € Ny
Vi > ky pak || s ||> A Vi > ky a jelikoz ¢ € N3 Vi > ky, dostaneme || s; ||[> Ay,
Vi > k4, coz je spor s tim, ze || s; ||[— 0. Existuje tedy index k > ky takovy, ze k € Nj.
Predpokladejme, ze ¢ € Ny pro néjaky index ¢ > k (plati to jisté pro ¢ = k). Pak
muzeme psat

1 1
| siy1 || < e | giv1 || @(H gir1 — gi — Bisi || + || Bisi + 9. ||) <

1 — 1 1
< GG sl (G+5) lssli=l ]
Jelikoz ¢ € N3 podle (¢), plati A;pq > Ay, coz dava || sipr [|<]| si ||< Ai < Ajpq, takze
1+ 1 € Ny. Indukei dostaneme 1 € Ny Vi > k.
(e) Superlinearni konvergence. Plati

[ g | Nl girr = gi = Bisi || + || Bisi + gi ||

< <N /G + w
g |l | gi |l
coz spolu s \; — 0 a w; — 0 dava
i1 — " a ;
fim I2 =l G gl
imoo @i —ar || T Gz [ g
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3.2. Metody s optimalnim lokdlné omezenym krokem

Definice 23 Metody s optimalnim lokalné omezenym krokem pouzivaji smérové vek-
tory s; € R", v € N, takové, ze

5= arg min Qi(s) (T1)

Véta 33 Smérovy vektor uréeny podle (T1) vyhovuje podminkdm (T1) s @ = 0 a
oa=1/2.

Dikaz Podminka (T1a) je ptimo soucasti podminky (T1).
(a) Predpokladejme, 7e s; € R" je tedenim tlohy (T1), pficemz || s; [|[< A;. Pak nutné
Qi(s) je konvexni funkce a B;s; + ¢; = 0, takze w;(s;) =0 a

1 1
—Qi(si) = g{ B 92—5923 92—5923 gz_—Hgi 1 /1l Bi ||
(b) Necht || s; ||= A;. Polozme
_ ging' '

a predpokladejme, ze || s ||[< A; a g, BgZ > 0. Pak plati

_Qus) = 9i9)®  Lleloilel B Llg/gi)
Z 9! Bigi 2 (9! Big:)? 2 g'TBigz

Podle (T1) musi byt Q;(s;) < Q;(s) takze nutné

1 2
— || g B;

Qils) 2 Qi) 2 5 e I /1 B |

(c) Necht || s; ||= A; a bud || s |> A; nebo gl Big; < 0, kde s € R" je vektor
definovany v (b). Jestlize || s ||> A, pak || ¢; ||° /¢ Big: > A; neboli

9i Bigi <|| gi I’ /A

Stejnd nerovnost plati pro ¢! B;g; < 0 Polozme || 5 ||= —(A;/ || ¢ ||)g: takze || 5 ||< A,.
Pak plati
. 1 A? 1 1

Podle (T1) musi byt Q;(s;) < Q:(3) takze nutné

1
~Qi(s) 2 —Qi(3) 2 5l gi I s |

45



3.3. Vypocet optimalniho lokalné omezeného kroku

Véta 34 Vektor s; € R™ je iesenim tlohy (T1) pravé tehdy, jestlize || s; ||< A; a
jestlize existuje ¢islo A; > 0 takové, ze matice B; + A\; I je pozitivné semidefinitni a

platf (BZ + )\21)52 + g; = 0 a (H Sy H —Az))\z =0.

Dukaz Dokazeme nejprve nutnost. Jestlize || s; |[< A;, pak nutné B;s; + ¢; = 0 a
(|| si || —=A;) # 0 afunkece Q;(s;) je konvexni, takze matice B; je pozitivné semidefinitni.
Jsou tedy splnény dokazované podminky s A; = 0. Jestlize || s; ||= A; musi byt splnény
Kuhnovy-Tuckerovy podminky (B; + A\ I)s; +¢; =0 a (]| s; || =Ai)A; = 0 kde A; > 0.
7Zbyva dokazat pozitivni semidefinitnost matice B; + A\;I. Pro libovolny vektor s € R"
takovy, ze || s ||[= A; plati

1 1
Qi(s) — Qi(si) = (s—s)lgi+ 5" Bis— =s] Bis; =

2 2"
1 1
= (Si — S)T(BZ' + )\21)52 + §STBZ'S — §SZTBZSZ =
1 1
= 5(52 — S)T(BZ' + X)) (s —s)+ 5)\2'(3?32' — STS) =
1
= lsi- )T (B 4+ XI)(si —5) >0

takze matice B; + A; I musi byt pozitivné semidefinitni. Nyni dokdZzeme postacitelnost.
Jestlize || s; ||[< A, je funkce Q;(s;) konvexni (matice B; + A; [ je pro A; = 0 pozi-
tivné semidefinitni) , takZze nutné podminky jsou zaroven postac¢ujicimi podminkami.
Jestlize || s; ||= A, pak dokazované podminky implikuji (tak jako diive), ze

1 1
Qi(s) = Qi(si)) = (s—si) gi+ 55" Bis — 58?32'82' =

2
1 1
= 5(52 — S)T(BZ' + X)) (s —s)+ 5)\2'(3?32' — STS) >
1

Y

5(52' — )T (Bi + M\l (s;—s) >0

pro viechny vektory s € R" takové, ze || s ||<|| si ||= As.
Algoritmus Data 0 < § < 1 < § (obvykle § =09 a ¢ =1.1).
Krok 1 Uréime v jako maximalni diagonalni prvek matice —B. Polozime A = 0 a

A=|lgl|l /A+]| B|. Polozime A = max(y,A).

Krok 2 Polozime A = max(l, A). Jestlize A < ¥ polozime A = v/, \.

Y

Krok 3 Je-li matice B + Al SPD, uréime rozklad RTR = B + M a ptejdeme na
krok 4. V opacném piipadé uréime vektor v € R™ takovy, ze || v ||= 1 a

vT(B 4+ Al)v < 0, polozime Y= vT(B + Al)v a piejdeme na krok 2.
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Krok 4 Uréime vektor s € R™ feSenim rovnice RT Rs + g = 0. Jestlize || s ||> EA,
polozime A = A a piejdeme na krok 6. Jestlize A <|| s ||< §A ukonéime
vypocet. Jestlize || s [[< éA a A = 0 ukoné¢ime vypocet. Jestlize || s ||< 6A
a A #£ 0 polozime A = \ a piejdeme na krok 5.

Krok 5 Urcéime vektor v € R" tak, aby tento vektor byl dobrou aproximaci vlastniho
vektoru matice B piislusného vlastnimu ¢islu A(B) a aby platilo || v [|= 1
a vls > 0. Uréime éislo a > 0 tak, aby platilo || s + av ||= A. Jestlize
a? || Ru []P< (1 — éZ)(H Rs ||* +)A?), polozime s := s + av a ukoné¢ime
vypocet. V opacném piipadé polozime v = A— || Rv ||* a piejdeme na
krok 6.

Krok 6 Uréime vektor v € R" fesenim rovnice RTv = s a polozime

s 1” (H s |l —A>
A=A+
o2 A
Pokud A < A polozime A = A. Pokud A > X polozime A = A. Pfejdeme na
krok 2

3.4. Nepresné metody s lokdlné omezenym krokem

K urceni lokalné omezeného kroku muzeme velmi efektivné pouzit metodu sdruzenych
gradientu aplikovanou na minimalizaci kvadratické funkce

1
Q(s)=g"s + §STBS

(vynechavdame index ¢). Metoda sdruzenych gradientu pouziva rekurentni vztahy

51=0, g1=9 p=-9g

a
= Bpi, o =gl /p]a (CG)
Sit1 = Si T aip;
giv1 = gi + aiqi,  Bi =l gipa |/ I g: |I”
piv1 = —Gir1 + Bipi
prol <:<n.

Poznamka 34 Plati ¢; = Bs; + ¢.

Poznamka 35 Hodnota o; =|| ¢; ||* /pl ¢ realizuje presny vybér délky kroku, nebot
plati

pigiv =0l g+ awiai =~ g 1P+l gi I” /pi 90)pi i = 0
Pouzili jsme indukéni krok

plgi=—1g: > +Bicipigi = — || ¢ |I°
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Véta 35 Aplikujeme-li metodu sdruzenych gradientu na kvadratickou funkei Q(s) a
plati-li pf Bp; > 0 pro 1 < ¢ < m, pak

Qi) < —5lglP/II B
Qi) < Qls)

sl >l sl
prol << m.
Duakaz 7 dukazu véty 15 plyne, ze

plBp; =0 Vi<j<i<m

9lgi=0 Vi<j<i<m+1

plgi=0 VI<j<i<m+l
pouzijeme-li (CG) dostaneme

Qsiv1) = g"(si+aipi) + %(Si +aipi) " B(si + aipi) =
= Q(si) + cug” pi + cus! Bpi + loé?p?Bpi =

1
= Q(si) + cigl pi + —aip! Bp; =

= Q(si) — g |I* l” gi |I* _
B ' "Bp;  2p'Bp:
pz pl pz pl
L g |I*
= i) — = < i
Déle plati
| siv1 I7 = (s 4 aip) (si + awpi) =\ s ||> +af || pi || +20us] pi =
i1
= s 1P +a? | pi P +20 > ajpfpi =
7=1
S
= H 5 H2 +a22 H b H2 —I—QOQZO(]‘ H gjl H2 H gi H2>H 5 H
j=1 I

nebot

pipi = pl(=gi+ Bicapic1) = Bicap) pio1 =
1—1
= (H ﬁk) o 1P= (g 1P/ g 1) 11w P
pay
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Protoze ,
| g1 ||

P =
pi Bpi g'Bg

S = 51+

plati podle ¢asti (b) dukazu véty 33

—Q(s2) =2 5 lgl” /B

[N

o spolu s Q(siz1) < Q(s:) pro 1 < < m ddvé Q(sier) < —(1/2) || g |2 / 1| B ||
Poznamka 36 Jestlize p! Bp; < 0 pak

1
Q(si + cipi) = Q(si) + aig! pi + s aip! Bpi < Q(si) — ai || g ||*< Q(ss)

pro libovolnou hodnotu «a; > 0. Jestlize || s; [|[< A a p! Bp; < 0, uréime ¢islo a; > 0
tak, aby platilo || s; + a;p; ||[= A a polozime s = s; + a;p;. Podle véty 35 plati
Q(s) < —(1/2) |l g II* /|| B || pro i > 2. Podle ¢asti (c) diikazu véty 33 to plati i pro
= 1.

Poznamka 37 Cislo a; > 0, pro které plati || s; + a;p; ||= Ay, uréujeme podle vzorce

0 = —pl s+ (o) + 22— | s, |

Poznamka 38 Metoda sdruzenych gradientu generuje cestu v piistupné oblasti, to
znamena kiivku s(t) € R" takovou, ze

d || s(t) |
i

dQ(s(1))
i

Algoritmus 5 Data0 <w <1, 0 <A, m>n
Krok 1 Polozime s =0, r = —g, o =|| r HQ,p =rak=1.

Krok 2 Polozime p = o, vypoéteme vektor ¢ = Bp a ¢islo 7 = pTq. Jestlize 7 < 0,
uréime ¢&islo oo > 0 tak, aby platilo || s + ap ||[= A, polozime s := s+ ap a
ukonéime vypocet

Krok 3 Polozime a = p/7. Jestlize || s + ap ||> A, uréime &islo a > 0 tak, aby
platilo || s + ap ||= A, polozime s := s 4+ ap a ukonéime vypocet

Krok 4 Polozime s :=s+ap, r:=r —aq a o =| r > Jestlize 0 < w? || ¢ ||* nebo
k > m, ukoné¢ime vypocet

Krok 5 Polozime 3 =0o/p, p:=r+ Bp, k:= k+ 1 a piejdeme na krok 2
(Obvykle volime m = n + 3).
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3.5. Vyuziti sméru nejvétsiho spadu (metody psi nohy)

Véta 36 Nechf jsou splnény piedpoklady véty 35 pro m > 1, pficemz || spq1 [|[< A a
Bsyui1+ g #0. Necht s, € R" je vektor takovy, ze Bs, + ¢ = 0. Pak plati

dQ(smy1 + a8, — Smy1))
da

= (1 - O‘)(Sn - 5m+1)Tgm+1

Dukaz Jelikoz

Q(Smt1 + (sn = 5m41)) = 9" (Smg1 + 50 — Spp1)) +
1

‘|’§(5m—|—1 —I' 05(571 - Sm—l—l))TB(Sm—I—l —I' 05(571 - Sm—l—l))

plati

Sp — Sm—l—l)Tg —I' (Sn - Sm—l—l)TB(Sm—I—l —I' 05(571 - Sm—l—l)) =
Sp — Sm—l—l)TB(Sm—I—l — Sy + 05(571 - Sm—l—l)) =
)($n = Smt1) T B(smgr — $0) =
1= a)(sn = Smt1) (BSmir +9) =
)

T
Sp — Sm—l—l) gm—l—l

Algoritmus 6 Data 0 < A, m <n
Krok 1 Jako v algoritmu 5.
Krok 2 Jako v algoritmu 5.
Krok 3 Jako v algoritmu 5.

Krok 4 Polozime s := s+ ap, r :== 1 —aq a o =|| r ||?. Jestlize k < m polozime
B=a/p,p:=r+p0p, k:=k+1 aprejdeme na krok 2.

Krok 5 Resime soustavu rovnic Bs* + g = 0. Pokud (s* — S)TT > 0, ur¢ime cislo
a > 0 tak, aby platilo || s + a(s* — s) ||= A. Jestlize a > 1 polozime
s := s* a ukoné¢ime vypocet. Jestlize & < 1 polozime s := s + a(s* — s)
a ukonéime vypocet. Pokud (s* — s)Tr < 0, uréime éislo a > 0 tak, aby
platilo || s—a(s*—s) ||[= A, polozime s := s —a(s*—s) a ukon¢ime vypocet.

(Obvykle volime m < 3. Pro m = 1 dostaneme jednoduchou metodu psi nohy).
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3.6. Maticové rozklady (indefinitni matice B)
1) Gillav-Murrayuav rozklad:
Gilluv-Murrayuv rozklad ma tvar

R'R=B+FE

kde R je regularni horni trojtihelnikova matice a I je pozitivné semidefinitni diagonalni
matice (muze byt £ = 0). Na zac¢atku elimina¢niho kroku mame matici

Riqio1, Ricii BRicin—

i—1 i—1

*, B, an—z
1—1

*, *, Bn—i,n—i

Eliminaé¢ni krok (6-malé, 5 > /|| B ||):

.= pt-b
¥ gg“mﬂD

2 (i—1) ’7'2 2
p; = max <|Bn ) 6—2275 >
Ry = p;

Rin_i = B(i_l)/Rn’

i,n—1

BW. = pU Rl Ri..

n—t,n—z n—i,n—1 T,n—1

Ey=p? = B{™ = p? + R RY,  — By
Véta 37 Nechf RTR = B + F je Gillav-Murrayiv rozklad s § = 0 a 8 > /|| B|.
Necht

_ . i—1
B,’jkl = min B»(»Z )
1<i<n

anechf v € R" je vektor urceny fesenim rovnice Rv = ey, (e ke k-ty sloupec jednotkové
matice). Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, plati

k-1
B Y

I

v By = <0
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Dikaz 7 rovnice Rv = ¢, plyne, ze vy = 1/pg. Plati tedy

v’ By = vT(B + FE)v — v Ev < oTRTRv — vl By, =
pi— Ew BV

T 2
= € ek—Ekk/p = =
’ ’ Pi Pi

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, musi existovat index 1 < ¢ < n tak, Ze
E; # 0, neboli p? # BZ»(Z_I). Mohou nastat dva pifpady. Bud p? = |BZ»(Z_1)| + BZ»(Z_I),
takze BZ»(Z_I) < 0 a tedy 1 B,g],z_l) < 0, nebo p? = 42/3?. Ve druhém pifpadé musi

existovat index ¢ < j < n tak, ze v, = |BZ»(;_1)|, takze

B .
pi i/ B
coz dava
B{™ =p?~ By =By~ RiuiRl,_ < By~ <|B| | B|=0
2) Bunchuv-Parlettuv rozklad:
Bunchuv-Parlettuv rozklad ma tvar
Lot = pppPt
kde
1, 0, ..., 0 Dy, 0, ..., 0
I — L?lv ]‘7 ""7 0 : D= 97 D‘227 ""7 0
Ly, Loy oo, 1 0, 0, ..., D,

Tedy L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkovymi bloky na diagonale a D je blokoveé
diagonalni matice (bloky maji rozmér 1 x 1 nebo 2x2). Na zac¢atku elimina¢niho kroku
mame matici

D117 L127 ooy Ll,i—17 Ll,m—i-l—l
*, Do, ..., L2,i—17 L2,m—i—|—1
*, *, ooy Dicqica, Licq i
*, *, ..., *, BG-1)
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Eliminaéni krok ma tvar:

B = max | B
1)
Vi —-f%%Xngm |
o = ﬂl/%
Jestlize a; > (\/ 17+ 1) /8 volime v ¢-tém kroku blok 1 x 1, jinak volime blok 2 x 2. Je

tieba provadét permutace (pivotovy blok s indexy k a [ se pfenese do levého horniho
rohu matice BU~Y).Pak se provede transformace

1—1 [X3) 1,Mm—1

Y

kde

B =gy T Bt

i,m—1 L,m—1""1,m

Véta 38 Nechf LDLT = PBPT je Bunchiv-Parlettiiv rozklad. Nechf u; = 0, pokud
A(Dy) > 0, a u; je normalizovany vlastni vektor piislusny A(B;;), pokud A(B“) < 0.
Necht LT Pv = u, kde v = [uy,...,u,]. Neni-li matice B pozitivné semidefinitni,
plati

v By = Z A Dii)

A(D4)<0
Ditkaz 7 rovnice LT Pv = u dostaneme
v’ B =o' PTLDLY Pv =u"Du = Z ul Djju; = Z A Dii)

=1 AMDii)<0

Neni-li matice B pozitivné semidefinitni, existuje alespon jeden blok Dy, matice D,
ktery neni pozitivné semidefinitni, takze A(Dyi) < 0. Plati tedy

v By = Z AMDii) < MDyr) <0

u <0

33



3.7. Newtonova metoda

Newtonova metoda pouziva matici B; = G(z;), takze z (F3) plyne || B; ||< G a
Newtonova metoda realizovand jako metoda s lokalné omezenym krokem je globalné
konvergentni pokud funkce F' : R" — R spliiuje podminky (F1) a (F3). Nejpouzi-
vanéjsi realizace Newtonovy metody:

1. Nepiesna Newtonova metoda (w;(s;) > 0). Jestlize plati (F4) a w;(s;) — 0,
je tato metoda ()-superlinedrné konvergentni (soustava B;s; + ¢; = 0 se fesdi
nepiesné metodou sdruzenych gradientti = méné nez O(n®) operaci na iteraci,
coz je vyhodné pro rozsahlé dlohy).

2. Newtonova metoda s optimalnim lokalné omezenym krokem. Pro tuto metodu
plati velmi silna tvrzeni.

Tvrzeni 39 Nechf jsou splnény piedpoklady (F1)-(F3). Necht x;, ¢ € N je posloupnost
ur¢ena Newtonovou metodou s optimalnim lokalné omezenym krokem. Pak existuje
hromadny bod z* € R" posloupnosti x;, ¢ € N takovy, ze g(z*) =0 a G(z*) > 0.

Tvrzeni 40 Nechf jsou splnény predpoklady tvrzeni 39, pficemz bod * € R™ vyhovuje
postacujicim podminkdm pro extrém (g(2*) = 0 a G(z*) > 0). Pak * € R" je jedinym
hromadnym bodem posloupnosti x;, ¢ € N, a posloupnost z;, + € N, konverguje (-
superlinearné k bodu z* € R".

Numerické porovnani: 15 testovacich problému (20 proménnych)

Metoda IT - IF - 1G selhani | cas
S - (GM) 312 - 508 - 508 1 7.63
S - (BP) 342 - 488 - 488 1 16.03
T - optim. (GM) | 281 - 321 - 296 - 41.61
T - psin. (BP) |292-325- 307 - 10.38
(S = metoda spadovych sméra, T = metoda s lokalné omezenym krokem, GM =

Gillav-Murrayuv rozklad, BP = Bunchuv-Parlettav rozklad)

3.8. Gaussova-Newtonova metoda pro soucet étverct

Necht
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Pak plati

g(@) = J" (@) f(x) = Y fulx)gi(z)
k=1
Ga) = I (@) (2) + C(e) = Y gi(@)gi (2) + Y ful2)G (2)
k=1 k=1
V Gaussové-Newtonové metodé zanedbavame ¢len C(x;), takze
Bi=JlJ; = ng(%)gg(%)
k=1

Zdtvodnéni:

1. Ulohy s nulov{m reziduem (F(x*)=0). Z 2; — «* plyne F(2;) — F(2*)=0a
tedy fr(z;) — 0 V1 <k <m. Jestlize || Gr(x) ||< G, pak i

I CGa) 1= filwi)Grlaa) 1< G | ful@i)| =0
k=1 k=1
a tedy || G(a;) — B; ||=]| C(x;) ||— 0 z ¢ehoz plyne Q-superlinearni konvergence.

2. Linearizace

Fla;+s) = %fT(l'i +8)f(z; 4 s) ~ %(f(l'i) + J(z)s) (f(z) + J(2:)s) =

= %fT(xi)f(l'i) + () I (2i)s + %STJT(J}Z')J(J}Z')S

takze

1
Flai+s) — F(x) = g"(xi)s + §8TB¢S

coz je lokalni kvadratické aproximace s matici B; = JI.J;.

Podminky kladené na funkci F': R* — R. Podminka (F1) je splnéna vzdy, nebot
F(z)>0VYx € R". Podminku (F3) nahradime podminkou

| Gr(a) <G (13)
Vo € R*, V1 <k <m. 7 (F2) a (F3) plyne omezenost gradienti i funkénich hodnot

lgx(2) [[<7

)



|fe() < F
Vo € L(F(x1)), VI <k <m, atudizi (F3).

Véta 41 Necht jsou splnény podminky (F2) a (F3). Pak Gaussova-Newtonova metoda
realizovana jako metoda s lokalné omezenym krokem je globalné konvergentni. Jestlize
navic F(x;) — 0 a w;(s;) — 0 je rychlost konvergence @)-superlinearni.

Ditkaz 7 (F'2) a (F3) plyne || Gi(z) | G, || gi(2) |£ G, [ful2)] < [ Vo € R,
V1 < k < m. Plati tedy jednak

I G(a H<Zugk H2+Z|fk ) || Ge(x) ||< mg® +m[C

(podminka (F3)) a jednak

1 B: =11 gr(w)g H<ZH (i) |[*< mg®
k=1

takze podle véty 31 je metoda globalné konvergentni. Jak jiz bylo ukazano z F'(x;) — 0
plyne B; — G(x;), neboli

| (B: — Gi)si ||

I[si |

§H B, — G; H—> 0

coz spolu s w;(s;) — 0 implikuje Q-superlinearni konvergenci (véta 32).
Urceni smérového vektoru:

1. Normalni soustava rovnic. Rovnice B;s; + ¢; = 0 ma tvar

T T
JiJisi+ 7 fi =0
2. Reseni linearizované tlohy ve smyslu nejmensich ¢tvercu

Jisi+ fi=0
Pouziva se Q R-rozklad J; = Q; R; kde QTQ; = I, takze

QF Jisi = Ris; = QL f;

R; - horni trojtihelnikova matice. () R-rozklad je stabilni a je mozné urcit pseu-
dohodnost matice J; a nasledné snizit dimenzi soustavy. Pii realizaci s lokalné
omezenym krokem muzeme soustavu
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(JIJ:+XDs+JEfi =0

nahradit linearizovanou ilohou

Ji fil
][5 ]
3. Systémové rovnice. Oznacme r; = —(J;s; + fi). Smérovy vektor hledame tak,
aby platilo J;r; = 0. To dohromady dava

I J; T fi|
ERIIMNE
coz je soustava m + n rovnic se symetrickou indefinitni matici. Je to vhodné pro
fidké dlohy nebo pro vazené ulohy. Jestlize
L o7
F() = S @)W ft)

kde W je vahova matice, pak normalni soustava ma tvar

JIW Jisi + JTW =0

a oznacime-li r; = —W(.J;s; + f;), dostaneme

L]

takze nékteré vahy mohou byt i nekone¢né (dlohy s omezenimi).

3.9. Hybridni metody

Gaussova-Newtonova metoda je velmi efektivni pro tlohy s nulovymi rezidui, muze
vsak selhavat v pripadé uloh s velkymi rezidui. Proto se nabizi tato strategie:

F;, — F* = 0 = Gaussova-Newtonova metoda

F; — F* > 0 = Metoda BFGS (s proménnou metrikou)

Lemma 42 Necht F; — F* = 0 ()-superlinearné. Pak

Y AR O XN
llm ——

=1

Necht F; — F* > 0. Pak
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Y AR O XN
llm ——

=0

Dikaz Jestlize F; — F* = 0 ()-superlinearné, pak plati

b, — F; . Fyg—
fim == i e =10
Jestlize F; — F* > 0 pak
.= 1 L.
fim S = g = ) =0

Hybridni metoda: Necht B; = JIJ;. Jestlize: > 1 a (F; — Fiyq)/F; > no, polozime

B = JZ£1J¢+1
Jestlize ¢ > 1 a (F; — Fip1)/F; < no, polozime
vyl Bidi(Bid;)"

kde y; = ¢i41 — gi a d; = 2,41 — ;. Obvykle 9 = 0.01 pro metody spadovych sméru a
no = 0.0001 pro metody s lokalné omezenym krokem.

By = B; +

Numerické porovnani: 30 testovacich problému (2-12 proménnych)

Metoda IT-1F - IG selhdni | ¢as
S - GN 1917 - 2974 - 2974 3 9.67
S-VM 1543 - 3256 - 3256 2 5.71

S - GN+VM | 635 - 1037 - 1037 - 4.12
T - GN 605 - 748 - 634 - 2.64
T-VM 2155 - 2542 - 2183 2 7.58

T - GN+VM | 536 - 664 - 565 - 2.58

4. Metody pro rozsahlé ridké ulohy

Rozsahlé ilohy nemuzeme Fesit metodami, které vyzaduji uchovavani velkych hus-
tych matic (N, VM). Nejcastéji se pro tento ucel pouzivaji nékteré specialni metody:

1. Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti.

2. Diferencni verze nepiesné Newtonovy metody.
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3. Metody pro iidké dlohy (N, VM)

4. Metody pro separovatelné dlohy (N, VM)

4.1. Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti

Metody s proménnou metrikou s omezenou paméti jsou zalozeny na pouziti omezeného
poctu kroku metody BFGS.
Lemma 43 Aktualizace ziskana metodou BFGS se da zapsat ve tvaru
Hy =AVTHV + %ddT
kde

1
=1 — —yd’
vV by

piicemzy =gy —¢g, d =24 —xaa=y Hy, b=y d.
Dtikaz Roznasobenim dokazovaného vztahu dostaneme
iy o= (= Ly 4 amy)™y + Claa 4 £ aar

=7 b bb ~ b

Tentyz vysledek ziskame tpravou vztahu
1 1 1 T
H, =~ (H L adt — S Hy(Hy)T 4 - <3d . Hy> <3d . Hy> )
v b a a \b b
odpovidajictho metodé BFGS.
Definice 24 Rekneme, ze zakladni optimalizacni metoda je m-krokovou metodou
BFGS s omezenou pameéti, jestlize
si = —Hig;

kde H! =1, a

i iy T pri Pj T
Hiy =V H;V; + b—jdjdj

prot—m <3 <i—1. Pfitom’yf_m:bi/aia’yjzlproi—m<j§i—1.

Lemma 44 Pro m-krokovou metodu BFGS s omezenou paméti plati

' j T j j j T j
w2 (0w} (T w)e o2 ( T aor (11 0)
k=1 k=1—m l=i—m k=Il+1 k=Il+1

=1—m
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Ditkaz (Indukei) pro j = 7 — m to plati (staci dosadit v/ = b;/a; a H_, = I do
vztahu pro BFGS). Indukéni krok:

T,
i T i Pj T T
iy = VjH]‘Vﬂrb—de‘dj —_V (H V’f) (H Vk>+

k=1—m k=1—m

+ Z p’vT(H Vk>dldl (H w)v+pfddT_

l=i—m kl—l—l k=Il+1

() (I X g () e (1)

Strangova formule. Vektor s; = —H{g; lze spoéitat takto. Nejprve poé¢itdme zpét-

nou rekurzi vektory
i-1
- (H Vk) i
k=3

prot—m < j < 12— 1. Protoze

I 7 dlujp
uj = Viujp = (1 - g?ﬁ@) Ujp1 = Ujpr — = b, Ji
J J
proi—m < j <i—1, kde u; = —¢;, muzeme psat
U = —G:
a

= dTu. ,
0 =djujp /b

Uj = Uj+1 — 05Y;

proir—m < j <1 — 1. Potom poc¢itame piimou rekurzi vektory
i T
Vip1 = ( H Vk) Uimm + Z o ( H Vk) did] iy
k=1—m l=i—m k=Il+1
prot—m < j < 12— 1. Protoze

pj 1
T #djd?uj+l = (I — ;djij> v+ pioid; = v + (pjo; —y) v;/b;)d;
J J
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kde v;—, = (bi/a;)ui—m, muzeme psat

Vicm = (bifai)ui—p,

Vg1 = v, + (pio; — ! v;)d;

pro 1 —m < j <1 — 1. Nakonec polozime s; = v;.

Poznamka 39 Je tieba uchovavat pouze ¢isla o;, 1 —m < j <12 —1. VSechny vektory
uj, vj, ¢ —m < j <1 mohou byt ulozeny na témze misté v paméti pocitace. Celkem
tedy pottebujeme ulozit 2m + 3 vektoru (d;, y;, ¢t — m < j < i — 1 a 3 vektory pro
zakladni optimaliza¢ni metodu) a pouzijeme O(mn) numerickych operaci.

Tvrzeni 45 (Kvadratické ukonceni). Nechf z;, ¢ € N je posloupnost generovana m-
krokovou metodou BFGS s omezenou paméti s piesnym vybérem délky kroku (plati
sTg;11 = 0Vi € N) aplikovana na ryze konvexni kvadratickou funkci (Q). Pak existuje
index k£ < n tak, ze gry1 =0 a x4y = ™.

4.2. Diferenc¢ni verze nepiesné Newtonovy metody

Diferencni verze nepiesné Newtonovy metody jsou v podstaté nepiesné metody s
lokdlné omezenym krokem (algoritmus 5), kde se nepouziva matice B = (& a nasobeni
g = Bp = Gp se nahrazuje numerickym derivovanim

Gla)p ~ L2 0P —9(3)
ol pll
kde ¢ je mala diference (6 = \/zpr). Jinak se algoritmus 5 neméni. Jestlize vypocet
gradientu vyzaduje O(n) operaci, je tento zpusob dspornéjsi nez nasobeni matice vek-
torem (obecné O(n?) operaci). Navic neni t¥eba pocitat druhé derivace.

4.3. Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro ridké ulohy

Je-li Hessova matice tidka, neni obvykle k jejimu vypoétu zapotiebi n diferenci (n
gradientu).

Ukazka: (pasova struktura)

Gi, G, 0, 0,

Gor, Gaa, Gaz, 0,
G=| 0 Gs, Gs, G,
0 0, Gz, G, G5
0 07 07 G547 G55

o O O
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Necht
U = [17 07 07 17 O]T

vy = [0,1,0,0,1]7
U3 = [0707 17070]T

Pak plati
Gvy = [Gn, G217 G347 G447 G54]T

sz = [G127 G227 G327 G457 Gss]T
Gv3 = [0, G237 G337 G4370]T

a muzeme pouzit diferen¢ni vzorce

g(x + év1) — g(x)

~ Gv

6 |l or |l '

g(l’ + 51)2) - g(l’) ~ GUQ
6 |l oz |l

g(l’ + 51)3) - g(l’) ~ GU3
6 |l vs ||

k piibliznému vypoctu vech prvku matice G. Je-li G(x) pasova s m pasy, staci
pouzit m diferenci. Ma-li matice G obecnou strukturu dostaneme kombinatoricky
problém ekvivalentni barveni jistého grafu. Zname-li matici (G, muzeme pouzit neptes-
nou metodu s lokalné omezenym krokem (algoritmus 5) nebo metodu s optimalnim
lokalné omezenym krokem s tidkym Gillovym-Murrayovym rozkladem.

4.4. Metody s proménnou metrikou pro fidké ilohy

Je tfeba zachovat fidkou strukturu a symetrii a splnit kvazinewtonovskou pod-
minku. Témto pozadavkum vyhovuje Tointova metoda. Tointova metoda je v hustém
piipadé ekvivalentni metodé PSB, ktera neni piilis efektivni. Navic je tfeba fesit
dodate¢nou soustavu linedrnich rovnic (Tointuv systém). Vhodnéjsi zpusob je zacho-
vat tidkou strukturu bez symetrie a splnit kvazinewtonovskou podminku a vysledek
symetrizovat. Tim dostaneme Marwillovu metodu. Oznac¢me FP;, 1 < ¢ < n, diagonalni
matice takové, ze

e;FPiej =0 pokud B;=0
e;FPiej #0 pokud B;; #0
Definujme

Uy = B+ (P.d)' Pd) el (y — Bd)ei(Pid)"

=1
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symbol — znaé¢i pseudoinverzi). Matice U, je obecné nesymetrickd, ma stejnou fidkou
y p +J y ) ]
strukturu jako matice B a plati

Uypd = Bd+Y (Pid)" Pid)~e] (y—Bd)e( P,d)" P,d = Bd+) _ el (y—Bd)e; = Bd+y—Bd =y
=1 =1

(kvazinewtonovskd podminka). Matice By se pak ziskd symetrizact
1 T
By = (U +(U4)7)

(tim se muze opét porusit kvazinewtonovska podminka). Marwilova metoda je mno-
hem jednodussi nez Tointova metoda. Neni tieba fesit dodatecnou soustavu rovnic a
numericky je toto metoda pomeérné efektivni, zejména ve spojeni s nepiesnymi meto-
dami (spadovych smértu nebo s lokdlné omezenym krokem).

4.5. Diferenc¢ni verze Newtonovy metody pro separovatelné tlohy

Predpokladejme, ze plati

F(z)=) fulx)

kde m = O(n) a kde kazda z funkel fr : R* — R, 1 < k < m zavisi na n, = O(1)
proménnych. Ozna¢me gx(x) € R™ spakovany gradient funkce fi, (obsahuje pouze
nenulové prvky z gi(xz) € R") a Bk(l') € R™*™ gpakovanou Hessovu matici funkce
fr). Pak k sestrojeni gradientu a Hessovy matice

g(x) =Y ()
Glx) = Gil(x)

sta¢l urcovat a uchovavat pouze spakované gradienty a spakované Hessovy matice. K
vypoc¢tu spakované Hessovy matice Gy () muzeme pouzit diferenéni vzorce

_ gn(x 4 0¢5) — gu(x)
~ 6

kde ¢;, 1 <3 < ny jsou sloupce jednotkové matice radu ny.

Gr(a)é;

K ur¢eni spakované Hessovy matice Gk(:p) je tedy zapotiebi n; = O(1) operaci
takze k urceni G/(x) je zapotiebi mO(1) = O(n) operaci.
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4.6. Metody s proménnou metrikou pro separovatelné ulohy

Spakované Hessovy matice G (x) se aproximuji maticemi By, které se uréuji pomoci
metod s proménnou metrikou

- Vs A p 1oa s i O
Bf = — (Bk + g—’“yky{— — Bydi(Brdy)" + m ( ' _Bkdk> (b—kyk _Bkdk> )
k

L Ck Ck by,

kde g, = g — g a dp je spakovany vektor, ktery obsahuje pouze ty prvky vektoru d,
které odpovidaji prvkum spakovaného gradientu g k- Déle by = Uy dk, Crp = d Bid, a
Yk, ﬂk jsou volné parametry (véta 26). Parametr ﬂk slouzi ke skalovani podobné jako
u klasickych metod s proménnou metrikou.

Numerické vysledky: 10 testovacich funkei se 100 proménnymi:

1) Ridké dlohy:

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2523 - 5071 - 5071 | 11.97
5-BFGS 2080 - 2257 - 2257 | 14.12
Neptesna Newtonova

(dif. verze) 795 - 913 - 6494 | 12.97
Ridkd Newtonova

(dif. verze) + CG 547 - 596 - 2548 | 13.57
Ridkéa Newtonova

(dif. verze) + GM 417 - 445 - 1892 | 11.98
Ridka BFGS 4+ CG | 1352 - 2020 - 2020 | 21.86
Ridké BFGS 4+ GM | 2457 - 4862 - 4862 | 62.39
Husta BFGS 1574 - 1716 - 1716 | 39.22

2) Separovatelné dlohy:

Metoda NIT - NFV - NFG | cas

CG 2796 - 5638 - 5638 | 26.42
5-BFGS 2389 - 2586 - 2586 | 21.81
Neptesna Newtonova

(dif. verze) 774 - 903 - 6359 | 22.46
Separovatelna Newtonova

(dif. verze) + CG 538 - 599 - 2213 | 31.25
Separovatelna Newtonova

(dif. verze) + GM 416 - 446 - 1635 | 25.71
Separovatelna BFGS + CG | 936 - 1048 - 1048 | 37.97
Separovatelna BFGS + GM 765 - 892 - 892 21.36
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5. Optimalizace dynamickych systému

Uvazujeme ulohu s uc¢elovou funkei

Fz) = /t : Faly(a, t),t)dt + fr(y(x,ty)) (0)
kde
dy(da;,t) = fo(z y(z,1),t),  yla,to) = fi(x). (D)

Ptitom @ € R", y : R" X [lo,t1] — R", F : R" — R, f4 : R"™ X [lo,t1] — R,
Jr:R" — R, fs: R" x R"S X [tg,11] — R"s, f; : R" — R"s. Odstranéni integralu:

F(x) = Fa(z, t1) + fry(z, 1)) (0)
kde
dy(di’t) = fs(x,y,t), yla,to) = fr(x)
% — a(y,0), Fa(e,to) =0 (D)

Celkem se fesi ng + 1 diferencialnich rovnic v pfimém smeéru. Sta¢i spocitat hodnoty
na konci intervalu. Uloha (O)+ (D) se fesi pomoci gradientnich optimaliza¢nich metod
(CG, VM, N) proto je tieba pocitat derivace tcelové funkce. Piedpoklady:

(A1) Existuje spojité feseni systému (D) na intervalu [to, 1] kdykolivx € X C R".
(A2) Funkce fa, fr, fs, fr jsou dvakrat spojité diferencovatelné na X C R".

Pritom X C R" je oblast obsahujici vSechny body z; € R* + € N, ziskané béhem
iteracniho procesu.

5.1. Pfimy vypoéet gradientu

Oznacme u(x,t) = dy(x,1)/dz, takze u : R" x [to, 1] — R"5*". Derivovanim (O)

a (D) dostaneme

Ofr(y(e, 1))

gT(x) = gz;(xvtl) + ay u(xvtl) (m)
kde
du(xvt) _ 6f5(:1:,y,t) 8fg(:1:,y,t) _ df[(l’)
di - ay u(xvt) + O > u(l’,to) T dx
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dgli(z,t)  0faly, B
gAc(lt ) _ an(;J t)u(l'at)v g (z,10) =0 (D7)

Piitom ¢ (z) = dF(x)/dz, g}(z,t) = dFs(x,t)/dz. Celkem se tesi (ns + 1)(n + 1)

diferencialnich rovnic v pfimém sméru.

5.2. Zpétny vypocet gradientt

Necht p(t) je libovolna funkce takova, ze p : [to,11] — R"S a nechf y(x,1) je tesent
systému (D), takze fs(x,y,t) — dy(x,t)/dt = 0 pro t € [to,t1]. Pouzijeme-li (O),
muzeme psat

F@) = [ U040 00 - 20

a pouzitim pravidla integrovani per partes dostaneme

)}t + fr(y(x,t1)

F(l‘) = /ttl{fA(yvt) —|—pT(t)fS($,y,t) + dpgt(t)y(xvt)}dt

+p" (to)y(z, to) — p" (L)y(z t1) + friy(z,t1)).

Nyni muzeme F(x) derivovat podle x, takze

@) = /“{[M+pT(t)afs<x,y,t>+de<t>] dy(e,)

dy dy dt dx
+ pT(t)iafS(gf’t)} dt
o (1) D) [OREID) | B0

Zvolime-li funkci p(t) tak, aby vypadly vsechny ¢leny s dy(x,t)/dt, ¢ili tak, ze

Sl BB Dty gy Py ) = (2D

pak plati

f 0fs(x dfr(x
o) = [ P gy e D)

Dohromady to lze zapsat takto

o) = e to) + (P70 1 (09)
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kde

_dp(dl;t) _ (afS(gg;%t))Tp(x?t) 4 (%ﬁ?ﬂ)T7 p($7t1) _ (%W)T
_deAC(Z;L',t) _ (afs(;/;yvt))Tp(t), galz, 1) =0 (D3)

Celkem se fesi ng + 1 diferencialnich rovnic v pfimém sméru a 2ng + n diferencialnich
rovnic ve zpétném sméru.

5.3. Piimy vypocet Hessovy matice

Oznacme v(x,t) = du(x,1)/de = d*y(x,t)/dz?, takze v : R" X [to, 1] — R"¥7X.

Derivovanim (O1) a (D1) dostaneme

P frly(e, 1) Ofr(y(r.1)) ”

G(x) = Galx, t1) + uT(:Jc,tl) 0y u(x,t) + a—yv(:z;,tl) (03)

kde

dv(xvt) 8fg(:1:,y,t)
—_— = ———v(x,t
dt dy (2,8)
+ asz(xvyvt) asz(xvyvt)
dy? Oyox
asz(xvyvt) asz(xvyvt)
+ dxdy u(@,t) + Ox? ’

u(x, 1)+

dzf[(l')
dz?

v(x,tg) =

dGA(l', t)
dt

azfA(yv t)
dy?

u(x, 1)+ Mv(:p,t), Galx,to) =0 (D3)

= ul(z,1) 5
¥

Piitom G(z) = d*F(z)/dx?* a Ga(x) = d* fa(x,t)dx?*. Celkem se tes{ (ns+1)(n*+n+1)

diferencialnich rovnic v pfimém sméru.
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5.4. Piima aproximace Hessovy matice (soucet &tverci)

Falys 1) = 5yl 1) = =) W (e, 1) — =(1)

azfA(yv t)

dfaly. 1) = W(t)(y(z,t) — 2(1)), TJQ = W(t)

dy

a podobné
fr(y(z,t1)) = %(y(:z;,tl) — Z(tl))Twl(y(x,tl) — z(t1))

afT(y(xvtl)) a2fT(y(x7t1))
dy dy?
Ptitom z : [to,t1] — R"S, W : [to, t1] — R"5*"s (SPD) (obecné Wy # W(ty)). Jestlize
P(x) — 0, pak nutné y(z,t) — 2(t) takze dfa(y(x,1),1)/9y — 0a dfr(y(z, 1))/ dy —
0. Muzeme tedy zanedbat tyto ¢leny v (O3) a (D3). Dostaneme tak

= Wi(y(z, t1) — 2(t1)), =W

G(x) = B(x) = Ba(z,t1) + u” (2, 1) Wyu(x, 1) 1)
kde
% = uT(l',t)W(t)u(l',t), BA(J?,tO) -0 (m)

Celkem se fes{ (ns + 1)(n + 1) + n* diferencidlnich rovnic v piimém sméru.

63



