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Kapitola 1

Problém linearni komplementarity

1.1 Formulace

Problémem linedrni komplementarity (LCP)! nazyvame problém

y=Mz+q, (1.1)
y>0,2z>0, (1.2)
y'z =0, (1.3)

kde M je ¢tvercova matice n x n. Za predpokladu (1.2) lze psat (1.3) ekvivalentné ve
tvaru

ijjZO (jzl,...,n),

takze pro kazdé j md aspon jedna z proménnych y;, z; nulovou hodnotu. Pro kazdé
j nazyvame promeénné y;, z; doplikové (komplementarni). Odtud je odvozen i ndzev
ulohy. LCP neni optimaliza¢ni problém, protoze neobsahuje zadnou ucelovou funkci:
jde ndm pouze o nalezeni feseni soustavy (1.1)-(1.3), kterd vsak vzhledem k podmince
(1.3) je nelinedrni.

1.2 Lemkeho algoritmus

Pro feSeni LCP (1.1)-(1.3) existuje fada metod. My zde uvedeme tzv. Lemkeho algorit-
mus, ktery pouziva tabulku simplexového typu. Misto zakladniho problému (1.1)-(1.3)
resi modifikovany problém

y= Mz+ ze +q, (1.4)
y>0,2>0,2 >0, (1.5)
y'z =0, (1.6)

'z angl. ,linear complementarity problem”



kde 2 je pridand dodatecnd proménna a e = (1,...,1)T. Zavedeni proménné z, m4
za ucel dosazeni nezapornosti sloupce pravych stran v tabulce hned v prvnim kroku
algoritmu. Algoritmus pak v kazdém kroku udrzuje teseni modifikovaného problému
a sméfuje k dosazeni z; = 0, potom feseni y, z problému (1.4)-(1.6) se stava fesenim
puvodniho problému (1.1)-(1.3).

Algoritmus pracuje s tabulkou simplexového typu

B b A (T)

(bez kriteridlntho adku), kde B je opét sloupec indexu bazickych proménnych. Z
duvodu, které vyplynou z dalsiho, je vSak sloupec pravych stran b zapisovan nalevo od
bloku A. Prevedeme-li v (1.4) vSechny proménné na levou stranu, dostavadme rovnici

—ze+y— Mz =q,
takze tabulka je inicializovana hodnotami

(—e, I, —M), (1.7)
0, (1.8)

o ]
|

které odpovidaji pocatecnimu reseni zo = 0, y = ¢, 2 = 0. Jelikoz proménné

20y Yty -5y Yny 21y -5 2n

cislujeme, tak jak je to obvyklé u simplexového algoritmu, v potadi

Ty T2, (19)
pokladame na zacatku, kdy v bazi jsou proménné yq, ..., y,,
B=(2,...,n+1)T. (1.10)

Algoritmus postupuje po tzv. témér komplementarnich bazich: bazické teseni 2y, y, 2
se nazyva témér komplementarni, jestlize existuje k € {1,...,n} tak, ze
(i) pro kazdé j € {1,...,n}, j # k je pravé jedna z proménnych y;, z; v bazi?,
(i) yx ani zj nejsou v bazi,
(iii) zp je v bézi.

Tim je zaruceno splnéni podminky (1.6).

Zstriktné vzato jsou v bdzi indezy bazickych proménnych ve smyslu oéislovani (1.9); pro veétsi
srozumitelnost vsak fikdme, ze proménna je v bazi (resp. vstupuje do béze, vystupuje z béze), jestlize
to plati pro jeji index



Algoritmus (Lemke 1965)
0. Sestav tabulku (T) s poc¢atecnimi hodnotami (1.7), (1.8), (1.10). Je-li b > 0,
ukonci: y = ¢, z = 0 je feSenim problému (1.1)-(1.3).
1. Jinak nalezni ¢ = max{k; by = minb;}, zaved z, do baze s pivotem v Fadku ¢ a
j
poloz B; := 1.
2. Necht’_As je sloupec proménné doplitkové k té, kterd pravé vystoupila z baze?.
Je-li A; <0, ukonci: algoritmus selhdva.
3. Jinak urci r ze vzorce
b, . [ b;
— = mln{_—J; Ujs > 0}, aps > 0.
Qs Qjs
4. Proved eliminaci s pivotem @, a poloz B, := s.

5. Je-li 29 = 0, ukonéi: y = (29,...,7pn41)T, 2 = (Tngo,..., Tons1)? je feSenim
problému (1.1)-(1.3). Jinak jdi na krok 2.

4

Neskonéi-li algoritmus v kroku 0, potom v kroku 1 je b, = min; Ej < 0 a tedy na konci
kroku 1 je b, := —b; > 0 a b; := b; — by > 0 pro j # t, takze b > 0. Algoritmus udrzuje
témétr komplementdrni feSeni. Po provedeni kroku 1 jsou y;, 7 # t v bdzi a z je v
bazi, pricemz y,; vystoupila z béaze, takze dvojice y;, z; neni v béazi. Déle indukei: je-li
to v jistém kroku splnéno a ., 2x je nebazicka dvojice, potom v dalSim kroku jedna
z téchto proménnych vstupuje do baze a nékterd jinad (y; nebo z;, j # k) vystupuje
z baze, ¢imz vznikd novd nebdzickd dvojice y;, z;. Ze znamych vlastnosti simplexové
tabulky plyne tato véta:

Véta 1 V bézném kroku algoritmu (tj. po provedent kroku 4) md tabulka (T) tvar
A = (—Azle, AG', —AZ'M),
b = Al

kde Ap je matice jejiz j-ty sloupec je roven Bj-tému sloupci matice (—e,I,—M) (j =
1,...,n), a ddvd pribéiné reseni zo = 1, y = (T2, . .. )L, 2= (Tpao, . ooy Tong1) T,
kde v, = bj pro j =1,...,n ax; =0 pro j ¢ B.

Nevyhodou Lemkeho algoritmu je moznost jeho selhdani v kroku 2 z duvodu nenalezeni
kladného prvku v s-tém sloupci, potiebného dale v kroku 3. Na rozdil od simplexového
algoritmu, ktery na tomto misté indikuje neomezenost ucelové funkce, nedava Lemkeho
algoritmus zédnou odpovéd a zastavi se (LCP muze mit feSeni, ale algoritmus ho
nenalezne). Vzorec pro vypocet r v kroku 3 je typické ,,podilové pravidlo” simplexového
algoritmu, které slouzi k udrzeni nezdpornosti vektoru b. Kone¢nost Lemkeho algoritmu
v této podobé neni zaruc¢ena (muze dojit k zacykleni) a k jejimu dosazeni je tteba zesilit
formulaci kroku 3, jak bude uvedeno dale.

3tj. jestlize y; vystoupila z béze, je to sloupec proménné z;; jestlize z; vystoupila z béze, je to
sloupec proménné y; (j =1,...,n)

4piipomefime, ze tak jako u simplexové metody je bézické feseni x v tabulce s bazi B dano
predpisem zp, =b; (j=1,...,n)az; =0pro j ¢ B

4



1.3 Lexikografické pravidlo

Pro vektory =,y € R", x # y, definujme = < y jestlize plati x;, < y, kde k =
min{j; z; # y,}. Toto uspofadani se nazyva lexikografické (na principu uspordadani
slov ve slovniku). Je zfejmé, ze pro kazdé x,y € R" nastdva pravé jedna z moznosti
r <y, y <z, v =y, takze kazda konecnd mnozina X C R" obsahuje v tomto
uspoiadani nejmensi prvek, ktery znacime lexmin X.

V tabulce (T) Lemkeho algoritmu

oznac¢me symbolem f3; j-ty fadek jeji casti

.
Bj:(gjaajla"';aj,ZTH»l) (jzl,...,n),

a nahradme krok 3 algoritmu timto tzv. lexikografickym pravidlem:

3*. Jinak urci r ze vzorce

5

a/T‘S

— lexmin {aﬁ—‘]; Ujs > 0} ,  apg > 0.
yES

Jak je vidét, vznikne novy vzorec ze starého formalné nahrazenim ¢isel by, Ej vek-
tory f,, B; a minima lexikografickym minimem. UkdZeme, Ze pfi nahrazeni kroku 3
krokem 3* se Lemkeho algoritmus stane konecnym. K tomu nejprve zformulujeme
tti zédkladni vlastnosti lexikografického pravidla. Dukaz tohoto i dalsich tvrzeni této
kapitoly vynechavame.

Veéta 2 Pri pouziti lexikografického pravidla plati:

(1) v kazdém kroku je vijbér r jednoznacny,
(it) v kaZdém kroku plati 0 < f3; pro viechna j,
(1i1) jestlize s vstoupi do baze a B, vystoupi z bdze, potom zavedeme-li v dalsim kroku
B, do bdze, potom s opét vystoupt z baze a tabulka se vrdti do puvodniho stavu.



1.4 Konecnost Lemkeho algoritmu
Pouziti lexikografického pravidla zarucuje konecnost algoritmu:

Véta 3 Lemkeho algoritmus s pouZitim lexikografického pravidla je koneény (tj. po
konecéné mnoha krocich bud ddvd veseni LOP, nebo selhdvd, ackoliv LCP miZe mit
resent).

1.5 Lemkeho algoritmus pro pozitivn& semidefinitni matice

V této casti ukdzeme, ze z hlediska Lemkeho algoritmu hraji dulezitou roli pozitivné
semidefinitni matice. Matice M € R™ ™ se nazyva pozitivné semidefinitni jestlize
2T Mz > 0 pro kazdé x € R". Pro diikaz hlavni véty je potiebné nasledujici pomocné
tvrzeni:

Véta 4 Necht M je pozitivné semidefinitni a necht ¥ Mxzy = 0 pro jisté xy. Potom
(M + M")zy =0.

Véta 5 Necht M je pozitivné semidefinitni a necht soustava
y=Mz+q, (1.11)
y>0,2>0 (1.12)

mda reseni. Potom LCP (1.1)-(1.3) md resend.

Povsimnéme si, ze soustava (1.11)-(1.12) vznikne z LCP (1.1)-(1.3) vynechdnim ne-
linedrni podminky (1.3). Resitelnost soustavy (1.11)-(1.12) je proto mozno oveéiit fazi I
simplexového algoritmu.

Véta 6 Je-li M pozitivné semidefinitni a ma-li LCP (1.1)-(1.3) feseni, potom Lemkeho
algoritmus nalezne jeho tesent (tj. nedojde k selhdni).

Pro pozitivné semidefinitni matice M je tedy selhdni Lemkeho algoritmu ekvivalentni
neexistenci feSeni problému (1.1)-(1.3). V dalsi kapitole ukdzeme, ze Lemkeho algorit-
mus je mozno pouzit k feSeni ulohy kvadratického programovani.



Kapitola 2

Kvadratické programovani

2.1 Uloha kvadratického programovani

Ulohou kvadratického programovani nazyvame problém
min {327 Dz + "x; Az > b,z > 0} (QP)

kde A € R™™ b € R™ ¢ € R", D € R"™ (pro D = 0 je to tloha linearniho
programovéni). Jelikoz 27 Dz = 27 (5(D + D)) z pro kazdé =, lze predpokladat ze
D je symetrickd (jinak dosadime D := 1(D+ D) a ¢elovéd funkce se nezméni). Navic
budeme pfedpokladat, ze D je pozitivné semidefinitni. Oznacme Q(z) = " Dx+c"x.
Potom pro kazdé x, z* plati

Q(z) = Q(a") + (Dz" +¢) (z — a*) + 3(z — 2*)"D(x — 2%) (2.1)
(fakticky jde o Tayloruv rozvoj funkce @Q(x)). Skutecné, rozndsobenim pravé strany

dostdvéme s2*" Da* + ¢"o* + 2" Da* — """ Da* + ¢'x — "2 + 2" Dx — 2" Do —

0" Dx + 20" Da* = s2”Dx + "z = Q(z). Mnozinu X = {z; Az > b,z > 0}

nazyvame mnozinou piipustnych reseni tlohy (QP).

2.2 Prevedeni na LCP

Véta 7 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom x* je optimdlni resent
(QP) pravé kdyz je optimdlnim reSenim ilohy linedrniho programovdni

min {(Dz* + ¢)"z; Az > b,z > 0} . (LP)

Poznamka Tato véta ma ¢isté teoreticky vyznam, protoze icelové funkce tilohy (LP)
obsahuje hledany vektor z*, takze ji bez jeho znalosti nelze sestavit. Nicméné slouzi
jako vychodisko k dikazu dalsi véty, v niz uz je tento nedostatek odstranén.

Diikaz Ulohy (QP) a (LP) maji stejnou mnozinu piipustnych feseni. Necht z* je
optimdlni feseni (QP). Potom pro libovolné piipustné feseni x tlohy (QP) a libovolné
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A € [0,1] z konvexity mnoziny piipustnych FeSeni plyne, ze z* + A(z — x*) je opét
piipustné feseni a podle (2.1)

Q") < Q" + A(w — 2)) = Q") + A(Da’ +¢)" (& — 2*) + IN( — 2*)" Dz - a°),

tedy
(Dz* + )" (z — 2*) + tA(z — 2*)"D(z — 2*) > 0

pro kazdé X € (0, 1], z ¢ehoz limitnim prechodem pro A — 0, dostdvame
(Dz* 4+ ¢)"(x — 2*) > 0, (2.2)
£,
(Dz* 4+ ¢)T2* < (Dx* +¢)"x, (2.3)
kde z je libovolné piipustné feseni (LP), coz znamend, ze x* je optimalni feseni (LP).
Naopak, necht z* je optimélni feSeni (LP). Potom plati (2.3) a tedy i (2.2) pro libovolné

piipustné feseni z dlohy (QP) a s ohledem na pozitivni semidefinitnost matice D je
podle (2.1)

Q(z) = Q") + (D" + )" (x — 2*) + §(x — 2) " D(x — 2*) > Q(a"),

N[

tedy z* je optimdlni Feseni (QP). O

Véta 8 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom x* je optimdinim resenim
(QP) pravé kdyz existuje redent y, z problému linedrni komplementarity

y=Mz+q,

Y Z 0, Z Z 0, (LCPQP)

y'2 =0,

D —AT c
u=(10 ) = (5)

v némz z je tvaru < i* ) pro jisté p* € R™.

kde

Pozndmka Je M € Rmx(ntm) o > g ¢ R Pro D = 0 dostdvdme novou
charakteristiku optimélniho feseni tilohy linedrniho programovani.

Diikaz 1) Necht z* je optimdlni feseni (QP), potom je podle véty 7 i optimalnim
resenim tlohy
min {(Dz* + ¢)"z; Az > b,z >0}

8



a tedy podle véty o dualité existuje optimélni feseni p* k ni dudlni ulohy
max {b"p; A"p < Dz* +¢,p > 0},

takze plati Az* > b, 2* > 0, Dz* — ATp* + ¢ > 0, p* > 0, a navic podle podminek
optimality
*T * T x _
" (Dx* — A"p" +¢) =0,

p T (Ax* —b) = 0.

_( Dx*—ATp* +¢ [z
Y= Al'*—b ) Z = p* )

jey>0,2>0,y"2=0a

(2 ) ()

tj. y a z jsou feSenim (LCPqp). Naopak, jsou-li y, z feSenim (LCPgp) a piSeme-li

Oznacime-li

*

vektor z € R"™ ve tvaru z = < Z* ), kde z* € R™, p* € R™, potom plati

Dz* — ATp* +¢>0, Az —b>0, 2" >0, p* >0,

T (Da* — ATp* 4+ ¢) + p* T (Az* — b) = 0,

a vzhledem k tomu, ze oba séitanci jsou nezaporni, plyne odsud
o (Dx* — ATp* 4+ ¢) = pT (A" — b) = 0,

coz jsou podminky optimality pro (LP) a tlohu k ni duélni. Tedy z* je optimalnim
fesenim (LP) a podle véty 7 i optimalnim fesenim (QP). O

2.3 Aplikace Lemkeho algoritmu

Véta 9 Necht D je symetrickd pozitivné semidefinitni. Potom:

1. Md-li (QP) optimdlni Fesent, potom se nalezne Lemkeho algoritmem aplikovangm
na ulohu (LCPqp) (tj. nedojde k jeho selhdni).

2. Dojde-li pri feseni (LCPqp) Lemkeho algoritmem k selhdni, potom (QP) bud’
nemd pripustné resent, nebo jeji ucelovd funkce je na mnoZiné pripustnych reseni
neomezend zdola.



Dukaz 1. Matice .
D —A
u=(170)

v problému (LCPqp) je pozitivné semidefinitni, nebot pro kazdé z € R", p € R™ plati

T T
x D —AT x x Dx — ATp T
() (270G =) () =rmezo
M&-1i (QP) optimdlni feseni, potom podle véty 8 ma (LCPqgp) feseni a podle véty 6
nedojde pii feSeni (LCPqgp) Lemkeho algoritmem k selhdni a z nalezeného feSeni y,
z = < 2* ) podle véty 8 dostavame optimalni feseni x* problému (QP).
2. Necht tedy Lemkeho algoritmus skonéi selhdnim a predpoklddejme, ze (QP) je

piipustnd. Dokdzeme, ze (QP) je v tom piipadé neomezend. Jelikoz algoritmus konéi
selhdnim, nemd (LCPqp) podle véty 6 feSeni a tedy podle véty 5 nemd feSeni ani

soustava AT
(D - c Y
=50 ) (5) (1)

tj. soustava

Y1 Y1

I 0 —-D AT v | c Yo
(0 I —A 0 ) 21 N —b ’ 21 ZO

z9 z9

To podle Farkasovy véty znamend, ze existuji d, dy tak, ze
d; > 0, dy > 0, Dd; + ATd2 <0, Adl >0, CTd1 — de2 < 0.
Dokazeme, ze z toho plyne
Dd, =0, ¢"d, < 0.
Ptredevsim
0 > d} (Ddy + A"dy) = d] Dd, + (Ady)"dy > 0
jelikoz d¥ Dd; > 0, Ady > 0 a dy > 0, tj. d' Dd; = 0 a odtud Dd; = 0 (véta 4) takze
ATd, < 0. Déle z piipustnosti soustavy Az > b, x > 0 plyne opét podle Farkasovy
véty (aplikované na soustavu Ax —z' = b, z > 0, 2’ > 0), ze pro kazdé y < 0 takové, ze
ATy >0, je by > 0. Protoze —dy < 0, AT(—dy) > 0, dostdvdme odsud b” (—dy) > 0,
tedy z c’'d; — b''dy < 0 vyplyva ¢'d; < b"dy < 0 a nakonec ¢’'d, < 0.

Nyni, z pripustnosti (QP) plyne, ze Az > b, x > 0 ma feSeni xy > 0. Potom pro
kazdé A > 0 je A(xg + Ady) = Axg + MNAdy > Axy > b, pricemz xg + Ad; > 0, tedy
o + Ad; je pripustné feseni pro kazdé A > 0 a pro hodnotu ucelové funkce dostavame
s prihlédnutim k faktu ze Dd; = 0,

Q(zo+ Ad1) = Q(z0) + A(Dxo + ¢)"dy + 1X*d] Dd,

= Q(wy) + \c'd; g NS

10



tedy Q(z) je na mnoziné piipustnych feseni neomezena zdola. O

Poznamka Piipustnost ilohy (QP) lze testovat fazi I simplexového algoritmu. Existuji
tedy tti moznosti ukonceni jako u linedrniho programovani.

2.4 Algoritmus

Shrnutim predchozich fakti dostdvame tento algoritmus pro feseni (QP) se symet-
rickou pozitivné semidefinitni matici D:

0. Sestav tlohu (LCPqp) a fes ji Lemkeho algoritmem.

1. Jestlize algoritmus dava teSeni y, z = ( 2* ), ukonci: x* je optimalni teSeni
(QP).

2. Skonci-li Lemkeho algoritmus selhdnim, ovéi neprazdnost mnoziny pripustnych
teseni X = {z; Ax — 2’ = b,x > 0,2/ > 0} tlohy (QP) fazi I simplexového
algoritmu.

3. Je-li X =0, ukonci: (QP) je nepiipustna.

4. Je-li X # (), ukonéi: (QP) je neomezena.
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