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Matice

Znaceni. Mnozinu realnych Cisel znaCime R, komplexnich C.

Definice. Obdélnikové schéma sestavené z realnych Cisel

ail ailo e aln
@SH @SM ceo OGmn

nazyvame (realnou) matici typu m xn. Prvek a;; se nazyva ij-ty koeficient
matice A. MnoZinu v3ech realnych matic typu m x n znacime R™*"  Je-li
m = n, rikame, Ze matice je Ctvercova radu n.

Podobné definujeme mnozZinu komplexnich matic typu m X n a znaCime
.: CmXn
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Poznamky

matice je matematickou formalizaci tabulky,

vZdy predpokladame m > 1, n > 1, tj. neuvazujeme prazdné matice,

matice znaCime velkymi latinskymi pismeny,

v protikladu k maticim se Cisla z R resp. C nazyvaji skalary a obvykle

je znaCime malymi feckymi pismeny,

koeficienty matice A znaCime a;; nebo A;;,

v dalsim se budeme vétSinou zabyvat realnymi maticemi.
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Rovnost matic

Definice. Matice A, B se rovnaji, coz zapisujeme A = B, jestlize jsou
stejného typu m x n a plati

pro vsechna i =1,...,m, j

|
=
S

Poznamka. A #= B tedy znamend, Ze budto matice jsou riznych typd,
nebo jsou stejneho typu a plati A;; 7= B;; pro jiste i, j.

Matice a soustavy rovnic -6-



Secitani matic

Definice. Necht A, B jsou matice typu m xn. Potom jejich sou¢tem A+ B
nazyvame matici typu m x n s koeficienty

(A+ B)ij = Aij + Bij

pro:=1,....m, g =1,...,n.

Poznamka. Jsou-li A, B ruznych typu, potom soucCet A + B neni defi-
novan.

Priklad.
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Nasobeni matice skalarem

Definice. Necht A je matice typu m X n, o skalar. Potom «a - A je matice
typu m X n s koeficienty

(a-A)jj = - Ajj

pro:=1,....m, g=1,...,n.

> (54)=(53)

Upozornéni. Nikdy nepiseme A - «.

Priklad.
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Poznamky

e podobné jako u nasobeni realnych Cisel teCku vétsSinou vynechavame
a piseme aA misto a- A,

e definujeme nulovou matici typu m x n jako

O 0 ... 0O

O 0 ... O
03@3\” . . ?

O 0 ... O

e Misto O pPiISemMe pouze 0O, je-li typ z kontextu zrejmy,

e ve vyrazu typu O -0 je vlevo skalar, vpravo nulova matice.

Matice a soustavy rovnic -O-



ViIastnosti seCitani matic a nasobeni matice skalarem

Véta 1. Necht A, B, C jsou matice typu m x n a o, B skaldary. Potom

plati:
1) A+ B=B+A (komutativnost)
2) (A+B)+C=A+4+ (B+ C) (asociativhost)
3) A+0=A (existence nulového prvku)
4) A+(-1)-A=0 (existence opacného prvku)
5) a(BA) = (aB)A
6)1-A=A
7) a(A+ B) = aA+ aB (distributivnost)
8) (a+ B)A=aA+ BA (distributivnost).

Matice a soustavy rovnic -10-



Dukaz

Ve vsech osmi pripadech se jedna o rovnost matic, musime proto podle
definice rovnosti dokazat, Ze pro kazdé 1 = 1,...,m, 3 = 1,...,n Se 1j-
ty koeficient matice na levé stran€ rovna ij-tému koeficientu matice na
pravé straneé.

Hv Pro kazdé : = 1,...,.m, 3 = 1,...,n je A\wl_l mvﬁ = \wﬁ + mﬁ podle
definice souCtu matic; Pg. + B;; = B;; + b@. podle komutativnosti soucCtu
realnych (komplexnich) Cisel; nakonec Bij+ A = Amu_.\@& podle definice
souCtu matic. Spojenim vsech tfi rovnosti dostavame (A+B);; = (B+A);;
pro kazdé i, 5, tedy A+ B = B+ A podle definice rovnosti matic. V dalsim
vypisujeme vzZdy cely retézec rovnosti aniz bychom zduvodnovali jednotlivé
kroky.

2) Pro kazdé 4,5 (minime tim ovsem i =1,...,m, j=1,...,n) je ((A+
B) + C)ij = (A+ B)i; + Cij = (A + Bij) + Ciy = Aij + (B + Cij) =
Aij+(B+C)yj=A+(B+C))), tedy (A+B)+C=A+(B+C).

Matice a soustavy rovnic -11-



(Pokracovani dukazu)

“wv Pro kazdé 7,7 je A\»l_lOv@. = \?&.l_lO@. = \»@.l_lO = takze A+4+0 =

S.
4) Pro kazde 4,5 je (A+(=1)-A);; = Ajj+((=1)-A);j = A+ (=1)- Ay =
0=0;;, coZzdava A+ (-1)-A=0.

5) Pro kazdé i,j je (a(BA));; = a(BA);j = a(BA;;) = (aB)A;j = ((aB)A);j,
coZ znamena, ze a(BA) = (aB)A.

@v Pro kazdé 4,5 je A”_. . \CS =1- \wﬂ = \wﬁ_ CimZ dostavame 1- A = A.

7) Pro kazdé i,j je (a(A+ B));; = a(A+ B);j = a(4;; + B;j) = aA;j +
aB;; = (aA);; + (aB);; = (A + aB);;, coZ dokazuje, Ze a(A + B) =
aA + aB.

8) Nakonec, pro kazdé i,j je ((a+ B)A);; = (a+ B)A;; = aA;j + BA;;
(aA);j+ (BA);; = (a¢A+ BA);j, z TehoZ plyne posledni rovnost (a+ 3)A
aA 4+ BA.

O |l
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Nasobeni matic

Definice. Je-li A matice typu m x p a B matice typu p x n, potom
A - B je matice typu m x n definovana predpisem

p
(A-B)ij = ) AiuBu
k=1

pro:=1,....m, g=1,...,n.
Poznamka. Nemudze-li dojit k nedorozumeéni, piseme AB misto A - B.

Upozornéni. Maticovému soucCinu vzhledem k jeho dulezitosti je treba
vénovat zvIastni pozornost.
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Poznamky kK maticovému soucinu

e k proveditelnosti vyrazu
p
> Ak By
k=1

je tfeba, aby pocCet sloupcli matice A se rovnal poCtu fadkd matice
B; z toho plyne predpoklad, ze A je typu m X p, B typu p X n,

e je-li A typu m x p, B typu r X n, kde p #= r, potom soucCin A- B neni
definovan,

Fiklady:

P
12\ (56 7 21 24 27 1 2 \
Aw hv.Am@Sleﬁ 54 ﬂvv Aw hv.ﬁmmv:m:_%ﬁ
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Jednotkova matice

Ctvercova matice radu n

O ... O
1 O

1
W=,
00 .1
(s jedniCkami na diagonale a nulami mimo ni) se nazyva jednotkova ma-
tice. Je-li rad zrejmy z kontextu, piseme misto I,, pouze I.

Poznamka. Jak uvidime, hraje jednotkova matice u maticového soucinu
podobnou roli jako jedniCka u redlnych Cisel (v€ta 2, tvrzeni 5)).
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Viastnosti souCinu matic

Véta 2. Necht A, B,C jsou matice, o skalar. Potom:

1) Jestlize soucin (AB)C je definovan, potom i souCin A(BC') je definovan
a plati (AB)C = A(BQC),

2) Jjestlize A(B + C) je definovan, potom i AB + AC je definovan a plati
A(B+C) = AB + AC,

3) Jjestlize (A + B)C je definovan, potom i AC + BC je definovan a plati
(A+ B)C = AC + BC,

4) je-li AB definovan, je a(AB) = (a«A)B = A(aB),
5) Jje-li A typu m x n, potom I,,A = Al, = A.

Matice a soustavy rovnic -16-



Dukaz

1) Jestlize souCin (AB)C je definovan, potom A je typu mxp, B typu pxr a
C typu rxn pro jista m, p, r, n. Potom soucCin BC je definovan a je typu px
n, takze A(BC) je definovan a je typu m x n stejné jako (AB)C. Pro kazdé
s. =1,....m, g = 1,...,n potom plati AA\bvavS = MHHA\bmv@wQ\Q

M &®§Q§ = M 1 2he1 AiBokCrj = Yy—q1 Ait =1 BekCh;j
M,&HH &Ava@ = ?ﬁmQVVS_ Sme (AB)C = A(BC).

2) Jestlize A(B+C) je definovan, potom A je typu mxpa B+C typu pxn
pro jista m, p, n, z Cehoz plyne, Ze B i C jsou typu p x n, takZe soucCiny
AB i AC jsou definované a jsou oba typu m x n stejné tak jako matice
A(B+ C). Pro kazdé s. =1,....m, j=1,...,n je potom Akﬁm + C))ij
MUMHH \»%Aml_lﬁ.v\ﬁ — s\aAm\ﬁ |_|Q\Sv — MU s\am\ﬁ |_|MU s\aQ\Q
Q:wv&. -+ T»Qv&. = ?:w + \»st. takze A(B + Qv — AB + \»Q.

3) Rozborem typl bychom dokazali tak jako v Casti 2) ze je-li (A+ B)C
definovan, je i AC+ BC definovan a je stejného typu. Je-li p poCet sloupcu

Matice a soustavy rovnic -17-



(Pokracovani dukazu)

matice A, potom pro kazdéi=1,...,m, j=1,...,n plati AA\»._.vav&.
_1(A+B)iCrj = X =1 (Aig + Bi)Crj = Xj— %Q\& + > —1 BirCr;
A\PQV\S -+ AvaS = A\&Q + va&_ takze A\w -+ va = AC + mQ.

4) Je-li souCin AB definovan, potom A je typu mxp a B typu pxn pro jista
m, p, n. Potom aA je stejného typu jako A a aB stejného typu jako B,
takzZe soucCiny (a¢A)B i A(aB) jsou definované a prislusna matice je typu
m X n tak jako AB. Pro kazdé+=1,...,m, 3 =1,...,n potom dostavame
AQA\»mva — QA\»mvS — QMU s\am\ﬁ MUM”HAQ\C@.\Am\S. — AAQ\bvmvS —
MwHH Ai(aB)g; = A\ﬁgmvv&_ OON dokazuje, Ze a(AB) = («A)B = A(aB).

mv Pro kazdé : = 1,...,.m, 3 = 1,...,n Je Abﬁl&vﬂ = N@HHANSV&\AKQ\Q =
Muwwws O\:ﬁl_ln_.\»sm = \?ﬁ, takze Iy A = A. Podobné A\wb@vﬁ = N”H \ps\aANﬁv\ﬁ
= Muwme \wiﬂ -0 + \f.u. -1 = \w@._ tedy AIl, = A. O]
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Nekomutativnhost souCinu matic

Nasobeni matic neni komutativni, tj. obecné neplati AB = BA. Jsou k
tomu tyto duvody:

e je-li A typu m xp a B typu p xn, kde m #= n, potom AB je definovan,
kdezto BA neni definovan,

e je-li m = n, potom AB je Ctvercova radu m a BA je Ctvercova radu p,
takZze AB #= BA je-li m # p,

e je-lim =p=n, potom AB i BA jsou Ctvercové radu m, ale muze byt
AB #* BA:

() (5 )= (= )0 (5 2) (2 )= (0

takZe staci volit bg #= fc aby soucCiny byly razné.

Matice a soustavy rovnic -19-



(Pokracovani)

N N

Uvadi se, Ze nejCastéjsSi chybou pri maticovych vypocCtech je nerespek-
tovani nekomutativnosti maticového souCinu. Napr. pro A, B € R**" je

(A+ B)?2 = A’ 4+ AB + BA + B2,
nikoliv ,,... = A2+ 2AB + B?2", jak by napovidala analogie s realnymi ¢isly.

Dale, z AB = AC obecné& neplyne B = C': pro
(11 (1 3 [ 2 2
i=(11) #=(51) e=(33)

4 4
smlleAh Avv

je

ale B = C.
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Transponovana matice

Definice. Pro matici A € R™*" definujeme transponovanou matici
Al ¢ Rnxm predpisem

(AT ;i = Ay G=1,....m,j=1,...,n).

N

Poznamka. Slovng, :-ty radek matice A se stava -tym sloupcem matice
Al Gi=1,...,m).

Priklad.
1 2 3 4 > 9
- 2 6 10
A=|5 6 7 8], AT=173 2 1]
9 10 11 12 L8 1o
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Viastnosti transpozice

Véta 3. Platr:
1) (ADT =4,
2) Jjsou-li A, B stejného typu, je (A+ B)l = AT + BT,
3) (Al = aAl pro kazdé a € R,

4) je-li AB definovan, je i B AT definovan a plati (AB)L = BT AT
(dilezita a casto pouZivana vlastnost).

Matice a soustavy rovnic
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Dukaz

1) Je-li A typu m xn, potom AL je typu nxm a (41)1 je op&t typu m x n.
Pro kazdé i =1,...,m, j = 1,...,n potom plati ((41)1),;; = (A1) ,; = A;;,
takze (ATYT = A
2) Jsou-li A, B stejného typu mxn, potom AL, BT jsou stejného typu nxm,
takZe soucet AT 4+ BT je definovan a je stejného typu jako (A+ B)! a pro
kazdé 1= 1,...,n,73=1,...,m je AA\wl_lmvavS = A\wl_lmv.i = \fil_lm.i =
(AD)i; + (B = (AT 4+ BY);j, takze (A + B)! = AT + BT,
3) Je-li A typu mxn, potom (aA)! i aAL jsoutypunxmaproi=1,...,n,
] = 1,....m plati AAQ\Cﬂv@. = AQ\C.& = Q\w.& = QA\wﬁv@. = AQ\wﬂv&_ C
dokazuje, Ze (aA)! = aA”T.
4) Je-li souCin AB definovan, potom A je typu m xp a B je typu p X n pro
jista m, p, n. Potom BT je typu nxp a AL je typu pxm, takZe soutin BL AT
je definovan a je typu n x m stejnd tak jako (AB)!. Pro kazdéi=1,...,n,
j = 1,...,m dostavame potom ((AB)1);; = (AB);; = XF_ %@3 =
HHAmﬂv%Abﬂv\& = (BT AT);;, €imz je dokazano, Ze A\ﬁwvﬂ = mﬁ»ﬂ. 0

Matice a soustavy rovnic -23-



Symetricka matice

Definice. Matice A se nazyva symetricka jestlize AT = A.

Poznamky. Symetricka matice je nutné& Ctvercova. Jsou-li A,B € R**"
symetrické a a € R, potom A+ B i aA jsou symetrické (AB obecng& ne).

Véta 4. Pro kaZdou matici A € RmX" je AT A symetricka.

Diikaz. Podle tvrzeni 4) a 1) véty 3 plati (A1TA)T = AT (AT = AT A,
takZe matice AT A se transpozici nemeéni a je tedy symetricka. O
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Vektory

Definice. Matici typu n x 1 nazyvame n-rozmé&rnym (aritmetickym, sloup-
covym) vektorem a znacCime ho

T1 T11
X _ X

r=| "2 (misto 2L
Ln Lnl

resp. + = (x;). Koeficienty x; se nazyvaji sloZky (souradnice) vektoru
x. Mnozinu vSech readlnych (resp. komplexnich) n-rozmé&rnych vektor(
znaCime R" (resp. C™).

Shrnuti znaceni. Vektory znaCime malymi latinskymi pismeny, matice
velkymi latinskymi, skalary malymi feckymi.
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Operace s vektory

e protoze vektory jsou specialnim pripadem matic, vztahuji se na né
dfive definované operace: pro x = (x;) € R*, y = (y;) € R" je
r+y=(z; +y;), ar = (azr;) (o € R),

e nasobeni matic nelze jednoduse prenést, protoze x € R»*1 3 y ¢ Rn*1
|lze nasobit jen pro n = 1; lze vSak zavést skalarni soucin

T Y1 n
ey = (x1,...,zn) | | = i),
Un 1=1
coZ je matice 1 x 1, kterou ztotoznujeme s timto Cislem*,

*pro x,y € C" se skalarni soucCin definuje jako MUwHH x;yi;, kde pruh znaCi komplexné

sdruzené Cislo
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(Pokracovani)

e pro z = (z;) € R™, y = (y;) € R" definujeme vn&jsi soucin

71 £1Y1 I1Y2 .. T1Yn
T . XL XL R
eyl = | & | (yp,...,yn) = | T2YL 22 2000
Tm .

e pro Ac R™ " a4e{l,...,m}, j€{1,...,n} definujeme
Aje = (a1, i)
(i-ty Fadek A) a
ai;
\pou. = :
@3&.
(j-ty sloupec A).

Matice a soustavy rovnic -27-



Eukleidovska norma

m
ol = VaTo = [ 3 a2
1=1

nazyvame eukleidovskou normou vektoru x € R™,

Definice. Cislo

Poznamka. Pro odliseni od jinych norem se eukleidovska norma nékdy
oznacuje ||x||».

Matice a soustavy rovnic -28-



Cauchy-Schwarzova nerovnost

Véta 5. (Cauchy 1821) Pro kazdé z,y € R™ je

T
27 y| < [l=]] - llyll

Dukaz. Plati
MU MU Ty — Tjy;)T = MU MU (z2y — 2z;y;%y; + T5Y;)
(S22 (S > >
— MU @ MU leAMHs@@vAMHm@uvl_IAMU VAMU@NV
1=1 ” =1 .w 1 =1 1=1
= M__%__M__@__M —2(x Sw
tedy
T
[z y| < lz|| - ||y]]- =
Matice a soustavy rovnic -29-



Viastnosti normy

Véta 6. Pro kazdé x,y € R™ a a € R platr:

1)
2)
3)

z|]| >0 a ||z
r+yl| <z
az|| = |af - |

| = 0 pravé kdyz x = 0,

[+ lly

7

Matice a soustavy rovnic
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Dukaz
m
1) Zrejme pro kazdé z € R™ je ||z|| =,/ > x? > 0, a ||z|| = O pravé kdyz
i=1
x; = 0 pro kazdé i, tj. x = 0.
2) Pro kazdé z,y € R™ je

lz+yl? = @+9)"(@+y) = llzl1®+ 22"y + |lyll* < [l«]® +2|z"y| + |1y]?
< lell® + 2fl2]l -yl + llyll? = lzll +1lylD?
a odmocneénim |z + yf| < [[=|| + [ly]-

3) Pro kazdé z e R™ a a € R je

d 2 2 d 2 d 2
laz|| = | > (az)® = |a Y xf =|al,| > zf =laf-|z].
1=1 1=1 =1

Matice a soustavy rovnic -31-



,, Metamechanika’” maticového soucinu

Znaceni. Definujeme e; = I,; (j-ty sloupec jednotkové matice), tedy
e; = (0,...,0,1,0,...,0)I". Potom je A,; = Ae; pro kazdé j a A, = el A
pro kazdé .

Véta 7. Necht Ac RM™*P, Bc RP*X" £ c RP g y € R™. Potom plati:
1) (AB)ej =A-Bejproj=1,...,n,
Mw Akﬁmv@onkﬁsom pro:=1,...,m,

p
NJ |3@
4) y A= 3 YiAie.

Poznamka. Jde o shrnuti vlastnosti Casto pouzivanych v odvozenich a
dukazech.
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Dukaz

Necht A je typu m x p a B typu p X n. Potom:
1) Pro kazdé j =1,...,n je (AB)e; = (AB)e; = A(Be;) = A - B,
2) Podobng& pro kazdéi=1,...,m je (AB);e = €l (AB) = (el A)B = A;s-B.

3) Kazdé = € RP |ze psat ve tvaru z = Muwn zje;, takZe Az = \»AMQ L Tje;) =
MU,Q 1 zjAe; = MU,Q 1ZjAej-

4) Podobn& pro kazdé y € R™ je y'A = (XM yie)t A= y;(el A) =
@.HH YiAje- O]

Matice a soustavy rovnic -33-



Maticovy zapis soustavy rovnic

Necht A e Rm™X" ¢ e R", b € R™. Potom maticovy zapis

Ax = 0b

rozepsanim ve slozkach znamena

a11r1 +aioxo + ... +a1,rn = b1,
a>1r1 + asoxo + ...+ axpxrn = bo,
aAm1T1 + amoxo + ... + amnxrn = bm,

je to tedy zapis soustavy m linearnich rovnic o n neznamych.

Matice a soustavy rovnic
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Regularita

Definice. Ctvercova matice A se nazyva regularni jestlize soustava

Az =0
ma jediné veSeni x = 0 (tzv. trivialni), a nazyva se singularni v opatném
pripadé, tj. plati-li Ax = 0 pro jisty vektor x # 0.

Upozornéni. x # 0 znamena xz; = 0 pro jisté 2, nikoliv pro vsechna z.

Véta 8. Jsou-li Ay, Ay, ..., Aq € R"*™ regularni, ¢ > 1, potom A1A>-...-Aq
Jje regularni.
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Dukaz

Dukaz se provadi matematickou indukci podle q. Je-li ¢ = 1, je matice
A1 regularni podle predpokladu. Necht tedy tvrzeni plati aZz do jistého
g—1 > 1 a necht Aq,...,4; € R"™ jsou regularni matice. Uvazujme
soustavu

(Ay-...- Ag_1Ag)z =0, (1)

kterou vzhledem k asociativnosti maticového soulinu muzeme psat ve
tvaru

(Aq-...- k?b&% = 0. (2)
Podle indukCniho predpokladu je matice A1 - ... - \»@L regularni, takze
z rovnosti (2) plyne Aqsx = 0 a regularita matice A, dava z = 0. Tedy
soustava (1) ma jediné reseni x = 0O, takZe matice A -... - A;_144 Je
regularni, €iImzZ je indukCni krok proveden. O
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Elementarni operace

Definice. Nasledujici tri operace nazyvame elementarnimi operacemi s
matici A:

1. vynasobeni i-tého Fadku Cislem a = 0 (1. A;e := ad;e),

2. vynasobeni -tého radku Cislem « a pricteni k j-tému radku, 5 =1
(ti. Aje = Aje + adjs),

3. vymeéna i-tého a j-tého fadku, i & j (znalime A;q <+ Aje).

Poznamka. Podminky ,,a« #= 0" u operace 1 a ,,5 # 2’ U operace 2
jsou nezbytné, jinak by bylo mozno kterykoliv radek kdykoliv vynulovat a
operace by ztratily smysl (z regularni matice by se stala singularni apod.).
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Treti elementarni operaci lze slozit z prvnich dvou

Matice a soustavy rovnic
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Maticova reprezentace elementarnich operaci

Véta 9. Pro matici A vzniklou z matice A € R™X" provedenim

1) elementdrni operace A, := aA;q plati A = (1 + (o — 1)esel)A,

2) elementarni operace Ajeg = Aje + Q}. plati A = (I + aeje Wv\_

3) elementdrni operace A,y <+ Ajq plati A = (I 4 (e; —e;)(e; — e;)1)A,
ve vsech trech pripadech je tedy A tvaru

A= ({I+bl)HA
pro jisté b,c € R™, pFicemZ matice I + bel' je regularni.
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Dukaz

1) Matice A vznikla z matice A provedenim elementarni operace A;q :=

aA;e Ma tvar
\ Ale /
Q\Ws.o

Ao

N
|

= A4+ (a— va&mwﬂ» = U+ (a— va&msﬂv\».

( \».H. \
\»w.

 Ame

+ (a—1)

A
x_"s..

o

= A+ (a—1)e;Aj

2) Matice A vznikla z matice A provedenim elementarni operace

Matice a soustavy rovnic
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(Pokracovani dukazu)

\wu.o L= \wuo -+ Q\:.o ma tvar
[ Ae [ AL [ 0T

A = \wuo + aAje = \wuo + o | A = A+ Qmw\»&o

N R ' R

= A+ Qmwmwﬁ» =+ Q@.m@%vb.

3) Nakonec matice A vznikla z matice A provedenim elementarni operace
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(Pokracovani dukazu)

\Ko < \wuo je tvaru
(A (A [ 0o ) [ 0of )
A, |

VL \:.o \wuo - \Ps.o OMJ

\ Ame ) \Ame/) o ) L of
At ei(Aje— Aje) T ej(Aje —Aje) = A+ (e; —€)(Aje — Aje)
A+ (e; — @.meﬁ» — SH\C = A+ (e; —ej)(ej — @_vﬂ\»

(I 4 (e; —ej)(ej —e)) A

Vidime tedy, Ze ve viech pripadech je A tvaru — @mﬂv> kde b, c
jsou jisté vektory z R™. Pro dukaz zbyvajici €as ﬁ. dokazeme nejprve, ze
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(Pokracovani dukazu)

je-li matice tvaru I +bc! singularni, potom ¢!'b = —1. Necht tedy existuje
vektor x #= 0 takovy, Ze

(I 4+ bc!Hz =0,

potom roznasobenim

z=—(c'z)b (3)
a prenasobenim rovnosti (3) vektorem ¢! dochazime k
e =—(c'z)c!b.

Kdyby bylo ¢l'z = 0, potom by z (3) plynulo z = 0 ve sporu s predpokladem
r # 0. Tedy ¢!z # 0 a vyd&lenim dostavame
clh=—1.

Dokazali jsme tedy, Ze singularita matice I + bel implikuje Ay = —1.
Obracenim této implikace dostavame, Ze je-li ¢1'b * —1, je I+bel regularni.
Tento vysledek nyni aplikujeme na matice vyskytujici se v tvrzenich 1)-3).
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(Pokracovani dukazu)

1) Pro matici I + (a — 1)ezel plati ¢lb = meAAQ —1)e;) = a—-—1 % -1

(/]
(nebot o # 0 podle definice prvni elementarni operace), takZe matice

I+ (o — 1)ezel je regularni.

2) Pro matici I + Qmumsﬂ plati ¢lb = meAQmu.v = Qmw.ﬁ@. = 0 %= —1 jelikoz
@wﬂ& = 0 vzhledem k i # j (podle definice druhé elementarni operace),

takze matice I + aejel je regularni.

3) Nakonec pro matici I+ (e; —e;)(e; — e,))! je b = MQWQ — QW@. — mwﬂm& =

—2 %= —1 (nebot 7 % j podle definice tfeti elementarni operace a tedy

&H&. = 0), takze matice I 4 (e; —e;)(e; —e;)! je op&t regularni. D
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Maticova reprezentace posloupnosti elementarnich operaci

Vvéta 10. Matice A vznikld z matice A provedenim konecCné posloupnosti
elementarnich operaci je tvaru

~

A=QA,

kde (Q je jista Ctvercova regularni matice.

Matice a soustavy rovnic -45-



Dukaz

Provedenim jedné elementarni operace s matici A dostavame podle véty
9 matici (I + Sowwvb pro jisté vektory b1,cq1 € R™, provedeni dalsi ele-
mentarni operace dava matici Q._.SQWXI.S@@\» a pokracovanim tohoto

~

postupu zjistime, Ze matice A vznikla provedenim g elementarnich operaci
je tvaru

A= (T+bgel) ... (I+bici)A,
tedy
A= QA,
kde matice
Q= (I+bgcl) ...-(I+bic])

je souCinem matic, které jsou podle véty 9 vesmeés regularni, a tedy je
rovnéz regularni. O

Matice a soustavy rovnic -46-



Elementarni operace zachovavaji mnozinu reseni

Véta 11. Jestlize matice (A b) vznikne z matice (A b) provedenim koneZné
posloupnosti elementarnich operaci, potom soustavy

Ar =b
a
Arx = b
maji stejnou mnoZzinu reseni.
Dukaz. Dukaz je snadny a prenechava se Ctenari za cviceni. O

Definice. Matice (A b) se nazyva rozsifena matice soustavy Az = b.
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MysSlenka fFeSeni soustavy linearnich rovnic

Prevedeme-li soustavu

Az =10

N

se Ctvercovou matici A s pouzitim elementarnich operaci do tvaru

x1+aioxo+ ... +a1,xn = b1,
o+ ...+ aox,xn = bo,
rn = bn

(s nulovymi prvky pod diagonalou a jednotkovymi na diagonale), potom
reSeni muzeme primo vypocitat tzv. zpétnou substituci

&w”v\al MU @\S.Hu. A\A”Qﬁ\;l”_;...u”_.v

pri pouZziti konvence } =
0
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Gaussova eliminace pro feseni Az = b (Gauss 1810)

. Sestav rozsifenou matici soustavy A := (A b) a poloZ k := 1.
. Je-li a;;, = 0 pro vdechna i > k, ukonci: A je singularni.
. Jinak nalezni a;; =0, 1 > k, a vymen 1adky A;e @ Apse.

— 1

Pro kazdé ¢ > k poloZ a = a;;, @ Aje := Aje — ¥ ALs,.

Poloz k .=k + 1. Je-li Kk <mn, jdi na krok 1, jinak na krok 6.

n
Poloz T = O pnt+1 — > QT QA”3¢§|”_J...“”_.V a ukonci:
v j=k+1
r = (xp) je jedinym FeSenim Ax = b.
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Tvar matice v bé€zném kroku (na pocatku kr. 1)

\ H @f\.alp alr ... Q1lp ai p+1 /
0 e 1 ag—1k --- Ok—1n EAIH.S._.H
o ... O m:.% e @\.Q; @FQ.T_.H
o ... O Qi .- 9.5 @ﬁs.\+p
0 0 ar e e
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Priklad

4rq1 + 8xo — 12x3 = 44
3r1 + 6x9 —8xrz = 32
—2x1 — X2 = —/
4 8 —12 44 1 2 -3 11 1 2 -3 11
3 6 -8 32| — 3 6 -8 32|—]100 1 -1
—2 -1 0O —7 -2 -1 0 -7 O 3 -6 15
1 2 -3 11 1 2 -3 11
— 103 -6 15| —]101 -2 5
OO0 1 -1 OO0 1 -1
r3=—1, 20 =3, 1 =2
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Gauss-Jordanova eliminace (Jordan 1888)

4. Pro kazdé 1 = k poloZ o '=a;; @ Aje := Aje — 0 AL,e-

6. Poloz zj, :=ay 41 (k=1,...,n) a ukonci:
= (z;) je jedinym Fesenim Az = b.

(ostatni kroky jako v Gaussové eliminaci)

Matice a soustavy rovnic
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Tvar matice v bé€zném kroku (na pocatku kr. 1)

\ H O @.Ea c.. Qlp ai p+1 /
0 | 1 Eﬂl.ﬁw e EAI.HE EAIH.S._.H
0 n Ak Wk Ahn+1
O ... 0 a; e 9.5 @ﬁs.\+p
0 0 an o am e
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Zastaveni algoritmu 1

Véta 12. Jestlize Gaussova nebo Gauss-Jordanova eliminace projde az
do konce (tj. do kroku 6), potom A je reguldrni a vypoCtené Feseni je
Jjedinym resenim soustavy Axr = b.
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Dukaz

Jestlize Gaussova eliminace pri reSeni soustavy
Ar =D (4)

projde az do konce, potom vysledna soustava ma tvar

r1+aipxo+...+a1,xn = b1,
o+ ...+ aopxn = by, (5)
rn = bn

-

a zpétnou substituci zjistime snadno, Ze tato soustava ma jediné rseni

n
o =br— Y AT (k=n,n—1,...,1). (6)
j=k+1
Protoze podle v&ty 11 maji soustavy (4) a (5) stejnou mnoZzZinu reseni, je

I\I\

reseni (6) rovnéz jedinym treSenim soustavy (4).
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(Pokracovani dukazu)

Pro dukaz regularity predpokladejme, Zze bychom teSili soustavu
Ar =0 (7)

S pouzitim stejné posloupnosti elementarnich operaci, kterou jsme pouzili
predtim k Feseni soustavy Ax = b. ProtoZe viechny elementdrni operace se
provadéji po radcich, nemuize zména v poslednim sloupci ovlivnit prubé&h
eliminace v prvnich n sloupcich, takze po provedeni eliminace bychom
dostali soustavu

r1+aioxo+ ... +a1,xn = O,
o+ ...+ aopxn, = O,
rn = 0,

jejiz matice je identicka s matici soustavy (5) a ma jediné veseni x = 0.
Tim jsme dokazali, Ze soustava (7) ma jediné veSeni x = 0, a tedy Ze

—~

matice A je regularni.
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(Pokracovani dukazu)

Dikaz pro Gauss-Jordanovu eliminaci je jesté jednodu3si, nebot v tom
pripadé ma soustava (5) tvar

|
3
.

L]

|
o>
by

L2

rn — @33

z n8hoZ je ihned vidét, Ze ma jediné ¥eSeni x = b a Z7e soustava Az = 0
ma jediné reSeni x = 0. O
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Zastaveni algoritmu 11

Véta 13. Jestlize se Gaussova nebo Gauss-Jordanova eliminace zastavi
v kroku 1, potom matice A je singularni a soustava Ax = b bud nema

N~ N -

zadné reseni, nebo jich ma nekoneCné mnoho.
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Dukaz

Predpokladejme, ze Gaussova eliminace se zastavi v kroku 1 pro jisté
k> 1. To znamena, Ze soustava v okamziku zastaveni algoritmu ma tvar

T1+ ... T a1 k-1Tk—1 T OG1xTk T @1 k4+1Tk4+1 T --- T alpZn = by,
Tp—1 T Q-1 kTk T Of—1 k4+1Tk+1 T -+ T Qp—1pTn = Dbp_1q,
Ok k+1Tk+1 T --- T OppTn = by,

(jelikoZ a;. = O pro vsechna ¢ > k). ProtozZe (jak vime z dikazu véty 12)

tvar matice této soustavy nezavisi na pravé strané b, dostali bychom pfi
reseni soustavy

Ar =0
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(Pokracovani dukazu)

p¥i pouZiti stejné posloupnosti elementarnich operaci soustavu (S)

T+ ...+ 01 k-1Tk—1 T+ a1kTk T a1 k4+1Tk+1 T --- T a1p®n = O,
Tk—1 T Q-1 kTk T Ok—1 k+1Tk+1 T --- T Qp—1pTn = O,

Ak k+1%Tk+1 T - T agptn = 0O,

@\;v\an_lumq\?_np |_| |_|QS§H§ = 0.
Polozime-li v ni zp, = 1 a zj41 = ... = zp, = 0, mUZeme prvnich k — 1

slozek vektoru x vypocitat primo reSenim soustavy

1+ ...+ a1 p_1Tk—1 = —a1k,

Tp—1 = —Ok—1 k
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(Pokracovani dukazu)

k—1
Ly — — Q4 — MU @@.Hw Q”\Alu_.v\alwv...v“_.vu
Jj=i+1
cozspolusx,=1,2, =0 (=k+1,...,n) dava explicitni redeni soustavy

(S), které je nenulové (nebot z, = 1) a je podle véty 11 Fesenim sous-
tavy Az = 0. Tedy A je singularni. Analogicky (a dokonce jednodu3eji)
dokazeme singularitu v pripadé Gauss-Jordanovy eliminace. K dokonceni
dikazu zbyva dokazat, Ze soustava Az = b v tomto p¥ipadé bud nema
7adné ¥eseni, nebo jich ma nekonetn& mnoho. Nema-li soustava Az = b
zadné teseni, jsme hotovi. Ma-li feseni «/, potom pro kazdé a € R je
A(x! + ax) = Az’ + aAx = b+ o -0 = b, takZe 2’ + ax je Feseni soustavy
Az = b pro kazdé a € R, pricemz (2’ + ax) = &w +a-1= &w + «, takZe
k-ta slozka feseni z/ + ax miZe nabyvat libovolnych hodnot, tj. Az = b
ma nekoneCné mnoho reseni. O
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Soustavy s regularni matici

Véta 14. Je-li A € R**™ regularni, potom pro libovolnou pravou stranu
b € R®" ma soustava
Ax = b

pravé jedno reseni.

Dukaz. Je-li A regularni, potom pf¥i libovolné pravé strané b se Gaussova
eliminace nemuze zastavit v kroku 1 (potom by A byla singularni podle

veéty 13), tedy projde az do kroku 6 a soustava ma podle véty 12 jediné
reseni. O

Matice a soustavy rovnic -62-



Inverzni matice

Véta 15. Ke kazdé regularni matici A € R**" existuje pravé jedna matice
A—1 ¢ RnXn s yjastnosti

AATl=A"1a=1 (8)

Naopak, existuje-li k A € R"*" matice A—1 s viastnosti (8), potom A je
regularni.

Definice. Matici A—1 s vlastnosti (8) nazyvame inverzni matici k matici A.
Poznamka. Inverzni matici maji tedy praveé regularni matice.

Dusledek. Je-li A regularni, je i AL regularni.
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Dukaz

1. Existence. ProtoZze matice A je regularni, ma pro kazdé 3y = 1,...,n
soustava Az = e; jedine reseni zJ. Necht A—1l je matice o sloupcich
zl,...,z". Potom pro kazdé j je (AA™1)e; = A(A™ 1), = Azl = e; = I,
takZe AA1 =171 Déle, AW 1A-D=MUAANHNVA-A=A—-A=0az
regularity A plyne A=—1A — I = 0. Dokazali jsme, Ze matice A~1 spliuje
AA Tl =A-1a=1T.

2. Jednoznacnost. Necht pro jistou matici X plati AX = XA = 1. Potom
je
X=XI=X(AA"H=xxANA =141 =41

To znamend, Ze matice A~ je vliastnosti (8) urcena jednoznatné.

3. Existence inverze implikuje regularitu. Jestlize k A existuje matice A1
s vlastnosti (8), potom z Az = 0 plyne

r=1Ir=(A"1A)z=A"1(Az) = 0,

takZze matice A je regularni. O
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Jedna rovnhost stacCi

Inverzni matici k A jsme definovali jako matici X, ktera splnuje jak AX = I,
tak XA = I. Ukazuje se vSak, Zze k jednoznaCnému urceni inverzni matice
staCi jen jedna z obou rovnosti:

Véta 16. Jestlize pro A, X € R*"*"™ plati
XA=1,
potom A je regularni a
X=A1
Analogicky, jestlize AX = I, potom A je regularni a X = AL

Matice a soustavy rovnic -65-



Dukaz

JestliZze pro matice X, A € R®*" plati XA = I, potom A je regularni, nebot
z Ar=0plyne x = Iz = (XA)x = X(Ax) = 0. Tedy podle véty 15 ma A
inverzni matici A—1 a prenasobenim rovnice XA = I touto matici zprava
dostavame

X=XI=X(AAH=xxADNAt=14"1=4"1

Podobng, je-li AX = I, potom X1 AT =T a matice AL je podle predchozi
casti regularni a tedy podle dusledku véty 15 je i matice A regularni, takze
ma inverzni matici a plati

X=IX=A1Ax=4a1ax)=4a"11=4"1 O
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Pripad n = 2

Je-li ad #= bc, potom matice

a b
A= c d
ma inverzni matici
g1 1 d —b
ad —bc \ —¢c a |’
protoze
Aal=palg=_1 (ad=bc O ) _;

ad — be 0 ad — bc

Z toho plyne, Ze ad # bc implikuje regularitu A. Plati i opacna implikace.
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Dodatek k soustavam s regularni matici

Véta 17. Je-li A € R*"*™ reqgularni, potom pro kazZdé b € R" je jediné reseni
soustavy

Ax = b
dano vzorcem

r = A 1b.

Dukaz. Je-li A regularni, potom ma inverzni matici a z rovnosti Ax = b
prenasobenim inverzni matici zleva dostavame

r=1Ir=(A"1A)z = A"1(Az) = A7 1b. O
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Vypocet inverzni matice

Véta 18. Necht matice (A I) je Gauss-Jordanovou eliminaci prevedena
na tvar (I X). Potom X = A~L. Jestlize Gauss-Jordanova eliminace neni
proveditelna az do konce, potom A je singularni a nema inverzni matici.

Dikaz. Necht matice (A I) € R"*2" je Gauss-Jordanovou eliminaci prevedena

na tvar (I X). Potom podle vety 10 plati (I X) = Q(A I) pro jis-
tou regularni matici Q. Odtud podle veéty 7 dostavame, ze pro kazdé

17=1,...,n je

(I X)oj =1loj = (Q(A I))ej = QA I)ej = QAsj = (QA)j,
tedy I = QA a podle véty 16 je Q = A~Ll. Ddle analogicky pro 17=1,...,n
je

¢ »vmvoL@nTQ. — »vmou. = (Q(A vao:@n_um. =@ - Nou. — A@Nvou — @ou.u

takZe X = Q = A1, Jestlize Gauss-Jordanova eliminace s matici (A I)
selhava, potom selhava uz v bloku matice A a tedy A je singularni. O
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

Dana: Ctvercova matice A.

. Sestav matici (A I).

PouZzij Gauss-Jordanovu eliminaci k prevedeni na tvar (I X).

Dojde-li k predCasnému zastaveni, ukoncCi: A je singularni a nema
inverzni matici.

. Jinak ukonci: X = A1,

Matice a soustavy rovnic
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Priklad

1 -1 -2
A= 2 -3 =5

OO
= O O
oOowr

\bIH

|
&)
|
OV
|
[
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Viastnosti inverzni matice

Véta 19. Necht A, B € R**" jsou reguldarni matice. Potom plati:
1) (A~H~t =4,

2) (A=t =@A"1Ht,

3) (aA)~1 = wkﬁlu pro o #= 0,

4) (AB)"1=p-1a-1,

Dukaz. Vétu dokazeme s pomoci véty 16, podle které z XA = I plyne
X =A4"1 1)z AA71 =T plyne A = ELVL. 2) Z AA~1 = I plyne
(A~ JG@HN atedy (AT =(AT)1.3) Z (AA N (ad) =A71A=1T
plyne 141 = (ad)"1. 4) z B~1A- iaB = B- 1B = I plyne B-14~1 =
(AB)~1. 0

Poznamka. Povsimnéte si formalni analogie tvrzeni 1), 4) s tvrzenimi
1), 4) véty 3.
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Sherman-Morrisonova formule

Véta 20. Necht A € R"*"™ je regularni a necht b,c € R". Potom plati:

1) je-li f'A=1p £ —1, je

1
TN\—1 _ 4—1 —1;, T 4—1
(A4+bc ) "= A" — . nﬁ»lgb bct A7, (9)
2) je-li A=l = —1, je A+ bel singularni.
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Dukaz

1) Vynasobenim dostavame

Tyy 4—1 1 1, T 4—1
(A+ bc VA\» - H._loﬂxT:U\» bct A v
TA-14 pTa-1_ T x—1:7,T 4—1
_ c'A—1p T ,—1 _
= 1A A|H+Qﬁ»|§ Fl- e AT =1,

nebot vyraz v posledni zavorce je roven nule. Z toho podle v&ty 16 plyne,

~

yAS)

A~ - H+%>|;>L@%>L = (A4 b))~

2) Je-li F'A=1p= -1, potom (A+bcH)A " b=b+b(ct'A 1) =b—b=0,
pricemz A~1b # 0 vzhledem k tomu Ze ¢f'A=1pb = —1, cili A+ bct
singularni. O
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Dusledek: viiv zmény jednoho koeficientu na inverzi

Necht A ma inverzi A—1 a necht k¢-ty koeficient A se zméni o a. Potom
pro inverzi pozmeénéné matice plati podle Sherman-Morrisonovy formule

a(A™1); (A7 1)y,
1+ a(A=1)y
pro i,57=1,...,n (za predpokladu a(A= 1), = —1).

(A4 aere ) 1)y = (A1), —

Obecné se tedy zména v jednom koeficientu matice A promitne do vSech
koeficientl inverzni matice, a tato zavislost neni linearni.

Matice a soustavy rovnic -75-



Intermezzo: PocCitaCe nepocCitaji presné

PocCitaCe zobrazuji realna Cisla v pohyblivé fadové carce s pevnou délkou
mantissy, ktera napr. v , IEEE floating-point standard” cCini 23 bitld u
jednoduché presnosti a 52 bitd u dvojndsobné presnosti (2723 ~ 107,
2752 10716).

Tato presnost se zda byt pro bézné ucCely postacujici. Ukazuje se vsak,
ze chyby vzniklé zaokrouhlovanim mohou pri numerickych vypocCtech uz
u prikladu malych rozmeéru zpusobit katastrofické selhani algoritmu.
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Hilbertovy matice

Pro kazdé n > 1 definujme Hilbertovu matici H, € R**" predpisem

1 .
A.NHNSVS”@I_IM|”_. Asfw””_.v...v\z\vu

napr.

1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

Hy =
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Soustavy H,x = Hye

Pro zvolené n reSme soustavu

.mﬁ\mﬁ. — .m.ﬁmu

kterd vzhledem k regularité H, ma jediné ¥eseni z = e = (1,1,...,1)7.

VypocCty byly provedeny v programu MATLAB 6.0 v dvojnasobné presnosti
jednak Gaussovou eliminaci (n = 12,13,14), jednak zabudovanou
MATLABovskou procedurou (n = 14).
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ReSeni soustavy H,r = H,e pro n = 12, 13 Gaussovou eliminaci

n=12;H=hilb(n) ;b=H*ones(n,1) ;gauss
soustava ma jedine reseni
N"

Columns 1 through 7

1.0000 1.0000 0.9999 1.0009 0.9932 1.0298 0.9176
Columns 8 through 12
1.1481 0.8273 1.1258 0.9479 1.0094
n=13;H=hilb(n) ;b=H*ones(n,1) ;gauss
soustava ma jedine reseni
x =
Columns 1 through 7
1.0000 1.0000 1.0012 0.9804 1.1771 0.0332 4.3909
Columns 8 through 13
-6.8988 13.3496 -11.8095 9.4534  -2.2127 1.5352
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ReSeni soustavy H,xr = Hpe pro n = 14 (2 metody)

n=14;H=hilb(n) ;b=H*ones(n,1) ;gauss

H singularni

n=14;H=hilb(n) ;b=H*ones(n,1) ; (H\b)’

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.408541e-019.

ans =

Columns 1 through 7

1.0000 0.9999 1.0021 0.9714 1.2008 0.2596 2.1136

Columns 8 through 14
2.7604 -10.9133 27 .2272 -31.2902 24 .5310 -8.5114 2.6489
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Zaver intermezza

Vysledky nejsou Spatné proto, ze by byl Spatny algoritmus nebo pocitac,
ale proto, ze ,,Spatnad” je sama soustava: matice H,, jsou totiz , blizké
singularnim’ .

Podrobnégji se otazky numerické stability vypoCtu probiraji v prednasce z
numerické matematiky.
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Co délat v pripadé singularni nebo obdélnikové matice?

V pripadeé, ze Gauss-Jordanova eliminace se zastavi z duvodu singularity
(a;p = 0 pro viechna i > k), mizeme formalné& pokraCovat tak, Ze budeme

hledat pivota v nasledujicim sloupci a stejném radku. Timto zpusobem
muzeme pokraCovat i u obecné obdélnikové matice.

Matice, kterou takto vypoclteme, nazyvame matici v odstupnovaném tvaru.
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Odstupnovany tvar matice: priklad

OO0 OO0 oOor
O O OO O *
oNoNoNGN NG
oNeoNoN oG
O OO *x % %
O O O % % %
OoOoOrr OOOo
O O % % % %

(hv&zditky oznacuji mista, kde mohou stat libovolna Ci

-

S

1a).

Matice a soustavy rovnic
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Odstupnovany tvar matice: definice

Definice. Matice A € R™X" je v odstupiovaném (RREFT) tvaru jestlize
existujif0O<r<mal<k; <ky<...<k-<n tak, ze platr:

...”\wﬁ\a&IH”O d \wo\a&nm& pro:=1,...,r,
o' proi=r+1,...,m.

1. Aj
2. A

Poznamka. Slovng, matice ma prvnich r radkld nenulovych a zbyvajicich
m —r nulovych. V kazdém nenulovém radku z je prvnim nenulovym cCislem
jedniCka v k;-tém sloupci, a vSechny ostatni prvky tohoto sloupce jsou

nulové. Indexy téchto sloupcu splnuji k1 < ko < ... < ky.

Poznamka. Slova ,,odstupiiovany tvar” a, RREF (tvar)” pouZivame jako
synonyma.
fz angl. , reduced row-echelon form”

-84-
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Pomoché tvrzeni

Pomocné tvrzeni. Necht A,B € R™*"™ jsou matice v odstupiiovaném
tvaru a necht plati

A=QB (10)
pro jistou regularni matici Q. Potom

A= B.
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Dukaz

Dikaz provedeme indukci podle poctu sloupcl n. Necht n = 1, takZe
A=a€c R™ a B=>becR™. ProtoZe b je v odstupiriovaném tvaru, je bud
b =0, nebo b = e1; podobné pro a. Je-li b =0, je a = Qb = 0 = b; je-lIi
b= eq1, potom vzhledem k regularité Q je a = Qe1 #* 0, tedy a = ey = b.

Necht tedy tvrzeni plati pro n — 1 > 1 a necht A, B € R™*". Potom
muZeme psat A = (4 a), B = (B b), kde A, B € Rm*(n=1) 3 4 b ¢ R™,

~ o~

pricemz A, B jsou v odstupiovaném tvaru. Potom z (10) plyne

~

@B, (11)
Qb, (12)

~ ~

a tedy podle indukCniho predpokladu je A = B. K dokonCeni dukazu zbyva
proto dokazat, Ze a = b. Necht r je pocCet nenulovych Ffadkl matice

A

a
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(Pokracovani dukazu)

\»szmo.mvm3mn:ﬁ_57.;w:m0cSmeE.mo_:oﬁxoén:m_o%no<>z?mmo.
v B). Potom pro kazdé i =1,...,r je

@& — \MO\A\@ — @.w.\ﬂ@ — @@s — @0&0

tedy prvnich r sloupcud matice @ je tvoreno prvnimi r sloupci jednotkové
matice. ProtoZe A je v odstupnovaném tvaru, je bud apy1 =...=am =0,
nebo a = €41 podobné& pro b. Je-li p41 = ... = am = 0, potom a =

i=1 i€ = 2j—1 a;Qei + 20 110 Qe; = Qa, tedy podle (12) je Qa = Qb
a z regularity @ plyne a =b. Je-li a = e, 1, potom kdyby bylo b,41 = 0,
potom 6,41 = ... = by, =0 a platilo by a = Qb = >]_1 b;Qe; = >_;—1 bje;,
pricemz (e;),4+1 = O pro kazdé i = 1,...,r, tedy by bylo a,4; = 0, spor.
Tedy b,41 # 0, takZze b = e,41 = a. Dokazali jsme tedy, Ze v obou
pripadech je ¢ = b, a jelikoZ podle induktniho predpokladu je A = B,
dostavame tak A = B, Cimz je dukaz indukci proveden. O
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Algoritmus pro vypocet odstupnovaného tvaru

Dana: matice A €¢ R™M*",

Poloz + . =1, k.= 1.

Je-li ay; = 0 pro kazdé £ > i a j >k, poloz AR := A a ukoni.
Jinak urCi k :=min{y; j > k, ag; 7 0 pro jisté £ > i}.

Nalezni ay. = 0, £ > 1 a vymeén Tadky A;e @ Aye-

Poloz A;e 1= @|w6x:..

Pro kazdé ¢ £ 1 poloZ a := ayp, @ Ape := Ape — @ Aje.

Je-lis<mak<n, polozs:=14+1, k:=k-+ 1 a jdi na krok 1.
Jinak poloz A := A a ukon&i.

Matice a soustavy rovnic
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Vysledna matice je v RREF a je jednoznacCné urcena

Véta 21. Matice AR vypocltena algoritmem je v odstupriovaném tvaru a

vysledek nezavisi na vybéru pivotu v kroku 4 a je tedy jednoznalCné urcen
matici A.

Poznamka. To ospravedliiuje pouZiti symbolu A%,

Matice a soustavy rovnic -89-



Dukaz

DokaZeme Ze matice ALl vypoctena algoritmem je v RREF tvaru. Je-li
A = 0, je matice v RREF tvaru (s r = 0) a algoritmus konCi v kroku 1.
Necht tedy A # 0. Oznatme r posledni hodnotu indexu i, se kterou se
provadi eliminace v kroku 6 algoritmu, a necht pro kazdé 1 < i < r je
k; rovno hodnoté k vypocCtené v kroku 3. Dokazeme indukci podle 2, zZe
pro kazdé 1 < ¢ < r po provedeni eliminace s pivotem Qik; V kroku 6 je
podmatice sestavajici z prvnich k; sloupct matice v RREF tvaru, pricemz
jeji radky pocinaje (i+1)-nim jsou nulové. To je zfejmé pro i = 1, nebot kq
je index prvninho nenulového sloupce puvodni matice, takze po provedeni
eliminace je podmatice sestavajici z prvnich k1 sloupcl evidentné v RREF

F R rd

tvaru a vsechny jeji radky pocCinaje druhym jsou nulové.

Necht tedy tvrzeni plati pro 1 <i—1 < r, takZe po provedeni eliminace s
pivotem a;_q . , Je podmatice sestavajici z prvnich k; 3 sloupcu v RREF

N

tvaru a vSechny jeji radky pocinaje -tym jsou nulové. To znamena, zZe pro
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(Pokracovani dukazu)

index k; vypocteny v kroku 3 plati k;_1 < k; a pri eliminaci s pivotem a;;. se
prvnich k;_1 sloupcud neméni a navic se vytvori -ty radek a k;-ty sloupec v
RREF tvaru . To ukazuje, Ze v podmatici sestavajici z prvnich k; sloupcu
je prvnich ¢ fadku v RREF tvaru a jeji zbyvajici fradky jsou vzhledem k
vybéru k; v kroku 3 a k eliminaci nulové, takZe cela podmatice je v RREF
tvaru. Tim je tvrzeni indukci dokazano. Po provedeni posledni eliminace
s hodnotou ¢ = r je bud i = m, nebo v3echny Ffadky pocinaje (¢ + 1)-nim
jsou nulové, takZe vysledna matice AR je v RREF tvaru.

Protoze matice se v prubéhu algoritmu upravuje pouze elementarnimi
operacemi (v krocich 4, 5, 6), plati pro vyslednou matici A podle v&ty
10 AR = QA, kde Q je jista regularni matice. PouZijeme-li libovolny jiny
vybér pivotu v kroku 3, dojdeme na konci algoritmu k matici xﬁ_ ktera
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(Pokracovani dukazu)

je v odstupiiovaném tvaru a plati pro ni opet Al = Q1 A, kde Q1 je jista
regularni matice. Z toho plyne, ze
A = @Hfﬂ —Q1AR
a tedy
Al = Q1 AN,

kde Al, AF jsou matice v odstupiiovaném tvaru a Q1Q~ 1 je regularni,
z CehoZ podle pomocného tvrzeni dostavame Al = AL, Tedy vysledna

matice vypocltena algoritmem nezavisi na vybéru pivotd v kroku 3 a je
jednoznacCné urcena. O
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Hodnost matice

Definice. Pocet nenulovych Fadkd matice AL (tj. &islo r) nazyvame hod-
nosti matice A a znaCime ji rank (A).

Poznamky. Pro A =0 jetedyrank(A) =0,pro A# 0jel <rank(A) < m.
Hodnost se obvykle definuje jinym zplsobem (str. 231) a toto je pak jeji
ekvivalentni charakteristika, na tomto misté vSak nemame jinou mozZnost.
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Linearni nezavislost sloupcu resp. radku matice

Definice. Rikame, Ze matice A € R™*X™ ma3 linearn& nezavislé sloupce
jestlize soustava

Az =0

P rd

ma pouze trivialni reSeni x = 0, a Ze Mma linearné nezavislé radky jestlize
AT ma linearné nezavislé sloupce.
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Linearni nezavislost a regularita

Véta 22. Pro kaZdou matici A € R™M*™ plati:
1) A ma linearné nezavislé sloupce pravé kdyz AT A Jje regularni,

P d

2) A ma linearn& nezavislé radky pravé kdyz AAT je regularni.

Dikaz. 1) Necht A ma linearng nezavislé sloupce. Jestlize AT A je sin-
gularni, potom ATAz = 0 pro jisté = # 0, tedy ||Az|]? = z!TATAz = 0
a Ax = 0, takZze A ma linearné zavislé sloupce, coz je spor. Proto AT A
je regularni. Naopak, necht AT A je regularni a necht Ax = 0 pro jisté
r. Potom AT Az = 0 a z regularity plyne z = 0, coZ dokazuje, Ze A ma
linearné nezavislé sloupce.

2) A ma linearn& nezavislé radky pravé kdyz AT ma linearné nezavislé
sloupce a to podle ¢asti 1) plati pravé kdyz (AT A = AAT je regular-
ni. O
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Hodnostni rozklad

Véta 23. KazZdou matici 0 # A € R™*"™ |ze rozloZit ve tvaru

A = BC,

kde B € R™*" je matice o sloupcich Aejy;- .., Aek, @ matice C € R™*"
sestava z prvnich r Fadki matice AE. PFitom B ma linearné& nezavislé

P d

sloupce a C ma linearné nezavislé radky.

Poznamka. Nazev je dan tim, ze pocet sloupcu B i poCet radku C je
roven hodnosti matice A.
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Dukaz

Protoze Al vznika z A posloupnosti elementarnich operaci, je podle
VEty 10 AR = QA pro jistou regularni matici @, tj.

A= paAl (13)
pro P=Q 1. Potom proi=1,...,r dostavame
Bej = Aep, = (PAM) o, = P(A") o, = Pe; = P,

a z (13) plyne pro kazdé j =1,.

\w — wA\wmvou MU WQNA\PNV\S MU WQNA\PNV\S MU mosQﬁ = B Qom — Avaof

=1
takze A = BC.
Kdyby B méla linearné zavislé sloupce, potom by platilo 0O = Bx =
1 Bejx; = Y11 Pe;z; Pro jisté x = 0. Definujeme-li vektor z! predpisem
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(Pokracovani dukazu)

ﬁ.”ﬁoﬂo&”f ﬁmamﬂoU_\O&Hﬁl_uf..ig_.wmo”m&”

I Pejzi = Y Nu.% = Pz/, kde 2/ # 0, coZ je spor s regularitou
matice P. Proto sloupce B jsou linearné nezavislé. Predpokladejme dale,
Ze CTy = 0 pro jisté y € R", tj. y!'C = 01. ProtoZe C je sestavena z
prvnich r Fadkd matice A%t a v k,-tém sloupci A%, a tedy i C, stoji vektor
ei, je 0= (IO, = y1Co, = yle; =y; proi=1,...,r, tj. y = 0. Z toho
dostavame, 7e C1 ma linearng& nezavislé sloupce, takZe C ma linearné

s N~

nezavislé radky. O
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Priklad

Jestlize
1 22 3 4\" 1 20
2 4 1 3 5 = 0 0 1
3 6 1 4 7 O 0 O
potom matice ma hodnostni rozklad
1 2 2 3 4 1 2 1 5
2 41 3 5 | =121 00
3 6 1 4 7 31

COZ lze primo OVErit vynasobenim.

Or K

= O

O N

= =

=N

Matice a soustavy rovnic
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Moore-Penroseova inverze

Véta 24. Pro kazZdou matici A € R™*" existuje pravé jedna matice
At € R"X™ s t&mito vlastnostmi:

1) AATA=A,

2) AtAAtT = AT,
3) (AAT)T = AAT,
4) (ATAT = ATA.

Definice. Matici AT nazyvame Moore-Penroseovou inverzi matice A
(autorstvi: Moore v terminech ortogonalnich projekci 1920, Penrose v
dnesni podob& 1955).
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Dukaz

Je-li A =0 e R™*" potom AT = 07T spliuje 1)-4). Necht tedy A # 0
a necht A = BC je hodnostni rozklad matice A (v&ta 23), potom B m3

linearné nezavislé sloupce a C ma linearné nezavislé radky, takze matice
BB a ¢C? jsou regularni a jejich inverze existuji. Polozme

AT =cT«ccHYBTB)"1BT.

UkaZeme, Ze AT spliiuje 1)-4).

1) AATA = BccT(cc-1(BTB)1BTBC = BC = A,

2) ATAAT =cT(ccy-Y(BTB)-1BTBcCcT(ccT)-1(BTB)1BT
= cT(cc™-1(BTB)"1BT = A+,

3) AAT = BccT(cct)-1(BTB)- Hmﬂ = B(BTB)"1BT = (B(BTB)-1BT)T
= (AAT)T,

) ATA=CcT(ccH-Y(BTB)1BTBC =cT(ccty-1c = (cT(ccH-1o)T
= (AT AT,
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(Pokracovani dukazu)

Pro dikaz jednoznacnosti predpokladejme, Ze jistda matice A% spliuje 1)-
4). Polozme D = AT — A%, Z AATA = A plyne ATAAT = AT podobns
A#FAAT = AT odectenim DAAT = 0, tudiz
DA(DAY! = DAATDT =0
a odtud DA = 0 (viz poznamku nize). Ddle z ATAAT = At plyne
AAT (AT = (AT)T a podobng AA#F(AF)T = (AF)T| tedy
DDT = D((ATT — (A1) = D(AAT(AT)T — AAF(ATH)T)

= DA(AT (AT — 4#F (47T =0
a odtud D=0, tj. AT = A#. O

Poznamka. V dukazu jednoznacCnosti jsme pouzili dvakrat faktu, zZe z
AAT =0 plyne A =0 (pro kazdé i je totiz 0 = (AAT); = 3; 4;;(AT);; =

> A7, takZe cely i-ty Fadek A je nulovy).
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3

Algoritmus pro vypocet Moore-Penroseovy inverze

. Dana: matice 0 # A € RM*X",
. Vypocti RREF tvar AL matice A.

. Sestav matici B € R™*" o sloupcich A,y ,-
z prvnich r Fadkd matice AR,

. Poloz AT =cT(BTACT)-1BT.

.., Aek, @ mMatici C € R™*"

Matice a soustavy rovnic
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Poznamky

Poznamka 1. Podle véty o hodnostnim rozkladu ma B linearné nezavislé
sloupce a C' ma linearné nezavislé radky, takze BB icc? jsou regularni
podle vety 22, proto i BYACT = BTBCC?T je regularni a ma inverzni
matici.

Poznamka 2. Misto ,, Moore-Penroseova inverze
nymne ,, pseudoinverzni matice’.

fikame rovnéz syno-
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Zvlastni pripady

Platr:

1) AT = (AT A)"1AT ma-li A linearné nezavislé sloupce,
2) AT = AT(AATY~1 ma-li A linedrn& nezavislé Fadky,
3) AT = A1 je-li A ¢tvercova regularni.

Dukaz se provede primym oOvérenim, zZe ve vsSech trech pripadech ma
matice AT viastnosti 1)-4) z véty 24.
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Matice

Priklad

A=

~N b=
0 01N
O oW

je singularni nebot ma linearn& zavislé sloupce (Aq1 — 246> + A3 = 0) a
nema tedy inverzni matici. VypocCtem podle definiCniho vzorce dostavame

jeji pseudoinverzi

-0.6389 -0.1667
-0.0556 0.0000
0.5278 0.1667

0.3056
0.0556
-0.1944

Matice a soustavy rovnic
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Pouziti RREF tvaru k reSeni obecnych soustav lin. rovnic

Véta 25. K dané soustavé linearnich rovnic
Az =1b (14)
(A € R™*" b e R™) vypoltéme odstupriovany tvar rozsirené matice sous-
tavy
(A b)E = (A4 0b).
Potom plati:

1) je-li kr =n+ 1, potom soustava (14) nema reseni,

2) je-li ky <n ar=mn, potom soustava (14) ma pravé jedno reseni
z = (by,...,bn),

3) je-liky <n ar <n, potom soustava (14) ma nekoneCn& mnoho reseni,
jejichz parametricky popis dostaneme, vyjadrime-li ,,.zavislé” proménné

Thys- - Tk, pomoci ostatnich ,,nezavislych” proménnych.
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Dukaz

JelikoZ (A b)E = (A b), vznikla matice (4 b) z matice (4 b) provedenim
koneCné posloupnosti elementarnich operaci a proto soustavy

Ar =b (15)

Az =b (16)

maji podle véty 11 stejnou mnozinu reseni.

a) Je-li k, =n+ 1, potom r-ta rovnice soustavy (16) ma tvar

Oxq1+ ...+ 0x, =1,

tedy nema reSeni a proto ani soustava (16) resp. (15) nema reseni.
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(Pokracovani dukazu)

b) Necht k, <mn ar =mn. Potom 1 < ki <ky<...<ky<n, takZe musi

platit kK, =i proi=1,...,n a soustava (16) ma tvar
x] = by,
.&: — m:v

Oxy1+...+0x, = O,

Ox1+...+40x, = O

a tedy ma jediné veseni z = (bq,...,bn)?, které je rovné&z jedinym Fesenim
soustavy (15).

c) Necht ky <m al<r<n. PoloZme K = {kqy,...,kr}. Potom pro kazdé

i=1,...,r ma i-ty radek soustavy (16) tvar
i+ ) Ay = b
JEK
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(Pokracovani dukazu)

tedy

Hw@”wslmmsu&u Q”“_J..Jﬁvv
JEK
Cimz dostavame vyjadreni , zavislych proménnych™ z;, j € K, pomoci
»nezavislych proménnych” z;, j ¢ K, pricemz {j; j ¢ K} obsahuje prave
n —r prvkd. O
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T
)
3
T4

WN =

Priklad

r1 + 2x0 + 223 + 324
2x1 + 4xo + 23+ 324
3z1 + 6xp +x3 + 424 =

O

2 2 3 4 1
4 1 35 |—...— | O
6 1 4 7 O
r1] = 2—2x0 — x4

r3 = 1—x4
2 —2 —1
0 1 O
1| T o |1+ | _1
O 0 1

©OON

Y2

OO

Or K
O r N

(y1,y2 € R)
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Homogenni soustavy

Necht A € RMm*X" Soustavu
Ar =0

(tj. s nulovou pravou stranou) nazyvame homogenni soustavou. Je zrejmé,
Ze homogenni soustava ma aspon jedno reseni x = 0 (tzv. trivialni).

Diusledek. Je-li A € RM™*X"™ am < n, potom soustava Ax = 0 ma netrivialni

N -

reseni.

Dukaz. Ve vété 25 nenastava pripad 1). Kdyby nastal pripad 2), bylo by
n = r < m ve sporu s predpokladem m < n. Tedy nastava pripad 3) a
soustava ma netrivialni reseni. O
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Tvar mnoziny reseni

Z véty 25 a z prikladu je zfrejmé, ze je-li kr < n a r < n, potom mnozina
X reseni soustavy Ax = b ma tvar

X ={zo+ By; yc R},
a pridanim r nulovych sloupcu k B miZeme psat
X ={zqg+ By; ye R"}.
V tomto tvaru pak plati i pro ptipad jediného FeSeni (s B = 0).

Nasledujici véta uvadi explicitni tvar xg a B s pouZzZitim pseudoinverzni
matice.
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Popis mnoziny reseni

Véta 26. (Penrose 1956) Necht A € R™*" pc R™ a necht mnoZina X
reseni soustavy

Ax =b
Je neprazdna. Potom plati
X ={ATb+ (I - ATA)y; y e R"},
pricemz

|ATB|| = min{||z

,r e X}

a ATb je jediné Feseni, ve kterém se tohoto minima nabyva.

Poznamka. ATb je tedy jakési ,,vyznacné reseni’. PovSimnéte si analogie
se vzorcem A~ 1b u soustav se ttvercovou regularni matici.
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Dukaz

Necht X # 0, takZe xzg € X pro jisté xg. S vyuzitim vlastnosti 1) z v&ty
24 dostavame

AATH = AAT Azg = Axg = b,

takZe ATb € X. Necht z € X; polozme y = z — ATb, potom Ay = Az —
AATH=b—b=0, takze

r=ATb+y=ATb+ (T - AT A)y.
Dokazali jsme tim, ze
X C{ATb+ (I - ATA)y; y e R}

Naopak, necht z je tvaru z = ATb+ (I — AT A)y pro jisté y € R*. Potom
Ax = AATH+ (A — AATA)y = b (pouZili jsme op&t vlastnost 1) z véty
24), takze z € X. Tim jsme dokdazali opacnou inkluzi a tedy i rovnost

X ={ATb+ (I — ATA)y; y € R"}. (17)
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(Pokracovani dukazu)

Pro dukaz zbyvajiciho tvrzeni zvolme libovolné feSeni x € X, potom z je
tvaru x = ATb+ (I — AT A)y pro jisté y € R?, a pocitejme __%__M

|z)|* = 2= ATB|2 4+ 2((I — AT AT AT+ ||(1 — AT A)y|?
ATD|2 + 2y (1 — ATA) AT+ ||(1 — AT A)y|?
ATD|2 +||(1 — AT Ay > | ATo|?, (18)
kde jsme pouzili viastnost ATAAT = AT z véty 24. Pro kazdé z € X je
tedy ||z|| > ||ATb||, pFicemz ATb rovn&z patfi do X, coz znamena, Ze

|ATB|| = min{||z||; z € X}. (19)

Jestlize ||z|| = ||ATb|| pro jisté x = ATb+4 (I — AT A)y € X, potom z (18)
dostavame

[z]|2 = [|ATD||? + ||(1 — AT A)y||? > |ATD|]% = ||||?,

takZe nerovnost se nabyva jako rovnost, coz dava ||(I — AT A)y|| = 0, tedy
(I — ATA)y=0axz= Atb. To znamena, Ze minimum v rovnosti (19) se
nabyva pravé jen pro x = ATb. O
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Dusledky Penroseovy véty

Véta 27. Necht A € R™*X" p € R™. Potom pro soustavu
Az =1b (20)

plati:
1) soustava (20) ma Feseni pravé kdyZ AATbH =b,
2) soustava (20) md jediné Feseni pravé kdyZ AATb=ba ATA =1,
3) mnozina N(A) = {x; Ax = 0} FeSeni homogenni soustavy Ax = 0
je popsand vztahem N(A) = {(I — ATA)y: y € R},
4) pro kazdé xg € X je X = {zg+x; v € N(A)}.

Poznamka k 4). Jinymi slovy, obecné reSeni soustavy Az = b lze popsat
Jako soucet jejiho ,,partikularnino”™ reseni g a obecného reSeni homogenni
soustavy Ax = O; tato véta se pouziva v prednasce z analyzy ve 2. roCniku
k popisu obecného reseni linearnich diferencialnich rovnic.
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Dukaz

1) V dikazu vty 26 jsme dokazali, Ze je-li X # 0, potom AATH = b.
Naopak, plati-li AATb =1, potom ATbe X a tedy X # 0.

2) Ma-li soustava Az = b jediné Feseni, potom podle bodu 1) je AATb =1
a z popisu (17) vyplyva, Ze musi byt I — AT A = 0. Naopak, je-li AATb=1b
a ATA =1, potom ATbh je Fesenim a z (17) vyplyva, Ze jedinym.

3) Aplikaci vzorce (17) na soustavu Az = 0 dostavame

NA) =X ={I-ATA)y,; ye R"}.

4) Je-li o € X, potom podle (17) je zg = ATb+ (I — AT A)yg pro jisté
Yo, takze

X = {ATo+ (I -ATA)y, yeR"} ={zo+ T - ATA)(y—yo); y € R"}
{zo+ T —-ATA)G; GeRY}Y ={ag+z; v € N(A)}.

[
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Jak fesSit soustavy, které reSeni nemaji-

Tato otazka vypada jako zjevny protimluv: nalézt feSeni soustav, které
reseni nemaji, samozrejme nelze. Lze si vSak polozit otazku, zda neexistuje

NECOo, CO by bylo mozZzno povazovat v jistém smyslu za adekvatni nahrazku
neexistujiciho reseni.

Tato uvaha vede k tzv. metodé nejmensich Ctvercda.

Matice a soustavy rovnic -119-



Idea metody nejmensSich Ctvercu

Ma-li soustava Ax = b feseni x, potom pro né&j plati
| Az — b|| = O,

pricemz 0 je nejmensi mozna hodnota normy. To vede k mySlence hledat
x, pro které plati

Az — b]| = min{[[Ay —b]|; y € R"}.

Je-li ||Az —b|]| = 0, je = TeSenim Az = b; je-li ||Ax —b|| > 0, je x , TeSenl”
nalezené metodou nejmensich Ctvercd (angl. ,, least squares solution™).
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ProcC ,,nejmensSich Ctvercu”?

Rovnost
Az —b|| = min{||Ay — b[|; y € R"}

lze umocnénim a rozepsanim do slozek prevést na tvar

WX&&ISwHBSA WUA\»@ISWN @m%zf
i=1 i=1

jde tedy o minimalizaci souCtu druhych mocnin (,,Ctvercd’).
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Charakterizace reseni

Véta 28. Vektor x € R" splniuje

|Az — b]| = min{[[Ay —b]|; y € R"}

pravé kdyz je resenim soustavy

AT Az = A™b. (21)

Definice. Soustava (21) se nazyva soustavou normalnich rovnic (prirazenou
K soustavé Az =b).
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Dukaz

PT7i dukazu obou implikaci pouzijeme pomocnhou rovnost
|A(z+2)—b||* = [[Az—b+Az||* = ||Az—b||*+22" AT (Az—b)+[|Az||%, (22)

platnou pro libovolné vektory x,z € R,

Necht z je Fesenim soustavy AT Ax = ATh. Potom AL (Az —b) = 0, takZe
pro libovolné y € R", piseme-li ho ve tvaru y = =z + z, kde z = y — «,
dostavame podle (22) ||Ay — b||? = ||Az — b||2 + ||Az||? > ||Az — b||?, coZ
znamena, ze

|Az — b|| = min{[[Ay —b]|; y € R"}. (23)

Naopak, necht vektor z € R" splnuje (23). Predpokladejme sporem, Ze
AT (Ax —b) # 0, a poloZzme z = —e AT (Ax — b), kde € > 0. Potom z (22)

plyne
|A(z + 2) — bl|? = || Az — b]|? — 2¢|| AT (Az — b)||? + 2| AAT (Az — b)||. (24)
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(Pokracovani dukazu)

Ukazeme, Zze ¢ > 0 lze volit tak, aby soucCet poslednich dvou Clenu na
pravé strané byl zaporny. K tomu je treba, aby platilo

e|| AAT (Ax — b)||? < 2||AT (Az — )| (25)

Je-li ||[AAT (Az —b)|| = 0, Ize € > 0 volit libovolng (nebot AT (Axz —b) £ 0
podle predpokladu a tedy ||AT(Az —b)|| > 0); je-li ||[AAT(Az —b)| > O, je
(25) spln&no napr. pro

e = [|AT(Az — b)||?/||AAT (Az — b)|2.
P¥i této volb& ¢ pak ze (24) dostavame
|A(z + 2) — b||* < [|Az — b|)?,
tedy pro y = x 4+ z mame
|Ay —bf| < ||Az — b|

ve sporu s (23). Dokazali jsme, zZe plati-li (23), potom predpoklad, Ze
AT (Ax — b) # 0, vede ke sporu. Tedy AL (Az —b) = 0, takZe z je FeSenim
soustavy AL Az = ATb, coZ dokazuje opatnou implikaci. O
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Resitelnost soustavy normalnich rovnic

Véta 29. MnozZina X resSeni soustavy normalnich rovnic
AT Az = ATh (26)
Je popsana vzorcem
X ={ATb+ (I - ATA)y; y e R"}.
Z toho plyne, Ze soustava (26) ma vzdy reseni a ma-li soustava
Ar =b (27)

reseni, potom obé& soustavy (27), (26) maji stejnou mnoZinu reseni X .

Poznamka. Reseni metodou nejmensich Ctvercl tedy vzdy existuje.
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Dukaz

Podle vlastnosti 1), 3) z v&ty 24 plati
ATAAT = AT (AAT)T = (At = AT
a tedy
AT AATH = AT,

>

z CehoZ plyne, Ze soustava ATAx = ATb ma veseni ATb. Pro mnozinu

-

reSeni X této soustavy plati tedy podle tvrzeni 4) véty 27
X ={ATb+ 2z, z € N(ATA)}. (28)
Dokazeme, ze

N(ATA) = N (A). (29)
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(Pokracovani dukazu)

Skutetng, je-li z € N(A), potom Az = 0 a tedy i ATAz = 0, coz dava
r € N(ATA). Naopak, je-li € N(ATA), potom ATAxr = 0 a tedy i
|Az||? = 2T AT Az = 0, coZ znamend, Ze Az = 0 a =z € N(A). Tim je
rovnost (29) dokdazana a dosazenim do (28) dostavame

X ={ATb+ (I - ATA)y; y e R"}, (30)

kde jsme pouZili popisu mnoziny N(A) z tvrzeni 3) véty 27. Ve V&te 26
jsme dokazali, ze je-li mnozina reSeni soustavy Ax = b neprazdna, potom
je popsana vzorcem (30). Z toho plyne, Ze v tomto pripadé maji ob&
soustavy Az = b a AT Ax = ALb stejnou mnoZinu Fesenr. N
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Algoritmus metody nejmensSich Ctvercu

0. Dana: soustava Ax = b.

1. Sestav soustavu normalnich rovnic AT Az = AT'b a nalezni popis mnoZiny
jejich resenit ve tvaru X = {zg+ By ; y € R"} prevodem na RREF nebo
podle Penroseovy VEty.

2. Je-li Axg = b, ukonCi: X je mnozina reSeni soustavy Ax = b.

3. Je-li Axg # b, ukoncCi: soustava Ax = b nema reSeni a X je mnoZina
vektort z spliujicich ||Axz — b|| = min{||Ay —b||; y € R"}.

tktera je vzdy neprazdna
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Dulezity zvlastni pripad

Ma-li matice A € R™M*" |inearn& nezavislé sloupce, potom soustava
Ar = b
ma jediné reseni metodou nejmensich Ctvercu, a to
= ATb= (AT A)"14Ts. (31)

Skutecng&, v tomto pripadé je AT = (ATA)~1AT (viz str. 105), tedy
ATA=(ATA)"1ATA =TI a podle Penroseovy Vvéty je

X={ATb+ (I —-ATA)y; yeR"} ={ATb+0 y; y € R*} = {ATb},
takZe mnozina reseni metodou nejmensSich Ctvercl obsahuje jediny prvek
= ATb= (AT A)"14Ts.

Poznamka. V praktickych ulohach vedoucich na metodu nejmensich
Ctvercu je linearni nezavislost sloupcu Castym jevem a explicitni vzorec
(31) tak nabyva zvlastni dllezitosti.
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Zpét k RREF; vyhled

Jestlize, jak vime, je odstupnovany tvar AR jednoznacné urcen matici A,
jaky vyznam potom maji Cisla r a kq,...,kr z hlediska matice A7

Na tuto a dalsSi otazky lze snaze odpoveédet, abstrahujeme-li od struktury
matic a zamé&rime-li se pouze na vlastnosti operaci s nimi. To vede k
pojmu abstraktnich vektorovych prostoru, které budeme probirat v dalsi

kapitole.
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Cast 2:

Vektoroveé prostory
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Definice vektorového prostoru

Definice. Vektorovym prostorem nad té&lesem realnych Cisel R nazyvame
mnozinu V, na které jsou definovany operace ,,+", ktera kazdé dvojici
prvku x € V, y € V prirazuje prvek x +y € V, a operace ,,-", ktera kazdé
dvojici a« € R, x € V prirazuje prvek o -x € V tak, ze platir:

1) z+y=wvy -+ x pro kazdé x,y € V,

2) (e+y)+z=x24+ (y+ z) pro kazdé z,y,z € V,

3) existuje prvek 0 € V takovy, Zze £+ 0 =z pro kazdé z € V,
4) ke kazdému x € V existuje y € V takovy, Zze x +y = 0,

5) a-(B-z) =(aB) -x pro kazdé a, e R axecV,

6) 1-z=x pro kazdé z eV,

7) a-(r+y) =a-x+a-yprokazdeacRaz,ycV,

8) (a+p8)- x

a-x+B-x pro kazdé a, e R azxzeV.
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Poznamky 1

Podobné& jako u matic piseme vétsinou ax misto a-x (nikdy nepiseme za).

S touto konvenci a s vynechanim kvantifikatort Ize psat vliastnosti 1)—8)
v jednodussi, ale méné presné podobé:

1) z+y=y+=z,
2) (z+y)+tz=z+ (y+=2),

3) 4+ 0=z,

4) z+y=0,

5) a(fz) = (ap)z,
6) lx =z,

7) a(z+y) =ar+ay,
8) (a+ B)x = ax + Bux.
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Poznamky 2

je 0 € V (nulovy vektor), takZe vektorovy prostor je vZzdy neprazdny,

prvky z R nazyvame skalary, prvky z V vektory,

struktura prvkd z V neni blize urCena; zajimaji nas vlastnosti operaci
S nimi, nikoliv jejich podstata,

podobné definujeme vektorovy prostor nad télesem C,

nebude-li feCeno jinak, budeme se v dalsSim zabyvat realnymi vek-
torovymi prostory (nad R) a misto ,,vektorovy prostor” budeme Fikat
jednoduse ,, prostor’™.
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Priklady vektorovych prostoru

jednobodova mnozina V = {0} s definovanymi operacemi 04+ 0 = O,
a0 =0 pro kazdé o € R je vektorovy prostor (tzv. nulovy),

prostor R™*"™ g operacemi seCitani matic a nasobeni matice skalarem,
viz vétu 1 (pro nas , standardni” prostor, na kterém budeme ilustrovat
zavadéné pojmy),

prostory C™mxn R™ C™,

mnoZzZina P, vsech polynomu stupné < n s realnymi koeficienty
(nikoliv ,,=n" 1),

mnozina Pso polynomua vsech stupind s realnymi koeficienty,

mnozina C(a,b) v3ech funkci spojitych na intervalu [a, b],

mnoZina vsech konvergentnich posloupnosti realnych Cisel,

atd.
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Zakladni vlastnosti vektorového prostoru

Véta 30. Pro kazdy vektorovy prostor plati:

1) existuje pravé jeden prvek a € V' s vilastnosti x +a = x pro kazdé x € V,
atoa=0,

2) ke kazdému x € V existuje pravé jeden prvek y € V s vlastnosti
r+y=0,atoy=(-1)z,

3) «a-0=0 pro kazdy skalar «,
4) 0-x =0 pro kazdé x € V,
5) je-lia-z =0, je bud aa =0, nebo x = 0.
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Dukaz

Dokazeme vlastnosti v poradi 3), 4), 1), 2), 5).

3) Pro kazdé a € R je
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0. (32)

Podle vlastnosti 4) z definice vektorového prostoru existuje prvek y € V
takovy, Ze -0 4+ y = 0. PFiCtenim tohoto prvku k ob&ma stranam (32)

dostavame
a-0=a-04+(ax-04+y)=(a-04+a-0)4+y=a-04+y =0,
takze a- 0 = 0.

4) Pro kazdé xz € V plati
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(Pokracovani dukazu)

O-z24+40-2=(0+0)-2=0"-=. (33)

K vektoru O - x existuje vektor y s vliastnosti O-x 4+ y = 0, a prictenim y k
ob&ma stranam (33) dostavame

O-z2=0-2+O0-2+y)=0-24+0-2)+y=0-2+y =0,
takze 0-xz = 0.
1) Aspon jeden prvek s touto vlastnosti existuje, a to 0 (podle viastnosti

3) z definice). Necht plati z + a = = pro kaZzdé x; potom specialné plati i
pro x = 0, z Cehoz dostavame

a=a+0=0+4a=0,

tedy a = 0 a O je jediny prvek s touto viastnosti.
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(Pokracovani dukazu)

2) Definice zaruCuje, Ze ke kazdému z € V existuje y € V takové, Zze
x + vy = 0. Necht rovn&z = + z = 0. Potom

y=y+0=y+(@+2))=wWt+tr)+z=(C+y)+2=042=7¢,

takZze y = z a prvek y s viastnosti x 4+ y = 0O je jediny. Protoze plati

rxr+(-1)-z2=1-24+(-1) - 2=((1+4+(-1))-2=0-2=0
podle 4), jey=(-1) - x.

5) Necht a -z = 0. Je-li a = 0, neni co dokazovat. Je-li a # 0, je

&HH.aHAWQv.an.AQ.ava.OHO. O
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Podprostory

Definice. PodmnozZinu W vektorového prostoru V nazyvame jeho
podprostorem jestlize ma tyto vlastnosti:

1) 0eWw,
2) pro kazdé z,ye W jex+ye W,
3) pro kazdé a € R, z € W je ax € W,

jinymi slovy jestlize mnozina W je sama vektorovym prostorem vzhledem
K operacim secCitani a nasobeni skalarem definovanym na V.

Vektorové prostory -140-



Priklad

Pro kazdy vektorovy prostor V a libovolny jeho prvek z € V je
W =A{ax; a € R}

podprostor prostoru V, nebot:

e O=0xec W,
o ar + fx = (a+B)rc W,
o a(fr) = (aB)xr e W.
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Systém vektoru

Systémem vektoru ve vektorovém prostoru V nazyvame libovolnou koneCnou
posloupnost x1,...,zn jeho prvkl, n > 0 (tj. pFfipoudtime i prazdné systémy).

Dulezité je, ze vektory jsou usporadané, takze stejny vektor se muze
vyskytnout vicekrat (tj. mdze byt x; = z; pro i # j); viz napf. mnozinu
sloupcl dané matice.

V obecné neusporadané mnoziné se kazdy jeji prvek muze vyskytnout jen
jednou.
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Linearni kombinace

Definice. Rikame, Ze vektor = € V je linearni kombinaci vektorti z1,...,zn € V,
n > 1, jestlize existuji skalary a1,...,a, takové, zZe plati

n
r=air]1+axro+ ... +apry = MU QT
=1

(Jinymi slovy, jestlize = se da vyjadrit ve tvaru 3%, ajx;).
Poznamka. Z hlediska teorie vektorovych prostoru je to zakladni pojem.

Linearni kombinaci nazyvame i samotny vyraz MwHH Q.
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Linearni obal

Definice. Je-li z1,...,xzn Systém vektord z V, n > 1, potom definujeme
jejich linearni obal predpisem

n
[21,...,2n] = Tﬁ x = MU ajx; pro jista ag €R, ..., an € Hﬁv
=1
je to tedy mnozina vsech moznych linearnich kombinaci vektorud z1, ..., zn.
Pro prazdny systém definujeme [0] = {0}.

Véta 31. Pro libovolné vektory x1,...,xzn € V je [x1,...,xn] podprostor
prostoru V.
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Dukaz

PoloZzme W = [x1,...,xn]. Je-li n = 0, je W = [(] = {0} podle definice,
tedy W je podprostor V. Necht tedy n > 1.

a) Je 0 € W, protoze 0 = > 7—=10-z;.

b) Necht a,b € W, takze a = X7 ajzj, b = X7 Bjx; pro jisté aj, B,
J=1,...,n. Potom a4+ b = %HHAQQ. +Q.LH.? takze a+bec W.

c) Necht a« € R a be W, takzZze b = '—1 Bjz; pro jisté B, j =1,...,n.
Potom ab = %HHAQ@VM@. eWw.

Podle definice podprostoru je tedy W podprostorem V. m

Vektorové prostory -145-



Inkluze a rovnost linearnich obalu

Poznamka. Jsou-li x1,...,2n A y1,...,ym dva systémy vektort z V,
potom:
1) [z1,...,2zn] Cly1,...,ym] pravé kdyz z; € [y1,...,ym] pro kazdé
17=1,...,n,

2) [z1,...,zn] = [y1,...,ym] praveé kdyz z; € [y1,...,ym] pro kazdé
j=1,....,navy; € [r1,...,zn] Pro kazdé i=1,...,m.
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Systém generatorua

Definice. Vektory xq,...,xn Nazyvame systémem generatord prostoru V
(nebo fikame, Ze generuji prostor V) jestlize plati

<” _“MG.”_.V...QMG.S\”_“

jinymi slovy jestlize kazdy vektor x € V |ze vyjadrit jako linearni kombinaci
vektord xzq1,...,xn.

Definice. Vektorovy prostor V, ve kterém existuje aspon jeden systém
generatoru, nazyvame koneCné generovany.

Poznamka. V dalsim budeme studovat jen koneCné generované prostory.
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Priklady

R™X" je koneCn& generovany, nebot xmmaOc matici A = (a;;) € R™*"
Ize psat ve tvaru A =}’ MU.Q 1 Qjj€;€x Axo_m m.%.;.m matice s jedniCkou
na :7-tém misté a nulami na Omﬁmﬁs_n: 3.%805 takze mn matic e, W
i=1,....,m, j=1,...,n tvori systém generatori R™*",

podobné R je koneCné& generovany, protoze kazdy vektor x € R™ l|ze
psat ve tvaru z = 1" ; x;ey,

prostor P, _oo_<303c stupné < n je koneCné generovany, protoze poly-
nom p(x) = .w o@i& je linearni kombinaci polynoma 1,z,z2,...,z"
prostor Py polynomu vsech stupnu neni koneCné generovany,
prostor C'(a,b) funkci spojitych na [a,b] neni koneCn& generovany.
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Co vede k pojmu linearni nezavislosti vektoru

Jestlize xzq1,...,x, je Systém generatoru prostoru V, potom kazdy =z € V
lze vyjadrit ve tvaru

n
j=1

Na koeficienty a1,...,a, muZeme pohlizet jako na souradnice vektoru x.
Kdy jsou tyto souradnice jednoznaCné urcCeny? Jestlize jednoznacné urCeny
nejsou, potom lze psat

n
Tr = MU QTG = .MUH @.R%
%”

J=1
kde a; = P. pro aspon jedno j, takze

n
> (aj — Bj)z; =0,
j=1

kde aspon jedno «; — §; # 0. VylouCenim teéto moznosti zaruCime jed-
noznacnost.
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Linearni (ne)zavislost vektoru

Definice. Systém vektord z1,...,xn € V nazyvame linearné zavisly jestlize
existuji Cisla a1,...,an, Z nichZ aspon jedno je nenulové, takova, ze plati
a1x1 + ...+ anxn =0, (34)

a linearn& nezavisly v opatném pripadé (tj. jestlize rovnost (34) plati jen
pro a1 = ... = an = 0).
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Poznamky

linearné zavisly systém je neprazdny = prazdny systém je linearné
nezavisly,

je-li x; = 0 pro jisté ¢, je systém linearn€ zavisly (a; = 1, ap = 0 jinak),
je-li x; = T pro jisté ¢ # j, je systém linearné& zavisly (ao; = 1, a; = —1,
ap = 0 jinak),

podsystém linearné nezavislého systému je linearn€ nezavisly,
nadsystém linearné€ zavislého systému je linearné zavisly.
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Redukce linearné zavislého systému generatoru

Véta 32. Je-li x1,...,xzn linearné zavisly systém generatoru prostoru V,
potom existuje k € {1,...,n} takove, ze x1,...,Tp_1,Tp4+1,---,Tn j€ OPEL
systém generatorud prostoru V.

Poznamka. Vysledny systéem xzq,...,2,_1,Tg41,---,Tn VSaK UZ Nnemusi byt
linearné zavisly.
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Dukaz

Necht z1,...,zn je linedrn& zavisly systém generatorl prostoru V. Potom
plati
n
MU Qm&u =0 Awmv
j=1

pro jisté B1,...,08n € R, pFfiCemZ existuje k, pro které 8, # 0. Rovnost (35)
mizeme psat ve tvaru

n
J=1,j%k
a odtud vypocCitat z; prictenim Mwnf.w.#wﬁlmbﬁ k ob&ma stranam a
vydelenim Sp.:

H\A”. MU ||. Hu.. AwOV
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(Pokracovani dukazu)

Necht z je libovolny prvek V. ProtoZe ziy,...,zn je systém generatori

prostoru V, existuji aq,...,an € R tak, ze
n
=1
S vyuzitim (36) mizeme nyni psat

T = MU QX+ QR = MU Aos. — LQwv ;.
j=1,37k j=1,j%Fk
To znamena, Ze x lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru

L1y s Th1,Th+41)--+7Tn

(37)

a protoze z byl libovolny vektor z V, je (37) systém generatori prostoru

V.

[
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Steinitzova véta o0 vymeéneé

Vveéta 33. Necht zq,...,zm je linedarn& nezavisly systém a yq, ..., yn SyStém
generatort prostoru V-.(m > 0, n > 0). Potom plati:

1) m<mn,

2) existuji vzajemné rizné indexy ki,...,kn—m € {1,...,n} takové, Ze
TlyoeosTmyYpses Yy Je opét systém generatord prostoru V.

Poznamka. V anglicky psané literature se pouziva nazvu , replacement
theorem” . Cast 2) se nékdy pro zjednoduseni formuluje jako ,,po vhodném
preCislovani tvori x1, ..., Tm, Ym+1,- - - Yn OPEL System generatoru prostoru
V™.
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Dukaz

Dukaz provedeme indukci podle m. Je-li m = 0, potom zregmé m < n
a yi,...,yn tvori hledany systém. Necht tedy tvrzeni plati pro m — 1 >

0 a necht z1,...,zm Jje linedrn& nezavisly systém a yi,...,yn j€& Systém
generatoru prostoru V. Jelikoz systém x1,...,zm Jje linedarné€ nezavisly, je
| jeno podsystém zq,...,x,,—1 linearné nezavisly a tedy podle indukCniho
predpokladu je
m—1<mn (38)
a existuji vzajemne rdzné indexy yg,...yp, . ., € {1,...,n} takové, ze
bu”_.v...v.&ﬁ;l”_.vw@u.u...u@NSISTTH A@@V
tvori systém generatorud prostoru V. Kdyby bylo m — 1 = n, potom by to
znamenalo, zZe z1,...,x,,_1 J€ SyStém generatoru V a tedy by bylo mozno

vyjadrit xm, jako jejich linearni kombinaci

m—1
Tm = ) ajzj,
i=1
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(Pokracovani dukazu)

z Cehoz by plynulo, ze systém x1,...,xm J€ linearné€ zavisly ve sporu s
predpokladem. Z (38) tedy plyne m — 1 < n, tj. m < n, CimzZ je prvni
tvrzeni dokazano. Pro dukaz druhého tvrzeni vyjdéme z toho, ze jelikoz
vektory (39) tvori systém generatora V, lze xy, vyjadrit jako jejich linearni
kombinaci

n—m-+1

Muosab._. MU Bive. (40)

a aspon jeden z koeficientu m@. je ruzny od nuly, protoze jinak by vektor
xm byl linedarni kombinaci vektord x1,...,z,,—1 a tedy systém x1,...,zm
by byl linearn& zavisly ve sporu s predpokladem. Tedy [ = O pro jisté k
a z (40) dostavame

1 m—1 n—m-+1
EA j=1 i=1,i#k
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(Pokracovani dukazu)

Jelikoz (39) tvori systém generatort podle indukEniho predpokladu, exis-
tuji ke kazdému = € V' koeficienty v;, o; tak, ze

n—m-+1
MU ES] + MU %s@N
Dosadime-li sem vyjadreni y,, z (41), dostavame

n—m-+1 m—1 n—m-+1

Of,
r = MU V% T+ MU 0y, + —(xm — MU Q;T; — MU Bive,)
i=1, 1%k P j=1 i=1, 1%k
%w n—m-+1 @,w
— MU (v — |o®v§ —rm+ Y, (6 — )Yt
B i=1,i%k B,
takze x je _,smm\S_\ kombinaci vektoru
Llyeeerym—15Tm, @NHu S VHQN\AIHV @N\?TH“ SRR vw@ﬁlsl_nH. AR_.MV
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(Pokracovani dukazu)

Protoze x byl libovolny vektor z V, dokazali jsme tim, Ze (42) je systém

generatoru prostoru V. PrecCislujeme-li nyni n —m vektoru yy,,...,ys .,
Yorqqs Y0, _iq JAKO Ykys o Y, dOStavame tvrzeni vety. O
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Baze a jeji existence

Definice. Linedarné nezavisly systém generatori koneCné generovaného
prostoru V nazyvame jeho bazi.

Véta 34. Kazdy koneCné& generovany prostor V.ma bazi.
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Dukaz

Protoze V je koneCné generovany, ma aspon jeden systém generatorda.
Ke kazdému systému generatorll zq,...,zm pFitadme pocCet jeho prvki
m, a necht M je mnoZina v3ech té&chto Cisel m pres vsechny systémy
generatoru prostoru V. Potom M je neprazdna mnozina prirozenych Cisel a
jako takova ma nejmensi prvek mg. Necht z1,...,zmy je jemu odpovidajici
systém generatoru. Kdyby tento systém byl linearné zavisly, potom podle
veéty 32 by z n€ého bylo mozZno vyradit jisty vektor z; tak, ze xzq,...,x1_1,
Tk41,---5Tmg DY Dyl Op€t systém generatoru s poCtem prvkd mg—1€ M
ve sporu s tim, Zze mg je nejmensi prvek mnoziny M. Predpoklad linearni
zavislosti systému xq,...,rmy vede tedy ke sporu. To znamena, Ze system
x1,...,Tmg J€ linearné nezavisly, a jelikoz je to systém generatort, dostava-
me tak, ze tvori bazi prostoru V. O
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Smysl zavedeni baze: souradnice

véta 35. Je-li z1,...,xn, n > 1, baze prostoru V, potom ke kazdemu
x € V existuje pravé jedna n-tice skalard «1,...,an takova, ze plati

n
j=1

Definice. Cisla a7y, ..., an Nazyvame soutadnicemi vektoru z v bazi z1, ..., zn.
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Dukaz

Necht z € V. ProtoZe z1,...,xn tvori bazi, je to systém generatort a tedy
existuji aq,...,an € R tak, ze
n
xr = MU Q;T;. (43)
j=1
Jestlize plati rovnéz
n
=) Bjz;
j=1
pro jisté B1,...,0n € R, potom odeCtenim dostavame

MUA@.IOQVRQ.HRIRHO

j=1
a jelikoz systém x1,...,xn Je linearné nezavisly, musi platit
Qu.lQu.”O Au.”“_;...vﬁ\vv
tedy vyjadreni (43) vektoru x v bazi x1,...,zn je jednoznacCné. O
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Shrnuti

Prvek x € V lze vyjadrit jako linearni kombinaci prvkd systému x1,...,xn € V

e aspon jednim zpusobem, je-li to systém generatorda,
e Praveé jednim zpusobem, je-li to baze,
e NejvysSe jednim zpusobem, je-li linearné nezavisly.
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Dimenze vektorového prostoru

Véta 36. Vsechny baze koneCné& generovaného prostoru V. maji stejny
pocet prvkd.

Dulakaz. Necht z1,...,zm @ y1,...,yn jSOU libovolné dv& baze V. Potom:

(a) x1,...,xm je linedarné nezavisly systém a y1,...,yn je systém generator,
takZe podle Steinitzovy Vvéty je m < n,

(b) y1,...,yn je linedarn& nezavisly systém a x1, ..., zm je systém generator,
takze podle téze vety je n < m.

Dokazali jsme, Ze plati jak m < n, tak n < m, celkem tedy m = n a ObE&

baze maji stejny pocet prvku. O

Definice. PocCet prvkl baze nazyvame dimenzi prostoru V a znaCime
jidimV.
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Priklady

e pro V = {0} je 0 linedarn& nezavisla a [@] = {0}, tedy prazdna mnozina
tvori bazi {0} a proto dim{0} = 0,

e systém vektori &mw (1=1,...,m,j=1,...,n) tvori systém generatoru
R™X™ 3 je linearn& nezavisly: je-li

m n
MU MU Q&.m@.mw = 0,
i=1j=1

potom nalevo je matice A = AQ&V. tedy z A = 0 plyne «;; = 0 pro
vsechna ¢,j5. Zavér: R™*" ma dimenzi mn,

e podobné systém vektord ¢;, : = 1,...,m tvori bazi R, tedy R™ ma
dimenzi m.
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Vztah pocCtu prvku systému k dimenzi

Véta 37. V koneCn& generovaném prostoru V plati:

1) je-li x1,...,zm linearn& nezavisly system ve V, potom m < dimV
a je-lim=dmYV, potom x1,...,xm Jj€& baze V,
2) je-liyi,...,yn Systém generatortd prostoru V, potom dimV <n

aje-lidimV =n, potom yy,...,yn j€& baze V.

NN N

Poznamka. Da se tedy rovné&Z Fici, Ze baze je maximalni (z hlediska poctu
prvkil) linearn& nezavisly systém a minimalni (z hlediska poCtu prvki)
Ssystém generatoru.
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Dukaz

Necht 21,...,24 je baze V, takZze d = dimV.

1) Je-li z1,...,zm linearné nezavisly systém, potom vzhledem k tomu,
Ze z1,...,24 J€ systém generatoru, plati podle Steinitzovy veéty m < d =
dimV. Je-li m = dimV, potom systém z1,...,zm lze podle téze véty
doplnit o d — m = 0 vektoru na systém generatoru prostoru V. Z toho
plyne, ze x1,...,xm J& UZ systém generatoru a proto je to baze V.

2) Je-li y1,...,yn Systém generatorl, potom opét podle Steinitzovy v&ty s
ohledem na to, Ze systém z1,..., 24 Je linearn€ nezavisly, platirdimV =d <
n. Je-li dimV = n, potom v pripadé&, ze by yi1,...,yn byl linearné zavisly,

bylo by mozZno z n€j podle véty 32 vyloucCit jeden vektor a systém by zustal
systémem generatorud o d — 1 prvcich, pricemz linearné nezavisly systém
21,---,24 Ma d prvku. To by protireCilo prvni Casti Steinitzovy vety, proto
systém y1,...,yn J€ linedarné nezavisly a tedy tvori bazi V. O
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~ =

Linearné nezavisly systém lze rozSifit na bazi

Véta 38. Kazdy linearné nezavisly systeém v koneCné generovaném pros-
toru V Ize rozsirit na bazi.

Dukaz. Necht z1,...,zm je linearn& nezavisly systém a necht z1,...,z,4 je
libovolna baze V. Potom podle Steinitzovy véty existuji kq,...,k4_,, tak,
Z€ X1y Ty Bhys -9 Zky je systém generatoru ktery sestava z d prvkd,

kde d = dimV, a proto podle druhé Casti véty 37 je to baze prostoru V,
ktera je rozsSirenim systému x1,...,Tm. O
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Dimenze podprostoru

Veéta 39. Kazdy podprostor W koneCné& generovanéeho prostoru 'V je koneCné
generovany a plati pro ngj

dimW < dimV.
Navic, je-li dimW =dimV, potom W = V.
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Dukaz

Polozme

M = {m > 0; W obsahuje linearn& nezavisly systém o m prvcich}.

Potom 0 € M (prazdny systém je linearn& nezavisly), takze M # 0. Je-li
x1,...,Tm linearné nezavisly systém ve W, potom je linearné nezavisly i ve
V a tedy podle véty 37 je m < dimV. To ukazuje, Ze mnozZina M je shora
omezenda a proto obsahuje nejvetsi prvek mq; necht x1,...,Tmy J€ JEMU
odpovidajici linearné nezavisly systém ve W. Dokazeme, Ze x1,...,Tmq J€
baze W. Kdyby ne, potom by systém x4, ..., zm; nebyl systémem generatoru
W a tedy by existoval prvek x € W —[z1,...,xm ] j€hoZ pridanim k systému
x1,...,Tmy bychom dostali linearné nezavisly systém ve W o mi + 1
prvcich, coz je spor s definici mq jJakozto nejvétsiho prvku mnoziny M.
Tedy z1,...,zm; J& systém generatoru W, takze je to baze W a plati
dimW =mq1 < dmV. Je-li dmW =dimV, potom podle prvni Casti véty
37 je x1,...,xm, Daze V a tedy W = [z1,...,xm{] = V. O

Vektorové prostory -171-



Tvar podprostoru

Vime, ze je-li z1,...,2m € V, potom [x1,...,zm] je podprostor V. Plati
| opak:

Véta 40. Pro kazdy podprostor W koneCné& generovaného prostoru V
plati

:\” _”Dw”_.uubwsu_

pro jisté x1,...,xm, Které Ize volit tak, aby m < dimYV.

Dukaz. Je-li W podprostor koneCné generovaného prostoru V, potom po-
dle véty 39 ma bazi z1,...,xzm, kde m < dimV, a plati W = [z, ..., zm].
O
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Spojeni a prunik podprostoru

Véta 41. Jsou-li W1, Wo podprostory prostoru V., potom i W1 NW> a

Wi+ Wso i={z1+x2; x1 € Wy, 20 € W}

jsou podprostory prostoru V.

Definice. Podprostor W1 4+ W> nazyvame spojenim podprostord Wy a Wo.

Vektorové prostory -173-



Dukaz

Necht Wy, W5 jsou podprostory prostoru V.

a) Dokazeme, Zze W1 NW> je podprostor V. Je 0 € W1 a 0 € W», takze
0 e WinWs. Jsou-li z,y € W1 NW»>, potom z,y € Wy, takze x +y € W1,
a analogicky z,y € W, takze z +y € Wp, celkem tedy z +y € W1 N Wo.
Je-li a e R axz e WinWs,, potom x € Wq, takze axr € Wi, a =z € Wo,
takze ax € Wy, celkem ax € W1 N Wo. Dokazali jsme, ze W1 N Wo ma tri
vlastnosti z definice podprostoru a je to tedy podprostor V.

b) Dokazeme, ze W1 4+ W5 je podprostor V. Zreimé& 0 € Wy + Wo,
protoZze 0 € W1 a 0 € Wo. Necht z,y € W71 + W». Potom z je tvaru
r=x1+xo, kKdexq1 € W1 axzo € Wr, ayjetvaruy =y1+yo, kdey; € Wy a
yo € Wo. Potom z+y = (z1+y1)+(z2+y2), kde z14+y1 € W1 a zotyr € Wh
s ohledem na to, ze Wy, W5 jsou podprostory, tedy z+y € W1 4+ Wo. Je-li
a€ceRazxze W+ Wy, potomz =21+ o, kde x1 € W1 a o € W, tedy
ar = axri1 + axo, kde axrq1 € W1 a axo € Wo, coz dava ax € W1 + Wo.
Dokazali jsme, Zze W1 + W5 splnuje tFi vliastnosti z definice podprostoru a
je to tedy podprostor V. O
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Véta o dimenzi spojeni a pruniku

Veéta 42. Pro libovolné podprostory W1, Wo> koneCné generovaného
prostoru V plati

dim (W1 4+ W) + dim (W1 N W) = dim Wy + dim Wh.

Dusledek. Je-li dimW; 4+ dimWs > dimV, potom W7 N Ws obsahuje
nenulovy vektor.
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Dukaz

Necht W7, W5 jsou podprostory konetné& generovaného prostoru V. Potom
W1 N W> je podprostor V (v€ta 41) a ma bazi z1,...,2p, kde p < dimV
(véta 39). ProtozZe zq,...,2p je linearn€ nezavisly systém ve Wiy, lze ho
podle veéty 38 rozsSitit na bazi

21y sy ZpyTlye-eyTm (44)
podprostoru Wy a analogicky ji |ze rozSirit na bazi

NHv...vNﬁv@Hu...u@Q@ Ak_.mv
podprostoru Wo. Dokazeme, ze

21y s ZpyTlyee ey TmyYly---rYn (46)
je baze Wy + W». Predevdim dokazeme, Ze (46) je systém generator(
podprostoru Wy 4+ Wo. Je-li t € W1 + W5, potom t = t1 + to, kde t1 € W;
a to € Wor. Protoze (44), (45) jsou baze Wy resp. Wo, lze psat

b m
t1 = > Yerk + Y o,
k=1 i=1
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(Pokracovani dukazu)

MU 02k + MU Qm@u

k=1 1=1
pro jisté Q?QQ;Q\?%\? takze

t=1t1 +1tx = MU (v + )z + MU a;T; + MU Biyi,
k=1 i=1 j=1
coZ ukazuje, Ze t je linearni kombinaci systému (46) a protoze t¢ byl
libovolny prvek podprostoru Wi + Ws, znamena to, Ze (46) je systém
generatoru Wy + Wo.

Dale dokazeme, Ze systém (46) je linedrn& nezavisly. Predpokladejme, Ze
plati

MU\;N\A+MUQ§+ MUPSIQ (47)

k= =1 1=1
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(Pokracovani dukazu)

pro jisté «;, 5, v, Potom

p m n
d ozt D = — > By (48)

OznaCme t vektor stojici na levé (resp. pravé) strangé (48). Potom podle
(44), (48) je t € W1 a podle (45), (48) jet € Wo, tedy t € W1 NW> a
protoze z1,...,2p J& baze W1 N W5, lze psat

MU Biy; = MU Ek 2k

pro jista ;. Z toho QOmS\<m\3m

MU €Kk T MU Bjy; = O,

k=1 1=1
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(Pokracovani dukazu)

a jelikoz (45) je baze W5, plyne odsud

E1=...=¢egp=f1=...= B =0, (49)
a dosazenim do (48) dostavame

NM=...=p=a1=...=am=0 (50)

vzhledem k tomu, Ze (44) je baze Wy. Z (49), (50) plyne, Ze vSechny
koeficienty v (47) jsou nulové, takze systém (46) je linearn& nezavisly a
protoze jsme jiz drive dokazali, Ze je to systém generatort podprostoru
W1+ W», dostavame tak, Ze je to baze W1+ W». Z toho nyni podle (44),
(45), (46) plyne, Ze

dim(Wi+Wo)=p+m+n=(p+m)+(@+n)—p

= dim Wy + dim W5 — dim(W7 N W5),

COZ je tvrzeni Vveéty. O
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Direktni soucCet podprostoru

Definice. Plati-li V = Wy 4+ W5, kde W1 N W5 = {0}, potom V nazyvame
direktnim soucCtem podprostoru Wy, W5 a zapisujeme V = W1 ¢ Wo.

Véta 43. Je-liV = W1 & Wo, potom kazdy vektor x € V Ize pravé jednim
zpusobem psat ve tvaru

T =x1 T T2

kde x1 € W1 a xo € Wo.
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Dukaz

Necht V = W7 ® Ws. ProtoZze V = W71 + W, Ize kazdy vektor x € V psat
ve tvaru

T = z1 + 22, (51)
kde x1 € W1 a o € Wo. Necht plati rovnéz

T = y1+ Y2,
kde y1 € W1 a yo € Wo. Potom z rovnosti

r1+ T2 = y1 + y2
plyne
T1 — Y1 = Y2 — T2,

kde z1—y1 € W1 ayo—xo € Wo, takZze x1 —y1 = yo—xo € W1 NWs. Protoze
W1 N Wy = {0} podle definice, je x1 —y1 = yp —xp = 0, tedy 1 = y1 a
x> = yo, takze vyjadreni z ve tvaru (51), kde z1 € W1 a zo € Woh, je
jednoznacCné. O
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Dimenze direktniho souctu

Veéta 44. Je-1i' V koneCné& generovany a' V.= W1 & W>, potom

dimV = dim Wy 4+ dim W5.

Dukaz. Je-li V koneCné&é generovany a plati-li V. = W71 & W5, potom V =
W1+ Wy a Wi NnWs = {0}, takze z v&ty 42 primo plyne

dimV =dim(W71 + W5) +dim(W1 N Ws) = dim Wy + dim Wh. O
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Cast 3:

Vektoroveé prostory se skalarnim soucinem
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Vektorovy prostor se skalarnim soucinem

Definice. Vektorovy prostor nad té€lesem R se nazyva vektorovym pros-
torem se skalarnim soucCinem jestlize je na ném navic definovana operace,
ktera kazdé dvojici z,y € V prirazuje skalar (x,y) € R tak, Ze platr:

1)
)
)
)

Je-li V vektorovy prostor nad C, potom (x,y) € C a vlastnost 4) se
nahrazuje vliastnosti

4') (z,y) = (y,x) pro kazdé z,y € V,
kde pruh znacCi komplexné sdruzené cCislo.

x) > 0 pro kazdé z € V, pricemz (x,xz) = 0 pravé kdyz =z = 0,

N

y,z2) = (x,2) + (y,2) pro kazdé z,y,z € V,

OV

(z,
(z +
(ax,y) = a{x,y) pro kazdé z,y € V a kazdé a € R,
(z,

N

y) = (y,z) pro kazdé z,y € V.
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Dusledky

(T, y +2) =(y+z,2) = (y,2) +(2,2) = (z,y) + (v,2) nad R,

(@, 9+ 2) =(y+ 2,2) = (y,2) + (2,2) = (z,y) + (z,2) nad C,

(z, ay) = (ay,z) = afy,z) = afz,y) nad R,

(z,ay) = (ay, z) = afy, z) = aly,z) = a(z,y) nad C,

(0,y) = (y,0) =0 nad R i C.
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Priklady

Drive definované prostory se stanou prostory se skalarnim soucinem,
zavedeme-li

o v RMXT: A\rmv = W@U WU \wﬁmﬁ.
1=17=1
m n
o v C™X™: (AB)= Y Y A;iBij
1=1 7=
m
o v R™: Abf@v — MU LiYi

=1

m
o v " (z,y) = P
1=

o v C(a,b): (f,g) = [0 f(x)g(x)dx.
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Norma

V dalsim predpokladame, ze V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem
a nebudeme uz vétsSinou tento predpoklad explicitn€ uvadeét.

Definice. Pro kazdé x € V definujeme normu x predpisem

|z = /(@ z).

Poznamka. To je mozné diky vlastnosti 1), podle které (x,z) > 0.

Norma je tedy nezaporné realné Cislo i pro prostory nad C a predstavuje
,délku” vektoru =x.
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Ortogonalni vektory

Definice. Vektory z,y € V se nazyvaji ortogondalni (kolmé) jestlize
(x,y) = 0.

Véta 45. (Pythagorova véta) Jsou-li x,y € V ortogonalni, potom

lz 4+ yl1? = [l«)® + [yl

Dukaz.
x4+ yl|? = (z+ g,z +y) = (2, 2) + (z,9) + (v, z) + (y,y) = ||z]|* + ||ly||*.
m
Poznamka. V prostoru nad R plati i opacna implikace, v prostoru nad C
obecné ne.
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Cauchy-Schwarzova nerovnost

VEéta 46. Ve vektorovém prostoru V se skalarnim soucCinem nad R nebo
C pro kazdé x,y € V plati

[z )| < ] - [lyl]-

Poznamka. U prostortd nad C jde vlevo o absolutni hodnotu komplexniho
cisla, t. |a 4 Bil = /a2 + 2.

Autorstvi. Cauchy 1821 pro R™, Schwarz ~1880 pro C(a,b).
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Dukaz

Zm3<30mﬁ:mﬁmc_md\08Aaévﬂo:mcogﬂo.Zmn:ﬁ_ﬁm&\@év#o
a z #*# 0. Potom existuje a« € C tak, ze ay — x a x jsou ortogonalni:
skutecnég, rovnost (ay — z,x) = aly,x) — (x,z) = 0 je spInéna pro a =
(z,z)/{y,x) = ||z||%/{y,z). Z ortogonality vektorii ay —z a = plyne potom
podle Pythagorovy véty

layll® = l[(ay — @) + 2||* = |lay — || + |l|* > [l|]%,

tedy
lay|| > |||

a dosazenim za «

||

———||y[| > [|=]],

[y, )|
tj.

(z, )| = Ky, )| < |lz|| - [[y]]- O
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Viastnosti normy

VeEta 47. Ve vektorovém prostoru V- nad R nebo C pro kazdé x,y € V a
kazdy skalar o plati:

1) ||lz|| >0 a ||z|| =0 pravé kdyz x = 0O,
2) Nz 4yl < =]l + llyll,
3) llaz| = |af - [[z]].

Dukaz. Tvrzeni 1) a 3) plynou prfimo z definice. S pouzitim Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti dostavame

lz + yl|*

(x+y,x+y) = (z,z) + (z,y) + (y,x) + (y, y)
2|2 4+ 2Re (z,y) + ||y]|% < [|=]|? + 2|{z, v)| + ||y]|?
< Alz)2 =+ 2l - [yl + lvllZ = (=] + [|v]D?,

cozZ dava po odmocnéni tvrzeni 2).
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Specialni normy a jejich znaceni

Normy indukované dfive zavedenymi skalarnimi souciny:

X L 2
o v RN |All=, /> X \»& = || Al F,
i=1j=1
mxn L 2
o v O Al =] X X |AlF = |Allp,
1=1y=1
-2
o v R™: ||lz]| =,/ > xZ = |z,
=1
m UL 2
o v C: ||x|]| = .MUH |zi|= = [|z]|2,
1=

o v C(a,b): || = \/J2 12 (@) da

(Frobeniova norma, eukleidovska norma).
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Ortonormalni systém

Definice. Systém vektorl z1,...,z2m € V se nazyva ortonormalni jestlize
plati (z;,2;) = 0 pro ¢ Z j a ||zl =1 (4,7 = 1,...,m). Prazdny systém
povazujeme definitoricky za ortonormalni.

Poznamka. Systém ve kterém plati pouze Am&u&.v = 0 pro i # j (bez
pozadavku jednotkové normy vektorl) se nazyva ortogonalni. Takové
systémy zde nebudeme uvazovat, uvadime jen pro uplnost.

Poznamka. Pro kazdy vektor =z #= 0 je :gi_ — 1. Tohoto obratu Casto
pouzivame pri Upravé vektoru na jednotkovou normu.

VEéta 48. Kazdy ortonormalni systeém je linearné nezavisly.

Dukaz. Je-li })% a;2; = 0, potom pro kazdé j = 1,...,m dostavame
O = A M:”H O&N.?Nm.v = M:”H Q&AN&QNQ.V = Q.Q.ANQ;NQ.V = Qj, takze systém je
linearné nezavisly. O
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Gram-Schmidtav ortogonalizacCni proces

Véta 49. Necht x1,...,xm je linearn& nezavisly systém ve V. PoloZime-li
k—1
Uk = o — ) {(Tk, )%
J=1
_ 1
kT TyllYk
pro k = 1,...,m, potom tyto vektory jsou dobre definované, zi,...,zm

tvori ortonormalni system a platr
[21,...,2m] = [z1,...,2m].
Poznamka. Gram-Schmidtuv proces tedy z linearné nezavislého systému

x1,...,Txm VYytvori ortonormalni systém zi,...,zm, Ktery generuje stejny
podprostor.
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Dukaz

Dokazeme indukci pro k = 1,...,m ze y;, += 0, 21,...,2; J& ortonormalni
systém a [z1,...,2;] = [z1,...,x]. Pro k = m pak dostavame tvrzeni vé&ty.
1. Pro k=1 je y1 = x1 # 0 z linearni nezavislosti, [|z1|]| =1 a [z1] = [z1]

protozZe z1 je nasobkem x;.

2. Necht tvrzeni plati pro k — 1 < m. Kdyby bylo y. = 0, bylo by x; €

[z1,...,2_1] = [z1,...,x1_1] Ve sporu s linearni nezavislostri; proto y; # 0.
Jelikoz z1,...,z,_1 tvori ortonormalni systém, je (zp,z;) = __@w__@?w@.v =
__@Hw__AA&?Nsv - MWMWAR\?NQVANENLV — __@Hw__AAH?N@v — (@, 2;)) = 0 pro kazdé
1 < k—1al|lz|| =1, takze 21, ..., 2, tvori ortonormalini systém. Dale, z; €
[z1,.. ., 21, 2] C [x1,...,x], tedy [z1,...,2t] C [z1,...,2], @ podobné& z
i € [21,...,2E] pPlyne [x1,...,21] C [21,...,2], celkem tedy [z1,...,2;] =
[z1,...,2] (viz str. 146). O
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Gram-Schmidtuav proces (algoritmus)

0. Dany: z1,...,xm € V, linearné nezavislé.

1. Prok=1,...,m proved

k—1
Y = T — MUA&?N.Q.VN?
j=1
1.
Z = ,
k Tyl 7k
2. UkonCi: z1,...,zm je ortonormalni systémve V a [z1,...,2m] = [x1,...,Zm].
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Ortonormalni baze

V dalsim predpokladame, ze V je koneCné generovany prostor nad R se
skalarnim soucCinem.

Definice. Bazi prostoru V, ktera tvori ortonormalni systém, nazyvame
ortonormalni bazi.

PFiklad. Vektory e; = (0,...,0,1,0,...,0)1,i=1,...,n, tvoFfi ortonormalni
bazi R"™ (tzv. standardni).
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Existence ortonormalni baze

Véta 50. Kazdy koneCné& generovany prostor se skalarnim soucCinem ma
ortonormalni bazi.

Dukaz. KoneCné& generovany prostor ma bazi (véta 34) a tu lze Gram-
Schmidtovym procesem prevést na ortonormalni bazi. O

Véta 51. Kazdy ortonormalni systém vektort Ize doplnit na ortonormalni

bazi.

Dukaz. Ortonormalni systém zq,...,zm doplnime podle véty 38 na bazi
215+ 2ms Tm41,5---,%n @ tU pfevedeme Gram-Schmidtovym procesem na
ortonormalni bazi zi,...,zm,2m4+1,---,2n (21,...,2m S€ b&hem procesu
nezmeni). O
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Smysl zavedeni ortonormalni baze: vzorce pro souradnice

Veéta 52. Necht z1,...,zn je ortonormalini baze V.a necht x € V.. Potom
plati
n
= ) (@, 2)z;. (52)
j=1
Poznamka. Souradnicim (z,z;), j = 1,...,n, se fika Fourierovy koefi-

cienty a vyjadreni (52) Fouriertv rozvoj.

Dukaz. Necht x = Q 1 A2 je vyjadreni x v ortonormalni bazi z4,...,zn.
Potom pro kazdé ¢ dostavame prenasobenim z; zprava

(z,2;) MU QQN%N@ MU N%N@ = «,,

mn
a zp&€tnym dosazenim z = ) (z, 2j)z2;j. O
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Intermezzo: Fourierovy rady

Uvazujme vektorovy prostor spojitych realnych funkci na intervalu [—m, 7]
se skalarnim soucCinem (f,g) = J™_ f(x)g(x)dz. J. B. Fourier (1768-1830)
byl prvni, kdo si vdiml, Ze funkce
1 cosx sinx cos2x sin2x cos3x Sin3x
V2r r o ym o m o Jr o Jr | T
tvori (spoCetny) ortonormalni systém ve V. Sestrojime-li formalni analogii
vzorce z predchozi véty pro tento pripad, dostavame radu

Sin jx

f={f7=) «WJM (f, nﬁgvnﬁfw (£, 5042) 501

©.@)
= wao + > (a; cosjx + b;sin jx)
=1

kde

1 [T . 1 [T .
a; = I\ f(xz)cosjxdr, b; = m\ f(x)sin jx dx.
T
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(Pokracovani)

Fourier dokazal, ze plati

o0
f(x) = wgo - MU (a; cosjx + b;sin jx)
J=1
pro kazdé x € (—m, 7). Pozoruhodné na tomto vysledku je, Ze obecna
spojita funkce f(x) je vyjadrena Fadou sestavajici z periodickych funkci
(, kmitd"; cosjx resp. sin jx ma periodu 27 /7). Proto jsou Fourierovy Fady
zakladnim nastrojem pro zpracovani signalu (spec. zvuku).

Podrobngji se tyto otazky probiraji ve 2. roC. v prednaskach z analyzy a
z algoritmu (diskrétni Fourierova transformace).
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Ortogonalni dopilnék

Definice. Ortogonalnim doplinkem podprostoru W prostoru V nazyvame
mnozinu

Wt ={zeV; (z,y) =0 pro kazdé y € W}.
Véta 53. W je podprostor prostoru V.
Diukaz. DokazZeme, Zze W+ ma t¥i vlastnosti z definice podprostoru.
1) Pro kazdé y € W je (0,y) = 0, takZe 0 € W+

2) Jsou-li z1,z0 € WL, potom pro kazdé y € W je (z1 + zo,y) = (x1,y) +
(xo,y) =04+0=0, tedy z1 + x> € w.

3) Je-liz € W a a je skaldr, potom pro kazdé y € W je (ax,y) = alz,y) =
a-0=0, tj. ax € W+, O
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Viastnosti ortogonalniho dopinku

Véta 54. Necht W je podprostor V. Potom plati:

1) Jje-li z1,...,zm ortonormalini baze W a je-li z1,...,2m, Zm+41s--+52n
Jjeji rozsireni na ortonormalni bazi V., potom Zim4-1y- -+ 2n je
ortonormalini baze W+,

2) WhHt=w,
3)) V=wawi,
4) dimWw+ =dimV —dimWw.
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Dukaz

1) Kazdé z € V ma FourierQv rozvoj z = w&uiﬁﬁv&. -+ MwHS._.HAﬁ&.v&..
Je-li z € Wi, je (r,zj) =0 proj=1,...,m, tedy =z = %H§+HA§NQ.VNQ. €
[2m+1,---,2n]. NaoOpak, je-li z € [z,,4-1,...,2n], POtOM = = wHS+HA&v 2j)Z;
a z jednoznacnosti vyjadreni = v bazi zq1,...,2n plyne, Ze (x,z;) = 0 pro
j=1,...,m, tj. Ze z € W+. Tim jsme dokazali, Ze W+ = [z,,11,...,2n] a
Jelikoz ortonormalni systém z,,41,...,2n je linearn€ nezavisly, je to baze
W+, Soutasng dimWL =n —m =dimV — dimW, coz dokazuje 4).

2) Rozsifime-li ortonormalni bazi z,,11,...,2n podprostoru W+ na bazi
21,...,2n, dostavame podle 1), ze (W)L =1[z1,...,2m] = W.

3) Pro kazdé = € V je = = Y (2, zj)z; + X0_, 11 (%, 2j)z5 € W + W,
takze V=W + W+, Je-liz €e WNW, je (z,z) =0, tj. x = 0, coz dava
Wnwt={0av=wew'. O
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Ortogonalni projekce na podprostor

Véta 55. Necht W je podprostor V. Potom ke kaZdému x € V existuje
pravé jeden vektor xy, € W s viastnosti

|z — 2w || = mintflz —yl|; y € W}.

Dukaz. Necht zq,...,zm je ortonormalni baze W a z1, ..., zn jeji rozsireni
na bazi V. Polozme xyy = 32U (%, z5)z; € W, potom z—zyy = MU,\%HS._LARQN\VNQ.
c WL a pro kazdé yeWjexy —ye W, tedy (x —zw,zw —y) = 0, a
podle Pythagorovy véty |z — y||2 = ||z — zw || + |lzw — y||? > ||z — zw |2,
priCemZz rovnost se nabyva pravé kdyzZ ||lzw —y|| =0, tj. pro y =zy,. O

Definice. Vektor zyy se nazyva ortogonalni projekci vektoru = na pod-
prostor W.
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Vypocet ortogonalni projekce

Véta 56. Necht z1,...,zm je ortonormdlni baze podprostoru W. Potom
pro kazdé x € 'V je

m
rw = > (@, z)z;.
j=1

(Dokazano v diukazu véty 55.)

Poznamka. PovSimnéte si pozoruhodného faktu, ze pri libovolné volbé
ortonormalni baze z1,..., zm podprostoru W dava Mw&niﬁ zj)zj VZdy stejny
vysledek, totiz xyy.

Véta 57. Necht W je podprostor prostoru V. Potom pro kazZdé x € V je

aﬂmqsxl_n&sxk.

(Plyne ihned z véty 54, tvrzeni 1), a z véty 56.)
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Cast 4:

Linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Definice. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym t&lesem (R
nebo C). Zobrazeni f:V — W nazyvame linedarnim zobrazenim jestliZe

1) f(z+y) = f(=)+ f(y) pro kazdé z,y €V,
2) f(a-z) =a«- f(x) pro kazdé x € V a kazdy skalar «.

Poznamka. V 1), 2) jsou na levé stran& vzdy operace ve V, na pravé
stran& operace ve W (to je nutno rozlisovat, i kdyZ jsou znacCeny stejng).

Definice. Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva linearni operator.
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Poznamky

e Viastnosti 1), 2) se daji shrnout jedinou vlastnosti

flarz+B-y)=a- f(z)+ 8- f(y)

pro kazdé x,y € V a kazdé skalary «, 3,
e predchozi viastnost Ize indukci rozsifit na libovolny pocCet sCitancu:

f( 2 o - xj) = 2 i f(z)),
=1 J=1

e jako dFive, obvykle piseme f(ax) misto f(a - x).
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Priklady

e zobrazeni fo:V — W definované predpisem

fo(r) =0 pro kazdé z €V

je linearni (tzv. nulové zobrazeni); to znamena, Ze aspon jedno linearni
zobrazeni V. do W vzZdy existuje,
e zObrazeni iy, : V — V definované predpisem

iv(x) =x pro kazdé x €V

je linearni operator (tzv. identicky),

e je-li W podprostor koneCné generovaného prostoru V se skalarni souCinem,
potom ortogonalni projekce x — xyy je linearni zobrazeni V .do W,

e pro libovolnou matici A € R™M*" je x +— Az linearni zobrazeni R™ do R™.
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Zakladni vilastnosti linearniho zobrazeni

Véta 58. Necht f:V — W je linearni zobrazeni. Potom plati:
1) f(0) =0,
2) f(V)=A{f(x); z €V} je podprostor prostoru W,
3) N(f) :={xe€V; f(x) =0} je podprostor prostoru V,
4) f je proste praveé kdyz N(f) = {0},
5) je-lidimV =dimW a je-li zobrazeni f prosté, potom je to

bijekce a inverzni zobrazeni f~1: W — V je opét linearni.

Poznamka. Zde i dale, mluvime-li o dimenzi nebo bazi, rozumime tim,
Ze prostor je koneCné generovany, aniz to budeme explicitné uvadet.
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Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno hodnotami v bazi

Véta 59. Necht V, W jsou vektorové prostory a necht xz1,...,xn_je baze'V.
Potom pro libovolné vektory yi,...,yn € W existuje praveé jedno linearni
zobrazeni f .V — W takove, Ze

f(z;) =y, (53)

proj=1,...,n.

MySlenka dukazu. Pro kazdé xz € V, které lze jednoznaCné zapsat ve

tvaru o = Y7, ojw; (str. 162), definujeme f(x) = =1 ajy;. Je-li g
libovolné linearni zobrazeni V. do W s vlastnosti (53), potom pro kazdé
z eV je glx) = g(Xj—q ajay) = X0 ajg(mj) = 27— ojy; = f(x), takze

g = f a linearni zobrazeni f je podminkou (53) urCeno jednoznacCné.
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Souradnicovy vektor

Necht B = (z1,...,zn) je baze V (pfipomeime, Ze baze je systém vektord
a je to tedy usporadana mnozina). Potom, jak vime (v&ta 35), Ize kazdy
vektor x € V vyjadrit pravé jednim zpusobem ve tvaru

n
j=1

Aritmeticky vektor

a1

[zl =

nazyvame souradnicovym vektorem vektoru x v bazi B. PovSimnéte si, zZe

[z]p € R”,

kde n = dimV, a Ze souradnicovy vektor zavisi na vybéru baze.
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Izomorfismus

Definice. Vzajemné& jednoznacné linearni zobrazeni (bijekce) prostoru V
na prostor W se nazyva izomorfismem téchto prostoru. Prostory, mezi
NniMiz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.

Poznamka. Izomorfni prostory maji ,,stejnou strukturu”, protoze jejich
prvky i vysledky operaci s nimi si vzajemné jednoznaCné odpovidaji. Izomorfni
struktury se v matematice povazuji za ,,stejné” v tom smyslu, Ze se lisi
pouze podstatou svych prvkd, nikoliv povahou operaci s nimi (srv. str.
134). Da se T¥ici, ze se li5i jenom ,,pojmenovanim” svych prvka.
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Kazdy n-rozmeérny prostor je izomorfni R"”

Véta 60. Kazdy n-rozmérny vektorovy prostor je izomorfni prostoru R™.

Myslenka dukazu. PTi zvolené bazi B je zobrazeni x — [z]g hledany
izomorfismus.

Poznamka. Vsechny n-rozmeérné vektorové prostory maji tedy ,,stejnou
strukturu” jako prostor R™. Je-li f : V — R"™ izomorfismus, potom z
definice linearniho zobrazeni plyne

r+y=f1(f(z)+ f()),
a-z= f Haf(z)),

takze operace ve V jsou jednoznacCn€ urCeny operacemi v R"™ a zobrazenim f.

Véta 61. KoneCné&é generované prostory V., W jsou izomorfni pravé kdyz
dimV =dimW.
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Matice linearniho zobrazeni

Necht B = (z1,...,zn) je baze V, B = (y1,...,ym) je baze W a necht
f V. — W je linearni zobrazeni. Potom pro kazdé j = 1,...,n lze f(x;)
zapsat prave jednim zpusobem ve tvaru

m
f@) =) oy
i=1
Matice A = (oy;) € R™*™ se nazyva matici linearniho zobrazeni f vzhledem

k bazim B, B’ a znaci se

[flBp-

Povsimné&te si, Ze [f]zp je matice sestavena ze sloupcd

(f g -5 [ (@n)lp),

které jsou souradnicovymi vektory vektorl f(z1),...,f(zn) v bazi B ve
smyslu definice na str. 213.
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Prostor linearnich zobrazeni

Véta 62. Necht f, g jsou linearni zobrazeni V. do W, « skaldar. Potom
zobrazeni f+qg:V — W aaf .V — W definovana predpisem

(f+9)(x) = f(z) +9(x), =zeV
(af)(@) =af(z), zeV

Jjsou linearni zobrazeni V.do W'.

Véta 63. MnoZina linearnich zobrazeni prostoru V do prostoru W s ope-
racemi secitani a nasobeni skalarem, definovanymi v predchozi vétg, tvori
vektorovy prostor, ktery znaCime L(V,W).

Poznamka. To ukazuje, ze ze dvou vektorovych prostord V, W muzeme
vytvorit novy vektorovy prostor L(V,W).
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L(V,W) je izomorfni R™*"

Véta 64. Necht dimV = n a dimW = m. Potom prostor L(V,W) je
izomorfni prostoru R™M*™_ \/ disledku toho je

dim L(V,W) = mn.

Myslenka diakazu. PTi zvolenych bazich B, B’ je zobrazeni f — [flgp
hledany izomorfismus.

Poznamka. Prostor L(V,W) ma tedy ,,stejnou strukturu” jako R™*" Z
toho vyplyva dulezity fakt, Ze linearni zobrazeni koneCné generovanych
prostorl lze vzajemné jednoznacCné reprezentovat maticemi.
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Maticova reprezentace linearniho zobrazeni

Veéta 65. Necht B je baze V, B' baze W, a necht f :V — W je linearni
zobrazeni. Potom pro kazdée x € V plati

[f(x)]lp = [flgp - [x]B5

kde napravo stoji maticovy soucin.

Poznamka. Tato v&ta ukazuje, Ze pti zadanych bazich B, B’ lze linearni

zobrazeni f reprezentovat matici [f]gg v tom smyslu, Ze pomoci ni lze

ze souradnic vektoru x vypocitat souradnice vektoru f(x) pouze pouZzitim

maticovych operaci. VypocCet hodnot linearniho zobrazeni lze tedy “prenést”
do pocitani s maticemi a aritmetickymi vektory.
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Dukaz

Necht B = (z1,...,2n), B = (y1,...,ym) @ A = [flgr- Potom pro kazdé
xr = %HH ajx; €V je

flz) = W ajf(zj) = W aj WU Aijyi = W ( wu Aijag)yi
j=1 j=1 =1 i=1 j=1
= > (flow - s
z cehoZ plyne -
Lf(@)]p = [flpp - [z]B- U
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Skladani linearnich zobrazeni

Véta 66. Necht f : U — V, g1V — W jsou linearni zobrazeni. Potom
slozené zobrazeni go f : U — W definované predpisem

(go f)(x) =9g(f(x)) proxzelU

je rovnéz linearnim zobrazenim.
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Slozené zobrazeni a maticovy soucin

Véta 67. Necht f:U —V, g:V — W Jjsou linearni zobrazeni a necht
B, B', B" jsou baze U, V, W. Potom plati

lg o flgrr = 9l - [flan
kde napravo stoji maticovy soucin.

Dukaz. Pro kazdé x € U je podle véty 65
[Cgo f)@)]pr = lgo flgpr - [*]5

a soucasne

[(g o 1)@ = g(f(@)]pr = gl - [f (@)]g = 9]lgpr - [flsps - 2]8;

takze porovnanim dostavame

lg o flgp - [xlg = [9lgr - [flgs - [*]lB
pro kazdé x € U, z Cehoz plyne rovnost obou matic. O
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Historicka poznamka

Maticovy soucin tedy koresponduje skladani linearnich zobrazeni. Uvadi se,
Ze zakladatel maticového poCtu A. Cayley (1821-1895) byl kolem r. 1855
inspirovan pravé touto vlastnosti k definici maticového soucinu.
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Matice inverzniho zobrazeni

Veéta 68. Je-li f .V — W izomorfismus, potom inverzni zobrazeni
,\TH . W — V je rovnéZ izomorfismus a vzhledem k libovolnym bazim
B, B’ prostorii V., W plati

[f e = CJWW:

kde napravo stoji inverzni matice.

Dukaz. f~1o f = iy je identické zobrazeni, takZe podle v&ty o matici
slozeného zobrazeni je [f g [flgg = [f 1o flegg = livigg = I a podle
vety 16 je [f 1z = [flz5- O

Poznamka. Timto zplsobem lIze v principu zavést inverzni matici A—1
jakoZto matici inverzniho zobrazeni f~1 k zobrazeni f(z) = Az : R — R"»
ve standardni bazi B= (eq1,...,en).
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ZMmeéna souradnic vektoru pri zméné baze

Véta 69. Necht B, B' jsou baze prostoru V. Potom pro kazdé x € V plati

[z]p = livlgp - [z]5-

Dukaz. Podle véty 65 je _”.&”_Nu: - _”&<A.&v”_®\ - _”&<H_NwNw\ - [x] 5. [

Poznamka. Tato véta uvadi, jak vypoclitat souradnice vektoru v jiné bazi.
Pozor! Matice [iy]gp nemusi byt jednotkova (to by byla pFi B = B). Je-li
B = (z1,...,2zn) @ B = (y1,...,yn), potom j-ty sloupec matice [iy]gp J€
tvoren koeficienty Qg linearni kombinace

n
Tj= ) iy
1=1

Matice [iy]gp Se€ nazyva matici prechodu od baze B k bazi B’

Linearni zobrazeni -225-



Zmeéna souradnic (pokracovani)

Vzorec z predchozi véty ma jednu nevyhodu: vyzaduje totiz znalost vyjadreni
staré baze B v nové bazi B'. Typicka situace oviem je, Ze mame k dispozici
jen starou bazi B a pomoci ni vyjadfime novou bazi B'. V tom pripadé
muzZeme pouzit vzorec

2] = livlgplels

(v€ta 68). Zde je j-ty sloupec matice [iy ]z tvoren koeficienty 3;; vyjadreni

n
yi = ) Bijxi
i=1

(tj. nové baze ve staré bazi).
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Cast 5:

Matice 11

Matice II -227-



Zpét K maticim

Na matici A € R™*X" |ze pohlizet

e bud jako na systém sloupcovych vektorl Aeq,..., Aen V prostoru R™,
e Nebo jako na systém radkovych vektord Aie,...,Ame V prostoru R",
e nebo jako na linearni zobrazeni f(xz) = Ax : R® — R™,

Na tyto objekty lze tedy aplikovat pojmy z vektorovych prostoru.
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Fundamentalni podprostory

Jak vime, pro kaZdou matici A € R™*X" je

R(A) .= {Ax; z € R"}
podprostor prostoru R™ a

N(A) ;= {z; Az = 0}

je podprostor prostoru R™.

Definice. R(A) nazyvame sloupcovym prostorem matice A, N(A) jejim
nulovym prostorem nebo jadrem. ﬁ?»%v nazyvame radkovym prostorem
matice A.
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Matice jako reprezentace podprostoru

Povsimnéte si, ze
mn
R(A) ={ Y zjAej; 21,..., 50 € R} = [Aq1,..., Aen],
J=1

je to tedy podprostor generovany sloupci matice A. Z véty 40 vime, Ze
kazdy podprostor lze psat jako linearni obal koneCného pocCtu vektoru. Z
toho plyne, Ze kazdy podprostor W prostoru R™ |ze psat jako

W = R(A)

pro jistou matici A.
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Hodnost matice

Definice. Cislo
rank (A) =dimR(A)

nazyvame hodnosti matice A.

Poznamka. Je to tedy maximalni pocCet linearné nezavislych sloupcu
matice A. Pro A =0 jerank(A) =dim{0} =0, pro A# 0 jerank(A) > 1.
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Hodnostni rozklad

Véta 70. Necht plati
A = BC,

kde B € R™X" ma linearn& nezavislé sloupce a C € R"™*™ ma linearné

P rd

nezavislé radky. Potom:

1) r =rank(A),

2) sloupce B tvori bazi R(A),
3) Fadky C tvori bazi R(AT).

Dikaz. Z A = BC prenasobenim dostavame ACT = BCC? a podle véty
22 B = AcT(cct)—1. To znamena, Ze sloupce matice B patFi do R(A);
z A = BC plyne, Ze tyto sloupce generuji R(A), a tedy tvori bazi R(A).
To dokazuje 1), 2); tvrzeni 3) se z nich dostane aplikaci na hodnostni
rozklad AT = cT BT, O
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Jak vypocitat hodnost A a bazi R(A4), R(AD)

Veéta 23 uvadi, jak sestrojit rozklad A = BC pozZzadovanych vlastnosti. To
Zznamena, ze

e hodnost matice A je potet nenulovych Fadkl jejiho RREF tvaru A%,
e sloupce Agp ;- - -, Agk, tVOTT bazi R(A),
e nenulové radky AL tvori bazi R(ATD).

Vidime, ze vSechny tyto veliCiny muzeme snadno spocitat z odstupnovaného
tvaru A matice A.

To zodpovida otazky polozené v poslednim slidu Casti 1.
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Priklad

Z hodnostniho rozkladu

O r
O N
= O
==
=N

1
A= 2
3

o BN

2 3
1 3
1 4

~N o b
|

1 2
21
31

vidime, Ze matice A ma hodnost 2, jeji prvni a treti sloupec tvori bazi R(A)
a dva radky matice vpravo tvofi bazi R(AL).
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Prenasobeni regularni matici neméni hodnost

Véta 71. Je-li A € RM*X" g jsou-li D € RM*™m F ¢ R*"*™ regularni matice,
potom

rank (DA) = rank (AF) = rank (A).

Dukaz. Je-li A = 0, potom rank(DA) = rank(A) = 0. Je-li A # 0,
potom A ma hodnostni rozklad A = BC (véta 23) a DA = (DB)C je
hodnostni rozklad matice DA (je-li DBx = 0, potom z regularity D plyne
Bx = 0 a z linearni nezavislosti sloupct B plyne x = 0, takze DB ma
linearné& nezavislé sloupce), pricemz DB € R™*" takZe podle véty 70 je
rank (DA) = r =rank (A). Podobné& pro rank (AF). O
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Véta o hodnosti transponované matice

Véta 72. Pro kaZdou matici A € R™M*™ plati
rank (A1) = rank (A).

Poznamka. Slovng, radkovy a sloupcovy prostor matice A maji stejnou
dimenzi. To neni trivialni fakt, protoze sloupcovy prostor je podprostorem

R™ a radkovy prostor je podprostorem R™.

Dusledek. Pro kaZzdou matici A € R™MX" je

rank (A) < min{m,n}.
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Dukaz

Tvrzeni je zrejmé pro A = 0. Je-li A # 0, potom A ma hodnostni rozklad
A = BC a tedy plati i AT = C¢*TB'. Z toho plyne, Ze kazdy sloupec
matice AL je linearni kombinaci sloupcia matice C1, tedy R(AL) C R(CT)
a rank (A1) < rank(C?T) < r = rank (A). Dokazali jsme, Ze rank (A1) <
rank (A); aplikaci tohoto vysledku na matici A := AL dostavame opacnou
nerovnost, coZ dohromady dava rank (A1) = rank (A). O
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Ortogonalni dopIlnék a souvisejici vlastnosti

Pro kaZzdou matici jsou R(A), N(A) podprostory, mizeme proto mluvit o
jejich ortogonalnim doplnku.

Véta 73. Pro kaZdou matici A € R™M*X™ plati:

1)
2)
3)
4)
5)

R(A)* = N(AT),
N (AT =RAT),
R(ATA) = R(AD),
N(ATA) = N(4),

dimN(A) =n —rank (A).
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Dukaz

Diukaz. 1) Protoze R(A) = [Ae1,...,Aen], je = € R(A)T prave kdyz
xl'A,; =0 pro j=1,...,n, ti. 1A =01, coz plati pravé kdyz ATz =0,
tj. z € N(AD).

2) Aplikaci 1) na matici AT dostavame R(AT)" = A(A) a tedy N (A)+ =
R(AD).

4) Je-li z € N(A), potom Az = 0, takZe ATAz = 0 a z € N(ATA).
Naopak, je-li x € N(ATA), potom AT Az = 0, tedy =1 AT Az = ||Az||? = O,
z tehoZ plyne Az =0 a z €¢ N(A) (bylo uz dokazano v dikazu véty 29).

3) Podle tvrzeni 2), 4) je R(ATA) = N((ATA)T)L = N(ATA)L = N(A)L =
R(AD).

5) Podle v&ty 54, 3), tvrzeni 2) a véty 72 je n = dim N (A) +dimN (4)+ =
dimN(A4) + dimR(AT) = dim N (A) + rank (A). O
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Jak vypocCitat ortogonaini projekci na podprostor

Je-li dan podprostor W, existuje podle véty 55 ke kazdému x praveé jeden
vektor zy € W s nejmensi vzdalenosti od z. ProtoZze v R™ lIze kazZdy
podprostor W reprezentovat jako R(A), jde o vypocet TR(A)-

Véta 74. Necht je dana matice A € RMX"  Potom pro kazdé x € R™ je

HQNTNC — \b\bl_nmq.

Poznamka. Uz sam fakt, Ze projekci |ze vypocCitat pouhym prenasobenim
jistou matici, neni na prvni pohled zrejmy. Matici AAT se Fika projekeni
matice (AT je Moore-Penroseova inverze).

Myslenka dakazu. z lze psat ve tvaru z = AATz + (I — AAN)z, kde
AATz € R(A) a (I — AAT)z € R(A)T: je-li totiz y = Az € R(A), po-
tom yI'(I — AAT)z = 2T(AT — ATAAT )z = 2T (A — AATA) Tz = 0 jelikoZ
AATA = A (v8ta 24). Protoze R™ = R(A) @ R(A)T (v&ta 54, 3)), je
AATT =z 4y (VEta 57).
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Specialni pripad

VEéta 75. Jsou-li sloupce matice A linearné& nezavislée, potom pro kazdé
T je

T4y = AATA) AT,

Poznamka. V ucCebnicich se Casto uvadi pouze tento jednodussi, ale méné
obecny vzorec, ktery nevyzaduje znalost pseudoinverzni matice.

Dukaz. Vysledek plyne ihned z predchozi véty vyuzijeme-li toho, ze pro
matici A s linearn& nezavislymi sloupci je AT = (ATA)~1AT (str. 105). O
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Terminologie

Definice. Matici A nazyvame horni trojuhelnikovou, jestlize A;; = 0 jak-
mile 3 < 1, tj. jestlize vSechny prvky lezici pod hlavni diagonalou jsou
nulové, a nazyvame ji dolni trojuhelnikovou, jestlize AT je horni trojuhelni-
kova.

Poznamka. Jsou-li L1,L, € R"*™ dolni trojuhelnikové, potom LiL-, je
dolini trojuhelnikova, a je-li Ly regularni, potom i hw:m dolni trojuhelnikova.
Analogicky pro horni trojuhelnikové matice.
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Pozitivhé (semi)definitni matice

Definice. Symetricka matice A € R"*™ se nazyva pozitivhé semidefinitni
jestlize 1 Az > 0 pro kazdé x € R", a pozitivné definitni, jestlize 21 Az > 0
pro kazdé 0 # x € R".

Véta 76. Pro kaZdou matici A € Rm*X" je AT A pozitivné semidefinitnr.
Jsou-li sloupce A linedrn& nezavislé, je AT A pozitivn& definitnir.

Dikaz. AT A je symetrickd podle v&ty 4. Pro kazdé z € R” je o1 AT Az =
(Az)T'(Az) = ||Az||3 > 0, tedy A je pozitivn& semidefinitni. Jsou-li sloupce
A linearng nezavislé, potom z 1’ AT Az = 0 plyne ||Az||» = 0 a tedy Az = O,
coZ znamena, 7e z = 0, tj. AT A je pozitivné definitni. O
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Rekurentni vlastnost pozitivni definitnosti

Veéta 77. Matice

QQ\N._

~

a A

je pozitivné definitni pravé kdyZ o >0 a A — w

aal je pozitivn& definitnr.
Poznamka. Véta ukazuje, jak lze pri vySetrovani pozitivni definitnosti
snizit rad matice a tak postupovat az k n = 1. Dumyslnym vyuzZitim této
myslenky lze viak dojit k je5té efektivn&jsi metodé (viz dale).
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Dukaz

Je-li A pozitivng definitni, potom a = e Ae; > 0 a pro kazdé 0 #= x € R*~1
plati

B _ 17, \T T 1T
aﬂﬁ»lwgﬁvaﬂaﬁ»alwgﬂavmHA Za &v AQ @sz la &.VVP

T a A €T

~

takze A — Laa” je pozitivng definitni. Naopak, je-li a > 0 a A — 2aa”
je pozitivhné definitni, potom pro kazdé xz € R", piSeme-li ho ve tvaru
r= (&2, kde 2/ e R*—1, plati

T
el Ax = A m\v AQ mva A m\v HQmwl_nwm@ﬂa\l_uH\%kmhq\

X a X

(Vag + ata)? + 27 (A - Zaa®)a’ > 0,

takZe A je pozitivné semidefinitni a =1 Az = 0 implikuje 2/’ = 0 a £ = 0,
tedy A je pozitivné definitni. O
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Choleského rozklad

Véta 78. Ke kazde pozitivné definitni matici A existuje pravé jedna dolni
trojuhelnikova matice L s kladnymi diagonalnimi prvky takova, Ze plati

A=rrt

(Choleského SNEm&m. Naopak, existuje-li kK matici A matice L téchto
viastnosti, potom A je pozitivné definitni.

SA.-L. Cholesky (1875-1918), major francouzské armady

Matice II _246-



Dukaz

Je-li A= LLY, potom pro kazdé z je 1 Ax = 21 LL 2 = (LT2)T(L1z) =
|LTz||5 > 0, pritemz 2!’ Az = 0 implikuje LTz = 0 a tedy vzhledem ke
kladnosti diagonalnich koeficientd zpé&tnou substituci x = 0, takze A je
pozitivné definitni. Dukaz opacné implikace provedeme indukci podle radu
matice n. Pro n = 1 je aj; > 0, takZe L = (y/a11). Necht tedy tvrzeni

plati aZ do fadu n — 1 > 1 a necht

Q@M,_

—_ nXxn
A= o A c R
je pozitivné definitni. Potom podle v&ty 77 je a > 0 a matice A — |@@ €
R(n=1)x(n=1) je pozitivn& definitni, proto podle induk&niho oFedpokladu

existuje dolni trojihelnikovda matice I ¢ R(r=1x(n=1) ¢ kladnymi di-
agondlnimi prvky takovd, ze A — taa®” = LLT. Polozme nyni

ﬂ%

I, =
I )
\/\l
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(Pokracovani dukazu)

potom L je dolni trojuhelnikova s kladnymi diagonalnimi prvky a plati
T 1.7 T
/”_.\m Ol /\m /\WQ\ L AQ @l v _ \r
HQ\ L 0O .N.\NJ a \Q
coZ je hledany rozklad. Pro dukaz jednoznacnosti predpokladejme, ze A =
L1 LY pro jistou dolni trojuhelnikovou matici

A ol
FHAN mv

s kladnymi diagonalnimi prvky. Potom z rovnosti

L.l =

plyne A = a, £ = %@ a LT = A—u" = A — 1aa” = LLT, takze podle

indukCniho predpokladu je L = L a tedy L1 = L. Tim je dukaz indukci
proveden. O
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Algoritmus (Choleského rozklad)

Dana: Ctvercova matice A.

Poloz L .= 0 a k:= 1.

k—1
cJde-li ap — X N . < 0, ukonci: A neni pozitivné definitni.
1=1

. Jinak vypocCti

k=1
agk — > Uk;
.QHH

Crk

m&a L= NM\AA vk |QMU mﬁm\,ﬁv

i=k+1,...,n).

. Poloz k:=k+ 1. Je-li kK <mn, jdi na krok 1. Jinak ukoncCi: A je pozitivné
definitni a plati A = LLT.
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Choleského metoda pro reSeni Ax =b s poz. def. matici A

0. Dana: soustava Az = b s pozitivné definitni matici A.
1. Nalezni Choleského rozklad A = LLL predchozim algoritmem.

2. Vyres soustavu Ly = b (s dolni trojuhelnikovou matici L) zpé&tnou
substituci.

3. Vyres soustavu LL'x = y (s horni trojuhelnikovou matici L) zp&tnou
substituci.

4. UkonCi: x je reSenim Axz = b.

Poznamka. Tato metoda se pouziva v praktickych dlohach, které vyzaduji
reSeni vétsiho poCtu soustav Ax = b se stejnou pozitivné definitni matici
A a rlznymi pravymi stranami b. Rozklad A = LL1 je tfeba najit pouze
jednou, a kazdou soustavu pak vyresime snadno dvéma zpétnymi substi-
tucemi.
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Ortogonalni matice

Definice. Matice QQ € R*"*" se nazyva ortogonalni, jestlize

Q=1

Poznamka. Tato jednoducha formulace, jejiz vektorovou podstatu odkryva
nasledujici véta, popisuje velmi dulezitou tridu matic.
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Ekvivalentni vyjadreni

Véta 79. Nasledujici tvrzeni pro matici Q € R*"*™ jsou ekvivalentni:
(i) Q je ortogonalni,

(i) Q je regularni a Q=1 = Q7

(i) QRQT =1,

(iv) QL je ortogonaini,

(v) radky Q) tvori ortonormalni bazi R",

(vi) sloupce @ tvori ortonormalni bazi R™.

Poznamka. Tvrzeni (v), (vi) ukazuji, Ze mnohem vhodné&jsi by bylo Fikat
Lortonormalni matice” . Pridrzujeme se vSak historicky vzniklého a bézné
pouZivaného nazvu.

Poznamka. Povsimné&te si odlisného Cislovani (malymi rimskymi Cislicemi),
charakteristického pro anglicky psanou literaturu.
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Dukaz

Dokazeme (i)=(ii))=(iii)=(iv)=(i), (I)<(vi), (iv)e(v).

(N=(ii): Z QTQ =1 plyne Q=1 = Q7 a tedy Q je regularnr.

(iD=-(iii): Protoze Q1 =071, je QT =QQ~1 =1.

(ii)=(iv): Protoze (Q1TQT = Q! =1, je Q1 ortogonalni.

(iV)=(): Z QR =1nplyne Q" =Q ' atedy Q'Q=Q Q=1

(e (vi): Q Jje ortogonalni pravé kdyz (Q1Q)i; = (Qei)1Qe; = I;; pro
vsechna 4,5, coZ je ekvivalentni tomu, Ze sloupce Q tvoFi ortonormalnf

systém; protoze je jich n, tvori ortonormalni bazi R".

(iv)<(v) je prepisem ekvivalence (i)<(vi) pro matici Q1. O

Matice II _254-



Pripad n =2

Pro kaZzdé ¢ je matice

COSy Siny
—Singyp COSy

ortogonalni, protoze jeji sloupce (resp. radky) tvori ortonormalni systém.
Napr.

0.6 0.8
—0.8 0.6

je ortogonalni matice s racionalnimi koeficienty.
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Viastnosti ortogonalnich matic

Véta 80. Je-li Q € R™*"*™ ortogonalni, potom:
(i) |Qiell2 = |Qeill2 = 1 pro kazde i,

(i) 1Qi;l <1 a [(Q 1)l <1 pro kazdé i, j,
(iii) |Qx||> = ||x||o pro kazdé x € R™.

Dukaz. Z QY'Q = I plyne, Ze pro kazdé z € R” je |Qz|3 = =1 Q1 Qx =

'z = ||z||3, coz dokazuje tvrzeni (iii). Pro 4,5 = 1,...,n odsud plyne
1Qijl < ||Qeill2 = 1Qeilla = llesll2 = 1, a aplikaci tohoto vysledku na
QT = Q! dostavame zbyvajici dvé tvrzeni. 0
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(Pokracovani)

Poznamka. Z numerického hlediska je dulezita vliastnost (ii), ktera zaruCuje,
Ze prvky inverzni matice nemohou béhem vypocCtu nekontrolovatelné narustat.
To je jeden z duvodu, proC maji ortogonalni matice rozsahlé aplikace v
numerické linearni algebre.

Véta 81. Jsou-1i Q1,...,Qq € R "™ ortogondlni, jeiQ1-...-Qq ortogonaini.

Dukaz. Jsou-li Q1, Qo ortogonalni, potom (Q1Q2)1(Q1Q2) = QLQ1Q1Q, =
Q1 Q> = I, takze Q1Q» je ortogonalni. Dale indukcr. O

Poznamka. PovSimnéte si analogie s vétou 8 pro regularni matice.
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Householderova transformace

Nasledujici véta ukazuje, Ze je mozno se proslavit i jednoduchou vétou s
jednoduchym dikazem (jeji vyznam se projevuje v jejich aplikacich):

Véta 82. (Householder 1958) Pro kazdy vektor x € R™ takovy, Ze
|z|l[o = 1, je matice
H(z) =1 — 2zz’

symetricka a ortogonalni.

Dikaz. H(z) je symetricka protoze H(z)! =1 — 222! = H(z). Dale je

H(x)TH@) = T - 2221 — 2221 = I — 4zz? + 4x(z'2)2! =1,

takzZze H(x) je ortogonalni. O
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Pouziti Householderovy transformace 1

Véta 83. Pro kazdé dva vektory y,z € R" takové Ze y # z a |ly|la = ||22,
plati
- Yy—=z
y=H(0)>
Jjinymi slovy kazdé dva rizné vektory o stejné normé lze prevést jeden na
druhy Householderovou transformaci.

Dukaz. Plati
_ T 2(yTz—||213)
Yy—= — ([ -2 Y—==  (y—==2) — - 2 _
H A__?N__MY ( Ty=2T2 " Tly— N__MvN ly—2I12 (y = 2)
lyll3+12l13—2y" 2 ly—z|3
= z-+ —2z) =z 4+ —z) = .
g YA =3~ ) =Y
(Dé&leni vektoru Cislem znamena nasobeni prevracenou hodnotou). N

Dusledek. Jsou-li y,z dva vektory o stejné normée&, potom existuje orto-
gonalni matice @ takova, ze y = Qz.
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Pouziti Householderovy transformace II

VEéta 84. Jestlize matice A € R™M*™ ma v prvnim sloupci aspon jeden
nenulovy nediagonalni prvek, potom pro matici

—||Ae1ll2€1
EA Ae1—||Ae1 v
Q= H(1z T4 lbels

plati

(QA)e1 = ||Ae1l|2€1,

tj. vSechny nediagonalni prvky prvniho sloupce QA jsou nulove.

Dukaz. Polozime-li y = Aq1, 2 = |[Asillzer, Je y # z @ |yllo = [[Aa1]l2 =
|z||2, takze podle v&ty 83 pro matici

Q= H (5,
plati (QA)e1 = QAe1 = Qy = Q%2 = Q1 Qz = z = || Aq1|l2e1. C
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Komentar

Véta 84 ukazuje mozna prekvapujici fakt, ze totiz nulovani prvkid pod
diagonalou lze provést i jinak nez Gaussovou eliminaci. Navic tato metoda
je numericky stabilng&jsi a nevyzaduje vybér pivota. Dulezité je, Ze soucin

QA= (I —2zz')A
nemusime pocitat jako
A —2(zz)A,
ale jako
A — M&@ﬂ

kde yI' =214 a zy! je matice (z;y,), €imz dochazi k Uspore pottu ope-
raci. Podobné postupujeme u dalsich sloupcu. Algoritmus zde podrobné
nevypisujeme.
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Pouziti Householderovy transf. III: redukce na Hessenberguv tvar

Definice. Rikame, Ze matice A € R®»*" je v hornim Hessenbergové tvaru
jestlize plati A;; =0pro j<i—1(,53=1,...,n).

Veéta 85. Ke kazdé Ctvercove matici A existuje ortogonalni matice @ a
matice H v hornim Hessenbergové tvaru tak, ze plati
A=QHQ"!.

Definice. Rikame, Ze matice A € R» " je t¥idiagondlni jestlize plati
A;j= O0Opro|i—j[>1(,5=1,...,n).

VEéta 86. Ke kazdée symetrickeé matici A existuje ortogonalni matice Q a
symetricka tridiagonalni matice H tak, Ze plati

A=QHQ".

Poznamka. Obé& tyto véty tvori zaklad nejpouzivangjsiho algoritmu pro
vypocet vlastnich Cisel (jednoho z ,,top 10" algoritmia 20. stoleti).

Matice II -262-



QR rozklad

Véta 87. Ke kazdé matici A € R™MX"™ s |inearné& nezavislymi sloupci existuje
matice Q € R™*™ s ortonormalnimi sloupci a horni trojuhelnikova matice
R € R*"*" s kladnymi diagonalnimi prvky tak, Ze platr

A= QR. (54)

Pritom matice Q i R jsou timto rozkladem urCeny jednoznacCné.

Poznamka. Matice Q tedy spliuje Q1'Q = I, ale v obecn& to neni orto-
gonalni matice, protoze nemusi byt Ctvercova. Jednoznacnost je zarucCena
pozZzadavkem kladnosti diagonalnich prvki R (jinak by nap?r. A = (—Q)(—R)
byl rovn&z rozklad toho typu).

MySlenka dukazu. Jde o rozpis Gram-Schmidtova procesu v maticovém
tvaru. Jednoznacnost plyne bud z toho, Ze (54) implikuje indukci ex-
plicitni vzorce pro sloupce matic Q a R (viz dale), nebo z toho, ze
ATA = RTQTQR = RTR je Choleského rozklad ATA a v ném je L = R
jednoznatné urcena; odtud pak plyne i jednoznacnost Q = AR 1.
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QR rozklad (algoritmus)

0. Dana: A € R™M*™ g linearn& nezavislymi sloupci.

1. Pro k=1,...,n poloz

m.ia = @mwkﬁo\a AQ”“_Jv\A|”_.v
k—1

Qok ‘= Ao — MU m&a@ow
J=1

Rir = ||Qekll2

@o\a — %\%@o\a

Ry, == 0 (G=k+1,...,n)

2. UkonCi: A = QR, kde (Q ma ortonormalni sloupce a R je horni trojuhelni-
kova s kladnymi diagonalnimi prvky.
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o Wwr
(O NF N\

OR

Priklad

0.1690 0.8971
0.5071 0.2760
0.8452 —-0.3450

A

59161 7.4374
O 0.8281

).

Matice II

-265-



Pouziti QR rozkladu Kk feSeni soustav linearnich rovnic

Mé&jme soustavu
Axr = b
se Ctvercovou regularni matici A. Je-li
A=QR
Jjeji QR rozklad, potom soustavu je mozno prepsat ve tvaru
QRx =0
resp.
Rx = Q',

kde R je horni trojuhelnikova matice s kladnou diagonalou, a jeji reseni
|ze nalézt zpétnou substituci. To ukazuje zpusob, jak reSit soustavy rovnic
bez pouziti Gaussovy eliminace.
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Pouziti QR rozkladu pro metodu nejmensSich Ctvercu

Mé&jme soustavu

Az = b, (55)
kde A € R™*"™ ma linearné nezavislé sloupce. Je-li

A=O0R

jeji QR rozklad, potom soustava (55) ma jediné 7eSeni metodou nej-
mensich Ctvercd (viz str. 129)

= (ATA) ATy = (RTQTQR)'RTQTs = R1Q™,
které je tedy rfeSenim soustavy
Rz = Qb

se Ctvercovou horni trojuhelnikovou matici R s kladnymi diagonalnimi
prvky a da se z ni snadno vypocist zp&tnou substituci. Tim se vyhneme
vypoCtu jak matice AT A, tak i jeji inverze.
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SVD rozklad: uvod

N~ N

Dospivame nyni k vétgé, ktera je podle minéni odbornikl nejdulezit&jsi
vétou numerické linearni algebry, k tzv. SVD rozkladu¥ matice. Vzhledem
k jejim teoretickym i praktickym dusledkim by bylo zadouci probirat ji

CO nejdrive, to vSak narazi na problém jejiho dukazu, ktery je netrivialni.
Jeho mysSlenku zde pouze naznaCime a vratime se K nému pozdé&ji.

Autorstvi. SVD rozklad byl objeven nezavisle na sob& nékolika autory,
kterfi podali rizné formulace i dikazy: Beltrami 1873, Jordan 1874 (!),
Sylvester 1889, Autonne 1915, Eckart a Young 1939. Vyznam SVD roz-
kladu pro numerickou matematiku byl rozpoznan a od 50. let Siroce popu-
larizovan Golubem.

-

1z angl. “singular value decomposition” — rozklad na singularni ¢isla
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SVD rozklad

Véta 88. Necht A € R™*" a ¢q = min{m,n}. Potom existuje matice
2 = Ao.@.v c Rmxn m.O\J\ﬁQ.\\Q\O.& =0prot#jaocyy>0922>...2> Oqq >0
a ortogonalni matice X € R™Mmxm 'y ¢ R"X" takoveé, Ze plati

A=Xx>Yy7T

Poznamka. Prepiseme-li rovnost A = XY 7 ve tvaru XTAY = X (nebot
X1 = Xx7T y-1 = vy?T) vidime, Ze vé&ta ¥ika, Ze kazZdou matici Ize
vynasobenim zleva a zprava vhodnymi ortogonalnimi maticemi prevéest na
diagonalni matici stejného typu, na jejiz diagonale stoji sestupné serazena
nezaporna cCisla.

Poznamka. Kdybychom polozili Y := M\%_ mohli bychom psat A = X>Y,
kde Y je opét ortogonalni. TradiCné se vSak dava prednost uvedenému

NN

tvaru kvuli jednodussi formulaci dusledku.
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Priklad

Plati
1 2 3
. 4 5 6 . T
A= 7 8 9 = XY,
10 11 12
kde
—0.1409 0.8247 0.5456 —-0.0478
¥ — —0.3439 0.4263 —-0.6919 0.4704
| —=0.5470 0.0278 —-0.2531 —-0.7975 |’
—0.7501 -—-0.3706 0.3994 0.3748
wm.hmwm meow w —0.5045 —-0.7608 —-0.4082
> = 0 . 0o o0 | Y =| —-0.5745 —-0.0571 0.8165
0 00 —0.6445 0.6465 —-0.4082
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MysSlenka dukazu SVD rozkladu (podle Jordana)

(X
A
o

o =sup{||Ayll2; llyll2 =1, y € R"}

se podle Weierstrassovy véty (o nabyvani suprema funkce spojité na kom-
paktni mnozing&) nabyva pro jisté g, tj. o = ||AY||2, |||l = 1. PoloZme

T = w\»m, potom ||Z||o = 1, takZe I lIze rozsirit na ortogonalni matici
X1 = (2 X) a podobng 7 lze rozsitit na ortogonalni matici Y1 = (g Y).

Potom plati

OMJ
XTav; =19 .~ . ).
Lo Ao Nﬂ><v
Tim jsme provedli prvni krok diagonalizace. Dale pokraCujeme stejnym

zplsobem s matici X7 AY (jde tedy vlastné o dikaz indukci). Jednotlivé
kroky je nutno detailné zduvodnit.
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(Ne)jednoznacnost SVD rozkladu

Ukazuje se (na tomto misté to v3ak jesté nemiizeme dokazat), Ze diago-
nalni Cisla o; matice 2 jsou urCena jednoznaCn& matici A, takZe matice
2 je stejna ve vsech SVD rozkladech matice A.

Naproti tomu matice X, Y nikdy jednoznacCné urcCeny nejsou: je-li

A=xxv?
SVD rozklad matice A, potom pro ortogonalni matice Xg = —X, Yo = —Y
plati opét

A= XoXVY{,

pricemz ;X‘O u*l X, M\O u*l Y.
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Singularni Cisla

Definice. Cisla oy, i = 1,...,q, nazyvame singuldarnimi Cisly matice A a
znacime je obvykle o;(A) resp. o;, i=1,...,q.

Poznamka. Dulezité je, ze jsou Cislovana podle velikosti v sestupném
poradi, tj.

01(A) 2 02(A) > ... > 0¢(A) > 0.
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SVD rozklad: pro a proti, neboli dvoukolejnost linearni algebry

Mame-li k dispozici libovolny SVD rozklad matice A, potom, jak ukazeme
na daldich strankach, lze pomoci ného snadno vyresit vsechny zakladni
problémy, které jsme dosud reSili primo Ci zprostredkované pomoci Gausso-
Vy eliminace, a navic i nékteré jiné, o kterych jsme se zde nezminili. Vzhle-
dem Kk pouZziti ortogonalnich matic je navic numericky mnohem stabilngjsi
(tj. odoln&jsi vici vlivu zaokrouhlovacich chyb) nez Gaussova eliminace.

Na druhé strané algoritmy pro vypocet SVD nejsou obecné koneCnég, nybrz
iteraCni (konstruuji posloupnosti konvergujici k vyslednym X,3>.Y) a ne-
jsou proto vhodné pro ruCni pocitani.

PTi poCitani na cviCenich pouzivame proto algoritmy zalozené na Gaussove
eliminaci, kdezto na pocitaCi davame prednost algoritmim vyuZzivajicim
SVD rozkladu, které jsou v dnesni dobé& neobyCejné detailn& rozpracované
a zarucCuji vysokou presnost vysledku.
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Odvozené veliCiny

Je-li A= XY oznatme

e r pocCet kladnych prvku na diagonale 2,

e X matici sestavajici z prvnich r sloupct matice X,

e Y matici sestavajici z poslednich n—r sloupct matice Y (nikoliv Y1 1),
S O

o > — 0 0 | kde S je diagonalni matice r xr s kladnymi diagonalnimi

prvky.
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Pouziti SVD I: hodnost a ortonormalni baze

Véta 89. Je-li
A=x>y?l
libovolny SVD rozklad matice A € R™M*"™ potom:

1) r =rank(A),
2) sloupce matice X tvori ortonormalni bazi sloupcového prostoru R(A),
3) sloupce matice Y tvori ortonormdaini bazi prostoru N (A).

Poznamka ad 1): jinymi slovy, hodnost matice je rovna pocCtu jejich
kladnych singularnich Cisel.
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Pouziti SVD II: (pseudo)inverze a ortogonalni projekce

Veta 90. Je-li

_ S 0 T
amx (3 9)

libovolny SVD rozklad matice A € R™M*"™ potom:
~1
+_ S 0 xT
pat =y (5} 0)xr
2) je-li A &tvercova regularni, potom A—1 =yvys-1x71,
3) AAT = XX7T (projekeni matice, viz str. 240).

Poznamka ad 1): tento vzorec je obzvlast vhodny pro dikazy vlastnostri
pseudoinverzni matice, jako (AT)T = A, (AT = (AT)T, rank(AT) =
rank(A), R(AT) = R(AT) apod., které se nesnadno dokazuji z definice.

Matice II -277-



Pouziti SVD III: reSeni obecnych soustav linearnich rovnic

Véta 91. Necht A = XXY7! je libovolny SVD rozklad matice A € Rm*n
a necht b € R™. Potom soustava

Ax = b (56)
ma reseni praveé kdyz plati
XXTh=1p

a je-li tato podminka splnéna, ma mnoZzZina reseni soustavy (56) popis

~ (7'X); - _
*MH|A SHYy+ Tyiye Rl
..w”

Myslenka dikazu. Vyjadrime ATha I — AT A pomoci véty 90 a dosadime
do prislusnych vzorcu vét 26 a 27.
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Pouziti SVvD 1IV: polarni rozklad

Véta 92. (Autonne 1902) Ke kazde matici A € R"*" existuje pozitivhé
semidefinitni matice P a ortogonalni matice (Q tak, Ze platr

A= PQ.

Pritom matice P je urCena jednoznacCné& a je-li A regularni, potom P je
pozitivné definitni a i Q je urCena jednoznacCné.

Diukaz. Necht A = X>Y7? je SVD rozklad matice A. PoloZme P =
XXt Q= XY?. Potom vzhledem k ortogonalité X, Y je

PQ=X>xTxyl'=x3svyl = A

Dale Q@ = XY je ortogonalni a pro kazdé z € R" je ! Pz = Y0 (X 1x)?
> 0, takze P je pozitivné semidefinitni. JednoznaCnost P nelze dokazat
jednoduchymi prostredky. Je-li A regularni, potom i P je regularni, tedy
pozitivng definitni, a v tom p¥ipadé je i Q = P~ 1A urCena jednoznatné. O
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Spektralni norma

Pro matici A € R™M™*X"™ polozme

[All2 = max [|Az||2.

z]2=1
Potom plati
1) ||[All2>0 a [|Al][ =0 prave kdyz A =0,
2) |[A+ Bll2 < [[All2 + [[Bll2,
3) llaAll2 = lof - [|A]l2,
4) [[ABJl2 < ||All2 - ]| B2,

Je to tzv. maticova norma, kterou nazyvame
analogil vektorové normy ||z||o pro matice s tim, Ze ma navic vlastnost 4).

spektralni normou, a je
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Pouziti SVD V: vyznam singularnich Cisel

Véta 93. Pro matici A € R™*™ hodnosti r platri
g;(A) = min{||A — B||o; rank(B) < i}
(i=1,...,7r). Specialng,
o1(A) = [|4]l2

a pro A € R**" je

on(A) = min{||A — B||2; B singularni}.

Poznamka. Pro Ctvercovou A tedy o,(A) udava vzdalenost matice A od

NN

nejbliZzsi singularni matice.
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Islo podminénosti

(X
7
o

o1(A)

on(A)

nazyvame cCislem podminénosti (condition number) matice A € R*"*",
Obecné |ze Tici, ze Cim vyssi je Cislo podminénosti, tim hdre se matice
chova z numerického hlediska. Hilbertovy matice (str. 77) maji vysoka
¢isla podminénosti; napt. k(Hyg) = 4.0746-1017. To vysvétluje neuspoko-
jivé vysledky, dosazené pri reSeni soustav s Hilbertovymi maticemi (str.

79-80).

R(A) = [|All2]| A7 2 =

Z SVD rozkladu plyne, Ze k(AT A) = k2(A). To znamen4d, Ze p¥i prechodu
od A k AT A se numerické vlastnosti matice mohou silné zhorsit.
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SVD faktorizace

Je-li

S 0

T
OOM\

A=x>syl'=Xx
SVD rozklad matice A, kde S € R"*" je diagonalni matice s kladnou
diagonalou, potom poslednich m —r radku matice > Y7 je nulovych, takze
poslednich m—r sloupcu matice X nema vliv na vysledek souCinu. Muzeme
proto psat

A=X,SY}l, (57)

kde X, Y, sestavaji z prvnich r sloupct matic X, Y (a nejsou to uz obecné&
ortogonalni matice, protoZze nejsou Ctvercové). Rozklad (57) se nazyva
SVD faktorizace, nékdy i ,,tenky SVD rozklad” (angl. ,,thin SVD").
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Pouziti SVD VI:. komprese digitalniho obrazu

Digitalni obraz (pro zjednodu3eni Cernobily) mizeme reprezentovat matici
A € RmX"  jejiz ij-ty koeficient oznaCuje stupen 3edi ij-té€ho pixelu. Necht

A= XSyl (58)

je jeji SVD faktorizace. ZaCneme-li ubirat singularni Cisla pocCinaje nej-
mensim tak, Ze budeme konstruovat matice

kde X, Y3 sestavaji z prvnich k sloupcu X, Y a Si z prvnich k£ radkud i
sloupcu S, dostavame postupné se zhorsujici aproximace matice A, které
vsak ,,zachovavaji jeji strukturu” . PF¥itom prava strana (58) obsahuje (m-+
n + 1)r koeficientl, kdezto prava strana (59) (m + n 4+ 1)k koeficientd,
takZe dochazi ke kompresi dat v pomeéru w V praxi Casto i pro velmi mala
k (napf. r = 200, k = 20, tj. redukce dat na 10%) aproximuje obraz,
vytvareny matici A, pozoruhodné& ve&rné jeho original dany matici A.
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Cast 6:

Determinanty
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Uvod

V této Casti ukazeme, Ze kazdé Ctvercové matici A je mozno priradit Cislo
det(A) s jistymi specifickymi vlastnostmi. Pokud nebude FeCeno jinak,
uvazujeme pouze Ctvercové matice A = (a;;) € R™*".

Definici determinantu predchazeji néktera fakta o permutacich.

Determinanty -286-



Permutace a jeji znaménko

Permutaci mnoziny {1,2,...,n} nazyvame libovolnou usporadanou n-tici
jejich prvkid (p1,...,pn) (bez opakovani). MnoZinu vsech permutaci mnoziny
{1,2,...,n} znaCime P,. Jak znamo, P, ma n! prvkul.

Definice. Znaménkem permutace p = (p1,...,pn) Nazyvame Cislo

o(p) = (-1)7,

kde s je pocCet prvkld mnoziny

(tzv. inverzi).

PFriklad. 0(4,1,3,2) = (-1)* =1, 0(4,3,1,2) = (-1)°> = —1.
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VIiv transpozice na znaménko

Véta 94. Pro permutace

mw”Amw”_.u...uﬁ\ﬁ...vﬁ?...u@ﬁvv

Nw\” AEHV...vﬁmv...vﬁ\du...u@\;v
(z nichz jedna vznikne z druhé prehozenim dvou prvkd, tzv. transpozici)

plati
o(p') = —o(p).

MysSlenka dukazu. DokaZzeme nejprve platnost pro pripad £ = k+ 1 (tzv.
elementarni transpozice). Transpozici prvkl pg a py l1ze slozit z 2(A—k) —1,
tj. lichého pocCtu, elementarnich transpozic.
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Definice determinantu

Definice. Determinant Ctvercové matice A = (a;;) € R"*" definujeme
predpisem

Poznamka. Soucet se provadi pres vsechny permutace n-prvkové mnoziny
a sestava tedy z n! sCitancl. Je zrejmé. Ze ackoliv Cislo det(A) je dobre
definovano, nelze ho pro vyssi rady timto zpusobem pocitat; pozdéji
uvedeme efektivni zpusob jeho vypocCtu zalozeny na Gaussové eliminaci.
Misto det(A) piSeme rovn&z |A|, zvIasté vypisujeme-li celou matici.
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Priklady

a1l ai12 | _ _
= o0(1,2)ar1a22 +0(2,1)a12a21 = aii1azz — aizas;

a1 a2
(souCin prvkd na hlavni diagonale minus soucCin prvki na vedlejsi dia-

gonale),

aij] aip ais3
ar1 az> an3 | =0(1,2,3)ar1a20a33 + 0(1,3,2)a11a23032
a3 azz az3

+0(2,1,3)a12a21a33 + 0(2,3,1)aizaz3a31
+0(3,1,2)a13a21a32 + 0(3,2,1)aizarraz;

= a11a92a33 — 1110230432 — 124210433 + A12023031 + @13021032 — A13022031,
atd.
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Determinant transponované matice

Véta 95. Pro kazdou Ctvercovou matici A plati

det(A1) = det(A).

Dukaz. Podle definice je

det(A") = > oA 1p, - (ADup, = > o(P)ap,1- - ap,n.
pEPn pEPp

Provedenim g vhodnych transpozic dostavame

Q.NVH_.H o o o @%:3 p— Q\HQ\.H o o o Q\:Q\.:.

Pritom permutace p = (p1,...,pn) Presla na permutaci (1,...,n) a naopak

ta presla na permutaci r = (rq,...,rn), takze o(p) = (—-1)9 = o(r) a tedy

Qm.—.\A\»ﬂv — MU Q.Aﬁvgﬁpu " Appn = MU Q.Q;v@fﬁ -+ anr, = det(A). -
peEP) rebP;,
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Vyznam Vvéty o determinantu transponované matice

Hlavni smysl této véty spocCiva v tom, Ze tvrzeni o determinantech dokazana
pro fadky plati analogicky i pro sloupce (aplikujeme-li je na transpono-
vanou matici).
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Radkova linearita determinantu

Vvéta 96. Necht A € R"*™ g b,c € R1X" Potom platri

(A Ay (A

Ai_1.e Ai_1e Ai_1e
det b+ c — det b + det C
Aitie Ait1e Ait1e

| A | Ane | Ane

MySlenka dukazu. Primo z definice, protoze pro kazdy Clen definiCniho
soucCtu je

gHNQH...A@.NU&I_'Q%&v...Q\:.NU\B\”Q\”_-NU”_....@&U&...@Q&%Q\NITQ\HNUH...Q&U&...@Q&%\\w.
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Determinant matice se dvéma stejnymi radky

VEéta 97. Ma-li matice dva stejné radky, potom jeji determinant je roven
nule.

Dukaz. Vyménime-li v matici A dva jeji stejné radky, potom determinant
se nezmeéni, ale vSechny souciny v definicnim souCtu zméni znameni a
dostavame tak det(A) = —det(A), tj. det(A) = 0. O
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Elementarni operace a determinant

Véta 98. Pro matici A vzniklou z matice A € R**™ provedenim

1) elementdrni operace A, := aA;qe plati det(A) = adet(A),
2) elementarni operace Aj, :

Aje + A, plati det(A) = det(A),
3) elementarni operace A; <+ Ajq plati det(A) = — det(A).

Dusledek. Pro A € R"*" 3 o € R je det(aAld) = o™ det(A).

Dusledek. Obsahuje-li matice nulovy fadek (sloupec), je jeji determinant
roven nule.
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Vypocet determinantu

Véta 99. Determinant horni (dolini) trojuhelnikové matice_je roven soucinu
Jjejich diagonalnich prvkd.

Dukaz. Je-li A horni trojuhelnikova, potom anp, = 0 pro pn < n. V
definicnim soucCtu stacCi tedy uvazovat jen permutace s p, = n. Prvek
ann 1ze ze vSech Clenu vytknout a zbyva determinat horni trojuhelnikové
matice radu n — 1. Dale indukci. Pro dolni trojuhelnikovou matici aplikacr

na transpozici. O

Dusledek. det(l) = 1.

Poznamka. Odsud vyplyva metoda pro vypocCet determinantu: Gaussovou
eliminaci (s prihlédnutim k tomu, Ze elementarni operace 1), 3) méni
hodnotu determinantu) upravime matici na horni trojuhelnikovy tvar a
determinant vysledné matice vypocCteme podle této véty.
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Priklad

3 6 —9 1 2 -3 1 2 -3

4 8 10 |=3|4 8 10 0 0 22

2 7 5 2 7 5 0 3 11
= _3.66 = —198

(povdimnéte si pouziti vSech tri elementarnich operaci).
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Determinant blokové trojuhelnikové matice

Véta 100. Jsou-li A, B Ctvercové matice (ne nutné stejného radu), potom

o_mﬁ A w M v Ho_mﬁ A w M v Ho_mixco_mimv.

MysSlenka dukazu. Upravime-li kazdou z matic A, B v matici Aw Mv

elementarnimi operacemi na horni trojuhelnikovy tvar, dostavame

1
%Aw mvuae..@aae..@%ﬁﬁ mmvn

= (a1 ap)(B1 - Bg)(Ti1 -+ Top)(T5y - - - Ti2,,) = det(A) det(B)

(kde «;, B; jsou koeficienty vytknuté pred determinant pri pouZiti ele-
mentarnich operaci 1) a 3)). Dale

Qﬁ A w > v HQQ A &@ mw v H%:»J%ﬁm&H%:E%ﬁmv.
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Véta 101. Pro kazdé matice A,B € R™**"™ plati

det(AB) = det(A) det(B).

Poznamka. Nékdy se této véteé rika ,,véta o nasobeni determinantd’.
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MySlenka dukazu véty o nasobeni determinantu

(7 5)

vicenasobnou aplikaci elementarni operace 2) (ktera neméni determinant)
tak, aby levy horni blok se stal O, dostavame matici

5 4)

Upravime-li matici

Vymeénime-li v této matici sloupcel an—+1,2an—+2, ..., na2n, vznikne
matice —4B 0 PFitom
B I )
. A O\ O —AB '\ _ n —AB 0\
Qmﬁ?@amimvlamdAN mvlamdAN B vIAIC QmﬁA B NVI

— (—1)"det(—AB) = (—=1)"(—1)"det(AB) = det(AB).
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Dusledky

Véta 102. Pro kazdou regularni matici A plati

1

det(A™1) = g.

Dikaz. det(A)det(A™ 1) =det(44~1) = det(J) = 1. O

Veéta 103. Pro kazdou ortogonalni matici QQ plati

| det(Q)] = 1.

Dikaz. (det(Q))? = det(Q1) det(Q) = det(QTQ) = det(1) = 1. O
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Kritérium regularity

Vvéta 104. Ctvercova matice A je regularni pravé kdyZz det(A) #£ 0.

Dukaz. Je-li A regularni, potom ma inverzni matici a z véty 102 plyne
det(A) % 0. Je-li A singularni, potom né&ktery jeji fadek je linearni kom-
binaci ostatnich a matici lze vicenasobnou aplikaci 2. elementarni operace,
ktera nemeéni determinant, prevést na matici s nulovym radkem, jejiz de-
terminant je roven nule (str. 295). Tedy pro A singularni je det(A) = 0. O

Poznamka. To je nejznaméjsi Kritérium regularity. Negaci obou stran
dostavame, Ze A je singularni pravé kdyz det(A) = 0. Toto tvrzeni je
hlavnim spojovacim Clankem ke kapitole 7 o vlastnich Cislech.
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Subdeterminant a algebraicky doplnék

Definice. Necht A € R®*™ a necht 4,7 € {1,...,n}. Matici vzniklou
vyskrtnutim i-tého ¥adku a j-tého sloupce z matice A znacime AY, jeji
determinant

det(AY)
nazyvame subdeterminantem ¢j-tého prvku a Cislo
(—1)"T7 det(AY)

nazyvame algebraickym doplnkem z5-tého prvku v matici A.

3 6 -9 6 _o
Priklad. Pro A= | 4 8 10 | je A%l = L
2 7 5

(—=1)2t+1det(421) = —093.
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Laplaceuv rozvoj

Véta 105. Necht A e R"*" a e {1,...,n}. Potom plati
3 . . P
det(A) = 3 (—1)"7a;; det(AY)
j=1

(Laplaceavll rozvoj determinantu podle i-tého radku).

Poznamka. Analogicky pri daném j dostavame podle véty o determinantu

transponované matice
mn

det(A) = MU A|”_.v@.|_|u.@§. Qm.ﬁA\va

1=1

(Laplacelv rozvoj determinantu podle j-tého sloupce).

IP.-S. Laplace, 1749-1827
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MySlenka dukazu

Je-li Ane = el, potom stejnou tvahou jako v dikazu véty 99 dostavame
det(A) = det(A™™).

Je-li A = m.w pro jista 4,4, potom prevedeme-li prvek na pozici (i,5) S
pouzitim (n—i)+(n—75) = 2n— (i+j) elementarnich transpozic sloupcu a
radkd na pozici (n, n), je podle predchoziho det(A) = (—1)27~(G+7) det(AY)
= (=1)*tJ det(AY).

Nakonec pro obecnou matici, piseme-li :-ty radek ve tvaru A;, = wHH @&&H_
dostavame s poZitim vty 96, Ze det(A) = Mwﬂilbi&@. det(AY).
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Priklad

= —4 +5 e —

2 3 1 3 12
8 9 7 9 7 8|~

~N b=
o 01N
O O W

=(-4) (-6)+5-(-12)-6-(-6) =0

(Laplacelyv rozvoj podle 2. fadku).
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Dusledek: jina definice determinantu

Laplaceluv rozvoj ukazuje moznost i jiné, rekurentni definice determinantu
matice A = (a;;) € R**™:

Hv je-lin=1, je QmﬁA\C =al,

n . .
2) je-lin>2, jedet(A) = 3 (—1)1TJay;det(Al))
J=1
(na pravé strané ve 2) jsou vesmeé&s determinanty matic radu n — 1, které
uzZ jsou rekurentn& definovany). Tento pristup obchazi nutnost pouZiti

permutaci a je snad nazornégjsi, ale nevede ke zjednoduSeni dukazu.
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Cramerovo pravidlo

Veéta 106. Je-li A regularni, potom pro reseni x soustavy Ax = b plati

_ det(A+ (b— Aqj)el) o
T = det(A) J (j=1,...,n).

Poznamka. A+ (b — \»&vmwﬁ je jednodu3e matice vznikla nahrazenim

j-tého sloupce matice A sloupcem pravych stran b. Toto ,,pravidlo” ma
dnes uzZ jen teoreticky vyznam, v dobé& svého vzniku v 18. stoleti se vsak
stalo razem popularni a rozsitrilo se jeSté za autorova zZivota™* do 5kol po

celé Evropé (Gaussova eliminace byla objevena aZ o vice nez pul stoleti
pozd&ji).

**G. Cramer, 1704—-1752
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Dukaz Cramerova pravidla

Dilkaz. Necht x je fesenim Ax = b. Oznalme X matici vzniklou z jed-
notkové matice I nahrazenim jejiho j-tého sloupce vektorem x. Potom

N~

porovhanim sloupcu snadno ovérime, zZe plati
A+ (b— Agje; = AX
a podle véty o nasobeni determinantu
det(A + (b — Aqj)e} ) = det(A) det(X) = det(A)z;,

(nebot det(X) = z; Laplaceovym rozvojem podle j-tého Fadku), coZ dava
hledany vzorec pro ;. O
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Adjungovana matice

Definice. Pro matici A € R"*" definujeme adjungovanou matici adj (A)
predpisem

(adj (A));; = (—1)"T7 det(A"Y)
(i,7=1,...,n).
Poznamka. Je to tedy matice sestavena z algebraickych doplnkd. Povsim-

néte si prehozenych indexu v definici, coz vede k Castym chybam pri
vypocCtu. Je proto lepsSi pocCitat podle vzorce

((adj (A)M)ij = (—1)"T7 det(AY),

ve kterém jdou indexy ve stejném poradi, a teprve na konec prejit trans-
pozici od (adj (A))? k adj (A).
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VVzorec pro inverzni matici

Véta 107. Pro kazdou regularni matici A plati

1 1
A~ O_mLﬁA\@mhu_._ (A).

Poznamka. Jinymi slovy, pro kazdé j,: je

1 TCE@QQS
(A77)ji = :

det(A)
To dava explicitni vzorec pro prvky inverzni matice. Podobné jako Cramero-
vO pravidlo ma dnes tento vzorec uz jen teoreticky vyznam, pro prakticky

vypocCet je vhodnéjsi metoda zalozena na Gauss-Jordanoveé eliminaci po-
psana v casti 1 (str. 70).
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Dukaz

Dukaz. Pro kazdé j,i je (A™1),;; = z;, kde z je feSenim Az = e;. Podle
Cramerova pravidla a Laplaceova rozvoje podle -tého radku je potom

gy det(A+ (e - Asjdel) _ (= 1)itJ det(AY) 1
(A7) = det(A) det(A) = ety 2U Wji
CcOz dava
4,1
A O_mLﬁA\@mhu_._ (A).
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Cast 7:

~

Viastni Cisla

 ~
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Definice vilastnich Cisel

Definice. Necht A € C"X"_ Jestlize plati

Ax = \x

pro jisté A € C a jisty vektor x € C", x # 0, potom Cislo A nazyvame
vliastnim Cislem matice A a vektor x vlastnim vektorem prislusnym k to-
muto vilastnimu cCislu.

Poznamka. Podminka ,,x #= 0" v definici je nezbytna: kdybychom pFipustili
i £ = 0, potom by kazdé X\ € C bylo vlastnim Cislem matice A a definice
by ztratila smysl.

Poznamka. Vlastni vektory nejsou urCeny jednoznacné: je-li x vlastnim
vektorem, potom pro kazdé a # 0 je i ax vlastnim vektorem.
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Charakterizace vlastnich Cisel

Vvéta 108. Cislo \ € C je viastnim Cislem matice A pravé kdyZz plati

det(A — A1) = 0.

Dukaz. )\ € C je vlastnim Cislem matice A pravé kdyz (A — X))z = 0 pro
jisté x = 0, tj. pravé kdyz A — Al je singularni, cozZ je podle poznamky na
str. 302 ekvivalentni tomu, Ze det(A — A1) = 0. O

 ~
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Konecny pocCet viastnich Cisel

Z definice determinantu plyne, zZe

det(A—AI) = (=1)"\" 4+ a,_1\"" 1+ ...+ a1\ + ao,

je to tedy polynom n-tého stupné v A, kterému se Fika charakteristicky
polynom matice A, a vlastni Cisla jsou podle predchozi véty jeho koreny.
Podle zakladni vé&ty algebry ma tento polynom pravé n (obecn& kom-
plexnich) kofenl, pocCitame-li kazdy koren v jeho nasobnosti. Dostavame
tak tento vysledek:

Véta 109. KazZda matice A € C"*"™ ma pravé n viastnich Cisel, pocitame-li
kazdé v jeho nasobnosti (jakoZto kofenu charakteristického polynomu).

Poznamka. Zakladni véta algebry se dokazuje v prednasce z analyzy ve 3.
semestru. Mnozina vsech vlastnich Cisel A se nazyva spektrum matice A.
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Priklad

Pro matici
01
—1 0
je
—A 1
—1 =\

a charakteristicky polynom ma koreny +:. Vidime tedy, Ze realna matice
nemusi mit realna vlastni Cisla.

det(A — \]) = =X\ 41

 ~
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Souvislost determinantu s viastnimi Cisly

Véta 110. Determinant Ctvercové matice je roven soucinu jejich vlastnich

~- ~

cisel.

Dukaz. Pro kazdé X\ € C plati
det(A-\I) = A|Hv3y3+@:|§z|H+. Faiddag = (—1)"(A=A1)-...-(A=Apn),
kde A\q1,...,An Jsou vlastni Cisla matice A. Dosazenim A = 0 dostavame
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Viastni Cisla trojuhelnikové matice

Véta 111. Viastnimi Cisly horni (dolni) trojuhelnikové matice jsou pravé
vsechny jeji diagonalni prvky.

Dukaz. Protoze A — M\ je opé&t horni (dolni) trojuhelnikova, plati podle
vety 99

Qm._.\A\wlv,Nv = A@HH |>v .....A@§§|>vu

-

takze koreny charakteristického polynomu jsou praveé Cisla aj1,...,ann. O

 ~
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Podobné matice maji stejna vlastni Cisla

Definice. Matice A, B se nazyvaji podobné, jestlize plati A = SBS~1 p
jistou regularni matici S.

VEéta 112. Podobné matice maji stejna viastni Cisla.

Dikaz. Je-li A= SBS~1 potom
A—X=SBS ' —AI=8(B-X)S1
a tedy
det(A — \I) = det(S) - det(B — A\I) - det(S™1) = det(B — AI)

(viz v&étu 102), takZe matice A, B maji stejny charakteristicky polynom a
proto i stejna vlastni Cisla. O

 ~
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AB a BA maji stejna viastni Cisla

Véta 113. Jsou-li A, B Ctvercové matice stejného typu, potom AB a BA

& N~

mayji stejna viastni Cisla.

Poznamka. To je velmi netrivialni tvrzeni protoze, jak vime, obecné je
AB # BA.

 ~
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Dukaz

(o)t )-(2 )

(11)(5 8)-(% 1)

kde viechny matice jsou z R2"%X21n  ProtoZe matice

(o 7)

je regularni (jeji determinant je podle véty 100 roven 1), dostavame

(L) (A2 o) (4)=(5 &)

Plati

 ~
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(Pokracovani dukazu)

takze matice

AB O 5 O O
B O B BA

jsou podobné a proto maji stejna vlastni Cisla. Vlastni Cisla prvni z nich

S N S N I N

jsou vlastni Cisla AB plus n nul, vlastni Cisla druhé z nich jsou vlastni Cisla
BA plus n nul. Z toho plyne tvrzeni véty. O

 ~
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Viastni Cisla symetrickych matic

ODbecna teorie vilastnich Cisel je pomeérné obtizna. My se v dalsim omezime
na specialni, ale dulezity pripad symetrickych realnych matic. Dulezitost
této tridy matic vysvita z nasledujici véty:

Véta 114. Symetricka matice A € R*"*™ ma vsechna vilastni Cisla realna.

Poznamka. Vlastni Cisla symetrické matice A € R*®*"™ znaCime \;(A),
1 =1,...,n, a Cislujeme je tak, aby platilo

A1(A) > A2(A4) > ... > A (A)

(tj. ve stejném poradi jako singularni Cisla).

 ~
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Dukaz

Necht )\ € C je libovolné vlastni Cislo A a x € C" prislusny vlastni vektor,
takze plati Ax = Az. Oznatme z* = (x1,7>,...,Tn), tedy Fadkovy vektor
sestaveny z komplexné sdruzZzenych slozek vektoru x. Potom plati #*Ax =
\z*z. PFitom z*z = Y, Zz; = X |2;]2 > 0 (nebot z £ 0) a

v Az =) ) Tiaijwp =) ) wmiapT; = ) ) Tjajwi = Az,
j j "

1 1 7 1

takze Cislo z*Axz je redlné a tedy i
¥ Ax

x*x

A =

je realné.

Poznamka. Povsimnéte si, Zze symetrii matice A jsme vyuzili jen na
cervené vyznaceném miste.
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Spektralni véta pro symetrické matice

~~ N N

~ ) N

VEtE:

Véta 115. Ke kazde symetrické matici A € R"*" existuje ortogonalni
matice X takova, Ze platr

A= XAx"T

kde N\ je diagonalni matice s diagonalnimi prvky N; = N;(A), i =1,...,n
a pro kazdeé i je Xo; vlastni vektor pFislusny k viastnimu Cislu \;(A).

Poznamka. Pro diagonalni prvky tedy plati A11 > NAono > ... > App (Viz
str. 324).
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Dukaz

Indukci. Pro n = 1 staci polozit X = (1), A = (a71) (matice 1 x 1). Necht
tvrzeni plati pro n — 1 > 1. Zvolme vlastni vektor x prisludny k A\1(A) a
polozme z = __M__M&. takze ||z||]p = 1. Potom «x tvori ortonormalni systém
(o 1 prvku), ktery lze rozgifit na ortogonalni matici X; = (z X). Potom

plati

T T T A T
T [ =z 5y [ xtAx 2t AX \ [ A(A) O
A1 AXL = A X7 v (Az AX) = A XTAz XTAX v B A 0 XTax

(nebot XTAz = X (A)XTx = 0). Matice X{ AX; je podobna matici
A, takze ma stejna vlastni Cisla, z Cehoz plyne, Ze matice XTAX €
R(n=1)x(n=1) m3 viastni &isla A>(A), ..., A (A). Podle indukéniho predpok-
ladu existuje tedy ortogonalni matice X ¢ R(n=1)x(n—=1) takova, ze
XT(XTAX)X = N, kde AN je diagondlni matice s diagonalnimi prvky
Ao(A). ... An(A).

 ~
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(Pokracovani dukazu)

Nyni plati

1 o ﬂxﬂ\@m 1 o7\ _ (10" T a) o\ (1 0
0 X 1441 0 X 0 X 0 XTAX 0 X

|\:§v % |\:§%|>
- 0 XT(XTAX)H)X )™ o AN )7

1 of
0 X
ortogonaini a plati XTAX = A, tj. A = XAXT, €imz je dikaz indukci
proveden. Potom téz AX = XA, takZe AXe; = N;Xe; = N(A)X; Pro
kazdé i a X,; je vlastni vektor prisludny k )\;(A) (Xe; 7= O vzhledem Kk
ortogonalité X). O

Polozime-li X = X3 A v je X jakozto soucin ortogonalnich matic
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Vypocet viastnich Cisel symetrické matice

Jacobiho metoda (z r. 1846) pro vypocet vilastnich Cisel symetrické mat-
ice, uvedena na dalsi strang, je zaloZzena na mysSlence postupného snizovani
veliCiny

off(A) = |33 aj;
i j
(tj. odmocniny ze souCtu Ctvercu nediagonalnich prvkl) ortogonalnimi
transformacemi typu A := JLAJ, které nemani vlastni ¢isla. Konstrukce
ortogonalnich matic J (které se lisi od jednotkové matice jen na 4 mistech)
zaruCuje, ze off(A) — 0, takZe po konetn& mnoha krocich off(A) klesne
pod stanovenou mez . Vysledna matice je ,,témer diagonalni’ a jeji di-
agonalni prvky, sefadime-li je podle velikosti (algoritmus jejich usporadani
neprovadi), aproximuji vlastni Cisla plivodni matice s presnosti < ¢.

Prib&zna matice je v algoritmu znaCena L (misto A).
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Jacobiho metoda pro vypocet viastnich Cisel symetrické matice

L=A X =1,
while off(L)> ¢
nalezni p < q, pro které |[{pq| = max;<; |€;];
T = (Lgq — Lpp)/(20pq);
if >0, t=1/(r+ 1+ 12):;
m_mm t=—1/(—1+/1+712);

n|H\<H+@m s = tc;

J =1, Jpp = ¢, Jgqg = c¢; Jpqg =8, Jgp = —s,;
L=J'Ly;, X = XJ,
end
% plati A = XLX?', kde X je ortogonalni a off(L)< ¢;
% sefadime-li diagondlini prvky L podle velikosti ¢7; > ... > 4},
% potom |X\;(A) — £..| < e pro kazdé i.

VlIastni Cisla -330-



Zduvodnéni konvergence

Zdlouhavym vypocltem, ktery zde neuvadime, se da ukazat, zZe je-li
L' = JI'LJ nova iteracni matice vypoctena z predeslé iterace L, potom
plati

off(L") < q - off(L),

kde g = /\H — i < 1, takze Qw — 0 pro k — oo a proto off(L) — 0, tj.
nediagonalni prvky L konverguji k O.

 ~
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Pozitivni (semi)definitnost a vilastni Cisla

VE&ta 116. Symetricka matice A € R"*"™ je pozitivné semidefinitni (definitni)

- N~

pravé kdyz vsechna jeji viastni Cisla jsou nezaporna (kladna).

Dukaz. Pozitivné semidefinitni matice A ma realna vlastni Cisla. Je-li A
libovolné jeji vlastni Cislo a x prislusny realny vlastni vektor, potom z
Ax = A\x plyne 2l Ax = \xl'z, kde 21 Ax > 0 a ez > 0, takZe )\ > 0.
Naopak, jsou-li vSechna vilastni Cisla A nezaporna, potom ze spektralniho
rozkladu A = XAXT plyne pro kazdé x

n
2l Ax = (XT2)'ANXT2) = Y (A (X T2)? >0,
i=1
takze A je pozitivné semidefinitni. Analogicky pro pozitivni definitnost. O

 ~
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Odmochnina z matice

Veéta 117. Ke kazdé pozitivhé semidefinitni matici A a ke kazdému priro-
zenému Cislu k > 2 existuje pozitivné semidefinitni matice B takova, Ze

Bk = A.

Poznamka. Takova pozitivhé semidefinitni matice B existuje dokonce
pravé jedna, to je vSak obtizné dokazat.

Diukaz. A ma spektralni rozklad A = XAX?1, kde na diagonale A stoji jeji
nezapornd vlastni &isla \;(A), i = 1,...,n. Necht NL/k je diagonalni matice
s diagonalnimi prvky {/);(A),i=1,...,n. Potom pro matici B = XAV/kxT
plati

B = xAVEXT . xAVEXT . xAVEXT = x(NVRYEXT = xAXT = A,
a B je pozitivhé semidefinitni protoze je symetricka a je podobna matici
>H\w_ takZze vSechna jeji vlastni Cisla jsou nezaporna. O
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Vztah mezi singularnimi a vilastnimi Cisly

Singularni Cisla jsme definovali pro obecné matice, kdezto vlastni Cisla
jen pro Ctvercové matice. Singularni Cisla jsou vzdy nezaporna, kdezto
viastni Cisla jsou obecné komplexni. Existuje n&jaky vztah mezi témito
veliCinami?

Je-li A= X>XYT SVD rozklad matice A, potom
ATA=ysIxTxsy!l =y(=Ts)y?!,

takZe matice AT A (kterd je pozitivng semidefinitni a ma nezaporna vlastni
¢isla) je podobnd matici 1>, ktera ma na diagondle &isla qw?@ a
pripadné dalsi nuly. Z toho dostavame, Ze kladna singularni Cisla jsou
odmocniny z kladnych vlastnich ¢isel matice AT A.

 ~
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(Pokracovani)

Véta 118. Ma-li matice ATA prave r kladnych viastnich &isel, potom
singularnimi Cisly matice A € R™*" jsou Cisla o;(A) = /\y%\»ﬂxc‘ —
1,...,r,a0;(A)=0proi=r+1,...,q, kde ¢ = min{m,n}.

Poznamka. To dokazuje, Ze singularni Cisla jsou matici A urCena jed-

noznaCné, coz je fakt, ktery jsme uvedli na str. 272, ale nemohli jsme ho
tehdy dokazat.

Dusledek. Pro symetrickou matici A plati ¢;(A) = |[\;(A)

1 =1,...,n.

 ~
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Algoritmus pro vypocet SVD rozkladu

Dana: matice A € RMmXn,

Sestav matici AT A a vypocti jeji spektralni rozklad ATA = YAYT.

. Sestroj diagonalni matici S € R"*" s diagonalnimi prvky +/A11, ...,V \rr,

kde A,r je posledni kladné Cislo na diagonale A.

Potom AY S~ 1 kde ¥ sestava z prvnich r sloupci Y, ma ortonormalni
sloupce. Dopli ji na ortogonalni matici X = (AY S~ 1 X).

S 0O

. Ukonci: \»HNAQ 0

v Y71 je SVD rozklad matice A.
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Dukaz existence SVD rozkladu (viz str. 269)

Z ATA =YAY? plyne, piseme-li Y = (¥ V),
A ,m% w v = A= (A1 (4Yy) = A MMWWM v (AY AY),

takze pro levy horni blok plati

52 = (A1 (AY)
a tedy

I = (AYSs DT Avs™),

tj. matice AY S—1 ma ortonormalni sloupce. Doplnime-li ji na ortogonalni
matici X, potom

z z é z z
N A w w v EJHAE\,@LNV A mw v HE\mLm«éHx_.

Tim jsme dokazali existenci SVD rozkladu a souCasné i spravnost algo-
ritmu. O
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Sylvesterova véta o setrvacnosti

Definice. Setrvacnosti symetrické matice A nazyvame usporadanou tro-

jici (p4,po,p_), kde py je poCet kladnych, pg nulovych a p_ zapornych
vlastnich Cisel matice A.

Definice. Symetrické matice A’, A se nazyvaji kongruentni jestlize plati
A"’ = XAXT pro jistou regularni matici X.

Véta 119. (Sylvesteri’) Kongruentni symetrické matice maji stejnou
setrvacnost.

Poznamka. I kdyz se pri prechodu od symetrické matice A k symetrické
matici X AX! vlastni ¢isla mohou zm&nit, setrvatnost zistava stejna.

i1 Sylvesterlv zakon setrvacnosti”’: J. J. Sylvester, 1814-1897

 ~
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Dukaz

Necht symetrické matice A/, A jsou kongruentni, tj. A’ = XAX? pro jistou
reguldarni matici X. Necht A’ = Q'/NQ", A = QAQ? jsou jejich spektralni
rozklady, potom z A’ = XAX?T plyne A’ = RTAR, kde R = QT X1’ je
regularni, a tedy

Nz = (Rz)TA(Rx) (60)

pro kazdé z. PFedpokladejme pro spor, Ze p'y > py, kde p'4 a py jsou
poCty kladnych vlastnich Cisel matice A’ resp. A. Je-li ﬁ\._. = 1, potom
p+ = 0 a dosazenim x = e; do (60) dostavame

n
0 < A1(A) = efNey = (Re1) A(Rep) = Y Mi(A)(Rep)7 <0,
i=1
COZ je spor. Je-li @\+ > 1, oznaCme R* matici sestavajici z prvnich ﬁ\+ —1
radkl a prvnich ﬁ\+ sloupcid matice R. Potom homogenni soustava R*x =
0, ktera ma vice sloupcl nez radkl, ma netrivialni reSeni x* (viz str. 112).

 ~
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(Pokracovani dukazu)

Necht z vznikne dopln&nim z* nulami na n-rozmé&rny vektor. Potom z
(60) dostavame

p n
0< Mw Ai(ANz? = 2Nz = (Re)'A(Rz) = Y N(A)(Rz)? <0

i=1 i=p/ 4
(nebot A\ (A) > ... > y@cﬁﬁ%v >0 > vi+?5 > ...> (A a (Rx) =
ce. = Am&v@FL — 0), coZ je opé&t spor. V obou pripadech jsme z predpokla-
du p'y > py dospgli ke sporu, tedy plati p’y < py. Jelikoz A’ = XAXT
implikuje A = X~1A/(X~1)l plyne z pravé dokazaného, ze py < p'y,
celkem tedy ﬁ\+ = p4. Protoze pocCet zapornych vlastnich Cisel matic A,
A je roven poctu kladnych vlastnich Cisel matic —A’, —A a protoZze —A’
X(—A)X?T, plyne z predchoziho, Ze p/_ =p_atedyipg=n—p L —p_ =
n—py —p_ = pg. Tim jsme dokazali, ze Aﬁ\._lﬁ\ovﬁ\lv = (p4,po,pr_), ti.
Ze matice A’ a A maji stejnou setrvacnost. O
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Spektralni polomeér

Definice. Cislo
o(A) = max{|A|; X\ je vlastni Cislo A}

nazyvame spektralnim polomérem matice A.

Poznamka. Spektralni polomér je tedy vzdy nezaporné (realné) Cislo.

 ~
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Matice s o(A) < 1

Véta 120. Pro matici A € R*"*"™ jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) o(A) <1,

2) Al — 0 pro j — oo,
©.©) . .
3) I— A je regularni, AJ konverguje a (I — A)~1 = 3 AJ.

0

©.©)
j=0 =

Poznamka. Konvergenci maticové posloupnosti resp. rady se rozumi kon-
vergence v kazdém koeficientu. Radé& M.wono AJ se ¥ika Neumannova Fada.
Povsimné&te si analogie s geometrickou Fadou (1 —¢)~ 1 = Mwowo ¢/, ktera

konverguje pro |q| < 1.

 ~
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Reseni soustavy ¢ = Ax + b

Lze-li soustavu rovnic upravit do tvaru z = Az + b s o(A) < 1, lze ji Tesit
iteraCni metodou:

Véta 121. Necht o(A) < 1. Potom pro kaZdou pravou stranu b a pro
kazdé z(9) posloupnost ?@JMOHO generovana predpisem
(k1) — Ap (k) + b, k=0,1,...

konverguje k jedinému reseni rovnice x = Ax + b.

Dukaz. Indukci dostavame z(h) = Akz(0) 4 (s¥ZL ad)b, £ =0,1,..., a
protoze A — 0 a Muwmw Al — (I — A)~ ! pro k — oo podle v&ty 120, je

G (I — \NCL@_ tj. = Az + b a z regularity I — A plyne, ze x je
jediné resSeni této rovnice. O

 ~
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Maticové nerovnosti

Definice. Pro matice A, B stejného typu definujeme A < B jestlize plati
\wﬁ < mﬂ pro kazdeé ¢,5, a A < B jestlize \wﬁ < mﬁ pro kazdé 1, ;.
Poznamka. Misto A < B, A < B piseme rovnéz ekvivalentné B > A,

B > A. Stejné zavadime nerovnosti mezi vektory jakozto zvlastnimi pripady
matic.

Definice. Matice A se nazyva nezaporna jestlize A > 0, a kladna jestlize
A > 0.

Viastnost. Je-li A< B, C > 0, a je-li souCin C A definovan, potom CA <
CB.
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Perronova véta

Véta 122. (Perron 1907) Pro nezapornou Ctvercovou matici A plati
Ax = o(A)x

pro jisté x > 0, x # 0. Je-li A kladna, potom o(A) > 0 a vektor x Ize volit
kladny; navic v tomto pripadé& je |\| < o(A) pro kazdé viastni Cislo A #= o(A)
a kladny vilastni vektor x prislusejici k o(A) je dodateCnou podminkou
>.ix; = 1 urCen jednoznacCneé.

Poznamka. Jinymi slovy, nezaporna (kladna) matice ma nezaporné (kladné)
vlastni Cislo a k nému prislusejici nezaporny (kladny) viastni vektor. Toto
tvrzeni neni tak trivialni jak by se snad na prvni pohled mohlo zdat, a jeho
dukaz je pomérné obtizny.
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Cast 8:

Linearni programovani
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Uloha linearniho programovani

Zakladni problém:
min{clz; Az = b, z > 0}. (P)

Predpokladame, Zze A € R™*" kde m < n (neni na uUjmu obecnosti),
potom b€ R"™ a ¢,z € R".

Poznamka. Jde tedy o nalezeni nejmensi hodnoty linearni funkce cl'z =
wHH cjz; (zvané (cCelova resp. cilova funkce) na mnoZiné€ nezapornych
reSeni soustavy Ax = b.

Poznamka. Ptibuzné ulohy, jako maximalizaCni misto minimalizacni, se
soustavou omezeni tvaru Ax < bresp. Ax > b, bez pozadavku nezapornosti
vektoru x nebo s pozadavkem nezapornosti jenom nékterych jeho slozek,
se daji prevést na zakladni ulohu (P). V dalsim se proto zabyvame resenim
ulohy linedarniho programovani v tomto standardnim tvaru.

Linearni programovani -347-



Zakladni pojmy

Definice. Vektor x, ktery spliuje Ax = b, x > 0, se nazyva pripustné
reseni ulohy (P).

Definice. PFipustné redeni z* se nazyva optimalnim reSenim ulohy (P),
jestlize plati

Lz < Ly

pro kazdé pripustné feseni (P); hodnotu c¢l'z* nazyvame optimaini hodno-
tou ulohy (P).

Poznamka. Optimalni hodnota je urCena jednoznacCnég, kdezto optimalnich
FeSeni miZe byt vice: je-li z* optimalni feseni a plati-li ¢l z* = ¢I'Z pro jisté

—~

pripustné reseni x, potom z je rovnéz optimalnim resenim.

Poznamka. Poviimnéte si, Zze - ponékud paradoxné - se nezavadi pojem
reseni’, ale pouze ,, pripustné reseni’ a ,,optimalni reseni’’ .

Linearni programovani -348-



B-znaceni

Necht A je matice typu m xn, m < n, a necht B = (B1,...,Bm) je
usporadana m-tice vzajemné riznych Cisel z {1,...,n}. Potom symbolem
Ap znaCime Ctvercovou matici o sloupcich Aep,,...,AeB,,, U.

pro g =1,...,m.

Podobng pro z € R definujeme z5 = (2 ,. .. g )t () = Tp, Pro
J=1,...,m; analogicky cg.

Poznamka. PovSimnéte si, Ze Cisla m.w. nemusi byt usporadana podle ve-
likosti, takZe v matici Ag mohou jit sloupce matice A ve zprehazeném
poradi.
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DalsSi postup

Simplexova metoda, kK jejimuz popisu smeérujeme, pracuje tak, ze v kazdém
kroku udrzuje jistou indexovou mnozinu B = (Bq,...,Bm) (ve smyslu
predchoziho znaceni), k niZz jsou jednoznaCné& prirfazeny prib&zné veliCiny
A, b, ¢ h.

Véta 123 uvadi, jak pfi daném B mohou tyto veliCiny byt vypoclteny
posloupnosti elementarnich operaci, a rovnéz vzorce pro né. To ukazuje,
Ze vypocty mohou byt provadény v tabulce obsahujici bloky B, A, b, € a h.
VEéty 124 az 126 uvadéji vyznam jednotlivych blokt z hlediska fungovani
algoritmu (dvoji moznost zastaveni, vypocet optimalniho fe3eni), véta 127
ukazuje jak provést bézny krok algoritmu zmeénou jednoho prvku indexové
mnoziny B, a véta 128 zarucCuje konecnost algoritmu pri libovolnych vstup-
nich datech. Véta 130 popisuje mnozZinu optimalnich feSeni a véta 131
ukazuje, jak lze primo z tabulky ovérit, ze vypocCtené optimalni reseni je
jediné.
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Transformace na tabulkovy tvar

(& 5)

Jje elementarnimi operacemi s pivoty jen v casti A prevedena na tvar

A b
¢ h)’

kde Ag = 1 a e, = 01 pro jisté B (tj. v Bj-tém sloupci vznikne j-ty

Vvéta 123. Necht matice

sloupec jednotkové matice (j = 1,...,m)). Potom pro vyslednou matici
plati

- _— a1-—1

Kw = Az A,

b = Az,

¢l = %JIQW\»WH\?

T T 4—1
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Dukaz

Podle véty 10 a jejiho dukazu je

A b A b

' h] T Q Ao )’
kde @ = Qq-...- Q1 @ matice Q;, g =1,...,q, odpovidaji jednotlivym ele-
mentarnim operacim. Jelikoz pivot se nikdy nevybira v poslednim radku,
stoji v poslednim sloupci kazdé matice @; posledni sloupec e, 11 jed-
notkové matice I (viz v&tu 9), a totéz tedy plati (indukci) i pro matici Q.
To znameng, Ze @ je tvaru

P 0

pro jistou matici P € R™*™ 3 jisty vektor y € R™. Tedy upravena matice

ma tvar

A
T

P O A b PA Pb
o @ﬂ 1 o) @ﬂkl_noﬂ @H@

| o

C
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(Pokracovani dukazu)

To znamena, Zze A = PA a podle predpokladu je

Iyj = (Ap)ej = Aep; = (PA)ep;, = PAep, = P(Ap)ej = (PAB)e;
pro kazdé j, tedy PAg =1 a P = Az' (veta 16). Podobné e = yTA+ T
a podle predpokladu
0=rcp = (y' A+c)p =y Aup,+ecp, = (v Ap)j+(cp); = (v Ap+cp);

pro kazdé j, coz znamend, Ze y' Agp 4+ cL = 01, tedy y! = Iaw}wp_ takZe
vysledna matice ma tvar
— 1 1
A0 Agta o Aphy )
c ' —chbAZTA —cLAGMY

& o
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Tabulka

Misto s matici
A

C

N
SRSy

budeme dale pracovat s tabulkou

(T)

ktera navic obsahuje prvni sloupec s indexovou mnozinou B, kterou budeme
nazyvat bazi. Je zrejmé€, Ze tohoto sloupce se eliminace netyka.
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Bazicka reseni

Véta 124. Jestlize v tabulce (T) je b > 0, potom vektor =B definovany
predpisem

(z"); = 0 (j ¢ B)
je pFipustnym Fesenim dlohy (P) a plati h = —cl'zb.

Definice. Jestlize v tabulce (T) je b > 0, nazyvame ji simplexovou ta-
bulkou a zf nazyvame bazickym pFipustnym Fesenim s bazi B.
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Dukaz

Z definice = plyne, ze B > 0 a podle v&ty 123 je 8
tedy }wam = b, COZ znamena, Ze

n
— MU ouAHmvm MU \PQQAHNVQ MU \wm AHva W = ).
J=1 JEB =1
Tedy 28 je pFipustnym ¥Fesenim (P) a h = Iom\» 1y = IoWam = —cl'zB. O
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Priklad

1 -0.5738 0 0.7424 | 0.0682
O -0.5303 1 1.1970 | 0.4773
O 1.8182 0 -1.8293 | 2.8636
O 21836 0 -6.3182 | -3.6136

= A~N
o~ OO

Toto je simplexova tabulka, ktera ukazuje bazické pripustné reseni
rH — 0.0@@M, X4 — O.m_.ﬂﬂw_ r1 — M.mawa_ L3 — Iy — O_ .C.

P = (2.8636,0.0682,0,0.4773,0)7,
kde B = (2,4,1). Odpovidajici hodnota ucelové funkce je

d'zP = +3.6136.
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Kritérium optimality

Véta 125. Jestlize v simplexové tabulce (T) plati

>0,

potom zB je optimdini Feseni dlohy (P).

Poznamka. Z hlediska tabulky je adekvatngjsi zapis ¢£ > 01, nebot v ni
pracujeme s vektorem ¢l'. Slovng, tabulka ukazuje optimalni reseni, jestlize
vsechny prvky kriterialniho radku jsou nezaporné.
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Dukaz

Necht z je libovolné pripustné fe3eni dlohy (P). Potom z ¢ > 0 podle
VEty 123 plyne

c > QMK»WH&
a prenasobenim nezapornym vektorem x

clx > QM\»WH&R = mwkwg = mw&m = mﬂ&mu

tedy =P je optimalni Fesenr. 0
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Kritérium neomezenosti

Véta 126. Necht v simplexové tabulce (T) existuje s tak, Ze ¢s < 0 a
Aes <0 (tj. @js < 0 pro kazdé j)¥*. Potom

msxoﬂ.ﬁ“ Az =b, x > 0} = —o0,

tj. hodnota ucelovée funkce neni na mnoZiné& pripustnych reseni zdola
omezena (a tedy uloha nema optimalni reseni).

Poznamka. Jak vysvita z dukazu, v tomto pripadé mnozina pripustnych
reSeni obsahuje polopfimku, podél niz uCelova funkce klesa do —co.

ﬁsmxo_ZMMAoAmmmS\o:v\cmCNxOCWm_O“0083_u<<Uﬂ_\omammemmOmNmﬁoaow_ox
selhani algoritmu protoze by nebylo mozno vybrat pivota, viz véta 127 dale
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Dukaz

ProtoZe ¢s < 0, je s € B. Definujme z € R" predpisem zp = —Aes (1.
Zp; = —@js Pro j = 1,...,m), zs = 1, z; = 0 jinak. Potom z > 0 a podle
VEty 123 je

Az = Apzp + Aes = —AB(A5 A)es + Aes = —Aes + Aes = 0
a dale
Ly = QMNm + cszs + MU CjZj = Cs — QW\»MH\»& = ¢s < O.
J€B, jFs
Z toho plyne, Ze kazdy bod tvaru =8 4+ az, a € R, a > 0 je pFripustnym
resenim (P) (nebot 28 +az >0 a A(zP + az) = AzP =b) a plati

. T, B o T B | -~ _
Om__leooo (z©° + az) |Q__|v38An x” + acs) = —oo,

COZ znamena, ze

inf{c'z; Az =b,z >0} = —c0. O
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Bézny krok algoritmu

Véta 127. Necht v simplexové tabulce (T) neni spln&no kritérium opti-
mality ani kritérium neomezenosti. Potom urCime-li indexy s,r ze vzorcl

s = min{j; ¢; < 0}, (61)
b b

By = min Am\? %H min A%“ ajs vau A VQW (62)
ks VE

(tzv. Blandovo pravidlo), provedeme-li eliminaci s pivotem a,s a poloZime-
Ii By := s, dostavame opé&t simplexovou tabulku

B’ A v

_ -—/
c L h

(tj. b > 0) a nové bazické pFipustné Feseni B’ spiiiuje cT'xB" < T'xB. Je-li
navic by > 0, potom ¢I'zB < ¢TB.
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Dukaz

Jelikoz v tabulce (T) neni spIinéno kritérium optimality, je ¢; < 0 pro jiste
4, takze s je vzorcem (61) dobrte definovano. Rovné&Z, jelikoZz neni splné&no
Kritérium neomezenosti, existuje j pro ktere a;s > 0, takze mnozina

AH“ ajs > ow je neprazdna a tedy i r je vzorcem (62) dobre definovano.

m.w.m
Navic ars > O, takze a,s lze vybrat za pivota.

V tabulce (T) byl v Bj-tém sloupci j-ty sloupec jednotkové matice,
j=1,...,m (vé&ta 123). PTi eliminaci s pivotem a,s se vytvori r-ty sloupec
jednotkové matice v s-tém sloupci tabulky, priCemz zadny z ostatnich
sloupcl jednotkové matice se nezméni (ty maji v r-tém vadku nuly, takze
eliminace se jich nedotkne). To znamena, Ze nova tabulka odpovida in-

dexové mnoziné
/
B = Amf:.umﬁ|5mumﬁ+f..;m3v.

Eliminaci v puavodni tabulce
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(Pokracovani dukazu)

O
w

S pivotem a,s dostaneme tabulku
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(Pokracovani dukazu)

S 1 ||@|Qm
_ . wﬁ
m.w O @u — Q\mmﬂ
— _ wﬁ
O \.@ — Omm|ﬁm
tj. b, = mﬂﬁ a &. = mwl@.:@wm pro j # r. DokaZeme, Ze b’ > 0. Protoze b, > 0
aas>0,jeb.>0. Jeli j#r a a;s <0, potom @H&IS %mewwo
Nakonec, je-li j = r a a;js > 0, potom ze vzorce (62) vyplyva
b [ b b,
— =min{—; @;s >0 < L,
Qrs Ajs Ajs
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(Pokracovani dukazu)

Z Cehoz plyne S —Ajs=" b > 0, Cili @ > 0. Tim jsme dokazali, ze b > 0. Tedy

Qrs

tabulka po provedeni eliminace oaoo<_\o_m\ bazickému pripustnému reseni

pro které podle véty 124 plati
T B 7/ — _ b
ccx- = —h = —h-+4c¢s—
a

(nebot ¢s < 0, b, > 0, @rs > 0), tedy

/
LB < Q%Rmv

a pri b > 0 je QH < 0, takze

Qrs

T B T, B

< —h = cL'zP
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Priklad na Blandovo pravidlo

4 O 0.7500 1.5000 1.0000 -0.2500 | 2.2500
1 1.0000 1.2500 1.5000 O 0.2500| 3.7500
O O -0.7500 -1.5000 O 1.2500 | -2.2500

V této tabulce dava pravidlo (61) s = 2. ProtoZze oba podily b1 5 b2

aip ano

jsou rovny 3, nabyva se vnitfni minimum v pravidle (62) v obou Fadcich
a nelze podle ného rozhodnout. Protoze B, = 1 < 4 = By, dava celé
pravidlo (62) r = 2, takzZe pivotem bude prvek an».

Chybna formulace Blandova pravidla (62) je nejcast&jsi chybou u zkou3ky
z linearniho programovani (pres 30% 3Spatnych odpovédi).
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Simplexovy algoritmus

Algoritmus (simplexova metoda; Dantzig 1947)

sestav vychozi simplexovou tabulku; % (bude probrano dale)
opt: = false; neom: = false,
repeat
if ¢ > 0 then opt: = true else
begin

s ;= min{j; ¢; < 0};
If Aes < 0 then neom:= true else
begin
urCi » podle Blandova pravidla (62);
proved eliminaci s pivotem @ys;

end
until (opt or neom),
if opt then {zf je optimalni Feseni} else {dloha je neomezena}.
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Cyklus

Cyklem rozumime koneCnou posloupnost kroku simplexového algoritmu,
ktera zacCina i konCi stejnou bazi B (a tedy i stejnou simplexovou ta-
bulkou).

Tvrzeni 1 V prabéhu cyklu:

(i) =zistava posledni sloupec beze zmény,

(i) v kaZdém kroku pro radek r obsahujici pivota plati b, = 0.
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Dukaz

Jestlize algoritmus konstruuje cyklus B, B2 ... B! = B!, potom podle
VEty 127 plati

1 2 / 1
mﬁ&m > mﬁ&m > .. > mﬁ.ﬁm — mﬁRm

zZz Cehoz plyne

Potom podle véty 127 v kazdé tabulce cyklu s pivotem ar,s musi byt
b, = 0 (jinak by (Celova funkce klesla). Z toho pak plyne, Ze pti eliminaci

se sloupec b nem&ni (viz vzorce pro b; v dilkazu véty 127), stejn& tak jako

M J
hodnota ucelové funkce h. O
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Konecnost algoritmu

Véta 128. Simplexovy algoritmus je konecny.

Dukaz. Dokazeme sporem, Ze v zadné uloze LP nemuze nastat cyklus.
To znamena, Ze algoritmus se nemuze vratit do baze, kterou uz jednou
prosel, a protoze bazi je koneCné mnoho, bude z toho plynout koneCnost
algoritmu.

Predpokladejme, zZze algoritmus se pro jistou ulohu zacykli. OznaCme T’
mnoZinu vsech indext s, vstupujicich do baze b&hem cyklu, a necht
q = maxT1. Z poCateCni a koncové tabulky cyklu zkonstruujeme index
k €T pro ktery k> g, coz bude spor.
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(Pokracovani dukazu)

Necht ¢ vstupuje do baze v tabulce

@QAO

a vystupuje v tabulce

Q mﬁ.m @ﬁ.

cs <O
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(Pokracovani dukazu)

s bazi B. Definujme z predpisem zp = Aes (1. Zp; = @js Pro ji=1,...,m),

2s = —1, zj = 0 jinak, tedy zp = Ap'Aes, Az = Apzp + (—1)Aes = 0, COZ
dava

T —1 —1
M@www ylz = (! — mwo\_mo&vw =l = mwmm + cszs = mwbm Aes — Cg
k

—(c! = cpAG A)s = —2 > 0,

to znamena, Ze existuje k takové, Ze yrz, > 0. Protoze y;,. = O, je k & Bp;
2, 7= 0 implikuje bud k € B, nebo k = s, tj. bud je v bazi, nebo do ni prave
vstupuje, tedy k € T'. Dale ygzq = yqars < O (nebot pivot je kladny), tedy

k = q. Dokazeme, Ze q < k, to bude spor s volbou g jako maximalniho
prvku 1.
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(Pokracovani dukazu)

ProtoZe yj2;, > 0, je bud a) y;, <0, 23 <0, nebo b) y, > 0, z, > 0.

a) Je-li y < 0, potom k pripadalo v uvahu pro vstup do baze Bg, ale
nebylo vybrano, takZe podle pravidla (61) je g < k.

b) Je-li yp > 0, z, > 0, potom 2z, = ZB, = Gps > O pro jisté p. Protoze
yr. > 0, k nebylo v bazi Bg, ale je v B, tedy muselo vstoupit, coz podle
predchoziho tvrzeni znamenad Ze b, = 0, tj.

b b,
0=-—"=min{—L;a@;s >0
Q\Nw% QG.%
Tedy By bylo vhodné pro vybér, ale nebylo vybrano, takze podle pravidla
(62) muselo byt By < By, tj. ¢ < k.

V obou pripadech je q < k, tedy jsme nalezli k€T, k > q, kde ¢ = maxT,
a to je spor. Proto cyklus nemuze nastat. O
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Dvoufazova simplexova metoda: uvod

V popisu simplexového algoritmu na str. 368 bylo v prvnim Fadku uvedeno
,sestav vychozi simplexovou tabulku”. To oviem neni tak snadné, protoze
tabulka musi obsahovat vsechny sloupce jednotkové matice, pod nimi nuly,
a Mit nezapornou pravou stranu.

K prekonani této obtize se proto simplexovy algoritmus pouziva dvoufazove.
V prvni fazi se aplikuje na umeé&le sestrojenou pomocnou ulohu, jejiz vychozi
tabulka ma pozadované vlastnosti. Po kone€n& mnoha krocich (v&ta 128)
se bud zjisti nepfipustnost plvodni ulohy, nebo se nalezne jeji bazické
pripustné reseni. V tom pripadé se jemu odpovidajici tabulka pouzije pro
zaCatek druhé faze, ve které se uz resi puvodni uloha a po koneCné mnoha
krocich se bud nalezne optimalni feseni, nebo ov&ri neomezenost.
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Faze l

MuZeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, Zze b > 0, jinak v sou-
stavé omezeni nahradime kazdou rovnici (Az); = b;, kde b; < 0, rovnici

—(Ax); = -—b;. Sestavime vychozi tabulku
Bo A I b
ol el |0

kde I je jednotkova matice, e = (1,...,1)T € R™a By = (n+1,...,n+m),
a eliminaci s pivoty v bloku I vytvorime pod timto blokem nuly.
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Tim dostaneme simplexovou tabulku

(Pokracovani)

By

b

—el' A

ONJ

—elp

(To)

Z véty 123 plyne, Ze (Tg) je simplexova tabulka pro pomocnou udlohu

35%0%& +els: A+ I =b, 2 >0, 2/ > 0}

(63)

s bazi Bo = (n+1,...,n+m). Zde z’ je vektor tzv. um&lych prom&nnych,
které jsme pridali proto, abychom vytvorili tabulku v simplexovém tvaru.
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(Pokracovani)

Aplikujeme-li na ulohu (63) s vychozi tabulkou (Tg) simplexovy algoritmus
(str. 368), dojdeme po koneCném poctu krokl k tabulce

(T1)

> ol —h*

(neomezenost nemize nastat, protoze ucelova funkce oﬂ&._.m z' je nezaporna).

Je-li h* > 0, neexistuje pripustné reseni pomocné tlohy (63) s z/ = 0, tedy
pivodni uloha (P) neni pFipustna a jeji reSeni mizeme ukoncit.

Je-li h* =0, potom z’/ = 0, takZe z-ova Cast optimalniho feseni pomocné
ulohy (63) je pripustnym veSenim (P), a muzZeme prejit k fazi II.
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Faze II

I kdyZ na konci faze I je '/ = 0, m0Ze nékterd z promé&nnych am byt v bazi
(s nulovou hodnotou). Na zacatku faze II se proto nejprve snazime tyto
proménné z baze vyloucit.

Jestlize v tabulce (T1) je B; > n pro jisté j, nalezneme libovolny prvek
ajs 7 0 a provedeme s nim jako s pivotem obvyklou eliminaci, CimZ
dostaneme B; = s < n (zde pripoustime i zaporného pivota protoze
S. — 0, takZe touto upravou se prava strana nezmeéni).

Je-li@;s = 0 pro vsechna s, obsahuje cely j-ty radek bloku A tabulky (T1)
nuly. V tom pripadé ponechame umélou proménnou v bazi (tato situace
indikuje, Ze soustava Ax = b ma linearné& zavislé radky).
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(Pokracovani)

V tabulce (T1) dosadime nyni vektor ¢!l ucelové funkce pavodni ulohy

pod blok A a nuly do zbytku posledniho Fadku

oy
AN
~i
S

a eliminaci vynulujeme prvky pod bazickymi sloupci
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(Pokracovani)

Tim jsme vytvorili simplexovou tabulku pro fazi II a dale pokraCujeme

PR

simplexovym algoritmem s tim, zZe za kriteridlni radek povazujeme pouze
—_— |”~J— N - N . - N N
blok ¢ (blok d* p¥i vyb&ru pivota nebereme v tvahu). Po konetn& mnoha

krocich bud ov&fime neomezenost Ucelové funkce, nebo dojdeme k ta-
bulce

S

B A I

=1 > OHNJ |@*ﬂ _h

ktera dava optimalni reSeni puavodni ulohy. Vektor y* je tzv. dudlni op-
timalni reSeni (viz str. 404).
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TFi moznosti ukonceni

Véta 129. Pro kazdou ulohu (P) nastava pravé jedna ze tFi mozZnosti:
(i) uloha nema pFipustné reseni,

(ii) uloha ma optimalni reseni,

(iii) ucCelova funkce je na mnoZin& pripustnych reseni neomezena zdola.

Dukaz. Faze I i Il jsou podle véty 128 koneCné a proto po koneCnhém
poCtu krokl dojde k jednomu ze tFfi mozZnych zastaveni. O
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Mnozina optimalnich resSeni

Véta 130. Necht v simplexové tabulce (T) je nalezeno optimalni reseni
(tj. e > 0). Potom mnoZzina vsech optimalnich reseni je popsana soustavou

Ax*

Q
8
|

b
O
0.

8
*
'V

-

Dukaz. Je-li * optimalni resSeni, potom je pripustné, tedy z Az™ = b plyne
Az* = &WH\»R* = \_WH@ =b, acla* = (! IWW\»WHWCR* = clz* — QW\_WHNQ =
cLp* — mw&m = cl'g* — L'xP = 0. Naopak, z Az* = b plyne Az* = b, tedy z*
je pripustné, a 0 =¢la* = clg* — QM&W — cl'p* — g8, takze clz* = L'2b,
kde zP je optimalni Feseni, a proto i z* je optimalni Fesenr. O
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Parametricky popis mnoziny optimalnich resSeni

ProtoZe ¢ > 0 a z* > 0, vyplyva z ¢lz* = >j¢jzt = 0, Ze zf = 0 pro
¢;j > 0. Polozime-li J = {j;j ¢ B,¢; = 0}, dostavame tak z predchozi

VEty parametricky popis mnoziny optimalnich reSeni:

R*ms = Ms.l MUNS&W (i=1,...,m),
JjeJ
Hw = 0 Amu. > 0).

Proménné aw 7 € J, zde vystupuji v roli parametrt a musi splnovat

MUNS&W < w@ (1=1,...,m),
JjeJ

z; > 0 (jeJ).
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Jednoznacnost optimalniho resSeni

Véta 131. Je-li v posledni simplexové tabulce
¢j > 0 pro kazdé j ¢ B,
potom zB je jedinym optimdalnim Fesenim ulohy (P).

Duakaz. Podle vaty 130 kazdé optimalni feseni z* spiiuje ¢/ z* = ¥ ¢ja% =
0, kde ¢; > 0 a ﬁ > 0 pro kazdé j, tedy ¢; w = O pro vsechna j. Z
predpokladu potom plyne, Ze .ﬁ O pro kazdé j ¢ B. To znamena, ze
Az* = Apaly = b, tedy o = >| b="ba zj =0 pro kazdé j ¢ B, takze

ni

podle véty 124 je z* = 2B a optimalni Feseni je jediné. O
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Ukazka vypocCtu v MATLABuU: priklad

A =
1 2 3 4
5 6 7 8
b =
3 4
c =
1 1 1 -5

[x,y,flag]l=simplex(A,b,c)
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AS

-8

-10

Tabulka na zaCatku faze 1

-12

1 0 3
0 1 4
1 1 0
1 0 3
0 1 4
0 0O -10

Linearni programovani
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Faze 1

AS =

5 0 0.8000 1.6000 2.4000 1.0000 -0.2000 1.6000
1 1.0000 1.2000 1.4000 1.6000 0) 0.2000 1.4000
o) 0) -0.8000 -1.6000 -2.4000 o) 1.2000 -1.6000
AS =

5 -0.6667 0] 0.6667 1.3333 1.0000 -0.3333 0.6667
2 0.8333 1.0000 1.1667 1.3333 0] 0.1667 1.1667
o) 0.6667 o) -0.6667 -1.3333 o) 1.3333 -0.6667
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AS

5 -1.1429
3 0.7143
0 1.1429

AS =

4 -2.0000

3 3.0000
0 0

-0.5714
0.8571
0.5714

-1.0000
2.0000
0

Konec faze 1

0 0.5714
1.0000 1.1429
0 -0.5714

0 1.0000
1.0000 0
0 0

1.0000
0
0

1.7500
-2.0000
1.0000

-0.4286
0.1429
1.4286

-0.7500
1.0000
1.0000

0

1.0000

0

0

1.0000
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AS

4 -2.0000
3 3.0000
0 1

=
wn
!

4 -2.0000
3 3.0000
0O -12.0000

Tabulka na zaCatku faze 11

-1.0000
2.0000
1

-1.0000
2.0000
-6.0000

0 1.0000
1.0000 0
1 -5

0 1.0000
1.0000 0
0 0

1.7500
-2.0000
0

1.7500
-2.0000
10.7500

-0.7500
1.0000
0

-0.7500
1.0000
-4.7500

0
1.0000
0

0
1.0000
-1.0000

Linearni programovani
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Konec faze 11

AS =
4 0.0000 0.3333 0.6667 1.0000 0.4167 -0.0833 0.6667
1 1.0000 0.6667 0.3333 0 -0.6667 0.3333 0.3333
o) 0.0000 2.0000 4.0000 0) 2.7500 -0.7500 3.0000
N"

0.3333 0 0 0.6667
VN."

-2.7500 0.7500
flag =
unique optimal solution
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Ukazka zacykleni I: vypocCet podile Blandova pravidla

PTi poCateCni simplexové tabulce

1/1.0 0.0 0.0 0.0 0.6 —-6.4 48)|0.0

2100 1.0 0.0 0.0 0.2 —-1.8 0.6]0.0

3/0.0 0.0 1.0 0.0 0.4 —-16 0.2]0.0

410.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0]1.0

0.0 0.0 0.0 0O -04 -04 1.8]0.0

postupuje simplexovy algoritmus v nasledujicich krocich:

5 1.7 0.0 0.0 0.0 1.0 -—-10.7 8.0 0.0
2| —-0.3 1.0 0.0 0.0 0.0 0.3 —-1.0]0.0
3| -0.7 0.0 1.0 0.0 0.0 2.7 —-3.0]0.0
4 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 —4.7 5.0 0.0

Linearni programovani
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(Pokracovani)

5/-90 32.0 0.0 0.0 1.0 0.0 —-24.0,|0.0
6| —1.0 3.0 0.0 0.0 0.0 1.0 -=-3.0|0.0
3 20 —-8.0 1.0 0.0 0.0 0.0 5.0 0.0
4 1.0 -3.0 0.0 1.0 0.0 0.0 3.0 1.0

-40 140 0.0 0.0 0.0 0.0 —-9.0]0.0
5100 —-4.0 45 0.0 1.0 0.0 —-1.5,0.0
6|00 —-1.0 0.5 0.0 0.0 1.0 -0.5]0.0
1/1.0 —-4.0 0.5 0.0 0.0 0.0 2.5]0.0
410.0 1.0 -05 1.0 0.0 0.0 0.5]1.0

0.0 —-2.0 2.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0

Linearni programovani
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(Pokracovani)

0.0 0.0 2.5 40 1.0 0.0 0.54.0
0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0|1.0
1.0 0.0 —-15 4.0 0.0 0.0 45 4.0
0.0 1.0 -05 1.0 0.0 0.0 0.5]1.0
0.0 0.0 1.0 2.0 0.0 0.0 2020

N = O O

Vysledna tabulka dava optimalni reSeni

+* = (4.0,1.0,0,0,4.0,1.0,0)".
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Ukazka zacykleni II: modifikace Blandova pravidla

Modifikované pravidlo:

s = min{k; ¢, = ming,},
J

. by, (B -
r=minqk; — =minq——; a5 >0,, aps >0
Ak s Ajs
1/1.0 0.0 0.0 0.0 0.6 —6.4 4.8|0.0
2/10.0 1.0 0.0 0.0 0.2 —-1.8 0.6 |0.0
3/0.0 0.0 1.0 0.0 0.4 —-1.6 0.2|0.0
4,00 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0]1.0
0.0 0.0 0.0 0.0 -04 -04 1.8|0.0
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(Pokracovani)

5 1./ 0.0 0.0 0.0 1.0 -10.7 3.0 0.0
2/ -03 1.0 0.0 0.0 0.0 0.3 —-1.0]0.0
3|/-0.7 0.0 1.0 0.0 0.0 2.r -3.0]0.0
4 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
0.r 0.0 0.0 0.0 0.0 —-4.7 5.0]0.0

5/ -90 32.0 0.0 0.0 1.0 0.0 —-24.0,0.0
6| —1.0 3.0 0.0 0.0 00 1.0 -3.0|0.0
3 20 -80 1.0 0.0 0.0 0.0 5.0]0.0
4 1.0 -3.0 0.0 1.0 0.0 0.0 3.0 1.0
—-4.0 140 0.0 0.0 0.0 0.0 —-9.0]0.0

Linearni programovani
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(Pokracovani)

A~ ~NO O

0.6 —6.4 4.8 0.0 1.0 0.0 0.0]0.0
0.2 —-1.8 0.6 0.0 0.0 1.0 0.0]0.0
0.4 -—-1.6 0.2 0.0 0.0 0.0 1.0]0.0
—-0.2 1.8 -06 1.0 0.0 0.0 0.0]1.0

-04 -04 1.8 0.0 0.0 0.0 0.0]0.0

AP~NO

1.0 —-10.7 3.0 0.0 1.7 0.0 0.0]0.0
0.0 0.3 -1.0 0.0 -0.3 1.0 0.0]0.0
0.0 2¢r -3.0 0.0 -0.r 0.0 1.0]0.0
0.0 -0.3 1.0 1.0 0.3 0.0 0.0|1.0

0.0 —4.7 5.0 0.0 0.7 0.0 0.0|0.0
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(Pokracovani)

1.0 0.0 -24.0 0.0 —-9.0 32.0 0.00.0
0.0 1.0 -3.0 0.0 -1.0 3.0 0.0]0.0
0.0 0.0 50 0.0 20 -8.0 1.0]0.0
0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0]1.0
0.0 00 —-90 0.0 —-40 140 0.0]0.0

AN

1.0 0.0 0.0 0.0 0.6 —6.4 4.3|0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 0.2 —-1.8 0.6|0.0
0.0 0.0 1.0 0.0 0.4 —-16 0.2)|0.0
0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0]1.0
0.0 0.0 0.0 00O -04 —-04 1.8|0.0

A OWNHE

Zacykleni: posledni tabulka identicka s prvni. Tento priklad ukazuje vyznam
Blandova pravidla (61), (62) pro zaruCeni konecnosti simplexového algo-
ritmu.
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Dodatek: Viastnosti bazickych resSeni

Veéta 132. Necht radky matice A jsou linearn& nezavislé. Potom pro dané
pripustné reseni x jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) = je bazické (tj. x = xP pro jisté B),
(ii) mnozZina {As;; ©; > 0} je linearn& nezavisla,
(iii) = je vrcholem mnoZiny pFipustnych reseni.

Poznamka. Bod z € X se nazyva vrcholem mnoziny X jestlize neexistuji
zt 22 € X, 21 # 22 tak, ze x = $(z1+22) (tj. z nenf stfedem zadné dsetky
s koncovymi body v X). Vlastnost (ii) je v mnohych uCebnicich alterna-
tivné pouzivana k definici bazického veSeni. Tvrzeni (iii) ¥ika, Ze bazicka
reSeni jsou pravé vsechny vrcholy mnoziny pripustnych veSeni (ve smyslu
vrcholi konvexniho polyedru). Simplexovy algoritmus Ize tedy geomet-
ricky interpretovat tak, Zze postupuje po vrcholech mnoziny pripustnych
reSeni a v kazdém kroku prechazi k jednomu ze sousednich vrcholid s mensi

nebo stejnou hodnotou ucCelové funkce.
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Dukaz

Dokazeme (i)=-(ii)=(iii)=(ii)=(i). Polozme J = {j; z; > 0}.

(i)=-(ii): Pro pripustné Teseni z tvaru =¥ je podle véty 124 {A4,;; j € J} C
{AeBys > AeB,, ), PTICEMZ {Agp, ;.- -, AeB,, }, JaKOZtO mMnoZina sloupcl regu-
larni matice Ap, je linearné nezavisla, tedy i {A.;; 7 € J} je linearng
nezavisla.

Q:chzv. meacox_mn_@.::m sporem, Ze existuji pripustna reseni &H 2, 2l £
- pro ktera x = MA& + z2). Potom pro kazdé j takové, Ze & > o nebo
a Vo ._mHuVo tj. g € J, takze

> \»&ﬁw — Azl = b= Ag? = > b&awv
j€J j€J
coz implikuje
MU \»&.AHW - HWV =0

JjeJ
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(Pokracovani dukazu)

kde z} # x% pro jisté j € J, tedy mnoZina {A,;; j € J} je linedrng zavisla,
COZ je spor.

(iii)=(ii): Sporem: predpokladejme, Ze mnoZina {A,;; j € J} je linearng
zavisla, takze existuji z;, J € J tak, ze Mwma x_.u&. = 0, pricemz Zj #= 0 pro
jisté 5 € J. Protoze xz; >0 pro kazdé j € J, existuje dostateCné malé o s
vlastnosti z; — az; > 0, x; + az; > 0 pro kazde j € J. Dodefinujme z; =0
pro 57 & J, potom Az =0 a z # 0, a polozme 2! =2 —az 22 =+ az.
Potom je z! > 0, z2 > 0, Azl = Az? = b, takZe z1 a 22 jsou p¥ipustna
reseni takovd, ze z! # 22 a z = 3(2! + 22), tj. = neni vrcholem mnoziny
pripustnych reseni, cozZ je spor.

(ii)=(i): Jelikoz A ma radkovou hodnost m, ma i sloupcovou hodnost m,
proto existuje m-prvkova mnozina B takova, Zze J C B a ,T».? j € B} je
linearn€ nezavisla. Potom Ap je regularni a pro z; > 0 je j € B, tedy x
splnuje Agxg =0b, tj. zp = }WJ >0ax; =0 pro j¢ B, takZe tabulka s
bazi B je simplexova a podle véty 124 plati z = 2. O
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Primarni a dualni uloha

K uloze
35?%&“ Ax = b, x > 0}, (P)
kterou dale budeme nazyvat primarni, uvazujme tzv. dualni ulohu
gmxgﬂwﬂ Aly < c}. (D)

PovSimneéte si, Ze se nepozaduje nezapornost dualni proménné y. Vek-
tor y spliujici ATy < ¢ se nazyva pripustnym Fesenim (D); optimalni
reSeni se definuje analogicky jako u primarni udlohy. Pro ulohu (D) opé&t
nastava pravé jedna ze tfi mozZnosti ukonCeni uvedenych ve vété 129
(nepfripustnost, existence optimalniho rfeSeni, neomezenost).
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Slaba véta o dualité

Véta 133. Jsou-li z, y libovolna pripustna reseni (P), (D), potom plati
L'z > @H@.
Navic, plati-li pro jistou dvojici pripustnych reseni
Lo = pTy*

potom z* je optimalni reseni (P) a y* je optimalni reseni (D).

Dukaz. Vzhledem k nezapornosti vektoru x plati

dr=xlc>zl ATy = (Ax)Ty = bly.
Je-li ¢z = vl'y*, potom pro kazdé pripustné Feseni z je podle pravé
dokdazané nerovnosti ¢z > bly* = c¢L'a*, tedy z* je optimalni Feseni (P),
a analogicky pro kazdé pripustné feseni y je bly* = cl'a* > bly, tedy y* je
optimalni reseni (D). O
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Vypocet dualniho optimalniho reSeni

Véta 134. Je-li 2P bazické optimdini Feseni tlohy (P) nalezené v poslednim
kroku simplexového algoritmu, potom vektor

y* = (Ap) tep
je optimalnim reSenim ulohy (D) a plati

cL'zP = ply*.

Poznamka. Jak je vidét, y* je reSenim soustavy

\»W@* — CB
a da se vyCist z posledni simplexové tabulky, viz str. 381 (pozor, je tam
se znamenim minus).
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Dukaz

V posledni tabuice je el :=cl' —cL AL 1A > 07, tedy

T abhH-tepyfa=ct —y*f'a> o7,
a. Aly* < ¢, takze y* je pripustné teseni (D). Dale clzP = cLal =
LAY = ((AL)1ep)Th = y*Tb = bTy* a podle druhé casti vty 133 je y*
o_od3m_:_ feseni (D) a claB = vly*. O
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VéEéta o dualité

Véta 135. Pro dvojici uloh (P), (D) jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) (P) ma optimalni reseni,

(ii) (D) ma optimalni reseni,

(iii) ob& ulohy (P), (D) jsou pFipustné.

Plati-li libovolné z téchto tvrzeni, potom obé& ulohy maji stejnou optimalni
hodnotu.

~~ N N

vysledek linearniho programovani. V nékterych ucebnicich se za vétu o du-
alité oznaCuje pouze ekvivalence,, (i)<(ii)", pripadn& implikace,, (iii))=(i)A(ii)".
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Dukaz

Dokazeme (i)=-(ii)=-(iii)=(i).

(i)=(ii): Ma-li (P) optimalni rfeSeni, potom podle v&ty 128 simplexova
metoda po koneCné mnoha krocich najde tabulku s optimalnim resenim
(P), z ni Ize podle vé&ty 134 zkonstruovat optimalni feSeni (D) a podle
téze véty se optimalni hodnoty rovnaji.

(ii)=(iii): Necht (D) ma optimalni fedeni y*. UvaZzujme pomocnou Ulohu
linearnino programovani

4 NJ N
—b Y1 Y1 Y1
min A b Y2 ; A|\w%v kﬁﬂv |Nv Y2 — —C, Y2 N O,. A@N_.v
, 0 Y3 Y3 Y3 \
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(Pokracovani dukazu)

-

Ukazeme, Ze tato dloha ma optimalni resSeni. Zvolme @m > 0, w\m > 0 tak,
aby y* =y} — v5 (to 1ze) a polozme y5 = c — Aly*. Potom y5 > 0 a platf

AT+ ATy — s = ATy — s = —c,

COZ znamena, Ze uloha (64) je pripustna. Dale, je-li y1,y>,y3 libovolné
pripustné reseni (64), potom z

— ALy + Alys —y3 = —¢
plyne

Al (y1 — o) < ¢,

tedy y1 — yo je pFipustné Feseni (D) a proto plati b4 (y1 —yo) < bly*, takze

—bly; +olyo + 0lyz = —b (y1 — y2) > —bly*.
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(Pokracovani dukazu)

-

Tedy uloha (64), ktera je v primarnim tvaru, je pripustna a jeji ucelova
funkce je omezena zdola, takze podle véty 129 ma optimalni reSeni, proto

7~ =

podle dikazu casti ,,(i)=(ii)" ma optimalni FeSeni i k ni dualni uloha

max Ioﬁﬁ A lx< b :

kterou lze psat ve tvaru
max Almﬂ&“ Ar =b,x > OW :
a tedy ma optimalni (tj. prfipustné) veSeni i uloha
min ﬁoﬂ&“ Ax = b,z > OW :

coz je (P).
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(Pokracovani dukazu)

(iii)=-(i): Je-li (P) pripustna a ma-li (D) pripustné reSeni yg, potom podle
vety 133 pro libovolné pripustné rfesSeni x ulohy (P) plati

'z > by,

-

takZe jeji uCelova funkce je zdola omezena a podle véty 129 ma (P)
optimalni reSe

I O
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Podminky optimality

Véta 136. Necht z, y_jsou pFipustna reseni tloh (P), (D). Potom nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) =, y jsou optimalni reseni (P), (D),
(ii) ' (c — Aly) =0,
(iii) (Vj)(zj > 0= (Aly); = ¢)),
(iv) 2@2&%@&. <cj=x;=0).

Poznamka. Hlavnim obsahem vé&ty je ekvivalence (i)« (ii); (iii) a (iv) jsou
slozkovym prepisem (ii).
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Dukaz

Dokazeme (i)=(ii)=(ii)=(iv)=().

(N)=-(ii): Jsou-li z, y optimalni ¥Feseni, potom podle v&ty o dualité ¢!z =
bl'y a podle slabé véety o dualité (véta 133) je 'z > (Ax)ly =bly = L'z,
tedy zlc =2t ATy a 21 (c — ATy) = 0.

(i=-(iii): Protoze z!l'(c — Aly) = > jwi(c— \»%@vu = 0, pricemz z; > 0 a

(c—ATy); > 0 pro vsechna j, znamena to, Ze pro kazdé j je z;(c—Aly); =0
a tedy z; > 0 implikuje (Aly); =¢;.

(iii)=(iv): Tvrzeni (iv) vznikne obracenim implikace (iii) s prihlédnutim k
tomu, Ze z, y spliuji z > 0, Aly <e.

(iv)=-(i): Plati-li (iv), potom z!(c— ATy) = ¥, z;(c;— (Aly);) = 0 a odtud
e =2l ATy = (Ax)Ty = bly, takZe podle slabé véty o dualité jsou z, y
optimalni reseni (P), (D). O
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Farkasova véta

Vveéta 137. (Farkas 1902) Necht A € R™*™ a b € R™. Potom soustava

Ax = b, (65)
z > 0 (66)

ma reseni pravé kdyz plati
(Vy)(ATy > 0= bly >0). (67)

Duasledek. Ax = b, x > 0 nema reseni pravé kdyz existuje yo tak, zZe
ATy >0 a blyg < 0.

Poznamka. Farkasova véta dava teoretickou podminku nezaporné resitel-
nosti; pro praktické ucCely se pouziva faze I simplexového algoritmu.

Linearni programovani -413-



Dukaz

Uvazujme ulohu
min ﬁoqa“ Ax = b,z > ow (68)
a k ni dualni dlohu
max ?ﬂ@“ ATy < &. (69)

Jestlize soustava (65), (66) ma reSeni x, potom pro kazdé y splhujici
ATy > 0 je AT(—y) < 0, tedy —y je pFipustné ¥eseni (69) a podle slabé
véty o dualité je 0 = 01z > bl (—y) = —blYy, takZe bl'y > 0. Naopak, necht
plati (67). Potom (69) je pFipustna, protoZze y = O je pripustné. Dale, jeji
icelova funkce je omezena: je-li Ay < 0, potom AL (—y) > 0, z Cehoz
podle (67) plyne bl (—y) > 0 a bly < 0, tedy (69) ma podle v&ty 129
optimalni feSeni, a podle v&ty o dualité ma i (68) optimalni reSeni, které
splhuje Az = b, x > 0. O
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Charakteristika neomezenosti

Véta 138. Necht (P) je pFipustna. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni:

(i) (P) je neomezena,
(ii) (D) je nepripustna,
(iii) existuje vektor z pro ktery plati Az=0, z>0 a ¢z < 0.

Poznamka. Vektor z s vlastnosti (iii) 1ze vyCist ze simplexové tabulky,
viz dikaz véty 126.
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Dukaz

Dokazeme (i)=-(ii)=-(iii)=-(i).

(i)=(ii): Jestlize (P) je neomezena, potom (D) nemize byt prFipustna
(kdyby byla pripustna, potom podle vé&ty o dualitg, implikace ,, (iii)=(i)"
by (P) mé&la optimalni ¥eSeni, coz je spor).

(ii)=(iii): Je-li (D) je nepripustna, potom soustava
Aty — Ay +y3 =,

@HNOVQMNOVQ,@NO

nema Feseni (jinak by platilo A1 (y1 —y») < ¢ a y1 — yo» by bylo pFipustnym
reSenim (D)), coz podle dusledku Farkasovy véty implikuje existenci vek-
toru z takového, 7ze Az >0, —A2>0,2>0acl2<0, tj. Az=0,2>0 a
'z <0.
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(Pokracovani dukazu)

(iii)=(i): Je-li = libovolné p¥ipustné feseni (P), potom pro kazdé «a > 0 je
r+az>0a Al +az) = Ax + aAz = Az = b, tedy =z + az je pripustné
reSeni (P) a plati

T o T TN _
Om__leooo (r+ az) = Dm__leovo r+ ac” z) = —o0,

tj. (P) je neomezena. O
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Ulohy s nerovnostmi

Uvazujme nyni ulohu v primarnim tvaru s omezenim ve tvaru nerovnosti:
B,D?Ha“ Ax > b,x > 0}, (P
Tuto ulohu lze prevést na primarni ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti
. T T 1. /I /
min{c z+ 0 2" ; Ax — 2" =b,x > 0,z" > 0}, (70)

kterd je zfrejme& nepripustna (neomezena, ma optimalni reseni) pravé kdyz
(P’) ma stejnou vlastnost; navic v poslednim pripadé maji udlohy (P'),
(70) stejnou optimalni hodnotu. Na ulohu (70), ktera je v primarnim
tvaru, mizeme tedy aplikovat predchozi teorii. Duadlni dloha k (70), a
tedy i k (P"), je

max{b'y; ATy <c,y >0} (D)
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(Slaba) véta o dualité pro ulohy s nerovnostmi

Véta 139. Slaba véta o dualité (véta 133) a véta o dualité (véta 135)
plati ve stejném znéni i pro ulohy (P’), (D’).

Dukaz. Tvrzeni plyne z vét 133 a 135, aplikovanych na dvojici (70), (D),
a z vySeuvedené korespondence mezi ulohami (P') a (70). O
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Podminky optimality pro ulohy s nerovnostmi

Véta 140. Pripustna reseni x, y uloh (P’), (D’) jsou jejich optimalni reseni
pravé kdyZz plati

z' (c— Aly)

y' (Az —b)

Il
O O

Poznamka. Podminky lze ekvivalentné prepsat ve slozkovém tvaru

(Vi) (z; >0 = (Aly); =¢)),
(Vi)(y; >0 = (Azx); = b;).
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Dukaz

x, y jsou optimalni feseni (P'), (D’) pravé kdyZ z, 2z’ = Ax — b a y jsou
optimalni feseni (70), (D"), coz je podle véty 136 ekvivalentni podmince

T
x c— Aly —0
, —
L Yy

resp.

&%An — \»ﬂ@v =0,

oy = yl'(Az — b) = 0. O
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Dodatek

Analogickym postupem muzZzeme dokazat, Ze Farkasova podminka pro
soustavu

AN
8 8
AVARVAN
o o

ma tvar

(Vy > 0)(Aly > 0= bly > 0)

a Ze charakteristika neomezenosti (véta 138) plati i pro ulohy (P'), (D)
jestlize v tvrzeni (iii) zaménime ,,Az = 0" na , Az > 0".
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Teorie her: zakladni pojmy

V koneCné maticové hre hraji proti sobé hraci 1 a 2, kteri maji k dispozici
m resp. n tzv. Cistych strategii. Voli-li hrac€ 1 Cistou strategii ¢ € {1,...,m}
a hraC 2 Cistou strategii 5 € {1,...,n}, je vysledek jednoznaCné& urCen a
hraC 2 vyplaci hraci 1 castku a;; (v pripadé€ a;; < 0 to znamena, Ze hrac 1
vyplaci hraci 2 castku |a;;|). Hra je tedy dpIn€ urCena tzv. vyplatni matici
A= A@Sv e RmMxn,

Necht z; je pravdé&podobnost pouZiti Cisté strategie ¢ hraCem 1 (i =
1,...,m). Potom vektor z = (x;) € R™ spliuje elz = 1, z > 0 (kde
e =(1,...,1)1) a nazyva se smisenou strategii hrace 1, podobn& vektor
y = (y;) € R" splnujici el'y =1, y > 0 se nazyva smisenou strategii hrace
2 a slozku y; interpretujeme jako pravdépodobnost pouZiti Cisté strategie
7 hracem 2.
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(Pokracovani)

Necht se hraje N her, kde N je velké Cislo, a oba hraci se pridrZzuji
smisenych strategii x, y. Potom pravdépodobnost stretu :-té Cisté strate-
gie hraCe 1 a j-te Ciste strategie hraCe 2 je xz;y;, oCekavany zisk hrace
1 je a;jx;y; N, v sume pres vsechny mozne dvojice smisSenych strategii
> aijry; N = (@l Ay)N, prim&rny otekavany zisk hrace 1 na jednu hru
je tedy ! Ay. Z toho vyplyva snaha hrace 1 maximalizovat 2! Ay, kdezto
snahou hracCe 2 je tuto hodnotu minimalizovat. To vede k této uvaze:
predpokladejme, Ze existuji smisené strategie x*, y* hracd 1, 2 s vlast-
nosti

vl Ay* < 2T Ay* < 2 Ay (71)

pro libovolné smisené strategie z, y. Z levé nerovnosti je zrejmé, Ze
pouZije-li hraC 2 smiSenou strategii y*, potom hra€ 1 nemuze dosahnout
veétsiho zisku nez &*ﬂx_@*. naopak z pravé nerovnosti plyne, Ze pri volbé
smisené strategie z* hraCem 1 nemuize hra€ 2 zadnou smiSenou strategir
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(Pokracovani)

 ~ ©

snizit jeho zisk pod hodnotu z*! Ay*. Predpoklada-li kazdy z obou hraca,
Ze jeho souper hraje jak nejlépe je mozZné, je vyslednd hodnota z*1 Ay*
prijatelnd pro obé€& strany, protoze kazdy z hracu vi, Ze pri spravné hre
soupere nemuize ziskat vice. Proto se z*, y* (paklize existuji) nazyvaji

optimalnimi smisenymi strategiemi a ¢islo z*1 Ay* se nazyva cenou hry.

Poznamka. Definice (71) vypada uméle a existence optimalnich smisenych
strategii je na prvni pohled nepravdépodobna. O to vice prekvapuje, Ze
optimalni smiSené strategie vzdy existuji (viz dale).
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Cena hry

Predeviim ukazeme, Ze cena hry nezavisi na volb& optimalnich smisenych
strateqir:
Tvrzeni 2 Jsou-li x*, y* a &, y optimalni smisené strategie, potom

o Ay* = 71 Ag.

Dukaz. Z definice plyne, Ze plati (71) a
vl Ay < 71 A < 71 Ay (72)

pro kazdé ené strategie z, y. Dosazenim z = z*, vy := y* do (72) a
xT =T, y.= m o (71) dostavame

v AG < ETAG <3 Ay" < o™ Ayt < o™ A,

z €ehoZ plyne Ze viude plati rovnost a tedy z*1 Ay* = 71 Aj. O
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EXxistence a vypocCet optimalnich smiSenych strategii

Véta 141. Pro danou hru zadanou vyplatni matici A necht A = A+ aeel,
kde o = 1 — min a;j. Potom dvojice dualnich dloh linearniho programovani

iJ

_\3‘3*@%&“ Al >e, x>0} (P)

max{ely; Ay <e, y > 0} (D)

ma optimalni reseni. Jsou-li xg, yg libovolna optimalini reseni (P’), (D’),
potom

¥ = L0 u MQ*” Yo Aﬂwv

Jjsou optimalni smisené strategie obou hracu, w = &*%E\* je cena hry a

- N ©

pro mnoZziny optimalnich smisenych strategii obou hracu plati

Xopt = {z; Az >we, e’z =1,z >0},
{y; Ay <we, ely=1,y>0}.

Yopt
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Dukaz

/ o = 1 — _\3_3398 plyne a;j + « N _\3_389S + o = 1 pro kazdé s.?w._
tedy A = A+ aee!l > 0. Uloha (D) je pripustna (y = 0 je pFipustné) a
pro kazdé jeji pripustné teseni y a pro kazdé j plati ayy; < (Ay); < 1,
tedy 0 < y; < %E z Cehoz plyne, Ze mnozina pripustnych teseni (D') je
omezena, proto (D’') ma podle vEty 129 optimalni feSeni a podle v&ty 139
ma i (P") optimalni Fe3eni.

Necht zq, yo jsou optimalni feseni (P'), (D'). Potom podle v&ty o dualité

jeelzg=elygaz Nﬁao > e plyne zg # 0, tedy el'zg > 0, tudiz vektory z*,
T
y* definované vztahy (73) jsou nezdaporné a plati el z* = MﬂMw =1=ely*

tedy jsou to smisSené strategie.

Necht z, y jsou libovolné smisené strategie. Potom z Ayg < e plyne

2T Ay < eTz = 1, tedy 2T Ay* < -2 a analogicky z A’ zg > e plyne

€Yo
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(Pokracovani dukazu)

yTA 29 > Ty =1, 4. zbAy > 1 a o*l Ay > m%a , celkem
0

1 1

eTyg Tz

Avsak z!l Ay* = 21'(A + aeel)y* = 2L Ay* + a(zle)(ely*) = 2L Ay* + «,
analogicky z*1' Ay = z*1 Ay + «, diky CemuZ miaZeme od matice A p¥ejit k
puvodni matici A a z (74) tak dostavame

ol Ay* < < z*1 Ay, (74)

ol Ay* < 21 Ay

pro kazdou dvojici smisenych strategii x,y. Nyni, dosazenim za prvé y .=
y*, za druhé z .= z* dostavame odtud

&ﬂ\w@* < &*\H\p@* < &*\H\w@u

tedy podle definice jsou x*, y* optimalni smisené strategie obou hracd a
w = z*I Ay* je cena hry.
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(Pokracovani dukazu)

Je-li y libovolna optimalni smisena strategie hracCe 2, potom z &ﬁ»m < w
plyne pro z = (0,...,1,...,0)1 =¢;, Ze (A§); < w pro kazdé i, tedy Aj <
we, a ovsem el'g =1, § > 0, tedy § € Yopt. Naopak, necht § € Yypt. Potom
z A§ < we plyne pro kazdou smisenou strategii z, ze 1 A7 < w(zle) = w,

tedy
Rﬂ\_m <w< R*ﬂ\_@u
a pro x .= x*, y .=y dostavame odsud w = z*Ay, COZ znamena, ze plati

wT A < 2T AG < 2T Ay

-~ ©

pro kazdé smiSené strategie z, y obou hraCd a podle definice jsou z*, ¥y
optimalni smisené strategie, tedy y je optimalni smisSena strategie hracCe
2. Tim jsme dokazali, Ze Yypt J€ mnozina vsech optimalnich smiSenych
strategii hraCe 2, podobn€ Xgpt pro hrace 1. O
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Optimalni smisené strategie vzdy existuji

Véta 142. (von Neumann) Kazda koneCna maticova hra ma optimalni
smisené strategie obou hracda.

Dukaz. Plyne primo z predchozi véty. O

Poznamka. J. von Neumann dokazal tento vysledek nekonstruktivné
r. 1929 (udajné& inspirovan karetnimi hrami). Teprve objevem simplexové
metody (Dantzig 1947) se naskytla moznost optimalni strategie efektivné
pocCitat, jak jsme ukazali ve vété 141.
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AB a BA maji stejna vlastni Cisla, 321

Adjungovana matice, 310

Algoritmus (Choleského rozklad), 249

Algoritmus metody nejmensich Ctvercu, 128
Algoritmus pro vypocet inverzni matice, 70

Algoritmus pro vypocet Moore-Penroseovy inverze, 103
Algoritmus pro vypocet odstupnovaného tvaru, 88
Algoritmus pro vypocCet SVD rozkladu, 336

Baze a jeji existence, 160
Bazicka reseni, 355

Bézny krok algoritmu, 362
B-znaceni, 349
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Cauchy-Schwarzova nerovnost, 29, 189

Cena hry, 426

Co délat v pripadé singularni nebo obdélnikové matice?, 82
Co vede k pojmu linearni nezavislosti vektoru, 149
Cramerovo pravidlo, 308

Cyklus, 369

Cislo podmin&nosti, 282

Dalsi postup, 350

Definice determinantu, 289

Definice vektorového prostoru, 132

Definice vlastnich Cisel, 314

Determinant blokové trojuhelnikové matice, 298
Determinant matice se dvéma stejnymi radky, 294
Determinant transponované matice, 291

Dimenze direktniho soucCtu, 182
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Dimenze podprostoru, 170

Dimenze vektorového prostoru, 165

Direktni souCet podprostort, 180

Dodatek, 422

Dodatek k soustavam s regularni matici, 68

Dodatek: Vlastnosti bazickych reseni, 399

Dokaz, 11, 17, 23, 31, 33, 36, 40, 46, 55, 59, 64, 66, 74, 86, 90,
97, 101, 108, 115, 118, 123, 126, 137, 145, 153, 156, 161, 163, 168,
171, 174, 176, 181, 190, 195, 204, 220, 237, 239, 245, 247, 254,
312, 322, 325, 327, 339, 352, 356, 359, 361, 363, 370, 400, 405,
407, 412, 414, 416, 421, 428

Dukaz Cramerova pravidla, 309

Diikaz existence SVD rozkladu (viz str. 269), 337

Dulezity zvlastni pripad, 129

Dusledek: jina definice determinantu, 307

Diusledek: vliv zmény jednoho koeficientu na inverzi, 75

Ddadsledky, 185, 301
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Dusledky Penroseovy Vvéty, 117
Dvoufazova simplexova metoda: uvod, 375

Ekvivalentni vyjadreni, 253

Elementarni operace, 37

Elementarni operace a determinant, 295

Elementarni operace zachovavaji mnozinu reseni, 47
Eukleidovska norma, 28

Existence a vypocCet optimalnich smisenych strategii, 427
Existence ortonormalni baze, 198

Farkasova véta, 413

Faze I, 376, 388

Faze II, 379

Fundamentalni podprostory, 229

Gauss-Jordanova eliminace (Jordan 1888), 52
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Gaussova eliminace pro reseni Az = b (Gauss 1810), 49

Gram-Schmidtav ortogonalizacCni proces, 194
Gram-Schmidtiv proces (algoritmus), 196

Hilbertovy matice, 77

Historicka poznamka, 223
Hodnost matice, 93, 231
Hodnostni rozklad, 96, 232
Homogenni soustavy, 112
Householderova transformace, 258

Charakteristika neomezenosti, 415
Charakterizace reseni, 122
Charakterizace vlastnich Cisel, 315

Choleského metoda pro reseni Az = b s poz. def. matici A, 251

Choleského rozklad, 246
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Idea metody nejmensSich Ctvercu, 120
Inkluze a rovnost linearnich obalu, 146
Intermezzo: Fourierovy fady, 200
Intermezzo: PocCitale nepocitaji presng, 76
Inverzni matice, 63

Izomorfismus, 214

Jacobiho metoda pro vypocCet viastnich Cisel symetrické matice, 330
Jak tesSit soustavy, které reseni nemaji’, 119

Jak vypocitat ortogonalni projekci na podprostor, 240

Jedna rovnost staci, 65

Jednotkova matice, 15

Jednoznacnost optimalniho feSeni, 385

Kazdy n-rozmérny prostor je izomorfni R"™, 215
Komentar, 261
KonecCnost algoritmu, 371
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KoneCny pocet viastnich Cisel, 316
Konec faze I, 389

Konec faze II, 391

Kritérium neomezenosti, 360
Kritérium optimality, 358
Kritérium regularity, 302

Laplaceuv rozvoj, 304

Linedarné nezavisly systém lze rozsSirit na bazi, 169

Linearni kombinace, 143

Linearni nezavislost a regularita, 95

Linearni nezavislost sloupcu resp. radku matice, 94

Linearni (ne)zavislost vektord, 150

Linearni obal, 144

Linearni zobrazeni, 208

Linearni zobrazeni je jednoznacCné urceno hodnotami v bazi, 212
L(V,W) je izomorfrni R™*"™ 218
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Matice, 4

Matice inverzniho zobrazeni, 224

Matice jako reprezentace podprostoru, 230

Matice linearnino zobrazeni, 216

Matice s o(A) < 1, 342

Maticova reprezentace elementarnich operaci, 39

Maticova reprezentace linearnino zobrazeni, 219

Maticova reprezentace posloupnosti elementarnich operaci, 45
Maticové nerovnosti, 344

Maticovy zapis soustavy rovnic, 34

,Metamechanika” maticového soucinu, 32

Mnozina optimalnich reSeni, 383

Moore-Penroseova inverze, 100

Multiplikativnost: nejdulezitg&jsi vliastnost determinantu, 299
MySlenka dukazu, 305

MysSlenka dikazu SVD rozkladu (podle Jordana), 271
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MySlenka dukazu véty o nasobeni determinantd, 300
MysSlenka teSeni soustavy linearnich rovnic, 48

Nasobeni matic, 13

Nasobeni matice skalarem, 8
(Ne)jednoznacnost SVD rozkladu, 272
Nekomutativnhost souCinu matic, 19
Norma, 187

Obsah, 2

Odmocnina z matice, 333

Odstupnovany tvar matice: definice, 84
Odstupnovany tvar matice: priklad, 83
Odvozené veliCiny, 275

Operace s vektory, 26

Optimalni smisené strategie vzdy existuji, 431
Ortogonalni doplnék, 202
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Ortogonalni doplnék a souvisejici vlastnosti, 238
Ortogonalni matice, 252

Ortogonalni projekce na podprostor, 205
Ortogonalni vektory, 188

Ortonormalni baze, 197

Ortonormalni systém, 193

Prenasobeni regularni matici neméni hodnost, 235

Priklad, 51, 71, 99, 106, 111, 141, 234, 250, 265, 270, 297, 306, 317,
357

Priklad na Blandovo pravidlo, 367

Priklady, 148, 166, 186, 210, 290

Priklady vektorovych prostortd, 135

Ptipad n = 2, 67, 255

Parametricky popis mnoziny optimalnich reseni, 384

Permutace a jeji znaménko, 287

Perronova véta, 345
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Podminky optimality, 411

Podminky optimality pro ulohy s nerovnostmi, 420

Podobné matice maji stejna viastni Cisla, 320

Podprostory, 140

(PokracCovani), 20, 27, 201, 257, 335, 377, 378, 380, 381, 393, 394,
396—398, 424, 425

(PokraCovani dukazu), 12, 18, 41-44, 56, 57, 60, 61, 87, 91, 92, 98,
102, 109, 110, 116, 124, 127, 138, 139, 154, 157—159, 177—-179, 248,
323, 328, 340, 353, 364366, 372—374, 401, 408—410, 417, 429, 430
Pomocné tvrzeni, 85

Popis mnozZiny reseni, 114

Pouziti Householderovy transformace I, 259

Pouziti Householderovy transformace II, 260

Pouziti Householderovy transf. III: redukce na Hessenberguv tvar, 262
Pouziti QR rozkladu k reSeni soustav linearnich rovnic, 266

Pouziti QR rozkladu pro metodu nejmensich Ctvercu, 267

Pouziti RREF tvaru k reSeni obecnych soustav lin. rovnic, 107
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Pouziti SVD I. hodnost a ortonormalni baze, 276

Pouziti SVD II: (pseudo)inverze a ortogonalni projekce, 277
Pouziti SVD III: feSeni obecnych soustav linearnich rovnic, 278
Pouziti SVD IV: polarni rozklad, 279

Pouziti SVD V: vyznam singularnich Cisel, 281

Pouziti SVD VI. komprese digitalniho obrazu, 284

Pozitivng (semi)definitni matice, 243

Pozitivni (semi)definitnost a vlastni Cisla, 332

Poznamky, 5, 9, 104, 151, 209

Poznamky 1, 133

Poznamky 2, 134

Poznamky k maticovému soucinu, 14

Primarni a dualni uloha, 402

ProC ,,nejmensich Ctvercu” 7, 121

Prostor linearnich zobrazeni, 217

QR rozklad, 263
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QR rozklad (algoritmus), 264

Redukce linearné zavislého systému generatoru, 152
Regularita, 35

Rekurentni vlastnost pozitivni definitnosti, 244
Rovnost matic, 6

adkova linearita determinantu, 293
esSeni soustavy Hy,x = Hpe pro n
esSeni soustavy Hy,x = Hpe pro n
eSeni soustavy x = Ax + b, 343

eSitelnost soustavy normalnich rovnic, 125

12, 13 Gaussovou eliminaci, 79
14 (2 metody), 80

A A T T XK

Secitani matic, 7
Sherman-Morrisonova formule, 73
Shrnuti, 164

Simplexovy algoritmus, 368

Rejstrik -450-



Singularni Cisla, 273

Skladani linearnich zobrazeni, 221

Slaba véta o dualitg, 403

(Slaba) véta o dualité pro ulohy s nerovnostmi, 419
Slozené zobrazeni a maticovy soucin, 222

Smysl zavedeni baze: souradnice, 162

Smysl zavedeni ortonormalni baze: vzorce pro souradnice, 199
Souradnicovy vektor, 213

Soustavy Hpox = Hpe, 78

Soustavy s regularni matici, 62

Souvislost determinantu s vlastnimi Cisly, 318
Specialni normy a jejich znacCeni, 192

Specialni pripad, 241

Spektralni norma, 280

Spektralni polomér, 341

Spektralni véta pro symetrické matice, 326

Spojeni a prunik podprostoru, 173
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Steinitzova véta o0 vymeéng, 155

Subdeterminant a algebraicky doplnék, 303

SVD faktorizace, 283

SVD rozklad, 269

SVD rozklad: pro a proti, neboli dvoukolejnost linearni algebry, 274
SVD rozklad: uvod, 268

Svylvesterova véta o setrvacnosti , 338

Symetricka matice, 24

Systém generatorua, 147

Systém vektoru, 142

Tabulka, 354

Tabulka na zaCatku faze I, 387
Tabulka na zacCatku faze II, 390
Teorie her: zakladni pojmy, 423
Terminologie, 242

Transformace na tabulkovy tvar, 351
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Transponovana matice, 21

TTteti elementarni operaci lze slozit z prvnich dvou, 38
TFi moznosti ukoncCeni, 382

Tvar matice v b&Zném kroku (na pocatku kr. 1), 50, 53
Tvar mnoziny reSeni, 113

Tvar podprostoru, 172

Ukazka vypoCtu v MATLABU: priklad, 386
Ukazka zacykleni I: vypocCet podle Blandova pravidla, 392
Ukazka zacykleni II: modifikace Blandova pravidla, 395

Uloha linearniho programovani, 347
Ulohy s nerovnostmi, 418
Uvod, 286

Vektorovy prostor se skalarnim soulinem, 184
Vektory, 25
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VEta o dimenzi spojeni a pruniku, 175

VEéta o dualitg, 406

VEéta o hodnosti transponované matice, 236
V0Iastnosti inverzni matice, 72

V0astnosti normy, 30, 191

Vlastnosti ortogonalnino doplnku, 203
Vlastnosti ortogonalnich matic, 256
V0Iastnosti seCitani matic a nasobeni matice skalarem, 10
V0Iastnosti souCinu matic, 16

VlIastnosti transpozice, 22

V0astni Cisla symetrickych matic, 324
Vl0astni Cisla trojuhelnikové matice, 319

VIiv transpozice na znaménko, 288
Vypocet determinantu, 296

Vypocet dualniho optimalniho reseni, 404
Vypocet inverzni matice, 69

Vypocet ortogonalni projekce, 206
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Vypocet vlastnich Cisel symetrické matice, 329

Vysledna matice je v RREF a je jednoznacné urcena, 89
Vyznam Vvéty o determinantu transponované matice, 292
Vzorec pro inverzni matici, 311

Vztah mezi singularnimi a vilastnimi Cisly, 334

Vztah pocCtu prvkl systému k dimenzi, 167

Zastaveni algoritmu I, 54

Zastaveni algoritmu II, 58

Zakladni pojmy, 348

Zakladni vlastnosti linearniho zobrazeni, 211
Zakladni vlastnosti vektorového prostoru, 136
Zaveér intermezza, 31

Zduvodnéni konvergence, 331

Zmeéna souradnic (pokraCovani), 226

Zmeéna souradnic vektoru pri zméné baze, 225
Zpét kK maticim, 228
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Zpet k RREF; vyhled, 130
ZvI|astni pripady, 105
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